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Prefacio

La motivacién detrads de este estudio surgié del interés en un resultado que suele ser citado
pero nunca demostrado en muchos cursos introductorios de calculo: la inexistencia de antiderivadas
elementales para ciertas funciones que en primera inspecciéon no poseen ninguna peculiaridad.

Incluso antes de entrar a la universidad, la integracién y las técnicas asociadas a la solucién de
integrales me despertaron un gran interés. Entrando de lleno al estudio del célculo, pude apreciar la
aplicabilidad y la utilidad de las antiderivadas como funciones que surgen en soluciones a problemas
de fisica, estadistica, economia, entre otras disciplinas. Desde entonces, he tenido la oportunidad de
estudiar y notar varios patrones que resultan casi algoritmicos en la solucién de muchas integrales,
asi como he podido encontrar funciones importantes que provienen de integrandos cuya antiderivada
no es elemental. Por ejemplo, la funcion de distribuciéon probabilistica de una distribuciéon normal.
El misterio alrededor de estas funciones me parecié casi mistico por mucho tiempo, y siempre quise
entender la razon detrés de la inexistencia de sus antiderivadas.

Durante la licenciatura se estudia el Analisis de Variable Real, un curso en el cual un resultado
importante es que toda funcién continua definida en un intervalo es integrable en el sentido de
Riemann. Fue evidente, desde entonces, que el problema de encontrar una antiderivada elemental no
es un problema que pueda resolverse dentro del calculo. Poco después, en un curso que se concentré
en teoria de Galois, pude presenciar el procedimiento detras de la demostracién del teorema de
imposibilidad de Abel. Dicho teorema afirma la inexistencia de una féormula general para encontrar
los ceros de un polinomio de grado mayor a 4 a través de sus coeficientes, utilizando tnicamente
operaciones de campos y radicales. Fue aqui que noté un paralelo con el problema de la integracién
indefinida, pues ambos estudian la incapacidad de representar de manera algebraica a objetos que
existen dentro del analisis. Esto me llevo a investigar mas sobre el tema, leyendo un poco sobre
Teoria Diferencial de Galois. Aunque dicha teoria va mas alla de lo que se discute en la presente
tesis, fue el interés en la misma el que me llevo a descubrir sobre el Principio de Liouville, los
métodos de Rothstein y Trager, los algoritmos de integracién de Risch, y muchas otras herramientas
utilizadas en este trabajo investigativo. Mi viaje a través de estas ramas de la matemaética ha sido
una aventura que he disfrutado verdaderamente, y es por ello que quise compartir y ahondar en lo
que he aprendido a través de esta investigacion.
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Resumen

En la presente tesis se definen a los operadores diferenciales en el contexto del algebra, de manera
que la antiderivada pueda ser vista como un operador inverso entre campos diferenciales. Se exa-
minan a las funciones elementales como objetos algebraicos que presentan propiedades diferenciales
especiales, con el objetivo de determinar las condiciones necesarias para que la antiderivada de una
funcién sea elemental. Con esto en mente, se presenta un algoritmo de integracién de funciones ra-
cionales que representa a la integral a través de una parte racional y una parte logaritmica, haciendo
uso del resultante de Sylvester como herramienta. Este resultado se generaliza para cualquier campo
de funciones elementales, de manera que si una antiderivada es elemental, entonces debe poseer una
parte dentro de dicho campo, adicional a una parte compuesta por una cantidad finita de logaritmos
de funciones en ese campo. Finalmente, se presentan algoritmos de Risch para integracién de fun-
ciones elementales trascendentales, los cuales determinan si una funcién en campos con extensiones
logaritmicas y exponenciales posee una antiderivada elemental, y en caso afirmativo, se presenta la
solucién en términos de una cantidad finita de funciones elementales.

VII






CAPITULO 1

Introduccién

En la matematica, la habilidad de encontrar la antiderivada de una funcién a veces es vista con
un cierto grado de misticismo a su alrededor. Existen incluso concursos de integracién en varias
universidades alrededor del mundo, en las cuales el ganador es quien logre encontrar una integral
dada con mayor agilidad. Pero, ;sera posible obtener un algoritmo general de integracion indefinida,
con el cual sea posible integrar cualquier funcién? De ser asi, jseria esta una ventaja significativa
para quienes conocieran dicho algoritmo de integraciéon?

Mas alla de eso, es ampliamente conocido que existen funciones que simplemente no poseen una
antiderivada en términos de funciones elementales. Muchas de estas funciones son importantes en
aplicaciones de la matematica, y la inexistencia de su antiderivada elemental provoca la necesidad
de recurrir a métodos numéricos de integracion. Algunos ejemplos de estas funciones son:

2 -_— 2 . e - 3 ’
= La funcién e~*", que aparece como integrando en la funcidn error, la cual es 1til en teoria de

probabilidades, estadistica y ecuaciones diferenciales.

s La funcion w7 que aparece como integrando en la funcion seno integral. Esta y otras inte-
grales de funciones trigonométricas son relevantes en procesamiento de senales.

= La funcion @, que es el integrando en la funcion logaritmo integral. Esta funcion es im-
portante en la teoria analitica de ntmeros, siendo una aproximacién asintotica a la funcion

contadora de niimeros primos.
R S

(1—22)(1—k222)
primer tipo. Estas puede utilizarse para expresar la soluciéon de un problema de péndulo simple
en fisica mecanica clasica, sin utilizar aproximaciones de dngulo pequeno.

= Las funciones , que aparecen en el integrando de las funciones elipticas del

Ambos problemas descritos sobre la integracion indefinida parecen relacionarse al menos ligera-
mente, pues al buscar un algoritmo de integracion simbolica seria evidente la dificultad causada por
la imposibilidad de encontrar una antiderivada elemental para ciertas funciones. Esta tesis propone
una soluciéon a ambos problemas, a través de un algoritmo de decision de integrabilidad en términos
elementales. Una vez esté demostrado que la antiderivada elemental existe, el mismo algoritmo sera
capaz de determinar la misma.



El contenido principal de este estudio se encuentra en los capitulos |5|al En el quinto capitulo
se presentard una breve introduccion a las bases mateméticas mas importantes y necesarias para
ahondar en el sujeto principal de la tesis. En el sexto capitulo se formaliza a través del algebra a la
derivada e integral como operadores simbdlicos. El séptimo capitulo discute de manera formal a las
funciones elementales y sus propiedades, hablando en el proceso de la estructura de dichas funciones
y la forma que poseen sus derivadas. En el capitulo octavo se busca sentar las bases de un algoritmo
mas general de integracion a través de las funciones racionales, y al mismo tiempo servird como un
ejemplo y vista previa a herramientas que se utilizardn a lo largo del trabajo. El noveno capitulo
discute uno de los teoremas fundamentales dentro de la integracion simbodlica, debido a Liouville.
Este teorema exige una forma especifica para una funciéon con antiderivada elemental. Se finaliza
con el décimo capitulo, que aprovecha los principios de integracion discutidos a lo largo del trabajo
para crear técnicas de decision sobre la integrabilidad simbélica de funciones elementales, asi como
un algoritmo de integraciéon para funciones que si posean una antiderivada elemental.

En cuanto a su alcance, esta tesis busca encontrar caracterizaciones de las funciones que tengan
antiderivadas elementales. Aunque dicha tarea no esté por completo finalizada en la literatura ac-
tualmente existente, debido a que usualmente las aproximaciones por métodos numeéricos y series
infinitas son suficientes para resolver en la practica el problema de la integracion, si se conocen
algunas caracterizaciones de este tipo para ciertos tipos de funciones. Ademas, en los casos restan-
tes, existen resultados que pueden ayudar a determinar si ciertas antiderivadas son elementales o
no. Esto hace de los resultados presentados un semi-algoritmo de decisiéon. Por otra parte, en este
trabajo se demostrara lo necesario para determinar la integrabilidad simbolica de funciones en tres
de cuatro tipos de campos de funciones elementales: los campos de funciones racionales, los campos
cuya ultima extension es logaritmica, y los campos cuya tltima extension es exponencial. Aquello
que es requerido para campos cuya ultima extension es algebraica requiere de herramientas de alto
calibre en geometria algebraica computacional, por lo cual inicamente se mencionara pero no sera
demostrado, y se refiere al lector a fuentes mas completas en ese aspecto. Una vez expuestas las
definiciones y los teoremas, la estructura del semi-algoritmo a desarrollarse sera la siguiente.

1. Tomar una funcion elemental f a integrarse.

2. Identificar el campo de funciones elementales al cual f pertenece, siendo este uno de los cuatro
tipos a continuacion:
= Campo de funciones racionales.
= Campo de extension logaritmica.
= Campo de extension exponencial.

= Campo de extensioén algebraica.

3. Aplicar el algoritmo de reduccion de Hermite, de ser necesario.

4. Se decide la integrabilidad simboélica de f a través de los teoremas de Rothstein-Trager y de
los teoremas de integracion de polinomios logaritmicos/exponenciales/algebraicos.

5. Si f es integrable simbolicamente, los teoremas anteriormente mencionados proveen su solucién.
De lo contrario, simplemente queda demostrado que la integral es no-elemental.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

Recopilar y ordenar la teoria algebraica diferencial necesaria para construir un procedimiento
formal de decisién que permita determinar la existencia o inexistencia de una antiderivada elemental
para una funcion elemental dada.

2.2. Objetivos especificos

» Presentar una formalizacion matemdtica de la rama del Algebra Diferencial con una perspectiva
enfocada a la Integracion Simbolica.

s Definir formalmente el concepto de funcion elemental dentro del algebra, en busca de carac-
terizaciones sobre la existencia de una antiderivada en simbolos algebraicos.

= Exponer algoritmos de Integracion Simbolica para funciones elementales, partiendo de las
funciones racionales como pieza clave para trabajar con funciones elementales generales.

= Demostrar teoremas clave que puedan ser utilizados como herramienta para determinar si una
funciéon posee, o no, una antiderivada elemental.

= Construir un algoritmo de decision sobre integrabilidad simboélica que construya por completo
la antiderivada de una funcién si esta es elemental.






CAPITULO 3

Justificacién

En el mundo académico adyacente a la matematica, ensenar la mayor cantidad posible de téc-
nicas de integracion y resolver cientos de integrales de manera rapida es una practica comun. En
esta linea de ensefianza siempre se llega a una pared que detiene, al menos momentaneamente, al
educando y al educador: hay integrales indefinidas que parecen no poseer una solucion accesible. A
veces, simplemente es necesario utilizar maquinaria matematica mas fuerte. En otras ocasiones el
instinto del estudiante es correcto, y la antiderivada que se busca no puede ser expresada en términos
de las funciones que se manejan en un curso introductorio de matemaética al nivel de pregrado. ;Pero
c6mo podria el estudiante saber esto, si no con una amplia cantidad de trucos matematicos oscuros,
y memorizando exactamente los tipos de integrales que pueden ser resueltas y las que no? En muchas
ocasiones, incluso se menciona que ciertas funciones como e~ y w, las cuales son aplicadas en
la teorfa de probabilidades, telecomunicaciones, procesamiento de senales, entre otras ciencias, no
poseen una antiderivada elemental. No obstante, la prueba de estos hechos no es ampliamente cono-
cida, y ni siquiera se suele definir con exactitud el significado del término “antiderivada elemental”,
creando mas misterio alrededor del tema de la integracién.

Por la situacion descrita, el presente trabajo de investigacion se concentra en la profundizacion y
formalizacion algebraica del concepto de antiderivada elemental, y presenta la forma que puede poseer
la antiderivada de una funcién dada dentro del contexto del calculo integral. También se discuten las
condiciones bajo las cuales dicha antiderivada simplemente no puede existir en términos de simbolos
conocidos dentro de una variedad de funciones especificas, llamadas funciones elementales. El interés
en dicho tema también surge debido a la importancia del proceso de integracion simbolica dentro
de varias ramas de la ciencia y la matematica, y lo misterioso que parece ser el mismo para un
estudiante que apenas inicia su aventura en el mundo de la matemética formal.

Se espera que el presente trabajo sirva como referencia para todo aquel instructor que desee dar
una respuesta mas completa en relacion con la pregunta: jPor qué hay funciones que “no se pueden
integrar’? También se busca que el estudiante curioso pueda responder sus dudas a través de una
lectura completa y exhaustiva de este trabajo, creando la capacidad de utilizar los conocimientos
adquiridos para cualquier aplicacion profesional que decida darle a la integracion en la matematica,
ciencia e ingenierfa. En general, esta tesis intenta hacer méas accesibles las demostraciones pertinentes
a la inexistencia de antiderivadas elementales, pues se trata de teoremas ampliamente citados, pero
dificilmente conocidos incluso por los mas estudiosos matematicos.






cAPITULO 4

Antecedentes histéricos

El problema de encontrar una funcién elemental que represente la antiderivada de una funcion se
remonta a tiempos tan tempranos como la creacién del célculo en el siglo XVII. Muchos matematicos
famosos trabajaron anos creando técnicas y atajos para encontrar la antiderivada de varios tipos
de funciones, pero result6 ser que algunas de estas simplemente parecian ser imposibles de resolver.
Como es de esperarse, esto llevo a los matematicos a la biisqueda de una demostraciéon de inexistencia
para estas antiderivadas. Mas de un siglo después de los primeros indicios del calculo, entre los anos
1833 y 1841, el matematico francés Joseph Liouville publicé una serie de articulos discutiendo este
tema. Entre estos articulos, uno de los mas importantes llevé por nombre “Sur la détermination des
intégrales dont la valeur est algébrique”, que en espafol se traduce como: “Sobre la evaluacion de
integrales cuyo valor es algebraico” [15]. En estos articulos, Liouville logréo demostrar por primera
vez la inexistencia de algunas antiderivadas en términos de funciones elementales.

A inicios del siglo XX, el famoso G. H. Hardy [9] realiz6 un compendio sobre integracion en
una variable. En él, utiliz6 mucho del trabajo de Liouville para demostrar la inexistencia de varias
antiderivadas simbolicas. Mas tarde en el siglo XX, el matematico J. F. Ritt [19] formaliz6 el estudio
del Algebra Diferencial, que serfa la herramienta por excelencia para generalizar las demostraciones
de Liouville. Més recientemente, Robert H. Risch [I8] present6 entre 1968 y 1979 una solucion semi-
algoritmica al problema de integracién simbolica, construyendo su algoritmo de integracién y de
decision en cuanto a integrabilidad en términos algebraicos. Este algoritmo fue finalizado con los
aportes de Trager [22] y Bronstein [4], quienes presentaron algoritmos de integracion de un tipo
especial de funciones elementales. En efecto, muchas de las calculadoras de integracién simbolica
utilizan hoy en dia una implementacion de los algoritmos propuestos por estos matematicos.

Aun con este trabajo, existen funciones cuya integrabilidad algebraica es un problema abierto.
En el afio 2020, D. Masser y U. Zannier [I7] encontraron contraejemplos a algunas conjeturas de
Davenport [7]. Se han buscado demostraciones e implementaciones alternativas de los teoremas y
algoritmos en integracién simbolica para su mejoria, pero la literatura y el interés dedicado al tema
no son los mas extensos. Una de las fuentes mas completas, modernas y claras es el libro de Algebra
Computacional de K. O. Geddes, S. R. Czapor, y G. Labahn, publicado en 1992 [8]. Este demuestra
y resume algunos teoremas y algoritmos que serén discutidos en esta tesis, entre ellos los algoritmos
de E. Hermite [II], M. Rothstein [2I] y B. Trager [22]; y uno de los teoremas cumbre en integracién
simbolica, el principio de Liouville.






CAPITULO b

Nociones preliminares

En este capitulo, se presentan definiciones y resultados en algunas areas de la matematica que
seran utilizados a lo largo de la presente investigacion. La mayoria de estos resultados no seran
demostrados, pues no son mas que una base necesaria para entrar al detalle de interés en los siguientes
capitulos, y se espera que un estudiante de matematica los conozca o pueda estudiarlos por cuenta
propia. Sin embargo, se agrega al inicio de cada seccion algunas referencias en las cuales se encuentran
las demostraciones correspondientes.

5.1. Algebra

La informacion sobre anillos y campos resaltada en esta seccion puede ser encontrada en los
capitulos 3 y 5 del libro de Herstein [12].

5.1.1. Teoria de anillos

Una de las herramientas principales a utilizarse més adelante son los anillos. Esto se debe a
su utilidad a la hora de trabajar con conjuntos de polinomios, los cuales seran herramientas muy
importantes en este estudio.

Definicion 5.1: Un conjunto no vacio R es un anillo si en él se definen dos operaciones binarias con
ciertas propiedades. Estas a menudo reciben los nombres de suma (+) y producto (-), usualmente
en ese orden. Las propiedades a cumplirse son las que siguen.

1. Cerradura de la suma: Sia € Ry b € R, entonces a +b € R.
2. Asociatividad de la suma: Para todo a,b,c € R, se cumple a + (b+c¢) = (a +b) + c.

3. Neutro de la suma: Existe 0 € R tal que para todo a € R se cumple a + 0 =0+ a = a.



4. Inversos de la suma: Para todo a € R, existe —a € R tal que a+ (a) = (—a) +a = 0, donde
0 € R es el neutro aditivo.

Conmutatividad de la suma: Para todo a,b € R, se tiene a +b =0+ a.
Cerradura del producto: Sia € Ry b€ R, entonces a-b € R.

Asociatividad del producto: Para todo a,b,c € R, se cumple a- (b-¢) = (a-b) - c.

® X o o

Distributividades del producto sobre la suma: Si a,b, c € R, entonces:
c-(a+b)=c-a+c-b,
(a+b)-c=a-c+b-c

Es decir, (R,+) es un grupo abeliano, mientras (R — {0}, -) no necesariamente es conmutativo,
no necesariamente posee inversos, y ni siquiera necesita un elemento neutro multiplicativo.

Como se mencionaba, la importancia de los anillos para el proposito de este trabajo radica sobre
todo en los anillos de polinomios. Para entender mejor estas estructuras, vale la pena darle un nombre
a algunos tipos de anillos que aparecen en su estudio.

Nota Bene 5.1 (Tipos de anillos): Si (R, +,-) es un anillo en el cual todos sus elementos conmutan
en multiplicacion, entonces R es un anillo conmutativo. Por otro lado, si (R,+,+) es un anillo tal
que (R —{0},) forma un grupo, entonces R es un anillo de division. Si (R — {0}, ) forma un grupo
abeliano, entonces R es un campo. Ahora, en un anillo R, si a,b € R — {0} cumplen ab = 0 entonces
se dice que a y b son divisores de cero. En caso que R sea un anillo conmutativo y sin divisores de
cero, entonces R es un dominio entero.

Sean m € Z y a € R. Entonces la multiplicaciéon ma significa sumar al elemento a € R una

cantidad de m veces:
ma=a+a+---+a
m veces.

Ahora bien, la caracteristica de un dominio entero es el menor entero no negativo que anula a todos
sus elementos bajo multiplicaciéon. Un dominio entero D es de caracteristica 0 si la relacion ma = 0
para a # 0 en D y m € Z solo puede ocurrir si m = 0. Un dominio entero D es de caracteristica
finita si existe p € Z* tal que pa = 0 para todo a € D. En este caso, es facil demostrar que p es un
ndmero primo.

Finalmente, se le llama anillo euclideano a aquel dominio entero R que posee una nocién de valor
absoluto, llamado el d-valor. Este es tal que para todo a,b € R — {0} se tiene que d(a) < d(ab), y
que existen g, € R tales que a = gb + r donde se da una de r = 0 o d(r) < d(b). Esto ultimo es un
algoritmo de la divisién abstracto.

Usualmente se trabajaré con dominios enteros, pues esta es la forma que los anillos de polinomios
toman cuando los coeficientes son parte de un campo. De hecho, estos seran anillos euclideanos, donde
el d-valor es el grado de un polinomio.

En los anillos de polinomios, seréa importante la nocién de maximo comun divisor. Aunque es un
concepto ampliamente conocido, cabe resaltar su definicion, la cual requiere conocer la relacion de
divisibilidad entre elementos.

Definicion 5.2: Si R es un anillo conmutativo y a,b € R con a # 0. Entonces, se dice que a divide
a b si existe ¢ € R tal que ac = b. La relacion de divisibilidad se denota por a | b.

Con esto, ya es posible definir formalmente al maximo coman divisor de dos elementos de un
anillo conmutativo dado.
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Definicién 5.3: Si R es un anillo conmutativo y a,b € R, entonces d = (a,b) € R — {0} es un
mdzimo comin divisor de a y b en R si se cumplen ambas condiciones siguientes:

sdlayd|b,

» Sice R—{0} estal que ¢| ay c|b, entonces ¢ | d.

Es muy importante resaltar que el maximo comun divisor en un anillo euclideano es tnico salvo
una clase de equivalencia, la cual se presenta en la relaciéon de asociaciéon de elementos. Para llamar
a este concepto, se define qué es una unidad.

Definicion 5.4: Sea R un anillo conmutativo con identidad multiplicativa. Un elemento a € R es
una unidad si existe b € R tal que ab = 1.

Definicion 5.5: Sea R un anillo conmutativo con identidad multiplicativa. Un elemento a € R es
asociado a otro elemento b € R si existe una unidad u € R tal que a = ub.

En efecto, la relaciéon de ser asociados es una relacion de equivalencia. Muchas propiedades de
unicidad se cumplen salvo asociacidn, significando que si un elemento cumple cierta propiedad, sus
elementos asociados también la cumplen. El méximo coman divisor es tinico salvo asociacién en un
anillo euclideano.

El siguiente concepto permite fabricar campos determinados por dominios enteros, construyendo
elementos fraccionarios a través de las propiedades comunes de las fracciones. Esta es una forma tutil
de pensar en ciertos campos con propiedades relacionadas a los cocientes algebraicos.

Definiciéon 5.6: Si D es un dominio entero, el campo de cocientes (F,+,-) se construye de tal
manera que a/b = c¢/d siy solo si ad = be, y

ac

c ad + be a ¢
d  bd ’ b d bd

+

Sl S

Por ejemplo, si se toma el dominio entero Z con sus operaciones de suma y producto usuales,
su campo de cocientes es Q. Este concepto resulta importante para definir los campos de funciones
racionales. Pero primero, se requiere definir los anillos de polinomios.

Definicion 5.7: Sea F' un campo, entonces se define al anillo de polinomios

n
Flz] = {Zaw’“:ak EF,an;«éO,neN}.
k=0

Es decir, F[x] es el conjunto de los polinomios en la variable = y coeficientes en F' o sobre F. Dado
un elemento de Fx], los a € F correspondientes se llaman coeficientes del polinomio. Ademas, a,
es llamado el coeficiente principal del polinomio.

Estos conjuntos siempre forman un anillo, lo cual requiere una nociéon de igualdad, de una suma,
y de un producto. Ademas, en esta definicion, x es un simbolo formal. De esta manera, no es necesario
hacer referencia a las propiedades numéricas que podria cumplir, o no, el simbolo x. Esta forma de
pensar en los objetos es de alta importancia en el dlgebra simboélica, incluyendo el algebra diferencial
que se desarrollara mas adelante.

Definicién 5.8: Si F' es un campo, y se definen p(x) = > aiz’ y q(z) = 37_bjz? en Flz],
entonces se da la igualdad de polinomios p(x) = q(x) siy solo si m =n y ap = b, para todo k.
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Teniendo una forma bien definida de decidir la igualdad de polinomios, inicamente queda definir
la suma y producto para afirmar que F[z] es un anillo.

Definicion 5.9: Si F' es un campo, y se toman p(z) = >."ja;z’ y q(z) = > im0 bjzl en Flz],
entonces se definen las operaciones de polinomios con:

méx{m,n}

pa)+a@) = Y (an+bat,

k=0

con a; = 0 cuando « > m y b; = 0 cuando j > n.

En efecto, es posible comprobar que F'[z] con estas operaciones forma un anillo. De hecho, siendo
F un campo, se tiene que F[x] es un anillo con ciertas propiedades especiales.

Nota Bene 5.2 (Sobre la estructura de los anillos de polinomios): Si F' es un campo, entonces
(F[z],+,-) forma un anillo conmutativo con elemento neutro multiplicativo, donde + y - representan
la suma y producto definidos anteriormente. Es més, este sera un anillo euclideano, donde el d-valor
se define con la funcion deg presentada mas adelante.

Obviamente resulta importante definir el grado de un polinomio, pues varias demostraciones
requieren el uso de las propiedades que este trae consigo.

Definicién 5.10: Si F' es un campo, entonces es posible definir la funcion deg : F[z] — {0} — N tal
que si p(z) = 37" a;z" € Flz], entonces deg(p(x)) = m es el grado del polinomio p(x). Por otro
lado, el grado del polinomio 0 no esta definido, y si deg(g(x)) = 0, entonces se dice que g(x) € F es
un polinomio constante.

A continuacién, se escriben algunas propiedades de alta importancia que presenta el grado de
los polinomios como funcién de Fz]. Las siguientes demuestran que, en efecto, la funcion deg es un
d-valor en Fx].

Propiedad 5.1: Si F es un campo con f(z), g(z) € F[z] — {0}:

= deg(fg) = deg(f) + deg(g)-
x deg(f) < deg(f9g).
» Algoritmo de la division: Existen polinomios ¢(z),r(z) € F[z] tales que se cumple
f(@) = g(x)q(x) + r(z),
donde r(x) = 0 o deg(r) < deg(g).
Son estas las propiedades que nos permiten afirmar que, para un campo F, entonces F[z] es un

anillo euclideano. De esta manera, se adquieren propiedades ttiles como la unicidad salvo asociaciéon
de maximos comunes divisores.
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Otro par de propiedades necesarias en el estudio del algebra diferencial a trabajarse son las
siguientes, analogas al lema de Bézout en la teoria de numeros.

Propiedad 5.2 (Lemas de Bézout): Si F es un campo con f(z),g(z) € F[x] — {0}, entonces:

» Lema de Bézout: Si d(x)

= (f(z),9(x)) € F[z] es el maximo comun divisor de f y g, entonces
existen polinomios A(x), ()

€ F[z] tales que
d(x) = Az)f(x) + p(2)g(2).

» Bézout extendido: Sea d(z) = (f(z),9(x)) € Flz], y sea c(xz) € Flx] tal que d(z) | c(x).
Entonces, existen existen polinomios A(x), u(x) € F[z] tnicos tales que

c(x) = M) f(z) + p(2)g(),
deg(A(x)) < deg(g(x)) — deg(d(x)).
Si también se cumple que deg(c(z)) < deg(f(x)) + deg(g(z)) — deg(d(x)), entonces

deg(p(x)) < deg(f(x)) — deg(d(x)).

Esta ultima extension del lema de Bézout aparece en el desarrollo de algunos algoritmos que
seran de mucho interés. Entre ellos, resalta el algoritmo de Hermite. Otra definicién que se utilizara
bastante es la de los campos de funciones racionales, que son un caso especial de los campos de
adjuncién a mencionarse proximamente.

Definicién 5.11: Dado un anillo de polinomios F[z|, el campo de cocientes de F[z] se denota por
F(z). Este es el campo de las funciones racionales en la variable x y con coeficientes en F.

Tres tipos esenciales de polinomios en el desarrollo del algebra diferencial utilizada en este trabajo
se presentan a continuacion.

Definiciéon 5.12: Si F[z]| es un anillo de polinomios con elemento identidad 1 € F, entonces un
polinomio p(x) € F[x] es mdnico si su coeficiente principal es exactamente igual a 1.

Definiciéon 5.13: Si F[z]| es un anillo de polinomios con elemento identidad 1 € F, entonces un
polinomio p(x) € F[z] es primitivo si el maximo comun divisor de sus coeficientes es asociado a 1.

Definicién 5.14: Si F' es un campo, entonces un polinomio no nulo p(z) € F[z] es irreducible en
F[z] si siempre que existan a(x),b(x) € Flz] — {0} tales que p(z) = a(z)b(z), se tiene que solo uno
de deg(a) y deg(b) es 0.

Suele esperarse que haya una tnica forma de separar un polinomio en factores irreducibles. Esto
es cierto cuando los coeficientes pertenecen a un campo, salvo elementos asociados.

Propiedad 5.3: Si F' es un campo, entonces todo polinomio en F[z] — {0} puede factorizarse de
manera Unica, salvo asociacién, como producto de polinomios irreducibles en F[z], o bien, es una
unidad del anillo.

Con esto, se poseen todas las bases necesarias en la teoria de anillos para continuar el trabajo
con la teoria de campos.
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5.1.2. Teoria de campos

A pesar de haberse definido anteriormente entre los distintos tipos de anillos de la nota [5.1]
los campos serdn tan importantes a la hora de pensar en los conjuntos a los cuales pertenecen las
funciones a trabajar que se les otorga su propia definicion.

Definicion 5.15: Un conjunto no vacio F' es un campo si en él se definen dos operaciones binarias,
a menudo llamadas suma (+) la primera, y producto () la segunda, las cuales cumplen con que
(F,+) y (F —{0},-) son grupos abelianos, y el producto se distribuye sobre la suma.

Sera importante tomar en consideracién campos que contienen dentro de ellos a campos mas
pequenios. A estos campos se les llaman extensiones.

Definicion 5.16: Si F'y K son campos tales que F' C K, se dice que F' es subcampo de K y que
K es una extension o un campo de extension de F.

Maés adelante, los campos de extension seran importantes para definir a ciertos tipos de funciones.
En especifico, con estos sera posible obtener una formalizacion del concepto de funcion elemental.

Definicién 5.17: Si F' es un campo y K es una extensiéon de F', entonces a € K es algebraico sobre
F si existe f(z) € F[x] un polinomio no constante tal que f(a) = 0. Es decir, a es una raiz de f.

Uno de los tipos de funciones elementales incluye a las que aparecen en algunas extensiones
algebraicas. Su definiciéon seré casi completamente paralela a la de los elementos algebraicos. Para
comprender qué es exactamente una extension algebraica y otras extensiones que se le parecen, son
necesarios los campos por adjuncion.

Definicion 5.18: Si F' es un campo, K es una extension de F'y a € K, entonces el campo de
adjuncion F(a) es el subcampo mas pequeno de K que contiene a F' y al elemento a. Ademas, este
equivale al campo de funciones racionales en a sobre F,

_ ) z),q(x x|, q(x
F@) = {29 ). a(o) € Flal a(o) 0.

A su vez, también puede pensarse en F'(a) como el campo de cocientes del anillo F'[a], o como la
interseccion de todos los subcampos de K que contienen a F' y al elemento a. En general, si F es
un campo, K es una extension de F' y ay,...,a, € K, entonces F(aq,...,a,) es el subcampo mas
pequeno de K que contiene a F' y a todos los a; para 1 < k <n.

El concepto de campo de adjuncién es uno de los més importantes en esta tesis, por lo cual
su comprension es realmente necesaria. Su importancia radica en la formalizacion de los campos de
funciones racionales, pero también en la formalizacién de otras funciones, en particular las logaritmi-
cas, exponenciales y algebraicas sobre campos de funciones racionales. Esto ser4 util para definir de
manera exacta a las funciones que buscamos llamar elementales. Finalmente, en algunos momentos
resultard necesario hablar de los campos de descomposicion de ciertos polinomios, los cuales también
pueden pensarse como campos de adjuncion.

Definiciéon 5.19: Si F' es un campo con f(x) € F[z], una extension finita E de F es un campo de
descomposicion de f(x) sobre F si f(x) puede factorizarse como el producto de polinomios lineales
sobre E, pero en ningin subcampo propio de F.

Estas seran las nociones algebraicas a utilizar en el presente trabajo, y con ellas es posible iniciar
a desarrollar algunas otras herramientas necesarias en el mismo.
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5.2. Algoritmo de factorizaciéon libre de cuadrados

La factorizaciéon en factores libres de cuadrados es de alta importancia en el desarrollo de varios
algoritmos de integraciéon utilizados en la teoria de integracion simbolica, por lo cual se le dedica
este espacio. El detalle de la teoria detras del mismo puede encontrarse en el capitulo 8 del libro de
Algebra Computacional de Geddes [8].

Definicién 5.20: Sea R un dominio de factorizacion tnica, y sea a(x) € R[z] un polinomio primitivo
sobre R. Se dice que a(z) es libre de cuadrados si no posee factores repetidos. Es decir, no existe
b(z) con deg(b) > 1 tal que b(x)? | a(z). Equivalentemente, un polinomio es libre de cuadrados si
no posee raices miultiples en un campo algebraicamente cerrado que contiene a sus coeficientes. Esto
incluye, por ejemplo, a su campo de descomposicion.

Seré necesario definir la siguiente forma general para escribir cualquier polinomio en sus factores
libres de cuadrados.

Definicién 5.21: Sea R un dominio de factorizacién tnica. La factorizacion libre de cuadrados de
un polinomio p(z) € R[z] es

p(x) = [ or(@)*,
k=1

donde cada py(x) € R[z] es libre de cuadrados, y (p;(x),p;(z)) = 1 siempre que ¢ # j.

Como punto importante, estas condiciones permiten que algunos de los pi(x) sean exactamente
iguales a 1. Por tanto, p(z) = (z + 3)(23 — 1)?(2* — 22)% es una factorizacion libre de cuadrados
con po(x) = pa(x) = ps(x) = 1. Ademaés, algunos de los factores no estan factorizados por completo,
pues no es necesario que lo estén.

Nota Bene 5.3: Propiedades algebraicas de la derivada.

Mas adelante se definird una nocién algebraica del operador diferencial. Por ahora, simplemente
serd necesario recordar que la derivada actiia sobre funciones (y en especifico, sobre polinomios) a
través las propiedades a continuacién:

(f+9) =f+d, (f9) =f'g+rd, (f") =nfrty.

Estas propiedades son importantes para demostrar los resultados a continuacion, y es por ello
que ameritan una mencion. Més adelante también apareceran como propiedades dentro del contexto
del algebra diferencial.

Propiedad 5.4 (Caracterizacion de libertad de cuadrados): Sea F' un campo de caracteristica 0, y
sea a(x) un polinomio primitivo en F[z]. Considérese al maximo comun divisor ¢(z) = (a(z),d'(x)).
Entonces, a(z) es libre de cuadrados si y solo si ¢(z) = 1.

Esta propiedad permitira utilizar las propiedades de las derivadas y los méximos comunes di-
visores para determinar si un polinomio es libre de cuadrados. Esto permite crear el algoritmo de
factorizaciéon en factores libres de cuadrados, cuya idea se presenta seguidamente.
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;Cudl es la idea del algoritmo? Sea p(z) = [[,_, px(z)*, donde p(z) estd factorizado en sus
factores libres de cuadrados. Entonces, diferenciando esta expresion, se obtiene

n 1<_]<'!L
P) =Y | kpe@) o) [] pile
k=1 j#k

Asi, se sigue directamente que

Después se define un nuevo polinomio, con

w(x _p@) _ szlpk(x)k = H’f2—pk
@)= @ ~ Mot~ "I, pG Hpk

Por otra parte, se define al polinomio y(z) = (¢(z),w(z)). A través de las expresiones para c(z) y

w(zx), se tiene
n

y(x) = (c(x), w(z)) = (H (@) T o ) = [ pul)
k=2 k=2

k=1

Finalmente, esto hace posible encontrar al primer factor p;(z) a través de

Con esto, a través del calculo de los ¢(z), w(x) y y(z), se obtiene el primer factor libre de cuadrados.
Repitiendo este proceso finito de forma exhaustiva para ps(x),...,p,(x), se tiene un algoritmo de
factorizaciéon en factores libres de cuadrados. Este se resume a continuacion.

Algoritmo 5.1 (Factorizacion libre de cuadrados): Aqui, se presenta una receta general que ejecuta
la idea del algoritmo de factorizacion libre de cuadrados. Este algoritmo es de alta importancia en
el algebra computacional, como se podré apreciar a la hora de enunciar los teoremas de reduccion e
integracion en los capitulos siguientes.

1. Tomar un polinomio primitivo p(x) en con coeficientes en un campo F'.

2. Calcular ¢(z) = (p(x),p'(x)), y luego calcular el polinomio w(x) = p(z)/c(z).

3. A partir de aqui, inicializar un contador en k£ = 1 y un polinomio de salida en Py(z) = 1.
4. Calcular y(x) = (w(zx),c(z)) vy luego z(x) = w(x)/y(x).

5. Calcular el siguiente polinomio dada la regla Pjy1(7) = Py(x) - z(x)*.

6. Reemplazar k por k + 1, reemplazar w(z) por y(x), reemplazar c(z) por ¢(z)/y(z). Si ¢(x) # 1
ir al paso 4. Si ¢(x) = 1 ir al paso 7,

7. El algoritmo termina y se calcula Py 1(z) = Py() - w(x)*, obteniendo el polinomio expresado
como su factorizacion en polinomios libres de cuadrados.

Se ejemplifica el uso de este algoritmo a continuacién, con un polinomio significativamente com-
plicado para mostrar varios ciclos del algoritmo. Noétese que también resultaria tutil la capacidad
de calcular maximos comunes divisores polinomiales de manera algoritmica. Para ello, se refiere al
lector al capitulo 7 de Geddes.
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Ejemplo 5.1: Factorizaciéon libre de cuadrados.

Considérese el polinomio p(z) = 27 — 42% — 325 + 122* 4+ 323 — 1222 — x4 4. Entonces su derivada
es p'(z) = T2® — 2425 — 152* + 482 + 922 — 24z — 1. Con esto, c(z) = (p(z),p'(z)) = 2* — 222 + 1,
y luego w(z) = p(x)/c(x) = 2° — 42® — x + 4.

» Ciclo k = 1. Se tiene Pi(z) =1, ( )=p(x)/c(z) =23 — 423 —z+ 4,y c(x) = 2* — 222 + 1.
Luego, y(r) = (w(x),c(z)) = 22 — 1. Entonces, z(z) = w(z)/y(x) =  — 4. Por tanto,

Py(x)=x—4.

. CiclokzZ.SetienePg( Y=z -4, wx) =22 -1,y c(x ):%:ﬂfl.Luego,

r2—1

y(z) = (w(z),c(z)) = 22 — 1. Ademas, z(z) = w(z)/y(x) = 1. Por tanto,

Py(z) = (z - 4)(1)* =z — 4

» Ciclo k = 3. Se tiene P3(z) =z — 4, w(z) = 2% — 1,y ¢(z) = ";zj = 1. Luego, el algoritmo
se detiene. Finalmente,

Pie) = (2 — (12 (@® — 1)° = (2 — 4) (s — 1)%
De esta manera, la factorizacion libre de cuadrados del polinomio es p(z) = (z — 4)(2? — 1)3.

Como nota a considerar, hay algoritmos de factorizaciéon mas eficientes computacionalmente
hablando que el que se mostr6 en esta seccion. El libro de Geddes presenta otro algoritmo debido
a D. Yun, y también presenta otros algoritmos para factorizacion libre de cuadrados en campos de
caracteristica no nula. Sin embargo, el presentado aqui sera suficiente para cumplir los objetivos del
presente trabajo.

5.3. Matriz y resultante de Sylvester

El detalle en }a teoria detras de los resultantes de Sylvester puede ahondarse en los capitulos 7
y 9 del libro de Algebra Computacional de Geddes [8].

Definicién 5.22: Sean p(z) = > L, axz® y q(x) = >_j_, bix® polinomios no nulos, con coeficientes
en un campo F'. Entonces, la matriz de Sylvester M (p, q) es la matriz de (m+n) x (m+n) siguiente:

-am Apy—1 [P ay ag O . 0

0 Ay App—1 . a1 agp PN 0

M(p,q)z 0 0 .. .. .. .. .oap
by bpi e by by O - 0

0 b b1 - b1 by 0

00 bo

Notese que M(p,q) tiene en sus primeras m filas a los coeficientes de p(z) y en sus tltimas n
filas a los coeficientes de ¢(x). Esto, empezando desde la izquierda y haciendo un desplazamiento a
la derecha en cada fila nueva, llenando los espacios vacios con ceros.
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Definicién 5.23: Sean p(z) = >_/", arz® y q(z) = >oreo brx* polinomios no nulos con coeficientes
en un campo F. El resultante de Sylvester res(p, q) se define a través de

res(p, q) = det(M(p, q)),

donde det es la funcion determinante matricial. En caso que al menos uno de los polinomios sea nulo,
se define que el resultante es nulo. Si ambos polinomios son constantes no nulas en R, el resultante
es exactamente 1. Cuando se desee especificar sobre qué variable se esta trabajando para obtener el
resultante, se utiliza un subindice. Por ejemplo, en este caso, podria escribirse también res,(p, q).

La utilidad del resultante se presenta inicialmente en el criterio de Sylvester, el cual es una
caracterizaciéon para los pares de polinomios con un maximo divisor comun no constante. Este
resultado es corolario del siguiente teorema.

Teorema 5.1 (Sylvester): Sean p,q € R[], y supongase que m = deg(p) y n = deg(q) son positivos.
Entonces, existen s,t € R[z] con deg(s) < n y deg(t) < m tales que

p(x)s(x) + q(x)t(z) = res(p, q).

Escribase p(z) = @ma™ + @pm_12™ 1+ +ag y q(z) = bpa™ + by, 12" + -+ + by. La idea de
la prueba de este teorema es multiplicar cada ecuacion por un z* diferente, de forma que se llegue
al sistema de (m + n) x (m + n) a continuacion:

_anb A —1 s ay agp 0 s 0] _‘IerTL*l_ 'l,nflp(x)'

0 Am am—-1 - ay ag ce 0 mern*Q x”fzp(:c)
xm+n—3 .

0 0 S I : _ Zi(ir)

by, b1 - by by O - 0 : x:ﬂq(x)
0 bm  bma - b by - 0 22 2™ 2q(x)
e :

0 0 P % I S S B (GO

Aqui, la matriz es la de Sylvester, M (p, q). El resultado se sigue inmediatamente usando la regla de
Cramer para resolver para la tultima “variable”, que en este caso es 1.

Propiedad 5.5 (Criterio de Sylvester): Sean p,q € R[x], con F un campo. Entonces p y ¢ poseen
un factor comun no constante si y solo si res(p, ¢) = 0.

Demostracion. Si res(p,q) # 0, entonces se tendria que si p y ¢ tienen un divisor comun, entonces
este divide al resultante. Pero res(p, q) es constante, por lo cual dicho divisor debe ser constante.

Por el otro lado, si res(p,q) = 0 entonces p(x)s(x) = —q(x)t(x). Supongase por contradiccion
que p y ¢ no poseen un factor comin no constante. Entonces, ¢ | s. Pero deg(s) < deg(q), por lo
cual esto es un absurdo.

Propiedades algebraicas del resultante

Algunos resultados computacionales sobre el resultante de Sylvester que nos serén de gran utilidad
se presentan a continuacion. Estos son los que crearan la relacion fundamental entre el algebra lineal
y la integracion simbolica dentro de la teoria a desarrollar. La propiedad siguiente permitira el calculo
facil de resultantes, mientras que el teorema que le sigue conseguira encontrar resultantes dada la
aparicién de un tipo de producto especifico.
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Propiedad 5.6: Sea R un anillo conmutativo con identidad multiplicativa, sean f(z) = >,- apx®
y g(z) =Y 1_,bxa”® en R[z] con m,n € Z*, y sea ¢ € R una constante no nula. Entonces,

» res(c, g) =

= res(f, f) =

= res(f,g) = (=1)"" res(g, f),

= res(cf, g) = " res(f, 9),

» res(zf, g) = b§res(f,g), siempre que a € Z*.

Estos resultados pueden demostrarse a través de la definiciéon del resultante y de las propiedades
del determinante.

Teorema 5.2: Sean f(z) = an [[ 12, (x—a;) y g(z) = b, [[;—, (z — ;) polinomios sobre un dominio
entero D. Entonces, se puede expandir el resultante de f y ¢ de las siguientes maneras:

w res(f,g) = ap, HH

1=17=1

m

w res(f,g) =al, Hg(ai)v

i=1

w res(f,g) = (=1)™"o" H f(Bi),

=1

La prueba de la primera de estas propiedades usa polinomios simétricos y el criterio de Sylvester
para demostrar que todos los posibles o; — §; dividen a res(f, g), y usa un corolario de la propiedad
anterior: el hecho de que res(cp, dg) = ¢™d™ res(p, q). El detalle completo de esta demostracion puede
encontrarse en el libro de Geddes.

Las otras dos propiedades se siguen de la primera. Notese que:

n m
res(f,g) = ay, HH - B5) —amH bmH (0 — B;) :aZ;Hg(ai).
i=1

i=17=1 j=1

La tercera propiedad usa la misma técnica, tnicamente recordando que res(f, g) = (—1)™"res(g, f)
gracias al tercer punto de la propiedad

Lo que debe concluirse de esta propiedad es que res(f,g) es un multiplo constante del producto
de f evaluada en todos los ceros de g, o viceversa. Es decir, existe una constante k tal que:

res(fo)=k | [[ r@]- (5.1)

clg(c)=0

Sea como sea, dado el caso en que res(f,g) sea un polinomio sobre alguna variable, encontrar los
ceros del lado derecho de [5.1] sera equivalente a encontrar los ceros del resultante.
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5.4. Residuos de una funcién de variable compleja

En esta seccion, se mostraran principalmente resultados pertinentes a los residuos de una funcién
de una sola variable compleja. Su importancia radica en un argumento que dara la intuiciéon detras del
cumplimiento de uno de los teoremas de Rothstein-Trager. Dichos resultados pueden profundizarse
en el capitulo 5 del libro de Funciones de una Variable Compleja de J. B. Conway [6].

En el analisis complejo, existen muchas maneras de definir a los residuos de una funcién de
variable compleja. Una de las formas més naturales requiere de la integracion de funciones en C
sobre curvas en el plano complejo, mientras otra de ellas hace uso de la representacion a través de
series de Laurent. Tal vez sea irénico debido a que este trabajo se desenvuelve en el mundo de las
integrales, pero en esta ocasion serd mas facil abordar el tema a través de las series de Laurent.
Debido a que nuestro paseo en el mundo del analisis complejo no es exhaustivo, Unicamente se
definiran aquellos conceptos que sean sumamente necesarios. Empezamos por el médulo, siendo un
concepto ampliamente conocido y una generalizacién del valor absoluto en R.

Definicion 5.24: Sea z = a + bi € C, donde a,b € R. Entonces, el mddulo de z se denota por |z| y

define a través del valor
|z| = Va2 + b2.

Este concepto sera 1util principalmente para definir el dominio de aquellas funciones que podran
poseer un desarrollo en series de Laurent. Para ello atin es necesario un concepto mas, el cual es
analogo a la diferenciabilidad de funciones reales: la analiticidad.

Definicion 5.25: Sea A un subconjunto abierto de C. Se dice que una funcién f : A — C es
analitica en zq si existe su derivada en ese punto, dada por

zZ—20 zZ— 20

eC.

Esta definicion es completamente anéloga a la de diferenciabilidad en R, con la diferencia de que
el limite z — 2y debe tomarse como un limite en R2.

Ahora, habiendo definido la analiticidad de funciones y una nocién de distancia sobre C a través
del modulo, es posible definir la representaciéon de funciones a través de series de Laurent.

Teorema 5.3 (Laurent): Sean 0 < Ry < Ry y 8 € C, y definase a la corona circular dada por
A={2€C: R <|z—08] < Ry} Sea f: A — C una funciéon analitica. Entonces, es posible
representar a f(z) a través de su serie de Laurent:

o0

f)= > alz-p)"

k=—oc0

Los coeficientes ¢; son llamados coeficientes de Laurent. Esta representacion de f es tnica, y la
convergencia de la serie es uniforme y absoluta en el interior de la corona circular A.

Esta definicién presenta una nueva manera de representar funciones, y en especifico es bastante
atil en la representacion de funciones racionales, que mas adelante buscaremos integrar.

Ademas de la representacion de funciones, las series de Laurent se asocian a puntos importantes
de las funciones complejas. En especifico, el centro de las coronas circulares sobre las cuales se definen
las series de Laurent suelen ser singularidades de la funcion. Nos interesa un tipo muy especial de
singularidad, cuya definicién se muestra a continuacion.
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Definicion 5.26: Sea f : A — {8} — C una funcién analitica, donde A es una region de C que
contiene a B € C. Si existe un numero finito de coeficientes de Laurent que son no nulos y tienen
indices k < 0, se dice que 8 es un polo de f. Si m es el indice negativo con ¢, # 0 tal que |m/| sea
maximo en el desarrollo de Laurent para f, entonces 5 es un polo de orden m.

Existen muchos més tipos de singularidades de las funciones en C, pero nuestro interés se con-
centra unicamente en los polos. A continuacion, se muestra un ejemplo de estos conceptos.

Ejemplo 5.2: Considérese a la funcion que posee un polo en z = 4, cuyo desarrollo de Laurent
alrededor de dicho polo esta dado por

2 2i+4 2
z) = — — -+ 4(z—2) "+
F6) = g ey TG )
Entonces, puede afirmarse que z = 4 es un polo de orden 3 para f, pues m = —3 es el indice negativo
con ¢, # 0 tal que |m| = 3 sea maximo. En otras palabras, m = —3 es el indice méas negativo para

el cual no se anula su coeficiente de Laurent.

En general, al conocer la representacion de Laurent en un polo de una funcion es posible identificar
el orden de ese polo. En cambio, si se conoce el orden de un polo, tinicamente se sabe cuél es el
indice mas negativo para el cual su coeficiente de Laurent no se anula.

Definicion 5.27: Sea f : A — C una funciéon analitica, donde A es una corona circular definida
como en el teorema [5.3] Entonces el coeficiente de Laurent en el indice k = —1 es el residuo de f
con respecto al polo 5.

Habiendo definido qué es el residuo de un polo para una funcién, tnicamente hacen falta meca-
nismos para su célculo. Estos mecanismos suelen requerir conocer el orden del polo. Por lo tanto, se
presenta la siguiente propiedad, la cual es 1util para determinar a través de la multiplicidad de los
ceros de una funcion cuél es el orden de los polos correspondientes a su reciproco.

Propiedad 5.7: Sea f(z) una funcién que posee un cero de multiplicidad m en (5. Entonces, la

funcién g(z) = f(lz) posee un polo de orden m en f3.

Finalmente, se presenta un teorema que permite calcular el residuo de un polo en una funcién a
través de un simple limite. La propiedad anterior y este teorema son complementarios, y facilitan el
célculo de residuos sin necesidad de invocar el calculo de integrales de linea.

Teorema 5.4: Si f posee un polo de orden m > 1 en z = /3, entonces el residuo v de f con respecto
a 0 puede encontrarse a través de

vzz—i—fﬁm Bz

m— 1) 2=p | dzm—!
Este teorema sera uno de los principales actores en el enlazamiento de los resultantes de Sylvester
con la teoria de la integracion simbolica, aunque los tres conceptos parezcan aislados entre si.

Con esto, se han desarrollado la mayoria de nociones necesarias para el desarrollo tedrico a
presentarse més adelante. Los temas presentados en los siguientes capitulos seguiran una linea mas
estructurada, en el camino del algebra diferencial elemental aplicada a la integracion simbolica.
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CAPITULO ©

Operadores diferenciales en un contexto algebraico

Desde el nacimiento del célculo integral, fue evidente para varios matematicos del momento que
existian funciones cuya antiderivada es imposible de calcular simboélicamente a través de los métodos
y algoritmos convencionales de integracion. Dada una funcion f(x), se busca encontrar g(z) tal que
g'(z) = f(z), y especificamente se desea expresar esta funciéon como una combinacion de operacio-
nes de suma, resta, multiplicacion, divisién y composicion entre funciones conocidas (polinomiales,
exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, entre otras). Estas funciones, salvo algunos matices,
reciben el nombre de funciones elementales.

El Analisis de Variable Real proporciona un resultado conocido que en primera inspeccion parece
resolver dicho problema, y es que dada una funcion continua f : [a,b] — R, esta necesariamente es
Riemann-integrable. Por lo tanto una funcion g tal que ¢’ = f debe existir. Sin embargo, nada
en este teorema exige que g tenga las propiedades necesarias para ser una funcién elemental. El
teorema es uno de existencia, mas no expresa ningun tipo de juicio con respecto a la forma de la
antiderivada. Es claro, entonces, que la herramienta analitica ampliamente conocida no seré la que
resuelva el problema.

En la btusqueda de una soluciéon al problema de integraciéon simboélica descrito, resulta necesa-
rio convertir el lenguaje analitico en el que se encuentra escrito el calculo diferencial e integral a
un lenguaje algebraico, que es mucho méas manejable en cuanto a la manipulacién de variables de
integracion. Para ello, se definen objetos llamados operadores diferenciales dentro de anillos o cam-
pos, a través de los cuales se buscara una antiderivada. Como se podréa evidenciar més adelante,
no siempre serd posible encontrar una antiderivada dentro del espacio algebraico en el cual se esta
trabajando, por lo cual sera necesario buscar extensiones algebraicas como se hace en el desarrollo
de la Teoria Algebraica de Galois. En contraste a las estrategias conocidas en un curso de pregrado
sobre Algebra de Galois, las extensiones a realizar no seran tinicamente numeéricas, pues también se
extenderan campos con nuevas funciones.
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6.1. Anillos y campos diferenciales

Como es de esperarse en el inicio de cualquier teoria matemética, resulta necesario definir el
espacio de trabajo. En este caso, la mayoria del tiempo se trabajaré sobre campos diferenciales, y
por momentos sobre anillos diferenciales. A continuacion, se definen dichos espacios y se profundiza
en las propiedades de sus objetos.

Definicién 6.1: Sea F' un anillo o un campo, y sea D : ' — F un mapeo. El mapeo D obtiene el

nombre de derivada u operador diferencial si cumple las siguientes propiedades.

s Regla de la suma:

D(f +9) = D(f) + D(g). (6.1)
= Regla del producto:

D(fg) = fD(g) + gD(f). (6.2)

Notaciones utilizadas ampliamente para un operador diferencial aplicado a una funciéon f con

respecto a una variable x incluyen: f'(x), f.(x), Di(f), %, %, entre otras. Serd necesario mostrar

que estos operadores se comportan como la derivada habitual dadas las condiciones correctas.

Definicién 6.2: Sea F' un anillo o campo de caracteristica 0. Entonces, se dice que F' es un anillo
diferencial o un campo diferencial si existe un operador diferencial D : F' — F. Este espacio se
denota por (F, D).

Con estas dos definiciones, procedemos a mostrar las propiedades esperadas de un operador
diferencial dentro de las estructuras algebraicas en las cuales se encontraran los objetos de interés.

6.1.1. Propiedades del operador diferencial

Siendo (F, D) un espacio diferencial donde F' es un campo, las dos reglas definidas sobre el
operador diferencial D : F' — F' son suficientes para el cumplimiento de las propiedades mostradas
a continuacion.

Propiedad 6.1 (Derivada del elemento neutro): Siendo 0 € F el neutro aditivo y 1 € F' el neutro
multiplicativo del campo diferencial F,

D(0) = D(1) = 0. (6.3)

Demostracion. Notese que
D(1)=D(1-1)=1-D(1)+1-D(1) = D(1) + D(1) = 2D(1).
Esto implica que D(1) = 0. Por otro lado,
D(0) = D(0+40) = D(0) + D(0) = 2D(0).
De nuevo, esto implica que D(0) = 0.

De hecho, si F' es un conjunto numérico, esta propiedad puede extenderse a que la derivada de
cualquier nimero racional es necesariamente nula. Esto se demostrara méas adelante en la propiedad
[6-6] haciendo uso de las propiedades siguientes.
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Propiedad 6.2 (Derivada de un inverso aditivo): Dado f € F, entonces

D(=f) = =D(f) (6.4)

Demostracion. Notese que 0 = D(0) = D(—f + f) = D(—f) + D(f). Entonces, D(—f) = —D(f).
|
Con esta propiedad, siempre sera posible extraer o insertar un signo negativo en un operador

diferencial. Este resultado también es generalizable a la salida de constantes del operador, pero esto
se presentara tras definir exactamente qué es una constante en esta teoria.

Propiedad 6.3 (Derivada de un cociente): Dados f,g € F, con g # 0,

p(1)- 20120 o)
g g
Demostracion. Resulta necesario encontrar primero D(1/g) en términos de g y D(g):
0=D(1)=D (g . 1) _ 4D (1) lpg) = b (1) __Dl
9 9 9 g9 g9
Con esto, no queda mucho por hacer. Se tiene:
()= (r)-rm() o
g g g g
_ _D(g)) 15 - 9P() ~ FD(g)
- f ( gz + g (f) 92 .
[ |

La siguiente propiedad es practicamente anédloga a la regla de la cadena, pero tinicamente cuando
la funcién externa es una funcién potencia entera.

Propiedad 6.4 (Derivada de una potencia): Dado f € F yn € Z, con f # 0,

D(f") =nf""'D(f). (6.6)
Demostracion. Esta prueba se trabajard por casos sobre n. Primero, considérese el caso n = 0.
Entonces, D(f") = D(f°) =D(1)=0=0-f~1-D(f) = nf" 1D(f).

Supoéngase ahora que n > 0. Se procede por inducciéon. Como caso base, se tiene ya el caso n = 0.
Toémese entonces la hipotesis inductiva D(f"~1) = (n — 1) " 2D(f), asumiendo asf que se cumple
el enunciado para n — 1. Entonces,

D(f*)=D(f- f* 1) = fD(f" ) + f"'D(f)
=f-[(n=1)f"2D(N)] + [*~'D(f)
= (n—Df"7'D(f) + f*7ID(f) = nf" 7 D(f).
Finalmente, sea n < 0. Entonces —n > 0, y se cumple que D(f™™) = —nf~""'D(f). Luego,
0=D)=D(f"-f")=f"D(f")+ [7"D(").
Por lo tanto, se debe cumplir que D(f") = —f2"D(f~"). FInalmente, sustituyendo, se obtiene

D(f") = =f"D(f") = = f*"[-nf"7'D(f)] = nf" 7 D(f).
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Ahora, se presenta una nota que hace alusion a las propiedades diferenciales de los logaritmos.
Mas adelante, los logaritmos seran construidos en el algebra diferencial utilizando cocientes similares
a los que aparecen aqui.

Nota Bene 6.1: Identidad logaritmica.

Sean f1, fa,..., fr € F, todos distintos de 0, y sean ni,ne,...,n; € Z. Luego,

DU f3*- %) _ D) D(f) . D(fi)

) ni
U N1 fa fr

. (6.7)

Demostracion. Se procede por induccion sobre k. Como caso base, se toma k = 1. Entonces,

D(f")  nif™ 'D(f1) n D(f1)

= 1
ny n
1 1 f1
Ahora, como hipoétesis inductiva supongase que el enunciado se cumple para k — 1. Es decir,

D(fl foz ... frest D D D(fi
(7L11 n22 nifi ) =ni (fl) + ng (f2) + - +nk71 (fk 1)~
1 2 femt h ) fr—1

Desde luego, esto implica que

ny £n n ni1 png MNk—1 Nk ni1 png MNk—1 Nk
D(ff fy2 - i) DU [l s + A0 02 f 2 DUS™)
niy gno ng - ni £n2 Nk
1 J2 Tk 1 J2 Tk
ny gn2 Nk —1 ng
_ D(fi" f5 k—1 )+D( v )
- 1 £n2 nE—1 N
1 J2 k-1 k

DU D) D) | D)

1 fa fro—1 T

Las propiedades aqui demostradas se cumplen para cualquier operador diferencial, sin restricciéon
alguna sobre el campo diferencial. Sin embargo, para los propésitos de la integracion simbélica nos
interesa un tipo muy especial de anillos y campos diferenciales: los de funciones en una sola variable.
A continuacion se discutiré la forma que estos dominios poseen.

6.1.2. Dominios de interés

Ahora se busca determinar las condiciones bajo las cuales una funcién de variable real f : R — R
o compleja f : C — C posee una antiderivada elemental. Tendria sentido, entonces, trabajar con un
dominio algebraico cuyos escalares pertenezcan al campo R o C. Por ejemplo, trabajar con el anillo
de polinomios R[z] o con el campo de funciones racionales C(z), e incluso empezar a agregar nuevos
elementos como en R(z, e”).

Si se desea resolver el problema de integracion simbélica computacionalmente, se encuentra una
desventaja en la utilizacion de los conjuntos numéricos R y C, debido a la presencia de ntimeros
irracionales y trascendentales. Por lo tanto, en cuanto a la implementacion en sistemas de algebra
computacional, es més sencillo trabajar usando como base al campo Q. De requerir otros niimeros,
reales o complejos, simplemente se requeriria de adjuntar los ntimeros necesarios, ya sean algebraicos
o trascendentales. Aun asi, para los propositos de esta investigacion, este no es un gran problema,
pues la implementacion de los algoritmos a discutirse no es la meta final.
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Justificado esto, se trabajara exclusivamente con subcampos de C, y se utilizaran frecuentemente
adjunciones de funciones a estos campo. Entonces, sera necesario hablar de extensiones de campos
diferenciales. Al extender estos campos, también serd necesario asegurarse que los operadores di-
ferenciales coincidan. Por ello, se definen los campos de extension diferenciales como se observa a
continuacion.

Definicién 6.3: Sean F' y G campos diferenciales, con operadores diferenciales Dp y D¢. Se dice
que G es un campo de extension diferencial de F si G es una extension de F'y si Dp(f) = Da(f)
para todo f € F.

También en la via de acercarse a lo conocido en el calculo, es necesario definir qué es exactamente
una constante en esta teoria. Esto se logra a través de los campos de constantes.

Definicion 6.4: Sea F' un campo diferencial con operador diferencial D. Entonces, el campo de
constantes de F se define como con(F) = {c € F : D(c) = 0}.

Como su nombre lo indica, este conjunto posee una estructura de campo, lo cual se verifica a
continuacién demostrando que es subcampo de F.

Demostracion. Escribase K = con(F'). Claramente, K C F. Para demostrar que K es subcampo,
dnicamente es necesario demostrar que es no vacio, y que para todo x,y € K con y # 0 se tiene
x—y € Kyuz/y € K. Como D(1) = 0, es claro que 1 € K, de manera que K # (). Ademas
D(z) = D(y) = 0, lo cual inmediatamente hace D(xz —y) = 0, de manera que z —y € K. Finalmente,

p(E) -t 0

Yy y? Yy

Asi, se tiene z/y € K. Con esto, K es un campo.
|

Propiedad 6.5: Sea K un subcampo de C. Entonces, el campo K(z) dotado de un operador
diferencial D : K(x) — K(x) para el cual se toma D(z) = 1 es un campo diferencial.

Este campo diferencial posee varias propiedades que requieren una mencion, dada su importancia
a la hora de ampliar la teoria de integraciéon simbolica. Empezamos por encontrar sus constantes.

Propiedad 6.6 (Diferenciacion de nimeros en Q): En un campo diferencial F' que contiene a Q,
se cumple D(c) = 0 para todo ¢ € Q.

Demostracion. La prueba procede por casos sobre los subconjuntos numéricos de Q. Considérese
primero ¢ € N C Q. Por la linealidad de D, se tiene

D(c)=D(c—1+1)=D(c—1)+ D(1) = D(c—1).

Se puede realizar lo mismo para ¢ —1 y llegar a D(¢— 1) = D(¢—2). Siguiendo el proceso de manera
inductiva, se llega a que D(¢) = D(c—1) = --- = D(1) = 0. Ahora, dado que D(—c¢) = —D(c),
entonces D(—c) = 0 también, cumpliendo el resultado para todo ¢ € Z C Q. Para finalizar, sea
c¢=m/n € Q. Es claro que D(m) = D(n) = 0 por lo anterior, y usando la derivada de un cociente,

D(c)= D (m) nD(m)n—ng(n) _ % _o
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Con esto, el operador diferencial mapea cualquier nimero racional al 0. Esto nos invita a pre-
guntarnos: ;Es esto necesariamente cierto para cualquier namero real o complejo?

Nota Bene 6.2: Constantes en Ry C.

Para ¢ € Ry ¢ € C, no es posible demostrar que D(c¢) = 0. Uno podria pensar en crear una
sucesion (¢,,) de ntimeros racionales convergente a un ntmero real ¢, y hacer

D(c)=D ( lfm cn) = lim D(c,) = 0.
n—oo n—oo
Sin embargo, el anélisis funcional demuestra que el operador diferencial usual no es continuo, por lo
cual no es posible intercambiar el limite dentro de él.

De hecho, realmente solo es cierto que si para o € C existe un polinomio p(z) € Q[z] tal que
p(a) = 0, entonces D(a) = 0. Esto, debido a que si p(z) = Y., _, axz”, entonces

0=D(0) = D(p(a)) = D <Z akak> = D(a) - [i(k + 1)ak+1ak] :
k=0

k=0

Asumiendo que p(x) es el polinomio minimo que anula a «, entonces Zz;é(k’ + Dags1a® # 0, de
lo cual D(a) = 0. Con esto, todo ntimero algebraico es anulado por D. Asi, obtenemos resultados
deseables como que D(y/2) = 0, y lo mismo es cierto para cualquier radical. Pero para ntimeros no
algebraicos como 7 o e no hay tanta suerte.

Si ¢ € C no es algebraico, entonces es llamado trascendental. Resulta que cualquier ntimero
trascendental es tan algebraicamente independiente de los niimeros algebraicos como lo es el simbolo
z. De esta manera, es posible elegir cualquier valor que se desee dentro del campo diferencial para
D(m) o D(e), por ejemplo. Para que el operador diferencial acttie exactamente como en el calculo,
simplemente se definira en todo momento que la derivada de cada elemento en un conjunto numérico
es 0, como usualmente puede demostrarse con la definicién analitica de la derivada. Asi, tomando
D(z) =1, entonces con(K (z)) = K para cualquier subcampo K de C.

Habiendo aclarado el comportamiento de las constantes en el algebra diferencial, podemos em-
pezar a extraer resultados deseables como los que se presentan a continuacion.
Propiedad 6.7 (Salida de constantes del operador): En el campo diferencial K(x) con D(z) = 1,
siq € con(K(x))y f e K(x), entonces D(qf) = ¢D(f).

Demostracion. Considérese D(qf). Como ¢ € con(K(z)), entonces D(q) =0, y se tiene

D(qf) =qD(f) + fD(q) = ¢D(f).
|
Juntando las propiedades anteriormente demostradas, es posible encontrar una forma general de
diferenciar polinomios. Esto se presenta en la siguiente propiedad.
Propiedad 6.8 (Diferenciacion de polinomios): Sea K subcampo de C. En el anillo diferencial

K[z] C K(x) con D(z) = 1, si p(z) € K|z], entonces D(p) € K|[z]. Es decir, el anillo diferencial
K|[x] es cerrado bajo el operador diferencial D.

Demostracion. Sea n = deg(p). Primero, supongase que n = 0. Entonces p € K, y por la propiedad
y la discusién que le sigue en la Nota Bene se tiene D(p) = 0 € K|[z].
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Tomemos, ahora, que n > 0. Sea p(z) = > p_, arpr® con ap € K. Entonces, aplicando las
propiedades [6.6] y se tiene

=D <Z akxk> = (ao + Zakx > D(ag) + Z D( akx = ZakD(xk)
k=0 k=1

k=1

Ahora bien, usando la propiedad D(2*) = kx*~1D(x) = ka*~1. De esta manera, se llega a que

n n—1
D(p) = Z kapat~t = Z(k + Dag 12" € K[z].
k=1 k=0

Como corolario directo de este resultado, se obtiene también que si el grado de un polinomio es
n > 0, entonces el grado de su derivada es n — 1. Ademas, se obtiene también la forma exacta de
dicha derivada, la cual de nuevo es la esperada segun lo conocido del calculo. Asimismo, es claro
ahora que D es exactamente el operador diferencial usual del analisis en K (), pues al usar la regla
del cociente en el resultado obtenido se obtendria la derivada esperada de una funcién racional. Con
estas propiedades, el algebra es suficiente para iniciar a explorar el concepto de la antidiferenciacion
fuera de la via del Anélisis de Variable Real.

6.2. El problema de la integraciéon simbélica

Como se mencion6 con anterioridad, el problema de integracion simbolica es bastante simple. Se
posee una funcién f, y se desea encontrar una funcion g tal que f = ¢’. En la notacion establecida,
esto se escribirfa como f = D(g). Escrito de otra manera, y bajo un pequeiio abuso de notacion,
encontrar g se reducirfa a notar que g = D~!(f). Por lo regular, para una funcién antidiferenciable
existen infinitas antiderivadas, pero todas difieren por una constante arbitraria. Tomando esto en
cuenta, ;bajo qué condiciones tiene sentido hablar de D~'?

6.2.1. Antiderivadas y sus propiedades

Para encontrar las problematicas que pueden haber en la antidiferenciacién algebraica, se define
primero lo que es una antiderivada.

Definicién 6.5: Sea F' un campo diferencial con operador D : F' — F, y sea G un campo diferencial
de extension de F. El operador [ : F — G es tal que Dg o [ es el operador identidad. Esto es,
para f € F, entonces D ([ f) = f. Al operador [ se le llama operador antiderivada, y [ f es una
antiderivada de f.

Se define el operador de esta manera dado que, en célculo, se tendria que [oD es la funcion
original salvo la adicién de una constante. Para omitir este problema se ignoraran las constantes de
integracion, lo cual se justifica seguidamente.

Propiedad 6.9: Sean f,g € F tales que D(f) = D(g). Entonces, f y g difieren por una constante.

Demostracion. Supongase que D(f) = D(g). Pero entonces, D(f — g) = D(f) — D(g) = 0. Esto
implica que f — g € con(F). Es decir, f — g = C para C € con(F'), y entonces f =g+ C.
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Nota Bene 6.3: Clase de equivalencia de diferencia por una constante.

A menos que se establezca lo contrario, se tomaré igualdad de funciones en base a la clase de
equivalencia de las funciones que difieren por una constante. Por lo tanto, la propiedad [6.9] realmente
significa que si D(f) = D(g) entonces f = g bajo la clase de equivalencia. Ademas, tomando esta
clase de equivalencia, los operadores derivada y antiderivada se cancelan por completo. Esto se
observa en la propiedad a continuacion.

Propiedad 6.10: Sea F un campo diferencial con f € F, y sea G una extension de F' para la cual
J f € G. Dados a,b € G, escribase a = b cuando se da a = b+ C, para C € con(G). Entonces

[pt=1

Demostracion. Sea f € F, y sea G la extension diferencial de F' relacionado a la antiderivada de f.
Considérese [ D(f) € G. Entonces,

ve ([ D10)) = D) = Del).

Por la propiedad esto implica que [ D(f) = f+ C para algin C € con(G). Luego, se obtiene lo
deseado en la clase de equivalencia: [ D(f) = f.

|
De esta manera, al trabajar dentro de las clases de equivalencia de igualdad salvo diferencia por

una constante, se tiene que D o f = f oD = I, donde I es el operador identidad. Esta propiedad
permite pensar en la derivada y la antiderivada como opuestos, sin importar el orden.

Antes de presentar los problemas de antidiferenciacion en el algebra diferencial, mostramos al-
gunas propiedades tutiles del operador antiderivada.

Propiedad 6.11 (Homogeneidad de la antiderivada): Sea f € F y k € con(F'). Luego,

/kf:k/f.

Demostracion. Por la definicién de antiderivada, D ([ f) = f y también D ([ kf) = kf. Juntando
esto con la propiedad [6.7] de salida de constantes de la derivada,

o(o)-s0(f5) -0 ).

Finalmente, cancelando el operador diferencial, k [ f = [kf.

De esta manera, es posible introducir y sacar a gusto las constantes que se multipliquen dentro
o fuera de una antiderivada.

Propiedad 6.12 (Aditividad de la antiderivada): Sean f,g € F. Entonces, [(f+¢g)=[f+ [g.

Demostracion. Notese que D ( J(f+ g)) = f 4 g por definicién de antiderivada. Por otro lado,
similarmente, se tiene por regla de la suma

o1+ f3)-2(]7)0(fs) s
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Por lo tanto, D (f(f + g)) =D (f [+ fg) Al cancelar el operador diferencial, se obtiene el resul-
tado deseado. En conjunto con la propiedad esto muestra que [ es un operador lineal.

]
Propiedad 6.13 (Integracion por partes): Sea F un campo diferencial con u,v € F. Luego,
/uD(v) =uv — /vD(u).
Demostracion. Notese que D ([ vD(u)) = vD(u). Por lo tanto,
D (uv — /vD(u)) = D(uv) —vD(u) = [uD(v) + vD(u)] — vD(u) = uD(v).
Aplicando | de ambos lados, es claro que [uD(v) =uv — [vD(u).
|

La integraciéon por partes es la manera de establecer un procedimiento inverso a la regla del pro-
ducto. Esta sera muy 1til en uno de los algoritmos que se presentaran en los siguientes capitulos. Por
ahora, movemos la discusién a los problemas que se presentan a la hora de buscar una antiderivada
simbolica.

6.2.2. Problemas en la cerradura de la antidiferenciacion

Antes de pensar en dominios para los cuales en ocasiones resulte dificil encontrar antiderivadas,
presentamos el primer “algoritmo” de antidiferenciacion: una manera sistematica de encontrar la
antiderivada de cualquier polinomio.

Propiedad 6.14 (Antidiferenciacion de polinomios): Sea K un campo. Si p(x) € K|[xz], entonces
existe ¢(z) € K|z] tal que ¢(z) = [ p.

ar k+1
E+1T

Demostracion. Sea p = > _, axz®, y considérese al polinomio ¢ = Y ;_, . Es claro que

p = D(q), con lo cual ¢ = [ p.
|

Se tiene, de esta manera, un dominio bajo el cual el operador [ es cerrado. No solo eso: también
se encontro la forma simbolica de la antiderivada de cualquier polinomio. Sin embargo, resulta que
es posible encontrar casos en los cuales [ necesita salirse del dominio original de trabajo. Tal vez
el ejemplo mas inmediato es recordar que la antiderivada de 1/x requiere de la existencia de un
logaritmo, el cual claramente no es parte del campo K (x). A continuacion se demuestra este hecho.

Teorema 6.1: Dado un campo diferencial F' con operador diferencial D : F — F', pueden existir
funciones f € F tales que [ f ¢ F.

Demostracion. Se procede con el contraejemplo de f(z) = 1/z. Supéngase que [1/x € K(z), con
lo cual existe una funcién p/q € K(z) tal que D(p/q) =1/x y (p,q) =1, con p, q € K|x]. Entonces,

aD(p) —pD(a) _ 1 = 2¢D(p) — zpD(q) = ¢*
7 z |
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Como es claro que ¢D(p) — pD(q) no puede ser 0 (o se tendria que 1/x = 0), entonces se tiene que
x| ¢%, y por lo tanto x | ¢. Luego, es posible escribir ¢ = 2"t paran > 1, t € K], y (t,x) = 1.
Reemplazando ¢ por esta expresiéon, se obtiene

2" MD(p) — xpD(a"t) = x?2.
Expandiendo la expresion D(z™t), esta ecuacion equivale a
2" D(p) — na"pt — 2" TpD(t) = 2*"12.
Y tras algunas manipulaciones algebraicas sencillas,
npt = z[tD(p) — pD(t) — 2" 2]

Esto es, x | pt. Pero (t,x) = 1, por lo cual z | p. De esta manera se llega a que p y ¢ presentan un
factor comun en z, cuando (p, ¢) = 1. Habiendo llegado a un absurdo, se concluye que [1/z ¢ K(z).

Resulta necesario definir una nueva clase de funciones para encontrar antiderivadas de funciones
como esta. En este caso, al hablar de la antiderivada de la funciéon 1/z, en el capitulo siguiente se
procederé a definir algebraicamente al logaritmo. Esto resolvera el problema de antidiferenciacion
propuesto por completo. jPero a qué nos referimos con resolver un problema de antidiferenciacion?
La siguiente nota busca aclarar esta cuestion.

Nota Bene 6.4: Proceso de integracion entre campos diferenciales.

Sea F un campo diferencial, y considérese una funcién f € F' para la cual se desea encontrar
simbdlicamente f f. Como se discuti6é previamente, este objeto no necesariamente se encontrara en
F. Por lo tanto, el proceso de integracion entre campos diferenciales se empefiaré en encontrar una
extension G de F de la forma G = F(g1,92,...,9n) en la cual exista g € G tal que g = [ f. O bien,
en ciertos casos, demostrar que una extension de este tipo no puede existir.

En el caso de K(z), se afirma que las extensiones necesarias para encontrar todas las antiderivadas
tnicamente requieren de nuevas constantes y logaritmos, como podrian ser /2 y log(z +i). El
capitulo[§] se concentrara en demostrar esta afirmacion, y por el momento nos cuestionaremos si esto
realmente tiene sentido segiin lo que se conoce del calculo.

Existe una gran cantidad de funciones para las cuales se desea conocer su integrabilidad, pero
resulta que el problema general de integracién simboélica puede ser resuelto pensando Gnicamente
en tres tipos de extensiones de campo diferencial, a definirse en el siguiente capitulo: logaritmicas,
exponenciales, y algebraicas. En buena parte, esto es gracias a la flexibilidad de las funciones ele-
mentales al considerarlas como funciones en C. Por ejemplo, es posible notar que todas las funciones
trigonométricas y sus inversos son en realidad combinaciones de funciones algebraicas, exponenciales
y logaritmicas en C. Esto se muestra mas a detalle en el Anexo [I£.1] y también se observa c6mo
juega en algunos ejemplos al final de este capitulo.

Cabe mencionar que, si no se desea hacer el viaje a los niimeros complejos, también es posible
resolver completamente el problema tnicamente en R. Esto requiere de dos tipos més de funciones:
tangentes y tangentes inversos. Si se desea ahondar en esto, puede consultarse los articulos de Risch
[18] y de Bronstein [4]. En este trabajo, todo se realizara haciendo un pequefio paso a través del
mundo de los niimeros complejos cuando sea necesario.

A partir de este punto, el operador antiderivada f f tomaré la notacion habitual f f(z) dz cuando
el contexto lo amerite, y se ignoraran las constantes de integraciéon a menos que se especifique lo
contrario. Las extensiones se escribiran como K (z, f1, fa,..., fn), donde K es un subcampo de C,
y donde los f; seran las funciones anadidas al campo diferencial. Ademaés, se supondré siempre que
todo elemento de K es constante, y que D(z) = 1. Finalmente, se utilizara el término Integral para
referirnos a la antiderivada de una funciéon, haciendo alusién a la integral indefinida.
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El ejemplo siguiente muestra un caso en el cual, aunque suene contradictorio a la experiencia, la
antiderivada de una funcion racional esta dada por logaritmos.

Ejemplo 6.1: Considérese la siguiente antiderivada, cominmente encontrada en un curso introduc-
torio de calculo Integral de pregrado:

1 -1
/mdx = tan (.’L’)

En primera inspeccion, el integrando se encuentra en el campo diferencial Q(z), pero la antiderivada
no parece encontrarse en una extension logaritmica del mismo. Sin embargo, nétese que

1 1 1 1 1 1 1
— de=—— dr= - de = - log(z — i) — -1 ).
/1—|—x2 “ /(m—i)(m+i) * 22’/(1:—2’ x—l—i) T = g7 log(w = i) — 57 loglw +1)

Se ignora por el momento el procedimiento de solucion de la integral, pues dicho tema se esclarecera
mas adelante. Enfocandose en el resultado, se observa que en este caso el campo diferencial de
extension necesario para encontrar una antiderivada es Q(z, 4, log(x + ©), log(x — 7)). Esto concuerda
con la afirmacién, y como se verd mas adelante, es posible demostrar la veracidad de la misma.

Terminamos este capitulo con otro ejemplo de una integral que motiva a pensar en algoritmos
de integracion de funciones racionales.

Ejemplo 6.2: Considérese la integral / o dx. Se puede observar que

/:ﬁlkdx:/(gg—\/ﬁ)l(x—i—\/ﬁ)dx:2\1/E/(m—1\/ﬁ_:c+1\/g)dx

= ﬁlog(m— \/E) — ﬁlog(m—l—\@).

Aqui, la antiderivada pertenece a (@(\/E) (w,log (m — \/E),log (Jc + \/E)), mientras que la funcion

original pertenece a Q(z).

Otra forma de llegar a esta respuesta es a través de la sustitucion trigonométrica. Se puede tomar
x = Vksec(f), y entonces dz = Vksec(f) tan(d) df. Ademas, 22 — k = k(sec?(f) — 1) = ktan?(f).

Con esto,
/ =7 dz = / m\/%secw) tan(f) df = ﬁ/csc(é‘) de.

La integral del cosecante esta dada por — log(csc(6) + cot(f)). Es posible expresar csc() y cot(d) en
términos de x, con lo cual

1 _ 1 _ 1y Vo +Vk
ﬁ/csc(e) do = 7 log(csc(0) 4 cot(0)) = \/El g < — \/E> .

Y por las propiedades del logaritmo en el calculo, esta antiderivada es equivalente a la encontrada
usando fracciones parciales.

En este ejemplo, como en el anterior, que es el caso especial k = —1, se procedi6é con técnicas de
integracion basicas como en un curso introductorio al calculo integral. Sin embargo, para funciones
racionales mas complejas, es importante pensar en algoritmos que tomen una funcién y obtengan
su antiderivada después de una serie finita de pasos de facil replicacién. En el siguiente capitulo, se
ahondara en algunos algoritmos de integracién simbdlica que permitiran manipular algebraicamente
al integrando y a la integral para separarla en piezas, o bien, resolverla por completo.
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CAPITULO [

Funciones elementales y su estructura

Uno de los principales objetivos del presente trabajo es, dada una funcién, lograr deducir correc-
tamente si esta posee una antiderivada expresable en términos de funciones conocidas. ;Pero a qué
funciones se les da el privilegio de ser llamadas “conocidas™ Es necesario encontrar una definicion
simple y alineada a la intuicién de lo que una funcién de este tipo podria ser, y esta es una de las
tareas de este capitulo. Basicamente, se buscara que las funciones a trabajar sean todas aquellas que
puedan aparecer dentro de una integral definida en un curso de calculo.

Como se ha discutido con anterioridad, a dichas funciones se les llama Funciones Elementales.
Estas estan formadas por una cantidad finita de sumas, diferencias, productos, cocientes y composi-
ciones de funciones polinémicas, radicales, racionales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas y
sus inversas, hiperbdlicas y sus inversas, entre otras. Sin embargo, esta es una forma muy complicada
de describir lo que buscamos que una funcién elemental sea. Se utilizarda una forma atn més simple
de definirlas, y se discutira sobre la estructura que posee un campo de estas funciones.

7.1. El teorema estructural de las funciones elementales

La forma en que se definiran las funciones elementales provoca que las mismas posean una
estructura bastante particular. Esto resulta en un teorema estructural, el cual es bastante importante
en el Algebra Diferencial, y requiere de bastante maquinaria algebraica que fue desarrollada por
Ritt [I9] y Risch [I8], entre otros. Dicho teorema tiene fuertes implicaciones que se discutiran mas
adelante, y es por ello que mencionarlo es tan valioso. Sin embargo, dado que se sale del alcance de
este trabajo de investigacion, el teorema no serad demostrado.

Antes de entrar de lleno a la estructura de las funciones elementales, empezamos por definir al-
gunos conceptos del analisis en términos algebraicos, y por demostrar algunas propiedades conocidas
en el contexto del algebra.
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7.1.1. Tipos de funciones elementales

Como se discutio6 en el capitulo[f] resulta necesario definir a las funciones logaritmicas para poder
integrar simbolicamente a ciertas funciones racionales. Por su importancia en el desarrollo de este
trabajo, es el primer nuevo tipo de funcién elemental a definirse.

Definicion 7.1: Sea F' un campo diferencial, y sea G una extension diferencial de F'. Sea g € G tal
que existe f € F que cumple la ecuacion diferencial

p(g) = 2D,

f

Entonces, se dice que g es un logaritmo sobre F, o que es logaritmica sobre F. Esto se denota a
través de g = log(f).

Con esta definicién, el problema que surge al antidiferenciar 1/x tiene solucién. Es posible en-
contrar la funcion g = log(z), la cual cumple

Asi, se argumenta que aunque la antiderivada de 1/x no yace en F' = K (), puede encontrarse en una
simple extension del campo: G = K (z,log(x)). Luego, si se toma a los logaritmos como una de las
funciones fundamentales a trabajar, entonces la antiderivada de 1/x no presenta ningin problema.
Ademas, es posible comprobar que el logaritmo algebraico definido cumple con las propiedades
esperadas de los logaritmos. Se presentan aqui las dos mas importantes.

Propiedad 7.1: Sea F un campo diferencial, y sean f,g € F. Entonces,

log(fg) = log(f) + log(g). (7.1)

Demostracion. Considérese 6 = log(fg). Luego, por definicion y por la regla del producto,

_ D(fg) _ gD(f)+fD(9) _ D(f) , Dla) _ 0
po) =249 - == +=, = Dllog(f) +log(9)).

Cancelando el operador diferencial, log(fg) = log(f) + log(g).

Esta propiedad es clave en darle su estructura a los logaritmos, y también es ampliamente utili-
zada en los algoritmos de antidiferenciaciéon a discutirse mas adelante. Lo mismo es cierto sobre la
propiedad a continuacién.

Propiedad 7.2: Sea F un campo diferencial con f € F'y f # 0, y sea n € Z. Entonces,

log(f") = nlog(f). (7.2)

Demostracion. Sea 6 = log(f™). Entonces, por definicion y por propiedad

p(o) = 2 - 2P WP piatog ),

De nuevo, es gracias a la cancelacion del operador diferencial que log(f™) = nlog(f).
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El logaritmo es, probablemente, la mas importante de las funciones a definirse para trabajar en
esta teorfa. Sin embargo, es necesario definir a dos familias de funciones mas. Aunque haremos uso de
los siguientes tipos de funciones hasta dentro de un par de capitulos, sera beneficioso mencionarlas
desde ya. Empezamos con una funcién muy relacionada al logaritmo.

Definicion 7.2: Sea F' un campo diferencial, y sea G una extension diferencial de F'. Sea g € G tal
que existe f € F' que cumple la ecuacion diferencial

D(g) = gD(f)-

Entonces, se dice que g es un exponencial sobre F. Esto se denota por g = exp(f) = e’.

Notese la similitud de la definicion de la exponencial con la definicion [7.1] para el logaritmo.
Esto no deberia ser sorpresa, dado que es un hecho conocido que estas son funciones inversas. En
efecto, es claro de las definiciones que g = exp(f) si y solo si f = log(g), considerando siempre
el campo diferencial adecuado. Mostramos algunas de las propiedades esperadas de las funciones
exponenciales.

Propiedad 7.3: Sea F' un campo diferencial con f,g € F. Entonces,

exp(f + g) = exp(f) exp(g).

Demostracion. Considérese 6 = exp(f)exp(g). Luego,

D(0) = D(exp(f)exp(g))
= exp(f)D(exp(g)) + exp(g)D(exp(f))
= exp(f) exp(g)D(g) + exp(g) exp(f)D(f)
= exp(f) exp(9)D(f +9).

Entonces, 6 es exponencial sobre F', pues existe la funcion f + g € F tal que

—_ —

D(6) = 0D(f + g).

Haciendo uso de la notacion, esto implica que 6 = exp(f + g). |

Esta propiedad es anéloga a la propiedad de suma de logaritmos. Ahora, demostramos la pro-
piedad analoga a la del logaritmo de una potencia.

Propiedad 7.4: Sea F' un campo diferencial con f € F, y sea n € Z. Entonces,
exp(f)" = exp(nf).
Demostracion. Sea 0 = exp(f)". Luego,

D(0) _ D(exp(f)") _ nexp(f)" "Diexp(f)) _ Dlexp(f) _ oo 5o
0~ o))" ew() = () P = D).

Haciendo uso de la notaciéon para exponenciales, esto produce 6 = exp(nf). |

Estas son las propiedades algebraicas méas importantes de las funciones exponenciales. Més ade-
lante, se hara uso de ellas para pensar en las propiedades diferenciales de dichas funciones. En este
momento, nos movemos a definir el tltimo tipo de funcién elemental.
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Supongase que se desea definir algebraicamente a la funcion radical ¢ = /x. Podria empezarse
por notar que g" —x = 0; esto es, existe un polinomio p € F|[z] tal que p(g) = 0, dado por la regla de
asignacion p(z) = 2" — x. Aqui = es visto como un elemento de F' y puede ser visto entonces como
un coeficiente de un polinomio en F[z]. Esta es la intuicion detras de la siguiente definicion, la cual
reciben las funciones algebraicas.

Definiciéon 7.3: Sea F' un campo diferencial que contiene al simbolo z, y sea G una extension
diferencial de F. Sea g € G para la cual existe un polinomio p € F[z] tal que

p(g) = 0.

Entonces, se dice que g es algebraica sobre F'.

Como complemento a lo que se observo en la discusion previa, las funciones radicales en la forma
g = /f para f € F son algebraicas sobre I' debido a que ¢g" — f = 0 satisface al polinomio
p(z) = 2™ — f € F[z]. Esto ademés implica que cualquier combinacion de campo entre funciones
radicales es una funcién algebraica, pues es conocido que los elementos algebraicos sobre un campo
F forman un campo de extension (véase el capitulo 5 del libro de Herstein [12]).

Nota Bene 7.1: Sobre las funciones algebraicas.

Aunque todas las combinaciones de campo que puedan surgir de funciones radicales son parte de
las funciones algebraicas, estas no son las tnicas posibles funciones algebraicas que existen. Esto es
una consecuencia directa del teorema de imposibilidad de Abel para solucionar de forma general un
polinomio de grado mayor o igual a 5. Si uno considera un polinomio como p(z) = 2° — z — z, resulta
que p(g) = 0 no es una ecuaciéon que pueda solucionarse para g en radicales, aunque una funcion g
si pueda existir.

De la misma manera que el polinomio z° — 2 — 1 posee 5 raices complejas, puede que existan

varias funciones tales que ¢° — g — x = 0, aunque no sean expresables en términos de combinaciones
de campo y radicales. Este hecho puede observarse en la figura a continuacién.

I I I I
g1
1 - |
> 0 92 =
1 |
g3
| | | | |
—2 -1 0 1 2
x

Figura 7.1: Tres funciones que cumplen la relaciéon y°> —y — x = 0.

Es claro entonces que funciones de este tipo existen, y al ser polinomios con los ejes rotados tam-
bién es posible observar que son integrables por intervalos, de manera que considerar su antiderivada
tiene sentido. Ademas, estas funciones presentan propiedades deseables en el analisis. Por ejemplo, el
libro de analisis complejo de Ahlfors [I] demuestra que toda funcion algebraica es analitica, haciendo
uso del principio del argumento de Cauchy.
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Antes de finalizar nuestra discusion sobre la antidiferenciaciéon de funciones, reconocemos la
utilidad de pensar en el concepto opuesto a la funciéon algebraica. Es por ello que definimos a las
funciones trascendentales.

Definicion 7.4: Sea F un campo diferencial que contiene al simbolo z, y sea G una extension
diferencial de F. Sea g € G tal que no es algebraica sobre F. Entonces, se dice que g es trascendental
sobre F'.

Cabe resaltar que los cuatro tipos de funciones aqui definidos no necesariamente son indepen-
dientes entre si. Por ejemplo, si se considera a la funcion g = exp(%) respecto a un campo di-
ferencial F' = K(x,exp(z)), es inmediato pensar en g como una funcién exponencial sobre F.
Pero también es posible observar que g? — exp(z) = 0, de manera que g satisface al polinomio
p(2) = 22 — exp(z) € F[z]. Por lo tanto, g es tanto exponencial como algebraica sobre F.

7.1.2. Estructura de las funciones elementales

Se han definido previamente todas las piezas que nos permiten hablar de funciones elementales.
Con ello, es posible hablar de las extensiones elementales de campo, y definir formalmente al concepto
de funcion elemental.

Definicion 7.5: Sea F' un campo diferencial, y sea G una extension diferencial de F. Se dice que
G es una extension elemental de F' si es de la forma

G:F(glaQQa"'agn)a

donde para cada indice 1 < k < n se tiene que g es logaritmica, exponencial o algebraica sobre el
campo Fyr_1 = F(g1,92,...,9k—1). Cuando ninguna extension es algebraica, se dice que G es una
extension elemental trascendental. Aqui, se toma Fy = F.

Es importante notar que la diferencia entre las extensiones elementales y las extensiones elemen-
tales trascendentales es que la segunda elimina la posibilidad de que una extension sea algebraica.
Las extensiones trascendentales suelen ser mas faciles de trabajar que las algebraicas, en lo que con-
cierne a la integracion simbolica, y los métodos y demostraciones sobre antiderivadas elementales son
muy distintos dependiendo de los tipos de funciones a integrar. Resulta que el caso que requiere méas
maquinaria algebraica es, quiza no tan irénicamente, el de las funciones algebraicas. Esto se debe a
que la manipulacién de las funciones trascendentales se comporta de una manera mas estructurada
que las funciones algebraicas, por lo general.

La ultima definicién no es contundente en cuanto a qué es exactamente una funciéon elemental,
pues hay mucha libertad sobre el campo diferencial F'. Nuestro interés es que las funciones elementales
sean funciones de una sola variable, que puedan aparecer en el interior de un integrando. Es por ello
que se usa como campo base a F' = K(x) en la definiciéon siguiente.

Definicion 7.6: Sea K(x) un campo diferencial, donde K es un subcampo de C. Se dice que G es un
campo de funciones elementales si es una extension elemental de K (). Si ademas G es una extension
trascendental sobre K (x), entonces es un campo de funciones elementales trascendentales. De esta
manera, una funcion es una funcion elemental si pertenece a un campo de funciones elementales.

Nos interesa conocer el comportamiento de las funciones elementales, y seréd importante reconocer
la forma mas simple que puede presentar una funcién elemental trascendental. Para ello, se requiere
la siguiente definicion.
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Definicion 7.7: Sea F' un campo diferencial. Se dice que una funcién g es un monomio sobre F' si
cumple lo siguiente:

= con (F(g)) = con(F).
= g es trascendental sobre F.

= g es exponencial o logaritmica sobre F'.

Con esta definicién, lo que interesara serda determinar bajo qué circunstancias una funcién g que
se desee integrar simbodlicamente ser4 un monomio. O bien, se desea reconocer cuando una funcion g
es un monomio sobre el campo diferencial F'. Esto, en busca de simplificar las expresiones algebraicas
lo més posible para facilitar el proceso de integracion.

En 1979, Risch [I8] demostr6 el teorema de estructura de las funciones elementales, el cual
proporciona las condiciones necesarias que debe cumplir una funcién en una extensiéon para ser un
monomio nuevo, dando una nocién de independencia entre las posible extensiones elementales. Esto
traduce el problema a un simple sistema de ecuaciones lineales, cuya soluciéon es extraible de manera
algoritmica. Como se mencion6 al inicio de este capitulo, la demostracion de este teorema se sale de
un enfoque de licenciatura, por lo cual se refiere al lector a la demostracién propuesta por Risch.

Teorema 7.1 (Risch, Estructura de las funciones elementales): Sea K un subcampo de C, y sea
F, =K(x,91,92,---,9n) una extension de K (x) tal que con(F,) = K. Ademas, supéngase que cada
gr. es uno de las siguientes:

Algebraico sobre Fj_.

Un logaritmo wy, = log(ux) con ug € Fg_1.

Un exponencial u = exp(wy) con wy € Fj_q
Entonces, se cumple que:

» La funcion g = log(f) con f € F, — K es un monomio sobre F, si y solo si no existe una
combinacién en producto de la forma

h:an’U,Zk EK,
k=1

donde n y ny son enteros con n # 0.

» La funcién f = exp(g) con g € F,, — K es un monomio sobre F,, si y solo si no existe una
combinacion lineal de la forma

m
c:g—chwk eK,
k=1
donde ¢, € Q para cada subindice k.

Este teorema tiene varias aplicaciones importantes, las cuales también son discutidas en el articulo
de Risch. Entre ellas estan: determinar bajo qué condiciones dos elementos en un campo diferencial
son distintos, encontrar campos elementales de extensiéon intermedios, evitar trabajar con ntimeros
complejos a través de campos diferenciales elementales reales, y encontrar funciones inversas para
las funciones elementales.
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La aplicacion que més nos interesa en este momento es determinar si una funciéon exponencial o
logaritmica sobre un campo es algebraicamente independiente de las demas funciones en el campo
diferencial. Esto siempre puede traducirse a un problema de élgebra lineal, que puede resolverse con
técnicas computacionales.

Dada una funcion de extension exponencial exp(g), inicamente es necesario chequear si su ar-
gumento puede ser escrito como g = ¢ + Y ;- cywg, donde ¢ € F y cada ¢; € Q. Diferenciando
esto, se obtiene un sistema de ecuaciones lineales con variables ¢j. Al obtener sus valores, es posible
obtener c.

Si por otro lado se nos da una funciéon de extension logaritmica log(f), el teorema muestra que
el chequeo puede realizarse escribiendo h = f" [[;" , u* para enteros n y ng, e igualando b’ = 0 de
manera que h € K. Como es claro que

log(h) = nlog(f) + Y _ nx log(us),
=1

entonces diferenciando esta ecuacién se tendria que

El problema se convierte en determinar si esta ecuaciéon tiene soluciones en los ny y n, provocando
de nuevo que su solucién pueda transformarse en resolver un sistema de ecuaciones lineales.

El algoritmo proveniente de este teorema permite optimizar la bisqueda del campo diferencial que
contiene al integrando, de manera que no haya redundancia en las funciones de extension escogidas.
Ademas, proporciona una idea intuitiva detras de la forma que puede tener un monomio logaritmico o
exponencial, lo cual cobraré importancia en los teoremas de diferenciacion e integracion de funciones
elementales con términos exponenciales.

7.2. Diferenciacion de funciones elementales

Habiendo definido de manera exacta lo que es un campo de funciones elementales, y con el
teorema de estructura de Risch, es posible encontrar las propiedades diferenciales de las funciones
elementales. Pero ademés, también poseemos la capacidad de definir formalmente el problema a
resolver dentro de la integracién simbdlica. Como punto importante, a partir de esta secciéon se
reemplazara el uso del operador diferencial D : ' — F por el més conveniente ' : F — F. Es decir,
se tomara D(f) = f’ para todo f € F.

Nota Bene 7.2: Enunciado formal del problema de integraciéon simbdlica.

Dada una funcion f, miembro de un campo de funciones elementales F' = K(x,91,92,-..,9n);
se desea encontrar una funciéon g = [ f que sea miembro de un campo de extension elemental de
F, dado por G = F(gn+1,9n+2,- -, 9n+m) = K(x,91,92, - -, gnt+m). Dicho problema se consideraria
resuelto en uno de dos casos:

= Se logra determinar explicitamente a la funcién g como un elemento de G. Es decir, se demues-
tra que existe una extension elemental G que contiene a g.

= Se logra demostrar que no existe ninguna extension elemental G de F' que contenga a g y que
cumpla con los requerimientos establecidos.
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Resulta claro, de esta manera, que lo que se requiere para un procedimiento de decision que
resuelva el problema para cualquier f son dos cosas: un algoritmo de soluciéon simbolica para antide-
rivadas, y en caso dicha soluciéon no exista, una manera de demostrarlo formalmente. Para cualquiera
de estas dos, es necesario conocer la forma que deberia poseer una integral de una funcién elemental.
Es por esto que el siguiente tema a discutir es el comportamiento que posee el operador diferencial
en las funciones elementales.

A continuacioén, se demuestran varios teoremas sobre las derivadas de funciones elementales. Es
suficiente considerar por separado tres casos: logaritmico, exponencial y algebraico.

Teorema 7.2: Sea F' un campo diferencial con el simbolo z, y sea F(g) una extension diferencial
de F tal que con(F') = con(F(g)) Supongase que g es logaritmica y trascendental sobre F', tomando
g =log(f) para un f € F. Entonces, para todo a(g) € F[g] con deg(a(g)) > 0 se cumple que:

* [a(9)] € Flg).
= Si el coeficiente principal de a(g) es una constante en F', entonces deg([a(g)]’) = deg(a(g)) — 1.

» Si el coeficiente principal de a(g) no es una constante en F, entonces deg([a(g)]’) = deg(a(g)).

Demostracion. Escribase a(g) = Y _,axg®, donde los a; € F son coeficientes posiblemente no
constantes y a,, # 0. Luego,

n

[a(9)] = (Z aw’“) = (ajg" +kg* "g'ar)
k=0

k=0
n n—1
= Za%gk + Z(k + 1)g* g a1
k=0 k=0

n—1

=ang" + > (aj+ (k+1)g'ars1)g". (7.3)
k=0

Notese ademas que dado g = log(f), entonces ¢’ = f'/f € F. Puesto que la expresion obtenida para
[a(g)] es una combinacion de operaciones de campo en elementos de F multiplicadas por potencias
enteras no negativas de g, esto implica que [a(g)]’ € F|[g], demostrando el primer resultado deseado.

Supongase ahora que el coeficiente principal de a(g) es una constante en F', teniendo entonces
al, = 0. Desde luego, observando la ecuacion esto implicaria que deg([a(g)]') < n — 1. Por via
de contradiccion, tomemos que deg([a(g)]’) < n — 1. Esto implicaria que el coeficiente de g"~! se
anularia, produciendo la ecuacion a),_, + ng’a, = 0. Considérese al elemento na,g + a,—1 € F(g).

Notese que:

n—

(nang + an—1) =na,g+nang +al,_.

Pero a!, = 0 y nang’ + al,_; = 0. Entonces, na,g + a,_1 es una constante en F(g). Sin embargo
con(F') = con(F(g)), implicando que na,g+ an—1 € F. Puesto que g es trascendental sobre F', esto
es absurdo. Por tanto, es necesario que deg([a(g)]’) =n — 1 = deg(a(g)) — 1, como se requeria en el
segundo punto.

Finalmente, supongase que el coeficiente principal de a(g) no es constante, provocando que al, #
0. De la ecuacién esto implica directamente que la potencia mayor de [a(g)]’ sea exactamente
igual a la de a(g). Es decir, deg([a(g)]") = deg(a(g)) = n, demostrando el enunciado del tercer punto.

Como pudo observarse en la demostracion, la derivada de cualquier polinomio logaritmico resulta
en otro polinomio logaritmico, pero el grado de este nuevo polinomio depende de si el coeficiente
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principal del polinomio original era una constante. Mientras en los polinomios exponenciales se
preserva la cerradura en el anillo de polinomios, el grado del polinomio nuevo seré independiente
del coeficiente principal. Ademas, se agregan dos propiedades nuevas, pertinentes a los monomios
exponenciales.

Teorema 7.3: Sea F' un campo diferencial con el simbolo z, y sea F(g) una extension diferencial
de F tal que con(F) = con(F'(g)) Supongase que g es exponencial y trascendental sobre F', tomando
g = exp(f) para un f € F. Entonces, para todo a(g) € F[g] con deg(a(g)) > 0 se cumple que:

» Si h € Fyn € Z son no nulos, entonces (hg™)’ = hg™ para un h € F no nulo.

v [a(g)] € Flg] y deg([a(g)]') = deg(a(g))-

» a(g) | [a(g)]’ siy solo si a(g) es un monomio.

Demostracion. Como primera observacion, notese que:
(hgn)/ _ h/gn + ngn—lglh — (h/ + nh - g//g)gn — (h/ + nhf/)g".

De esta manera, se tiene la forma deseada en el primer punto, y tinicamente queda demostrar que
h = h' 4+ nhf’ es no nulo. Supéngase entonces que h = 0. Esto implicaria que (hg™)’ = 0, y por lo
tanto hg™ € con(F(g)) = con(F') C F. Pero g es trascendental sobre F', por lo cual esto es imposible.
Entonces h # 0, demostrando el primer punto.

Ahora, escribase a(g) = Y j_, axg®, donde los aj, € F son coeficientes posiblemente no constantes
y an # 0. Por lo tanto, del resultado anterior, se tendra que

[a(9)) = drg",
k=0
para d, € F no nulo. Con esto, se tiene directamente que [a(g)]" € Flg] y deg([a(g)]’) = deg(a(g)),

como se buscaba en el segundo punto.

Para demostrar el tercer punto, supéngase primero que a(g) es un monomio. Entonces, debe
poseer la forma a(g) = hg™ paraun h € F y un n € Z debido al teorema de estructura de Risch.
Directamente se sigue por lo demostrado en la primera propiedad que

h/
= —+nf €F,
alg)  h
puesto que h, b/, f' € F. Esto es, a(g) divide a [a(g)]’ en F|g], demostrando la condicién suficiente
del punto tres.

Unicamente queda por demostrar la condicion necesaria del tltimo punto. Para ello, tomemos
que a(g) | [a(g)] en F[g], y supéngase que a(g) no es monomio en busca de una contradiccion.
Luego, para algin u € F|[g] se tiene que [a(g)] = ua(g). Pero dado que deg(a(g)) = deg([a(g)]’), es
imposible que u dependa de g, por lo cual u € F. Ahora, dado que a(g) no es monomio, debe ocurrir
que exista un entero m < deg(a(g)) para el cual aparezca el término g™ en la expansion de a(g).
De esta manera, al factorizar la maxima potencia posible de g en la expansion de a(g), lo restante
dependera de g, quitando la posibilidad de que a(g) sea monomio. Escribase entonces

a(g) = ang" + amg™ +b(g), (7.4)
donde ademas m > 0, a,, # 0, y deg(b(g)) < m, sin eliminar la posibilidad de que b(g) = 0.
Como nota importante, la razon por la cual m # 0 es que si se diera a(g) = a,g™ + ag, entonces

[a(9)] = dng™ + af, con d,, # 0, pero existe la posibilidad de que af, = 0. Dado que [a(g)]’ = ua(g),
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se tendria entonces G, g" = ua, g™ + uag, lo cual implica que uay = (@, — ua,)g"™. Como uag € F'y
g es trascendental sobre F', esto solo podria ocurrir si uag = 0y d,, — uag = 0, mas esto es imposible
dado que a,, #0, ag # 0 y u # 0, de manera que se vuelve necesario m > 0.

Prosiguiendo, de diferenciar la ecuacion [7.4] se obtiene que
[a(9)]" = dung™ + amg™ + [b(g)]',

donde a,, # 0y a;, # 0. Ademaés, por la segunda propiedad ya demostrada, se mantiene que
deg([b(g)]") < m. De nuevo gracias a que [a(g)]" = ua(g), y recordando que a; = aj, + kay f’ como
se vio en la prueba de la primera propiedad, se implica que

(ay, +nanf)g" + (ap, + mam f)g™ + [b(9)]" = u(ang” + amg™ + b(g)).
Esto nos lleva a las siguientes dos ecuaciones:
ay, +nanf' = uay,,
an, + mapyf = uay,.
Resolviendo el sistema mediante igualacion en u, se llega a

a4+ may,f  a +na,f’ al a
m mf’ nt = 2 -4 (n-—m)f =0.
am, an Gn  Qm

an

Como tultimo paso, se considera al elemento 2=g"~™ € F[g]. Al diferenciarlo, se obtiene

Am

! ! /
An n-m Anlm — Anlyy pom Qn n—m-—1_1/
(g ="———"9" """+ —(n—m)g g
am, a

A /
An  pm [ Qp A /
= o Tmoy (- = 0.
- g (an - (n—m)f )

n—m

Esto implicaria que

an
am 9
tanto %g”*m € F. Esto es absurdo porque g es trascendental sobre F'. Asi, se llega a que a(g) debe

ser un monomio, demostrando finalmente el tercer resultado.

es constante en F'(g), lo cual implica que es constante en F, y por lo

Esta demostracion requirié bastante mas trabajo que la del teorema[7.2] pero también proporcio-
no6 bastantes mas propiedades a la diferenciacion de polinomios exponenciales. Sin embargo, dichas
propiedades provocaran que los teoremas de integracion de funciones exponenciales sean ligeramente
més complicados que los de funciones logaritmicas, lo cual se discutira en el capitulo Por ahora,
continuamos con el teorema de diferenciaciéon de polinomios con entradas algebraicas, el cual difiere
bastante de los dos anteriores.

Teorema 7.4: Sea F' un campo diferencial con el simbolo z, y sea F(g) una extension diferencial
de F' tal que con(F') = con(F(g)). Supongase que g es algebraica sobre F', tomando a p € F'[z] como
el polinomio minimo tal que p(g) = 0. Escribase este polinomio como p(z) = Z;ngjol prz*, donde
N >0y pny+1 = 1 de manera que p sea moénico. Entonces, ¢’ puede expresarse como

N
g =— > k=0 Pid"
Sreo(k + Dpriagh

e F(g). (7.5)

Demostracion. Como p(g) = 0, entonces se tiene ZQZBI prg® = 0. Diferenciando ambos lados de
esta igualdad,

N+1 N N+1
> (org" +kpeg" ) =0 = ¢ (k+ Dprpag® = - > pio”
k=0 k=0 k=0
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Ademas, en el lado derecho, py 41 = 0. Por tanto, a partir de aqui, el resultado es inmediato:

N
P 2 k=0 p;gk Ia
g = = - € F(g).
> k—o(k +1)prs1g
Esta expresion nunca se indefine, gracias a que el denominador tiene coeficiente principal N +1 > 1.
Por lo tanto, el denominador es una funcién no nula.

Con estos tres teoremas sobre la estructura diferencial de las funciones elementales, estamos listos
para entrar de lleno a la discusion principal de este trabajo: los algoritmos de integraciéon de funciones
elementales. Antes de ello, es necesario hablar de la existencia y unicidad del operador diferencial en
una nueva extension de un campo de funciones elementales. La prueba que se presentaré va por casos
sobre los tipos de funciones elementales, pero una prueba para campos diferenciales completamente
generales puede encontrarse en el articulo de Rosenlicht [20].

Propiedad 7.5: Sea F' un campo diferencial. Entonces:

= Caso logaritmico: Si g es trascendental sobre F'y u € F, existe una tnica manera de extender
el operador diferencial ' : F' — F' al campo de extension F'(g) de manera que g’ = u'/u.

= Caso exponencial: Si g es trascendental sobre F' y u € F, existe una tinica manera de extender
el operador diferencial ' : F' — F al campo de extension F'(g) de manera que ¢’ = u'g.

= Caso algebraico: Si g es algebraico sobre F, existe una tnica manera de extender el operador
diferencial ’ : F' — F al campo de extension F(g). En particular, el operador diferencial en
F(g) esta completamente determinado por el polinomio minimo de F[z] que satisface a g, y
por el operador diferencial de F'.

Como consecuencia, dado un campo F' con operador diferencial ' : F' — F, entonces una extension
elemental G de F siempre posee una Unica extension del operador diferencial, denotada ' : G — G.

Demostracion. Las pruebas de todos los casos proceden por construccion, y una buena parte de las
construcciones proviene de los teoremas de diferenciacion. En general, la estrategia es notar que F(g)
es el campo de las funciones racionales sobre g con coeficientes en F', de manera que tnicamente
es necesario demostrar que si se define una manera de diferenciar g, entonces también se posee una
manera de diferenciar cualquier funcién racional en g sobre F'.

Para el caso logaritmico, sea F' un campo, sea u € F'y sea g trascendental sobre F'. Considérese
a un nuevo operador diferencial ' : F'(g) — F(g) con la propiedad de que ¢’ = u’/u, y que restricto
a F es igual al operador /' : F — F. Sea a(g) € F[g], escribiéndolo como a(g) = >, _, apg® para
ar, € F. Entonces, como se vio en el teorema puede determinarse por completo la derivada de
a(g) como en la ecuacion [7.3| a través de

n 4 n—1
n kE+1Dv'a
la(g)] = <§:akgk> —dyg +§ : (a% + ()uk“) gk
k=0

k=0

Esto implica que, dado cualquier polinomio en g sobre F, el operador aplicado al mismo esté
determinado por completo, de manera que hay una tnica manera de extender ' : I — F a
" Flg] — Flg]. Ahora bien, considérese una funciéon racional p(g)/q(g) € F(g), para la cual es-
cribimos p(g) = Y-, peg® v qlg) = >orco qrg”, donde py, g € F. Por la regla del cociente,

{p(g)}' _ 4@ ~p(9la9))
a(9) '
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Pero como [p(g)]’ v [¢(g)]" estan completamente determinados, se tiene asi que la derivada de todo
elemento de F(g) también lo esta. Es decir, existe un tnico operador diferencial que extiende al
operador en F' al campo diferencial F'(g), de manera que g sea logaritmico trascendental sobre F'.

Para el caso exponencial, aplica el mismo argumento. Si ¢’ = gu’ para u € F, entonces un
polinomio a(g) € F[g] con coeficientes aj € F' cumplird necesariamente

la(g9)]" = (Z ak9k> =ag+ z:(afC + ku'az)g".
k=0

k=1

De aqui, se tiene la extension ’ : F[g] — F|[g]. Para fabricar la extension en F(g), el argumento no
presenta cambio alguno con respecto al caso anterior. Esto culmina el caso exponencial.

Finalmente, es necesario considerar el caso algebraico. Sea g algebraica sobre F, y sea p(z) =
fCV:JE)l prz® € F|2] el polinomio ménico minimo tal que p(g) = 0. Por la argumentacién del teorema

resulta necesario que se asigne la derivada siguiente a g:

N
/ Zk:o p;cgk

g =~ F(g).
Zg:o(k‘F )prs19”

Sea ahora a(g) € F[g] con a(g) = >_;_, arg”, de lo cual
S X Py’ )
Z;V:o(j + )pjr197

Con esto, la derivada de todo polinomio en F[g] estd determinada de manera tnica. Por el mismo
argumento a través de la regla del cociente, esto implica que ' : F((g) — F(g) existe y es tnico.

[a(9)] = (ahg" + karg"'g") =
k=

<a29k — karg" ™
k=0 0

En general, si F' es un campo diferencial, y G es una extensién elemental de F, entonces el
operador diferencial en F puede extenderse de manera tinica al operador diferencial ' : G — G.

|
Esto cubre por completo las propiedades algebraicas y diferenciales necesarias para demostrar
el resto de la teoria a estudiarse en la presente investigacion. Aunque los casos mas simples de

integracion simbolica no requieren de todas las herramientas aqui planteadas, al adentrarnos més en
la teoria sera necesario utilizar cada vez mas de estos conceptos.
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CAPITULO 8

Algoritmos de integracion de funciones racionales

En un curso de célculo resulta claro que los problemas de integracién son, por lo general, muy
distintos uno del otro. Normalmente, en estos cursos, se estudian varios métodos y técnicas diferentes
para resolver integrales con formas muy distintas. En esta observaciéon radica una de las grandes
dificultades para decidir si una funcién posee, o no, una antiderivada expresable en términos de
funciones conocidas. ;Cémo seria posible crear un algoritmo de decisién, si no se posee un algoritmo
de solucion?

Sin embargo, existe una familia de funciones para las cuales la solucion si parece ser algoritmica.
De hecho, se trata de una familia de funciones ya discutida en un anterior capitulo de esta tesis: las
funciones racionales. Considérese una integral como la que se muestra a continuacién:

3+ 222 — 1
/er:c T+ (8.1)

22+ 3x +2

El primer paso a realizar en una integral como esta es el algoritmo de la division. Con esto, la
integral se separa en dos partes: una polindémica, y una racional con grado mayor en el denominador.
La integral de la parte polinémica es sencilla, como se vio en la propiedad [6.14] La integral de la parte
racional requiere inspeccién, pero por lo regular, se realizaria uno de dos métodos: completacion de
cuadrados para llegar a una sustitucion trigonométrica, o fracciones parciales.

Como se puede observar en la Nota Bene [6.4] y en el ejemplo [6.2] los dos procesos mencionados
llevan a la integral a soluciones equivalentes. En efecto, cualquier integral de este tipo resulta en una
combinacién de polinomios, funciones racionales, logaritmos, y funciones trigonométricas inversas.
Sin embargo, como se observa en el Anexo[14.1] estas tltimas funciones pueden ser expresadas como
logaritmos. Asi, como se demostrara, inicamente sera necesario agregar logaritmos a un campo dife-
rencial de funciones racionales para expresar todas sus antiderivadas. Por lo tanto, méas adelante, nos
concentraremos sobre todo en el método que hace un uso mas algoritmico de la herramienta alge-
braica: las fracciones parciales. Aunque a veces resultaré necesario encontrar los ceros del polinomio
en el denominador, vale la pena recordar que dicha tarea puede referirse a los métodos numéricos, y
no debe ser preocupante en la integraciéon simboélica.
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8.1. Separacién de la integral

La expresion 8.1 muestra un ejemplo de una integral de una funcion racional, y en la introduccion
de esta seccibn se sugiere un método algoritmico de resolucién. Para motivar los algoritmos siguientes,
resolvemos esta integral.

Ejemplo 8.1: Aplicando el algoritmo de la division, es posible separar esta funcién en dos partes:

4202 —z+1 3
dr = - 1)d ———dx.
/ 22+ 3z +2 . /(x ) x+/x2+3x+2 .

Con esto, la primera pieza de la integral se convierte en un polinomio facil de integrar con la
propiedad [6.14} La segunda pieza por lo general requiere un poco méas de trabajo, pero en este caso
podemos observar usando fracciones parciales que:

3 3 3
/z2+3x+2 v /(z+1 1:+2) © = 3log(w +1) — 3log(z +2)

Juntando esto con la integral del polinomio = — 1, se tiene

/x3+2x2—x+1 z?

- 1) — .
PR Y dz 5 x + 3log(z 4+ 1) — 3log(z + 2)

Como se observa muy transparentemente, existen dos partes clave en la resoluciéon de una integral
de este tipo. En primer lugar, se busca reducir la integral, separandola en distintas piezas. En el
ejemplo, estas piezas toman una forma polinémica y una logaritmica, pero en general puede obtenerse
una pieza racional y otra logaritmica. En segundo lugar, se busca realizar la integracién simbolica.
Mas adelante, se observara que la pieza logaritmica es la que requiere mas trabajo en cuanto a este
segundo paso, en el caso general. Por ahora, se dirigira el esfuerzo a encontrar una forma de separar
la integral de una funcién racional en una pieza que sea completamente racional y otra que sea
completamente logaritmica. Aunque existen varios algoritmos y estrategias de reduccion que logran
este cometido, nos enfocamos tnicamente en el siguiente.

El teorema de reduccién de Hermite

En 1872, Hermite [11] propuso un algoritmo que logra separar la antiderivada de cualquier funcion

racional p/q € K(z) como
p(z) c(z) / a(z)
——~de=—++ | —dz, 8.2
[ =i+ i &2
donde ¢/d,a/b € K(x), con deg(a) < deg(b) y b un polinomio monico libre de cuadrados. Aqui, se
toma a K como un campo de constantes respecto a x con caracteristica 0.

En la forma de la ecuacion la expresion c¢/d es la parte racional de la integral, mientras que
J a/b es la parte logaritmica de la integral. Se dara un algoritmo para su solucién méas adelante, pero
por ahora nos enfocamos en demostrar que esto es posible.

Teorema 8.1 (Reduccion de Hermite): Sea p/q € K(z) una funciéon racional simplificada de tal
manera que g sea monico y (p,q) = 1. Entonces, existen funciones racionales a/b,c/d € K(x) con
deg(a) < deg(b) y b un polinomio monico libre de cuadrados que cumplen la ecuacion

Unicamente resulta necesario considerar p, q € K[z] tales que ¢ sea moénico y (p,q) = 1 debido a
que toda fracciéon algebraica puede ser llevada a esta forma a través de simplificaciones simples de
fracciones. Notese que este teorema tnicamente busca mostrar la separacion de la integral, mas no
la forma de la antiderivada de a/b. El teorema de Rothstein-Trager se encargara del resto.
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Demostracion. Sean p,q € K|x] tales que ¢ sea monico y (p,q) = 1. Aplicando el algoritmo de la
division a p/q, se sabe que existen P,r € Kx] con r = 0 o deg(r) < deg(q) tales que p = Pq+ r.

Luego, es posible escribir
/3:/P+/Q
q q

Notese que, al ser P un polinomio, su integracion es trivial como se aprecia en la propiedad [6.14]
Entonces, el problema se traduce a encontrar la antiderivada de r/q. Ahora, se procede a factorizar
q en su forma libre de cuadrados. Desde luego, esto se realiza para reescribir la integral usando
fracciones parciales. Asi, tomando ¢ = [[,_, q,’§ con cada ¢; monico libre de cuadrados, se tiene

n n k n k
T r Thy | Thy | Tk Tky, > / Tk, / T,
o= ™k g —t =+ =4+ — | = - i

k=1j=1 &%  k=1j=1

En esta forma, cada g tiene su separacion en potencias 1 < j < k, con numerador 7, cumpliendo
deg(ry,;) < deg(qr) para todo gx no constante, o ry, = 0 si g; es constante. La reorganizacion de la
integral con las sumatorias esta permitida por la linealidad del operador antidiferencial (propiedad
, y debido a que se esta trabajando con sumas finitas.

Ahora, el problema se reduce de nuevo, esta vez a encontrar un algoritmo de reducciéon para la
integral de cada ry, / qy.- Esto se logra haciendo uso de la integracion por partes (propiedad y el
algoritmo de la division. Obsérvese que, si j = 1, el sumando ya posee la forma deseada (denominador
monico, libre de cuadrados, con grado mayor al numerador). Considérese entonces un integrando
arbitrario 7, /q;, con j > 1. Dado que g es libre de cuadrados, se tiene que (gx, q;,) = 1. Esto implica
por el lema de Bézout extendido que existen s,t € K[x] tales que

sqk + g = 1, (8.3)

donde deg(s) < deg(qr) — 1 y deg(t) < deg(qx). Esto, a su vez, resulta en la ecuacion integral

Tk. S tq’
/i%:/j4+ =, (8.4)
4 45 q;.

La apariciéon de una derivada en el interior de la segunda integral sugiere el uso de integracién por
partes para simplificarla. Tomando u(x) = t(z) y v'(z) = q}.(x)/qr(x)’, entonces v'(z) = t'(x) y

v(z) = qli_j/(l —Jj). De esta manera,

tq, 1 t 1 t
%:,. = 1/ — (8.5)
4 JT g J = 9

Juntando las ecuaciones [8.4] y se obtiene:

1t 1 /(j—1)8+t’

i j—1 ; j—1
a J—1lqj J—1 a

Esto aporta a la parte racional de la integral con el primer término, y en el segundo término se
obtiene una integral cuyo exponente en el denominador disminuy6 en una unidad. Esto permite la
entrada del proceso algoritmico, pues se puede realizar el mismo procedimiento varias veces hasta
que j — 1 = 1. En ese caso, el denominador es moénico y libre de cuadrados, llegando a una integral
con la forma deseada. Asi, queda claro que es posible escribir la integral en una parte racional que
sera la combinacion de la integral del polinomio P con la suma de todos los ¢/ qifl restantes, mas
la suma de varias integrales con denominador monico libre de cuadrados. Escrito de otra forma:

/§=fol+/P +/;Z’;. (8.6)

ik Ik
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En esta representacion, ¢, € K[z] son los numeradores de los resultados no integrales luego de
realizar cada integracion por partes, y s € K|[z] son los numeradores de los resultados finales en la
integral cuando j—1 = 1. De esta manera, dado que los g forman la factorizacion libre de cuadrados
de g, el ultimo integrando tendré un denominador ménico y libre de cuadrados a la hora de tomar
el denominador comun, puesto que (g;(x),q;(x)) = 1 para todo i # j. Por construccion se debe
tener también que deg(sy) < deg(qx), de manera que la suma de los si/qr debe tener también un
numerador de grado menor al denominador. Con esto, dicho integrando es de la forma a/b € K(z),
siendo b un polinomio moénico, libre de cuadrados, y deg(a) < deg(b). Ademas, la expresion en
corchetes claramente es una suma de elementos de K(z), por lo cual es un elemento ¢/d € K(z).
Con esto, queda demostrado el teorema de reduccion de Hermite.

El algoritmo de Hermite no es la tnica forma de separar la integral en su parte racional y en su
parte logaritmica. Existen otras perspectivas como la de Horowitz [13] y Mack [16]. La primera de
estas utiliza el maximo comun divisor para simplificar el calculo de las integrales, mientras el segundo
evita el uso de fracciones parciales en su proceso. En este trabajo, dado que el mayor interés es en las
demostraciones de integrabilidad elemental, con uno de estos métodos es suficiente. A continuacion,
se muestra el algoritmo que nace del teorema

Algoritmo 8.1: Reduccion integral de Hermite.

1. Tomar una funcién racional py/qo € K(x) para K subcampo de C.
2. Simplificar pg/qo a p/q de tal manera que ¢ sea monico y (p,q) = 1.

3. Aplicar el algoritmo de la divisiéon, obteniendo una parte polinomial P y una parte racional
escrita como 7/q.

4. Calcular la factorizacion libre de cuadrados de ¢, resultando en una lista ¢1,qo,...,q, de
polinomios libres de cuadrados.

5. Con dicha factorizacion, calcular la descomposicion en fracciones parciales de r/q, llegando a
numeradores 7y, para cada denominador qr.-

6. Inicializar la parte racional de la integral como R = 0 y la parte logaritmica de la integral
como L = 0.

7. Se empieza un contador en k = 1, y terminaré en k = n.

= El valor de L se reemplaza por su valor anterior agregado a 7y, /qx.
= Se inicializa el contador j = 2, y terminara en j = k.
e Se reemplaza el valor de n por j.
e Mientras que n > 1, se realiza lo siguiente:
o Encontrar el valor de s y t que satisface sqx + tg;, = 7%, -
o Se reemplaza n por n — 1.
o El valor de R se reemplaza por su valor anterior menos t/(ngy).
o Se reemplaza rp,_ por s+t'/n.

e Se reemplaza L por su valor anterior mas rx, /qi. Se suma 1 al contador j.

= Se suma 1 al contador k.

8. Regresar al usuario que la integral dada puede ser escrita en la forma R+ [P+ [ L.
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8.2. Integracion simboélica de la pieza logaritmica

En la seccién anterior, se provee un algoritmo que descompone la integral de una funcién racional
general p/q € K(x) en una pieza racional ¢/d € K(z), y otra llamada logaritmica. La primera pieza
es la funcion racional exacta que forma parte de la respuesta al problema de integracion, mientras la
segunda pieza ain permanece sin antidiferenciar. En esta seccion, se demostrara que la antiderivada
J a/b es una combinacion lineal de logaritmos, y se proporcionard un algoritmo para calcularla.

Los teoremas de Rothstein-Trager

La idea en esta seccion, como se evidenci6 en la discusion previa, es tomar una funcion racional
como la que aparece en el integrando resultante del método de Hermite, para escribir su antiderivada
en términos de funciones conocidas. Se ha discutido, también, que esto se puede lograr inicamente
con una combinacion lineal de logaritmos. Se empezaré con un teorema que demuestra esta afirma-
cion. Luego, se demostrara el teorema que da la forma final de la integral, y proveera una estrategia
de célculo para la misma. Se continuaré con un teorema que demuestra que el método dado utiliza
el campo de adjuncion de constantes minimo, y finalmente se mostrara el algoritmo como tal.

Teorema 8.2 (Primer teorema de Rothstein-Trager para funciones racionales): Sea a/b € K(x)
sobre un campo K, tal que b es moénico, libre de cuadrados, y con deg(a) < deg(b) y (a,b) = 1.
Entonces, la integral [ a/b puede ser expresada como una combinacion lineal de logaritmos.

Demostracion. Sea a/b € K(x) tal que b es monico, libre de cuadrados, y con deg(a) < deg(b).
Como en la seccion anterior, serda deseable usar fracciones parciales para simplificar el integrando.
Para ello, sea K} el campo de descomposicion de b(z) € K|[z], y sean fi € K}, las raices de b. Luego,
recordando que b es moénico, se tiene b(z) = [}, (x — Bk). De esta manera, se puede escribir

m
a a Vi

b (@B &z pB

(8.7)

Esto, con los 7, € K} provenientes del proceso de fracciones parciales para a/b. De aqui, se sigue
usando las propiedades [6.12] y [6.11} y la definicion [7.1] que:

a_ - Tk _m 1 _m
/b_/k_lw_ﬂk_;Wf/x—ﬁk_;’mlog(m_ﬁk)-

Claramente, esta solucién pertenece a la extension Kp(z,log(z — 81), - ,log(z — Bm)). Pero es
un hecho conocido que obtener el campo de descomposicién K; puede ser computacionalmente
demandante. Esto, debido a que si K = Q entonces el campo de descomposiciéon K; podria tener
grado deg(b)!, cuyo crecimiento es incluso més acelerado que uno exponencial. Sin embargo, no
siempre es necesario utilizar el campo de descomposicién para expresar la antiderivada.

Aunque nuestro objetivo no es encontrar el método de integraciéon més réapido o préctico, en este
momento resulta oportuno terminar de analizar el método de Rothstein-Trager, pues es deseable
evitar el uso del campo de descomposiciéon cuando sea posible. Esto sera importante también al
generalizar el algoritmo a la integracion de funciones elementales més complicadas. El método de
Rothstein-Trager se encargard de transformar el problema de encontrar los coeficientes v y los
polinomios dentro de los logaritmos a un problema en el algebra lineal, lo cual seré posible gracias
al resultante de Sylvester.
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En efecto, si dos 7, son iguales, es posible utilizar la suma de logaritmos para combinar dos
logaritmos en uno. Entonces, tinicamente es necesario considerar aquellos v, que no sean iguales
entre si. Dado que b es libre de cuadrados, entonces no tiene raices multiples, y todas sus raices
seran polos de orden 1 para a/b por la propiedad Sea (@ una raiz arbitraria de b. Entonces,
representando a/b a través de su serie de Laurent centrada en  (teorema [5.3)), esto implica que

a ~ =
_ Ak
3= +) erlz— BN (8.8)

z-p k=0

Esto es importante, pues al integrar esta expresion se obtiene:

/vaazm+g;kﬁlwﬁﬁ“-

Este hecho sugiere que cada v no es mas que el residuo de a/b en su polo ;. Como este polo es de
orden 1, su céalculo se resume nada mas aplicar el teorema para m = 1:

N D 1 M )
TG T B G B b0/ B
Pero dado que b(f) = 0, se sigue que

tim 25 _ i YE ZPB) gy,

z—)ﬂz—ﬂ z— Z—B

Por lo tanto, se llega a la siguiente expresion general para calcular el residuo de a/b en cada polo de
orden 1 que posee:

_a(B)
Ty

De esta manera, es claro que para encontrar los coeficientes vy, en frente de cada logaritmo se puede
traducir a encontrar los ceros del polinomio

[T (@®B) - 2t'(8) € Kyl2]. (8.10)

Blb(8)=0

0 a(8) —'(8) = 0. (8.9)

El teoremal[5.2) hace referencia a productos de este tipo, y es a través de dicho teorema que afirmamos
que []g),(5)=0(a(B) — 2b'(8)) es un miltiplo constante del polinomio res, (a(z) — 2b'(z), b(z)) sobre
la variable z. Con esto, ambas funciones presentan exactamente los mismos ceros. Pero puesto que
a(x) y b(x) son polinomios sobre K, debe darse que el resultante se encuentra en K|z], evitando asi
el uso del campo de descomposicion K. Asi, es posible reducir el problema a encontrar los ceros de

R(z) = res,(a(z) — 2b'(z),b(x)) € K|z]. (8.11)

En consecuencia, cuando R posea raices repetidas, se podra reducir la cantidad de términos logarit-
micos requeridos. Luego, se podra expresar la integral como

[5 =3 cutog(un) (8.12)
k=1

donde n < deg(b), cada ¢ es una raiz distinta de R(z), y los vg son polinomios ménicos, libres de
cuadrados, y relativamente primos por pares, al ser productos de los © — 8i para fj distintos.

Esta discusion presenta la intuicion detras de presentar al resultante R(z), pero no demuestra
formalmente lo afirmado en la ecuacién [8.12] Dicho problema se resuelve a continuacion, y la nece-
sidad de usar todas las raices distintas de R(z) para expresar la integral, asi como un mecanismo
para calcular los ¢ y v mencionados, se demuestran en el teorema a continuaciéon.
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Teorema 8.3 (Segundo teorema de Rothstein-Trager para funciones racionales): Sea K (z) un cam-
po diferencial en el cual K = con (K(z)). Sea a/b € K(x) tal que (a,b) = 1, con b monico, libre
de cuadrados, y deg(a) < deg(b). Supoéngase que [a/b puede ser expresada como en la ecuacion
donde ¢; € K son distintos de cero y v; € Klx] son monicos, libres de cuadrados, no cons-
tantes, y (v;,v;) = 1 para cada v; # v;. Entonces, los ¢; son las n raices distintas del polinomio
R(z) = resg(a(x) — 20/ (z),b(x)) € K|z], y cada v; esta dado por v; = (a — ¢;V',b) € K[z].

Demostracion. Dado el supuesto de la ecuacion [8.12], es posible diferenciar ambos lados de la misma

para llegar a la expresion
a - v,
- = Cp—. 813
; g o (8.13)

Ahora bien, si se multiplicara el lado izquierdo por b y el lado derecho por todos los posibles vy, se
eliminarian las fracciones y seria posible trabajar exclusivamente con polinomios. De hecho, podria
plantearse la hipotesis de que b = [];_; vi. Esto se demostraré a continuacion. Escribase para cada

indice j la expresion
1<k<n

U; = H V-

kit
Desde luego, esto implica que []}_, vy = u;jv;. Multiplicando la ecuacién por b[[;_, vk, que
equivale a bujv; para cualquier 1 < j < n, se obtiene

a H v = bz CRUJ Uk (8.14)
k=1 k=1

Esto implica que b | [T}_, vk, gracias a que (a,b) = 1. Ahora, de la ecuacion se sigue para todo
Jque v, | bY7_, cxvju,. Ademas, por la forma de los ug, se sabe que v; | uy para todo k distinto
de j. Por tanto, v; divide a cada sumando, y entonces es necesario que v | bv;uj. Como v; es libre
de cuadrados, se tiene (vj,v}) = 1; y como (v;,vj) = 1 para cada v; # v;, dada la forma de los
u; también se tendra que (u;,v;) = 1. Juntando estos hechos, es necesario que v; | b para todo j.
Entonces, szl v | b. Por doble divisibilidad, y al ser monicos, esto implica la igualdad deseada:

n
b= ] vs- (8.15)
k=1
Por tanto, la ecuacion [8.14] puede reescribirse como
n
a= Z CRUY U (8.16)
k=1

Estas tltimas dos ecuaciones nos ayudaran a demostrar que v; = (a — ¢;’,b), como se requiere.

Primero, notese de [8.15| que b’ = >)_, vjuy por la regla del producto. Entonces, combinando
esto con la ecuacion [8.16]

n

n n
a—cib = g CRURUE — C; E VU = E (ck — ¢j)v)ug. (8.17)
k=1 k=1

k=1

De nuevo, cuando k # j, se sabe que vy, | ug. Si k = j, entonces ¢ —¢; = 0. Por lo tanto, v; divide a
cada término de la suma en[8.17) y por lo tanto v; | a — ¢;b'. Ademas, también es claro de que
v; | b. Simplemente queda demostrar que v; es maximo en esta relacion de divisibilidad: si existe
otro polinomio que divida a a — ¢;b’ y a b, entonces también divide a v;. Pero nétese que, como se
demostro6 la divisibilidad de ambos por v;, se desea calcular

1<k<n , 1<k<n

a— c;b’ a—cjb
T j ‘ . J
(@ —c¢;b',b0) = | v; Y || v | =v; — II Vg
J k#j J k#j
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. . , ) . —cib! Trl<k<
Pero si se tuviera que (a — ¢;V’,v;) = 1 para todo i # j, seria claro que (a UC; 7Hk;j*n vk> =1

y el resultado se seguiria inmediatamente. En efecto, esto es lo que se demostrara a continuacion.
Considérese v; para un i # j. Entonces, dado que v; | up para todo i # k, entonces

(a— ¢t v) = (Z(Ck - cj)v;cuk,vi> = ((¢; — ¢j)viug, v;).

k=1

Pero como ¢ # j, entonces ¢; — ¢; # 0, y se tiene que (v;,v;) = 1 por ser v; libre de cuadrados, y
(vi,u;) = 1. Con esto, ((¢; — ¢;)vju;,v;) = 1, por lo cual en efecto (a — ¢;b’',v;) =1, y por lo tanto

vj = (a —¢;b',b). (8.18)

Considérese ahora al polinomio R(z) = res,(a(x) — zb'(x),b(z)). Siendo este un resultante, y
dado que v; = (a — ¢;’,b) es no constante segun la hipétesis dada, se debe tener por el criterio de
Sylvester que R(c;) = resg(a(z) — ¢;b/(x),b(z)) = 0. Esto es, cada ¢; es un cero de R.

Ahora, supongase que existe otro posible cero ¢ de R en su campo de descomposicién. Entonces
de nuevo por el criterio de Sylvester se asegura que t = (a — ¢b’,b) es un polinomio no constante.
Tomemos un factor irreducible s de ¢. Por transitividad se tiene que s | by que s | (a — ¢b’), y como
los vi son primos relativos por pares, la primera de estas implica que existe un tnico v divisible
por s. En cuanto a la segunda, se tiene que s | >, _, (cx — ¢)vjuy por la relacion Pero dado que

s | vj para un solo j, entonces s | uj para cada k # j. Desde luego, esto implica que s | (¢; — ¢)vju;.

Ahora bien, nétese que s { u; puesto que este es el producto de todos los v, distintos de v;, los
cuales son primos relativos por pares; y también obsérvese que s { 1)3»7 pues se tiene que s | v; y que
(vj,vé) = 1 por la cualidad de polinomio libre de cuadrados de v;. Finalmente, se concluye que la
tnica forma de que s | (¢; — c)v;uj es que esta expresion se anule, lo cual solo ocurre si ¢ = ¢; para
el indice j en el cual s | v,;. Esto demuestra que R se descompone por completo sobre K, y que los

c¢; propuestos son todas sus raices.

Esto provee un mecanismo completamente general para calcular la antiderivada de cualquier
funcioén racional. A continuacion, se muestra un ejemplo.

Ejemplo 8.2: Considérese la integral [ % dz. Utilizando el algoritmo de la division, se llega
enseguida a

/m3—1d x2+/4x—1
———dz = — —.
2 —4 2 72 —4
Para la integral restante, es posible utilizar el teorema Se tiene a(r) = 4x — 1 y b(z) = 2% — 4,

con lo cual V' (z) = 2z. Asi,

R(2) = res,(a(z) — 2V (z),b(x)) = res,((4 — 22)x — 1,2% — 4)

4-22 —-1 0
= det 0 4-2z —1||=1-4(4-22)>~%
1 0 -4

De esta manera, se obtiene que los ceros de R(z) son ¢; = 9/4 y co = 7/4. Con esto, es posible
calcular vy (z) y va(x):

o (z) = (W) - Zb’(x),xQ - 4) (@222 A=z —2

vo(x) = (a(x) — gb’(x),xz — 4) =(x—-2,22-4) =2+2
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Como nota, en el calculo de los maximos comunes divisores se utiliz6 la unicidad del mismo salvo
asociacion. Finalmente, juntamos los resultados obtenidos y se tiene que

3 —1 2 9 7

Para finalizar con los teoremas de Rothstein-Trager para funciones racionales, se demuestra a
continuaciéon que el campo de constantes generado por su algoritmo es minimo.

Teorema 8.4 (Tercer teorema de Rothstein-Trager para funciones racionales): Sea K(z) un campo
diferencial tal que K = con (K (z)). Sea a/b € K(z) tal que (a,b) = 1, con b monico, libre de
cuadrados, y deg(a) < deg(b). Sea K* la extension algebraica més pequenia de K tal que existan
¢y € K* y vj € K*[z] para los cuales sea posible escribir

a n* * *
/g = ch log(vy,)-
k=1

Entonces, debe darse que K* = K(c1,c2,- -+ ,¢,), donde ¢k son las n raices distintas del polinomio
R(z) = res,(a(z) — 2V (z),b(x)) € K|z]. Es decir, K* es el campo de descomposicion de R(z) € K|z].

Demostracion. Supéngase que es posible escribir la integral como se mostré con los ¢, € K* y
vy € K*[z] respectivos. Notese que, segtn los supuestos, estos no necesariamente cumpliran los re-
querimientos del segundo teorema de Rothstein-Trager. En caso de no cumplirse dicho requerimiento
para un v}, escribase la factorizacion libre de cuadrados del mismo como v¥ = [;_, vy, donde cada
vy, es libre de cuadrados, y (v;,v;) = 1 para ¢ # j. Usando las propiedadesyde los logaritmos,

log(v}) = log<H v,ﬁ) = klog(vg).
k=1 k=1

Si algin v no es moénico en esta instancia, es posible volverlo ménico factorizando su coeficiente
principal y usando de nuevo la propiedad de suma de logaritmos. Esto tinicamente provoca una suma
por una constante, lo cual entra en la clase de equivalencia de la antiderivada. De esta manera, sin
pérdida de la generalidad, es posible asumir que los v}, dados por la hipétesis son polinomios ménicos
libres de cuadrados.

Ahora bien, supongase que (v} 71)3‘) = v para un polinomio v € K*[z] no constante, y para

v; # vj. Luego, de nuevo gracias a las propiedades del logaritmo,

1og(v;) = log(v . vj/v) = log(v) + log(v;‘/v),

y lo mismo para v;. Pero aqui, es claro que v y v} /v son polinomios dentro de K*[z], y que ambos
son moénicos y libres de cuadrados. Este proceso puede realizarse hasta lograr que todos los términos
dentro de los logaritmos tengan méximo comun divisor 1, y juntando aquellos que tengan el mismo
argumento. Ahora, si se tiene ¢ = ¢} para algin i # j, se escribe entonces

cflog(v}) + c;f log(v;‘) =c log(v;k v;‘)

De nuevo, esto nos lleva a un argumento del logaritmo donde v; - v} sera monico, libre de cuadrados,
y primo relativo de cualquier otro argumento. Esto es, la expresion dada para la integral es en efecto
equivalente a la expresion que se necesita para la hipotesis del segundo teorema de Rothstein-Trager.
Finalmente, usando dicho teorema, se llega a que los ¢j, son raices de R(z) = res,(a(x)—zb'(z), b(z)),
y los v}, pueden escribirse con vj = (a — ¢/, b). Desde luego, esto implica que K* es, en efecto, el
campo de descomposicion de R(z).
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Aunque este algoritmo ya es una mejora con respecto al uso exhaustivo de fracciones parciales,
es posible mejorar ain més el tiempo de corrida del algoritmo de Rothstein-Trager a través de
subresultantes de Sylvester. Dicha mejora es conocida por el nombre de Lazard-Rioboo-Trager, y
puede conocerse més al respecto en el articulo de Lazard y Rioboo [I4]. En este trabajo, el algoritmo
original serd suficiente para cumplir con los objetivos requeridos. A continuacién, se muestra el
algoritmo que nace de los teoremas de Rothstein-Trager.

Algoritmo 8.2: Algoritmo de Rothstein-Trager.
1. Tomar una funcién racional a/b € K(x), como la que resulta de la parte logaritmica del
algoritmo de Hermite: con b monico, libre de cuadrados, y con deg(a) < deg(d).
2. Se calcula el polinomio R(z) = res, (a(z) — zb/(z),b(z)).

Se factoriza el polinomio R(z) en n factores Ry(z), Ra(2),..., Rn(2).

L

Inicializar la integral como I = 0.
5. Se inicia un contador en k = 1 que llegara hasta n.
= Se escribe d = deg(Ry(z)).

= Sid =1, entonces se realiza lo siguiente:

e Se escribe que c es el despeje lineal de la variable z en la ecuacion Ry (z) = 0.

Se escribe v = (a — b/, b).

Se reemplaza v por él mismo dividido entre su coeficiente principal.

Se reemplaza I por I + clog(v).

= Sid# 1, entonces se realiza lo siguiente:

Se escribe v = (a — ab’,b), donde « es una raiz de Ry(z).

Se reemplaza v por él mismo dividido entre su coeficiente principal.

o Escribir ¢; para 1 < j < d como las raices de Ri(z), calculando a través de métodos
exactos cuando sea posible, o con métodos numéricos en el peor caso.

e Se inicia un contador en j = 1 y termina en j = d.
o Se escribe v; como v sustituyendo « por c;.
o Se reemplaza I por I + ¢;log(v;).
o Cuando se tenga en I una suma con ¢; = ¢; para ¢ 7 j, se juntan los logaritmos.

6. Se devuelve al usuario el resultado de la integral logaritmica como I.

Principalmente, la existencia de los algoritmos y implica que la integral de toda funcion
racional en K (z) existe y puede ser expresada usando una cantidad finita de logaritmos con argu-
mentos polinomiales. Es decir, la solucion vive en K(ci,ca, ..., ¢y )(x,log(vy),log(va), . .., log(vy)).
Asi, observamos que la antiderivada de un elemento de K (x) siempre es elemental, y podra expre-
sarse a través de un elemento de K(z) y de logaritmos cuya entrada sea un elemento de K(x). El
siguiente capitulo trabajara sobre esta observacion, y buscara generalizarla para obtener un criterio
que determine la forma que debe tener la antiderivada de una funcion elemental.
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capiTuLo 9

Principio de integracién de Liouville

El capitulo anterior se concentr6 en demostrar que una funcion racional en K (z), donde K es un
campo de caracteristica 0, siempre posee una antiderivada elemental. De hecho, logré demostrarse
que para ello no es necesario més que una cantidad finita de extensiones logaritmicas y de constantes
en el campo. El resultado cumbre en la teoria de integracién de funciones elementales es debido a
Liouville, y es una generalizaciéon del comportamiento visto en las funciones racionales.

9.1. El sistema de casos simples de Liouville

El principio de Liouville enunciado de manera intuitiva afirma lo siguiente: para que sea elemental
la antiderivada de una funciéon que se encuentra en un campo diferencial F', es necesario que esta
pueda escribirse como una funcion perteneciente a F', sumada a logaritmos de funciones que también
se encuentran en F. En otras palabras, el tnico tipo nuevo de funciéon que puede aparecer en la
expansion de una antiderivada elemental es un logaritmo, de manera que las funciones exponenciales
y algebraicas solo aparecen si se encuentran en el campo diferencial original F. En efecto, este es
un comportamiento méas general de lo que se observo en el caso de las funciones racionales. Sin
embargo, ahora es necesario demostrarlo para campos diferenciales generales y arbitrarios, por lo
cual la herramienta utilizada en el capitulo [§| no se encuentra disponible.

Una estrategia para demostrar un teorema complejo consiste en separar la soluciéon en distintas
partes. En nuestro caso, ocurre que el comportamiento de las funciones elementales difiere mucho
dependiendo de si son exponenciales, logaritmicas o algebraicas. Es por ello que seré necesario de-
mostrar primero tres casos especiales, cada uno de ellos correspondiendo a los tres tipos de funciones
elementales simples. Para las logaritmicas, mostraremos que estas pueden aparecer en la antideri-
vada. Para las exponenciales y algebraicas, demostraremos que no. Y para cada uno de ellos, sera
importante utilizar su teorema de diferenciaciéon correspondiente, pues estos dan una forma muy
rigida a las derivadas y antiderivadas de las funciones elementales. Luego, se buscara usar un argu-
mento inductivo sobre la cantidad de extensiones necesarias para encontrar el campo diferencial de
extension sobre el cual se presenta la antiderivada de la funciéon dada. Pero primero, enunciamos y
demostramos el teorema en sus casos simples.
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El caso més natural, como se observara en lo que resta de esta teoria, es el caso logaritmico. Por
ello, es el primero en demostrarse.

Teorema 9.1 (Principio de Liouville para extensiones logaritmicas simples): Sea F' un campo di-
ferencial, y sea f € F. Supdngase que | f se encuentra en la extension trascendental elemental
G = F(g), donde g = log(vy) para una funcién v; € F, y que ademéas con(F) = con(G) = K.
Entonces, existen vg € F'y ¢1 € K tales que

/f = vy + ¢1 log(vy).

Demostracion. Sea F = K(x,g1,92,-..,9,) €l campo diferencial a trabajar, donde K = con(F).
Ademas, supéngase que [ f € G, donde G = F(g) para un logaritmo trascendental g = log(v;) con
v1 € F. De esta manera, existen polinomios a,b € F[g] tales que (a,b) = 1 y b sea moénico tales que

Ahora, como se vio en la prueba del algoritmo de Hermite en el capitulo |8} es posible factorizar b(g)
en sus factores libres de cuadrados con b(g) = [[,—, bx(9)**. Realizando el algoritmo de la division
y luego fracciones parciales para a(g)/b(g) sobre F[g], esto es

(g m Qg ak
f =32 = aolg) + :
/ b(g) kzl le

En esta expresion, ag,akj,br € Flg] para 1 < k < m, y deg(ax;) < deg(by). Diferenciando esta
expresion por ambos lados,

o 3% (bk ar; (9)]' jbk@“wk(g)}'am(g))

k=1j=1 bi(9)*

Y simplificando la expresiéon en la sumatoria, esto es

o EE(EY S e

k=1j=1

Notese que, como f € F es independiente de g, entonces el lado derecho también lo es. Supéngase asi
que la doble suma en la derecha de la ecuacién es no nula e independiente de g. Considérese uno de
los by, (g) irreducibles y monicos con deg(by(g)) > 0. Este es un polinomio con entradas logaritmicas,
y cumpliéndose los primeros dos puntos del teorema entonces en primera [bg(g)] € Flg], y en
segunda deg([b(g)]") = deg(b(g)) — 1. Desde luego, es claro entonces que bg(g) 1 [bx(g)]’. Ademas, no
existen polinomios en F[g] que dividan a by (g) por ser irreducible. Asi, en la ecuacion el término
con denominador by (g)**! permanece sin poderse simplificar. Al no existir otro término con el cual
pudiera cancelarse, entonces este aparece en la expansion de f, haciendo que esta dependa de g.
Esto es imposible, de manera que

f=lao(9),

donde ag € F[g] y [ao(g)]’ no depende de g, que por el teorema [7.2]solo ocurre si existe una constante
¢1 € K y una funcion vy € F tales que ag(g) = vg + ¢19. Como g = log(vy), entonces

/f = vg + c1log(vy).

58



El anterior teorema demuestra que, si f pertenece a un campo diferencial F', entonces un nuevo
logaritmo cuya entrada es una funcion en F puede aparecer en la expansion de [ f. Esto va acorde
a lo que se ha discutido, y es lo que se observo en el algoritmo de Rothstein-Trager. Lo que se
busca ahora es demostrar que lo mismo no ocurre para las funciones exponenciales o algebraicas,
mostrando la imposibilidad de obtener funciones exponenciales o algebraicas nuevas a la hora de
integrar una funcion.

Teorema 9.2 (Principio de Liouville para extensiones exponenciales simples): Sea F' un campo
diferencial, y sea f € F. Supongase que [ f se encuentra en la extension trascendental elemental
G = F(g), donde g = exp(vy) para una funcién v; € F, y que ademéas con(F) = con(G) = K.

Entonces,
/ feF

Demostracion. Para la demostracion del teorema [9.1] inicamente se utilizo que ¢ es una funcion
trascendental sobre F'. Por lo tanto, todo lo realizado hasta la ecuacion aplica en el presente
caso, de manera que también se tiene

f=lao(9)] + Zi <[akj(g)]’ B jakj(g)[bk(g)]’) |

=\ be(g) bi(g)7+1

De nuevo, f € F es independiente de g, por lo cual el lado derecho también debe serlo. Considérese
de nuevo a uno de los b (g) irreducibles y moénicos con deg(bi(g)) > 0. Este es un polinomio con
entradas exponenciales y coeficiente principial 1. Supéngase primero que bg(g) no es un monomio.
Entonces, por la tercera parte del teorema se tiene bi(g) t [br(g)]’. Los argumentos utilizados
en este caso para el teorema aplican, y se llegaria a la misma contradiccion. Por lo tanto, bx(g)
es un monomio. Pero al ser monico e irreducible en F[g], solo puede ser que bi(g) = g. Ademaés,

recordando que b(g) =[], bx(g)** y haciendo v = >_}" | ay, se tiene

deg(a(g))—a

/f: Z((g) = a(g) = Z vkgkv

9)  9° it

para v, € F. Diferenciando y utilizando la primera parte del teorema entonces afirmamos que
para cada vy # 0 existen v € F no nulos tales que

—a<k<deg(a(g))—a
f=wv+ > Ukg",
E#0
omitiendo el caso de &k = 0 como dicho teorema explicita. Sin embargo, siendo f independiente de

g, deberia darse v = 0 para cada k # 0, lo cual solo puede ocurrir si vy = 0 para dichos indices. En
cualquier caso, se da entonces que f = vy, de lo cual

/f:voeF.

La importancia de este caso del teorema de Liouville radica en observar que esto implica la
imposibilidad de encontrar una nueva extensiéon exponencial en la solucién simbélica de la integral. Es
decir, anicamente puede aparecer una funcién exponencial si esta ya pertenecia al campo diferencial
del cual es parte el integrando. A continuaciéon, debemos demostrar un resultado similar para las
extensiones algebraicas, concluyendo con los casos simples del principio de Liouville.
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Teorema 9.3 (Principio de Liouville para extensiones algebraicas simples): Sea F' un campo dife-
rencial, y sea f € F. Supongase que [ f se encuentra en la extension algebraica elemental G = F(g),
donde g es algebraico sobre F', y que ademas con(F) = con(G) = K. Entonces,

/feF

Demostracion. Sea p(z) € F|z] el polinomio minimo que satisface a g, de modo que p(g) = 0, y
escribase deg(p(z)) = N + 1. Escribase [ f = a(g) € F(g). Entonces, f = [a(g)]’. Escribanse las
N + 1 raices de p(z) como gg, g1, - - -, gn. Como [ es independiente de f, y debido a la unicidad del
operador diferencial como visto en la propiedad entonces f = [a(gr)]’ para todo subindice k

entre 0 y N. Entonces,
N

J = Slalan)y

k=0

Esto puede reescribirse f = v, donde

1 N
Vo = m kzzoa(gk)-

Aqui, vg es una funcion simétrica en F(gg,9g1,--.,9n), € invariante bajo permutaciones de los gg.
El teorema fundamental de las funciones simétricas (véase el capitulo 5.6 de [12]) implica que toda
funcién simétrica en los simbolos gg, g1, . . ., gn puede ser completamente expresada en términos de
su polinomio minimo en F'. Esto es, dicha funcién estd completamente determinada por elementos

de F'. Por lo tanto,
/f:UO eF.

Como en el caso exponencial, esto demuestra que la integral de una funcién nunca requiere de
nuevas extensiones algebraicas en su solucion simboélica.

9.2. El principio general de Liouville

Se ha demostrado el teorema de Liouville para una sola extension elemental de cualquier tipo. Sin
embargo, el resultado general incluye una cantidad finita de extensiones sobre el campo diferencial
original. Esto nos lleva a un argumento inductivo, como se discutié con anterioridad. Seguidamente,
se presenta el principio general de Liouville, utilizando dicho argumento inductivo.

Teorema 9.4 (Principio de Liouville): Sea F un campo diferencial. Para f € F, supongase que [ f
se encuentra en G, una extension elemental de F' tal que con(F') = con(G) = K. Entonces, existen
funciones vg, v1,v2,...,v, € F y constantes ¢y, co, ..., ¢, € K tales que

/f = o+ Y _ cxlog(vg). (9.2)
k=1

A través de la ecuacion[9.2] es mucho més aparente que el principio de Liouville es un caso general
de lo que ocurrié en las funciones racionales. Para su demostracion, sera necesario utilizar los casos
especiales demostrados a lo largo de este capitulo.
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Demostracion. Supoéngase que existen g1, ¢s,...,gn tales que G = F(g1,92,...,9n), donde cada
gk sea logaritmica, exponencial, o algebraica sobre Fy_1 = F(¢1,92,...,9k—1), que ademas cada
F, posee el mismo campo de constantes K, y que existe v € G tal que v = [ f. Se procede por
induccién sobre N, la cantidad de extensiones elementales de F' que aparecen en GG necesarias para
cumplir la ecuacion 0.2 El caso base es N = 0, donde Fy = G, de manera que v € G, y se cumple la
ecuacion [0.2) tomando vy = 7, y ¢, = 0 para cada indice k. También se cumple el caso N = 1 gracias
a los casos simples demostrados con anterioridad. Tomemos como hipoétesis inductiva, entonces, que
el teorema de Liouville se cumple para cualquier nimero de extensiones menor a IN.

Considérese entonces el caso de N extensiones. Como f € F, entonces también f € F(g1),
mientras que v € F(g1)(g2,...,9n) es tal que v = [ f. Escribase g = g1. Entonces, aplicando la
hipotesis inductiva, existen funciones v(g) € F(g) y constantes ¢ € K para indices 1 < k < m

tales que

v ’ % c [Uk(g)], (9 3)

f=lvo(9)]" + kz::l 5 ()

Existen tres casos, siendo estos que g puede ser trascendental logaritmica o exponencial, o bien
algebraica. Supongase primero que g es logaritmica trascendental sobre F. Por argumentos similares
a los de los teoremas de Rothstein-Trager, podemos asumir sin perder generalidad que cada vg(g)
es elemento de F', o bien, moénico e irreducible en F[g] con deg(vi(g)) > 0. Ademas, que cada
v;(g) = v;j(g) si y solo sii=j,y que los ¢, son no nulos. Ahora, escribase vy(g) = a(g )/b( ) para
a,b € Flg], donde (a,b) = 1y b es monico. De nuevo, es posible expresar vo(g) de la manera siguiente
usando el algoritmo de la divisiéon y fracciones parciales:

m Qg
a
vo(g) = ao(g) + E g iz ?3,
k=1 j= 1

donde ag, axj,b; € Flg], y deg(ax;) < deg(b;). De esta manera, diferenciando, las ecuaciones [9.2] y
[0:3] se amalgaman de manera que

= +ZZ(% 1 _Jakg,f(g)m ) ch

k=1j=1

(9.4)

Como en las pruebas anteriores, es importante notar que f no depende de g, por lo cual el lado
derecho debe deshacerse de su dependencia de g de alguna manera.

Dado que g es logaritmica sobre F, existe u € F tal que ¢’ = u'/u. Definase p(g) € F[g] como un
polinomio irreducible y monico con deg(p) > 0. Entonces, por el teorema se tiene [p(g)]" € Flg]
con deg([p(g)]’) = deg(p(g)) — 1, de manera que p(g) 1 [p(g)]’. Supdngase que p(g) = bx(g), de forma
que aparezca en la expansion de la ecuacion [9.4] con potencia ay. Entonces, el lado derecho de la
ecuacion contiene un solo término con denominador p(g)®++!, donde ay > 0. Dado que este término
no posee ningin otro con cual cancelarse en la expansion, deberia aparecer en el lado izquierdo de
la ecuacion. Pero este depende de g, por lo cual seria absurdo que apareciera en f. De esta manera,
la doble sumatoria en la ecuaciéon debe anularse por completo. Si por otro lado se supone que
p(g) = vr(g), entonces existe un término con denominador dependiente de g que no puede anularse,
por lo cual de nuevo se llega al mismo absurdo. Entonces, debe ocurrir que los vg(g) no pertenezcan
a Fg], pero si a F, por lo que los reescribimos como v, € F. Luego,

f= +ch*.

Finalmente, [ao(g)]’ debe ser independiente de g, lo cual solo puede ocurrir cuando ag(g) = cog + uo,
para cg € K y ug € F. Asi, como se requeriria en el enunciado de Liouville,

f—u0+co ch—k == /f—u0+colog chlog (vk).
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Finalmente, supéngase que g1 = g es una extension exponencial trascendental, o una extensiéon
algebraica. Pero los teoremas y demuestran que esto resultarfa inmediatamente en que [ f
permaneceria en F(gs,...,gn), de manera que una nueva extension exponencial o algebraica no es
necesaria para expresar la integral.

Es claro que el principio de Liouville le da una gran importancia a los logaritmos, gracias a sus
propiedades diferenciales. La aparicién de las extensiones exponenciales y algebraicas es necesaria
para apreciar como se ven restringidas estas funciones en cuanto a su aparicién en una antiderivada
simbolica, y debido a que son parte fundamental de las funciones elementales. Sin embargo, el estudio
de la aparicion de distintas funciones en la solucién simbolica de una integral no se limita inicamente
a las funciones elementales aqui observadas. Para evitar el uso de niimeros complejos en el estudio
de las antiderivadas, también es posible definir a las funciones elementales reales, para las cuales
es necesario modificar ligeramente el principio de Liouville. Puede observarse un poco sobre estas
funciones en el Anexo

También resulta interesante considerar funciones no elementales, como lo son la integral exponen-
cial, integral logaritmica, funciones de error, dilogaritmos, entre otras. También se definen algunas
de dichas funciones en el Anexo[I4:2]de este trabajo. Sin embargo, la presente investigacién no tiene
como propésito cubrir este tema, pero si se desea ahondar en resultados como estos puede visitarse
el articulo de Baddoura [2]. Este posee definiciones para ciertos tipos de funciones no elementales,
asi como una version extendida del principio de Liouville para las mismas. El logaritmo es especial
en ser la tnica funcién elemental independiente que puede aparecer como una nueva funcién en
la integracién, siempre que se permita el uso de nimeros complejos. Sin embargo, no es la tnica
funcién nueva que puede surgir si no se restringe al uso de las funciones elementales, y es ahi donde
se potencia el estudio de las funciones especiales.

Lo estudiado en este capitulo servird como base para terminar con nuestro estudio de la integra-
cion elemental. Los resultados aqui demostrados permiten dar una forma general a la antiderivada
de una funcion elemental, asumiendo que dicha antiderivada también resulta ser elemental. Esto
provoca que, si se logra demostrar que una antiderivada no posee esta forma, entonces dicha an-
tiderivada no puede ser una funcién elemental. Esta es la herramienta principal que sera utilizada
en las demostraciones del capitulo siguiente, y la que permite crear un algoritmo de integracién de
funciones elementales.
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capiTuLo 10

Algoritmos de solucién y decision de Risch

La teoria desarrollada a lo largo de esta investigacion tiene un doble propoésito. El méas alto interés
se presenta en caracterizar o mostrar las condiciones necesarias para la existencia de antiderivadas
elementales en una cantidad finita de términos. Sin embargo, también se tiene un interés muy fuerte
por encontrar algoritmos de integraciéon en caso que dicha antiderivada exista. En este capitulo se
buscaré abarcar ambos intereses, demostrando varios teoremas con las condiciones necesarias para
la existencia de antiderivadas elementales, y desarrollando algoritmos que encuentren la solucién en
caso de existir. Estas tareas se complementan entre si, por lo cual juntarlas se da naturalmente.

Discutiremos sobre la integracion simbolica de funciones elementales en un campo diferencial
K(z,91,...,9n), donde K C C es el campo de constantes, cada g es elemental, y especificamente
serd trascendental, ya sea exponencial o logaritmica, sobre F_1 = K(z,¢1,...,gx—1). Esto abarcara
una gran cantidad de funciones, incluyendo la totalidad de las funciones trigonométricas e hiper-
bolicas habituales, y algunas cuantas de sus inversas. Para poder integrar también las funciones
radicales, y funciones que las contengan como las inversas de algunas trigonométricas e hiperboli-
cas, es necesario ahondar en el caso de la integracion de funciones elementales algebraicas, lo cual
se daria cuando gy sea algebraica sobre Fyy_i. Este caso resulta ser bastante més complicado, al
requerir herramientas de geometria algebraica computacional. Por ello, se deja fuera del alcance de
esta tesis, pero puede consultarse en trabajos como el de Bronstein [4] y Trager [22]. La literatura
correspondiente a este caso aun continta expandiéndose, como puede observarse en articulos como
el de Masser [17], siendo este un trabajo del ano 2020.

Para resolver el problema de integraciéon simbélica para un integrando elemental, se nos dara
una funcién f a integrarse con respecto a un simbolo z, y primero se buscara determinar un campo
diferencial F' al cual la funcién f pertenezca. Este tendra la forma mencionada anteriormente, donde
K = con(F) es un subcampo de C, y las funciones de extension g, € F seran trascendentales
logaritmicas o exponenciales sobre los subcampos correspondientes Fj_1. Encontrar la forma més
simple de estos campos no siempre es tan facil, pero un entendimiento de la estructura e interaccién
de las funciones trascendentales deberia ser suficiente para que una persona lo logre. Presentarle
este problema a una computadora demuestra algunos retos adicionales, pero en nuestro caso no es
necesario preocuparnos por ello. En general, se asumiré que un campo que cumpla esta descripcién
puede encontrarse exitosamente para continuar con los propositos de este capitulo.
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Ahora bien, dado que cada simbolo g; es trascendental, entonces el integrando puede ser tra-
tado como una funcién racional de estos simbolos en F. Es aqui donde radica la importancia de
los algoritmos de integraciéon de Hermite y Rothstein-Trager, pues seran utilizados para integrar
funciones que son racionales en una variable g, en vez de sobre el simbolo habitual z. Esto, dado

que f € K(z,¢91,...,9n) puede tratarse como una funcién racional
p(gn)
flgn) = € K(z,91,...,9v-1)(9n)- (10.1)
a(gn)

Como se ha hecho repetidas veces, esto puede hacerse asumiendo que (p(gn),q(gn)) =1y q(gn) es
monico, para p(gn),q(gn) € Fn—1[gn]. En cuanto a los simbolos a utilizarse para la diferenciacion
y antidiferenciacion, se reserva el uso de f'y [ f para derivadas y antiderivadas sobre x, mientras
que D,[f] sera utilizado cuando se desee diferenciar con respecto a otro simbolo g.

10.1. Extensiones logaritmicas trascendentales

A lo largo de esta seccion, se tomara f como en la ecuaciéon donde gy es una extension
logaritmica trascendental sobre Fy_1. Esto es, existe u € Fy_; tal que gy = v'/u, de manera que
escribimos gy = log(u).

El objetivo de las siguientes subsecciones sera lograr integrar cualquier funcién elemental que
pueda ser vista como un miembro de un campo de funciones elementales trascendentales cuya ulti-
ma extension sea logaritmica. Para ello, se generalizaran los teoremas de integracion de funciones
racionales vistos en el capitulo [§], de manera que apliquen en el campo de funciones racionales sobre
la variable gy con coeficientes en K(x,g1,...,9n—1)-

10.1.1. Aplicacién del algoritmo de Hermite en extensiones logaritmicas

A continuacion, se aplicara el algoritmo de separaciéon de la integral de Hermite para el caso
de extensiones logaritmicas, con algunos cambios pertinentes a las propiedades diferenciales de los
objetos, resaltadas en el capitulo [7}

Realizando el algoritmo de la division, existen P(gn),r(gn) € Fn—1[gn] tales que

donde r(gn) = 0 o deg(r(gn)) < deg(g(gn)). De esta manera,

[ rtax) = [ Plaw)+ [ B2, (102

q(gn)

Similar al caso de la integracion de funciones racionales, a la integral [ P(gy) se le llama la parte
polinomial de f(gn), mientras que [ ;sz % recibe el nombre de la parte racional. Gracias a los
algoritmos ya desarrollados, integrar la parte racional resulta relativamente facil. En las condiciones

actuales, la menos trivial de las dos seré la parte polinomial.

Como es de esperarse, se prosigue con el algoritmo de Hermite para integrar la parte racional de
f(gn). En primer lugar, se factora q(gn) = [Ir—, x(gn)" donde cada gx(gn) es ménico y libre de

cuadrados, con (¢;(gn),qj(gn)) = 1 para i # j, y deg(qr(gn)) > 0. Aqui, que gx(gn) sea libre de
cuadrados es una propiedad en Fy_1[gn], por lo cual (gx(gn), Dgy[ar(gn)]) = 1. Sin embargo, es

posible demostrar también que (gx(gn), [qx(g9n)]’) = 1, como se observa a continuacion.
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Propiedad 10.1: Sea F' un campo diferencial con un simbolo x, donde el operador diferencial
. F — F es tal que 2’ = 1. Sea F(gn) una extension diferencial de F' con el mismo campo de
constantes, siendo g logaritmico y trascendental sobre F. Sea a(gn) € F[gn] moénico con grado
positivo, y libre de cuadrados en F[gy]. Entonces, (a(gn),[a(gn)]’) = 1.

Demostracion. Del teorema [7.2] sobre derivadas de polinomios con entradas logaritmicas, se sabe
que [a(gn)] € Flgn]. Sea F(B1, B2, ..., Pk) el campo de descomposicion de a(gy), con lo cual

H 9N — Br).

Entonces, diferenciando con respecto a z, y tomando gy = u'/u para u € F, se tiene

otV = 3 (% - ) TTtox - ) (103)

k=1 Ak

Aqui, dado que a(gy) es libre de cuadrados en F [gn] se debe cumplir que los S son distintos.
Supongase que existe k tal que uno de los coeficientes “- — f3; se anule. Esto implicaria que 3, = gy,
lo cual solo puede ocurrir si gy — 8k € con(F(gn, B1,- - - ,ﬂm)) Ahora bien, como F'y F(gy) tienen
el mismo campo de constantes, entonces es mas que claro que F(f,... ,ﬂm) y F(gn,B1,--,Bm)
también tienen el mismo campo de constantes, pues cualquier constante que se anada a través de
los By en un campo se anadira en el otro. Esto implica que gy — B € con(F (51, ..., Bm)), lo cual
a su vez implica que gy — Bk € F(B1,...,0Bm). Pero gy — Br ¢ F, de manera que gy — B es un
miembro del generado (8, ..., Bm), lo cual contradice que gxn sea trascendental sobre F' dado que
dicho generado es un campo de elementos algebraicos.

u

Solamente queda como posibilidad que para todo k, se tenga Zl — B, # 0. Como se observa en
la ecuacion esto implica que [a(gy)]’ posee m — 1 términos divisibles por cualquier gy — B, ¥
un solo término que no es divisible por gy — fi. Entonces, es claro que a(gn) v [a(gn)]’ no poseen
factores comunes, demostrando el resultado.

|
Este resultado sera de utilidad para continuar el uso del teorema de Hermite, pues es necesario
transformar la derivada con respecto a gn en una derivada con respecto a .

Retomando donde nos quedamos, es posible realizar una descomposicion en fracciones parciales
para la parte racional utilizando los factores libres de cuadrados del denominador, y se obtiene que

r(gn)
/Q(QN) Hk 1% gn)* ZZ/Qk (gn)7

k=1 j=1

donde 7, (9n) € Fn_1[gn], v deg(ry;(9n)) < deg(qr(gn)) cuando deg(qx(gn)) > 0, pero ademés
m,(gn) = 0 cuando qx(gn) = 1. A partir de aqui, gracias a la propiedad ‘ se cumplen con los
supuestos necesarios para aplicar los siguientes pasos del algoritmo de Hermite vistos en el teorema
de manera que existen polinomios s(gn),t(gn) € Fn—1[gn] para los cuales se calcula

/”cj(gzv) _ 1 tgn) Lt /(j—l)S(gN)Ht(gN)]’
ar( '

gn) G 1lgu(gn)it i1 qr(gn )it

Notese que la diferenciacion de logaritmos mantiene el grado o lo disminuye en 1, por lo cual

1

deg (s(a) + = taw)]) < deglanton)
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Luego, las condiciones para el algoritmo de Hermite atin aplican siempre y cuando 7 —1 > 1, y se
detiene el algoritmo cuando j — 1 = 1. En ese caso, se logr6 expresar la integral original como

/T(QN) _ clgn) Jr/a(gN)
a(gn)  d(gn) b(gn)’
donde deg(a(gn)) < deg(b(gn)), siendo b(gn) moénico y libre de cuadrados, y todos estos polino-
mios siendo parte de Fy_1[gn]. Todo lo que queda es integrar esta ultima expresion a(gn)/b(gn)

en el campo F_1(gn). Con este proposito en mente, debemos demostrar que la funcion racional
a(gn)/b(gn) cumple con todos los supuestos requeridos por los teoremas de Rothstein-Trager.

10.1.2. Rothstein-Trager en la extensién logaritmica

Debido a que las condiciones algebraicas y diferenciales sobre el campo en el cual se encuen-
tra el integrando ahora son distintas, no es posible aplicar los teoremas de Rothstein-Trager sin
antes asegurarnos que los supuestos del mismo se cumplan. Por ejemplo, al definir el resultante
correspondiente al simbolo gy, se obtiene el polinomio

R(z) = resgy (a(gn) — z[b(gn)])',b(gn)) € Fy-1[2],

cuyas raices no necesariamente son constantes respecto a x o a gy. Esto conlleva a cambios impor-
tantes en el algoritmo de Rothstein-Trager para el caso de extensiones logaritmicas, llevindonos al
primer teorema de caracterizacion de antiderivadas elementales. Este teorema junta los tres teore-
mas de Rothstein-Trager en uno solo, pues las demostraciones esta vez pueden tomarse de la mano
aprovechando las versiones demostradas en el capitulo [§]

Teorema 10.1 (Rothstein-Trager para funciones logaritmicas): Sea F un campo de funciones ele-
mentales y K = con(F). Sea g trascendental y logaritmico sobre F, con g = log(u) para u € F.
Supongase también que la extension elemental trascendental F'(g) tiene el mismo campo de cons-
tantes que F. Considérese a(g),b(g) € Flg] con (a(g),b(g)) = 1, con deg(a(g)) < deg(b(g)), y con
b(g) monico y libre de cuadrados. Definase, adicionalmente,

R(z) = res (a(g) — z[b(9)]',b(g)) € F[z],
con raices ¢ para 1 < k < m. Ademas, se definen
ui(9) = (alg) — cx[b(g)]';b(9)) € Fler,. .., em)lgl,

de manera que se cumple:

. / Zgg)) es elemental si y solo si las raices de R(z) € F[z] son constantes no todas nulas.
g

g alg) _ i CAC)

= Si / @ es elemental, entonces se da la representacion ——
b(g) blg) = wv(g)

/Z((g) = ch log(vi(g))-
k=1

, 0 bien:

9)

s Si F* es la minima extension algebraica de F' tal que se cumple el enunciado anterior, entonces
debe darse que F* = F(c1,¢2,...,Cm)-
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a(g)

Demostracion. Supéngase que / ——= es elemental. Entonces, por el principio de Liouville,

b(g)

ae) o N o)
(g) ~ 0@+ 2 e

para ¢ € K* y vk(g) € F*(g), siendo K* la minima extension de K necesaria para expresar la
integral y F'* la extension de F' tal que con(F*) = K*. Puede asumirse sin perder la generalidad que
los vk (g) son polinomios moénicos en F*[g] usando las propiedades de suma y resta de logaritmos, las
cuales aplican dado que aparecen en la forma [v(g)]’/vk(g). Como se hizo en Rothstein-Trager para
funciones racionales, también puede asumirse que los ¢, son distintos y no nulos, y que los v (g) son
libres de cuadrados y primos relativos por pares.

Estos argumentos no necesariamente funcionan para vg(g), dado que no es el argumento de
un logaritmo. Entonces, supongase que vo(g) = po(g)/qo(g) para po(g) y go(g) polinomios primos
relativos en F*[g], con deg(go(g)) > 0. Como se argumenta en el teorema de Liouville, esto implica
que [vo(g)]’ posee al menos un factor en el denominador que no es libre de cuadrados, como se puede
observar en la ecuacién Pero b(g) por su parte si es libre de cuadrados, por lo cual esto es
imposible. Por lo tanto, es necesario que también vg(g) € F*[g]. Debido al teorema de diferenciacion
de polinomios logaritmicos, entonces [vg(g)]’ € F*[g]. De ser no nulo, a la hora de obtener un
denominador comtn en la expresion inicial para a(g)/b(g) el numerador tendra un grado mayor al
del denominador. Pero deg(a(g)) < deg(b(g)), de lo cual es necesario que [vg(g)]’ = 0. Esto es,

a(g)  ~— . [k (9))' alg) _ ; cx log(v
@fz ey = /b(g) = cxlog(vi(g))

k=1 k=1

Sin embargo, queda por mostrar que los ¢; y los vy cumplen su asociaciéon al resultante. A través de
exactamente el mismo argumento de Rothstein-Trager para funciones racionales, se llega a que

(9) | ] vx(9). 1 veto
k=1 k=1

Y como todos estos polinomios son monicos, se tiene b(g) = [~ vk(g). A partir de aqui, todos los
argumentos son analogos a los de la prueba de Rothstein-Trager en el caso racional simple. Por lo
tanto, es claro que queda demostrado el segundo punto, pues los vi(g) tendran la forma deseada,
por el teorema . También queda demostrado el tercer punto, pues se asumié que se trabajaba
sobre el campo de constantes minimo, aplicando entonces el teorema [8:4] Para el primer punto,
también queda demostrada la implicacién de necesidad, pues se supuso que la integral es elemental,
y el teorema dice que las constantes cj, son los ceros del resultante y los coeficientes frente a los
logaritmos en la solucion elemental de la integral. Asi, inicamente queda por demostrar la suficiencia:
que si los ceros del resultante son constantes, entonces la integral es elemental.

Supéngase que todas las raices de R(z) son constantes, y sean estas ¢ para 1 < k < m, ig-
norando las raices multiples. Definanse también vi(g) = (a(g) — cx[b(g9)]’,b(g9)) € F(c1,. .-, cm)g]
correspondientes a cada c¢j. Si i # j, entonces (v;(g),v;(g)) divide tanto a a(g) — ¢;[b(g)]’, como a
a(g) — c;[b(g)]" v a b(g) por definicién. Restando, se sigue (v;(g),v;(g)) | (¢; — ¢;)[b(g)]’. Asi, b(g) ¥
[b(g)]" presentan un factor comun en (v;(g),v;(g)). Sin embargo b(g) es libre de cuadrados, por lo
cual se requiere (v;(g),v;j(g)) = 1. Esto es, los vi(g) son primos relativos por pares.

Ahora, dado que vi(g9) = (a(g) — ck[b(9)], (g)), debe darse entonces vi(g) | b(g) para cada k, de
manera que existe un polinomio w(g) € F(cy,...,cm)[g) tal que

= w(g) [ vx(9)
k=1
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Supoéngase que deg(w(g)) > 0. Entonces, resy(a(g) —z[b(g)]’, w(g)) € F[z] es un polinomio con grado
no nulo por el criterio de Sylvester. Sea zy una raiz de este. Luego, es posible observar que

(a(g) — 20[b(9)]'; w(g)) | (alg) — 20[b(g)]’, b(9))-

Dado que (a(g) — z[b(9)]’,w(g)) no es constante, entonces res,(a(g) — 20[b(9)]’,b(g9)) = 0, de nuevo
por criterio de Sylvester. De la definicion de R(z), esto implica que zg = ¢ para algin k. Pero
entonces, (a(g) — z0[b(g)]’,w(g)) es un factor comun no trivial de w(g) y de vi(g), de manera que

(w(g), 1T vk(g)> #1
k=1

lo cual contradice que b(g) sea libre de cuadrados. Asi, es necesario que deg(w(g)) = 0, y debido a
que b(g) y los vi(g) son monicos, entonces w(g) = 1. Una vez mas, se llegd a la expresion esperada
b(g) = [T, vk(g). Diferenciando el producto,

b)) = [or(9)) [ vi(9)
k=1

i#k

Ahora bien, definase un polinomio @(g) € F|g], el cual tenga la forma

— Z Ck [vk(g)]' H Uy (9)
k=1

i#k

Por lo tanto, para cada posible 1 < i < m, se tiene

a(g)*cz Z k*cz k(g)]/ij(g)

k=1 j#k

Cuando k pasa por el indice ¢, entonces ¢ — ¢; se anula, y ese seria el inico momento posible en el
cual v; no podria aparecer como factor en un término de a(g) — ¢;[b(g)]’. Por lo tanto, es claro que

vi(g) | alg) — cilb(g))

para todo ¢ en 1 < i < m. Ademés, v;(g) | a(g) — ¢;[b(g)]’ también para cada indice por definicion.
Restando las divisibilidades, queda claro que v;(g) | a(g) — @(g). Pero entonces, dado que los vi(g)
son primos relativos por pares y su producto es b(g), se llega a que b(g) | a(g) —a(g). Siendo b(g) una
multiplicacion de m factores v (g), siendo @(g) una suma de multiplicaciones de m — 1 factores vk (g)
y un factor [vg(g)]’, y debido a que deg([vr(g)]") < deg(vik(g)) gracias a que los vi(g) son monicos,
entonces deg(a(g)) < deg(b(g)). También deg(a(g)) < deg(b(g)) por hipdtesis, lo cual implica que
deg(a(g) —a(g)) < deg(b(g)). Pero entonces b(g) solo puede dividir a a(g) — @(g) si este ultimo es
cero. Es decir, a(g) = a(g). De esta manera,

alg) >one cklve(g)) 1 ];ﬁkvj o ‘
blg) [Tis: ve(9) Z k

En otras palabras, la integral es elemental debido a que posee la representacion
alg) _ \-
= > _crlog(vk(g))
/ b(g) ;

Este teorema facilitard demostrar que una gran cantidad de antiderivadas no son elementales, y
también nos proporciona un algoritmo para encontrar las antiderivadas que si son elementales. A
continuacién, observamos una gran cantidad de ejemplos.
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Ejemplo 10.1: La funcién logaritmo integral.

Considérense las funciones

. f . f
h(t):/o mdx, Ll(t):/2 mdx

Estas reciben el nombre de logaritmo integral y logaritmo integral desplazado, respectivamente. Una
definicion algebraica de este tipo de funciones se presenta en el Anexo Su relevancia es alta en
la teoria de nimeros, donde aparece como una aproximacion asintotica a la funcion contadora de
nimeros primos. Resulta que su integrando no posee antiderivada elemental.

Demostracion. Considérese g = log(x), de manera que el integrando f = 1/g se encuentra en el
campo K (z, g), siendo K cualquier subcampo de C. De esta manera, usando la notacion del teorema
se tiene a(g) = 1y b(g) = g, con lo cual

R(2) = res, (alg) = 2[b(g)]',blg)) =res, (1= =.9) =1 =.

De esta manera, R(z) = 0 se cumple cuando z = z, con lo cual los ceros del resultante son no
constantes en K (z,g). Asi, resulta que el integrando dado no posee antiderivada elemental.

Algunos de los ejemplos a continuacién son casos generales de este ejemplo.

Ejemplo 10.2: Logaritmos anidados en el denominador. Considérense funciones del siguiente tipo:

1 1 1
/ log(log(@)) / log(log(log(2))) / log(log(log(log())))

Estas antiderivadas siempre son no elementales.

Demostracion. Para su representacion, se presenta la sucesion iniciada en g; = log(x), y con regla
de asignacion del sucesor g = log(gr—1). De esta manera, se tiene:

/ 1 / gi 1 1 / 92 1 1
91 = = g9 = — = — ) g3 = — = = )
x g1 zlog(z) g g2 zlog(z)log(log(z))  zg192

Como hipétesis inductiva, supéngase que se cumple

, 1
g =
nt 9192 " Gn—2
Entonces, para g, se sigue que también
I g;,l _ 1

In :
In—1 rg192 - Gn—29n—1

Con esto, podemos asegurar que esta es la forma general de g/,. Ahora bien, considérese la integral

/ log(log(..l.log(x))) dx:/gindx.

n iteraciones del logaritmo

Entonces, es claro que el integrando pertenece a K(zx,g1,9a,...,9n), con la sucesion de funciones
definida. Con esto, se tiene a(g,) =1y b(gn) = gn, de manera que

z

z
Zg192 - Gn—-1 Zg192 - Gn-1

R(2) = res, (a(ga) — 2[b(gn)]'-b(gn)) = res,, (1 -
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De esta manera, R(z) = 0 se cumple cuando z = xg1g2- - gn—1, que claramente no es constante
en K(z,g1,92,...,9n—1). Por lo tanto, independiente de la cantidad de logaritmos anidados, las
integrales de esta forma nunca tienen antiderivada elemental.

|
Ejemplo 10.3: Desplazamiento por un polinomio.

Sea p(x) € Klz], donde K es un subcampo de C. Las integrales siguientes siempre son no
elementales:

1
/p(ac) + log(z) dz.

Demostracion. Claramente, este integrando se encuentra en K (z,log(x)), y cumple las hipotesis del
teorema Tomando g = log(x), se tiene a(g) =1y b(g) = p(x) + g. Asi, [b(g)] =p'(x) + 1/, y

R(2) = ves, (alg) = 2[b(g)]',b(g)) = res, (1= 2p/(2) = Z,g) = 1= 2p/(2) = =

Luego, R(z) = 0 implica que  — zp’(z)z — z = 0, con lo cual

T 1
Tap@)+1 p(a)+ 1/

Es claro que z ¢ K para cualquier posible p'(z) € Klz], de manera que la antiderivada es no
elemental, independiente del polinomio que se escoja.

Ejemplo 10.4: Generalizaciones en potencias.

donde m € K y a € Z". Independiente del valor de a, esta integral es elemental cuando m = —1, y
es no elemental cuando m # —1.

Considérese una integral del tipo

Demostracion. Este integrando no cumple el supuesto de libertad de cuadrados en general, solo
cuando a = 1. Tomemos entonces el caso a = 1 como base. Se toma g = log(z), de manera que se
usa el campo K(z,¢), y la funcion actualmente tiene la forma a™/g. Asi,

z z

R(z) = res (xmff ):xmff.

( ) g T » g x
Asi, R(z) = 0 solo cuando z = 2™T1. Nétese que esto es constante tinicamente cuando m = —1. Por
lo tanto, la integral de 2™ /log(z) es elemental si mm = —1, pero es no elemental en cualquier otro

caso. En el caso de elementalidad, se tiene que ¢; = 1 es la tnica raiz, y

i) = (5 - 1. 1o8(o) ) = (0,1og(e) = log(a).

T

Por lo tanto, en este caso particular, el algoritmo produce la antiderivada

1
/ TTog(®) dz = log(log(x)).

Ahora, continuemos con el caso a > 0y m # —1. Notese que,
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1
ydv = —— dux:
z[log(z)]*

De esta manera, es posible realizar integracion por partes utilizando u = z™+!

xm _ xm+1 B m+ 1 xm .
/ fog(@* = T—a)log@)!  1-a / Tog(@)o1

Si se diera el caso en que a — 1 = 1, entonces se usa el resultado anterior para argumentar que
esta ultima integral no es elemental. Si a — 1 # 1, se vuelve a realizar esta estrategia, hasta que el
exponente de log(z) sea 1. Por tanto, todas estas integrales dependen del caso a = 1. Asi, queda
demostrado que la integral dada es no elemental siempre que m # —1y a € Z™T.

Cuando m = —1, la integral si es elemental, y se tiene

1 1 x7rz+1
| oy & = tostosta)) | ToF & = T

dependiendo de sia =10 a # 1.

Nota Bene 10.1: Sustitucion de funciones.

Considérese el ejemplo Sea u = log(z), y realice sustitucién como se haria en calculo. De
esta manera x = e*, y dz = e" du. Luego,

m (m+1)u
/ e = / Ea—
[log()]* u?

Entonces, la integral exponencial en la derecha es no elemental cuando m +1# 0y a € Z™. ;Cual
es la necesidad, entonces, de trabajar por separado los casos de integrandos en campos diferenciales
con extensiones logaritmicas y extensiones exponenciales?

En el presente desarrollo de la teoria del algebra diferencial, no se ha formalizado el concepto
de sustitucion de funciones. De hecho, incluso la composicién de funciones se ha tratado como un
tema bastante lejano, inicamente apareciendo a la hora de adjuntar nuevas funciones a un campo.
Por esta falta de herramientas, resulta necesario tratar los casos como separados. Sin embargo, una
unificaciéon de ambas teorfas podria resultar en un desarrollo interesante del &lgebra diferencial.

Estos ejemplos dan una idea de lo poderosos que son los teoremas de Rothstein-Trager, incluso
cuando la hipoétesis de dichos teoremas es tan exigente. A continuacion, se resuelve por completo el
problema de integracién en extensiones logaritmicas, a través de la integracion de la parte polinomial.

10.1.3. Sobre la integracion de la pieza polinomial logaritmica

Por ahora, se ha llegado a un resultado bastante ttil para determinar si las antiderivadas de
funciones racionales en extensiones logaritmicas elementales que satisfacen los requerimientos de
Rothstein-Trager son, o no son, elementales. Es mas, este resultado permite encontrar la antiderivada
en caso si sea elemental. Sin embargo, es hora de discutir qué ocurre con la pieza polinomial.

A través del uso del algoritmo de la division en Fn_1[gn], se llegd a la ecuacion donde
nos interesa integrar [ P(gn). Aqui, P(gn) € Fn_1[gn], y por lo tanto tomando deg(P) = Ay
P, € Fiy_1 es posible escribir

A
P(gn) = Zpkgzk\r~
k=0

Esta sera la forma del polinomio general que se trabajara. Ahora, se demuestra el teorema a conti-
nuacién, que resuelve por completo el problema de integraciéon de polinomios logaritmicos.
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Teorema 10.2: Sea F' un campo de funciones elementales y K = con(F). Sea g trascendental y
logaritmica sobre F', con g = log(u) para u € F. Supéngase también que la extension elemental
trascendental F'(g) tiene el mismo campo de constantes que F'. Sea P(g) € F[g] con deg(P(g)) = A
y coeficientes Py para 0 < k < A. Sea ademés K la cerradura algebraica de K, y F la extension de F'
tal que con(F) = K. Si J P(g) es elemental, entonces existen funciones g € Foparal<k<A+1,
y una funcién gg en una extensi()n logaritmica de F tales que

A+1

/P(g) =T+ ag"
k=1

Las funciones ¢x y o satisfacen el sistema de A + 2 ecuaciones por A + 2 variables:

0 =415
Py =+ 1)d g+,
Py_1 =X+ 45\,

Py =2¢9'q2 + q1,
P =du+70-

Dicho sistema puede solucionarse recursivamente.

Demostracion. De ser [ P(gn) elemental, se tiene por principio de Liouville
m 1
Plgn) = loolon)) + 3 e 2

donde los ¢; son constantes posiblemente anadidas a K, y los vg(gn) son funciones posiblemente
en una extension de Fiy_1[gn] con las nuevas constantes afiadidas a K. Sean K y Fy_1 estas
extensiones. Como en la prueba del teorema de Liouville, sera necesario que los vy se independan de
gn para k # 0. Asi, se tendra ¢, € K, vo(gn) € Fn_1[gn], ¥y vi € Fy_1 para k # 0, con lo cual

P(gn) = [vo(gn)] +ch—. (10.4)

Ahora, escribase vg(gn) :72%:0 qufi,, para g, € Fn_1. Del teorema de diferenciacion de polinomios
logaritmicos, [vo(gn)]" € Fn-1[gn] ¥y deg([vo(gn)]’) = p— 1 o deg([vo(gn)]’) = 1, dependiendo de
si ¢, € K. De cualquier manera, el maximo grado posible para vo(gn) es 4 = A + 1. Entonces, la
ecuacion 0.4 se convierte en

A+1 A+1

ZPz«gN— (qum) +ZCH‘3 — ZPng—Z (ahgh + kargli "g) +%+cha-
k=1

k=1

Definiendo go = qo+ Y, ¢k log(vk), al igualar coeficientes, se genera el sistema de A+ 2 ecuaciones
con \ + 2 incognitas en g y los ¢, para 1 < k < A+ 1:

0 = q&—i—l?
Py = A+ Dgyars + a4,
Py_1 = Agyax +h_1,

Py =29Nq + 4,
F =gy + 70
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Los coeficientes P, € Fy_1 son conocidos, al igual que g. Se busca determinar las soluciones g, €
Fn_1Yqo € Fy_1(log(v1),...,log(v,,)). Esto servira como herramienta, pues los g; se encuentran
dentro del campo diferencial original completado con las constantes necesarias, y gg se encuentra en
una extension logaritmica del campo diferencial original.

Integrando la primera ecuacién, es claro que g1 = byy1 € K. Cabe recalcar que para cada gy
hay una constante de integracion by, asociada a ella, lo cual sera aparente en el proceso recursivo a
continuacion. Ahora, en la segunda ecuacion, se tiene

/ P, = / (A + Dbssaghy + ) = A+ Dbagrgn +ar + by (10.5)

Se desea encontrar una expresion para la constante by;1 y la funcién gy. Para ello, es necesario
que f P, sea elemental, que aparezca como maximo una extension logaritmica en la integral por el
teorema[0.1] y que esta esté dada por gn. De fallar una de estas condiciones, es posible concluir in-
mediatamente que [ P(gn) es no elemental, pues se incumplirfa el principio de Liouville. Suponiendo
que las condiciones se cumplen para P, entonces

/PA = cagn +da, (10.6)

para ¢\ € K y dy € Fy_;. Igualando las ecuaciones y salvo una constante de integracion
by € K, se deduce que

Cx

= dy + by.
SRR ax A 10X

bat1 =
Este tipo de sustituciéon puede seguirse realizando, aunque no resulte inmediato. En la tercera ecua-
cioén, se obtiene
Py_1 = Agi(dx +bx) + di_1,

lo cual puede reescribirse usando que gy = log(u) para u € Fy_1 como
/\d>\u’
/ <PA—1 - > = Abagn + gr—1 + ba—1.

Pero, dado que el integrando en esta ecuacién pertenece a Fy_; de la misma manera que Py,
podemos invocar el mismo argumento garantizado por el principio de Liouville. Esto es, de poseer
antiderivada elemental, existen cy_1 € K y dy_1 € Fn_1 para los cuales la antiderivada tiene la
forma cx_19n + dx_1. Luego, es claro que

by = , gr—1 = dx—1 +bx_1.

A partir de aqui, se vuelve aparente que este proceso puede seguirse recursivamente hasta llegar a
las dltimas ecuaciones. En general, sera posible escribir

kdku’
Py — " = kbrgn + qu—1 = ck—19Nn +dp—1 +bp_1, (10.7)

para 2 < k < )\, de manera que para dichos indices se tiene

Cl—
b, = kk‘ 1, Q-1 =dp_1+ bp_1. (108)

Asi, el sistema de ecuaciones estd practicamente resuelto, faltando tnicamente utilizar la tltima
ecuacion para encontrar gp. Sustituyendo la expresion correspondiente para ¢, y reescribiendo como

en la ecuacion [10.7] se tendra
div’ o
/ (P - L) =bign + Qo.
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De nuevo, si esta integral fuese no elemental, la integral completa tampoco lo seria. Supongase
entonces que si lo es. Escribase la misma como dj, pues las extensiones logaritmicas ya fueron
tomadas en cuenta en el gy. De esta manera, obtenemos una expresion para la tdltima incognita
en qyg = dg — bign + bg. Pero fP(gN) absorbe la constante by en su clase de equivalencia, asi que
podemos ignorarla. Ademés, al ser ¢; = dy+b1, entonces el término en la representacion de la integral
es q1gn = d1gn +bign. De esta manera, by tampoco toma importancia, pues qo + q1gn = do +d1gn
al cancelarse el término b;gy. Podemos, entonces, asumir siempre que dicho término es nulo.

A continuacién, vemos algunos ejemplos de uso del teorema [10.2]
Ejemplo 10.5: Logaritmos anidados.

La antiderivada de n logaritmos anidados, con n > 2, siempre es no elemental.

Demostracion. Considérese primero la anidacion de tinicamente dos logaritmos:

/ log(log(z)) dx .

Claramente, g = log(log(x)) € K(x,log(x),log(log(z))). De esta manera, se desea integrar el poli-
nomio lineal P(g) = g sobre el campo F = K (z,log(x)). Asi,

/9252924—(119-1-%-

Para bs, ¢1 v Qo, se deben cumplir las ecuaciones

0 = b5,
1= 2b29/ + qlla
0=¢'q +q"

De la primera ecuacién, Gnicamente es claro que bs es una constante. De la segunda, al integrar
se obtiene & = 2bag + ¢1, ignorando by como en la prueba del teorema [10.2] El lado izquierdo no
depende del logaritmo g, haciendo necesario que bs = 0y q¢; = x. Ahora, la tercera ecuacién produce

/ — €z — 1 —
O=g2+q = 0=—"+0 =7—= 1+ -
xlog(x) log(x)

Integrando esta ecuacién, e ignorando la tltima constante de integraciéon by tomando la clase de

equivalencia, se tiene
_ / 1 d
= — T
b log(z)

La integral sin resolver corresponde al ejemplo[I0.1] la funcién logaritmo integral, la cual se demostro
que no es elemental. Al aparecer en su expansion, la antiderivada de log(log(x)) tampoco es elemental.
Sin embargo, se obtiene

1

/log(log(x)) dz = zlog(log(z)) — / Toa(@) dz

Es decir, la antiderivada depende de la funcién no elemental que aparece en el ejemplo Por
otro lado, aprovechando la linealidad de la integral, esto también nos da el resultado

/ <1og(1og(a:)> + logl(x)) dz = o log(log(z)).
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Ahora, se procede a realizar el trabajo para una iteracion de mas de dos logaritmos. Es decir, se
busca encontrar antiderivadas del siguiente tipo:

/ log(log(log(x))) dz, / log(log(log(log(x)))) dz, / log(log(- - log(z))) dz .

n iteraciones del logaritmo

Se toma la sucesion iniciada en g; = log(x), y con regla de asignacion del sucesor gr = log(gr—1),
como se hizo en el ejemplo [I10.2] En este caso, ya se conocen las propiedades diferenciales de los gy.
La funcion a integrar sera g,, la anidacion de n logaritmos. Esta se encuentra en K(z,g1,...,gn)-
Puesto que P(g,) = g es el mismo polinomio lineal, se usa el mismo sistema de ecuaciones del caso
de 2 iteraciones del logaritmo. Asi, de la tercera ecuacion se obtiene
0= ’ +q0 = 0= 1 +q.
L9192 " gn—29n—1 9192 " gn—29n—1

De aqui, se llega a

1
- |
9192 " gn—29n—-1

Sin embargo, a diferencia del caso de log(log(z)), atn no se ha demostrado la no-elementalidad de
la integral que ain aparece en esta expansion. Para ello, se toma F' = K(z, g1,...,gn—1), de manera
que se integra sobre F(g,). Asi, serd posible utilizar el teorema de Rothstein-Trager. En este
momento, el denominador no es moénico, pero puede serlo. En esa linea, se modifica la fracciéon en el
integrando para obtener

1

algn) = eF nls b n) = neF nls
) = iz gnagns < ] (9n) =9 (9]

bajo la notacion del teorema. Asi, todos los supuestos de Rothstein-Trager se satisfacen, y es posible
aplicarlo. El resultante correspondiente es

1 z 1 z
R(z) = res,, - 90 | = (1-2)
9192 gn—29n—1 4192 Gn—29n—1 9192 Gn—29n—1 X

Y es bastante claro que si R(z) = 0, entonces z = z, llegando a ceros no constantes. Esto es, las
integrales de interés son no elementales para todo entero n > 2.

Ejemplo 10.6: Potencias naturales de logaritmos.

A continuacion, se demostrara que las integrales

[nog(a)” @z

son elementales para todo n € N, y se dara la forma de la antiderivada.

Demostracion. Notese que la integral pertenece a la extension K (z, g), donde g = log(z). El polino-
mio logaritmico a integrar es P(g) = g", que claramente tiene grado n. Todos sus coeficientes son 0
a excepcion del principal, que es 1. Luego, se tendra el sistema

0 ;’l+1?

I =n+1)g'bny1 +qp,
0 =ng'qgn+q, 1,

0 =2¢'q2+q1,

0 =dq+q.
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Aqui, se debe cumplir que g € K(z), mientras que g si puede pertencer a una extension logaritmica
de K(z). La primera ecuacion, como siempre, indica que b,41 es constante. Como ¢’ = 1/z, la

segunda ecuacién implica

¢ =1 (n+ 1)bn+1.
T

Ahora bien, esto es ¢, = x — (n + 1)b,41 log(z) + by, con b, una constante. Sin embargo, log(z) no
puede aparecer en ¢, € K(x), por lo cual se debe tener que b,11 = 0. Es decir, ¢, = « + b,,. Ahora,
en la tercera ecuacién es facil ver que se tendra

0= n(x + by,)

. +q,_ 1 = qu1=-nx+b,_1+bylog(x) = g1 =-—nT+by_1.
El argumento para hacer b, = 0 es el mismo que en la anterior ecuaciéon. En el siguiente caso,

(n—1)(—nx + by—1)

0= +q_9 = qua=n(n—1)z+b,_a.

A partir de aqui, es posible observar inductivamente que

n
= (=1)""*(n—k)! by,
G AR R B
Ademas, también es claro que by, = 0 para 1 < k < n + 1. Con esto, tnicamente hace falta obtener

Go- Notese que es posible simplificar de manera que ¢; = (—1)"~!nlz. Introduciendo esto a la tltima

ecuacion en el sistema,

(=) tnlz

0= +q = g =(-1)"nlx.

Con esto, el algoritmo encontré una antiderivada para [log(z)]™ en cualquier potencia natural

n € N, de manera que dichas integrales son elementales y su forma general es:

Juostoar =23 -mn(, " Joso

k=0

Aplicada para n entre 1 y 4, esto se ve asi:
/ log(z) dz = a(log(z) — 1),
[tog(a)? i = s(log(a)? ~ 210(z) + 2),
[ to5())* s = a(log())* ~ 3llog(a) + G1og() — 6),

/[log(x)]4 dz = z([log(z)]* — 4[log(z)]® + 12[log(z))* — 24 log(z) + 24).

Asi, observamos que el algoritmo de Risch puede ser tutil para encontrar féormulas generales
interesantes, y no solo algunas integrales aisladas.
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Ejemplo 10.7: Producto de logaritmos anidados.

Los productos en la forma log(z) log(log(x)) - - - log(log(log(: - - log(x)))) siempre poseen antideri-
vadas no elementales.

Demostracion. Considérese una integral como la que se muestra a continuacion:

/log(m) log(log(z)) dx .

Su integrando se encuentra en K(z,g1,g2), donde g1 = log(z) y g2 = log(g1). Se puede ver al
integrando como P(g2) = g192 € K(z, g1)[g2]. El sistema a resolver es, entonces,

0= b5,
g1 = 2b295 + q1,
0=g5q1+ Q'
La primera ecuaciéon nos dice que by es constante. La segunda, se reescribe como

2ba

2Tos(@) = q1 = zlog(z) — = — 2bs log(log(x)).

q1 = log(z) —
Sin embargo, como g1 € K(z, ¢1), es necesario que bo = 0 para que g no aparezca en su expansion.
Luego, q1 = zlog(z) — x. Ahora, la tercera ecuacion puede transformarse a

1
log(x)

o= - +/Ld
O ) Togl@)

Puesto que el logaritmo integral aparece en su expansion, la integral es no elemental. Expresando la
integral de cualquier manera, esta es

W =-1+

Al integrar para obtener qg,

[ 108t log(loz(w) dr = (+10g(a) ) os1og(a)) — o + [ s

De hecho, a partir de aqui, para demostrar que

/ log(x) log(log(x)) - - log(log(log(- - - log(x)))) dz

n logaritmos anidados.

es no elemental, solo hace falta un proceso inductivo. En efecto, se demostré el caso base para n = 2
logaritmos. Supdngase que se cumple para n logaritmos que la integral es no elemental.

Considérese el caso de n + 1 anidaciones. El integrando se encuentra en K(z,g1,92, ..., 9n+1),
donde g; = log(z) y gr = log(gr—1). Visto como un polinomio, serd P(gnt1) = (9192 Gn)gn+1,
miembro de K(z, g1, 92, -, 9n)[gn+1]. De esta manera, el sistema a satisfacer sera

0 = b},
9192+ gn = 2b2g;, + q1,
=gnq1 + 70

Se tendra en primer lugar que by serd una constante, y que se cumple la ecuacion

2bs ,
9192 Gn = ——— +q.
gi192 - 9gn
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Esto directamente es imposible, pues se requeriria que

@1 = —2bagnt1 + /9192 cogndr € K(2,91,92,- -5 9n)-

Mientras que hacer by = 0 solucionaria el problema de g,41 apareciendo en la expansién de g;, no
hay manera de remover la integral al final de la misma. Esta integral es la que aparece en la hipotesis
inductiva, por lo cual debe aparecer una integral no elemental en la expansion de ¢;. Esto es, por el
proceso de induccion, que las integrales con la forma mostrada son todas no elementales.

|
Ejemplo 10.8: Mas generalizaciones en potencias.

En el ejemplo se integraron expresiones del tipo z™[log(z)]", pero en el caso en el cual n
era un entero negativo. Es decir, el logaritmo estaba en el denominador. Ahora, nos interesara

[am o) da,

para cualquier m y para n € Z™. Estas siempre son elementales.

Demostracion. En este caso, se trabaja sobre K(z,g), donde g = log(z). El polinomio a integrar
es P(g) = x™g". Considérese primero el caso en que m = —1. Entonces, del sistema de ecuaciones
diferenciales se debera cumplir que

i _ ('fl + l)bn-‘rl + q;.“

para una constante b,y1 y para g, € K(x). Pero esto es g, = (1 — (n + 1)bp41) log(x) + by, por lo
cual es necesario que 1 — (n 4+ 1)b,4+1 = 0. O bien,

1
n+1

bn+1 -

Desde luego, esto hace que ¢, = b,. La siguiente ecuacion se convierte en ¢/, ; = nb,/x, lo cual
es gn—1 = nby, log(z), provocando que b, = 0. Es claro que el patrén continta, dado que todos los
demés coeficientes de P son nulos, y entonces

/ log(a)]" | _ [log()]"*!

T n+1

b

lo cual es facil de comprobar por diferenciacion directa.

Considérese ahora el caso en que m # —1. Lo tnico que cambia es la segunda ecuacion en el
sistema, la cual se convierte en

m (n+ Dby / gl
v T n n m+1

— (n+ 1)by41 log(z) + by,

Pero ¢, € K(z), por lo cual b,+; = 0. A continuacion, se prosigue con las demds ecuaciones que
estan todas igualadas a cero.

m 1

e h na b, log(a) + b
-— -1 = ————= — nby, log(z 1
m+1 x -1 (m+1)2 & !

r
dn—1 = —

Aqui, se hace b, = 0. Continuando,

, nn—1z™ (n—1)b,_1 n(n —1)zm+!
— —_ — n—9 = —F—————————
In—2 (m+1)2 x n-2 (m+1)3

—(n—1)by_1log(z) + by_a.



Y es claro que b,_1 = 0. En general, se llega inductivamente a que

= (—1)"""n- k)!(’;) : gl

m + ]_)nkarl .

Y, como en el ejemplo con un poco de trabajo es posible mostrar que la funcién gy presenta
un comportamiento similar, de manera que puede incluirse entre las demas gi. Al final de cuentas,
la integral es elemental y puede expresarse a través de la expresion

m n _.m - n— n [log(x)]k
/x [log(z)]" dz = ™ *? ’;(—1) k(n—k)'<k>(m+1)n_k+l

Al final, complementando con el ejemplo[10.4] se concluye que las integrales de las funciones con
la forma z™[log(x)]™ son elementales para todo m cuando n es un entero no negativo, también son
elementales cuando m = —1 en cualquier caso para n (incluyendo valores no enteros de n, pero esto
requiere integracion de funciones algebraicas), mientras que son no elementales para todo m # —1
cuando n es un entero negativo.

|
Ejemplo 10.9: Logaritmo de un polinomio.

La antiderivada del logaritmo de un polinomio siempre es elemental.

Demostracion. Considérese el integrando g = log(p(x)), donde p(x) € Clz] es un polinomio. Entonces
g =p'/p, y el sistema estara dado por

0 = b,
1= 2b2 4},
0=qn?+q"

Esto implica que by es constante, y que g1 = z. Asi, se llega a que

T = _/wp’(x) da

p(z)

Esta es una integral de una funcién racional, lo cual implica que f log(p(x)) da siempre es elemental:

[ 108(00)) dr = wtog(ote)) - [ L o

p(x)

Nota Bene 10.2: Integral del seno inverso.

En la formalidad de la teoria que estamos trabajando, se esperaria que no estemos listos para
integrar funciones como el seno inverso. Por la ecuacion esta es

/sin_l(x)dx:/filog( 17x2+iz> dz .

Esta funcion esta en el campo diferencial C(z,+v/1 — 22, g), donde g = —i log(\/l —x2+ ix)7 0 equi-
valentemente, g = sin~!(x). Notese que la extension v/1 — z2 no es trascendental sobre C(z), por lo
cual los teoremas que hemos demostrado no aplican. Sin embargo, ¢ si es una extensiéon logaritmica

de C(z, V1 — z2), pues cumple
1
/

i
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De esta manera, el integrando puede ser escrito como el polinomio P(g) = g € C(x,v1 — z2)[g].
Suponiendo que el teorema [10.2]si aplica, se obtiene el sistema de ecuaciones

0=1b),

1= s +di,
0:

v 1qim2 + qT)I‘

De la primera ecuacion, se llega a que by es constante. De la segunda, se tiene

2by .1
q1:/(1—\/7)dx:x—2bgsm (x).
1—a?

Pero ¢; € C(x,v/1 — z2), por lo cual by = 0 y ¢ = x. Introduciendo esto a la tercera ecuacion, se
obtiene directamente

—x
7o = / —_dx. 10.9
T (10.9)
En este procedimiento, podria darse una segunda objecién: atin no sabemos integrar expresiones
como la que aparece en gg. Al no tener mecanismos, se requiere de notar que si 0 = /1 — z2,
entonces 62 = 1 — z2, de manera que 208’ = —2z, y por lo tanto

(\/1—3&2) = ﬁ

Pero claro, esto no es mas que una formalidad, pues esta integral es integrable por sustitucion. Al
final de cuentas, se tiene gy = v/1 — 22, de lo cual se obtiene la integral final:

/sinfl(x) dz = zsin™(z) + V1 — 2.

Y en efecto, esta es la respuesta esperada. Sin embargo, como se recalcd al inicio de este ejemplo, las
hipétesis del teorema|l10.2|no se cumplen al presentarse una funcion algebraica en el campo diferencial
de trabajo. Y es que, desde el inicio del capitulo, se recalc6 que el campo diferencial utilizado
debe ser un campo de funciones elementales trascendentales. Pero si es asi, ;por qué funciona el
teorema? Principalmente, la objecién sobre la falta de herramientas para integrar funciones como
en la ecuacion [I0.9 es la culpable de este formalismo. El teorema de integracién de polinomios
logaritmicos puede ser extendido a campos de funciones elementales generales, pero si tomamos esta
decision, no siempre tendremos un algoritmo para integrar las funciones algebraicas que puedan
aparecer. Esto es, de cualquier manera, un problema que puede arreglarse a través del estudio de
algoritmos de integraciéon simboélica de funciones algebraicas, haciendo uso de geometria algebraica.

10.2. Extensiones exponenciales trascendentales

Similar a la seccién anterior, se tomara f como en la ecuacion pero esta vez gy serd una
extension exponencial sobre F_1. Esto es, existe u € Fiy_; tal que ¢y = u/gn, lo cual denotamos

por g = exp(u).

Aunque se esperaria que los resultados fueran exactamente los mismos y las pruebas tuvieran
cambios minimos, seré necesario modificar los teoremas de integracion en extensiones exponenciales.
Especificamente, la aplicacion del algoritmo de Hermite requiere un poco mas de trabajo previo, los
teoremas de Rothstein-Trager requieren un supuesto y un término extra, y el teorema de integraciéon
de polinomios exponenciales cambia por completo al sistema de ecuaciones diferenciales. Sin embargo,
la dificultad técnica no recibe muchos cambios. Por ahora, procedemos a generalizar los teoremas
de integracion de funciones racionales a una funciéon racional en el simbolo exponencial gy sobre el
campo K(x,91,...,9N—1)-
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10.2.1. Aplicacién del algoritmo de Hermite en extensiones exponenciales

A continuacion, se aplicara el algoritmo de separacion de la integral de Hermite para el caso de
extensiones exponenciales. En esta aplicacion, sera necesario realizar modificaciones extras debido a
las peculiaridades diferenciales de los exponenciales demostradas en el capitulo [7]

Realizando el algoritmo de la division, existen P(gn),7(gn) € Fn—1[gn] tales que

_plgn) _ r(gn)
fow) = a(gn) il )+Q(gzv)’

donde r(gn) = 0 o deg(r(gn)) < deg(q(gn)). De esta manera,

/f(gN)Z/P(gN)‘*‘/;Egg;

A diferencia del caso logaritmico, estas integrales ain no son la parte polinéomica y racional que nos
interesan. Esto se debe a que la segunda no cumple atn con los supuestos de Hermite.

Hagamos el intento de aplicar el algoritmo de Hermite para la integral [ Q(Zz g En primer lu-

gar, se factora q(gn) = [[i—, ak(gn)* donde cada gx(gn) es moénico y libre de cuadrados, con

(gi(gn),qi(gn)) = 1 para i # 7, y deg(gr(gn)) > 0. Aqui, que gi(gn) sea libre de cuadrados es una
propiedad en Fy_1[gn], por lo cual (gr(gn), Dgylax(gn)]) = 1. A diferencia del caso logaritmico,

no necesariamente es cumple que (qk(gN), [qK (gN)]’) = 1. Por ejemplo, si ¢x(gn) = gn, entonces

(ar(gn), lae(gn))) = (9n-9n) = (9n,W'gn) = gn # 1.

Sin embargo, por el teorema se conoce que qx(gn) | [gr(gn)]’ siy solo si ¢x(gn) es un monomio.
Esto hara cumplirse lo deseado, siempre que se eliminen los monomios del denominador.

Escribase q(gn) = 9%d(gn), donde gn 1 G(gn), v Glgn) € Fn_1[gn]- De esta manera, a es
el exponente més pequeiio que hace que el coeficiente de g% sea no nulo. Si se diera que o = 0,
entonces se cumple (gx(gn), [qx(g9n)]’) = 1 y Hermite aplica. Si no, se realiza el procedimiento a
continuacion. Es posible encontrar 7(gy), w(gn) € Fn—1(gn) tales que deg(7(gn)) < deg(qlgn)) ¥y
deg(w(gn)) < deg(gy) que cumplan

7(gn)gn +w(gn)a(gn) = r(gn)-

Dividiendo esta ecuacion dentro de ¢(gn), y reemplazando la expresion obtenida en la expansion de
f(gn), esto indica que

flgn) = P(gn) + w(gn) + T(gn)

g dlgn)
Escribiendo P(gx) = P(gn) + %, se tiene entonces a resolver
N
B (gn)
=[P +/ - . 10.10
[ rtan) = [ Plaw)+ [ 525 (10.10)

Mientras que P(gy) no es un polinomio con potencias positivas en gy, este puede verse como un poli-
. . . 1 o -1

nomio extendido. Si w(gn) = > p_, wkgk:, entonces puede escribirse w(gn)/9% = > oo Wktadh-

De esta manera,

A
P(gn) = > Prgk
k=—«

donde A = deg(P(gn)) v Px € Fx_1. La apariciéon de exponentes negativos podria causar preocu-
pacion, pero en realidad no aumentara la dificultad del calculo de la parte polinomial de la integral,
puesto que gy = exp(u) implica que g;,k = exp(—ku).
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Ahora si, puede aplicarse el teorema de Hermite a la parte racional de la integral, esta vez

interesando el integrando EZ” g Primero, encuéntrese la factoracion libre de cuadrados del nuevo

denominador g(gn) = [[;—, gx(gn)*, de manera que cada g;(gn) sea ménico y libre de cuadrados,

y (gi(9n),qj(gn)) = 1 para i # j. Ademas, deg(qr(9n)) > 0y gn 1 qx(gn). Con esto, ya es posible
demostrar la propiedad necesaria para culminar la aplicacion del algoritmo de Hermite.

Propiedad 10.2: Sea F' un campo diferencial con un simbolo x, donde el operador diferencial
" F — F es tal que ' = 1. Sea F(gn) una extension diferencial de F' con el mismo campo de
constantes, siendo gy exponencial y trascendental sobre F. Sea a(gy) € F[gn] moénico con grado
positivo, libre de cuadrados en Flgy], y tal que gy f a(gn). Entonces, (a(gN), [a(gN)]’) =1.

Demostracion. Del teorema de derivadas de polinomios con entradas exponenciales, se sabe que
[a(gn)]’ € Flgn]- Sea F(B1,B2,-..,Bk) el campo de descomposicion de a(gy), con lo cual

H 9N — Br).

Entonces, diferenciando con respecto a z, y tomando gy, = u'gny para u € F, se tiene

=" ('gn = B) [[ (ov — By)- (10.11)
k=1

J#k

Aqui, dado que a(gy) es libre de cuadrados en F|g,], se debe cumplir que los 3} son distintos.

Desde luego, se cumplira que [a(gn )]’ tiene m —1 términos divisibles entre gy — B para cualquier
k. Supdngase que existe algin k para el cual se cumpla que los m términos son divisibles, lo cual solo
ocurriria si gn — B | W' gn — B Seav € Fn_1 tal que v gy — B}, = v(gn — Bi). Entonces, igualando
coeficientes, se requiere u’' = vy —f8;, = —vf. Juntando esto, se tiene que S}, = v Bj. Pero, como
gn 1 a(gn), entonces By # 0, lo cual implicaria necesariamente que 8 = exp(u). Luego,

(gN )’ _ Brgi — Brgn _ Brwlgn —w'Brgn
B B B
Asi, gn/Bi € con(F(gn,Bi,---,Pm)). De manera analoga a la argumentacion en la propiedad

esto implica que C' = gn/Bk € con(F(B1,. .., Bm)). Pero entonces gy = CBx € con(F (b1, - .-, Bm)),
lo cual contradice que gy sea trascendental sobre F. Con esto, se imposibilita que [a(gx)]’ comparta

algtn factor con a(gy), demostrando el resultado.

Haciendo uso de esta herramienta, es posible realizar el algoritmo de Hermite exactamente como
en el caso logaritmico, de manera que existe la representacion

/f(QN) _ clgn) +/“(9N)
qa(gn)  dlgn) blgn)’
donde deg(a(gn)) < deg(b(gn)), siendo b(gy) monico y libre de cuadrados, con gy t b(gn), ¥ todos

estos polinomios siendo parte de Fn_1[gn]. Asi, todo el trabajo restante en el caso racional es
culminar con el proceso de Rothstein y Trager.

10.2.2. Rothstein-Trager en la extensiéon exponencial

Habiendo separado la integral en una pieza con los requerimientos de Rothstein-Trager, tni-
camente es necesario demostrar un teorema analogo que tome en cuenta las peculiaridades de la
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extension exponencial sobre la cual se trabaja. En este caso, se presentan dos cambios importantes
con respecto al caso logaritmico: el denominador del integrando no puede ser un monomio, y podra
aparecer un término no logaritmico en la representacion de las integrales. Dicho término sera un
miultiplo constante del argumento de la exponencial en la ultima extensién.

Teorema 10.3 (Rothstein-Trager para funciones exponenciales): Sea F un campo de funciones
elementales y K = con(F'). Sea g trascendental y exponencial sobre F', con g = exp(u) para u €
F'. Supéngase también que la extension elemental trascendental F'(g) tiene el mismo campo de
constantes que F. Considérese a(g),b(g) € Flg] con (a(g),b(g)) = 1, con deg(a(g)) < deg(b(g)), y
con b(g) monico y libre de cuadrados, tal que gt b(g). Definase, adicionalmente,

R(z) = resy (a(g) — z[b(9)]',b(g)) € Flz],

con raices ¢ para 1 < k < m. Ademas, se definen

vr(g) = (alg) — c[b(9)),b(9)) € Fler, - -, em)lgl,

de manera que se cumple:

a(g)

. / —== es elemental si y solo si las raices de R(z) € F[z] son constantes no todas nulas.

b(g)
= Si /— es elemental, luego —g Z i] donde v = — (Z Ck deg(vk(g))> U
=1 k=1

De esta manera,

/Z((zi =+ ch log(vk(g)).

k=1

= Si F* es la minima extension algebraica de F' tal que se cumple el enunciado anterior, entonces
debe darse que F* = F(c1,ca,...,¢m)-

Demostracion. Supdngase que / —g es elemental. Entonces, por el principio de Liouville
b(g)

M = [v / G ¢ [vk:(g)]/
(g ~ 0@+ 2 et 0

donde ¢, € K* y vi(g) € F*(g), tomando K* y F* como las extensiones algebraicas minimas de
K y F que contengan a los ¢, necesarios para expresar la integral. Como se hizo en el teorema
de Rothstein-Trager para extensiones logaritmicas, es posible suponer que los ¢ son distintos y no
nulos, y que los vg(g) son polinomios en F*[g], libres de cuadrados, y primos relativos por pares.

En cuanto a vy(g), inicialmente no posee restricciones. Escribase vy(g) = po(g)/q0(g), para po(g)
¥ qo(g) polinomios primos relativos en F*[g]. Si go(g) contuviera un factor no monomial, entonces
[vo(g)] tendria en su denominador un factor sin libertad de cuadrados, el cual no podria cancelar sus
factores cuadrados debido al tercer punto del teorema y debido a que po(g) v go(g) son primos
relativos. Por la forma general de la derivada de una funcién racional que se observa en la ecuacion
esto no puede ocurrir, pues b(g) es libre de cuadrados. Entonces, debe tenerse que go(g) = hg”,
donde v > 0y h € F*. Con esto, si deg(po(g)) = ¢, entonces

p
’U()(g 0 Z hkg 3

k=—v
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con hy € F*. De nuevo por el teorema de diferenciacion de polinomios exponenciales, existen hy € F*
con las especificaciones de dicho teorema tales que

{—v
=" "

k=—v
Supongase que £ — v > 0. Como deg(vi(g)) = deg([vk(g)]’), ¥y observando que

l—v m

alg) Z k-i-zckv

blg) = Pt

entonces al obtener un denominador comun para los términos en la derecha se tendria que multiplicar
los v (g) por los hyg* para los grados positivos, y esto resultaria en un numerador con grado mayor
al denominador, lo cual contradice que deg(a(g)) < deg(b(g)). Entonces, como tampoco es posible
que £ — v < 0 por la misma condicion sobre los grados de a(g) y b(g), se concluye que £ — v = 0.

Ahora, si v > 0, entonces g aparece en el denominador de [vo(g)]’, y como los [vk(g)]’/vr(g) no
poseen a g en su denominador, tomando denominadores comunes se llega a que g | b(g). Esto no es
posible por hipotesis, de manera que es necesario que v = 0. Pero entonces, [vg(g)]’ = h{ € F*. A
partir de aqui, se utilizan los mismos argumentos de Rothstein-Trager racional para llegar a que los
vk (g) pueden tomarse monicos, de manera que

m
=[] o
k=1

En consecuencia, es posible reescribir la expresion para a(g)/b(g) como

Notese que la fraccion en la izquierda de esta ecuacion es propia, pues el denominador tiene grado
mayor al numerador, y no tienen factores comunes puesto que (a(g),b(g)) = 1.

En la derecha de la misma ecuacion [T10.12] se tiene que los grados en cada término de la sumatoria
son iguales. Esto puede modificarse de manera que los términos en la derecha también representen
una fracciéon propia. Escribase hg = v + H, donde v es como definido en la hipdtesis, y H € F*
existe al ser F* un campo. Entonces,

a(9) , o(9)] /
W‘f”z ( o) —degm(g»u).

Inspeccionése momentaneamente el interior de esta sumatoria. Tomando el denominador comtn,
este puede escribirse como

), ) deg(v(g))u'vu(9)
I, oe(o H*Z < oel9) > (10.13)

Es posible mostrar que [vg(g)]" v deg(vi(g))uw'vi(g) comparten el mismo coeficiente principal, pro-
vocando que el interior de dicha sumatoria sea una fraccion propia. En el caso de [vg(g)]’, puesto
que vg(g) es moénico se tiene

n

n n—1
(@) = | D_oVig? | =Vo+ D (V] +3u'Vy)g? =V + > (V] +ju'Vi)g’ +mu'g".
j=0 j=1

j=1
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Mientras tanto, la expansion para deg(vi(g))u'vi(g) es

deg(vi (9))' vk (g Z Vig/ | =nu | D Vig | +ndg".

Por lo tanto, al restar ambas expresiones, sus coeficientes principales se cancelan. Luego,

deg ([vk(g)]" — deg(vi(g))u'vi(g)) < deg(vk(g)). (10.14)

De este modo, los términos dentro de la sumatoria en la ecuaciéon son fracciones propias, de
manera que la sumatoria es en su totalidad una fraccién propia al tomar el denominador comin. Si
H' £ 0, entonces al tomar el denominador comtn con la sumatoria se tendria de nuevo una fraccion
impropia, pues se recuperaria que los grados del numerador y denominador son los mismos. Esto no
es posible, lo cual implica que H' = 0. Como h{, = 7' + H’, esto implica que la ecuacion puede

reescribirse simplemente como
alg) _ ., x~ . [o(g))
T =Yt )
) ; vk (g)

Aplicando el teorema de Rothstein-Trager en caso racional sobre a(g)/b(g) — ', los ¢, € K* son las
rajces distintas de R(z), y se obtiene vi(g9) = (a(g) — cx[b(9)],b(g)) € F(c1,...,cm)[g] para cada
k. Esto demuestra la implicaciéon necesaria del primer punto, y demuestra a su vez el segundo y el
tercer punto como se argument6 en el teorema fﬂ_rﬂ

Finalmente, supongase que todas las raices de R(z) son constantes, sean ¢ € K* las raices
distintas de R(z) y sean

vi(g9) = (alg) — cxlb(g)]',b(9)) € Fle1,...,cm)lg)-

De nuevo, se argumenta como en la version logaritmica para llegar a

b(g) = [ ] vs(9)
k=1

Ademas, los vi(g) son monicos, primos relativos por pares. Ahora, definase a(g) € F|[g] tal que

alg) = +b(a) + S cxlon(@)] [ vso). (10.15)
k=1 £k

donde 7 es como se defini6 inicialmente. Es claro que [b(g)]" = >~ [vk(g))’ H;iigm vk (g), por lo
cual se tendra

m 1<j<m
a(g) — cilb(g))' = 7'b(g) + 3 (cx — e)low(a)) [ vi(9)-
k=1 j#k

De aqui, es claro que v;(g) | a(g) — ¢;[b(g)]’ para cada indice i, al igual que por definicién se tiene
v;(g) | a(g) —¢;[b(g)]’ para cada indice i. Restando las divisibilidades, se tiene que v;(g) | a(g) —a(g).
Por la independencia en factores entre los v;(g), dado que b(g) es el producto entre ellos se tiene

b(g) | alg) — alg)- (10.16)
Sin embargo, debido a la definicién de v y debido a que b(g) = [];-, vk(g), la ecuacion puede

representarse como

(Z cr deg(vi(g ) Hvk )+ > crlvr(g)) _I_I v;(9)
k=1 J#k
=3c [ () (loelo) — deg(vr(g))u'vi(o))
k=1 j#k
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Pero por la relacion se tiene que el grado de cada factor [vg(g)]’ — deg(vk(g))u'vk(g) es menor
al grado de vi(g). Como b(g) = [, vk(g), esto implica entonces que deg(a(g)) < deg(b(g)). Pero
como deg(a(g)) < deg(b(g)), se tiene entonces que deg(a(g) — a(g)) < deg(b(g)). Esto implica que
necesariamente a(g) — a(g) = 0, debido al resultado en la relacion Pero entonces,

alg) Vb9 + i el (@) TLZ " vile) & . ()
b(g) b(g) - +,€; "ulg)

En otras palabras, se demostré por completo el resultado:

/Zégs =7+ crlog(vi(g))-

k=1
]

Habiendo demostrado este teorema, tenemos un mecanismo para determinar la integrabilidad de
muchos tipos de funciones, pertenecientes a un campo de funciones elementales trascendentales cuya
altima extension sea exponencial. A continuacion, observamos algunos ejemplos.

Ejemplo 10.10: Exponencial desplazada por una constante.

xn
/a+eﬁm dz,

donde e#? = exp(Bxr). Tomemos g = ¢°*, de manera que el integrando pertenece a K (z, g). Entonces,
se tiene a(g) = 2™ y b(g) = a+ g, y luego [b(g)]" = Bg. Con esto,

Considérense las integrales del tipo

R(z) =resy (z" — Bzg, o + g) = det [_162 xa} = —afz — 2"

Claramente, el cero de R(z) tiene la forma z = —z™/af. Por lo tanto, la integral es no elemental
siempre que n % 0.

En caso que n =0, se tendra z = —1/af, y puede calcularse salvo asociacion:
_ ) _
vig)=(1+".9+a)=g+a

Harfa falta calcular ~y. Se tiene que u = Sz. Ademés, inicamente se tiene al cero ¢; = —1/af8, y v(g)
es de grado 1. Por lo tanto, el término adicional estara dado por v = z/«. Con esto,

1 1
/ ag o do = 55 [Be —log(a+ ™).

Ejemplo 10.11: Se considera una generalizacion de la integral del ejemplo anterior:

/ S CON

q(x) + e

Aqui, p(x) y g(z) son polinomios en C[z], y 8 es una constante. Tomamos g = exp(8z) de manera
que la integral se presenta en el campo diferencial C(z, g). Segtn la notacion de Rothstein-Trager,

a(g) = p(x) y b(g) = q(x) + g. Ademas [b(g)]" = ¢'(x) + By, y asi,

R(z) = resy (p(z) — 2[q'(x) + Bgl, a(x) + g) = det —152 P(x)q_(;)q/(x)
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Este determinante resulta en R(z) = —8¢q(z)z + ¢'(x)z — p(x). Igualando a cero, se obtiene

p(z)
q'(z) — By(z)

Por lo tanto, la integral sera elemental solo cuando p(z) sea un multiplo constante de ¢'(x) — Bq(z).
Por simplicidad tomemos el caso z = 1. Entonces, por asociacién,

z =

v(g) = (— Ba(x) — By, q(x) + g) = q(z) + g.

Finalmente, puesto que v(g) es lineal en g, que u = Sz, y que z = 1, se tiene v = —fx. Finalmente,
q'(z) — Bq(z)
dz = log(q(z) + %) — pz.
/ q(z) + b= g(q( ) ) B

Para el caso z = a € C, simplemente se multiplica esta expresion por a en ambos lados.

Como puede observarse, la nueva restriccién sobre los teoremas de Rothstein-Trager para exten-
siones exponenciales provoca que menos funciones sean antidiferenciables mediante esta via. Casi
cualquier funcién que en su denominador posea factores monomiales exponenciales se traslada al caso
polinémico, aprovechando que los polinomios exponenciales contienen en ellos potencias negativas.
Para finalizar, procedemos a mostrar este caso.

10.2.3. Sobre la integracion de la pieza polinomial exponencial

Debido a los argumentos presentados al inicio de esta seccidn, la integracion de la parte polinomial
del caso exponencial concierne a un polinomio P(gy) que posee potencias negativas de gn:

A
P(gn) = > Prgk-

k=—a

Seguidamente, se demostrard un teorema que da las condiciones necesarias para que [ P(gn) sea
elemental. Este es similar al teorema[I0.2} pero contiene cambios bastante importantes que provocan
dificultades nuevas en el caso de integracién exponencial.

Teorema 10.4: Sea F' un campo de funciones elementales y K = con(F'). Sea g trascendental y
exponencial sobre F, con g = exp(u) para u € F. Supongase también que la extension elemental

trascendental F(g) tiene el mismo campo de constantes que F. Sea P(g) = 22:704 P,g*, donde

P, € F. Sea ademas K la cerradura algebraica de K, y F la extension de F tal que con(F) = K. Si
f P(g) es elemental, entonces existen funciones g, € F' para k # 0 y una funcién g en una extension

logaritmica de F' tales que
—a<k<A

/P(g):%+ > ag”,

k0

las cuales satisfacen el sistema ecuaciones diferenciales:

PO = %la
P, =q, + kv'qr, k#DO0.
Cada ecuacion en dicho sistema es independiente, en el sentido de que todas dependen tnicamente

de una funcion variable g o gy. A las ecuaciones diferenciales satisfechas por los g se les llama
ecuaciones diferenciales de Risch.
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Demostracion. Si P(g) posee una antiderivada elemental, entonces se tiene por Liouville

donde ¢, € K y vx(g9) € F(g). Asumimos sin pérdida de generalidad que debe cumplirse una de
dos: vx(g) no depende de g, o vx(g) es moénico e irreducible en F(g). Ademés, el elemento vg(g) no
puede poseer factores no-monomiales en el denominador, como se vio anteriormente en la seccion,
y lo mismo es cierto sobre los factores de los vi(g). Esto implicaria que, si se diera el caso en que
vk (g) depende de g, entonces vi(g) = g es la tnica posibilidad ménica, irreducible y monomial en
F(g). Pero esto nos llevaria a que

’ ’ /
Gl gt uwexp(u) _

vk(9) g exp(u)

Integrando esta expresion se obtendria cy log(vi(g)) = cyu € F, de manera que el logaritmo no es
trascendental sobre F', y deberia aparecer en la expansion de vg(g). Es entonces necesario que todos
los vx(g) sean independientes de g, y los consideramos entonces como elementos vy € F. Por otro
lado, por las condiciones a las cuales esta sujeto vg(g), este puede escribirse como un polinomio con
potencias negativas en g. Asi, reescribimos P(g) a través de

A
P(g) = [ Z g

k=—«

!/
m

Uk
E 10.17
+ Ckvk, ( )

k=1

donde g, € F para cada k, y el rango de los indices k es el mismo de P(g) debido al teorema de
difenciacion de polinomios exponenciales. Diferenciando término por término, y reescribiendo P(g)
a través de su sumatoria, esto implica que

A m ’

A
Y Pt =) (g +Ra)g" + ) Ck%:-

k=—a k=—« k=1

’
Igualando coeficiente por coeficiente, y escribiendo gy’ = ¢f, + Z;n:l ck:j—i, se obtiene el sistema:

pO :%/7
Pe=q +ku'qe, k#0.

En efecto, por la construccion es claro que las soluciones estan dadas por g € F para cada indice
k # 0,y por go € F(log(v1),...,log(vm)) en el caso nulo. Reemplazando gy e integrando en la

ecuacion [[0.17] se tiene
—a<k<A

/P(g)=%+ > ag"

k#£0

Al igual que el teorema lo demostrado aqui es 1util para encontrar antiderivadas en el caso
que estas existan, pero también puede utilizarse para demostrar que una antiderivada no existe. Sin
embargo, en ambos casos, la tarea es més dificil. En el primero, porque la solucién de la integral se
traslada a solucionar una ecuacién diferencial. En el segundo, porque no existe un algoritmo recursivo
para solucionar este sistema debido a la independencia entre las ecuaciones diferenciales en el mismo.
De hecho, para demostrar la inexistencia de una antiderivada elemental se deberad demostrar que
una ecuacién diferencial no posee solucién en un campo diferencial especifico. Aunque esto da una
via de solucién, no siempre es tan inmediato como en el caso logaritmico. Procedemos con algunos
ejemplos de aplicacion del teorema [10.4]
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Ejemplo 10.12: La funcién error.

La funcién error, mostrada a continuacién, no posee una antiderivada elemental:

2 # 2
erf(z) = ﬁ/o e " dx.

Demostracion. Considérese el integrando exp(ka), donde k € C — {0}. Escribase g = exp(ka),
de manera que el integrando se encuentra en C(z, g). Notese que este es un polinomio exponencial,
dado por P(g) = g. Por el teorema se tiene que si la integral es elemental entonces [ g = g1,
donde ¢; € C(z) es solucion de la ecuacion diferencial de Risch

qy + 2kxqy = 1.

Tomemos ¢; (z) = a(z)/b(x) con (a,b) = 1, suponiendo que deg(b) > 1. Luego,

ba’ — ba -+ 2kxab
b2 =1

Pero deg(b?) > deg(b) > deg(V'), y como (a,b) = 1, es imposible anular por completo a b* en la
divisién. Esto no tendria sentido, debido a que el lado derecho de la ecuacién es 1. Por lo tanto, se
requiere que deg(b) = 0. Tomamos entonces ¢1(x) € Clz].

Escribase deg(q1) = n, de manera que deg(2kxq;) = n+1. Pero deg(q]) < n, y por lo tanto se tiene
deg(q} + 2kxq1) = n+ 1. Sin embargo, la ecuacion ¢] +2kxzg; = 1 implicaria que 0 = deg(1) = n+ 1.
Esto nos llevaria a deg(q1) = —1, lo cual es absurdo. Por lo tanto, fexp(ka) dz es no elemental.

Las demostraciones de que sin(k;x2) y cos (k:acQ) no poseen antiderivadas elementales son précti-
camente equivalentes utilizando las expresiones en el Anexo [I4.1] para seno y coseno en términos de
funciones exponenciales complejas.

Ejemplo 10.13: La funcién exponencial integral.

La funcion exponencial integral, mostrada a continuacion, es no elemental:

Ei(m):/x idac.

o T

Demostracion. Considérese el integrando g = % Es claro que g € C(x, "), y puede tomarse como
un polinomio P(g) = 1g € C(z)[g]. Si [ P(g) es elemental, entonces existe q; € C(z) tal que

, 1
q +aq=—.
T

Sea q1(z) = p(z)/q(x) para p,q € Clz] con (p,q) = 1. Por argumentos similares a los del teorema
se llega a que x | q, y se define q = tz" para t € C[z] con n € ZT, tal que (¢,z) = 1. Ademaés, se
llega a que

pt(z —n) = z[t?z" 1 — p't + pt'],
lo cual implica que z | pt(x — n). Pero x tt y x tx — n, de lo cual z | p. Esto implica que (p, q) # 1,
lo cual es un absurdo. Por lo tanto, no existe tal ¢;, de manera que [ % dz es no elemental.

cos(x)

Similar al caso de la funcién error, las demostraciones de que Si(z) = # y Ci(z) = no

tienen antiderivadas elementales usan casi exactamente el mismo argumento.
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Ejemplo 10.14: La funcion z®.

La siguiente integral no es expresable en términos de funciones elementales:

/x”:dx.

Demostracion. Considérese el integrando g = 2% el cual puede ser reescrito como g = exp(zlog(z)).
Notese que
9" = (1 +log(x)) exp(xlog(z)) = (1 + log(x))g.

Luego, se escoge el campo diferencial K(z,log(x),g), pues g es una extensiéon exponencial sobre
K(z,log(z)). Tomando P(g) = g como un polinomio en K(x,log(x))[g], entonces si P(g) posee
antiderivada elemental, debe existir ¢; € K (x,log(x)) tal que

¢ + (1 +log(z))q: = 1.

Pero log(z) es trascendental sobre K(z), por lo cual pueden igualarse coeficientes en la ecuacion
como polinomios en K (z)[log(x)]. Esto puede escribirse como ¢} + ¢ = 1 para el grado 0 sobre
log(z), y ¢1 = 0 para el grado 1 sobre log(z). Esto implicaria que 1 = 0, lo cual es absurdo. Por lo
tanto, f % dx es no elemental.

Los ejemplos aqui mostrados aprovechan el teorema [I10.4] para demostrar que ciertas antideriva-
das son no elementales. En caso que se desee utilizar dicho teorema para expresar la antiderivada
elemental de una funcién, es necesario resolver las ecuaciones diferenciales de Risch. Es posible lo-
grar esto de manera algoritmica en algunos casos, y puede encontrarse la teoria detras de dichos
algoritmos en el trabajo de Rothstein [21I], Bronstein [3], y Davenport [7].

Los procedimientos mostrados a lo largo de este capitulo resuelven casi por completo el problema
de antidiferenciacién de funciones elementales trascendentales, con posibles problemas persistentes
relacionados al aumento en la complejidad de un integrando. Sin embargo, el problema de la integra-
cion simbolica para funciones elementales que se encuentran en campos con adjunciones algebraicas
requiere de atn mas trabajo. La nota [I0.2] en la seccion sobre integracion logaritmica demuestra
que, aunque el algebra para demostrar los teoremas de integracién simbélica dentro de campos con
extensiones algebraicas sea distinta y requiera herramientas méas avanzadas, sus aplicaciones podrian
resultar teniendo varias similitudes con respecto al trabajo hecho en las extensiones puramente tras-
cendentales. Reiterando lo discutido al inicio de este capitulo, se invita al lector a visitar la literatura
pertinente a la integracion de funciones elementales algebraicas si desea conocer la tltima pieza del
rompecabezas que es el algoritmo de integracién de Risch.
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capiTuLo 11

Conclusiones

Se present6é una formalizacion matematica de la rama del Algebra Diferencial, profundizando
especialmente en la Integracion Simbodlica. Esto nos llevo a la determinacion de integrabilidad
de funciones, en ocasiones mezclando el problema con el mundo de la solucion de ecuaciones
diferenciales de primer orden.

A lo largo de este trabajo se definié formalmente a las funciones elementales como objetos
algebraicos, y se ahond6 en las propiedades diferenciales que dichos objetos presentan. También
se presentaron los campos de funciones elementales, dentro de los cuales se establecié una
estructura especial.

Se expusieron varios algoritmos de integracién en términos finitos usando como base la integra-
cion de funciones racionales. El algoritmo de Rothstein-Trager present6 una mejora por encima
de la descomposicion por fracciones parciales de un denominador en sus factores lineales.

Se demostraron varios teoremas que son utilizados ampliamente en la determinacion de existen-
cia de antiderivadas elementales. Como herramienta base se demostroé el principio de Liouville,
que presenta las condiciones necesarias para que la antiderivada de una funcién elemental sea
también una funcién elemental.

Se logré construir un algoritmo de integracion que construye por completo la antiderivada de
una funcién elemental trascendental, una vez demostrado que dicha antiderivada también sea
elemental. Este algoritmo se basa en la aplicaciéon del algoritmo de la divisién para separar a
la integral en una parte polinomial y una parte racional, las cuales poseen teoremas especificos
para su soluciéon correspondiente. Este algoritmo fue aplicado para mostrar la inexistencia de
representaciones en términos de funciones elementales para varias funciones especiales, como
las famosas

_ 2 ¢ —t? . _ Tl . . roet
erf(z)—ﬁ/o e " dt, ll(m)—/o Tog(@) de, El(x)—/_oo?dt.
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CAPITULO 12

Recomendaciones

Resultaria conveniente ahondar en la Teoria Diferencial de Galois, que entre sus aplicaciones
incluye la capacidad de determinar si las soluciones de ecuaciones diferenciales de mayor orden
pueden ser expresadas en términos de funciones elementales, haciendo uso de la herramienta
algebraica desarrollada por Galois en el siglo XIX.

La definicién presentada para funciones elementales provoca la necesidad de utilizar nimeros
complejos para resolver problemas que a menudo se encuentran dentro del campo real. Una
recomendacion para futuros investigadores es indagar en las funciones elementales reales, para
desarrollar un algoritmo similar al mostrado, sin necesidad de adjuntar niimeros complejos.

Existen mejoras al algoritmo de Rothstein-Trager para la integraciéon de funciones racionales,
incluyendo el algoritmo de Lazard-Rioboo-Trager que minimiza la cantidad de ciclos a realizar-
se. Para la implementacién 6ptima del algoritmo, existe un interés computacional en ampliar
la investigacion de esta u otras mejoras del mismo.

Una posible adicion al principio de Liouville se encuentra en la representacion de antiderivadas
no elementales, haciendo uso de funciones especiales como el logaritmo integral, la funcion
error o los dilogaritmos como posibles nuevas piezas simples en la solucién. También podria
modificarse dicho principio haciendo uso de las funciones elementales reales.

La aplicacion de los teoremas de integracién de polinomios logaritmicos y exponenciales resulta
ser compleja en relacion a los teoremas de Rothstein-Trager, sobre todo en el caso exponen-
cial. Esto se debe a la aparicion de sistemas de ecuaciones diferenciales, para las cuales debe
demostrarse la existencia o inexistencia de una soluciéon dentro de cierto campo de funciones
elementales. Un desarrollo importante en la teoria podria presentarse en la recopilacion de
meétodos sistematicos de solucion de estas ecuaciones diferenciales, de manera que la aplicacion
de dichos teoremas se simplifique significativamente.
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cAPiTULO 14

Anexos

14.1. Expresiones para funciones elementales conocidas

En el capitulo [7} se defini6 formalmente a las funciones elementales a través del uso de las
funciones logaritmicas, exponenciales y algebraicas como elementos de extension para campos de
funciones racionales. En dicha clasificacion de funciones parecen hacer falta algunas funciones muy
importantes en el cilculo. Por ejemplo, la ausencia de las funciones trigonométricas y sus inversos
podria crear alerta. Sin embargo, en este anexo se muestra que dichas funciones si estan presentes,
pues son combinaciones de funciones elementales sobre el campo de los nimeros complejos.

14.1.1. Funciones trigonométricas

Del Anélisis de Variable Compleja, se sabe que €' = cos(z) + isin(x). De aqui, se obtiene

6i:1: _ efiz eiz + efia:

sin(z) = ——, cos(z) = ) (14.1)

Luego, también es claro que
T —ix

e —e

tan(x) = m

(14.2)

En cuanto a las expresiones para csc(z), sec(x) y cot(z), simplemente es necesario calcular el
reciproco multiplicativo de sin(z), cos(z) y tan(z), respectivamente.

14.1.2. Funciones trigonométricas inversas

De la ecuacion [14.1] es posible demostrar que

sin~!(x) = fz'log< 1—a2+ m) (14.3)
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Ademas, de la ecuacién se obtiene la expresion

tan™!(z) = ‘ (log(1 — iz) — log(1 + iz)) = %log (1 _T_ Z) . (14.4)

| =

Para obtener las cuatro funciones trigonométricas inversas restantes, es necesario utilizar las
propiedades de reciprocidad y de complementos de angulos. De esta manera,

csc™(z) = sin™! <;) , cot™(z) = tan™? (;) , (14.5)
cos !(z) = g —sin~!(x), sec ! (z) = T csc 1 (z). (14.6)

Asi, todas las funciones trigonométricas y sus inversas pueden ser expresadas a través de funciones
elementales sobre el campo C.

14.1.3. Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Es claro que las funciones hiperbolicas sinh(x), cosh(z), tanh(x), y sus reciprocos, son elementales
al ser combinaciones de campo de exponenciales:

T _ ,—x x —x sinh
sinh(z) = %, cosh(z) = %, tanh(z) = Z;I;h((xm))' (14.7)
Ademaés, también es posible calcular sus inversos a través de las siguientes representaciones:
sinh ™ (z) = log( 1+22+4 :c), cosh™!(z) = log< 1—22+ x), (14.8)
_ 1 1+ _ 4 (1
1y L 10 — 11
tanh™ (z) = 5 log(1 — x)’ coth™ " (z) = tanh (z) ) (14.9)
1 —1 1 -1 : -1 1
sech™ " (z) = cosh -1, csch™ " (z) = sinh —-. (14.10)
x x

Todas estas relaciones se desprenden de simple algebra de funciones inversas. De esta manera, todas
las funciones hiperbolicas y sus inversos pueden ser expresadas a través de funciones elementales
sobre el campo R.

14.2. Funciones especiales

En la conclusion del capitulo [J] se hace referencia a la existencia de dos perspectivas distintas a
la que se tomo en esta investigacion. La primera perspectiva nueva es la de las funciones elementales
reales, que se utilizan para resolver el mismo problema que resuelven las funciones elementales aqui
estudiadas, pero completamente dentro de los ntimeros reales. La segunda perspectiva nueva es la
de funciones no elementales, las cuales surgen al integrar funciones elementales que no poseen una
antiderivada elemental. En este anexo, se definiran las bases de ambas perspectivas.

14.2.1. Funciones elementales reales

En los articulos de Risch [I8] y Bronstein [4] se discuten las funciones elementales reales. Entre
ellas, se encuentran las funciones logaritmicas, exponenciales y algebraicas, las cuales se definieron
en el capitulo [7] Sin embargo, hacen falta dos nuevas funciones, que permiten el uso de funciones
trigonométricas y sus inversas sin necesidad del campo de los ntimeros complejos.
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Definicién 14.1 (Tangente): Sea F un campo diferencial, y sea G una extension diferencial de F.
Sea g € G tal que existe f € F que cumple la ecuacion diferencial

D(g) = (1 +¢*)D(f). (14.11)

Entonces, se dice que g es una tangente sobre F. Esto se denota a través de g = tan(f).

La intuicion detras de esta definicion proviene de notar que si g = tan(f), usualmente se esperaria
que D(g) = sec?(f)D(f). Pero sec?(f) = 1 + tan?(f), que es el factor que aparece en la definicion.

Definicién 14.2 (Tangente inversa): Sea F' un campo diferencial, y sea G una extension diferencial
de F. Sea g € G tal que existe f € F' que cumple la ecuaciéon diferencial

D(g) = 1D+(];)2 .

Entonces, se dice que g es una tangente inversa sobre F, y se denota con g = tan™!(f).

(14.12)

Es posible apreciar una similitud entre las funciones tangente y tangente inversa como la que
existe entre las funciones logaritmo y exponencial. Esto se debe a que en ambos casos se esti
trabajando con funciones inversas, de manera que g = tan(f) si y solo si f = tan"!(g), bajo una
eleccion apropiada de los campos diferenciales.

A través de estas nuevas funciones, es posible adquirir todas las demés funciones trigonométricas
y sus inversos. Para seno y coseno,

B 2tan(§)
1+ tan?(%)’

cos(x) = % (14.13)

sin(x) = T+ tan(2)

Y para las tres restantes, los reciprocos son suficiente. Por otro lado, para las funciones trigonomé-
tricas inversas basta notar que

sin~!(z) = tan™! (h) . (14.14)

En cuanto a las funciones restantes, las ecuaciones y se encargan de su representacion.

En este estudio, también es usual definir a la tangente hiperbolica y a su inversa de manera
algebraica. Sin embargo, estas funciones ya estan definidas en el anexo [14.1] especificamente en las
ecuaciones[14.7y[I4:8] En ambas formulaciones es claro que los niimeros complejos no son necesarios,
por lo cual las tangentes hiperbolicas y sus inversos pueden verse como funciones reales dependientes
de las exponenciales y los logaritmos. Lo mismo no es cierto sobre la tangente y la tangente inversa,
pues estas solo dependen de las exponenciales y los logaritmos en el campo complejo. En R, estas
funciones son completamente independientes e irredundantes.

14.2.2. Algunas funciones no elementales

Al integrar ciertas funciones cuyas antiderivadas son no elementales, a menudo es posible notar
que estas pueden ser expresadas a través de otras funciones no elementales més “simples”. Este
comportamiento puede observarse en el ejemplo [I0.5]

/log(log(w)) dz = zlog(log(zx)) — li(z).

Aqui li(z) = [ @ dz, la cual se demostr6 que es no elemental en el ejemplo|10.1{ Esto ha incenti-
vado el estudio de las funciones especiales para representar varias antiderivadas no elementales. En
esta seccion, se presentan definiciones de varias de estas funciones especiales, como surgen en los
articulos de Baddoura [2] y de Cherry [5].
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Definicion 14.3 (Logaritmo integral): Sea F' un campo diferencial, y sea G una extension diferencial
de F. Sea g € G tal que existe u € F con log(u) € F que cumple la ecuacion diferencial

_ D
log(u)’

D(g) (14.15)

Entonces, se dice que g es un logaritmo integral sobre F, y se denota con g = li(u).

La funcién logaritmo integral basica surge de tomar u = x. Otra funcién que resulta ser un
logaritmo integral es la funcion exponencial integral Ei(z) = [ & daz, la cual es no-elemental segtin
el ejemplo [I0.13] Esto, a través de la funcion u = e®. Asi,

D(g) = fg((e;)) = % = li(e®) :/%dx.

Aunque la notacion es similar, no debe confundirse la funcién logaritmo integral con el diloga-
ritmo, presentado seguidamente.

Definicion 14.4 (Dilogaritmo): Sea F' un campo diferencial, y sea G una extension diferencial de
F. Sea g € G tal que existe u € F' que cumple la ecuacion diferencial

D(g) = w. (14.16)

Entonces, se dice que g es un dilogaritmo sobre F', y se denota por g = Lis(u).

Tomando u = 1 — e* en la definicion del dilogaritmo, se obtiene el caso del ejemplo [10.10| para

los pardmetros n =1, « = —1, y § = —1. Esto, pues se tendria
D(1 —e%)log(e*)  —ze® —x . x
D(g) = = = = Lis(1—-¢")= | ———dx.
9) 1—e® 1—e® —14+e® i2( ¢) /—1—5—6*95 .

Cabe resaltar que el dilogaritmo es el caso especial s = 2 de los polilogaritmos, que siguen la

siguiente recursion integral:
Lis_1(z
Li,(2) :/#()dz.
z

El estudio de la integraciéon simbélica en términos de polilogaritmos sigue en proceso, pero pueden
encontrarse resultados parciales en el articulo de Hebisch [10], publicado en 2019.

Definicion 14.5 (Funcion error): Sea F' un campo diferencial, y sea G una extension diferencial de
F. Sea g € G tal que existe u € F' que cumple la ecuacion diferencial

D(g) = %exp(—uQ)D(u). (14.17)

Entonces, se dice que g es una funcion error sobre F, y se denota por g = erf(u).

Tomando u = x en esta definiciéon, se obtiene la integral del ejemplo [10.12] Esta es, sin lugar a
dudas, una de las integrales no-elementales mas ttiles en la ciencia y tecnologia.
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Lista de simbolos

Maximo comun divisor de a y b.
Grado de la funcién polinémica f.

Determinante de la matriz M.

Integral de la funcion f(x) con respecto a la variable .

Producto desde a hasta b de términos de la sucesion{cy }rez.

Suma desde a hasta b de términos de la sucesion {c }rez.

Conjunto vacio.

Relacion de pertenencia.

Conjunto de ntmeros complejos.

Conjunto de ntimeros naturales.

Conjunto de nimeros racionales.

Conjunto de ntumeros reales.

Conjunto de ntimeros enteros.

Relacion de no pertenencia.

Resultante sobre el simbolo « de los polinomios f y g.
Relacién de subconjunto.

Funcién f con dominio en A y contradominio en B.

Conjunto de funciones racionales con coeficientes en K sobre la variable x.

Conjunto de polinomios con coeficientes en K sobre la variable x.

Relacion p divide a q.

Relacién p no divide a gq.
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