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Prefacio

La conjetura de Erdds-Szekeres: Supongamos que tenemos n puntos en el plano en posicion
general. jExiste algin subconjunto de estos puntos que formen los vértices de un poligono convexo
de k lados? Mas atn, ;Cuantos puntos n nos aseguran la existencia de tal poligono convexo de k
lados, sin importar la configuracién de los puntos? Esto es lo que se preguntaron FErdos y Szekeres,
y lograron demostrar que siempre existe un n finito que asegura el resultado deseado. Ademés,
demostraron que el nimero de puntos necesarios debe de ser mayor o igual a 2¢=2 + 1 y de hecho
conjeturaron que n debe de ser exactamente 2572 4 1 para asegurar la existencia de tal poligono
convexo.

La conjetura de Erdds-Szekeres ha sido verificada para los casos con k < 6 [9]. Ademas, se han
encontrado cotas superiores para el numero de puntos necesarios para afirmar la conjetura, la cota
mas cercana (por el momento) es 25+C() [§]. A pesar de que la conjetura de Erdds-Szekeres pare-
ce bastante elemental por tratarse inicamente de puntos en el plano, este problema sigue estando
abierto. Una de las mayores dificultades para atacar el problema parece ser la falta de una repre-
sentacion de las posibles configuraciones de puntos en el plano. Es por esto que buscamos dar dicha
representacion, para tener més herramientas para abordar el problema.

Agradecimientos: A mis papéds y mi hermana, por el apoyo incondicional a lo largo de toda la
carrera y por haberme escuchado hablar incansablemente sobre lo que presento a continuacion.
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y recomendarme un buen libro para aprender (Topology, de James Munkres). A Nancy por conven-
cerme de cambiarme de carrera y pasarme a matematica, la cual fue una de las mejores decisiones
que he tomado. A ellos dos, junto con Ricardo Barrientos, Alan Reyes, Maria Eugenia Contreras y
otros por haber sido tan buenos catedraticos y haber inspirado mi pasién por la matematica pura.
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Resumen

En este trabajo, damos una definiciéon formal de lo que son las posibles configuraciones que
queremos clasificar. Ademas, damos una representacion de dichas configuraciones que puede verse
equivalente a la dada en [I]. Sin embargo, definimos una relacién de equivalencia con la cual ya no
se tienen representaciones repetidas para las configuraciones convexas.

Luego, con el afan de identificar la convexidad de subcojuntos de puntos utilizando las represen-
taciones, definimos una funcién ¢ que induce una invariante sobre el conjunto de todas las confi-
guraciones de n puntos en el plano. Por dltimo, utilizando esta misma funcién ¢ podemos calcular
unas tuplas de nimeros que llamamos etiquetas, que nos permiten diferenciar las representaciones.
Resulta que al calcular dichas etiquetas para las primeras configuraciones convexas, obtenemos los
nimeros Eulerianos, que a su vez pueden expresarse en términos de polilogaritmos.
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CAPITULO 1

Introduccién

Con el afan de poder investigar la conjetura de Frdos-Szekeres, buscamos primero tener una
representacion de todas las posibles configuraciones de puntos en el plano con la que podamos tra-
bajar. Por ello, investigamos coémo se comportan dichas configuraciones respecto a la convexidad de
sus subconjuntos. Vamos a notar que podemos definir una nocién de homotopia, lo cual nos permite
también definir una relacién de equivalencia para simplificar el problema. Luego, notaremos que las
rectas inducidas por los puntos juegan un papel importante en la clasificaciéon de las configuraciones
de puntos en el plano, por lo que utilizaremos estas lineas para dar una representacién de dichas con-
figuraciones. Estudiaremos propiedades de dicha representacion y obtendremos una forma de generar
todas las posibles configuraciones de la representacion. Vamos a ver que en efecto, la representacion
propuesta logra identificar los subconjuntos convexos que estamos buscando.

Mas adelante, con el fin de medir la convexidad de los subconjuntos de alguna forma, vamos
a definir una funcién sobre la representacion de lineas. También estudiamos varias propiedades de
dicha funcién y demostramos que esta funcion induce una invariante sobre todo el conjunto de repre-
sentaciones para n puntos en el plano. Mas atn, esta funciéon se puede extender a un homomorfismo
entre dos grupos adecuados.

Por ultimo, utilizaremos esta misma funcion para definir nuevamente otra representacion. Esto
nos dard una conexion inesperada con los nimeros Eulerianos y con los polilogaritmos. Con todo
esto, buscamos dar un primer paso en el camino de demostrar la conjetura de Erd&s-Szekeres.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

Estudiar las configuraciones convexas de puntos en el plano con el fin de tener una herramienta
para poder intentar atacar la conjetura de Erdos-Sekerez.

2.2. Objetivos especificos

= Proponer una representacion de las posibles configuraciones convexas de puntos en el plano.

= Estudiar cémo se relacionan entre si dichas configuraciones, en particular, mostrar una inva-
riante.

= Mostrar la relacion entre dicha representacion y los polilogaritmos.



CAPITULO 3

Justificacién

Con respecto a la clasificacion de configuracidénes convexas en el plano, buscamos poder repre-
sentar a cada posible configuracién por algin otro conjunto que conozcamos mejor, de tal forma que
exista una biyeccion entre el conjunto de posibles configuraciones y la representacion. En 1980 se
publicod una clasificacion que pretende justamente esto [I]. Sin embargo, la representacion obtenida
tiene dos problemas: existen representaciones que no se pueden realizar geométricamente, y existen
representaciones repetidas para las mismas configuraciones, especialmente para las configuraciones
convexas.

Por lo tanto, es deseable una mejor representacion de las posibles configuraciones de puntos en el
plano. Mas atun, buscamos encontrar propiedades de dichas representaciones y conexiones con otras
areas de la matematica para poder tener més herramientas para abordar el problema.



cAPITULO 4

Configuraciones convexas

4.1. Configuraciones de puntos en el plano

Queremos estudiar las posibles configuraciones de un numero finito de puntos en el plano en
posicion general. Por posicion general nos referimos a que ningin subconjunto de 3 de estos puntos
esté sobre la misma recta [6]. A este conjunto de posibles configuraciones lo denotaremos como P(n),
con n € Z*. Denotemos [n] :={1,2,...,n}, entonces

P(n) := {f : [n] — R?|la imagen de f esta en posicién general}

X@) =D
X() = A °
°
X()=FE
X:{1,2,3,4,5}—>]R2 [ )
X@) =B
* X@) = C
[ ]

Figura 4.1: Ejemplo de una configuraciéon de puntos en el plano

A los elementos de P(n) los denotaremos como X, Y, etc. y a las imégenes de cada punto
usualmente las denotaremos como A, B,...,C, D, E en lugar de X(1), X(2),...,X(n), Figura
Dado X € P(n), por conveniencia nos referiremos a X tanto a la imagen de la funciéon como a la
funcién misma, dependiendo del contexto. Es decir, que X \ A representa el conjunto de imagenes
menos A = X (1), y X(95) es la imagen de S C [n].



4.2. Convexidad

Dado un conjunto finito X de puntos en el plano, denotamos como X a la envolvente convexa
de X. Como X es un conjunto finito de puntos, X es un poligono convexo y denotamos como |X |
al namero de lados de X.

Estamos interesados en estudiar la convexidad de los subconjuntos de puntos de cualquier con-
figuracion. Sin embargo, no nos interesa la posiciéon exacta de cada punto en el plano, sino que solo
el nimero de lados de la envolvente convexa de cada subconjunto. Ademés, notemos que en nuestra
definicién de P(n) estamos nombrando cada punto de la imégen, pero el orden en que nombra-
mos los puntos no afecta la convexidad, Figura [4.2] Por lo tanto, definimos la siguiente relacién de
equivalencia:

Definicion 1. Sean X,Y € P(n), decimos que X es convexamente-equivalente a Y, denotado por
X~Y,sido€e§,> A .

VS C [n], [X(S)] = [Y(o(9))]
Donde S,, es el conjunto de permutaciones de n elementos. Podemos pensar en ¢ también como una
funcién de la imagen de X a la imégen de Y.

X4) =D Xoo(4) =
X(1) = A 'y Xoo(l) = B °
o e
XG)=E Xoo(5) =
o °
X(@2) =B Xoo(2) =
o - ®
X@B)=C Xoo(3) =F
® °
X:{1,2,3,4,5} > R2 (12345) N (21534)
S=1{1,2,3,4,5) IX(S)] = X(a(9))| =

Figura 4.2: Relacién de equivalencia por convexidad

Claramente ~¢ es una relacion de equivalencia sobre P(n). El espacio que queremos clasificar es
precisamente el espacio de configuraciones Q,, := P(n)/ ~¢.

Sean X,Y € P(n) tales que X ~¢ Y. Denotemos por C(X,Y) al conjunto de todos los mapeos
entre X y Y que preservan convexidad, i.e. C(X,Y) := {o € S,, : ¥S C [n],| X (S)| = [V (¢(S))|}. En
particular, tenemos que C(X) := C(X, X) es un subgrupo de S,,. Ademés, si C(X,Y) = {0, }icz,
entonces {aj_l 00;}ijez C C(X) similarmente {o; o Uj_l}i,jez cCy).

SeaXEP( )y sean s,t € X tal que 3o € C(X) > s +> ¢ entonces 0! € C(X) es tal que

t »—> s. Decimos que s y t son intercambiables, denotado por s ~¢ t. Notese que ser mtercamblableb
induce una relacién de equivalencia. Formalmente, s ~¢ t si y sélo si 30 € C(X) > s +% t. Entonces,
podemos separar a X en componentes, dadas por X/ ~¢. Notese que todo o € C(X) deja invariante
las componentes, i.e. se puede proyectar a una funciéon 6 : X/ ~c— X/ ~¢ que es igual a la
identidad en X/ ~¢. Ademas, todos los elementos de una componente se pueden intercambiar.
Por lo tanto, sean Ki, Ka,..., K, los componentes de X y I; := |K;|,i = 1,...,r, tenemos que
C(X) >~ Sl1 X Slz X X Slr-



Ahora, queremos ver como se relacionan las componentes de dos configuraciones que son con-
vexamente equivalentes. Sean X,Y € P(n), K € X/ ~¢ una componente de X y 0 € C(X,Y).
Entonces, la imagen de K bajo o esta contenida en una componente de Y/ ~¢. En efecto, suponga-
mos que existe s,t € K tales que o los mapea a diferentes componentes de Y/ ~¢, entonces, como
s;te K = FyeC(X)2dq(s)=t = oyo ! € C(Y) es tal que intercambia las imdgenes de s y
t, por lo que deben de pertenecer a la misma componente. Lo mismo es cierto para C(Y, X), por lo
que toda funcion o € C(X,Y) se puede proyectar a una funcion de & : X/ ~c— Y/ ~¢. Esto quiere
decir, que podemos simplificar el estudio de C(X,Y") estudiando unicamente las funciones entre sus
respectivas componentes.

4.3. La frontera de una configuraciéon

Dados X,Y € P( ), X ~¢ Y, queremos estudiar en qué casos podemos mapear la frontera de
X a la frontera de Y. Por frontera de X, denotada 90X, nos referimos a el conjunto de puntos de X
que forman los vértices del poligono X. Resulta que el asegurar que podemos mapear 0X a Y es
un paso importante en la clasificacion de €2, que veremos méas adelante. Dada o € C(X,Y), viendo
a o como funciéon sobre las imagenes de X,Y, decimos que o mapea la frontera de X a la frontera

de Y si 0(8X) = dY, Figura

X(4) =D

X, YePm), X~cY 0 : (ABCDE) — (BAECD) S=1(1,2,3, 4}
o(dX(S)) = o({A, B,C,D)) = {A,B,C,E} = 9Y(S)

Figura 4.3: La frontera de una configuraciéon
En este ejemplo, o0 mapea la frontera de X a la frontera de Y

Planteamos la siguiente pregunta: R R
Si X ~c Y, jexiste 0 € C(X,Y) 2 0(9X) = 9Y? R
Maés atn, jexiste 0 € C(X,Y) 2 VS C [n],0(0X(S)) = 9Y (5)?

Este es el paso faltante para asegurar que la representacion de §2,, presentada a continuacién es
completa y exacta, i.e. existe una biyeccion entre la representacion y €.



4.4. Relaciéon de homotopia

Sea X € P(n) y consideremos el conjunto de todas las lineas inducidas por los puntos de X en
R?, denotado por .Z(X). Estas lineas separan el plano en regiones R? \ Z(X). Podemos obtener
una nueva configuracion X* € P(n + 1) a partir de X agregando un punto en una de las dichas
regiones, pero observemos que una vez seleccionada la regiéon, no importa la posicién exacta del
punto que estamos agregando, la configuracion resultante es convexamente equivalente, Figura @
Lo tnico que podria darnos una configuraciéon distinta respecto a ~¢ al agregar el nuevo punto es
que escojamos otra region de R\ .Z(X), esto podemos visualizarlo como si dejamos fijos a todos los
puntos de X y movemos de manera continua el punto que estamos agregando hasta atravesar alguna
linea de £ (X) para llegar a otra region, a esto le llamaremos el movimiento mas adelante. Por otro
lado, notemos que las isometrias dejan invariante la convexidad y recordemos que toda isometria de
R? se puede escribir en términos de una traslaciéon, una rotacién y una reflexion.

Figura 4.4: Homotopia sobre configuraciones de puntos
Podemos mover el punto dentro de la regién sombreada sin afectar la convexidad de la
configuraciéon

Definamos el siguiente concepto de homotopia: Sean X,Y € P(n), decimos que X,Y son homo-
topicamente equivalentes, denotado por X ~ Y si podemos mover de manera continua los puntos
(uno a uno) de X sin cruzar ninguna recta inducida por el resto de puntos hasta llegar a formar Y,
salvo una posible reflexién. Formalmente, X ~, Y siy sélo si 3F : [0,1] x [n] — R?, Fy(s) = F(t,s)

1 -1
vy R € {{0 (ﬂ , [ 0 (1)] }, tal que F es continua, Fy = X, F} = RY y F se puede descomponer
en partes de la siguiente forma: 30 = ¢; < to < --- <t = 1y f': [ti,tiy1] X [n] = R?, con
fi(s) = fi(t,s) continuas tales que cada f* deja fijos a todos los puntos de X; = fi. excepto po-
siblemente a un z; = X;(s;), para algin s; € [n], donde ff(s;) € R\ L(X; \ @), Vt € [ti,tiz1] ¥
F[ti1ti+1] - fl,Vi == 1, ey k/’

Notese que las transformaciones de rotacion, traslaciéon y escalamiento para un nimero finito de
puntos se pueden alcanzar bajo esta nocién de homotopia. Ademés, podemos observar que X =~
Y = X ~¢ Y, dado que la convexidad de ningin subconjunto cambia a menos que cruzemos
una de las rectas inducidas por los puntos. Esta relaciéon de equivalencia junto con el movimiento
previamente descrito nos serviran para construir una representaciéon de §2,,.



CAPITULO b

Representacion de configuraciones

5.1. Representaciéon por lineas

Sea X € P(n) una configuracién con imagen {A, B,C, ..., D, E} no degenerativa, es decir, que
Z(X) no contiene lineas paralelas. Entonces, cada linea de £(X) se puede representar por un
punto tnico en RP!, espacio que es homeomorfo a el circulo S!. Como .Z (X) es finito, existen
abiertos de RP! ~ S! homeomorfos a un intervalo de R que cubren a la imagen de .Z(X), por lo
que podemos inducir un orden en Z(X). Este orden es tnico una vez escogamos la orientacion
del homeomorfismo con el intervalo de R y el punto inicial del orden, por convencién empezaremos
siempre con AB y fijemos una orientacion de RP'. Ademas, podemos pensar en este orden como
ciclico, ya que si seguimos recorriendo RP! con la misma orientaciéon volvemos a encontrarnos con
las representaciones de las lineas de .Z(X) en el mismo orden, Figura [5.1}

Figura 5.1: Construccion de £(X)
En este ejemplo, £L(X) = AB|AC|AD|BC|BD|CD para una configuracion de €y



A este orden de las lineas es lo que llamaremos la representacion por lineas, denotado por
L(X). Notemos que la relacion de homotopia no afecta el orden de las lineas, salvo un posible cambio
de orientacion en el orden por la reflexion, por lo que dos configuraciones homotdpicas tienen la misma
representacion. Ademaés, como el nimero de permutaciones de (g) elementos es finito y ~;, = ~¢,
entonces |Q2,,| es finito.

AB|AC|BC|AD|BD|CD AB|AD|AC|CD|BC|BD

Figura 5.2: Ejemplo de £(X)
Las tnicas dos configuraciones de €2,

Decimos que dos lineas de .Z(X) son disjuntas si los puntos que las inducen son 4 puntos distintos.
Sean X,Y € P(n) configuraciones no degenerativas, es decir que sus imagenes no inducen rectas
paralelas, decimos que X ~ Y si después de posiblemente intercambiar lineas adyacentes disjuntas
un ntmero finito de veces, L(X) = L(Y), i.e. las dos representaciones por lineas coinciden. Por
ejemplo,

ABJ|AC|BC|AD|BD|CD ~ AB|AC|AD|BC|BD|CD (BC < AD)
AB|AC|BC|AD|BD|CD ~ AB|CD|AC|BC|AD|BD (AB + CD)

Bajo esta nocion de igualdad ~ dada por las representaciones de lineas, podemos extender la
definicion de £(X) a toda X € P(n), quitando la restriccion que X sea no degenerativa. En caso
que existan rectas paralelas, escogemos arbitrariamente un orden entre ellas.

Decimos que X ~r Y si X ~ RY, donde R es una reflexion o la identidad. Definimos la relacion
de equivalencia ~j, sobre P(n) de la siguiente forma: Sean X,Y € P(n), X =~ Y si y solo si
do € S, 3 X ~ Yo, es decir X ~p Y salvo un renombramiento de los puntos. El conjunto
P(n)/ =~ es nuestra representacion de §2,,. Mas adelante mostraremos que ~; = ~¢ y bajo la
hipotesis mencionada en la secciéon de convexidad, ~¢ = ~,.

5.2. Movimientos

Como podemos ver en la Figura [5.3] el intercambiar rectas adyacentes disjuntas en nuestra
representacion por lineas, corresponde a mover los puntos de tal manera que dos rectas pasen siendo
paralelas e intercambien su pendiente.



Figura 5.3: Lineas paralelas
La convexidad sigue invariante después de intercambiar rectas disjuntas
BC + AD

Ahora estudiaremos formalmente el movimiento mencionado con anterioridad. Consideremos una
configuracion X € P(n) tal que el punto A esta en una region tal que uno de los lados de su frontera
esté conformado por un segmento de la recta BC, como se muestra en la Figura [5.4l Entonces el
movimiento Mp4c(X) consiste en mover el punto A a la region adyacente separada por el segmento
de la recta BC.

.. |AC|BC|AB]...
|~

N
.. |AB|BCJAC|...

->0

Figura 5.4: Movimiento
El mover el punto A por la recta BC' corresponde a intercambiar las rectas AC 'y AB

Usando la nocién de homotopia previamente descrita, dado que el segmento de la recta BC' forma
parte de la frontera de la region donde se encuentra A, podemos mover el punto A arbitrariamente
cerca a la recta BC' de manera homotopica, por lo que no afectariamos la representacion de lineas de
X. Sin embargo, mientras hacemos esto, las pendientes de las rectas AC, AB, BC (y su representacion
en RPl) se parecen cada vez més y como podemos acercar el punto A a la recta BC' tanto como
querramos, necesariamente las rectas tienen representaciones adyacentes en RP!. Sabemos entonces
que en la representacion de lineas de X tiene que tener a las rectas AC, AB, BC adyacentes. Por

10



inspecciéon en la Figura podemos notar que la pendiente de BC permanece invariante bajo
el movimiento Mpac(X), mientras que las pendientes de AB y AC se intercambian, por lo que
sabemos entonces qué le pasa a nuestra representaciéon de lineas de X. La representaciéon de lineas
de X originalmente tiene a las rectas AC, AB, BC adyacentes, con BC' en medio de AB, AC, y el
movimiento Mpac(X) nos devuelve otra configuracion Y con otra representacion de lineas, donde
la tinica diferencia es que intercambiamos las rectas AC'y AB.

Por otro lado, si en la representacion de lineas de X tenemos a las lineas - --|AB|AC|BC]| - -,
entonces intuitivamente el punto B se encuentra en una regién cuya frontera estd conformada en
parte por un segmento de la recta AC' y podemos acercar el punto B homotopicamente a AC' tanto
€cOmMoO querramos.

Formalmente, sea [X] € P(n)/ ~, B € X, AC € £ (X \ B) tal que AC forma parte de la frontera
de la region de R? \ .Z(X) donde se encuentra B, entonces el movimiento Mapc([X]) nos devuelve
otra clase [Y] € P(n)/ ~, donde X \ B= X \Y y B €Y se encuentra en la region adyacente a la
region donde se encontraba en X, separada por AC.

5.3. Grafo de configuraciones

Notemos que toda configuracion X de P(n) o [X] de P(n)/ ~ puede ser alcanzada empezando
con cualquier configuracion fija Xy por medio de una secuencia de homotopias y movimientos.
Por lo tanto, podemos generar toda la lista de posibles configuraciones de 2,/ ~; a partir de
una configuraciéon conocida y aplicando el movimiento siempre que sea posible (y posiblemente
intercambiando rectas disjuntas).

Podemos entonces estudiar las diferentes clases de equivalencia de P(n)/ ~ y como es que estas
estan conectadas unas con otras. Definimos entonces el siguientes grafo: G tiene como vértices las
clases de equivalencia de P(n)/ ~ y dos vértices [X], [Y] estan conectados si existe un movimiento
tal que M, ([X]) = [Y]. Por lo mencionado anteriormente, este grafo es conexo. Ademas, podemos
definir los grafos G, GL ,GL_ de manera similar, donde los vértices son las clases de equivalencia
de ~p,~,~c respectivamente, y dos vértices estan conectados si existen representantes en dichas
clases de equivalencia tales que podemos llegar de uno al otro por algiin movimiento. Mas adelante

vamos a demostrar que ~; = ~¢, por lo que existen las proyecciones naturales
n n n n
GL—GL, = GL, — GL,

Por ejemplo, G2, posee solo dos configuraciones o vértices conexos: un tridngulo ABC' y su reflejo
ACB, Figura[5.5]

AB|AC|BC AB|BC|AC

Figura 5.5: Configuraciones de G2,
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Otro ejemplo es G%, que se muestra en la Figura Cada vértice representa una posible configu-
raciéon de P(4)/ ~. Los puntos de las configuraciones fueron etiquetados con las letras A, B, C, D.

Por simplicidad, los vértices etiquetados de la forma ABC, representan la configuracion del
triangulo ABC' con el cuarto punto D en el interior de dicho triangulo. Por otro lado, los vértices
etiquetados de la forma ABCD representan la configuracion dada por un cuadrado con vértices
ABCD. Dos vértices estan conectados si y so6lo si esas dos configuraciones son adjayacentes, es
decir, podemos pasar de la primera a la segunda configuracién realizando un solo movimiento.

Podemos observar G% en la Figura desde diferentes puntos de vista. Resulta que G% es un
dodecahedro rémbico |Abrir en Geogebral.

ACBD

ADBC
ABD
ABDC ABDC ADB ACBD
ADB ADCB ACB Ps ® ®
ADCB ] ABCD ACD
ABD BDC ABC
ACBD ADBC ACBE [ \ 4 4 ADC
ACD ABCD BCD ¢ c BgD °
ACDB ADB BDC ACDB

Figura 5.6: Diferentes vistas de G4,
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A continuacién se muestra G‘iR en la Figura que tiene la mitad de los vértices que G2%. De
hecho, es igual a G2 con los vértices opuestos identificados.

ABD

. . ., 4
Figura 5.7: Representacion de G7,

A continuacién se muestra G4 . en la Figura Notemos que solo tiene dos vértices, que
corresponden a los dos tipos de vértices en G4 : los que tienen 4 puntos adjacentes y los que tienen
3 puntos adjacentes, que corresponden a la configuracién convexa y a la configuracién no convexa,
respectivamente.

ABCD ABC
O —

: . P 4 _ 4
Figura 5.8: Representacion de G2, = GX

C

Podriamos intentar visualizar de la misma forma el grafo de configuraciones para 5 puntos, i.e.
G2 . Sin embargo, el ntimero de posibles configuraciones crece demasiado rapido, de tal forma que se
vuelve dificil de calcular y visualizar. Atn asi, conocemos cierta estructura de G2 : sabemos que una
configuracién de 5 puntos en el plano, tiene (i) = 5 configuraciones de 4 puntos como subconjuntos.
Por lo que G?, debe tener 5 copias de G* como grafos menores.

5.4. Configuracion convexa

Ahora construimos un ejemplo importante para ilustrar la representacion de lineas, Figura
Este ejemplo nos seré util mas adelante. Vamos a construir una configuracién convexa, denotada por
A, € P(n), de tal modo que nos aseguramos que cada recta que agregamos tiene menor pendiente
que todas las anteriores, por lo que vamos a conocer su representacion de lineas. Procedemos de la
siguiente forma:

Supongamos que tenemos n puntos xg, 1 ...x,—1 cuyas coordenadas vamos a definir a continua-
cion. Coloquemos a zg en (0,n) y a 21 en (0,n — 1). Ahora, para el tercer punto xs, existe el menor
entero k € Z* tal que si colocamos x2 en (1,17 — 2) la pendiente de la recta zoz; es mayor que la
pendiente de la recta x1z2. Podemos continuar con este proceso y colocar cada z; en (k;,n—1), donde
k; es suficientemente grande para asegurar que las nuevas lineas inducidas tienen menor pendiente
que todas las rectas previamente inducidas. Aqui se muestra una funcién recursiva para generar
tales coordenadas k; := i(k;—1 — k;—2) + 1. Renombrando los puntos en la construccion previa, sea
A,, € P(n) dada por los puntos A, B,C, D, E, F' ... en la configuracion anterior, tenemos que

L(A,) = AB|AC|BC|AD|BD|CD|AE|BE|CE|DE|AF|BF|CF|DF|EF]| - --
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AB|AC|BC|AD|BD|CD|AE|BE|CE|DE
Figura 5.9: Construcciéon de configuraciéon convexa

Como conocemos la representacion de lineas de A,, y sabemos que todo movimiento en los puntos
equivale a un movimiento en la representacion de lineas, y ademaés, toda configuracion puede ser
alcanzada por movimientos y homotopias, podemos generar la lista de todas las clases de equivalencia
de P(n)/ ~ y por ende de P(n)/ ~r. En los anexos se muestra una tabla con representaciones de
cada clase para n = 4,5, 6.

5.5. Equivalencia entre representacion por lineas y convexidad
Propiedad 1. Sean X,Y € P(n), entonces X ~, V = X~ V,y X ~,V = X~V

Demostracion. Notese que en nuestra definicion de homotopia, ningtn punto atraviesa ninguna linea
inducida por los deméas puntos, por lo que en ningin momento se afecta la representacién de lineas
ni la convexidad. O

Lema 1. Sea X € P(n), entonces

Xe~o A= X~ A,

Demostracion. ( = ) Notemos que cada configuracion convexa X puede ser homotopicamente
deformada en un poligono regular en el circulo unitario. Para ver esto, consideremos el disco més
pequeno que contiene a todos los puntos de X, cuya frontera es un circulo que contiene por lo menos
dos puntos de X, nombrémoslos A y B. Ahora, escojamos una orientacion, e.g. en el sentido de las
agujas del reloj, y procedemos a mover el punto adjacente a A en esa direccion. Podemos mover ese
punto de manera homotodpica al circulo y continuamos en el sentido de las agujas del reloj, moviendo
los puntos uno por uno de manera homotépica al circulo. Una vez terminamos, podemos ajustar
los puntos siempre de manera homotopica para formar un poligono regular. Por ultimo, aplicamos
la rotacion, traslacion y escalamiento necesarios para poner a los puntos en el circulo unitario, con
un punto en (0,1). Como las homotopias también pueden aplicarse en la direccion contraria, en
particular podemos componer la homotopia que lleva a X al poligono regular con la homotopia
que lleva el poligono regular a A, y obtenemos una homotopia entre X y A,,. Como la relacion de
homotopia preserva la equivalencia de ~;, X ~; A,,.
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Figura 5.10: Esbozo de demostracion
Las condiciones dadas por la representacion de lineas nos aseguran que el punto E se encuentre en
la regi6n indicada. La primera condicién nos da las regiones grises. La segunda condicién nos
restringe a las regiones gris oscuro.

( <= ) Procedemos por inducciéon sobre n € Z*. El caso del tridngulo es trivial. Nuestro caso
base, el cuadrado, podemos comprobar exhaustivamente. Asumamos entonces que n > 4, y que
X~ Ay, = X ~¢ Ay, VX € P(n). Sea X;,41 € P(n+ 1) con puntos {A, B,...,C,D, E} tal
que Xp4+1 >~ Ant1. Entonces, luego de un posible renombramiento de los puntos y una posible
reflexion, la representacion de lineas de X es

AB|---|AC|BC|---|AD|BD|---|CD|AE|BE|CE|DE|AF|BF|CF|DF|EF

salvo un posible intercambio de rectas disjuntas. Por hipotesis inductiva, X, := X,,41 \ F es tal que
X ~p A, por lo que X es convexo. Usando la representacion de lineas de X, 11 podemos asegurar
que localmente, BD < BE < CFE < AC'. Esto nos induce 2 regiones en el plano donde podria estar
E, pero la condicion AE < BE < --- < CE < DFE restringe a E a estar en una region que hace que
X 41 sea convexo, como se muestra en la Figura [5.10] O

Lema 2. Sean X,Y € P(n), entonces
XV — XeoV

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n € ZT, con caso base el triangulo, el cual es trivial.
Asumamos entonces que la propiedad se cumple paran > 3. Sean X,Y € P(n+1) tales que X ~ Y.
Salvo una posible reflexion y un renombramiento de los puntos (lo cual no afecta la convexidad),
tenemos que L£(X) ~ L(Y). En particular, podemos eliminar un punto z de X y su correspondiente
2’ de Y para obtener que £L(X\x) ~ L(Y \2’). Repitiendo este proceso cuanto sea necesario, tenemos
que para cualquier subconjunto S de X y su respectivo subconjunto S’ de Y, S ~ S’. Por hipotesis
inductiva, tenemos que | X (S)| = |Y(S’)| para todo S C [n + 1].

Ahora bien, notemos lo siguiente: Todo lado del poligono X estd determinado por dos puntos,
digamos A, B € X, tales que todos los tridngulos que contienen esos dos puntos, i.e. ABC con
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C € X \ {A, B}, se encuentran en el mismo semiplano inducido por AB. Ademaés, £(X) contiene
siempre a las rectas AB, AC, BC'y su orden nos determinan la orientacion del tridngulo, es decir, en
qué semiplano inducido por AB cae el punto C. Por lo que los lados de X estan determinados por
L(X), en particular £(X) determina §X. Como £(X) ~ L(Y) entonces |X| = |8X| = |8Y| = [V]y
tenemos que |X(S)| = [V(S")],VSC[n+1] = X ~c Y. O

Propiedad 2. Sean X,Y € P(n),n > 4 tales que L(X \ z) ~g L(Y \ 2’), para todo z € X y 2’ su
respectiva imagen en Y, entonces L(X) ~g L(Y)

Demostracion. Lo que vamos a demostrar es que £(X) esta determinado por el conjunto de todos
las representaciones £(X \ ),z € X. Sea entonces X = {4, B,...,C, D} € P(n), n > 4. Definamos
L, = L(X \ z), para todo € X. Notemos que L¢ contiene a todas las rectas de X que no pasan
por C, similarmente L contiene todas las rectas de X que no pasan por D. En particular Lc U Lp
contienen a todas las rectas excepto a C'D. Ahora bien, podemos construir Lep = £(X)\ CD de la
siguiente manera: Empezamos con la recta AB, es decir LY, := AB luego observamos qué rectas
siguen en L¢ y Lp, digamos s, t respectivamente. En el caso sean dos rectas disjuntas, no importa
en qué orden las concatenamos a L, para obtener L)) := L% [s|t. En el caso las rectas no son
disjuntas, entonces las dos rectas s,t son inducidas por 3 puntos, y escogemos un cuarto punto x
diferente a esos 3. Entonces L, contiene a las rectas s,t y nos brinda el orden en el que aparecen, sin
pérdida de generalidad supongamos que s < t. Entonces construimos Ligfl, := L% p|s|t. Repitiendo
este proceso r veces, eventualmente habremos incluido todas las rectas, a exepcion de C'D para
obtener £(X)\ CD = L¢cp = L. Finalmente, la recta C'D tiene una posiciéon determinada en

L(X) dada por su posicion en cada L,, por lo que podemos construir £(X) a partir de todos los
L,. O

Corolario 1. Sean X,Y € P(n) tales que L(ABC) ~ L(A'B’C"), para todo triangulo formado por
A, B,C € X y sus respectivas imagenes A’, B',C’' € Y, entonces

L(X) ~ L(Y)

Ahora bien quisieramos que nuestra representacion P(n)/ ~ de 2, fuese completa y exacta,
es decir, exista una biyecciéon entre P(n)/ ~p y Q, = P(n)/ ~¢, lo cual lo podemos escribir de la
siguiente manera:

Conjetura
Sean X,Y € P(n), entonces
XY= X~ Y

Si bien todavia no podemos demostrar esto, podemos demostrar una versiéon mas débil que
depende de las propiedades de las funciones que preservan a la frontera.

Propiedad 3. Sean X,Y € P(n) tales que X ~¢ Y y supongamos que 3o € C(X,Y) 2 VS C [n]
con |S| =4, 0(0X(S)) = 9Y (S), entonces X ~; YV

Demostracion. El resultado se obtiene de la propiedad anterior y del hecho que tal o € C(X,Y) que
preserva la frontera para subconjuntos S de 4 puntos determina completamente a £(S) salvo ~g.
En efecto, si [S], [S'] € Q4 entonces S ~¢ S’ ~c Ay 0 Sy S’ son un tridngulo con un punto adentro.
En el caso de que S ~¢ Ay, por el Lema 1, S ~; Ay, lo mismo para S’ y podemos comprobar que
S ~g S’. En el caso que S sea un tridngulo con un ponto adentro, notemos que todo o € C(S,5") que
preserva la frontera lo tinico que hace es permutar los vértices de dicho tridngulo y mapea el punto
del interior de S al punto del interior de S’. Toda permutacion de un triangulo se puede escribir en
términos de rotaciones y reflexiones. Las rotaciones no afectan a £(.9) y las reflexiones son invariantes
bajo ~g por lo que S ~r S’. Finalmente, como £(S) ~r £(S"),VS C [n],|S| = 4, podemos usar la
propiedad anterior repetidas veces para obtener el resultado £L(X) ~gr L(Y) = X ~p Y. O
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CAPITULO ©

El nidmero de vueltas

Ahora definimos una funcion sobre las representaciones de lineas. Vamos a mostrar que esta
funcion induce una invariante y ademas muestra una inseperada relacién con los niimeros Eulerianos
y polilogaritmos.

6.1. Definicion

Sea X € P(n). Consideremos un ciclo C' de tamafio 3 < k < n de S,,. Entonces, definimos el
namero de vueltas px (C), o simplemente ¢(C'), como el namero de veces que debemos leer £(X)
(de izquierda a derecha) para obtener todas las rectas descritas en C. Uno puede pensar en C' como
un camino en X U.Z(X) y de alguna forma mide los cambios de pendiente de las respectivas lineas.
En la Figura|6.1| se muestra un ejemplo detallado del célculo de ¢ para un ciclo.

Una forma util de interpretar la definicion anterior es considerando el intervalo [0, 1] identificando
el 0y el 1 (para formar un circulo). Ahora dividimos ese intervalo en (g) subintervalos, uno por cada
linea de .Z(X). Al inicio de cada uno de estos subintervalo colocamos cada linea, o el nombre de
cada linea, segtn el orden de £(X). Luego, definimos p(ABC) como la distancia entre la linea AB
y la linea BC' en nuestro intervalo, respetando el orden natural de [0,1]. Es decir, p(ABC) mide la

distancia del intervalo [AB, BC], donde posiblemente utilicemos la identificacién de 0 y 1. Entonces

<P(300!C1 . 'fcn—l) = Zp(xi—lxifﬂi-s-l)
i=1

donde z; € X y los indices estdn dados en modulo n.

Vamos a denotar como ¢[n, k| al conjunto de todos los ciclos de tamafio k con su respectivo
@-valor para una configuraciéon X € P(n). Vamos a demostrar que la suma de ¢[n, k], denotada por
>~ @[n, k], jes una invariante sobre todas las posibles configuraciones de n puntos!
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Empezamos con AB seguido de BC. Como CD esta antes de BC es necesario

ABCD = AB+BC +CD + DA regresar al inicio, por lo que llevamos una vuelta.
ABCD = AB+BC+CD+ DA
AB|AD|AC|CD|BC|BD

G G AB|AD|AC|CD|BC|BD

Seguimos con este procedimiento hasta terminar
de recorrer todas las lineas del ciclo y regresar a
la primera linea.

ABCD = AB+BC +CD + DA
AB|AD|AC|CD|BC|BD

AB|AD|AC|CDI|BC|BD

- (ABCD) = 3

Figura 6.1: Célculo de ¢ para el ciclo ABCD.

ADCB = AD+ DC+CB+BA
AB|ADIAC|CD|BC|BD
e ——

e
.. @(ADCB) = 1

ABCD = AB+BC+CD+ DA
AB|ADJAC|CD|BC|BD

\

AB|AD|AC|CD|BC|BD . @(ABCD) = 3

Figura 6.2: Calculo de ¢ para el ciclo ABCD Yy el ciclo opuesto ADCB.
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@(ADCB) = 1

@(ACDB) = 1
@(ACBD) = 1
@(ABCD) = 3
\ @(ABDC) = 3
@(ADBC) = 3

AB|ADIAC|CD|BC|BD

Figura 6.3: Calculo de ¢ para una configuracién no convexa.

@(ADCB) = 2
@(ACDB) = 2

@(ACBD) = 2

@(ABCD) = 2

@(ABDC) = 2

AB|CD|AC|AD|BC|BD @(ADBC) = 2

Figura 6.4: Calculo de ¢ para una configuracién convexa.

19



6.2. Propiedades

Propiedad 4. El nimero de vueltas de un k-ciclo es a lo méas k — 1, sin importar el naimero de
puntos n, i.e. ¢(C) < |C]

Propiedad 5. Sea X € P(n), entonces

@(AB...CD)+¢(DC...BA)=n

Demostracion. Empezemos calculando p(AB...CD) en la maxima recta z;x; 1. Notese que
@(AB...CD) =1+ # {descensos de las lineas x;x;41 en &;41 . .. Tiyn }. Similarmente, para ¢(DC ... BA)
pero en este caso los descensos se convierten en ascensos y viceversa. Como el namero total de as-
censos es igual a n — 2, obtenemos el resultado. O

Propiedad 6. Sea X € P(n). Entonces ¢ es invariante ante la accién de S, y reflexiones (tam-
bién bajo el intercambio de rectas disjuntas). Por lo tanto, se puede extender a una funcion sobre
P(n)/ ~p.

Demostracion. El resultado se obtiene inmediatamente porque

Cox)(T1T2 - Tn) = Q. 2(0(x)) (To()Ta(2) ** To(n))
para algin o € S,,. La invarianza respecto a las reflexiones nos la da la propiedad anterior. O

Lema 3. Dado [X] € P(n)/ ~, el nimero de ciclos de tamafio k cuyo ¢-valor cambia después de
un movimiento es ( 3)
n —3)!
Mn, k] =6—%

Es maés, la mitad de estos ciclos incrementan su p-valor en 1, y la otra mitad (que son los mismos

ciclos pero una parte reflejada) decrementan su ¢-valor en 1. Por lo que Y ¢[n, k] es invariante sobre

todo P(n)/ ~r.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, consideremos el movimiento M4 pe para algin X € P(n)
y supongamos que L(X) = ---|AB|AC|BC]|- - -. Notemos entonces que los tnicos ciclos cuyo y-valor
se ve afectado son aquellos que tienen a las letras consecutivas A, B, C, por ejemplo, los ciclos de
la forma C = ---ABC---, o bien C = --- BAC---. Podemos contar cuantos de estos ciclos de
tamano k existen. El nimero de k ciclos que contienen a alguna permutacion de ABC de n letras
es precisamente 6% Por otro lado, sea C' = [P]ABC|Q] uno de estos k-ciclos afectados por
Mapc, donde [P] y [@] son el resto de las letras del ciclo. Notemos que £(X) permanece igual
después del movimiento, salvo el intercambiar a las rectas AB <> BC, por lo que el calculo de
©(C) permanece igual en todo [P] y en todo [@]. Sin embargo, después del movimiento, £(X') =
--+|BC|AC|AB|- -, donde X’ = Mapc(X), por lo que px/(C) = px(C)+1. Ademas, consideremos
el ciclo C = [P]CBA|Q)]. Similarmente, el célculo de ¢(C) permanece igual en [P] y en [Q], pero
ahora tenemos que ¢ x/(C) = ¢x(C)—1. En general, para todo movimiento Magc, con A4, B,C € X,
los ciclos afectados son de la forma C' = [P]|RST[Q)], donde RST es una permutacion de A, B, C.
Mas atin para cada uno de estos C' corresponde un C' = [P]TSR[Q] por lo que forman parejas, donde
uno de los dos incrementa su @p-valor en 1 y el otro lo decrementa en 1, por lo tanto, la suma sobre
todos los ciclos se mantiene constante. O
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Teorema 1. Sea [X] € ,,. Para cualquier k, 3 < k <n,
1 n!

Demostracion. Procedemos por inducciéon fuerte sobre n € Z*. Para el caso base, n = 3, notemos
que solamente hay una configuracion en Q3 = P(3)/ ~, el tridngulo, cuyos ciclos son ABC'y ACB,
los cuales tienen @-valor de 1 y 2, por lo que la igualdad se cumple: > ¢[3,3] = 3 = % Ahora,
asumamos que el resultado es valido para todos los valores hasta algin n. Consideremos el caso de
n+1 puntos en una configuraciéon convexa A, 1 y sea k < n. Entonces, cada subconjunto de tamafio
k estad también en configuracion convexa y podemos calcular > @[n, k] usando nuestra hipotesis
inductiva para calcular Y @[k, k] para cada uno de los subconjuntos de tamano k y sumarlos, i.e.

S oln k] = (3) X elk. k] = o ’};),k, . 2(kk = 5 k) Esto también es valido para > ¢[n + 1,n].

Ahora, para > ¢[n + 1,n + 1], notemos que estamos calculando ¢(C) para todos los (n + 1)-

ciclos de X y luego los sumamos. Recordemos que podemos descomponer a (2122 -+ - £y Tp+1) COMO
n+1
> p(xi—12;2541). Sin pérdida de generalidad, podemos contar el namero de veces que ABC aparece
i=1
en nuestra lista de (n+ 1)-ciclos: Si un ciclo contiene a ABC podemos reescribirlo para que empieze
con ABC'y luego obteneos que el nimero de ciclos que contienen a ABC es ((n+1) —3)! = (n—2)!.

Por otro lado, consideremos todos los subconjuntos de X de tamano n, que sabemos que son
n + 1. Consideremos todos los n-ciclos de X y contemos nuevamente el nimero de veces que ABC
aparece en nuestra lista: para cada punto x;, diferente de A, B, C, podems contar el niimero de veces
que ABC aparece en su lista de n-ciclos, y hay (n — 3)! n-ciclos en X \ ; que contienen a ABC. En
total tenemos que existen ((n+1)—3)-(n—3)! = (n—2)! ocurrencias de ABC en la lista de todos los
posibles n-ciclos. Pero como tenemos el mismo nimero de ocurrencias de ABC' en ambos escenarios
y > ¢ se puede factorizar en términos de p(ABC) para todas las tripletas ABC de puntos de X,

tenemos que > ¢n+1,n+1]=(n+1)-> ¢n,n]=(n+1)- Q(H”_In)! = 2(n+(?j(172:-1))! O

6.3. Relaciéon con teoria de grupos

En esta seccion, vamos a mostrar una pequefia relaciéon que existe entre nuestra funciéon ¢ y
teoria de grupos. Para ello, primero vamos a definir los siguientes conjuntos:

Sea Cy el conjunto de todos los ciclos de tamano k en k puntos. Por ejemplo, tenemos que
C3 = {ABC,ACB} y C4y = {ABCD,ABDC,ACBD,ACDB,ADBC, ADCB}. Ahora, podemos
definir un monoide sobre este conjunto. Recordemos que un monoide es un conjunto S junto con
una operacién binaria - sobre S que es asociativa y tiene elemento neutro. En este caso, definimos
Mon(Cy) como el monoide generado por Cy | J{@} y la operacion concatenacion. Por ejemplo, te-
nemos que ABCD,ABDC € Mon(Cy) y ABCD - ABDC = ABCDABDC € Mon(Cy). Aqui el

elemento neutro es la palabra vacia.

Ahora, notemos que cada ciclo ¢ tiene un ciclo inverso, denotado por ¢. Por ejemplo, el inverso
de ABCD € Mon(Cy) es ABCD = DCBA = ADCB. Entonces, podemos definir el grupo libre
generado por Cf, denotado como F(C%), donde nuevamente nuestra operacion es la concatenacion.
Este grupo esta generado por todos los elementos de C, con la condicién que si tenemos un ciclo ¢
seguido de su inverso ¢, estos se cancelan. Por ejemplo, si a,c € F(Cy), acc = a € F(Cy).

Notemos que F(Cy) C Mon(Cy), por lo que tenemos una inclusion natural i : F(Cj) —
Mon(Cy), donde i(c) = ¢. Asi mismo, tenemos una proyeccion candnica 7w : Mon(Cy) — F(Cy),
donde 7(c) lo obtenemos a partir de ¢, cancelando inversos. Por ejemplo, 7(acc) = a.
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Por otro lado, de la misma definiciéon de ¢, podemos extender el dominio de ¢ a Mon(Cy) en lugar
de Cy. Es decir, tenemos que ¢(ABCD - ADBC') = ¢(ABCDADBC) = ¢(ABCD) + ¢(ADBC).
Por lo que ¢ realmente es un homomorfismo entre monoides, formalmente ¢ : Mon(Cy) — N, donde

(@) :=0.

Ahora bien, recordemos dos propiedades importantes de ¢:

= p(c) +9(€) = k, Ve € Cy

. 1§<P(C)<k

Notemos que por la primera propiedad, si identificamos k con 0, entonces tendriamos que p(f)) =
o(ce) = p(c) +¢(¢) = k = 0. Esto es necesario para poder tener un homomorfismo entre grupos. Por
lo tanto, podemos definir ¢* : F(C)) — Zj, donde ¢*(c) := ¢(c) (mod k). Notemos que en efecto ¢*
es un homomorfismo entre grupos. De esto, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

@
Mon (Ck) N
i
C T 1 14 i
1 k \/
9"
P(Ck) Zk

Una propiedad importante es que los generadores de F'(C}) no pertenecen al kernel de ¢*. Como el
diagrama conmuta, toda funcién ¢ que cumple con dichas propiedades induce una funciéon ¢*, y toda
funcién ¢* induce también una funciéon ¢. Por lo que podemos estudiar las posibles ¢ entendiendo
los posibles homomorfismos entre F(Cy) y Zj, donde F(Cj) es el grupo libre generado por w
generadores.
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CAPITULO [

Etiquetas

7.1. Numeros Eulerianos y polilogaritmos

En esta seccion describimos brevemente a los ntimeros Eulerianos y a los polilogaritmos, pues
nos seran utiles en la siguiente seccion. Definimos a los polilogaritmos de la siguiente manera:

Lis(2) == =
i—1

para s, z € C. Esta definicién se puede interpretar como una generalizacion de la expansion en serie
del logaritmo. [5]

Por otro lado, vamos a definir a los ntimeros Eulerianos. Para todo w € S,,, w : [n] — [n] definimos
un descenso como la posicion ¢ para la cual w(i) > w(i+ 1), y denotamos como Des(w) al conjunto
de descensos de w,

Des(w) :={i:w() >w(i+1)}

Sea des(w) al nimero de descensos de w, i.e.

des(w) := |Des(w)| = [{i : w(i) > w(i+ 1)}
Por ejemplo, si w = 3125647, entonces des(w) = 2 porque hay descensos en la posicion 1 (porque
3 >1) y en la posicion 5 (porque 6 > 4).

Definimos los ntmeros Eulerianos, denotados por <k>, como el nimero de permutaciones en S,,
con k descensos, i.e.

<Z> = {w €S, : des(w) = k}|

Ademas, existe una relacion entre los polilogaritmos y los niimeros Eulerianos, concretamente

n—1

2 <T;> = Lisa(2)(1 - )"

=0

Il
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7.2. Etiqueta de una configuraciéon

Dada una configuracion [X] € P(n)/ ~p, fijamos k € Z*, con 3 < k < n. Para 1 < i < n,
definimos a
a; := #{k-ciclos en X con ¢-valor igual a ¢}

Definimos la k-etiqueta de X, denotada por I'y(X), como la tupla

Fk(X) = (al,ag, .. .,ak,l)

AB|CD|AC|AD|BC|BD AB|AD|AC|CD|BC|BD
@(ABCD) = 2 ° ®(ABCD) = 3
[ ] s P(ABDC)=2 p(ABDC) = 3
p(ACBD) = 2 p(ADBC) = 3
p(ACDB) = 2 ° ©(ACBD) = 1
p(ADBC) = 2 p(ACDB) = 1
p(ADCB) = 2 ¢ P(ADCB) = 1
o ® @
Iy =(0, 6,0 ~.I'y=(3,0,3)

Figura 7.1: Célculo de I'y para las configuraciones de 24

Definimos la etiqueta I'(X) como la coleccion de todas las k-etiquetas de X.

3:T, = (0, 6, 0) 1:Ty = (0, 6, 0)
5:T, = (0, 6, 0) 2:T, = (3,0, 3) 4:Ty = (3,0, 3)
1:Ts=(1,11,11, 1) 1:Ts=(1, 11,11, 1) 1:Ts=(5,7, 7, 5)

o
o ° ° o
o o
® o
@
@
[ ® pe o

Figura 7.2: Calculo de I' para las configuraciones de {25
Notese que calculamos I'y para todos los subconjuntos de 4 puntos.

Observemos que I'y, y I" son funciones sobre € P(n)/ ~r,, dado que estan dadas en términos de .
Por lo ejemplos computados hasta el momento (n < 6), pareciera que I' determina la configuracion
de P(n)/ ~r=Q,, por lo que hacemos la siguiente conjetura:

Conjetura: Cada [X] € Q,, esta determinado por I'(X)
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7.3. Resultados

Obtenemos la siguiente secuencia de etiquetas para las primeras configuraciones convexas:

[3(As) : (1,1)
T4(A4) : (0,6,0)
Ts(As) : (1,11,11,1)
T's(Ag) : (0,30, 60,30, 0)
T2(Aq) : (1,57,302,302, 57, 1)
T's(As) : (0,140, 1120, 2520, 1120, 140, 0)
To(Ag) : (1,247, 4293, 15619, 15619, 4293, 247, 1)
T'10(Aq0) : (0,630, 13860, 90090, 153720, 90090, 13860, 630, 0)
I11(Aq7) : (1,1013,47840,455192, 1310354, 1310354, 455192, 47840, 1013, 1)
T12(A12) : (0,2772,144144,2239776,9657648, 15828120, 9657648, 2239776, 144144, 2772, 0)

Notese que para n = k impar obtenemos (hasta el momento) exactamente los ntimeros Eulerianos
<k71> [A008292] [2] los cuales se pueden expresar en términos de polilogaritmos.

Para n = k par, notese que todas las tuplas son divisibles para el primer término no nulo,
que parece estar dado por |[A002457|[3], dada por la formula a(m) = (2m + 1)!/m!?. Factorizando
obtenemos lo siguiente:

I'4(A4)/6:(0,1,0)
T's(Ag)/30: (0,1,2,1,0)
I's(Ag)/140 : (0,1,8,18,8,1,0)
T10(A10)/630 : (0,1,22,143,244, 143,22, 1,0)
T'12(A12)/2772 ¢ (0,1,52,808, 3484, 5710, 3484, 808, 52, 1, 0)

Estos ntimeros parecen estar dados por |[A165889| [4] los cuales, de nuevo, pueden ser expresados
en términos de polilogaritmos. Los numeros obtenidos coinciden con los coeficientes del polinomio

Pn(@) = (1= &) Li_y_ (2)/a?

7.4. Relacion con polilogaritmos

Recopilando los resultados anteriores, y ajustando los indices de las secuencias para n par, po-
demos escribir los coeficientes de las n-etiquetas de una configuracién convexa en términos de poli-
logaritmos de la siguiente manera:

Conjetura: Los coeficientes de I';,(A,,) estan dados por los coeficientes del polinomio

%Li_gk(,’é’) n=2k+1
pn(z) =

BT L g0 (2) =2k

Esto ha sido verificado para n < 12
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Lo expresamos en términos de polilogaritmos en lugar de utilizar nimeros Eulerianos porque
para configuraciones no convexas, al menos para n < 5, los coeficientes también estan dados en
términos de polilogaritmos. Por ejemplo, la tnica configuracién no convexa Xy € €4 de 4 puntos
tiene I'4(X4) = (3,0, 3) cuyos coeficientes estan dados por

34322 = g (2Li_1(z) n Li_g(z))

Ademas, existe una configuracion no convexa X5 € Q5 con I's(X5) = (5,7,7,5) cuyos coeficientes
estan dados por

1— 5
5+ 7o+ 722 4525 = % (4Li,2(z) n Lz‘,4(z))

Por otro lado, existe una configuracion no convexa Xg € 2 con I's(Xg) = (4, 30,52, 30,4) cuyos
coeficientes estan dados por

1-2)5 /1 8
4430z + 5222 4 302 + 42* = % (gLLl(z) + S Lioa(2) + L¢,5(z))

7.5. Conjetura de Erdos-Szekeres

A continuaciéon describimos un posible esquema de trabajo para atacar la conjetura de Erdos-
Szekeres:

Si logramos demostrar que en efecto I'(X) determina a cada configuracion [X] € Q,,, y ademas
logramos demostrar las formulas para calcular I'(A,,), entonces tendremos una buena representacion
de las posibles configuraciones de puntos en el plano. Ademas, sabiendo que Y ¢[n, k] es constante
y sabiendo que todas las posibles configuraciones pueden ser alcanzadas haciendo movimientos los
cuales afectan tinicamente a M|[n, k] = 68::2%: ciclos, podemos intentar encontrar cotas para el

nimero de subconjuntos convexos que se preservan en X.

Por ejemplo, vamos a demostrar la conjetura de Erdés-Szekeres para k = 4: Queremos demostrar

que siempre existe un subconjunto convexo de 4 puntos en toda configuracion de 2*~2+1 = 5 puntos.
Primero, sabemos que I';(A4) = (0,6,0) y como M[4,4] = 6,5 ¢[4,4] = 12, las tinicas dos posibles
configuraciones de 4 puntos tienen I'y (0,6,0) y (3,0, 3) respectivamente.
Consideremos a Ay. Sabemos que existen (247:“) = (Z) = 5 subconjuntos de 4 puntos, los cuales
son equivalentes a Ay. Ademas, I's(As) = (1,11,11,1) y T'4(A4) = (0,6,0). Por lo tanto, I'(As) =
{1 :(1,11,11,1),5 : (0,6,0)}. Luego, M[5,4] = 12 por lo que para cada movimiento, siempre
existen exactamente M([5,4]/M[4,4] = 12/6 = 2 subconjuntos de 4 puntos que se ven afectados.
En particular, cambian su T'y entre (0,6,0) y (3,0,3). Pero como inicialmente empezamos con 5
subconjuntos con I'y = (0,6,0) y 2 no divide a 5, siempre va a existir una configuraciéon con I'y =
(0,6,0), es decir, siempre existe un subconjunto de 4 puntos convexo.

Usando este esquema y conociendo mejor ¢ podriamos intentar demostrar la conjetura de Erdos-
Szekeres para otros valores de k.
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CAPITULO 8

Conclusiones

= Se logré dar una representacion de las posibles configuraciones, y en particular, una caracteri-
zacion de las configuraciones convexas.

= Se encontrd una invariante sobre el conjunto de posibles configuraciones, lo cual sugiere cierta
estructura u orden en el conjunto de posibles configuraciones.

= Se encontr6 una relacién hasta el momento desconocida con los numeros Eulerianos y polilo-
garitmos.
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capiTuLo 9

Recomendaciones

= Demostrar las conjeturas aqui planteadas para tener una buena representacion de las posibles
configuraciones de puntos en el plano, asi como una relacion con teoria de grupos, los niimeros
Eulerianos y polilogaritmos.

» Investigar qué pasa en espacios Euclideanos de mas dimensiones, R%. Siempre podemos definir
el mismo concepto de homotopia y utilizar los hiperplanos de codimensién 1, inducidos por
d puntos, para representar las posibles configuraciones. También podemos generalizar el mo-
vimiento a més dimensiones. Sin embargo, aunque podemos representar estos hiperplanos en
RPY~! necesitamos definir de alguna manera el orden de estos hiperplanos para poder calcular
L(X) y generalizar ¢.

s Investigar qué pasa en otras geometrias. Sugiero considerar variedades Riemannianas tales que
para cualesquiera 2 puntos existe una tinica geodésica que los une. Esta condiciéon nos permite
generalizar el concepto de homotopia y el movimiento a estos espacios.
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capiTuLo 11

Anexos

Se muestran todas las configuraciones de 4 y 5 puntos. Se muestran algunas de las configuraciones
de 6 puntos. [Editor Online]

Figura 11.1: £(A4) = AB|CD|AD|BD|AC|BC
1:T4 =[0,6,0]

Figura 11.2: £(X) = AB|AC|AD|CD|BD|BC
1:Ty, = [3,0,3]


https://estuardiaz.github.io/

Figura 11.3: £(A;) = AB|CD|CE|AD|BD|AE|BE|AC|DE|BC
5:T4 = [0,6,0]
1:D05 = [1,11,11,1]

Figura 11.4: £(X) = AB|DE|BC|AD|CD|AC|CE|BD|AE|BE
3:Ty=1[0,6,0],2:T,=[3,0,3]
1:T5=[1,11,11,1]

Figura 11.5: £(X) = AB|AD|AE|AC|CE|CD|DE|BC|BE|BD
1:T4=1[0,6,0],4: Ty = [3,0,3]
1:T5=[577,5|
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Figura 11.6: £(Ag) = AB|CF|DE|AC|DF|BC|EF|AD|AE|BD|BE|AF|CD|BF|CE
15: T4 = [0,6,0]
6:Ty=[1,11,11,1]
1:Tg = [0,30,60,30,0]

Figura 11.7: £(X) = AB|BF|CE|AF|CF|AC|DE|DF|BC|EF|AD|BD|AE|BE|CD
3:T,=[3,0,3],12: Ty = [0,6,0],
6:T5=[1,11,11,1],
1:Tg = [0,30,60,30,0],

Figura 11.8: £(X) = AB|CF|EF|DF|DE|AC|AD|AE|CD|BD|BC|BE|AF|BF|CE
9:Ty =1[0,6,0], 6: T4 =[3,0,3],
1:T5=5775],5:Ts=[1,11,11,1],
1:Tg = [0, 38,44, 38,0],
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Figura 11.9: £(X) = AB|CD|AD|BD|AC|AE|BC|BE|AF|CE|BF|CF|DE|DF|EF
11:T4 =[0,6,0], 4: T, =[3,0,3],
6:T5=[1,11,11,1],
1:Tg = [2,22,72,22,2],

Figura 11.10: £(X) = AB|DE|CD|AD|AC|BD|AE|BC|BE|AF|CE|BF|CF|EF|DF
8:Ty=1[0,6,0], 7:T4 =[3,0,3],
2:T5=1[5,7,7,5,4:T5 =[1,11,11,1],
1:Tg = [4,30,52,30,4],

Figura 11.11: £(X) = AB|EF|DF|DE|AC|AD|AE|CD|BD|CE|AF|BE|BC|BF|CF
8:T,=1[0,6,0],7:Ty=[3,0,3],
1:T5=1[5,7,7,5], 5: T5 = [1,11,11, 1],
1:Tg = [2,30,56,30,2],
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Figura 11.12: £(X) = AB|CD|EF|AC|AD|AE|BC|DE|BE|AF|BD|CE|BF|DF|CF
10:T, =[0,6,0],5: T4 = [3,0,3],
6:T5 =[1,11,11,1],
1:Tg = [5,10,90, 10, 5],

| —

Figura 11.13: £(X) = AB|CD|EF|AC|DE|AE|AD|CE|AF|BE|BC|DF|BF|BD|CF
6:T4=[3,0,3],9: T4 =[0,6,0],
6:05=[1,11,11,1],
1:Tg = [0,30,60,30,0],

Figura 11.14: £(X) = AB|CE|AE|AC|AD|CD|BE|AF|CF|BD|BF|BC|DF|EF|DE
8:Ty=1[0,6,0], 7:Ty =[3,0,3],
5:T5=[1,11,11,1], 1 : Ts = [5,7,7, 5],
1:Tg = [2,30,56,30,2],
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Figura 11.15: £(X) = AB|AD|BD|AC|AF|CF|BF|BC|DF|EF|CD|CE|DE|BE|AE
5:T4=1[0,6,0],10: T4 = [3,0,3],
2:T5=[1,11,11,1], 4 : T5 = [5,7,7, 5],
1:Tg = [6,38,32,38,6],

Figura 11.16: £(X) = AB|AD|AC|AF|BD|CF|BF|DF|BC|EF|DE|CE|BE|CD|AE
6:T,=1[0,6,0],9:Ty=[3,0,3],
3:T5=[1,11,11,1], 3: Ts = [5,7,7, 5],
1:Tg = [1,50,18,50,1],

Figura 11.17: £(X) = AB|BC|AD|AF|CD|CF|BD|BF|DF|EF|DE|BE|CE|AE|AC
5:T4 =1[0,6,0],10: Ty = [3,0,3],
5:T5=1[5,7,7,5,1:T5 = [1,11,11,1],
1:Tg = [10, 30,40, 30, 10],
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