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RESUMEN

Este trabajo tiene como objetivo desarrollar la teoria respectiva para hallar los valores de energia
del par supersimétrico del potencial cuasi-exactamente soluble V (z) = & (sinh*(z) —sinh?(z) —1)

propuesto por (Condori, 2017).

Para lograr tal objetivo, se realiz6 una pequeiia introduccidén a mecanica cuantica y a la ecuacioén
de Schrodinger, ademds de tratar la toeria matemética bdsica. Luego se prob6 dos lemas impor-
tantes en la teorfa y finalmente el teorema principal del trabajo, el cual en resumen dice que los
eigenvalores de los potenciales que son pares supersimétricos, son de hecho idénticos. Posterior a
este desarrollo tedrico, se realizé una pequeiia introduccioén a dos diferentes métodos para deter-
minar potenciales cuasi-exactamente solubles, con el fin que el lector tenga una pequefia nocién
acerca de como se encuentran dichos potenciales. Finalmente contando con el método de Numerov
y el previo desarrollo, se tomé el potencial a estudiarse, se hall6 su par supersimétrico y se evi-
dencié numéricamente, a través del método matricial de Numerov, que en efecto los eigenvalores
de ambos potenciales coinciden. Cabe mencionar que este tema actualmente se sigue investigando
alrededor del mundo debido a los aportes importantes que brinda acerca de la ecuacion principal de

la mecanica cuantica.

Tras el desarrollo de este tema, se determiné que dicho tema es adecuado para estudiar métodos
numéricos de ecuaciones diferenciales, ya que dependiendo el potencial que se elija, la complejidad
y demanda numérica crece. Ademas dado que ambos potenciales deben de dar como resultado los

mismos autovalores, es posible calcular el error proporcionado por un método numérico dado.
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I. INTRODUCCION

La ecuacion de Schrodinger, es una de las ecuaciones con mayor importancia dentro de toda la
fisica, pues es la ecuacion central de la mecanica cudntica. Sin embargo, desde su descubrimiento
Unicamente se tenia conocimientos de una pequefia cantidad de potenciales con los cuales dicha
ecuacion fuese soluble analiticamente. A principios de 1980 se descubri6é una nueva clase de po-
tenciales, una nueva familia, la cual se le dio el nombre de potenciales cuasi-exactamente solubles
debido a que eran funciones que al incertarlas en la ecuacién de Schrédinger producian inicamente
cierto nimero de soluciones analiticas, mientras que el resto de soluciones debia de encontrarse
numéricamente. Desde ese entonces, fisicos y matemdticos han estudiado dicho comportamiento
y se ha creado una teoria para el estudio de estos potenciales. No obstante, debe decirse que no
solamente el estudio y la resolucién de dichos potenciales es laboreosa y complicada, sino que la

determinacion misma de quiénes son estos potenciales es ardua.

Cabe mencionar que para el estudio de dichos potenciales, los métodos numéricos para resolver
la ecuacién de Schrodinger se vuelven de gran importancia. No obstante, hay personas que utili-
zan otro enfoque a estos potenciales y prueban la eficiencia de cierto método numérico resolviendo
la ecuacién de Schrodinger con un potencial cuasi-exactamente soluble. Algunas razones por las
cuales se toma potenciales cuasi-exactamente solubles es que debido al grado de dificultad que
representa resolver un problema de este tipo, se evaliia la capacidad y la demanda que el méto-
do numérico de estudio exige. Luego, debido a que es posible conocer algunos valores de forma
analitica, es posible comparar el resultado numérico con el resultado analitico y evaluar el error que

el método posee.

Por otro lado, en el ambito de la fisica-matematica, se ha estudiado en los ultimos afios ciertas
propiedades de los potenciales en general y se ha determinado que para cualquier potencial, que
cumpla ciertas condiciones, existe otro potencial diferente del primero que posee los mismos valores
de energia. Este fendmeno se conoce como la pariedad supersimétrica del potencial. Esto resulta
muy provechoso para las personas que trabajan en esta rama debido a que poseen la libertad de

escoger entre dos potenciales, el que mds les convenga. Ademads, dada las condiciones que debe



de poseer el potencial, se ha desarrollado métodos numéricos eficientes con los cuales es posible

conocer los valores de energia con una muy buena presicion.

Este trabajo pretende mostrar una via alterna de cémo poder determinar algunos potenciales
cuasi-exactamente solubles, utilizando todo el formalismo desarrollado por la teoria de pariedad
supersimétrica y usando como ejemplo el potencial propuesto por (Condori, 2017). Luego, se intro-
ducird un método conocido como Método Matricial de Numerov con el fin de evidenciar numéri-
camente que la teoria de pariedad supersimétrica es correcta. Como se menciond anteriormente, el
tema a desarrollarse, pertenece al drea de matematica aplicada (fisica-matemadtica) por las siguien-
tes razones: primero, en fisica se busca la interpretacion de los resultados, lo cual no se hizo en
esta investigacion. Cobra mds importancia conocer, por ejemplo, el significado de por qué dos po-
tenciales diferentes presentan eigenvalores de energia iguales, en lugar de determinar cuales son
estos eigenvalores. Es decir, en esta investigacion se estuvo mayormente interesado en demostrar la
consistencia del método matematico que en el significado de sus resultados. Segundo, se presenta
una alternativa de estudio a este tema que involucra dlgebras de Lie, con el objetivo de motivar al
lector interesado en dirigir sus estudios de matemadtica en esa direccion; y, por ultimo, se describe la
teoria del método numérico utilizado para la parte final, tema que pertenece a la rama de matematica

aplicada.



II. TEMAS MISCELANEOS PREVIOS EN MATEMATICA

A. Introduccion a operadores lineales

Para iniciar este trabajo es importante mencionar la definicién de un operador lineal, ya que a lo
largo del trabajo se trabajard frecuencuentemente con ellos. La definicién es la siguiente. (Marrero,

2012)

Definicién: Sea V' 'y W, dos espacios vectoriales, entonces un operador lineal (transformacion
lineal) es una funcién 7' : V' — W donde a cada elemento de V' le corresponde un tinico elemento

de W y ademds cumple con:

DVz,yeV="Tx+y) =T(x)+T(y)

2) Paraa €K, z € V = T(ax) = aT(x)

B. Espacios de Hilbert

Como siguiente tema previo es prudente hablar un poco de los espacios de Hilbert, ya que la
teorfa de mecanica cudntica vive en uno de ellos. Este espacio se conoce como el espacio L? y lo
. o0 2

conforman todas aquellas funciones f(x) que cumplen que f_oo |f(z)]* < oco. No obstante, para
definir qué es un espacio de Hilbert, se debe inciar con definir un espacio Pre-Hilbert. (Marrero,

2011)

Definicién: Un espacio Pre-Hilbert es un espacio de funciénes con producto interno, es decir un

espacio vectorial X sobre un cuerpo K en el que estd definido una aplicacion (-,-) : X x X — K



la cual satisface:

1) (x,z) >0, z€ X

2)(r,z) =02=0,ze X

w

)
){
)y, x) = (2,y)°
4) (Ax,y) = A z,y), x,y € X

donde * se refiere al conjugado del producto. Las siguientes propiedades son inmediatas por lo cual

no se efectuard la prueba, sin embargo se invita a que el lector las pruebe. (Marrero, 2011)

0,z) = (2,0) =0, x € X
(z, Ay) = X" (2, y)

Por otro lado, se escribird un teorema muy importante para la teorfa. Sin embargo, la demostracién

de dicho teorema no se efectuara en el presente trabajo ya que no es necesario ahondar en este tema.

Teorema (Von Neumann-Jordan): Un espacio normado (X, || - ||) es un espacio con producto in-

terior < || - || satisface la ley del paralelogramo, la cual es

e +yll? +lle = yll> =2 (lel* + llyll*), zyeX

Definicion (Espacios de Hilbert): Un espacio con producto interno, (X, (-,-)) es in espacio de

Hilbert si el espacio métrico (X, d) es completo, donde d(z,y) = ||z — y

(x, ) 172 (Marrero, 2011)

,x,y € X con||z|| =

C. Problemas de Sturm-Liouville

Los problemas de Sturm-Liouville son frecuentes en fisica por lo que en esta seccion se hablard un
poco acerca de ellos. Un problema de Sturm-Liouville consiste en una ecuacién diferencia de la

forma

7 (105 + o+ dota)o =0

la cual contiene condiciones de frontera



d¢

Bro(a) + 52%
do

Bsd(b) + 54@(5) =0

(@) =0

donde a < x < b, con §; dados y donde A se denominan autovalores. (de Pablo & et. al., sin afo)

Un ejemplo sencillo es:

d2

d—x‘f + A6 =0
¢(0) =0
¢(L) =0

con condiciones de frontera nulas. Resolviendo dicha ecuacion, se obtiene que

ne 2 . /nTx
Ap = (L) , ¢n(x) =sin (T) , n=1,2,..

Notese que los autovalores son reales, los cuales forman una sucesién la cual A, — oo cuando
n — 00. A continuacién demostraremos esta propiedad importante junto con otras, no obstante se

hara un desarrollo previo que facilitara las pruebas. (de Pablo & et. al., sin afio)

Se define

Luego,

d dv d du d dv du
o) =ort) =g (b)) —o; () = 2 [ (0 %)

el cual se conoce como diferencial de Lagrange. Integrando esta expresion se llega a lo que comiinmen-

te se conoce como férmula de Green. (de Pablo & et. al., sin afio)

dv du\ |

/ab ML) — vL(w)] dz = p <udx - vdx>

a



Seap =1y g = 1, entonces se obtiene
[ (o) < (e
Ya2 Va2 ) T \Yar T Yz

Propiedad 1.1: El operador diferencial lineal L en problemas de Sturm-Liouville es autoadjunto.

b

a

Prueba: Partiendo del diferencial de Lagrange se obtiene lo siguiente:
b
=0

N / (WL (0) — oL dz = 0

o Au, Lv) = (Lu,v)

g
Propiedad 1.2: Las funciones propias con diferente valor propio, son ortogonales entre si.

Prueba: Traduciendo la ecuacién diferencial en notacién de operadores lineales:

L(¢n) + Ana(‘r)¢n =0

L(¢m) + )\ma(aj)ﬁﬁm =0

con condiciones de frontera homogéneas. Luego, tomando © = ¢, y v = ¢, la férmula de Green

dice que

b b, o\ |?
/ [¢mL(¢n) - ¢nL(¢m)] dr = b <¢mcgi - (bn((ib,x)
b dé, a6, \ |
= ()‘m - )\n)/ ¢n¢m0'dx =Dp <¢md¢; - an;;)

Por condiciones de frontera se obtiene que

b

Si A\py # Ap, se obtiene que
b
/ Onpmodr =0



Propiedad 1.3: Todos los autovalores resultantes de un problema de Sturm-Liouvile son reales.

Prueba: Supdngase que A es complejo y es eigenvalor de la eigenfuncién ¢(z). Entones se tiene

que

L(¢) +Xop =0

con lo que su conjugado complejo es

L(¢") + No¢" =0

ya que estd suponiendo que o es real. Ahora bien, si A es autovalor complejo de la funcién propia

¢, entonces A* es autovalor de la funcién propia ¢*.
Si A # A* = ¢y ¢* son ortogonales, lo cual es una contradiccion ya que
60" = o|* >0

A= A" = Aesreal (de Pablo & et. al., sin afio)






1. METODO MATRICIAL DE NUMEROV

El método matricial de Numerov es un método numérico no convencional para resolver ecuacio-

nes diferenciales de la forma

U = i) (Im.1)

Dicho método se basa en considerar expansiones de Taylor con un corrimiento k alrededor de
z. Sin embargo, se debe de trabajar primero la ecuacion de Schrodinger a una forma similar a la

ecuacion No. [lII.1| para poder trabajarla con este método.

La ecuacién de Schrodinger se puede escribir entonces como

n? d? d? 2m
donde f(z) = —27’? [E — V(x)]. Mientras tanto, siguiendo con la expansion de Taylor se obtiene
que
k2 k3
U(z+k)=U(x)+ kv (z) + ?\If@) (@) + 5 0@ + ..
e e (IIL.3)
U(z—k) = U(z) — kU (z) + 3\If@)(g;) - gqf@ + ...

= U(z+k)+U(x—k) =20(zx) + K20 (z) + T;l\ll(‘l)(x) + 0 (k°)

4
S 20O = W4 k) + U — k) — 20(z) — %@4)(.@) Lo (IL4)

U(x+k)+V(x—k)—2U(z) K2

w2 — _ M
= 2 12

v (z)+0 (k)

donde ¥(™ denota la n-ésima derivada de W. Ahora bien, necesitamos saber que forma tiene

g (z). Para esto apliquemos el operador j—; de ambos lados de la ecuacién No. [[I1.4{ (Dongjiao,

9
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2014).

d? @ _ d? U(x+k)+¥(r—k)— U(z) B

R —_ 2
(2) 2) () _ o2 .

Pero por la ecuacién No. [[I1.2| podemos sustituir el valor de ¥(2) con lo que tenemos que la

aproximacién de ™) es

o _ U(r+k)f(x+k)+¥(x—k)f(xr—k)—2¥(x)f(x)
L2

(I1.6)

Contando con las ecuaciones No. [lIL.4]y podes entonces reducir la ecuacién No. [lII.2{a una

ecuacion de recurrencia (Dongjiao, 2014).

fla)¥(z) = v

x x—k)—2U(x 2
oyute) - LR U =R 20Ky
a: v — k) — 2W(x (IL7)
F@)U(z) = W ( +k)+\115€2 k) — 2¥(x)
—k2\ U(z+k)f(x+ k) +U(z—k)f(x — k) — 2¥(x)f()
+ () :

Toémese a \IJ(JI + k) = Uy, \I/((L‘) =, \I/(.T) — k) = v, 4, f((L‘ + ]{) = fi+1’ f((L‘) = fz y

f(x — k) = fi—1. Con este cambio de notacién se obtiene (Dongjiao, 2014),

Vigp+¥;1—29; 1

2 =7 (Wit firr + Wim1 fio1 + 12 f; — 22U, f;)
(I1L8)
Ui+, — 27, 1
= k; : - = D (Wit firr +Wim1 fio1 + 10V £3)

Luego, nétese que fi—1 = —22 (E— Vi), fi = — 22 (E = Vi) y for1 = —22 (E — Vip),
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con lo que (Dongjiao, 2014)

(Wi =20+ 91\ (YiVipn VB U 4Vig W, E ;v v, E
- = - + - + 10 - 10
2m k2 12 12 12 12 12 12
_ﬁ Vi1 — 2, + ;4 . VieaWi +10¥Vi + VigaWisr > U, 1 +100; + ;4
2m k2 12 12
(I11.9)
Por ultimo, la ecuacion No. |I1I.9|se puede escribir como
h2
——AV +B-VU = EBY (I11.10)
2m
donde
-2 1 0 0 0 O
1 1 -2 1 000
A= , (III.11)
lo 1 -2 100
10 1 0 0 0 0
1 1 10 1 0 0 0
B=— , (II1.12)

1210 1 10 1 0 0

V= T (II1.13)

U = (111.14)

Luego, numéricamente se busca B~! para obtener

FL2
—2—13—1 AU + VU = EVU (II1.15)
m
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Finalmente, debe mencionarse que si observamos la ecuacién No. para utilizar este método
es necesario contar inicialmente con dos valores de W. Los valores a elegirse siguiendo con el
analisis de (Pillai, et al, 2012) son ¥; = 0y ¥ = 0 debido a que estamos suponiendo que ¥ (z) se
desvanece cuando tiende a infinito, es decir lim,_, 1o, ¥(z) = 0. Por otro lado, se hace la aclaracién
que los subindices ¢ + 1, 7 € 7 — 1 en ecuaciones como la ecuacion No. no se refieren a niveles
de exitacion de la funcién de onda, sino que Wy se refiere al punto de partida y ¥; al i-ésimo punto

de la misma funcion V.



IV. LA ECUACION DE SCHRODINGER

A principios del siglo XX, hubo algunos experimentos que revolucionaron la fisica clasica. Fisicos
como Schrodinger y Dirac se dieron cuenta que habia que hacer modificaciones tedricas a la fisica
cuando se estaba estudiando objetos muy pequeiios y basados en el experimento de Yang, se propuso
que las particulas se movian como una onda (paquete de onda), donde la amplitud de la misma es

mas bien una amplitud de probabilidad en donde puede estar la particula. (Griffiths, 1995)

Segin este experimento, se modeld a la posicion de la particula como una funcién (de onda) y,
generalmente, denotada por la letra griega W. Ahora bien, toda las cantidades fundamentales como
la energia o el momentum de la particula debia de encontrarse de una forma diferente. Viéndolo
desde el punto de vista matematico, clasicamente poseiamos un objeto con ciertas propiedades,
constantes (elementos de los Numeros Reales). El movimiento de esta particula, se modelaba como
una funcién que dependia del tiempo xz(t). Estas funciones junto con las constantes se insertaban en
otras funciones para conocer las cantidades fundamentales. Por ejemplo, la funcién de momentum
(en una dimensién) dada por p(z) = m- ‘fl—f. Dado los cambios realizados en la mecénica cudntica, se
dijo que estas funciones que representaban cantidades fundamentales conocidas como observables
eran mas bien operadores y ademds que debido a que existe una incertidumbre de la posicion de la
particula, esta se movia de acuerdo a una ecuacién diferencial, llamada la ecuacion de Schrodinger.

Esta ecuacion tiene la siguiente forma (Griffiths, 1995)

ih%\ll(x,t) = HV(z,t) IV.1)

donde H es el operador hamiltonianio el cual representa la energia total que posee la particula de es-
tudio. Nétese que la ecuacion No. es una ecuacion parcial diferencial, lineal, de segundo orden
la cual puede modificarse si se utiliza el método de separacion de variables. Aplicando este método

y nombrando a la constante de proporcionalidad como E' se obtiene que una de las ecuacidnes tiene

13
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la forma de

HU(z) = EV(2) (IV.2)

de ahora en adelante, la notacidn para el operador hamiltoniano serd Ginicamente H como se encuen-
tra en la mayoria de referencias. La ecuacién No. se conoce como la ecuacion de Schrodinger

independiente del tiempo.

Debido a que el hamiltoniano es la energia del objeto de estudio este debe ser igual a la energia
cinética de la particula mds alguna energia potencial que la particula posea (podria ser energia

potencial gravitacional, eléctrica, magnética o de algin otro tipo). Sin embargo, debido a que los

observables ahora toman la forma de operadores, la energia cinética toma la forma de — % % con
lo que la ecuacién No. se transforma en
n? d?

donde V' (x) denota el potencial bajo el cual estd la particula.

De la mecdnica cudntica se sabe que si el potencial tiene ciertas caracteristicas, la solucién a la
ecuacion No. [[V.3|es una familia de soluciones y la solucidon general es entonces la combinacién
lineal de todas esta familia. En la teoria, esto representa a todos los posibles valores (de energia
en este caso) que la particula podria tener y a las constantes que acompafian cada término de la
combinacion lineal se les llama amplitudes de probabilidad. Debido a esto, la ecuacién No. [IV.

suele escribirse como

h? >

—%@\Pn(m) +V(2)¥,(z) = E, 9, () (Iv.4)

Para finalizar esta seccion, se hace énfasis que debido a que se esta trabajando con operadores
lineales, la ecuacién No. [[V.2| no es mds que una ecuacion tipica de eigenvalores y eigenvectores
dada su forma, donde H es el operador, ¥ una eigenfuncién y E el eigenvalor respectivo. (Griffiths,

1995)



V. POTENCIALES SUPERSIMETRICOS

Para el desarrolo de este capitulo debemos de recordar tres supuestos que son comunes en la teoria
de potenciales supersimétricos. Estos son:
oV, el estado base, no tiene nodos entre el intervalo a estudiarse.
e La funcién de onda ¥ (x) decrece a cero cuando x tiende a 00, fuera del intervalo de estudio.
e Podemos realizar una traslacion del potencial V' () tal que para la funcién base ¥y (x), la ecuacion

de Schrodinger tenga la forma de

2 2
%@\Ilo(x) + Vi(z)Pp(x) =0 (V.1)

donde Vi(xz) = V(z) — Ey. Debe de notarse que este problema es bdsicamente un problema de
Sturm-Liouville, con lo que se esperard que las propiedades probadas anteriormente se cumplan.
Estas son operadores autoadjuntos, eigenfunciones con eigenvalores diferentes son eigenfunciones

ortogonales y finalmente un conjunto de eigenvalores reales. (Culpitt & Ghosh, 2014)

Teniendo en cuenta estos supuestos, considerando operadores Q y Q' de la forma

h d

Q= o W@ (V2)
Q' h 4, W (x) (V.3)

B V2m dx

donde W (x) se denomina stiper potencial. Ahora bien, podemos multiplicarlos de tal forma que
podamos tener como resultado dos diferentes hamiltonianos, debido a que estos operadores son no

conmutativos. (Culpitt & Ghosh, 2014)

H =Q'Q (V.4)

Hy = QQ' (V.5)

La ecuacién de Schrodinger para el primer hamiltoniano darfa como resultado las siguientes ecua-

ciones.

15
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Se usard la notacién \I/,(1 ) para denotar a las n funciones de onda que satisfacen la ecuacién basada

en el primer hamiltoniano. (Culpitt & Ghosh, 2014)

—h d h d
H9) = QfQull) = [<+W> <+W>]\I/(1)

—hd hod
=——=—+W \p;1>+wwgl>>
<\/2md{L’ > <\/2md$
R2 2yl h aw  h o __dut) o dui)
R (1) _ 4

B e R L W

2m  dx? Vom " o dx vom dzx voOm dx
2 251

R R AW
2m dx? Vom " odz
K2 d? h dW

- —
2m dzx

+ w2l

S L 2 gy
[ 2m dx? W } ¥n

(V.6)

SeaV; = W? — \/;LT@ %‘C/ entonces la ecuacién No. puede reescribirse como

W d 1 11
[—Qm(w—i—%} v = BN = V.7)
donde la penultima igualdad se cumple debido a que se trata de la ecuacion de Schrodinger y la
ultima igualdad se cumple solamente si n = 0 dibido a los supuestos hechos al principio. (Culpitt

& Ghosh, 2014)

Andlogamente,
h d —h d
HU? = QQIu®) = [( n w) ( n W)] v

= (2 ddx+w> (‘;L %\I@?) +W\1/53>>

vV am V 2
Ry L AW, R aw? navd
 2m dx? Vom " odx v2m dzx vVoOm dx
BN b e dW

—_ -z "y w2y 2
2m  dz? Vom " dx + "
B & R AW,
- * e (2)
[ omda? | om da +W}\I]n

(V.8)
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donde
h dW

(V.9)
Los potenciales V; y V5 se llaman pares de potenciales supersimétricos. Hasta ahora hemos desa-
rrollado una teoria que depende del superpotencial W (), ahora bien, nuestro objetivo es dado un

potencial cualquiera, poder hallar su par supersimétrico. Para esto, considérese el siguiente lema.

) (1) . _ . nodvP@)
Lema A: Dadala fuzll():lon WU es posible escribir al superpotencial W (x) como — NeT v D)

Ademds, la funciéon ¥’ no necesariamente debe estar normalizada. (Culpitt & Ghosh, 2014)

. . 2 ., . . 1 s .
Demostracion: Notese que la ecuacion No. 1nd1ca que Q\I’é ) es también una solucidn, con lo

que

h d (1)
——+ W LG =0
(\/%dx + ($)> o (z) (V.10)
o ohoav @) 1
vam dew ()
la segunda parte del lema se prueba notando que la constante de normalizacién, digase c, sale de

la operacion % (c\I/(()l)) y se cancela con la constante % que multiplica a ﬁ (Culpitt & Ghosh,
0

2014)

Con este ultimo lema es posible entonces hallar el par supersimétrico a un potencial dado. Los pa-
sos que se deberian seguir para esto son los siguientes. Primero escribir la ecuacion de Schrodinger
con el potencial dado. Luego, resolver esta ecuacion y asi obtener el estado base \IJ(()I)(QJ). Poste-
riormente, utilizar la ecuacion No. la cual permite hallar el potencial supersimétrico. Contando
con este dltimo potencial, es posible usar la ecuacién No. [V.9] para obtener el par supersimétrico

deseado.

En muchas ocasiones, el objeto de interés en mecdnica cudntica es la energia, mas que la fun-
cién de estado per se. Para esto, se desarrollard a continuacién una cualidad util que dichos pares

supersimétricos poseen.
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A. Valores de energia de pares supersimétricos

Lema B: Q\IJS) es eigenfuncién de Hy. Andlogamente, QT\IM(?L) es eigenfuncién de H;. (Culpitt

& Ghosh, 2014)

Demostracion: Consideremos la siguiente ecuacion.

H, (QU) = Q' (QuD)
=Q(Q'Q) v
~Q (quf;U)
—Q (Eg)q,g))

_ 5 (qul?)

(V.11)

donde la segunda igualdad vale debido a que dichos operadores cumplen con la asosiatividad, la

cuarta igualdad, debido a que se trata de la ecuacién de Schrodinger y la quinta debido a que Efll)

es un autovalor elemento de los Numeros Reales.

La ecuacién No. indica que Q\IIS) es una eigenfuncién de Hy con eigenvalor E,,(Ll). Por otro

lado,

v - QQI¥) — B

Abhora bien, andlogamente consideremos

i (Q?) = ¢fQ (Qhv®)

2)

con lo que observamos que QT\Ilgn

Ghosh, 2014)

(V.12)

(V.13)

es una eigenfuncién de H; con eigenvalor E,(,f). (Culpitt &
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En resumen, el Lema B dicta es que \I/g) son las eigenfunciones de Hs y Q\Ilgll) son igualmente

las eigenfunciones de H, lo cual puede ser representado en el siguiente cuadro.

Hamiltoniano | Eigenfuncién | Eigenvalor
H, ol Jo)
H, o) EY
Hy QU ELY
H Qo E)

Cuadro V.1: Eigenfunciones y eigenvalores respectivo a cada operador.

. . 1
) coinciden con los eigenvalores Y

. 2
Teorema: Los eigenvalores E,(n 1

Debido al Lema B, es posible concluir que

U@ =cQul (V.14)

donde c es una constante de proporcionalidad. De igual forma, \IJS) = QT\Ilg), pero enfocdndo-

nos en la ecuacioén podemos deducir lo siguiente. Suponiendo que ‘Ilgll) y \I/%) estan normali-

zadas,

- / T gy — / (cx w001 (cQuid) da
~ P [w0QiQulh i

e / O o) gy

V.15
R [ i V1
gy
1
=c=
foi

(

en donde ¢* y ¥}, Y denotan el par complejo conjugado de c 'y de \119), respectivamente (Culpitt &

Ghosh, 2014).
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Con la ayuda de la ecuacién No. podemos escribrir a \Ifﬁ?) como funcién de \Ilgll), esto es

5@ _ qug)

" e

Ademads, dada la ecuacién No. es posible notar que () es un andlogo al operador de aniquila-

(V.16)

cién en el ejemplo de la particula bajo un potencial harménico (Culpitt & Ghosh, 2014). Y es que

se vuelve un hecho evidente, ya que

Hl\I/(()l) =0= QT (Q\I/(()l)) =0= Q\IJ(()I) =0 (V.17)

Lo cual expresa que \Il(()l)

es el estado de mds bajo nivel que el sistema puede tener (el estado base).
Ademds, nétese que el tercer supuesto que se hizo al principio del capitulo es sobre V; tinicamente,
lo cual quiere decir que el estado base solamente corresponde a [ y sugiere que, dada la ecuacion
No. existe un corrimiento entre los valores de energia de H;. Entonces, tomando a () como

un operador de aniquilacién, se obtiene que

(1) (1)
g = 9 _ g@) _ @ (V.18)
E.7(11) E.7(11)
Y similarmente,
2
‘I’Sll _¢ 5 (V.19)
By

|
Debido a las ecuaciones No. [V.I8]y[V.I9] el Cuadro V.1 puede transformarse en el Cuadro V.2.

A continuacién se desarrollard un pequefio ejemplo de la teoria desarrollada anteriormente, el
cual seré el de la particula encerrada en una caja, desarrollado en la primera seccién del presente

trabajo.
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g _ Qi
n+1 @
7@ — Qi
5P = 50,
EMN =0

Cuadro V.2: Relaciones entre eigenfunciones y eigenvalores de ambos hamiltonianos.

B. Par supersimétrico del potencial de la particula en una caja

El ejemplo del potencial de la particula en una caja, es un ejemplo tipico cuya solucién puede ser
encontrada en cualquier libro introductorio a la mecénica cudntica. Empezamos entonces recorda-

nado la forma de dicho potencial. Este es

0 si0<z<L
V(z) = (V.20)

oo de lo contrario

Ademads sa sabe que la solucién para la ecuacién de Schrodinger es

2 T
\Il(()l) =4/ — sin|(—
((2)
T
- 2mlI?2

Dada las suposiciones que se hizo al inicio del capitulo, es necesario trasladar la energia base a

cero, con lo que el resto de niveles de energia toman la forma de

2322 2,2 2.2
ET(Ll):nhﬂ'_hﬂ' :(n2_1)h7r
2mL?  2mL? 2mL2

paran =1, 2,... (V.22)

Como siguiente paso haremos una sustitucion, n — n + 1 tal que el estado base tenga indice n = 0
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(Culpitt & Ghosh, 2014). Con esta sustitucion obtenemos,

( ) o (V.23)
+2)hem
p =TT =0,1,2,..
N 52 paran =20, 1, 2,
Para hallar el superpotencial utilizamos la ecuacién No.|[V.10]
/2 cos ” 1
W ZE — (L
by Esin () (V.24)
- aHOt( ) (1)
2m L L
Finalmente, con la ayuda de la ecuacién No. obtenemos que el par supersimétrico es
n? m? x n? 7 T
o= gt (7)o o ()
(1) 5 72 Ot \ T + 572 ¢ (7 was)
e o () s ()]
= cot” | — csc
2mL? L L
Usando la identidad cot?(z) = csc?(x) — 1 obtenemos
h2n? 9 (TT
=T o (—) - 1] V.26
Vo () 52 [ cse” (7 (V.26)

La Figura No. V.1 muestra la forma de dicho potencial, tomando a i = 1.054 - 10734 J - s, la

masa como m = 9.1 - 103! kg (la masa del electrén) y arbitrariamente L = 1 m.
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[

x1073%

1.x10736 |

Figura V.1: Par supersimétrico para el potencial de la particula en una caja

Por ultimo notemos que V; es,

_ hr? (V.27)

~ 2mI?

= V() - By
lo cual concuerda con las ecuaciones No. y No. A continuacion, en la Figura No. V.2,
se graficardn las eigenfuciones \Ifél) y \1162). En dicha figura es posible ver que ambas eigenfuc-
niones son diferentes, no obstante, para evidenciar que ambas eigenfunciones poseen los mismos
eigenvalores es necesario resolver la ecuacién. Es debido a esto que no se realizard en esta sec-

cién, sin embargo, en los siguientes capitulos se desarrollara el método numérico de Numerov y

efectivamente se comprobara para los potenciales hallados, que sus eigenvalores coinciden.

Para realizar las graficas de la Figura V.2 se utiliz6 el Cuadro No. V2con L=nyh=m = 1.
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(2)

vy

Figura V.2: Gréfica de las eigenfunciones \Ifél) y \1182) para el potencial de la particula en una caja.

La grafica morada representa a \Il(()l) y la azul a \I/[()Q). Esta funcidnes se encontraron utilizando el

Cuadro No. V.2, y procediendo de la siguiente manera. Sabemos que,

3h27? (1) hr
Br=o s BT
hod
= W@ (V28)
hm T
Wiz) = — t
@ =~z (T)
@ QU
@ _
1
EM

Qul) = hr \/3200S 2rz\ R wcos(”)\/ESm 27
L VamVLL L V2m Lsin (2£) V L L

_h 2w 2 cos (Z£) T\ . (7T
- m\/;L 2 cos < > — 2 cos (—) sin ()] (V.29)
h 2

2|

sin (%)

() e )

La identidad sin(2z) = 2sin(x) cos(z) se utilizé en la segundad igualdad. Utilizando ahora la



identidad cos(2x) = 2 cos?(z) — 1, y la identidad sin?(z) 4 cos?(z) = 1 se obtiene

o[22
=vaVzz et ()~ () -1

h 2271 052 (71'1:) 1}
= — —— |C . —
2omV L L L

25

(V.30)

(V.31)
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VI. POTENCIALES CUASI-EXACTAMENTE SOLUBLES

Tal y como se comenta en (Turbiner, 2016) las soluciones exactas a problemas no-triviales pueden
proveer informacién valiosa acerca del problema y en ocasiones pueden revelar propiedades ocultas
de este mismo. Tal y como se comento en el primer capitulo del presente, la ecuacién de Schrodinger
es el objeto bdsico de la mecdnica cudntica, por lo que es de suma importancia encontrar tanta

informacién como sea posible acerca de ella.

Debe mencionarse que otra motivacién para buscar soluciones exactas es que, luego, podemos
usar estas combinadas con teoria de perturbaciones para encontrar respuestas a otros problemas. Por
otro lado, alrededor de 1980, el tema de encontrar soluciones exactas cobré mayor interés debido
al descubrimiento de una nueva clase de problema cudntico relacionado con el espectro de energia,
llamado problemas cuasi-exactamente solubles. En esta clase de problemas, inicamente un nimero
de eigenestados puede ser encontrado explicitamente. Tal vez, tal y como lo comenta (Turbiner,
2016), algo que se debe enfatizar de este hallazgo es la idea de tipo filoséfica que se deriva. Esta,
es que no es posible conocer o bien saberlo todo acerca de la naturaleza. El planteamiento de estos
problemas cuasi-exactamente solubles puede considerarse como una manifestacién de la idea de
una especie de frontera de lo que podemos conocer en base a los desarrollos mateméticos conocidos

hasta hoy en dia.

Estos problemas cuasi-exactamente solubles surgen considerando nuevamente a la ecuacién de
Schrodinger,
h 0?¥(x)

5 g T V(@)¥() = E¥(z) (VLD

y notando que esta ecuacion depende de dos parametros, de la funcién W(z) y del potencial V' (x).
Actualmente, no existe una forma dnica y general para encontrar todos los potenciales V(). entre
la literatura, existen dos métodos muy famosos para la determinacién de dichos potenciales y para
su resolucioén, estos son: el método algebraico y método por medio de la ecuacion confluente de
Heun. Debido a que el objetivo del presente trabajo es mostrar el procedimiento para hallar el
par supersimétrico usando como ejemplo un potencial cuasi-exactamente soluble propuesto por

(Condori, 2017), no se profundizard en este tema. No obstante, se hard una breve introduccion hacia

27
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ambos métodos para motivar al lector a investigar en dichos temas.

A. Método algebraico

Este método, tal como su nombre lo indica, es de tipo algebrdico. Este pretende utilizar una

representacion de dlgebras de Lie y ecuaciones diferenciales lineales.

Muy a grosso modo, un grupo de Lie lo conforman variedades suaves que son diferenciables.
Luego, un dlgebra de Lie lo conforman los grupos de Lie cuyos elementos son operados entre si por

medio de funciones continuamente diferenciables, i.e. C*°.

La idea es primero tomar una espacio lineal de la forma

FV = (A1), f2(y)s oos fa(®)) (V1.2)

donde f1(y), f2(y), ---, fn(y) son naturalmente funciones linealmente independientes. El desarrollo
se complica si se toma cualquier conjunto de funciones linealmente independientes, por lo que se

elige generalmente el espacio lineal

Poi1 = (L,z,2°%, ..,2") (VL3)

Posteriormente, se toma el dlgebra de Lie s[(2, R), el cual puede ser representado por operadores

diferenciales de primer orden (cuando trabajamos en una variable) de la forma

d
J;{:xQ%—m?
d n
o_ % V1.4
I Ydr T 2 (V14)
_d
J, =

donde n € R. Por otro lado, se define que un operador diferencial lineal de orden &, T}, (m, %) es

cuasi-exactamente soluble si preserva el espacio polinomial Py, 1, es decir

d
Ty (96, > : Prny1 — Pnta (VL5)
dzx
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Contando con estos conocimientos previos, la teorfa parte en demostrar que cualquier operador
T}, cuasi-exactamente soluble puede representarse por un polinomio de grado k de los operadores
J*, suponiendo que k < (n + 1). De lo contrario, es decir, para k > (n + 1), tinicamente puede
representarse hasta la parte del operador 7T}, que contenga n-ésimas derivadas, igualmente por un
polinomio de grado n de los mismos operadores. La prueba de este teorema, se basa en usar el
teorema de Burnside, el cual dice que si un conjunto de operadores actia sobre algin espacio lineal
de dimension finita, entonces cualquier operador que actie sobre el espacio es un polinomio en estos
operadores (Turbiner, 2016). De nuevo, se hace énfasis que el objetivo del presente trabajo no es
desarrollar dicha teorfa y que lo escrito anteriormente no es mds que la introduccién a este enfoque,

pero para el lector interesado se recomienda leer (Turbiner, 2016).

B. El método de la ecuacion confluente de Heun

Considere la ecuacion

d*u(z)
dz?

du(z)
dz

+p(2) +q(2)u(z) =0 (VL6)

donde p(z) y q(z) son analiticas, es decir, pueden representarse alrededor de un punto zy por medio
de una serie de potencias centrada en z.

Definicién: Un punto z = ¢, ¢ € C se llama punto regular de una ecuacion diferencial p(z) y
q(z) son analiticos en una vecindad con centro en z = ¢. Un punto z = ¢, ¢ € C se llama punto

singular de una ecuacién diferencial, si p(z) o ¢(z) posee una singularidad en z = c.

Considere ahora la transformacion

1
= -
z
d ,d
:>%:—§dfg (VL7
&2 d
AT 93
:>dz2 gd§2+§d§
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Entonces la ecuacién No. puede reescribirse como

d>u 1 1 du 1
—_— + . <2 — gp(l/g)) e + gjq(l/g)u =0 (VL8)

La ecuacién No. es singular regular en infinito, es decir zp(z) es analitica en z = oo si y

solo si

1
2= p(1/9) (VL9)
es analiticaen ¢ = 0.

La ecuacién de Heun es una ecuacidn diferencial lineal de segundo orden, con un punto singular
regular en en infinito y tres puntos singulares regulares localizadosen 2 =0,z =1y z =adela

forma

d?u(z) v 5 e | du(z) afB(z —h) B
dz2 * ;+z—l+z—a dz +z(z—1)(z—a)u(2)_0 (VL10)

donde

a+pf+1=v+d+c¢€
(VL.11)

heC

Definicion: Una ecuacién diferencial es confluente cuando una singularidad regular z5 es remo-

vida tal que esta coincida con otra singularidad z;.
Notacién: 2o — 271

Existen varias formas de volver a la ecuacién de Heun confluente. El método que se usard para

esta breve introduccion serd el propuesto por (Kristensson, 2010)

a = kya'/?
B = koal/? (VI.12)

a — o0
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Con lo cual se obtiene

d%(z)+ v, 0 +oz—|—ﬁ—fy—(5+1 du(z) af(z—h)
dz? z z—1 z—a dz 2(z—=1)(z —a)
1/2,1/2 _
W(2) + 1im a'’?a'*kika(z — h)

a—oo z(z—1)(z —a) u(z) =0

u%d+[7+ i }m@—kﬂﬂzmzm

u(z) =0

T, ) +kmﬂl+@&ﬂ—y—5+1

1 1/
u(z)+ e z z-—1 zZ—a

a—0o0

z z-—1 z(z—1)
(VL.13)
donde
e=a+pf+1—v-96
(VL.14)
heC
y k1 y ko dada por la siguiente ecuacién
(k1 + ko) a2+ 1=y+0+¢
i i 1 Y+6+€
CLILIIC}O (k1 + ko) = albngo <_a1/2 + /2 > (VL.15)
=k +k=0

Una vez contando con la ecuacidén confluente de Heun, el método se basa basicamente en tratar
de reducir la ecuacion de Schrédinger a la ecuacién de Heun, de la cual sabemos algunas soluciones
para determinados valores de ki, v y J, dichas soluciones pueden encontrarse en (Kristensson,
2010). Dicho procedimiento es extenso y varia dependiendo de qué potencial se tome, sin mencionar
que para ciertos potenciales cuasi-exactamente solubles este método no es 1til, con lo que se debe
de buscar otro tipo de ecuaciones o bien evaluar si es posible utilizar lo que en la literatura se conoce
como el ansatz de Bethe. Debido a esto (ademds que no se tiene como objetivo demostrar que el
potencial a utilizarse en el siguiente capitulo es en efecto un potencial cuasi-exactamente soluble),

no se desarrollard dicho procedimiento en el presente.
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VIL. APLICACION DEL METODO DE NUMEROV PARA

LA BUSQUEDA DE PARES SUPERSIMETRICOS EN

POTENCIALES CUASI-EXACTAMENTE SOLUBLES

Para desarrolar este capitulo y asi cumplir con el objetivo de este trabajo, se desea aplicar la teoria

desarrollada en el capitulo dos a un potencial cuasi-eactamente soluble en especifico, el cual se tomo

de (Condori, 2017) y posee la forma de

V(z) = 1 (sinh*(z) — sinh?(x))

2

(VIL.1)

Dada la referencia (Condori, 2017), este potencial da como resultado la eigenfuncién base y un

eigenestado base siguiente

Debe mencionarse que la referencia (Condori, 2017) toma a

h=m=1

con lo que la ecuacién de Schrédinger toma la forma de

1d?¥

—§W—|—V\I’:E\I’

Como paso incial hallamos quién es V, para esto utilizamos la ecuacién No. [V.1]

Vi =V(z) = Eo = 5 (sinh’(2) — sinb*(z)) —

N | —
DN | =
N | —

33

(sinh*(z) — sinh?(z) — 1)

(VIL.2)

(VIL3)

(VIL4)

(VILS)
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Luego, hallamos el superpotencial W (x)

ho d¥y 1

W) == Jom dw 0

(VIL6)

Comprobamos que en efecto la ecuacién No. es el superpotencial. Para esto utilizamos la

ecuacion que se utilizé para pasar de la ecuacién No. a la ecuacién No.

h dW
Vi=Ww?2_ - "
! V2m dz
1 dW
w2 2
V2 dx
1 1 /1
= ; cosh?(z) sinh®(z) — 7 <\/§ [sinh®(z) + cosh2]> (VIL7)
1
=5 [(1 + SiHhQ(IL‘)) sinh? — sinhz(.r) —1- sinhQ(m)]
1

Vi== [sinh4($) — sinh?(z) — 1]

[\)

la cual coincide con la ecuacién No. En esta ultima ecuacion, la cuarta igualdad fue posible

gracias a la identidad cosh?(z) — sinh?(z) = 1. Para encontrar V5 utilizamos

V2 dx (VILS)

La Figura No. VII.1 muestra ambos potenciales. La gréfica color azul muestra a V; y la grafica
morada muestra a V,. Adicionalmente, usando el método matricial de Numerov comprobamos que

los los eigenvalores de ambos hamiltonianos concuerdan con el Cuadro V.2.
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Figura VIL.1: Gréfica del par supersimétrico de potenciales, Vi (x) y Va(x)

Usando el cédigo propuesto por (Pillai & et. al., 2012), se encontr6 que:

n E,(zl)

EY

AFError

0| —-1.25%10"7
1 | 1.595086025
4152647472
7.390889977
11.22370609
15.59734611

A W

1.595086925
4.152652326
7.390910012
11.22377060
15.59751758
20.47437862

5.64222 % 1077
1.16895 % 1076
2.71067 + 1076
5.74749 * 1076
1.09934 % 107

Cuadro VII.1: Eigenvalores de energia.

En el Cuadro No. VII.1 es posible encontrar los eigenvalores de energia encontrados por el método

numérico. la columna de A Error se encontrd por medio de

|EY), B
ED

n+1
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Figura VII.2: Grifica de la eigenfunciones \I/(()l) respectivaa V) = % (sinh4(x) — sinh?(z) — 1).

Figura VIL.3:

=02F

Gréfica de la eigenfunciones W(” respectiva a V; = 1 (sinh*(z) + 3sinh?(z) + 1).
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La Figura No. VIL.2 y la Figura No. VII.3 muestran a \Il(()l) ya \I'((f), respectivamente, en un in-
tervalo arbitrario. Para finalizar esta seccidn, se desea Unicamente hacer énfasis en lo desarrollado
anteriormente y es que se conociendo los eigenvalores de un potencial dado fue posible encontrar
otro con los mismos eigenvalores de energia. Es decir, contando con un potencial cuasi-exactamente
soluble y sus niveles de energia, fue posible encontrar otro potencial del mismo tipo y los niveles de
energia sin tener que pasar a través de algin método propuesto en el capitulo No. VI. Claramente,
esto es de gran ventaja, sobretodo si se estd en el drea de fisica computacional, ya que si estamos
interesados en trabajar con la energia de cierta particula bajo un potencial, es posible elegir el po-
tencial que numéricamente sea mds comodo o presente menos problemas ya que al final de al cabo,
de abmos potenciales se obtiene los mismos valores de energia. Ademads, es equivalente trabajar con

el potencial V' (z) o el potencial V;(x), ya que si se sabe que

d*v,,
72 +V(z)V,, = E, Y,
d2$ (VIL9)
— Vi), = BV,
Entonces )
2,
T+ Vi(@) ¥ = EWw,
d*v,,
dr2 + [V(z) — Eo] ¥y, = Eﬁl)‘l’n
v 2y (VIL10)
"+ V(@)W = (E}ﬁ n EO) v,
d*v,
72 +V(x)¥, = E,¥,

La ultima igualdad es posible debido a que debe de coincidir con la primera ecuacidn escrita en
VIL9| Esta iltima secuencia de ecuaciones prueba que los eigenvalores de V' (z) tnicamente estin

trasladados Ej de los eigenvalores de V;(x).
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VIII. CONCLUSIONES

Tras el desarrollo de esta teoria se puede concluir lo siguiente.

1. Fue posible hallar el superpotencial y el par supersimétrico de V (z) = £ (sinh4 (z) — sinh?(z) — 1)
y probar numéricamente mediante el método matricial de Numerov el teorema principal del trabajo,
el cual dice que el valor n-ésimo del eigenvalor del potencial V5 coincide con el valor del eigenvalor

nimero n+1 del potencial V;.

2. El desarrollo de estos pares supersimétricos de potenciales permite tener mayor flexibilidad al
trabajar con eigenfunciones y eigenvalores de energia en la mecdnica cuéntica, ya que es posible
elegir el potencial que, numéricamente o incluso analiticamente, més convega pues los eigenvalores

seran identicos.

3. El tema sobre el cual gira entorno el presente trabajo es adecuado para estudiar métodos
numéricos de ecuaciones diferenciales ya dependiendo el potencial que se elija, la demanda numéri-
ca crece y debido a que ambos potenciales deben dar eigenvalores identicos, es posible calcular el

error proporcionada por el método.
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