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PREFACIO

El trabajo de graduacién, o como le decimos con los compaiieros, el challenge, es una carrera
contra el reloj, lo que lo hace un proceso en su mayoria estresante y desgastante. No obstante, este
trabajo me ayudé en muchos aspectos, entre ellos, a poder percatarme cudn vasta y grande es la fisi-
ca, a darme cuenta a qué querer dirigir mis estudios de postgrado, a reforzar mis conocimientos en
algunos temas, a exigirme persistir en algunos problemas que en ocasiones se tornaban frustraciones

y conocer lo gratificante que se siente el superar estas dificultades, entre otros.

En esta seccién me gustaria tomar la oportunidad para primero agradecerle a Dios y a mis padres
por darme la oportunidad de estudiar fisica, asi como también haberme apoyado a lo largo de mis
estudios. También quisiera darle un agradecimiento especial a mi asesora, la Dra. Maria Eugenia
Cabrera, por haberme guiado en la eleccion del tema del trabajo, por haberse tomado el tiempo
de ayudarme a resolver algunas dudas y por sus correcciones y comentarios que fueron de mucha
utilidad para poder escribir el presente. Por otro lado, quisiera darle las gracias al ingeniero Otto
Hurtarte por sus innumerables lecciones y por exhortarme a seguir la licenciatura en Fisica. Por
ultimo quisiera agradecerle a todas aquellas personas que de una u otra forma contribuyeron a que
fuera posible escribir este trabajo; nombrar a cada una de estas personas conformaria una lista muy
larga con lo que prefiero mencionar solamente algunas de ellas para no volver demasiado extenso
este prefacio. Entre estas personas estd mi directora de carrera, la Lic. Zaida Urrutia, quien nos
brind6 su apoyo a mis compafieros y a mi desde Couching hasta el tltimo afio. También estdn mis
catedraticos, en particular el Lic. José Carlos Chiquin, por sus consejos y buenas formas de ensefar
quimica, el Lic. Alan Reyes por sus conocimientos de matemadtica que me brindd y a la Lic. Irene
Aguilar por haberme prestado a inicios de la carrera el libro de Surely You're Joking Mr. Feynman 'y
haberme introducido de este modo, en mi opinién, a uno de los mejores fisicos de todos los tiempos.
Al Dr. V. Balakrishnan del IIT Madras, aunque lo més probable es que nunca lea este trabajo,
pero me gustaria agradecerle por la calidad de sus clases en linea. A mis amigos de promocién de
licenciatura en Fisica, Victor Tzorin y Diego Liska y de licenciatura en Matematicas, Luis Emilio
Meéndez, Gaspar Yataz, Sofia Dominguez y en especial, a Sergio Zapeta por haberme ayudado a

pasar la dltima parte de mis notas a IXIEX. Por dltimo, a mis demds amigos y colegas, entre ellos



a Diego Contreras, Oscar Caceros, Maria Andrea Bolafios, Derek Vleeming, Byron Contreras y al

Lic. Rodrigo Castillo, ya que sin ustedes no hubiese sido igual.

Para concluir, me gustaria citar a uno de los fisicos mds reconocidos de nuestros tiempos que
ademds tuvo la dicha de conocer a R. Feynman. Leonard Susskind dijo: ”Feynman truly believed

that if you couldn’t explain something simply, you didn’t understand it.”

Debo decir que comparto esta filosofia y que este trabajo estd basado en este pensamiento, por
lo que espero que el lector comparta la idea acerca de la sencillez en cuanto a la redaccién y el
desarrollo de célculos en este trabajo. Para esto, debo de mencionar que el presente supone que
el lector ha tenido, como minimo, contacto con lo que es Mecédnica Cudntica basica y Relatividad
Especial bésica. Sin més que agregar, espero que tras leer este trabajo, al lector le termine gustando

el tema tanto como a mi.
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RESUMEN

Este trabajo empieza con un capitulo de mecédnica cudntica relativista, en donde se repasan con-
ceptos de relatividad especial y se observa el problema de consistencia entre mecdnica cuéntica y
relatividad especial. Es ahi donde se proponen algunas soluciones para tal discrepancia, pero se
obtiene la necesidad de desarrollar una teoria alterna para explicar algunos de los resultados que
se tienen al proponer estas soluciones, esto es Teoria Cudntica de Campos. En el tercer capitulo se
discute un poco acerca del enfoque que se tomara para el desarrollo de esta teoria. En el siguiente
capitulo se empieza a estudiar un campo clésico especifico y luego se procede a transformar este
campo en un operador de campo, lo que se conoce como cuantizar al campo. Posteriormente se le
agregan ciertas condiciones a dicho campo con lo cual se finaliza con una expresién que describe
a bosones que no interactian. En el quinto capitulo se desarrollan ciertos tépicos fisico-matemati-
cos los cuales serdn necesarios en el siguiente capitulos. En el siguiente capitulo, capitulo sexto, se
basa en desarrollar la teoria necesaria para estudiar campos que interactian y en utilizar un modelo
simple (con particulas sin espin) que permite visualizar cémo se procede a hacer los calculos para
campos mds complejos, lo cual se conoce como Teoria ABC. En el séptimo capitulo, se aplica la
Teoria ABC, a campos mas complejos en donde ya se concideran particulas con espin. Este capitulo
finaliza con la cuantizacién de un campo muy conocido, el campo electromagnético. Por tltimo, en
el octavo capitulo se discute de una aplicacion de esta teoria a una teoria mas moderna, la interaccién

obscura.
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I. INTRODUCCION

Alrededor del afo de 1894, el fisico ganador del Premio Nobel, Albert Michelson dijo:

”The more important fundamental laws and facts of physical science have all been discovered,
and these are so firmly established that the possibility of their ever being supplanted in consequence

of new discoveries is exceedingly remote.”

Hoy en dia se sabe que lo que dijo Michelson era sumamente erréneo, ya que después del des-
cubrimiento de la teoria electromagnética se descubrié en 1905 lo que hoy en dia se conoce como
Relatividad Especial y alrededor de afio de 1920 se descubrié la Mecanica Cuantica, las cuales
forman la base para teorias mas modernas. Como es bien sabido, tras pasar los afos, la fisica ha
ido evolucionando y se han podido explicar mejor algunos fenémenos de la naturaleza. A medida
que se efectuaban mds y més experimentos acerca de estas dos teorias, cada vez mds la comunidad
cientifica se percataba que estas teorfas eran ciertas. Sin embargo, al tratar de unir estas dos teorias
en una sola se obtuvo una incongruencia por lo que obligd a los cientificos desarrollar otra teoria
que usara a estas dos teorias como base. Esta teoria hoy en dia se conoce como Teoria Cudntica
de Campos, y aplicada a la Teoria Electromagnética se llama Electrodindmica Cudntica, la cual se

conoce como una de las teorias mas exactas alguna vez desarrollada por el ser humano.

Este trabajo pretende explicar el formalismo de la teoria cudntica de campos relativista para cam-
pos escalares libres y campos en interaccion, ademas de explicar algunas interacciones de particulas
tipo fermiones y discutir una posible aplicacion de esta teorfa a teorfas mds modernas como lo es la

interaccion de fotones obscuros.






II. MECANICA CUANTICA RELATIVISTA

El objetivo de este capitulo es dar a conocer el desarrollo que existe al momento de considerar
ciertas particulas que viajan a altas velocidades por lo que es preciso describirla con una mecani-
ca cudntica que obedezca los postulados de la relatividad especial. Ademds, este capitulo dard a

conocer la notacién que se utilizard a lo largo de este trabajo.

A. Relatividad especial y covarianza de Lorentz

De la mecénica clésica se sabe que si las leyes de Newton son vélidas para un observador A
que se encuentra en un marco de referencia inercial con un sistema de coordenadas dadas, estas
también deben de ser vilidas para un observador B, quien también se encuentra en el mismo marco
de referencia inercial de A pero cuyo sistema de coordenadas difiere por una traslacion y/o una

rotacion.

Notacién: Las coordenadas espaciales z, y, z de un punto P se escribirdn de la siguiente forma

a2, 22, 23 respectivamente.

Regresando al caso de los observadores A y B, si hacemos una rotacién respecto al eje 23 las

nuevas coordenadas seran (Figura I1.1):

2V = cos(0)z' + sin(0)z?

22 = —sin(0)z' + cos(0)a? (L1)

/
z® =a2?

Notamos entonces que la magnitud o la distancia entre el origen 0 y el punto P queda invariante.

(@7 = (@) + (@) + (2°)* = @) + (@) + (%) = (@) (I12)



Figura II.1: Rotacién de un sistema de coordenadas

Supongamos ahora que el observador A cuenta con una ecuacién de la forma

427
F= m% (I1.3)

para describir algin fendmeno y se desea saber la forma que tendra esta ecuacion para el observador
B. Dado que en (I1.1) los componentes ', x2, 23 pueden sustituirse por F, F,, F,, respectivamente

/ z
entonces F'!' estarfa dado por

FY = cos(0)F" + sin(0)F? (11.4)
pero
/ d?zt ’ zt d’a?
1 _ 1 _ ;
FY = = B = cos(O)m=g + sin(O)m=g5-
d2 1 d2 2
=m cos(ﬁ)—x + sm(ﬁ)—x
dt? dt?
p (IL.5)
=mos (cos(@)x" + sin(0)x”)
/ d2$1,
1 _
F=mge

Siguiendo un argumento similar para las demds componentes, notamos que

= d*z’
F'=m—5 I1.6
72 (IL.6)
El ejemplo anterior es valido para cualquier rotacion, con lo cual observamos que las ecuaciones

de Newton son covariantes ante rotaciones rigidas de los ejes de coordenadas. Se dice que una



ecuacion es covariante cuando ambos lados de la ecuacion se transforman de la misma manera. Sin
embargo, se debe de hacer la distincidn entre ser invariante y ser covariante ya que si una cantidad
es invariante, entonces se estd diciendo que esta cantidad no cambia bajo alguna transformacion.
Por ejemplo el punto situado en (0,0) en un sistema de referencia es invariante ante rotaciones pero

es covariante con el resto de puntos del plano, o del espacio, ante traslaciones.

Notacién: Se usard la convencién de suma de Einstein, con lo cual cada vez que exista indices

(latinos) repetidos se entendera que existe una suma implicita (Aitchison, 1972), por ejemplo

3
Z A'B' = A'B? (11.7)
=1

El caso anteriormente visto no es mds que una reformulacién al principio de relatividad con la
cual debe de cumplir las leyes de la fisica. El principio de relatividad establece que: .2 movimiento
de todos los objetos en un sistema coordenado es el mismo ya sea que este sistema esté en reposo
o0 en movimiento constante rectilineo.” Clasicamente se decia entonces que si las leyes de Newton
obedecian o cumplian con las transformaciones galileanas entonces este principio se satisfacia. Sin
embargo, dos hechos demostraron lo contrario. El primero fue el experimento de Michelson y Mor-
ley, el cual demostraba que la velocidad de la luz era la misma en todos los marcos de referencia
inercial. El segundo hecho fue las ecuaciones de Maxwell, las cuales expresaban que la velocidad de
la luz era en efecto constante bajo cualquier sistema de referencia inercial. Posteriormente, se des-
cubrié que las ecuaciones o leyes de la fisica debian de obedecer las transformaciones de Lorentz

en vez de las transformaciones galileanas para que el principio de la relatividad se cumpliera.

Una diferencia crucial de las transformaciones de Lorentz con las transformaciones galileanas es
que las transformaciones de Lorentz mezclan el espacio y el tiempo tal y como si fuese dos diferen-
tes coordenadas. Es por esto que se introduce la coordenada temporal 20 = ct. A continuacién se
escribirdn las transformaciones de Lorentz para el caso en que un observador O’ se mueve paralela-
mente al eje 2! de un observador O a velocidad constante v, lo cual comiinmente se le conoce como

“boost”(Figura I1.2). No obstante, es conveniente hacer algunas definiciones antes.

Definicién: Un tetravector es un conjunto de cantidades de la forma A* = (A9, ff) tal que
obedecen las transformaciones de Lorentz. Los tetravectores se denotan por indices griegos (Aitchi-

son, 1972).



Definicién: Un tetravector denotado por A, serd por definicién
A, = (Ao, Ay, Ag, Ag) = (A%, — Al — A% —A3) (IL.8)
y un tetra vector denotado por A*, serd por definicién
Ar = (A% AL A% A3) (IL.9)

porloque A4, B* = A°B° — A-B. Tetravectores de la forma A* se les llama tensores contravariantes

y tetravectores de la forma A, se les llama tensores covariantes.

Entonces, para el caso en que un observador O’ se mueve paralelamente al eje 2 de un observador

O a velocidad constante v (Figura I1.2), las trasnformaciones de Lorentz son

Figura I1.2: Observador O’ moviendose con velocidad constante en direccion +a

O x o' &

(I1.10)

1
1-52
cial, con lo que se obtiene

donde v = y B = ¢. Las transformaciones anteriores es posible escribirlas de forma matri-

=~ L11)



Tal y como se dijo anteriormente, la ecuacién (IL.TT)) representa las transformaciones de Lorentz
para el caso de movimiento paralelo al eje x. Claramente no es el caso mds general, no obstante, no
se pierde generalidad con esta ecuacion ya que siempre es posible rotar los ejes de tal manera que
el movimiento siempre sea en el sentido de +z' sin cambiar la forma de las ecuaciones, tal y como

se vié en la ecuacion ([L.6). (Cheng, 2010)

Considerando este tipo de transformaciones es necesario preguntarse qué sucede con la norma de
algin tetra vector. Esta debe de ser invariante de Lorentz, ya que se desea que las cantidades fisicas

se mantengan. Para ello se examinar primero la norma mas natural, la euclidiana extendida a R*.

Primero se debe notar que las transformaciones de Lorentz de la ecuacion [[I.TT| pueden escribirse

de forma tensorial como

=AM Y (I.12)

donde el tensor de rango dos A,/ es la matriz

vy —p 00
— 0 0
AP = e (IL13)
0 0 10
i 0 0 O 1_
Es decir,
CCOl _ AOOCL‘O +A105C1 +A20£C2 +A3Ol‘3
2t = Aolmo + Allxl + A21m2 + A31m3
(IL14)

22 = A02x0 + A12.7)1 + A225U2 + A32;U3

x3' _ AOBxO —|—A13.CE1 —I—AQS.CL‘Q —|—A33$3

con Ay = Al =75 Ad = A2 = —8; A = AP = 1y cero para cualquier otro componente



de la matriz. Sea I = (2, z!, 2%, #3) entonces aplicdndole la norma euclidiana se obtiene,

(11)2: ($O/)2+($1,)2—|—(ZL‘2/)2+($3’)2

2 2

= (ya? =7z + (—yB2° +y2')? + (%) + (27)
=2(a")? — 29822 + y?B(2')? +28°(2°)? — 297 B’z + 2 (2!)? + (2?)® + (27)?
=72 (2°)? + 28%(2%)* + 2 (2")? + 1?8 (2")? — 4922z + (%) + (2°)?

= (P +9°8) (") + (¥ + 478 (2")? — 49*B2%" + (27)* + (¢°)?

= (v +28)(2%)? + (21)%] = 49°Ba’a! + (2%)? + (%)

(IL.15)
pero y = \/11_7 = 7% = (1 — %) por lo que (72 + v2/3?) = 1 con lo que se obtiene
(I')? = (2°)% + (21)? — 49282 + (2?)2 + (%)% # (1)? (IL.16)

La ecuacion muestra claramente que la norma euclidiana no es invariante de Lorentz.

Considérese ahora la norma pseudo-euclidiana dada por:
(I)* = (297 = (z')* — (2%)* — (=°)* (I.17)

procediendo de igual manera se tiene que
(I')? = @) = (") = (*)* = (%)

= (72 = yBa')? — (72" +7ah)? — (2%)? — (a°)?
2(1,0)2 _ 27251:01,1 + ’)/QﬁQ(.’L‘l)Q _ [,7252(1,0)2 _ 2'}/251301'1 + ’}/2(I’1)2] _ (l’2)2 _ (1,3)2
2($0)2 o 2’)’2,8.%'0$1 + ,Y2B2(x1)2 o 7262(750)2 + 2,7251;03;1 o 72(.%1)2 o (l’2)2 o (l‘3)2
2(1,0)2 +'7262($1)2 _ 7262(‘%0)2 _ ’)/2(.%1)2 _ (x2)2 o (x3)2
2(1- ) ~ (1 - B (') — (7 — (o)

= (%) = (") = (@) - (%)% = (1)?
(IL18)

lo cual muestra que esta norma es invariante.

En algunos libros I recibe el nombre de intervalo invariante. Serfa conveniente poder escribir esta

cantidad en forma de una suma, sin embargo hay tres signos menos que lo impiden. Para solucionar



este problema se introduce la métrica de Minkowski, g, la cual es una matriz de 4 x 4 de la

siguiente forma:

1 0 0 O
0 -1 0 O
Guv = (I1.19)
0 0 -1 0
o 0 0 —1]
Con lo que I puede reescribirse como:
I=guata” (I1.20)

Asimismo es posible reformular la definicién que se dio anteriormente de tensor covariante como

Ty = G’ (IL.21)

con lo que se obtiene

I =zx,2" =atz, (I1.22)

Algunos autores prefieren definir la métrica de Minkowski como —g,,,,, sin embargo, esto no

afecta ya que si I es invariante entonces —/ también lo es. (Griffiths, 2010)

A continuacién se definird un nuevo pardmetro, el cual se llamara tiempo propio, T, y permitird el

desarrollo de otras cantidades invariantes de Lorentz. El tiempo propio se define como:

dr = g (I1.23)

donde dS es un diferencial de distancia en el espacio de Minkowski (Cheng, 2010). A partir de
esta definicidn es posible derivar la siguiente propiedad, cuyo desarrollo puede ser encontrado en

(Cheng, 2010), esta propiedad sera ttli posteriormente.

dr = ~dt (I1.24)
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Entonces la velocidad relativista de una particula se define como:

Ul=— =~7 (IL.25)

Si se extiende dicha cantidad a un tetravector se debe de hayar la componente 2°:

o dx¥  dct)

= = = 11.26
dr  1/~dt e (1.26)
Por lo que
UM = ~(c, vy, vy,0;) I1.27)
Ahora se mostrard que U* es covariante de Lorentz, para ello se considera,
172
UrU, = 7*( = (v2)? = (1)) = (v2)?) = 7°¢? (1 - 2> =c? (I1.28)
c

La ecuacion muestra que U* es covariante de Lorentz. Este hecho es muy interesante ya
que se debe de observar que sea cual sea la velocidad de la particula, la norma cuadrada es ¢, a lo
cual se le llama un escalar de Lorentz. La ecuacién ([I.28)) puede interpretarse como que todos los
objetos poseen un tetravector de magnitud igual a la velocidad de la luz, un objeto inmdvil, su tetra-
vector U* apunta en direccién temporal, mientras que el tetravector de otro objeto en movimiento,
con respecto al primero, apunta en direccién temporal y espacial y su norma es igual a la norma del

tetravector del objeto anterior.

Debido a que estamos trabajando con otra velocidad, es conveniente definir el momentum relati-

vista. El momentum toma la forma de

pH =mU* (I1.29)
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con p® = mey = —2Z£—. Tomando la serie de Taylor de esta componente se obtiene

V-

102 304
mey=mc|1l+-— + + ...
2 2

8t
4 (I1.30)
! ?+ 1mv2 + Bmv +
=—(mc + = -m— +...
c 2 8 (2

Si v << ¢ (limite cldsico), el paréntesis puede aproximarse a mc? + %va que es la energia

cinética mas un término al cual se le llama eneria de reposo. Entonces si se define la energia como

E = mc?y (IL31)

. P . L. 4
entonces al expandir este término en su serie de Taylor daria justamente (m02 + %va + %m’c’—Q +...

lo cual se puede ver también en la ecuacién ([I.30). Si se toma el limite clasico de esta expresién
entonces se convierte nuevamente en la energia cinética cldsica para una particula libre mds una
constante, lo cual concuerda con la ecuacién al modelar particulas con velocidades no re-
lativistas. Por otro lado, se debe de mencionar que en mecénica clasica nos interesa tinicamente
cambios de energfa, por lo que el término constante mc? se puede obviar ya que siempre se trabaja

con particulas que poseen una masa (Griffiths, 2010).

Ahora bien, regresando al momentum relativista, la componente cero de este puede entonces

escribirse como p° = % y p** con lo que la ecuacion (I1.29) se convierte en

E
le = (Cavapy7pz> (1132)

el cual se denomina tetravector de energia-momentum. Como es de esperarse, la norma cuadrada de

dicho vector es covariante de Lorentz y de hecho es también una constante de Lorentz.

E? B2
po o 2 — 222
p pu C2 p 02
= Pm2y? — M2
=m?(c*y? — i%97) (I1.33)
2
v
— m2c? <1 _ 2)
C
22
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2
Py == —p° =m?c (IL.34)
C

B. Ecuacion de Klein-Gordon

En mecanica cudntica se tienen operadores para la energia y para el momentum los cuales son:

E= zhﬁ
ot (IL.35)
b= —ihV

donde £ es la constante de Planck dividida dentro de 27. Las ecuaciones escritas en (I[.33) permiten

escribir el tensor energia-momentum anteriormente encontrado como:

[ 9,0

-9,
Pr=ih| | = ihigud, = ihd" (I1.36)

il‘Q

__8:1:3_

donde 0, = %. Estos operadores, escritos en ([1.35) conforman la ecuacion de Schrodinger, la

cual tiene la forma de

0 h
h—V = —— V¥ 11.37
ot 2m ( )
A continuacién se mostrara que dicha ecuacién no es covariante de Lorentz.
Sea
ct' = ~(ct — Bx) :>t':7<t—ﬁx>
¢ (11.38)
2V =zt - 5a°)
entonces,
g ot o
ot ot ot
11.39
g 02 0 ( )

dr Oz da’
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9_, 0
ot ot (I1.40)

o _ 90 & _ 5
ox _Vaz’ Ox? =7 Ox'?

Por lo que
Zhg\lf _ —iv2\l’ transf. de Lorentz Zh’yg\lf _ —i’y2v/2\11
0 h ’
h—U = ——V 2V
o om |

con lo que se demuestra que la ecuacidon de Schrodinger no es invariante de Lorentz. Esto se pudo

haber observado también desde un inicio, ya que la ecuacién ([I.37) estd basada en una relacion de

energia-momentum no relativista.
Para tratar de solucionar esto podemos tomar la relacién energia-momentum desarrollada ante-

riormente, la cual se vio que efectivamente es invariante de Lorentz.

E? 0?
2 = c*m? = B? = c'm? 4+ PP = (ih)zw\li =m0 — AREVEY (11.42)

2

—h2gt2\11 = 2 — 2R2V2T

2 2
—%%qf = m*V — P’V*U

C
2 82 2. 2 2v72

H? H? 52 H?
2 2 2
= — — — U
0 { meh <a<x°>2 o D22 a<x3>2>}

2,2
{Cm +aﬂau] T =0

h2

¢ 7;’ (IL.44)

donde 02 = 8“@” el cual se denomina el D’lambertiano. La ecuacidn anterior, (I[1.44)) se le conoce

+ 02| U =0

o bien
[ 2 2

como la ecuacién de Klein-Gordon y describe particulas cuyo espin es 0 (Griffiths, 2010).

C. Solucién para la particula libre de la ecuacion de Klein-Gordon
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La ecuacién de Klein-Gordon es muy parecida a la ecuacidn de onda, por lo que se propone una

solucion de la forma

U(F,t) = A eiFdivt (IL45)
una onda plana, donde A € C. Entonces la relacién que debe satisfacer U es
m-c

(0H)2W — (0" = —7 (11.46)

1 2.2

c2

Usando la propuesta (ecuacion [[I.43) se obtiene

(iw)? - —m?2c?
= U — (ik)?0 = — = v (IL.47)
con lo que
R2w? = B22k2 + m2ct (11.48)

Entonces para un k dado
(hQngz + m204)1/2

=+ 11.49
w 5 (I1.49)
Entonces notamos que el eigenvalor asociado al eigenestado W del operador p = —iAV es sin
pérdida para 1D:
B .
pU =p¥ = —ihﬁ\lf =p¥ = p=nhk (IL.50)
x
y el eigenvalor asociado al eigenestado ¥ del operador Ees
A 0
EY =V = zha\ll =eV s e=lw (ILs1)
Entonces es posible obtener las siguientes soluciones:
1) ¥, = Aeiﬁ'fefi(h%%a+m204)1/2t/h E= +(ﬁ202k_é + m2c4)1/2 p= hk
(IL.52)

2) Uy = AT PR m2 ) 2 /h —(hQCQk_é +m2cH? = hk

En las soluciones expuestas en ([.52) es donde se puede empezar a observar el problema con esta
ecuacién y es que se obtiene de ella energias negativas. ;Cémo se deben de interpretar estas? Se
desarrollard un breve anélisis a continuacién de la densidad de probabilidad que presenta este tipo

de soluciones con el fin de buscar alguna respuesta a este problema (Aitchison, 1972).
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D. Densidad de probabilidad y densidad de corriente de probabilidad para

la particula libre de la ecuacion de Klein-Gordon

Para la ecuacién de Schrodinger se sabe que la ecuacién de conservarcion de la probabilidad

estd dada por

op -
.= I1.53
7t +V.5=0 ( )
donde p = |U(Z, t)|2 = W(Z,¢)U*(Z,t) es la densidad de probabilidad y j = —zzi(ql*(f,t)V\I/(f, t)—

U(Z,t)VU*(Z, 1)) es la densidad de corriente de probabilidad. Ahora se buscard dicha ecuacién pa-

ra la ecuacion de Klein-Gordon de la forma

1 0°0 m2c?
— — V2y U =0 I1.54
cZ Ot? * h? ( )
cuya conjugada es
1 9>y~ 9 m?c?
— - Voot U = I1.55
2 ot? v + h? 0 ( )
Entonces
1 _,0%°0 m2c?
U — UV T =0
c? ot? Vi h2
1 92w+ m2c?
SV — UV — P = (IL.56)
2 Ot? + h2
1 *82\Ij 62\11* 2T % k72

Noétese que

ot| ot ot
e +x1/*82\1’ v ovr \I]a%p*
Ot Ot o2 ot ot o2
B0 G
Ve Ve

d [\P*aw o }

(IL57)
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y que
V- [T(VT*) — T (V)]
= UV - (VI¥) + (VI*) - (VI) — V- (VI)T* — (V) - (VT¥)
— UV - (VI*) - V- (V)T

= UV20* — U2

(IL58)
De lo anterior se obtiene
10p -
P v.i=0 I1.59
c ot TV ( )
donde p = L (W 2% —wI2EL) y § = B(YVP*— P V) = LWV —TVT*) = =PV -
UVU*) en donde las constantes se agregaron por conveniencia.
Esta ecuacion es posible escribirla de forma covarinate como
ougt =0 (IL.60)

donde j# = %h(\lf*(?“\ll — UoH*). Sustituyendo en (I1.60) las soluciones anteriormente encontra-

das, (I1.52), se observa que para la solucion No. 1 se tiene que tomando p = hk y % = /P? + m2c?,

Ju @[A*e(filg-f)Jrz’Et/h)A*iEe(iE-f)fiEt/h A iRE)—iBt/n g E o (—iFE)+iB/
c he he
ih B E
(ILre1)
h [ —2| A% E
:Zz[ | |ZE} yyaque p’=—
c h c
, 2|A?
0= [ A po]
&
Siguiendo este procedimiento para las demds componentes, j* para ¥, resulta ser
. 2|A? E
g = ’c(—i_c’ﬁ) (11.62)
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mientras que para ¥y

210417, E
gt = 4] (——,p (IL.63)
c c
o bien,
2|A? E
gt = 2A° (1°,p) conp’ == (I1.64)
c c

con lo cual es posible ver que para la ecuacién de Klein-Gordon, la energia tiene el mismo signo
que la densidad de probabilidad. Es decir, si la energia es negativa, como se vio anteriormente, se
obtiene una densidad de probabilidad negativa y no es posible interpretar esta cantidad negativa

como probabilidad (Aitchison, 1972).

La razén por la cual se obtuvo este resultado se debe a que se empezd con una relacion que
no era lineal para la energfa, es decir £2 = ¢p? + m2c?. Debido a que E es ih-2, se debe de
buscar entonces una ecuacién que sea lineal respecto de %. Este razonamiento fue el que Dirac
tom¢ para formular su ecuacién de onda relativista con la cual logré describir paraticulas de espin

%. A continuacién se desarrollara dicha ecuacion (Griffiths, 2010).

E. Ecuacion de Dirac

La estrategia que Dirac tomo fue tratar de “factorizar’la ecuacion de Klein-Gordon, lo que implica

2

factorizar la relacion p*p, —m ¢ = 0. Si solo se tuviese una coordenada, por ejemplo la temporal

p°, esto serfa muy sencillo ya que

o —mPc® =0 — (p°)? —m*ct = (p + me)(p® — me) =0 (I1.65)

No obstante, el probema es mas complicado cuando se tiene todas las componentes de p*, el cual

es el caso mas general y es el que se necesita resolver. Se busca entonces factorizar pp,, — m2c?

con lo que se propone

(B%p.. + me)(a’py — me) (11.66)

donde se supondra que 3 y o son constantes. Siguiendo esta linea de pensamiento, al multiplicar
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estos dos productos deberia de dar como resultado la ecuacién (I.34), por lo que

= B"p @’px — me(5ps) + me a’py — m*e?

(IL.67)

= B"p. a’py — mc[B" — a”p, — m*c?

pero se busca términos de p elevados al cuadrado, ya que
P = ") - (") - () - () (IL68)

entonces 5 = o con lo que se tiene que

p'pu — m*c = a"a’pepy — mAc?

(11.69)
P'pu = "o’ p,py
de tal forma que

(a"pr +me)(apy —me) =0 (11.70)

expandiendo los coeficientes de la ecuacién ([L.69), se tiene
(%2 = (0)? = (0°)* = (0*)% = (a)*(0")* + (a°) (" )p°p"+

(@) (@®)p"? + () (a®)p"p*+

(IL71)

= (@) + (@) (") + (@®)* (") + (0®)*(»°)°
+ ( )pop1 + (a’a? + a*a®)pop2
+ (a%® + a’a”)pops + (a'® + o*al)pips
+( Dp1ps + (a?a® + a®a?)paps

Entonces,

‘ol +ata® =0

@®)?=1y «a
%02 +a?a’ =0 (L.72)

o+ a2’ =0
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(al)zz(a2)2:(o¢3)2:—1 y 0510624-062061:0
ala® +atal =0 (I1.73)

a?a? +a’a® =0
pero no existe ningiin o € C que satisfaga estas condiciones. Es decir, la suposicion que se hizo
antes de la ecuacién de que o son constantes no puede hacerse, ya que ninguna constante
puede satiscer estas condiciones simultdneamente. Dirac resolvid este problema de una manera
brillante pensando en que los a** no tienen por qué ser nimeros. Dirac tomé a los o* como matrices,

con lo que de la ecuacién ([T.69) se encuentra que estas matrices no son matrices cualesquiera sino

que deben de cumplir cuatro propiedades que a continuacion se desarrollaran (Aitchison, 1972).

1. Hermiticidad y antihermiticidad: Primero, nétese que para que la ecuacién ([1.70

se satisfaga, basta que uno de los dos términos sea cero. Para probar las siguientes propiedades se

tomard el término a*py — mc. Ademds nétese que este término es posible escribirlo como
a)‘pA —mc=0= aopo = ozipi + mc = aoaopo = aoaipi +ame (I1.74)
Debido a la interpretacion matricial de o** las condiciones que se muestran en la ecuacién (I11.72]y
11.73)) deben de transformarse para matrices, con lo que 1 es ahora I, donde [ es la matriz identidad.

Entonces usando estas condiciones y definiendo a la matriz ¢ = a®a’ , la ecuacién (I1.74)toma la

forma de

po = U'p; + a®me (11.75)

Pero se debe de notar que el operador de energia E= ih%, entonces

ol )
m&:—mw&+wmc (IL.76)
Debido a que se desean eigenvalores reales del problema de eigenvalores al aplicar el operador
E, las matrices o y 9" deben ser hermiticas, es decir estas matrices deben ser igual a su transpuesta

conjugada. (El operador —ih0; = —ihV ya es hermitico).
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2. Traza igual a cero: Luego, de las condiciones que muestran las ecuaciones ([1.72) y
(L1.73) se tiene que

adla’ + =0 y (%=1
= a' = —aa'a® = Tr(a') = Tr(—a’a'a®) (AL77)

= —Tr(d’a‘a’) = —-Tr(a'a’a’) = —Tr(a'(a®)?) = —Tr(af)

Con lo que se demuestra que la traza debe ser cero.

3. Autovalores: Los autovalores de las matrices o deben ser igual a £ y los autovalores de
la matriz o deben de ser igual a &-1. Esta propiedad puede ser probada facilmente si se considera

la diagonalizacién de dichas matrices,

(OéO)Q —7 diagonalizando PDQP_I —7
D*=pP'P=1
(I1.78)

diagonalizando

(a)? = -1 PD?’P~l =T

D>=pP'p=—1

con lo que se puede ver que los autovalores, los cuales se encuentran en la diagonal de las matrices

diagonales D, tnicamente pueden tomar valores de £1 y =i.

4. Las matrices o tienen dimension par: Esta propiedad es debido a que si se diago-
naliza o, por ejemplo, y se considera su traza, esta por la propiedad probada en la ecuacién (I1.77)

debe ser igual a cero con lo que,

o®=PDP ' = Tr(PDP™Y) =Tr(DPP™ ') =Tr(D)=0 (I1.79)

Ahora bien, D solamente tiene componentes no nulos en su diagonal, los cuales son precisamente
los eigenvalores, que por la propiedad mostrada en en la ecuacion (I1.78)) pueden ser inicamente +-1
por lo que debe de existir un nimero par de ellos para que la suma sea cero. El mismo argumento

se aplica para o'.



Una vez que Dirac identificé tales propiedades, propuso las siguientes matrices

10 0 O
0 01 0 O I 0
o = =
00 -1 0 0 —I
00 0 -1
donde I es la matriz identidad de dimensién 2 x 2.
00 0 1]
gl — 0 010 _ 0 os
0100 or O
1 0 0 0]
00 0 —i
92 — 0 0 ¢ O _ 0 oy
0 — 0 0 oy 0
i 0 0 0]
00 1 0]
9= 0 0 0 -1 _ 0 o,
1 0 0 O o, 0
0 -1 0 0
donde o; son las matrices de Pauli. Debido a que se definié a ¥' = ala’

21

(11.80)

(I1.81)

entonces es posible
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encontrar a las matrices o* = [aO]

—1 g .
9", con lo que se obtiene que

(0 0 0 1]
0 0 10
0 -10 0
-1 0 0 0
(0 0 0 i
00 i 0f
0 i 0 of
—i 00 0]
(0 01 0]
000 —1|
100 0
(0 10 0

0 o
—o, O
0 oy
—oy 0
0 o,
-0, O

(I11.82)

donde los o; son de nuevo las matrices de Pauli. Nétese que ahora las matrices o son antihermiticas,

es decir que el negativo de cada una de estas matrices es igual a su transpuesta conjugada. Ademads

obsérvese que todas las condiciones desarrolladas en las ecuaciones (I1.72)) y (I1.73)) se satisfacen, a

continuacién se probardn algunas.

o o O

o o O =

[u——y

o O

0 0
0 0
1 0
0 -1
0 0]
0 0
1 0
0 -1

—_
o

o O

—_

o O

o o O

o o O

o o O

o o O

=17 (I1.83)

(I11.84)
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(0 0o o 1lft0 0 o] Jo o o -1
0 0 0O 1 off0o 1 O 0 0 0O -1 0
(a)(a”) = = (I1.85)
0 -1 0 0ff0 0O -1 O 0 -1 0 0
-1 0 00/l00 0 -1] |-1 0 0 o0
oo 1]fo o o 1] fo o o 0
e e oot oo 0 -1 0 0000
(@) (") + () () = = (I1.86)
01 00 0 -1 0 0 00 00
1000 |-1 0 0o 0| |00 0 0
etcétera.
Finalmente, regresando a la ecuacion y tomando el término
al'p, —me=0 (I1.87)

por convencién, se puede sustituir de nuevo las variables por operadores cudnticos aplicados a una

funcién de onda ¥ con lo que la ecuacidn anterior se vuelve
iha! 0,V — mc¥ =0 (11.88)

donde W ahora tiene 4 componentes, es decir,

U= (I1.89)

el cual toma el nombre de ”Dirac-spinor” o ”bi-spinor”.

La ecuacion (I1.88) se denomina la ecuacién de Dirac y describe particulas con espin % Esta

ecuacién también se suele representar por las matrices ¥ con lo cual toma la siguiente forma

U .
m%—t = —ihe (0'V +a°) ¥ (IL.90)

Con la ecuacién de Dirac se corrige el hecho de densidades de probabilidad negativas, lo cual
se mostrard en la seccién G, sin embargo, vale la pena resolver antes el caso mds sencillo de esta

ecuacion para discutir su importancia.
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F. Solucién de la ecuacion de Dirac para el caso de la particula en reposo

Ya que la particula yace en reposo, ¥ es independiente de la posicién, es decir

ov ov ov
921 = 9a2 — 928 " ({31

en otras palabras, se estd describiendo el caso en que la particula tiene momentum p' = 0. La

ecuacion de Dirac a resolver tiene la forma de

ih OV
%aoa ~ el = 0 (I1.92)
Susitituyendo o se obtiene
ov . ov
I 0 5 _ —imc?® [ & (I1.93)
ov h oY ’
0 —I) \%"* o
Uy Uy
conV,y = yUp = . Entonces,
Wy Uy
ov 2 ov 2
Ia—tA =i <mhc> U, - Ia—f — <”§> Up, (1L.94)
La solucion entonces es,
\I/A(t) - A e—i(mc2/h)t
(I1.95)

Up(t) =B e+i(mc2/h)t

Debido a que la particula estd en reposo, su energia es £ = mc? por lo que justamente lo que se

tiene arriba es

Uy p(t) = C FiE/M (11.96)

Es preciso percatarse entonces que aun se sigue teniendo el problema de energias negativas.
Ademds, al resolver el problema anterior de eigenvalores, se necesita que la base a la cual se
estd proyectando ¥ sea completa, lo cual impide desechar la solucién con energia negativa y llamar-
la una “’solucion fisica no aceptable”’(Griffiths, 2010). Las soluciones con energia positiva no son

por si solas un conjunto completo. Dirac se dio cuenta que esta anomalia en la solucién se debia a
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la existencia de antimateria, particulas con la misma masa, con espin % pero con carga opuesta. Las

soluciones (ignorando el factor de normalizacién)

_1_ _0_
o) — pittmem) [0 g@) _ itime/m) |1 (I1.97)
0 0
_0_ _0_
_O_ _0_
§B) — gtit(me®/h) 0 : p@) _ pFit(me?/h) 0 , (I1.98)
1 0
_O_ —1—

describen a un electrén con espin “up” (¥ 1), un electrén con espin “down”(¥(?), un positrén con

espin ”down” (¥3)) y un positrén con espin “up”(¥?)), en reposo.

G. Densidad de probabilidad y densidad de corriente de probabilidad de la

ecuacion de Dirac

El objetivo de esta seccién es demostrar que aun cuando se obtienen energias negativas de la
ecuacién de Dirac, tal y como se vio en las ecuaciones (I1.97) y (IL.98), se obtiene de ella siempre

densidades de probabilidad positivas al contrario de la ecuacién de Klein-Gordon.

El procedimiento para hallar la densidad de probabilidad de la ecuacion de Dirac es similar al que
se realiz6 en las ecuaciones (I1.56)) y (11.57) para la ecuacién de Klein-Gordon. Debido a esto no se

enfatizara en los detalles del desarrollo.

Considérese entonces la ecuacion de Dirac representada de la forma en que se hizo en la ecuacién
(L1.90). Debido a que ahora existen matrices en la ecuacién se debe de considerar ahora la conjugada

hermitica de dicha ecuacién en lugar de solamente la conjugada con lo que se tiene que

ih%—\f = —ihc ('V +a°) ¥ (1L.99)
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ih = —ihe ([0']' v + [a"]") w (I.100)

Pero se vio anteriormente (ecuacion|lL.76)), que estas matricise son hermiticas. Entonces, multipli-
cando la ecuacién (I1.99) por ¥'f, multiplicando la ecuacién (I1.100) por ¥ y restandolas, se obtiene

que

mgt(qﬁq/) = —ihic(TTYVT + B9Vt (IL.101)

Definase entonces la densidad de probabilidad p = ¥T¥ y la densidad de corriente de probabili-
dad f = U1 con lo que se vuelve a obtener la ecuacién 1i Y por dltimo, nétese entonces
que p es un producto interno de ¥ con ¥ por lo que esta cantidad nunca puede ser negativa, con
lo que se demuestra que para la ecuacién de Dirac siempre se obtienen densidades de probabilidad

positivas (Aitchison, 1972).



III. CUANTIZACION CANONICA

Una persona que empieza a estudiar teoria cuantica de campos (QFT) es natural que se haga
dos preguntas, ;qué es un campo? y ;por qué existe la necesidad de modelar y cuantizar dichos
campos? En este capitulo se responderdn estas dos preguntas. Ademds se desarrollard uno de los
métodos de cuantizacién de campos, el cual serd el que se utilizard a lo largo del trabajo, el método

de cuatizacidn candnica.

A. Teoria clasica de campos

Antes de ahondar en la cuantizacion de los campos, primero es necesario introducir algunos con-

ceptos previos, los cuales yacen en el area de teoria clasica de campos.

Un campo es una variable observable, una cantidad medible, la cual depende del espacio y del
tiempo, es decir, varia de un lugar a otro y varia a medida que el tiempo pasa. Algunos ejemplos
pueden ser la temperatura o la velocidad del viento. La temperatura varia de un lugar a otro y
conforme pasa el tiempo. La tempertura es un ejemplo de lo que se conoce como un campo escalar.
Por otro lado, la velocidad del viento también cambia al pasar el tiempo y también varia de un
lugar a otro, inicamente que en dos puntos diferentes del espacio la velocidad del viento puede ir
en direcciones diferentes. La velocidad del viento es un ejemplo de lo que se denomina como un
campo vectorial. Estos ejemplos ayudan a construir una definicién un tanto mas formal la cual
suele enunciarse de la siguiente manera: Un campo es una funcién de R” — R la cual le asigna a

cada punto en el espacio un valor (campo escalar) o un vector (campo vectorial).

Usualmente, se denota a un campo como

P(z',t) (I11.1)

con i coordenadas espaciales y una coordenada temporal. Ahora bien, recordando de la mecéni-

ca analitica como es el movimiento de una particula bajo un potencial, era necesario recurrir al
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principio de la minima accion.

La accion se define como

b
S = / L dt (II1.2)

en donde L es el lagrangiano del sistema. Para una particula que cuenta con una energia cinética y

se mueve bajo un potencial V, el lagrangiano toma la forma de

L=—i?-V(x) (IIL.3)

Entonces para saber la trayectoria que minimizaba la accion, se recurria a la ecuacién de Euler-

d <8L> _ oL (IL4)

Lagrange dada por

dt \di) oz
en donde L es funcién de x y &. Al resolver dicha ecuacién se encuentra la trayectoria, que como
se dijo antes, minimiza la accién dejando fijo a los extremos, es decir, dejando fijos a los puntos a 'y

b. Esto también puede interpretarse como que se estd moviendo y reconfigurando varios puntos de

x entre a 'y b para hayar la minima trayectoria (Figura I11.1).

Figura III.1: Trayectoria de una particula a lo largo del tiempo

Regresando a mecdnica clésica de campos, el objetivo de esta es trabajar con objetos continuos.
De hecho, muchos libros llaman a la mecdanica clasica de campos como mecénica del medio con-
tinuo. Entonces, se debe de reformular las ecuaciones anteriormente mencionadas en este capitulo

para objetos continuos que permean el espacio-tiempo, es decir campos. Considérese entonces a
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#(x%,t). Anteriormente se contaba con z(t), ahora se tiene que la funcién depende de tres parame-
tros mds (Figura I11.3) con lo cual se observa que ya no se estd trabajando con una curva, como en

la Figura II1.1, sino con una superficie.

Figura III.2: Dominio del campo ¢

Observando la Figura I11.2 y la Figura II1.3, nétese que se desea saber el campo restringido a una
region (en este caso la regidn es un rectdngulo tal y como se observa en la Figura II1.2). Entonces
se debe de torcer, mover y deformar la superficie hasta hayar una que minimice la accién. Esta
superficie comiinmente se denomina la historia de un campo en el espacio-tiempo. Si este Gltimo
es el espacio-tiempo cldsico, este se designa usualmente como un espacio 3 + 1, tres coordenadas

espaciales y una temporal.

Se sabe, por el teorema de Noether que si el lagrangiano depende explicitamente del tiempo
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entonces no se conserva la energia; por lo que los nuevos lagrangianos para campos que se desarro-
llardn m4s adelante no deberdn depender explicitamente del tiempo. Ademads debido a que ahora las
coordenadas espaciales son variables independientes al igual que la coordenada temporal ¢, enton-
ces por analogia a este ultimo caso, los lagrangianos para campos también no deberan de depender
explicitamente de ninguna coordenada espacial, ya que si lo hacen, no existiria una simetria ante

traslaciones por lo que el momentum lineal no se conservaria.

Se debe de notar algo importante y es que ahora la accion no solo dependerd del tiempo, sino
que debera depender de todas las variables, es decir de ¢ y de z*; en otras palabras, la integral de la
accién ahora no solo serd respecto de dt sino que dado que se cuenta con una superficie, la accién

sera respecto de dx, dy, dz y dt. Entonces,

S = /C dz dy dx dt (II1.5)

donde L es la densidad lagrangiana del sistema y se define como

L= /E dx dy dz (I11.6)

Entonces, (de qué debe depender £? Por analogia al caso de una particula, £ debe de depender

del campo ¢ y debe de depender del cambio del campo respecto a la cuatro coordenadas, es decir

- 96 9 96 08\ . 9\

Por lo que siguiendo la misma estrategia, la ecuacion de Euler-Lagrange toma la forma de
9 ( oL ) oL
a5 | — 72 =0 (111.8)
¢
= ozt 0L 0o

Es importante mencionar por ultimo que se debe de agregar una restricciéon mas y es que £ debe

ser un escalar de Lorentz. Un ejemplo de una densidad lagrangiana de este tipo puede ser el oscilador
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armoénico considerado en una dimensién mayor, de la forma

(11N (90N (96\  (9\ . 2.
£= (2 [ (at) ‘<ax) ‘(ay> ‘(az) M6 ()

Otro ejemplo que vale la pena considerar es la densidad lagrangiana dada por

1 (90N 1, (98
£p_§p <8t> - 5pC (83:) (I11.10)

donde p tiene unidades de densidad de masa y c de velocidad, las cuales se introdujeron para que

la densidad lagrangiana conservara sus unidades. Si se introduce esta densidad lagrangiana en la

ecuacion se obtiene

0%y 1 0%

la cual es la ecuacién de onda para un medio continuo.

Siguiendo con el desarrollo de los términos importantes de mecénica del medio continuo, es
necesario encontrar la forma que tiene ahora el hamiltoniano. Al momento de construir la ecuacién
de Euler-Lagrange para campos (II.8), se vio que existe una analogia entre mecdnica analitica y
mecdnica cldsica de campos. A continuacion se enunciard las propiedades desarrolladas en mecéanica
analitica pero generalizadas para campos. Esto se conoce en la literatura como feoria hamiltoniana

para campos.

Para el caso de una particula, se sabe que el momentum de esta, estd dado por p = % entonces,

se define el momentum conjugado como

oL oL
d9 (%)

(1IL.12)

Noétese que se estd utilizando a ¢ como una variable aislada lo cual se podria pensar que va en
contra de la invarianza de Lorentz. No obstante, a pesar que la invarianza de Lorentz no se “mani-
fieste” o sea explicita, al momento de trabajar con ¢ y II es posible generar cantidades invariantes

de Lorentz. Un argumento més detallado puede encontrarse en la referencia (Weinberg, 1996).
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Entonces por analogia una vez mas, es posible construir una densidad hamiltoniana como

H(p, 1) =TI — L (I11.13)

Por dltimo, para finalizar este acercamiento a mecanica cldsica de campos, se enunciara las ecua-

ciones de movimiento de hamilton andlogas a campos. Estas son:

oH . oH

T=-% °=an

56" (IL.14)

B. La necesidad de recurrir a los campos cuanticos

En cierta parte, la teoria cudntica de campos es mecanica cuantica aplicada a campos de sistemas
dindmicos en el mismo sentido que la mecédnica cudntica estd enfocada en la cuantizacién de siste-
mas dindmicos de particulas. Se trabaja entonces con particulas a escalas de mecénica cudntica, es
decir, relativamente pequefias a energias muy grandes (relativistas). No obstante, es valido hacerse
la pregunta, ¢ por qué se debe cuantizar los campos? ;Por qué no solamente se cuantiza las particulas

relativistas como se hizo anteriormente?

Esta pregunta puede responderse de la siguiente manera. En cualquier proceso relativista no es
posible asegurar que dicho proceso puede ser explicado en términos de una sola particula. Varios
fendmenos de la mecdnica relativista necesitan de dos o mas particulas para poder ser explicados a
nivel microscépico. Al cuantizar los campos, las relaciones vistas anteriormente de energia positivas
y negativas de la ecuacién de Klein-Gordon o de la ecuacién de Dirac cobran sentido y se puede
ver que las particulas pueden aniquilarse o se pueden crear tratando a su masa tal y como si fuese
Unicamente energia. La teoria cudntica de campos ayuda entonces a proveer en una manera natural
la existencia de antiparticulas para que esta creacion o aniquilacion de particulas pueda llevarse a

cabo (Peskin, 1995).

C. Cuantizacion candnica

Es preciso mencionar que la cuantizacién candnica no es la Gnica manera de cuantizar un cam-

po. Existen varios métodos, entre ellos estdn la cuantizacién de Gupta-Bleuler, la cuantizacién por
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medio de integrales de camino, la cuantizacion de Becchi-Rouet-Stora-Tyupin o la cuantizacién de
Batalin-Vilkovisky (Kaku, 1993). Todas ellas, incluyendo la cuantizacion candnica, poseen venta-
jas y desventajas. Sin embargo, se trabajara con la cuantizacion candnica debido a que presenta la

forma mas adecuada de cémo iniciar los estudios en teoria cuantica de campos.

En mecanica cuantica se utiliza de hecho la cuantizacidon candnica para cuantizar una teoria clasi-
ca. Simplemente se toma variables dindmicas, digamos p y ¢ y se sustituyen por operadores p y §.
Luego estos operadores cumplen ciertas reglas de conmutacién andlogas a los braquets de Poisson

(Tong, 20006), los cuales son
[das @] = [*.5"1 = 0, 140 §"] = iR 0, (IIL15)
donde 6? es la delta de Kronecker definida como

b 1 sia=b
o, = 0 satb (I11.16)
sia

Entonces, para el caso de cuantizar un campo clésico se procede a hacer lo mismo. La idea es
combinar la teoria desarrollada anteriormente de mecanica cldsica de campos, la cual se vio estd muy
ligada a la mecénica analitica, con la teorfa cudntica. Para esto se necesita trabajar en la formulacién
de Heisenberg de la mecdnica cudntica, ya que como se sabe, existe una relaciéon muy cercana entre

dicha formulacién y la mecénica analitica.

En esta formulacion los operadores dependen del tiempo y ademas si Aesun operador indepen-

diente del tiempo en la formulacién de Schrodinger, entonces

%A(t) — A= —in[A, 1) (IIL17)

donde H es el operador hamiltoniano. Entonces, para el caso de campos, se efectia una cuanti-
zacién candnica de la misma manera que se realiza en mecénica cudntica, la cual propone como
coordenadas generalizadas al campo ¢ (2%, ) y a su momentum conjugado I1(z%, ) y las asocia con
operadores respectivos qub(x’, t)y f[(xi, t). Andlogamente al caso discreto estos operadores deben

cumplir las siguientes relaciones de conmutacion para un mismo tiempo t:

[b(a', 1), by, 1)) = [I(2",1), TI(y", )] =0 (IIL.18)



34

[6(2",¢), (y',t)] = ih 6*(Z — ) (I11.19)

donde ¢ es la distribucién Delta de Dirac definida como

oo siz=0

d(z) = (I11.20)
0 sizx#0
o bien,
o
/ §(z)dx =1 (I11.21)
oo
es importante mencionar una de las propiedades mas importante de la Delta de Dirac,
1 [~ _
S(w) = — / et dt (I11.22)
27 J_ o

En las relaciones de conmutacién se pide que sea para un mismo tiempo ya que regresando a
mecdnica cudntica, dos operadores que conmutan es posible interpretarse como si fuese posible
conocer ambas cantidades, relacionadas a ambos operadores de | V), simultineamente. Es por esto
que se coloca la restriccion de conmutar en un mismo tiempo. Si por el contrario, un tiempo (lo

suficientemente grande) separa a  y a y entonces es posible siempre conocer ambas cantidades.

Por dltimo, se debe de hacer énfasis en que las funciones de onda [¢)) en teoria cudntica de
campos ya no son funciones como se trabajaba en mecdnica cuéntica, sino son funcionales, es decir,

funciones de todas las posibles configuraciones del campo ¢.



IV. CAMPO ESCALAR LIBRE

Para llevar a cabo la cuantizacion del primer campo se empezard por el caso mas sencillo en el
cual se considera un sistema mecanico descrito por un nimero finito de grados de libertad. Pos-
teriormente se hard tender este ndmero al infinito con lo cual se estard describiendo a un campo
continuo. No obstante, los pasos que se seguirdn al momento de cuantizar los campos, serdn los

mismos. Estos son:
1. Describir el sistema identificando sus grados de libertad.
2. Aplicar teoria cudntica a dichos sistemas.

Considerando que es necesario aplicar teoria cudntica se desarrollard un resumen del oscilador

armonico cuantico en la siguiente seccidén debido a que serd de utilidad posteriormente.

A. Oscilador armodnico cuantico

El oscilador arménico cudntico es uno de los problemas cldsicos que se desarrolla en mecénica
cudntica. Este se basa en resolver la ecuacion de Schrodinger HY = E,¥ con un potencial de la
forma V = %kqu = %meQQ. Como es bien sabido, existe dos formas de resolver este problema.
El primer método es a base de porponer a ¥ como una serie de potencias y de esta forma resolver
la ecuacioén diferencial. El segundo método es un método algebraico y cabe mencionar que es un
método mds simple para atacar este problema. Este método algebraico conlleva a definir operadores
para resolver la ecuacion de Schrodinger con lo que se logra visualizar desde una perspectiva mas
general el problema y sus soluciones. Es por esta razon que se resolverd de forma algebraica el caso
del oscilador arménico cudntico.

Se desea resolver

—hE v + 1mw2q2qf = EU (IV.1)
2m dg? = 2

35



36

la cual se puede reescribir como

hd

2 —_
; dq> + (mwq)”| ¥ = EV (IV.2)

Si se trata de “’factorizar’dicha ecuacidn se obtiene

1 (h d n > 1 <h d ) ) (IV.3)
—_ = imw a_ - — nmw .
V2m 1 V2m \ i dq 1

Pero nétese que con estos operadores no es posible factorizar correctamente la ecuacién.

(a-ay)f(q)

3‘“ §°\H S\H s\**

(hd n meq) \/;Tn (?CZ] - z‘qu> f(@)
na- meq) \/;Tn <?Wd(q> - zquf(Q)>

(IV.4)
[ h2 d2 5 + hmwi(Qf) hqug{} + (qu)zf]

+ (mwq)? + hmw

? f(q)

i
d

Esto se debe a que los operadores no necesariamente son conmutativos. La ecuacidn del oscilador

se convierte entonces en

<a_a+ - ;m}> U= EV (IV.5)

o bien, dado que

[a—,a+] =a_ay —ara_ = hw (IV.6)

1
<a+a_ =+ 2h¢u> U =FV av.7
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Ahora es preciso notar que si W satisface la ecuacién entonces a4 ¥ también,

1 1
<a+a_ + 2hw> arV = (a+a_a+ + 2hwa+> v
1
=a4 <aa+ — ihw + hw> v
1

= a, (EV + hwb)

— (B4 hw)(a: V)

en donde al eigenvalor E se le debe de sumar una constante, /iw. De igual forma a_ W satisface dicha
ecuacién pero al eigenvalor E' se le debe de restar la constante iw. Una forma de interpretar estos
operadores es que dan como resultado soluciones con energias mds grandes o mds pequefias. Pero,
siguiendo esta légica, si se sigue aplicando este proceso con el operador a_ multiples veces, se lle-
gard a encontrar que la energia es menor que cero lo cual resultara como si a_ ¥ no es normalizable

(Griffiths, 1995). Esto sugiere que debe de existir un ¥y tal que

a_Ty =0 (IV.9)

Es decir, un estado con la minima energia, un estado cero, lo que significa que

71 (hd\yo—imwlll)—O
V2m \ i dg =0

dV¥ mw
_ My (IV.10)
= dq 3 q¥o

_mw 2
=>\I/0=A0€ 2n 4

Ademads, ¥ tiene una energia igual a

1 1
<CL+CL + 271&)) Vg = FEgV¥g= Ey = Qhw Iv.11)

Por lo que el eigenestado de cualquier estado excitado de este sistema estard dado por

mw 1
U,(q) = A, (ay)e™ 37, B, = (n + 2) Fiw (IV.12)
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Por otro lado, estos operadores (ecuacion ([V23)) pueden reescribirse mediante manipulaciones

algebraicas como

o1 o, P 41
a=—|vmwq + , a' = —=
A ) V2

donde se tom6 a A = 1. El hamiltoniano del sistema puede escribirse como

<\/mwcj — ip > (IV.13)

. 1
H=-("a+aaw= (a*a + 2) w (IV.14)

Entonces, si se ecribe el n-ésimo estado excitado como |n), se tiene que

Hn) = E, |n) (IV.15)

En esta notacidn, el resultado de la ecuacion (IV.8) se ve como

H(a' n)) = (B, + w)(a' |n))
. (IV.16)
H(a|n)) = (En —w)(a|n))
y la condicién (IV.9) toma la forma de

al0) =0 (IV.17)

Como se dijo anteriormente, esta condicion representa el estado més bajo posible del sistema. El
primer estado excitado seria entonces

1) = a'|o) (IV.18)

con una energia igual a (1 + %) w. Los estado deben estar normalizados, es decir,

(n|n) =1 (IV.19)

El factor de normalizaién viene dado por \/—177' con lo que

) = ——(ah)" |o) (IV.20)
n!

Definiendo a 72 = afa como el operador numérico, de tal forma que

n|n) =nln) (Iv.21)
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entonces,

Hn)=E,|n) = (ﬁ + ;) wlny = <n + ;) w|n) (Iv.22)

Si se considera un sistema con N osciladores arménicos independientes, entonces la energia total

del sistema sera

N 1
E = (n 4 2) w, (IV.23)

B. Modos, fonones y cuantizacion de sistemas mecanicos

Habiendo revisado los conceptos fundamentales que se utilizardn de mecdnica cudntica se empe-
zard por cuantizar un sistema compuesto por dos particulas, luego se generalizara para N particulas

y por ultimo se tratard el caso en que se considera infinitas particulas (caso continuo).

1. Caso discreto: Suponga que se cuenta con un sélido relativamente pequefio el cual est4 tini-
camente compuesto por dos particulas, las cuales equidistan de ellas mismas y del borde del s6lido

tal y como la Figura IV.1 lo indica.

Figura IV.1: Sistema de dos particulas

7

Estas dos particulas, por simplicidad, pueden moverse solamente de forma vertical. Ademads, am-
bas poseen masa m y estdn conectadas por una cuerda tensa de masa despreciable, la cual estd atada

en los bordes.
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Suponga ahora que cada particula se desplaza una distancia q; y ¢o, respectivamente y se desea
calcular la energfa total que tiene ahora el sistema. Témese las distancias q; y g2 lo suficientemente

pequeiias de modo que la tensidén permanece constante.

La energia total del sistema no es mds que la suma de la energia cinética de las particulas mas su

energia potencial.

E=K+U (Iv.24)
Por un lado,
1 5 1
K= 5™ + 52 (Iv.25)

Para calcular U es necesario realizar un diagrama de cuerpo libre del cual se obtiene

Figura IV.2: Particulas después de desplazarse una distancia q; y go2, respectivamente

Fy =T sin(a) — T sin(B) (IV.26)

donde se estd tomando a la tension T como constante. Dado a que se estd trabajando con pequeias

variaciones se tiene que

SZ'TZ(O[)L a sin(fB) = @2 q ~ 24 (Iv.27)

VE+P P+ (g2 —a1)? l

Es importante notar que en la aproximacion anterior los términos (q71)3, (ng):; o de mayor orden
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fueron despreciados. La ecuacion (IV.26) toma la forma de

Fi = kQ2q1 — q2) (IV.28)

donde k = % Similarmente se tiene,

Py =k(2q2 — q1) (Iv.29)

Entonces,
mqy = k(2q1 — g2)
) (IV.30)
mk = k(2q2 — q1)
dado que
.. oV
mqy = _87(]1
L _57‘/ (Iv.31)
q2 = D4
ov
5 o = k(20— @)
au (IV.32)
= oV —k(2¢2 — q1)

Donde a ambas ecuaciones se multiplicaron por el factor (—1) para poder interambiar los indices
de integracion al resolver para la energia potencial. Resolviendo el sistema de ecuaciones y tomando

a w(ge) como una constante que depende de g2 se obtiene,

V = kq} — kgaq1 + w(ga)

ov d
= — =—kq1 + —w(q) = 2kq — kq (IV.33)
0q2 dqo

= w(q) = kg3

Por lo que

V = kg + ka; — ko
(IV.34)

V=k(g1+q — qq2)

Es imporante darse cuenta que las ecuaciones anteriores, ecuaciones (IV.30), forman un par de
ecuaciones diferenciales lineales acopladas, en donde “lineales”’significa que ninguno de los térmi-

nos q1, gz aparece elevado a alguna potencia, ya sea sumandose o multiplicindose o en las derivadas.
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Por ejemplo, términos como ¢3, q1g2 0 bien, ¢3 conllevarian a un movimiento “no lineal”. Claro,
siempre es posibe agregar estos términos desde la aproximacién en las ecuaciones (IV.27). Pero esta
linealidad es la que permite que se aplique el principio de superposicion. Por ejemplo en el caso de
Maxwell, aplicando este principio de superposicién es como se puede explicar fenémenos como la
interferencia o la difraccién. Una ecuacién no lineal generalmente da como resultado movimiento

cadtico.

Otra manera de ver esto es que el potencial V inicamente puede depender de términos de g con

exponente igual o menor a dos, es decir q, g2 0 bien, g1 g2, tal y como se ve en la ecuacion (IV.34).

Por otro lado, se debe enfatizar que el termino —kq; g2 de dicha ecuacion se debe al acoplamiento
de las ecuaciones diferenciales. Fisicamente, este término quiere decir que q; y g2 estdn conectadas
por la cuerda. Si este término no estuviese, ambas ecuaciones en (IV.30) describirian dos osciladores

arménicos independientes, cada uno con frecuencia w = (2k/m)/?

. Claramente, se necesita que
el sistema esté acoplado ya que de otro modo no seria posible describir desplazamientos de tipo

ondulatorio (Aitchison & Hey, 2003).

A continuacién se desarrollard una forma de escribir las ecuaciones anteriores de modo que per-

mita escribirlas de forma desacoplada.

m(G1 + §o) = —k2q1 + kg2 — 2kqa + kg1
(IVv.35)
= —k(q1 + q2)
m(Gr — Go) = —k2q1 + kg2 + k2q2 — ka1
(IV.36)
= —3k(q1 — q2)
Sea Q1 =1+ oy Qo = G1 — o
S ~ S k ~
m@Q1 = —kQ1 = mQ1 + —Q1 =0
m (IV.37)

0 ~ z 3k ~
mQ2 = —3kQ2 = mQ2 + EQ2 =0



43

Por lo que

~ k
Q1 = C} cos(wit) + Cq sin(wit) con wy =4/ —
mn (IV.38)
Qs = O cos(wat) + Cy sin(wet) con wo = 3k
m
Por convencién, sea Q1 = Q1/v2y Qz = Q2/V2
: k
= Q1 = A cos(wit) + B sin(wit) con w; =1/ —
mk (IV.39)
= Q2 = C cos(wat) + D sin(wat) con wy = %
Abhora suponga que las condiciones de frontera son
q1(0) = ¢2(0) =a,  ¢1(0) =¢2(0) =0 (IV.40)

Es decir, las particulas se dejan caer desde una altura a, entonces las soluciones toman la forma
de

= Q1(t) = V2 a cos(wit)

N (IV.41)
Q2(t) =0

Noétese que el sistema oscila con una misma frecuencia w;. Si un sistema oscila con la misma

frecuencia se denomina un “modo normal” o simplemente un “modo”.

Al reescribir g1 y g2 en términos de (01 y (J2 se dice entonces que g1 y g2 estdn parametrizadas

por las ” coordenadas normales”. Obsérvese que q; y g2 son una superposiciéon de modos.

La energia cinética K puede reescribirse en términos de (01 y Q2

1 . 1 .
K= 5mQ% + 5mQ% (IV.42)

la energia potencial, tomando en cuenta que k = mw? = 2wy, puede reescribirse como
1 3 w2

1 1
U(Q1,Q2) = imw%Q% + 2mw§Q§ (IV.43)
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Por lo que

1 . 1 . 1 9 9
E= (2mQ1 + 2mQ2> + §m(w1Q1 + w2Q3) (Iv.44)

Notese que la energia total no posee términos de acoplamiento de la forma ()12, con lo cual,
por la discusién anterior, posee la forma de 2 ”objetos” independientes, los cuales no interactdan
entre si. Estos "objetos” en realidad son los dos modos, con lo que se puede ver que los modos no
interactdan entre si, al contrario de las dos particulas iniciales. Esto se puede ver explicitamente en

las dos ecuaciones diferenciales desacopladas

_ aU(le QQ)
Q1

_ 0U(Q1,Q2)

mQQ2 90,

mQ (IV.45)

Es importante darse cuenta que lo que permite hacer este desacoplamiento y la respectiva sus-
titucion fue el hecho que V' (g1, ¢2), y por consiguiente U(q1, ¢2) no tenia términos extrictamente
mayor a términos cuadraticos. Si hubiese tenido términos de orden ctibicos, por ejemplo, hubiesen

producido efectos anarmonicos y los modos hubiesen interactuado. Esto serd muy itil en el capitulo

VL

El sistema que se trabajé tenia solamente dos grados de libertad, ¢; y g2 y en el camino se vio que
era realmente conveniente describir estos grados en términos de ()1 (J2. Realmente las coordenadas
normales son las relevantes al contar los grados de libertad. La razén por la que se empezé el
capitulo de esta manera fue debido a que la generalizacién para N particulas, y luego para el caso

continuo, es inmediata.

Para N particulas la energia total seria

N
.
E=> -md+V(g..q) (IV.46)

r=1

Anteriormente se supuso pequeias oscilaciones, de manera que Unicamente los términos de orden
cuadratico o menor de V sobrevivieran. De este modo se descubrid que las ecuaciones de movimien-

to eran lineales. Entonces con una transformacién generalizada de la forma

N

Qr = Z QrsQr Iv4r)

s=1
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la energia se puede escribir como
N1 1
E=) (2mQ$ + 2meQ$) (IV.48)
r=1

donde @, son las coordenadas normales y w, son las frecuencias normales y hay N. Como se vio
anteriormente, la energia estd escrita como si consistiese en /N osciladores arménicos separados.

Como siguiente punto se trabajara al sistema con mecdanica cuantica.

Cuénticamente, cada oscilador arménico o mejor dicho cada oscilador de modo normal existe
unicamente en ciertos estados definidos cuyo valor de energia estd representado por un eigenvalor y

estos son discretos, es decir, cuantizados. En la seccién anterior se vio que

1
e = <nr + ) heoy (Iv.49)

donde n, € N. Entonces la energia total es
al 1
E= Zl <n + 2) huw, (IV.50)

En mecdnica cudntica los estados de energia de n cuerpos oscilantes son caracterizados por N

s

valores enteros (ni,ne,...,ny) los cuales determinan la energia del osciladores de “modos”. Es
decir, para cada oscilador, Aw, mide la energia de vibracion a nivel cuantico; la energia permitida

de tal oscilador estd tinicamente determinada por el niimero n,..

Siguiendo con este argumento puede verse que en lugar de pensar en grados de libertad (q1, ..., gn)
se puede pensar que en un sistema con energia (n, + %)hwr hay n, cuantos presente. Entonces, exis-
ten nq cuantos en el modo 1, ny en el modo 2, ... y n cuantos en el modo N. Pero se debe percatar

que a pesar que N es un nimero fijo, n, no tiene restricciones mas que el valor de la energia total.

Por ultimo, los cuantos, resultantes de este proceso, poseen un nombre que depende del campo
con el que se estd trabajando y representan una excitacién cudntica del campo. Para el caso en el
que estamos trabajando (el s6lido) estos cuantos se llaman fonones, los cuales son excitaciones

vibracionales cudnticas elementales (Aitchison & Hey, 2003).

2. Caso continuo de IOHgitud finita: El mismo procedimiento puede ser aplicado para

el caso continuo en donde se hace tender el nimero de particulas, N al infinito y el espacio entre
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las particulas tiende a cero de tal manera que la cantidad Na = L se mantenga finita, donde L es el
largo de la cuerda y a es el espacio de las particulas. En este caso las vibraciones transversales (se
considera el caso unidimensional por simplicidad) serdn descritas por el campo ¢(z, t). Nétese que

el subindice r de ¢, (t) pasé a hacer un objeto continuo, x.

Como se sabe, al hacer de nuevo la aproximacion de pequefios desplazamientos, ¢(x,t) debe de

obedecer la ecuacion de onda

106n1)  0°6(,1)
2 o2 022

av.sn

donde c es la velocidad de propagacién de la onda en el medio. Colocando condiciones de frontera

similares al caso discreto se obtiene que la solucion estd dada por funciones de la forma

b (2,1) = A (1) sin (?) (IV.52)
por lo que la solucién general es
dlx,t) =D Ap(t) sin(w,) (IV.53)
r=1

donde w, = *7¢ es la frecuencia.

La energia total para el caso continuo viene dada por una integral, la cual sustituye a la sumatoria

de la ecuacion (IV.53). Por un lado, la energia cinética por unidad de largo estd dada por

1 (99

donde p es la densidad de masa por unidad de largo y se supone constante. Por otro lado, la energia
potencial por unidad de largo se deduce de la siguiente manera. Primero, se considera que la energia
potencial de la cuerda es Unicamente su energia eldstica y que las vibraciones son tan pequefias que

la tension T es constante.

Ahora bien, una seccion de la cuerda estando en reposo tiene un largo dx y cuando se desplaza

del equilibrio tiene un largo ds = \/dxz2 + d¢2.
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Figura IV.3: Cambio de longitud

. i

El cambio de longitud es

ds — dx = \/dx? + d¢? — dx

= da ( 1+(%)2—1)
. 85 (IV.55)
_ 1,00,

Hégase notar que la energia potencial se le estd atribuyendo al cambio de la longitud de la cuerda.

Dado que son pequeiias vibraciones se estd despreciando la energia potencial gravitacional.

Luego, la fuerza de restitucion es igual al cambio de la energia potencial, esto es

au

pero la fuerza de restitucién es la misma tension.

T (ds — dz) = dU
2 Iv.57)
5¢> dx

pero ¢ = v = (T/p)*/? con lo que

2
dU = =c?p () da (IV.58)
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y la energia total es

(|1 [0¢
E—/O LP(&:

L/2

/

1
2,0

9¢

ox

1

1
9P¢

9¢
ot

) () o= Lo G

)

L)2

2<

¢
ox

)

(IV.59)

Una vez més se desea escribir la energia en términos de modos normales por lo que basta con

sustituir ¢ en la ecuacion (IV.59) por la expansién de modos de ¢, ecuacion (IV.53).

Primero,

0 = 2 A0 in (")
o= () 0 eon ()

Segundo, se deben recordar las identidades

1

cos(a) cos(B) = 5(008(04 + B) + cos(a = B))
sin(a)sin(f) = %(cos(a — ) — cos(a+ B))

Tercero, es necesario tomar en cuenta las siguientes dos identidades

L/2
/ sin <r7£x) sin (%) dx parar #p
—L/2
1 / L/2 rUTT  pPUT rUTT  pmx
== cos | — ———) — cos | — dx
5], (=) e (T )
[ rL/2 L/2
= % / cos <(T ) / < i —I—p)mn) dx]
|J-L/2 L/2
_ L/2 L/2
1 sin (%) sin Hp)”) .
T2 (r—p)m -+ p)7r N
| L —L/2 —L/2
L2
/ cos (rza:) cos (pzx) dx parar #p
—L/2
1 (L2 rTX  PAT rTTX  PAT
—2/_”2“’8 (T ) v )
[ rL/2 L/2 .
= ; / cos <(T +5)7m> dr — / cos <(T Lp)7rx> dm]
|J-L/2 -L/2
L/2 L/2
B L [cos ((r+§)7rz> cos (rfg)w:p) / L
2 (r+p)m - (r—p)m a
L L —L)2 L ~L/2

(IVv.60)

av.el)

(Iv.62)

(Iv.e3)
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Entonces, regresando a sustituir ¢ en la ecuacién (IV.59), se obtiene que

7L/27“:1p:1
1 Lj2 2 rTT
== A%(t) sin® (—=) d
5P m; 2(t) sin® (7 ) da
1 <, L/2 rTX 1 — 1 (L2 2rmx
= - A%t/ sin? (—— ) dz = =p Azt/ <1—cos< ))dw
2’); ) L <L> 2 Z; )5 L L
I o ; L
== A2 =
0> 20 (3)
(IV.64)
1 5 /rm\2 Lz | X T ?
=- — A(t — d
U 5P (T /L/2 ; ()cos( ) x

()
()
()

e (T) [ S e () s
()
()
()

Entonces la energia toma la forma de

L\ «[1 2, 1 909
5 ) D0 [5pAT + gpwiAl (IV.66)
r=1
donde w, = T22262. Comparando esta ultima ecuacidon con la ecuacion (IV.48) se puede ver que la
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amplitud de la serie de Fourier actia como coordenada normal con lo que de nuevo se obtiene que
el sistema se comporta como un sistema de osciladores desacoplados con la tinica diferencia que en
este caso existen infinitos de ellos. Una vez mads, aplicando mecénica cudntica al sistema se obtiene

que la energia total es

> 1
E= Z <n + 2> hw, (IV.67)
r=1

la cual es muy similar a la ecuacién (IV.50) con la tnica diferencia que ahora la sumatoria se
extiende al infinito. Ahora lo que se desea hacer es extender L — oo, es decir, extender el largo
de la cuerda a todo el espacio para acercarse a la idea de un campo. En la seccién siguiente se
verd que a medida que esto se realiza, la sumatoria se vuelve una integral. Por dltimo, es interesante
mencionar que la idea de cuantizar modos independientes puede ser aplicada a una enorme gama
de “osciladores”. Es posible por ejemplo obtener plasmas al excitar osciladores de plasma o bien

"magnones” al excitar osciladores magnéticos, entre otros.

C. Cuantizacion de sistema continuo de longitud infinita

Ha llegado el momento de cuantizar un campo que no esté confinado en una sola regién del espa-
cio. No obstante, la idea esta en la misma linea de lo hecho anteriormente, es decir, considerar un
campo sujeto a restricciones adecuadas y tratar de reescribir la energia de dicho campo en término
de "modos de energia” y por ultimo, cuantizar dichos modos. Por lo que los cuantos resultantes
a la excitacion del campo se les interpretard como particulas. Més tarde, en capitulos posteriores,
se vera que los fotones son cuantos del campo electromagnético excitado y los electrones son tam-
bién cuantos de un “campo de electrones”. No obstante, existe una gran diferencia entre estas dos
particulas y es que los fotones pertenecen a la rama de particulas llamadas bosones las cuales poseen
espin 1, mientras que los electrones pertenecen a la rama de particulas llamadas fermiones las cua-
les poseen espin % por lo que es realmente dificil crear un sistema mecédnico andlogo cuyos estados
excitados sean cuantos de espin % Este caso se tratard en el capitulo 6 junto con la cuantizacién del

campo electromagnético, pero por ahora se desarrollaré la idea del campo escalar.
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En el capitulo anterior se vio que la densidad lagrangiana
1 (06\> 1 ,[0¢\?
Lo,==p|l—=—] — = — V.68
p 2"(&) 27 \ oz (IV-68)

era la ecuacion de onda tras aplicarle la ecuacion de Euler-Lagrange. Pasando esta ecuacion a

unidades naturales donde p = ¢ = h = 1 y aplicddole la cuantizacién canénica se obtiene que

Ay 2 AN 2
s 1 (09 1 (0¢
|2y - = Iv.
£ 2 <8t> 2 (83&) av.69)
con lo cual se llega a la siguiente ecuacién de campo
0% 9%
— - == = V.70
otz Ox? 0 ( )

Para esta densidad lagrangiana se obtiene ademads que

fi(t) = 25 = § aIv.71)
¢
con lo que la densidad hamiltoniana es
: 1 1 {06\’
Y =Tl — L =-T12+ = | == 1v.72
H=Mp—-L=I"+3 < 833) (Iv.72)

Entonces el hamiltoniano es,
) Y 2
ﬁ:/ﬂdx:/ 12 + o¢ dx (IV.73)
2 ox

Con esta tltima ecuacion es dificil ver como encontrar los eigenestados y eigenvalores de #. Es
aqui en donde el desarrollo de modos normales entra en juego. Para esto es necesario escribir el
hamiltoniano como una suma de osciladores independientes. En la seccién anterior se vio ademds
que la expansién en modos era una expansion de Fourier. Entonces, dado que se estd considerando
un campo infinito se hace tender (L — o0) con lo que se obtiene una integral de Fourier en lugar

de una serie de Fourier.

Entonces, se sabe que funciones ¢(z,t) oc e**~%t satisfacen la ecuacién de onda. Si se toma

c=1lentoncesk =wy

o(x,t) = / %dk% [a(k:)eikm_m + a* (k)e kit (IV.74)
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con lo cual ¢ debe ser real. Por otro lado,

H(:L‘7 t) _ qb _ /_Oo QW%(—’L'W) [a(k)eika:—iwt _ a*(k)e—ik$+iwt] (IV75)

Es importante notar que aplicando la transformada inversa y utilizando las ecuaciones (IV.74)) y

(IVT3)) se tiene que

a(k) _ /oo \/ﬂe_ikz—&-iwt |:¢+ ;H:| dx (IV.76)

si  — ¢y II — II, entonces a(k) toma la forma de la transformada de Fourier de a(k) definida
en (TV.I3) pero generalizada a campos. De igual manera a* — af(k). Esto sugiere que si se reem-
plaza los coeficiente de Fourier por los operadores definidos en (IV.13)) generalizado para campos,

entonces ¢ — qu II — II con lo que

7 > dk ~ thx—iwt ~ T —ikx+iwt
é = /_OO o [a(k)e +at(k)e } (IV.77)

= i o dk . ~ ikx—iwt ~t —tkz+iwt
= / o) [a(k)e it (k)e } (IV.78)

insertando (IV.77) y (IV.78) en (IV.73) y definiendo % = 27“1/% se obtiene,

dk dk' d . - o -
- / 7‘7}[(_1.‘*‘}&(]?)6%:8_%”5 + iUJCALT(k)e_ka+ZWt)(—iwld(k‘/)em T—iw't + iwldT(k,‘/)e—Zk T+iw t)

2B2
+ (ikd(k,)eikx—iwt N ik‘dT(k‘)e_ilm—HWt)(i/{,&(k/)eik/x_iw/t o ik/&T(k/)e—ik’a:—I—iw’t)]
1 [ dkdk

=5 | —podel-wwa(k)a(k)e! IO 4 wulal (k)a(k!) e REH !
+ ww/&(k)dT(k/)ei(k_k/)x—i(w—w/)t B ww/&T(k)&T(k/)e_i(k+k/)w+i(w+w')t
+ (—k;)k/&(k)d(k/)ei(k-l-k’)zr—i(w—i-w’)t + kk/d(k)&T(k/)ei(k—k’)zt—i(w—w’)t

+ k,k,/dT(k,)d(k/)e—i(k—k’)x-i-i(w—w’)t + (_k)k,/&T(k)&T(k/)e—i(k+k’):v+i(w+w’)t]
(Iv.79)
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Agrupando los términos e integrando respecto de dx se tiene que,

/
= % / RN ol(—wn’ — KR Ya()a () EHIP=Dt 4 (o 4 R at () (ke ih—R e +ilo—t

B2
+ (wo' + kka(k)al (k) el F—Fz=ilw=t L (! — kkal (k)al (k' )e Rz +ilwte)t
1 dk dk’ / Na ~o7 ) N i(w+w')t / Nt ~1 ] N i(w—w')t
=5 ?[(—ww — kk"a(k)a(k")(2m)o(k + k')e + (ww' + kEka' (k)a(k")(2m)d(k — k' )e
+ (wo' + kkNa(k)al (k) (2m)6(k — K)e' @) 1 (—ww’ — kE)al (k)al (k') (2r)8(k + K )e!@ret

(IV.80)

Integrando el primer término y el tltimo y usando la propiedad de la Delta de Dirac, estos términos
se cancelan, con lo cual solamente permanece

/
= 20 [0 = #) o + (a0 - a)al ()
2 | B IV81)

+0(k + K [~ww’ — kK [a(k)a(k)e @< 4 &t (k)al (k)e @)

Integrando respecto a dk’ con la ayuda de la ¢ de Dirac se obtiene
111 9 Miat (1A At
= 5-39, dk([w* + k°][a"(k)a(k) + a(k)a' (k)]
T2 2w (Iv.82)

+[~w? + K[ak)a(—k)e > + at (k)al (—k)e*)

pero, k2 = w? = —w? + k%2 =0y w? + k? = 202

Entonces,

H= ;/ di (¥ (k)a(k) + a(k)a' (k) — (IV.83)

Una vez con el hamiltoniano, es posible encontra el espectro de energia. Como en el caso discreto,
se debe de esperar que

i |0) =0, VEk (IV.84)

Sin embargo, existe un problema y es que si se aplica Ha |0) este no es cero debido al término
a(k)a' (k). Para el caso discreto se usé la relacién de conmutatividad entre a(k) y af (k) para escribir

H en términos de af(k)a(k). Usando la misma estrategia para este caso se obtiene

dk 1 © dk1
7,“( 2V Zakat
H= / o 2& a(k)w + /_ 5 2a(k)a (k)w (IV.85)
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Se sabe que [a(k),a' (k)] = 2m6(k — k'), con lo que

a(k)al (k) —a'(k)a(k) = 2 = a(k)a' (k) = 2r + a' (k)a(k) (IV.86)
N oo dk . R 2 [e'e} dkf ) )
H= /_OO gcﬁ(k)a(k‘)w + g o Jim ok — k) (IV.87)

pero limys 1 6(k — k") = 6(0) con lo cual se indefine la integral. Entonces, para lidiar con este pro-
blema se argumenta que Unicamente es relevante las diferencias o cambios de energia respecto del
estado cero por lo que es posibe ignorar esta constante infinita. Este proceso se llama ordenamiento

normal. Entonces se define a H como

H= / %a*(k)a(k)w (IV.88)

Los eigenvalores de energia tienen la forma de

B(k) = - (IV.89)

en donde n(k) es el nimero de cuantos el cual proviene del operador 7(k) = af(k)a(k). Como
se puede ver, se parece mucho a la forma que tienen los eigenvalores de energia de los osciladores

armonicos en el caso discreto. La energia total es entonces

E= | —n(k)w (IV.90)

Por otro lado, los cuantos, consecuencias de los estados excitados, pueden ser representados por
la aplicacién del operador af(k) al estado cero |0), es decir al campo ¢ que cuenta con la energia
minima. Por ejemplo, un estado cudntico que contiene dos cuantos con momentum k; y ko se puede

representa por

k1, ka) oc @l (ky)al (ko) [0) (IV.91)

donde la constante de proporcionalidad estd dada por el factor mencionado en la ecuacién (IV.20),

es decir
1 1

k1! VEs!

|1, ko) = a' (k1)a' (k2) |0) (IV.92)
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Por otro lado, si se tiene un estado con dos cuantos ambos con momentum k1, se representa como

21} = 1 [al ()12 0) =l (kn)a (k) [0 (IV.93)

En general,

Moy Mg o2} O (dT(k1)>m (af(k2))"2 . (IV.94)

La teoria desarrollada anteriormente describe la cuantizacién de vibraciones de un s6lido mode-

lado como un objeto continuo, lo cual se conoce como aproximacién de Debye.
Notas:

1. Es importante notar que gﬁ y IT son operadores de la formulacién de Heisenberg con lo que

obedecen las ecuaciones de movimiento

) = it
Iv.95)
II(x,t) = —i[Il, H]
Pero
=T (IV.96)
ya que
Qg = —Z'[(Z), I;[]
= —i(pH — Ho)
N 2 ~ 2
=i {km) 3 |®w+ (3‘2(;’)) a- [ 5w+ (a((‘;(y”) ayd(a)
-3 [ [ dttiii) + é gy 204y [fiwyiiie) + aﬁf)aﬁf)amdzj}
- [ [ i) - iy + [ o200 0w 20000 )¢<w>dy]
av.om

De los segundos términos de las integrales se observa que qg(x) y q@(y) conmutan por lo que son
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igual a cero. De la primera integral se tiene que
=5 | i) - i
=5 | [ driwiway - [ Mé@hwdy+ [ e - [ iwhwied

=S| st - ay+ [ - i
- [t - ay+ [ ﬂ(y)z‘é(y—x)dy]

2
(IV.98)
Entonces, de las ecuaciones (IV.95) y (IV.96) se tiene que
b= —i[p,H =T = T=—ill,A] =0 (IV.99)
Por otro lado, se dijo que QE cumplia con la ecuacién de onda
N o .
¢ = 31,2(;5 (IV.100)
con lo que en este caso se cumple que
0? - PPN
2¢— —i[II, H] Iv.101)
A continuacion se realizara la prueba.
Prueba:
NS D I PR - cb()f%() PP ¢>()¢()
~i[f7] = 5 | [ @) + i@ 2302 Vay - [ i) + 2522 <x>dy]
(Iv.102)
Dado que [II(y),II(x)] =0
_ i 09(y) 98 (y) 96(y) 09(y)
— 5 | [T 2GR gy — [ SN2 H(x)dy]
_ i 00(y) 9(y) [ 9d(y) ¢, Ib(y )4
=5 /H( )——— 3y oy —dy / ay H( ) ay y] (IV.103)

_|_7

00y, 0B) [ 09(y) 09(y)
[ 25w oG Py — [ 2L H(w)dy]
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_ %Z /8y )} &gg/) y— /&gg/)ay [ﬁ(x),c?ﬁ(y)} dy]
:;i_4/ay@@_y»&g?3,(/8gﬂay@@_y»@]

_ %@ /ay _ ‘%g(y) Y — /&g(y)ay (5(y—x))dy] (IV.104)
_ ; ~2i (aq;;)a(y—m)yo = a;igy)é(y—x)dy]

—i [ [ 9%
=5 21/ 82(2y)5(y—x)dy]

~

La derivada es posible escribirla como operador por lo que 8% = 9(y) = flv) = [9(x))2(y)
entonces,
—i —i ..z ~ 9% (x)
2i [ fsty - o] = 35 [2(0)] = )i = 755
[ 2 [ ] O (IV.105)

q.e.d.

2. Nétese que de esta manera se estd estudiando un formalismo que contiene los aspectos de
onda y de particula de la materia. El aspecto de onda es evidente en la expansion de qg lo cual se
obtuvo a partir del hecho que QAS satisfacia la ecuacién de onda. El aspecto de particula viene del
hecho que el espectro de energia estd discretizado y ademds del hecho que se le estd asociando

operadores a cuantos individuales, es decir particulas.

3. (Cudl es el significado del estado |0) para un campo cuéntico? Este estado es de hecho igual
a |0,0,...,0) con lo que n(k) = 0, Vk con lo cual se ve que es el estddo que no posee cuantos de
excitacion, en otras palabras, no hay particulas en el. Es por esto que se le atribuye el significado

del vacio.
4. Considérese un estado cudntico de la siguiente forma
k1, ko) o< @l (ky)al (k2) |0) (IV.106)
Nétese que el operador ' conmuta en este caso, con lo que se dice que el estado es simétrico

mediante el intercambio de k; <+ k». Este resultado es una pequefia consecuencia de que los bosones

son particulas idénticas (Aitchison & Hey, 2003). Es decir, no son iguales ya que como se ve, una
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puede tener diferente momentum que la otra, pero estas tienen las mismas propiedades internas; por
ejemplo, ambas tienen su respectivo momentum o su respectivo espin. El significado de particulas

idénticas va més por el siguiente camino:

Suponga que se cuenta con dos bosones de igual forma con momentum k; y k2. Luego de un
proceso se obtiene que uno de los dos bosones tiene momentum k3 y el otro k4. Dado que son
particulas indistinguibles, es imposible saber si el bosén con momentum k3 era al inicio el bosén de

momentum k; o el de momentum ks y el mismo caso se aplica para el bosén de momentum k.

D. EI campo escalar real (Klein-Gordon)

En la seccién anterior por simplicidad se considerd tnicamente una coordenada espacial. Ahora

se debe de generalizar a tres dimensiones incorporando los aspectos relativistas de las particulas.
Tomando la densidad lagrangiana anterior
1 (00\> 1 ,[06\?
Lr=-pl—=] — = — Iv.107
r=of < ot ) 2" \ oz ( )
tomando nuevamente p = ¢ = h = 1 y generalizdndolo a cuatro dimensiones se obtiene
1 IZ

L= 3 ol (Iv.108)

Al aplicar la ecuacién de Euler-Lagrange, se llega a una ecuacién de onda invariante

5z~ Vi) e=0 (IV.109)

Pero esta densidad lagrangiana describe a un campo cuyos cuantos no tienen masa. Se necesi-
ta encontrar el lagrangiano que de como resultado la ecuacion de Klein-Gordon. Dicha densidad

lagrangiana es

Lxa = % PO ) — %ngbZ (IV.110)

Las soluciones de esta ecuacidn tienen una frecuencia de la forma

w? = k2 + m? aV.111)
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la cual se obtiene al aplicar p a W donde p es el tetravector de energia-momentum (Aitchison &
Hey, 2003). Debido a esto, la ecuaciéon (IV.111) corresponde a una relacién energia-momentum

relativista.
Analogo al caso unidimensional el campo ¢ toma la forma de
. o0 d3k ik ; "
Bzt 1) = /MW [a(k)e e 1 a (R)eit (IV.112)

donde el producto k e x = wt — ko= ktx,, el cual por simplicidad se escribird como k - x.
Similarmente, I = ngﬁ es
N o d3k . .
Ti(zi, 1) = / ) m(—m) [d(k)e’lk“ - af(k)e“”} (IV.113)

donde w = +(k? + m?)'/2. Entonces, el hamiltoniano es

Hye = /d3a: Hie = / &Pz [fﬂ +Vé-d+ m2¢32] (IV.114)

—0o0

En términos de a(k) y a' (k) el hamiltoniano se transforma en

. 3
Hxe = % / (;lwl)ﬁg [aT(k)a(k) +a(k)at (k)} w (IV.115)

ordendndolo normalmente se llega a que
- d®k
_ NIAY
Dado que ngS no posee grados de libertad respecto a espines, se dice que describe a particulas de

espin 0. Ademas, ya que & es real (qg = d;T, donde gZ;T es la conjugada hermitica) este campo también

se le llama campo escalar real.

Una pregunta que puede surgir es: ;Existen realmente particulas de espin cero? De hecho si, por
ejemplo los piones o bien los bosones de Higgs satisfacen la ecuacién de Klein Gordon. De hecho,
esta teoria los describe adecuadamente siempre y cuando estas particulas no interactien entre ellas
mismas o con el mismo campo y no estén restringidas bajo ningtin potencial (particulas libres) tal y

como se discute en (de Vries, 2009).
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V. FUNCION HEAVISIDE, FUNCIONES DE GREEN Y
TEOREMA DE WICK

En esta seccidn se desarrollardn algunas herramientas matematicas, las cuales seran de gran uso

para capitulos posteriores.

A. Funcion Heaviside

La funcién Heaviside usualmente se representa como 6(t) y se define como una funcién por

tramos de la siguiente forma

0 siz<O
0(t) = V.1
1 siz>0

Sin embargo, se desarrollard a continuacién una forma de expresar la funcién Heaviside de una

forma analitica que serd de utilidad en el préximo capitulo.

Considérese la funcién F'(t) donde ¢ es real,

. —izt
F(t) 27{ S (V.2)

21 Jo=cy4+cy % 1€

donde ¢ es una cantidad infinitesimalmente pequefia positiva. El objetivo ahora es convertir esta
integral de contorno en una integral indefinida. Para esto se usard la ayuda del teorema de Cauchy
y la férmula integral de Cauchy, con lo cual el valor de la integral permanece igual siempre y
cuando se elija una curva cerrada homotdpica. En este caso se elijird que la curva cerrada sea un
semicirculo de radio infinito, es decir, se hara tender el radio del semiciruclo R — oo. Definase
entonces la trayectoria C'y como un tramo de la recta y a C'y como un semicirculo de tal forma que

C = (1 + (5 sea una trayectoria cerrada (Figura V.1 y Figura V.2). Ahora bien, supdngase que
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t < 0 entonces la trayectoria Co puede parametrizarse como

z=Re” = Rcos(f) +iRsin(f) 0<6<m (V.3)

Entonces la integral puede escribirse como

i e—izt i eiRewM 0 i e R sin(@)\ﬂeiR cos(0)|t|
Z = — ———Rie"dz = — ei0_|_i£
Co R

- 10
— . do (V4
2 Jo, z +ie 2 Jo, Re? +ic 27 e V4

Notese que la ecuacidn anterior, si se toma el limite cuando R — oo, es igual a cero ya que el

iR cos(0) —R sin(

término complejo e i1 es acotado y el término real e It decrece exponencialmen-
te. Por otro lado, la integral sobre toda la trayectoria C' (ecuacion (V.2)) sigue siendo una integral

cerrada y la singularidad z = —i¢e no se encuentra en el interior de la curva (Figura V.1).

Figura V.1: Trayectoria para t < 0

! < ! Re

Entonces, por el teorema de Cuachy,

efizt
F(t) = dz=0 t<0 V.5
(t) }g ~ i z para t < (V.5)

Ahora bien, para el caso en que ¢t > 0 se tiene que la integral sobre la trayectoria Cs es

i e izt i el sin(0)t

— z2=— .
; 10 1€
21 Jo, z + i€ 21 Jey e + 5%

e iRt cos(0)t

ie'?do (V.6)
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De nuevo, si se toma el limite cuando R — oo se tiene que la parte imaginaria sigue estando

acotada. Sin embargo, la parte real diverge exponencialmente. Para arreglar este inconveniente es

posible parametrizar la curva de la siguiente manera

z = Re" = Rcos(0) + iR sin(0) 0

Y
S
IV
[
3

V.7)

Debido a que la funcién sin(6) es impar y cos(6) es par, la ecuacion (V.6) con esta parametriza-

cion toma la forma de

; —R sin(0)t ,—iR cos(0)t
-/ = _© i do (V.8)
27 Jo, e + %

—R sin(0)t

De esta ultima ecuacién puede observarse que cuando R — oo el término e decrece

exponencialmente con lo que esta integral tiende a cero. No obstante, al parametrizar de esta forma

la trayectoria, la integral de la ecuacidn (V.2) se vuelve un semiciculo en el plano inferior.

Figura V.2: Trayectoria para t > 0

Im

e Re

Tal y como se puede ver en la Figura V.2, esta vez la singularidad z = —ie se encuentra en el

interior de la curva. Debido a esto, es posible utilizar la férmula integral de Cauchy con lo que la
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integral de la ecuacidn (V.2) da como resultado

g e—zzt 7 .
F(t) = — dz = —2mi—e™ € t>0 V.9
(t) 27rfgz—|—ie z iy e parat > (V.9

Si se toma el limite cuando € — 0 entonces F'(t) — 1 parat > 0.

Por lo tanto, resumiendo lo anterior, se obtuvo que tomando el limite al infinito del radio de la

trayectoria del semicirculo (R — oo) parat < 0, F'(t) eraigual a

o) —izt e—izt —izt e—izt
/ —dz = lim / —dz + / —dz | = lim —dz =0 (V.10)
_oo 2t t€ R—oo \ Jo, 2+ 1€ c, # 1€ R—oo Jo 2 + 1€

y para el caso en que ¢t > 0 y tomando ademds el limite cuando (e — 0), F'(¢) era

e’} e—izt e—izt e—izt
lim —dz = lim lim —dz + —dz
=0 J_o 2+ 1€ e~+0R—oo \ Jo, # F 1€ c, %t 1€

efizt i
= lim lim —dz =lim | —2mi—e ) =1
e+0R—oco Jo 2 + 1€ e—0 2

(V.11)

Leyendo los dos extremos de la ecuacién (V.10) y de la ecuacién (V.11) se define la funcién

Heaviside como

i o] efzt
6(t) = lim / —dz (V.12)

B. Funciones de Green

Las funciones de Green son muy importantes en fisica y nacen de la idea intuitiva de poder
conocer la inversa de un operador diferencial L. Es decir, si se considera la siguiente ecuacién

diferencial

Lf(z) = g(x) (V.13)



65

donde L es un operador diferencial lineal y donde la funcion g(z) se conoce, entonces para hayar la
funcion f(x) que satisface dicha ecuacién y ademds que cumple con condiciones de frontera dadas,

se debe de encontrar primero L~! de tal forma que la ecuacién (V.13) pueda reescribirse como

flz)=L""g(x) (V.14)

Es en esta bisqueda de L' que se encuentra las funciones de Green. Formalmente, las funciénes

de Green, G(z, ), se definen como funciones que satisfagan la ecuacion

L(G(,8)) = 6(z —¢) (V.15)

donde §(z — &) es la delta de Dirac (Maurette, 2009). Y que ademds cumplan las siguientes tres

propiedades:
1. G(z,§) es simétrica, es decir, G(z,§) = G(&, ), Vz, V¢ € [a, b].

2. G(x, &) es continua Vz, V¢ € [a, b]

3. % tiene una discontinuidad finita en x = £ dada por
8G(§+7 5) 8G(§_, 5) —Ii 8G(£ + €, 5) 8G(§ — €, g)
Oox ox €0 ox ox

Nétese que para un operador L de la forma L = % (p(z) %) + r(z) la discontinuidad es igual a

& d oG & , , b
/LG dr = / T <p(x) 893) dx —l—/ r(z)G dx = lzma_%lzmb_,g/a d(z —§&)dx

= p@) 2N+ P, o)l =1
_oolete ooie o 1

o or  p(©)

(V.16)
donde F(x,¢) |§f = 0 ya que G(z,&) es continua.

Por otro lado, regresando al objetivo principal, es decir la bisqueda de L', se tiene que una

vez encontrando la funcion de Green asociada a un operador L, entonces la solucién a la ecuacion
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(V.13) puede escribirse como
f@) = [ 96 g V17)

debido a que

/
o G (V.18)
/

A partir de las ecuaciones (V.14) y (V.17) se observa entonces que L~ = i fooo G(x,&)dE.

A continuacion se desarrollara algunos ejemplos de funciones de Green para complementar estas

definiciones un tanto abstractas.

2
1. Operador L = d—: Considérese la siguiente ecuacion diferencial
dz2 g

d* f(z)

dx?

=g(z) x€l0,1] (V.19)

Con las siguientes condiciones de frontera homogeneas (condiciones de Dirichlet):

f(0)=0
(V.20)
f(1)=0
Entonces, para resolver este problema se parte de que
d2
——5G(x,8) =z~ &) (V21)

dx?
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con lo que

Az + 4y si0<z<é<1
= G(z,§) = (V.22)
Aszx + Ay si0<é<zx<1

Obsérvese que a pesar que G(z, ) es lineal respecto de x, esta satisface la ecuacion (V.19)) debido
a que cumple con la condicidon No. 3, anteriormente escrita, para funciones de Green. Sin embargo,
nétese que de las condiciones de Dirichlet se tiene que f(0) = f(1) = 0 = fol G(0,8)g(&)d¢ =
fol G(1,€)g(€)dé = 0y esto es cierto para cualquier funcién continua g(&) por lo que G(0,¢) =

G(1,£) = 0y esto se cumple para cualquier caso de condiciones de frontera de Dirichlet.
Entonces, aplicando condiciones de frontera
G(0,§) =A2=0

(V.23)
G(l,f) =A3+ A4 =0= A3 =—A4

Ademds por la propiedad No. 3 de la funcién de Green, y la propiedad probada en (V.16) para
p(§) = 1 se tiene que

b 72
d*G(z,§) , , dG dG
lim i ————>dr =1 1 — e ——| =1
i M Tae 4= Mt e b
= A1 — A3 =1 (V24)
= A3=A4; -1
Entonces, por las ecuaciones (V.23) y (V.24)
Az si0<z<¢<L1
= G(2,8) = (V.25)

(A1 —1)(z—1) si0<¢{<ax<1

Y dado que G(z, §) tiene que ser continua,

lim G(x.€) = ln G, = G(E.) = A= (A - D(E- D= A =1-§  (V26)

T —¢
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. 2
con lo que la funcién de Green para el operador L = dd? es

(1-¢z si0<zr<E<l1
= G(z,£) = (V.27)
(1-2)¢ si0<&<az<1

Y la ecuacién (V.19) es posible reescribirla como

1
fa) = /0 G, O)g(€)de (V28)

Notese que no se resolvid la ecuacion diferencial, sino que inicamente se transformé la ecuacion
(V.19) que es una ecuacién diferencial en la ecuacién (V.28), la cual es una ecuacién integral. Para

conocer f(z) es necesario resolver dicha integral.

Por ejemplo, para g(x) = 1, f(x) es:

1 x 1
f(z) = / G, €)de = / (1 - €)adé + / (1 x)ede
0 0 T (V29)
_<1(1_ . )>_~’C<1$>2+$_<~’U2$+1> |
G ARA v 2 2~ 2

2. Operador laplaciano L = V2 : Considérese ahora la ecuacién diferencial

V2 f(7) = g(F) (V.30)

Imponiendo que G(r, ") — 0 cuando r — oo. Esta condicién de frontera es frecuente en proble-
mas de fisica, por ejemplo si f(r) = ¢y g(7) = p, donde ¢ es un potencial eléctrico y p la densidad
de carga; se esperaria que a medida que uno se aleje de la fuente, el potencial eléctrico tendiese a

CEro.

Es importante notar que a diferencia del caso anterior, la condicién de frontera impuesta no rompe
la simetria del problema. Obsérvese que si 7 — oo entonces |7 — 7/| — ooy G(7,7') deberia de

ser de la forma —%— paraa € Zy p € Q de tal forma que G(7,7’) — 0 a medida que

|r—r /[P
P 0% o _ _ap(ptl) _ 82 a
7 — oo. Entonces, 55 E T e T o e Esto muestra que el operador
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2 2 2 . . . . .
V% = % + % + % es invariante ante traslaciones, es demr,V%,Fr = V%. Debido a esto, a que

G(7,7") es funcién de |7 — 7| y a que las condiciones de frontera son invariantes ante traslaciones

es posible hacer la siguiente sustitucion:

V2 a7 7 =8 (F—F') —» V% G(R) = 6°(R) (V.31)
donde R = 7 — 7.

Ahora bien, dado que G (ﬁ) es una funcidn continua, es posible expresarla como una integral de

Fourier,

. 1 0 —
= Bk e* Gk V.32
G(R) = oz | kTR Gl (v32)
pero nétese que V%ei’g'é — ket R entonces
V% G(R) = / Bk F B GER) (—F )2 (V.33)

Sustituyendo la ecuacién (V.33) en la ecuacion (V.31) se obtiene

o0 7:_‘._‘ JN . 1 o0 7:_‘._‘
/_OO Bk et Gk) (—k)? = @y /_Ooe“f a3k (V.34)

donde se sustituy6 53(§) por su definicién | fooo et 3.

Debido a que los ekl G (E) forman una base completa, ambas integrales deben ser iguales com-

ponente a componente con lo que

~KGk)=1= Gk) = —= (V.35)

Sustituyendo la ecuacidn (V.35) en la ecuacion (V.33) e integrando en coordenadas esféricas, se
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obtiene
1y e 1 [ 2ri sin(kR)
- Bh— = — 2222 dk
MNCLE /_oo k2 (2m)3 /_OO 2%iR  k
1 > sin(k

B i / sin(kR) dk
(2m)2R Jo k (V.36)

_ Vs

 4m?R
1 1

4R Ax|F =7

donde la primera igualdad se obtiene después de haber integrado respecto a ¢ y 6. La segunda

igualdad se pudo hacer debido a que M es una funcioén par.

Por lo tanto,
1

|7 — 7]

G(F,7') = (V.37)

con lo que
g(7) 32
)= | — d V.
f(r / 47T|'F 7:’/’ r ( 38)

tal y como aparece en los problemas comunes de electroestatica.

3. Operador de Helmholtz L. = V2+k?: Porultimo, considérese la siguiente ecuacion

diferencial con la misma condicién de frontera que en el ejemplo pasado,

(V2 + k%) f(7) = g(F) (V.39)

donde £ es una constante. Entonces,

(V4 ) G = s [ da (V24 82) €7@

2 -
R o (V40)
— d3 _ iq-R é
o | (0 TG
Sustituyéndolo nuevamente en la ecuacién (V.31) se obtiene que
1 <3 2 | 12\ LiGR A iR 3
OE /_Ood ¢ (—¢" + &) €7 G(g) =/_ooe“1' d*q (V.41)
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Por el mismo argumento mencionado en el ejemplo anterior,

5 = s = 1
(- +k)GR)=1=G(R) = E (V.42)
Entonces,
R 1 00 iR
GR)= o | d¢-5— V43
B = | P1 =g (V43
Integrando de nuevo en coordenadas esféricas se tiene que
. TR 1< amgsin(Re) [ entro
(2m)3 J_ qk:2—q2_ 813 J_o R ¢* —k? =74 R | (q—k)(q+k)
(V44)

Abhora bien, esta dltima integral no es posible integrarla directamente pues tiene dos polos de
primer orden en ¢ = ky ¢ = —k. Para resolver esta integral se usard la misma técnica de integrales
de contorno que se usé en la seccién V.1 con lo que se pasard la integral al plano complejo. Ademas,
debido a que los polos son de primer orden se trasladardn tal y como la Figura V.3 lo indica. Para
realizar esto primero nétese que, debido a que se pasard esta integral al plano complejo, es posible

eiqR_e—iq

. . . R . .
escribir la funcidén seno como sin(qR) = = . La integral entonces puede ser reescrita como
q 21

i y a qequ _ qe—qu J
030050 | 2i(q — [k + ie))(q — [~k —ie]) ¢
. i qequ _ qefqu J
— l1m l11im
a0 30 | 2i(q — [k +id)(q — =k —iq) 4
i (V.45)
+ lfm lfm gc’ ™ dg
a—o0e—0 [ 2i(q — [k + i€])(q — [k — i€])
—iRq
— lim lim ac dg

a—ooe—0 [, 2i(q — [k + i€])(q — [k — i€])

0

Luego, sea (] = aecon0 <O <7 yCo = ae'? con —m < 0 < 0, el semicirculo superior y el
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semiciruclo inferior respectivamente. El valor absoluto de la peniltima integral es

aetf eiRa cos(0)

T _ ¢~ laR sin(@)aieie
lim i : A dé
0500 €30 /0 2i(ae®? — [k + i€])(ae? — [~k — i€])
| gelfeiRa cos(9) _ ,—iaR sin(@)aieie
< lim lim

a—00 e—0

0

s
< lim lim

2i(ae®® — [k + i€])(ae® — [~k — i€])

e—aR sin(6)

do

a—00 e—0

o (1= BR) (-t

dg =0

Figura V.3: Trayectorias para integral de contorno

—k — e

(V.46)

El valor absoluto de la dltima integral es igual a cero también y el procedimiento es andlogo.

Entonces, debido a que el valor de toda esta integral es cero para la trayectoria elegida cuando el

radio tiende al infinito, es posible volver a transformar la integral que muestra la ecuacién (V.44) en

una integral de contorno y resolverla por medio del teorema del Residuo. (Churchil, 2009)

) ) a qequ _ qe—qu
lim lim

a—ooe—0 J_, 2i(q — [k + i€])(q — [k — i€])

dg = lim lim

a—00 e—0

qequ _ qe—qu
2i(qg— [k + id)(q — [~k — ie])

va7)

Resolviendo esta integral por medio del teorema del Residuo como se dijo y aplicando ambos

dq
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limites, esta ultima integral es igual a

ket oy - (SRR ke omi (V.48)
202 (—2k)2i 2k 2

Sustituyendo este valor en la ecuacién (V.44) se obtiene que

1 ikl

G(F7') = (V.49)

A |7 — 7|
Notese que si se toma limy_, entonces la ecuacion (V.49) se convierte en la ecuacién (V.37), tal

y como se esperaria.

C. Teorema de Wick

En el capitulo siguiente serd de gran utilidad saber cémo conmutar operadores de tal forma que
se puedan reescribir con un orden normal, tal y como se vio en el capitulo IV. El teorema de Wick
es justamente el que establece una relacién entre operadores ordenados cronoldgicamente y los
mismos operadores normalmente ordenados. Sin embargo, antes de enunciar dicho teorema y hacer

la respectiva prueba, es conveniente introducir cuestiones de notacién y resolver algunos ejemplos.

1. Cason=2: Considérese el producto de los operadores ¢(z1) y ¢(z2). Entonces si 20 > z9,
entonces el operador 7'[ | aplicado a estos operadores coloca su producto en orden cronoldgico. En

este caso,

T(h(z1)p(x2)] = P(x1)(w2) (V.50)
Para el caso en que 29 > ¥,
T[g(21)d(w2)] = d(x2) (1) (V51)
Por otro lado, ya que el operador
(1) = / (%r;if/ﬂ (a(k)e™™= + at (k)eit] (V52)
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Es posible definir,

o = [ G [ ] b = [ S o] sy

tal y como lo hace el libro de (Kaku, 1993). La notacién es algo confusa, pero debe notarse que
$(x1)T estd asociado al operador aniquilacién & y el operador ¢(z1)~ estd asociado al operador

creacién, af. Nétese entonces que
(x1)"(0) =0 = (0] §(1)” (V.54)

y que

o(z1) ", &(@)7} = constante (V.55)

Por tdltimo, si ¢(z1)¢(x2) estdn ordenados normalmente entonces se denotaran como

~ A~ ~ ~

L P(21)d(w2) 1 = (1) Td(w2) T + d(21) " d(22) T + B(22) " S(a1)T + Bla1) " d(w2)”  (V.56)

El ordenamiento normal de un nimero mayor de operadores consiste en tener todos los ¢(z;)™ a
la izquierda en orden cronoldgico y todos los ¢(z1)™ a la derecha, igualmente en orden cronoldgico.

A continuacién se hard el ejemplo para un producto de dos, tres y cuatro operadores.

Por simplicidad, en esta subseccion se escribird ¢; para referirse al operador ¢(z;). Considérese

entonces

T(p1¢o] = d1ba = (¢ + ¢7) (03 + ¢3) = ¢ b5 + ¢ by + b7 b5 + d1 b3
= o7 03 + ¢y T + ¢1 03 + b1 by + b1 0y — ¢y &

=: 9102 + (0], 03]
(V.57)

Entonces, ndtese que
= (0] [¢1, &5 110) = (0] ¢ @5 [0) = (O] & P + &1 by + 1 3 + by 3 [0)
= (0] $192 |0) (V.58)
= (0| T[¢1¢2] 0)
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Esta tdltima igualdad es importante ya que sin pérdida de generalidad es posible suponer que

29 > 29. Luego, la igualdad de la ecuacién es

Tp1¢2] =: ¢102 : + (0| T'[p12] |0) (V.59)

2. Caso n=3: Ahora bien, considérese el producto de tres operadores,

T(¢1d2¢3] = (¢ + &7) (05 + ¢35 )(¢3 + ¢5) = (: d1d2: + [¢,05]) 3 V60)
=102 ¢3+ [0, 05 b3

Entonces,

F1de By + (0], 05 )05 = 61 65 ¢F + b1 05 &
+ 5 01 63 + d1 03 03
+ o5 67 03 + 63, 63167
+ [0, 93103 + 61 ¢35 b3
+103, 05101 + &3 b3 dF
+ 107, 05105 + 61 05 b5 + (61, 65 103
= p1ads: (03,0507 + (03, 05101 + (67,5107

(V.61)

+1o], b33 + (0], b2 103
=: Q1203 1 (D3, P35 ]d1 + (61, 3102 + 01, ¢5 |b3
Por lo que

Tlp192¢3] = : p1¢2¢3 = + (0| T[p2¢3] [0) ¢1 + (0] T'[p163] |0) 2 + (0] T'[p12] 0) 3 (V.62)

3. Caso n=4: Por iltimo, el caso para la multiplicacién de cuatro operadores es
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T(pr¢2¢3pa] = [ : pro2¢3 : [P, 05101 + (07, ¢35 1d2 + (07, 63 1d3] b4
= di1gadz: Of + :G10ada: ¢y + (03, 05]0104
+ (67 65 1d2cbs + (6] 65 b3
= G16ags: 6 + : drdods: &y + (07, 65] (: dida: +[6],61])
167 651 (: dagat +d3,¢41) + (07,651 (: 83a s +[64 . ¢4])
=:P1gad3: df + : P13 Py
+ 103, 05] c P10+, 03] : d2oha s (O, d3] + P3da
+1o], d31l3, 011+ (03, d5lleT, o1 ] + (01, 65 103, &4

(V.63)

Nétese que el primer término, : ¢1¢2¢3 : ¢} no tiene problemas. Por otro lado, en el ejemplo
anterior ¢~ tuvo problemas con tres términos. Es decir, hubo que mover a ¢~ 72 casillas”1 vez y
”1 casilla”2 veces. Si se considera el binomio (z + 1) = 2% + 22 + 1 se podria pensar en relacionar
los exponentes de las x con la cantidad de casillas que se debera mover a ¢~ y a los coeficientes que
acompaiian a las X con la cantidad de veces que se tendrd que mover a ¢~ esa cantidad de casillas.
Veamos si es cierto, para el caso a continuacién (z + 1)3 = 23 + 322 4 3z + 1, se deberia de
mover a ¢~ 1 vez 3 casillas, 3 veces 2 casillas y 3 veces 1 casilla con lo que se tendria un total de

12 conmutadores. A continuacién se comprobara esto.

L P10003 1 by = O 03 O3 by + $1 63 O3 by + $1 by O3 by
+dy O &3 by + b3 81 b3 by + b3 b3 ] 6
+ b1 030365 + by dy b3 64
= (67, 01 ]0T o3 + (65, o110 oF + (61, ¢y 105 & (V.64)
+ (07,01 101 05 + (03,6111 03 + (07, 6111 &5
+ 07, 05105 F + [0, 9110 03 + (63, b1 )¢5 &
+ 0], dglds b3 + 107, 01 lds &5 + (03, 111 b5 + &1 by d3 0

Lo cual justamente cumple con la conjetura anterior. Luego, notando que todos los términos que
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acompaifian a los conmutadores estdn normalmente ordenados, es posible agrupar términos y obtener

D h1gads: Of + i Prdads +oy =: d1dadsda: +[PT, 1] P19 :

(V.65)
+ [¢;7¢Z] : ¢1¢3 : +[¢1~_7¢Z] : ¢2¢3 :
Por lo que,
Tp1d203¢4] = : d102d304 = + (0] Th3¢4] [0) : P12 :
+ (0| T[p2¢4] [0) : P13 : + (0| T'[$104] |0) : 203 :
+ (0| T'[p2p3] [0) : P14 = + (O] T[p163] [0) : Pp2cps :
+ (0] T[p162] |0) : ¢304 : + (0| T'[¢1, ¢3]|0) (O] T[p2¢4] |0) (V.66)
+ (0] T'[¢2¢3] [0) (O] T'[¢1¢4] [0) + (0| T'[¢1, ¢2] |0) (O] T'[$3¢4] |0)

= d1¢adada: + Y (0| T[d162]|0) : P3cha :

perm

+ > (01 T[¢1, ¢2]10) (0] T3] |0)

perm

Donde las sumatorias anteriores son respecto a las diferentes permutaciones.

4. Elteorema de Wick: Elteorema de Wick establece entonces que para una multiplicacién

par de operadores

T(or2.. ¢l =: b1 bn: + > (0| T[¢162]|0) : 63... b :

perm

+ > {0 T (¢, $2]10) (0| T[p3al [0) = 5 ... p :
perm (V67)

+ Z <O| T[¢1a ¢2] ’0> s (0‘ T[¢n—1¢n] ‘O>

perm
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y para el caso de una multiplicacion impar de operadores:

Tlp1¢a. - dnl =: 61 b + Y (0| T[d16]|0) = 5. bp:

perm

+ > (01T (61, 62]10) (O] T3] [0) = 5. G :
perm (V68)

+ 3" (0| T[¢1,62] |0) . .. (O] T[pn—20n-1] [0) 6n

perm

(Kaku, 1993).

5. Demostracion del teorema de Wick: La demostracién del Teorema de Wick natu-

ralmente es por inducciodn, a continuacién se realizard la prueba.

El paso base paran = 2 ya se desarroll6 anteriormente. Entonces, para el paso inductivo, suponga

que el teorema vale para n — 1 y considérese

T(G1. - fnadn) =: b1 bp1: dnt D [0, 03] 3. bn1: dn

perm

+ ) (o7 0310565 b5 b1t bn
perm (V.69)

+ > 10,05 (D _s bo) n-10m

perm

El primer término se puede descomponer como

:¢1"'¢n71: ¢n:(:¢l"-¢n71: d):) +(:¢1~-'¢n71: gbq;) (V70)

Se vio en los ejemplos pasados que ¢, no tendrd problemas y que ¢;, tendrd que conmutar con

2n—1 _1 términos provinientes de : ¢; ... ¢,_1 :. Por la analogia que se usé anteriormente y usando

S . n—1\) o1 [P—1
el teorema del binomio, es decir (1 +z)" "1 = >~} 7, x”, se tendrdn ), k
k
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términos de la forma [qb,z,, o ]¢ZEC . qﬁfm donde k; < ny qb;fc . (bfm estan ordenados normalmente

por lo que agrupando dichos términos se obtiene

SP1 Pt d)n:(:gz)l'“@énfl: (b;t) +(:¢1-~~¢n71: ¢E)

V.71
=:101...Pp_10n: + Z [‘b;la(ﬁ;] :¢k2"'¢kn71: ( )
perm k;
Del segundo término de la ecuacién (V.69) se obtiene
Z[Qbii_v(bz_] : ¢3-~-¢n—1 : an = ([(bi’—?(bQ_] :¢3"'¢n—1 : (an)
perm
+ ([¢7, 03] : d2da. . dn1: ¢n)
+ o+ ([0 s b g] D102 Pzt D)
— 67, 67] [ b3 bnabnit S 05, 07): b Bh s ] (V-72)
perm k;

+...+

[¢7—t—27 (b;—l] |:: ¢3. - Pn—3Pn : + Z [Qb]—;a (ﬁ;] Dy - Pk :]

perm k;

= Z [0 D] P - Py P Z | e B - A VO &)

perm k; perm k;

Sumando la ecuacién (V.71) y la ecuacién (V.73) se obtiene

O bnadn Y (B 0] by By

perm k;
+ Z [QS;;; QZ)];J : ¢k3 s ¢kn71¢n i+ Z [¢Z17¢];2][¢Z37¢;] : ¢k4 . '¢kn71¢n :
perm k; perm k;
=1 Gnan: + Y (87 65] ds. bt Y (OF S lBh 0] By By O
perm perm k;

(V.74)

Siguiendo un procedimiento andlogo para cada término de la ecuacion (V.69) y aplicando el caso
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n = 2 para el tltimo término de esta ecuacion, se llega a que

Tlpro. - ¢n) =: b1 bn: + > (0| T[¢162]|0) : 63... b :

perm

+ > {01 T (¢, $2]10) (O T[p3chal [0) = 5 ... by :

perm

+ > {01 T (¢, $2]10) - . (0| T[n-10n] [0)

perm

q.e.d.

con lo que el teorema queda demostrado.

(V.75)



VI. CAMPOS EN INTERACCION

En el capitulo IV se consideré campos que no interactuaban. El hecho que no interactuaban se pu-
do notar de varias maneras. Por ejemplo, el hamiltoniano resulté ser la suma de osciladores arméni-
cos individuales, o bien la energia total del sistema resultd ser la suma del nimero de cuantos 7.
Debido a esto, se puede ver que el hamiltoniano y el operador 7 conmutan, con lo que se tiene que
n es costante. Es por esto que si dos ondas del campo (i.e. particulas) se encontrasen frente a frente,
ambas ondas pasaria a través y no se desviarian en ningtin caso, es decir no interactuarian. Enton-
ces, para arreglar esto, recordando la discusion que se hizo en el capitulo 1V, se puede notar que
para poder sumar la energia de los osciladores independientes se hizo la suposicién que la energia
potencial era cuadritica para desplazamientos pequefios de g,. Esto influy6 en poder linealizar la
ecuacion, ademds, con esto las soluciones de la ecuacién se pudieron superponer para hacer nuevas
soluciones. Si se conserva términos de orden mayor el resultado es una ecuacién no lineal cuyas
soluciones no es posible obtenerlas mediante la superposicién que se hizo. Con esto se espera que
dos ondas que se encuentren frente a frente, interactien de una o diferentes formas y que ademads
el nimero de cuantos no se mantega constante, resultado que se obtiene experimentalmente en los
colisionadores de particulas. Sin embargo, el método para resolver este tipo de problemas debe ser
por aproximacién o por métodos numéricos ya que los calculos se vuelven sumamente complejos.
Debido a que en este trabajo se eligié el método de teoria de perturbaciones, se desarrollard es-
ta teorfa para operadores independientes y dependientes del tiempo. Para este Gltimo caso es util
ademads introducir un formalismo llamado enfoque de interaccion el cual se desarrollard también

antes de seguir estudiando a los campos.

No obstante, es importante recalcar que existen algunos detalles cuando se aplica teoria de pertur-
baciones a particulas con espin por lo cual se prefiere que en este capitulo inicamente se consideren
modelos simples que involucren campos escalares de manera que se pueda comprender mejor la
esencia del enfoque de perturbaciones aplicada a teoria cudntica de campos. Por dltimo, vale la pena

mencionar que en los capitulos siguientes se trabajara con unidades naturales con lo cual A = ¢ = 1.

81
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A. Introduccioén a teoria de perturbaciones

Generalmente la cantidad de hamiltonianos de las que se puede encontrar los respectivos eigenva-
lores y las eigenfunciones explicitamente es muy pequeifia. La teoria de perturbacién permite resol-
ver ciertos problemas mediante aproximaciones, de tal forma que se pueda hallar los eigenvalores
y eigenfunciones, o bien, es ttil para poder hallar la probabilidad que haya transiciones de estados
iniciales. La teoria de perturbaciones se divide en dos, casos en donde se considera que los opera-
dores independan del tiempo y casos en los cuales no. Para empezar, considérese un hamiltoniano

independiente del tiempo, de la forma

H = Hy + \H' (VL1)

donde Hy es un hamiltoniano del cual es posible conocer sus eigenvalores y eigenvectores de ma-
nera analitica y H' es una correccién de Hy. Sin embargo, se debe de suponer que esta correccion
es bastante pequefia y para esto se introduce el pardmetro A, el cual es una pequeia cantidad (gene-
ralmente positiva) de manera que AH' sea lo suficientemente pequeiio. Es necesario agregar que en
esta introduccioén a teoria de perturbaciones se enfocara tinicamete a operadores hamiltonianos no

degenerados pues es la que serd necesaria en las siguientes secciones.

Si H' y Hy conmutan, el problema de hallar los eigenvalores se torna bastante sencillo, debi-
do a que es posible diagonalizar ambas matrices y encontrar una base comiin de eigenestados. Si

no conmuta entonces las cosas se vuelven mds interesantes. A continuancién se verd un pequefio

ejemplo.
Sea,
. Ey 0
Hy = (V1.2)
0 FEy
y supdngase que
Ny 0 1
H = (VL3)
10

En este ejemplo se usard a A para denotar los eigenvalores y a § para referirse al parametro de
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perturbacién. Entonces, encontrando los eigenvalores del operador

E 0
H= (V1.4)
5 B

se tiene que

(B + E9) + \/(E1 — E2)2 + 442

A2 — )\(El + EQ) + E1Ey — 2 =0= )\1’2 = 5 (VL5)
Sin pérdida de generalidad, sea F'; > Fo,
Mo = L (B By) & (B — Bayy 14+ —20 (VL6)
1275 1 2 1 2 (B — By)? .
Si § << Ej — E», es posible expander la raiz de forma binomial con lo que
52
M=E+ ﬁ + 0(54)
! 52 2 (VL7)
Ao =FEy — ——— 4+ 0O(5*
2 2T B - B +0(5)

Noétese que aunque inicialmente la perturbacion era lineal, al resolver los eigenvalores se tiene mas
potencias de § en los eigenvalores, o bien, en otras palabras, series infinitas. Ademas, es posible ver

que el criterio para conocer qué tan pequefio debe ser § depende de la diferencia de Fy y Fos.

Una vez habiendo visto este sencillo probema para una matriz de 2 x 2, se proseguird para el caso

general.

Para esto se debe de suponer que el espectro de energia (los autovalores) de Hy estd discretizado,

no necesariamente igualmente espaciados, esto es

Hy o) = ES |6 (VL8)

donde el superindice (0) denota que la eigenfuncion o eigenvalor pertenece al operador Hy yel

subindice n denota el grado de excitacion de los eigenestados.
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Figura VI.1: Estados de energia antes de la perturbacion

Cuando se introduce la perturbacion, lo que se espera es que los niveles de energia se desplancen
o se muevan un poco. Como se dijo anteriormente, para usar teoria de perturbaciones se debe de
suponer que la perturbacion A es lo suficientemente pequefia tal que los elementos de la matriz
0)
9y

; ~ . . 0
H' sean pequefios en comparacion con los estados de energia B! ), B

0 1 ... Debido a esto se

supondra que los estados de energia no se van a entrelazar, es decir que los niveles de energia son

distinguibles (Figura No. VI.2).

Figura VI1.2: Estados de energia después de la perturbacién

Ej | :
____________ E:r; 0)
E,
____________ E; 0)
____________ EY
E;
____________ Elr._]ll,l
Ej

Tal y como muestra la Figura No. V1.2, no necesariamente se deben mover todos en una misma

direccion.

Entonces, debido a que los estados se desplazaran, se tendra que

I:I ‘¢n> =E, ‘¢n> (V1.9)
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Supéngase que ]d),(lo) ) forman una base completa, con lo que es posible que <¢$L0) |¢l(0)> = Onls
es decir que son ortonormales. Si no lo son, debido a que son una base, es posible construir una a

través del método de ortogonalizacion de Gramm-Schmidt.

Por dltimo, se debe de hacer la siguiente suposicion

E,=E9 +XEM + X2E@ 4 (VL.10)

es decir que el eigenvalor F), es E,(LO) mads correcciones de lambda y que es posible representar estas
correcciones como una serie de potencias tal y como se hizo en el ejemplo pasado. Esta suposicion,
ademds, conlleva a suponer que A es analitica en A = 0 y que dicha serie converge para un radio
determinado. Si por ejemplo se descubriese que la primer correccién es proporcional a v/\ por
ejemplo, entonces esta suposicién seria errénea y habria que buscar otro método de aproximacién
u otras alternativas. Regresando a la ecuacién (VL10), los superindices (1), (2), ... se usan para

denotar que ET(?) es el coeficiente de correccién de A% por ejemplo.

Andlogamente a la ecuacién (VI.I0), se supondrd que

6n) = [61)) + X |o) + A2 6D + ... (VL11)

Abhora bien, si dos series son absolutamente convergentes entonces es posible igualarlas término

a término. Entonces,

A A (VL12)
(Ho +XH') [|o) + M) +...| = (BQ + AE] +..) [[6@) + A [o{) + ...
= Ho o) + A [6{0) + AHy [6D) + N2H |¢1D) + N H' o) +
N Hy ) + M |8 + ... = EQ ) + AED o) +
(VL13)
B ) + NED [62) + A B 600) + NED |6)) +

NED [6D) + N EWD |62y + MED |60y + N3ES) |0)



86

Entonces,
A=0: Holof") =B o)
A=1: (Ho— B o))+ (H' = BY) |6)) =0
A=2: (Hy— EQ)6@) + (H = B o) + ED |6() = 0
A=3: (Hy— ED) o) + (' = ED) o) + EP o) + EP o) =0 V11

N=me (o~ B o) + (1~ ED)I600) + Y2 B o) =0
k>(n—k)

Tomando el producto escalar de la primera condicién se deduce que

(@0 8o — EQ o0 + (o) F— ED jol9) =0
(B — EO) (60160 + (60 2 |o0) — B = 0 V113
> B = (0 1 |00) = H),

donde se us6 que Hy |¢,(10)> =g |¢1(10)> (condicién A\ = 0) y que <qbq(10) ](Z),(@O)> = 1. Por otro lado,

|¢£Ll)) puede representarse como combinacion lineal de la base |qb7(10)>, con lo que

o) = e [6l) (VL16)
l

Sustituyendo la ecuacién en la condicién A = 1 se tiene que

(Ho—B) > culol”) + (8 = (o1 A |6)) 67) = 0 (VL17)
l

Se debe de encontrar ahora los coeficientes c,;. Para esto se debe de tomar el producto escalar de
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ambos lados y suponer que n # m con lo que se obtiene

(OIS eni(Ho — E) |6 + (¢ H' — Hy, |6 = 0
l

(B — BOY S (6D en |6 + (6 7' [60) = Hypbpnn = 0

l (VL18)
(BD — EO) S Spcn + (6 H'[¢0) — Hpypbyn = 0
l
/
e = Hmn (VL19)

B - By

La ecuacidn (VI.17) es insuficiente para encontrar c,,, sin embargo este es igual a cero debido a

que

(@nlén) = 1= (&71607) + MV 167) + A (8D10l)) + X* (o)) = 1
14 Aenn + Aenn + ANepp = 1 (V1.20)

= cpn =0

en donde se utilizo la suposicion que ((;5,(2) |¢§10)> = dpm.-

Por lo tanto,

H/
,¢(1)> — Z _ “Tmn ‘¢(0)>
n (0) (0) I"m
mn En’ — Em (VI.21)

B = (o0 10 = B,

nn

La ecuacién (VI.2T)) muestra las correcciones de primer orden. Siguiendo un procedimiento simi-

lar se tiene que las correcciones de segundo orden estan dadas por

ED = (GO B 100) = Y —omn (0| 7 g0y = 3 —mmFlom
m#n ETL - Em m#n, En - Em
O bien, dado que H’ es hérmitico,
12
E?) = Z _Hn” (V1.23)
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con lo que

_ (0 ) 2 | H |
E,=EY + X H,, + )

7£ M c .. (VI.24)

Una de las aplicaciones que tiene esta teoria es por ejemplo al considerar algin oscilador anarméni-
co. Generalmente se elige estudiar un hamiltoniano de la forma H = lffo + Az* con ro =
% + %mw%z. Si se eligiese el término Az en lugar de Az* no se obtiene mayor resultado de-
bido a que se puede completar al cuadrado y hacer una sustitucién con lo cual se caeria al caso en
el que si solo se estuviese considerando Hy. Si se eligiese el término Az? agrupando la expresién
se tendria una ecuacién equivalente a un oscilador arménico desplazado en el eje de coordenadas.
Ahora bien, si se elige A\z> sucede algo interesante y es que cldsicamente se tendria un potencial tal
y como lo muestra la Figura No. VI.3. Si la perturbacién es lo suficientemente grande la particula
puede irse a x — —oo. Cudnticamente también se tiene esto pero ademads se tiene que existe un efec-
to tinel. Sin embargo, si el tiempo del efecto tunel es muy grande, es posible aproximar la energia
con unos cuantos ordenes de correccion ya que la particula se encuentra en un estado metastable

(punto de equilibrio estable).

Figura VI.3: Potencial ctibico

Para el caso de campos, si se considera por ejemplo la densidad lagrangiana
A 1 A N 1 ~ ~ ~ ~
£ = 50:00"6 = 5?6 = 06" = Lic = A" (V1.25)

con A > 0y el subindice KG haciendo referencia a la ecuaciéon de Klein-Gordon, tal y como

se discutié anteriormente, el potencial tiene un estado metastable. Esto quiere decir que para A
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pequefios, el potencial V' (¢) conserva la forma del oscilador arménico cercano a ¢ = 0, pero para q
negativo y suficientemente grande, este tenderd a —oo. Andlogamente al caso de mecdnica cudntica,
se tiene ademads un efecto tinel, sin embargo, las interacciones del tipo q§3 son utiles para describir
interacciones entre dos o mas campos en lugar de describir interacciones con él mismo. Es decir, si
se considera por ejemplo interacciones entre un potencial cuadrético y uno lineal, Aqﬁgﬁ B, 0 bien
interacciones entre tres campos, )\ngS A qAS B ngSC, los problemas anteriormente mencionados no aparecen.
Mas adelante se especificard qué tipo de interaccion es la que se trabajard, pero por el momento se

seguird desarrollando la teoria con )\QAﬁ?’. Por dltimo, debido a que el hamiltoniano asociado es
H=Hygg+ H (V1.26)

y dado que se conoce

Hye = / Pr Hie = % / &P [ﬂQ + (V)2 + m%ﬂ (VI.27)

el objetivo serd entonces aplicar teoria de perturbaciones a la ecuacién li escribiendo a H’

como

H = / B H =\ / B ¢ (VL.28)

Sin mas que agregar, se procedera a desarrollar el formalismo que sera util para el estudio de

teoria de perturbaciones con operadores dependientes del tiempo.

B. Enfoque de interaccion

Este enfoque, que se presentard a continuacién, fue desarrollado por primera vez por Paul Dirac,
el cual representa un paso crucial para la teoria y es que se dijo anteriormente, en el capitulo IV, que
se trabajaria con el enfoque de Heisenberg, H P, en donde la dependecia del tiempo la tienen los

operadores y no los eigenestados | W), como lo es en el enfoque de Schrodinger, SP.

Sin embargo, debe de notarse que la dependencia del tiempo del operador ¢, por ejemplo, fue
derivada del hamiltoniano H g, ya que tal y como se probd, debido a que qg cumplia con la defi-
nicién de %gﬁ del enfoque de Heisenberg, entonces gZ; cumplia con la ecuacién de onda (ecuacioén

(IV.100) y (IV.101)). No obstante, esto ya no es posible afirmalo ahora ya que no se sabe como
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H = Hye + H' evoluciona en el tiempo. Se deberia de aplicar la ecuacion de Euler-Lagrange y

entoncontrar, si la hay, una solucién analitica a la ecuacién diferencial.

Buscando un alternativa mas sencilla, considérese entonces el enfoque de Schrodinger en donde

los estados evolucionan de la siguiente manera

H V(1)) = i% | (t)) (VL.29)

En este enfoque los operadores de campo que aparecen en la densidad hamiltoniana H son evalua-

dos en un tiempo fijo, digase ¢ = 0 por convencion, con lo cual los dos enfoques son equivalentes.

No obstante, el problema de trabajar de esta forma es que la invarianza de Lorentz no se manifies-
ta. Al final las cantidades fisicas deben de resultar correctas pero es mucho mas conveniente tener
todo viéndose en 6rden y consistente a medida que se desarrolla los célculos. Es por esto que se
introduce un tercer enfoque, el enfoque de interaccidn, en el cual son los operadores y los estados
los que son dependientes del tiempo pero en una manera que se adapta perfectamente a la teoria de

perturbaciones.

Con este enfoque se pretende dividir en dos la dependencia del tiempo, una dependencia provi-
niente de H y la otra de H' de tal manera que tomando el limite cuando H — 0se regresa al

enfoque de Heisenberg (Aitchison & Hey, 2003).

Se parte entonces considerando el operador unitario U = e~** tal y como se hace para el caso

de los enfoques de Schrodinger y Heisenberg,

A(t) = et et o 4 = o=t (1)t (V1.30)

donde A es un operador en el enfoque de Schrodinger y A(t) el mismo operador pero en el enfoque

de Heisenberg. Ahora bien, nétese que la conjugada hermitica de Ues

it = (e—“ﬁ”)Jr — ¢t — -1 (VL31)
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Entonces, un operador en el enfoque de interaccién se define como

Aj(t) = etflot fe=iHot (VL.32)

donde A es un operador en el enfoque de Schrodinger. Los operadores que sean descritos en el
enfoque de interaccion serdn denotados por el subindice I. Andlogamente al caso del enfoque de

Heisenberg se tiene que

dA;(t
dt

N—
Il
|
-~
rm
Y
~
—~
~
S—
m>
o
| I

(V1.33)

Si se desea una expresion que relacione los operadores en el enfoque de Heisenberg con los del

enfoque de interaccién se debe de tomar la ecuacién (VI.32)) y sustituir Adela siguiente manera.

A~

A[(t) — eiﬁote—iﬁt A(t) eiﬁte—iﬁot
et A(t) 't (VL34)

Ait)=U A@t) U~

A . £ .1 -y
donde ahora U = etfote—iHt — o—iH't

Por otro lado, debido a que la definicién del momentum conjugado no incluye derivadas tempo-

rales explicitas, es posible definirlo de igual manera a como se hizo anteriormente,

fi(z, 1) = 95 2 OLKG _ Gy (V135)

¢ Ao

Ahora bien, considérese

U~ - UTigU ! (VL36)
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Por lo que se puede notar que la relacién de conmutacion entre ¢ y II permanece igual en este

enfoque.

Prosiguiendo con el desarrollo del enfoque de interaccion, los estados se definen como

(1)), = ot [0 1)) (VL37)

donde |¥(t)) es un estado en el enfoque de Schrédinger. Para encontrar como evoluciona |¥(t)) ,

i 0O, =i [ o)

o o d
= —Hoe™ W (1)) 4 i o' — | (¢
0™ [W(2)) 7 12() VL38)

= — Hoe' ™! [0 (t)) + Hoe' ! [W(t)) + A'¢ o0 W (1))

= Hi [W(1)), donde Hy = eiflot fy o —iHot
con lo que
. d .
o (@) = Hy [¥(0), (VL39)

Es decir, todos los operadores en el enfoque de interaccién depende del tiempo somo si se estu-
viese trabajando en el enfoque de Heisenberg, Ginicamente que la dependencia estd dada por Hy y
no por H. Por otro lado, los estados evolucionan como si estuviesen en el enfoque de Schrodinger,

tinicamente que la ecuacién de Schrédinger estd dada por el operador H 7y no por H.

En resumen, en el enfoque de interaccion se tiene que:

A[(t) — eiHOtAe—iﬁot
dA;t(t) = —i [Al(t)v ffo]
(1)), = o0 [ (1))

% (1), = Hy(t) |9(1),

(V1.40)

C. Operador S
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Una vez desarrollado el formalismo del enfoque de interaccion se desearia aplicar dicho forma-
lismo a procesos de decaimiento o a deflexién de trayectorias de particulas. Para efectuar esto es

necesario introducir el operador S.

Para esto, considérese el caso en que dos particulas estdn préximas a encontrarse (Figura No.

VI.4)

Para un tiempo lo suficientemente distante, digase t — —o0, se espera que el efecto de la pertur-

bacidn, es decir de H/, sea despreciable pues las particulas no han interactuado en absoluto.

De la ecuacién (VI.39) se observa que si H/(t) es despreciable para t — —oc entonces |¥(—00));

del sistema es constante, por lo que es autoestado de Hy. Este autoestado inicial se denotaré por

[W(=00)); = [4) (VL4I)

A medida que el tiempo avanza, las particulas se aproximan y su trayectoria puede forcerse.
Luego, para un tiempo los suficientemente grande, digase ¢ — oo, el efecto de H 7 vuelve a ser
despreciable con lo que |¥(00)), del sistema vuelve a ser constante, sin embargo, nada nos asegura
que el estado de las particulas serd igual que al inicio debido a que pudo haber existido interaccién
entre ellas. Entonces se dird que el sistema en ¢ — oo es |¥(00));. No obstante, ya que |¥(00));
es constante, puede representarse como una combinacion lineal de la base de eigenvectores de Hy;

esta base se representard como | f).

Entonces, el operador S(t, to) se define como

[W(t)); = S(t,to) [¥(to)), (V1.42)

En algunos libros este operador porta el nombre de matriz S, sin embargo para el desarrollo que
viene a continuacion se prefiere ver a este como un operador abstracto y es que nétese que S es
un objeto un tanto complicado, pues contiene informacién de todas las posibles transiciones de

|i) — | f), véase la Figura No. VL5.

Para conocer un poco més acerca de este operador, se prosigue a desarrollar una breve introduc-

cién a teoria de perturbaciones para operadores dependientes del tiempo. El problema es el siguiente,
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Figura VI.4: Colision de particulas

Figura VI.5: Descripcion gréfica del operador S

comb. lineal de

/)

se tiene

H(t) = Hy + \H(t) (V1.43)
y se quiere estudiar la transicién de los estados. En el enfoque de interaccion se tiene que

i%nwm,:ﬂﬂuwwmm
(V1.44)

9 §(t,t0) = NLL(1) S(t,10) |9 (10)),

i |V (to)); a1

Debido a que se cumple para cualquier |¥ (%)) ;, se tiene que

i%é‘(t, to) = AH(t) S(t, to) (V1.45)
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Por otro lado, la exponencial de un operador se puede definir a partir de su expansién en serie

s . 1 .
et =1 4 i Hot + 5(z'Hot)2 +... (VL46)
con lo cual
Hy |60) = ED [p0) = 1ot [¢(0) = i |50 (V147)
Ahora bien,

T (1)), = €500 [W,,(1)) = ot Mt |,)
_ e—zf]’t |\I]n>

= > e o))
=Y e o)
n

= calt) [61))

(VL48)

donde |(;57(10)) son los autoestados de Hy. Por otro lado, se debe de suponer que estos coeficientes

cn(t) se encuentran a partir de 6rdenes de correccién con lo que

en(®) =0 4+ M)+ D)+ ... (V1.49)

Entonces, de la ecuacién (VL.48) se tiene que

en(t) = (810 (0); = (6] S W (t0)); = Swilt) (VL50)
. d ] iHot £/ ,—iH
=i Sni(t) = MOR | Hi(8) [W (1)), = A (@] 0 ™0 w(2)), (VL51)
Debidoaque I =3 ]¢£2)> ( (), entonces
Aoy Bt (0)) fr,—ifot
i3 Sui(t) = MBS (OO0 Fem i | (1)),
2O, _ip© N

_ Z NetEn tp—iBm't <¢510)| 2l |¢£2)>1 <¢7(7(2)|\11(t)>1 (VL52)

. 2(0)  (0) ~
= A/ En =B (O B |¢(D) | S (2)
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Sea E,SO) — E,(,? ) = Wmn,, €ntonces

=\ Z ewmnt f G i(t) (V1.53)

El problema se reduce en encontrar estos coeficientes Sy;(t). El desarrollo que se acaba de hacer
se conoce dentro de la teorfa de perturbaciones como el método de variaciéon de constantes. No
obstante, resulta dificil insertar Sy;(t) = Sfj? + 57%)(75) + Sfj) (t) + ... en la ecuacién y
encontrar los 6érdenes de correccién. En vez de esto, se desarrollard un método que se conoce como

la expansion de Dyson el cual permite conocer mas facil estos coeficientes.

1. La expansi(’)n de DySOHZ Regresando a la ecuacién (VI.44)) e integrando desde —oo

hasta ¢, se obtiene que

[N =), -1
(VL.54)

= |0 (8), = [i) — i\ / 4 FT () [ B(t),

—o0

Para resolver esta ecuacion integral se utilizard el método de aproximacién de Born frecuente-
mente usado en libros de mecédnica cudntica. Este método consiste en tomar un valor inicial para
|W(t)); y resolver la integral. Posteriormente se inserta nuevamente el valor obtenido del célculo en
|W(t)); haciendo asi un método iterativo o recursivo. El valor inicial que se tomard es |¥(¢1)); = 0,
de tal forma que si H(t;) se anula entonces \\I/(t))go) = |7). Entre mds iteraciones se hagan, mejor

serd la aproximacion. Las iteraciones tendran la siguiente forma

t
we) =iy - ix [ andn) ) (VLSS)

—00

t t th R )
r\v<t1>>§2>=[1+A / (—iHjty))dty + N2 / dt, / dto(—iH}(t1)) (—iH(£2)) | 1)
(VI.56)

Debido a las ecuaciones (VI.41) y (VI1.42) se puede escribir a |¥(c0)); como

[W(o0))r = Si) (VL57)
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Figura VI.6: Regién de integracion de la integral doble (previo a tomar los limites lim; ,o ¥y

limt() ——00 )

ty =t

Entonces, tomando el limite cuando ¢ — oo y considerando las ecuaciones (VI.33) y se

tiene que

. t . t t1 . .
S = lim 1+)\/ (—iH}(tl))dt1+)\2/ dtl/ dto(—i L (t1)) (=i (t2)) + . ..

oo - oo t
=1 +/\/ (—iH(t1))dty +)\2/ dtl/ dto(—iHy (t1)) (—iH b (t2)) + . ..
o (VL58)
donde los puntos suspensivos significan que se debe de hacer el proceso de iteracion infinitas veces
para conocer el valor exacto. Luego, observando detenidamente los limites, se puede notar que la

region de integracion es la siguiente (Figura No. VI.6).

Si los operadores H (t1)y H 1(t2) conmutaran, entonces se podria integrar en todo el rectangulo y
dividir dentro de dos el valor de la integral. No obstante, debido a que estos operadores no conmutan,

si se quiere escribir la ecuacién (VI.58) como la integral de todo el rectdngulo, se debe de partirla
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en dos, es decir

/\Q/t dtl/ dtg ZHI tl))(—iﬁ}(tg))
~ o [ /t dh | (i) (1) + /t:dtl :dt2<—m}<t2>><—m}<t1>>
(V1.59)

Nétese que el % se debe a que en la ecuacién existen 2! formas de ordenar a t1 y to, to <
t1. Para el siguiente término, el cual sera una integral triple, existe 3! formas de ordenar los limites
de integracién por lo que la ecuacién (VI.59) seria igual a la suma de seis integrales, todas divididas
por % Regresando a la ecuacién lb es posible notar que estd ordenada temporalmente, es
decir, en la regién en donde ¢; > to, los términos que dependen de ¢; estdn a la izquierda y los que
depende de t2 a la derecha. Por otra parte, la otra integral que viene a sumarse, representa la region
en donde t; < to y los términos que depende de ¢5 ahora estdn a la izquierda y los que dependen de

t1 ahora estan a la derecha.

La ecuacion (VI.40) es posible escribirla entonces por medio de la funcién Heaviside, con lo cual

resulta ser igual a

22 / by / ? dta(—i (1)) (=i} (1))

U dtl/ dtaf(ty — to)(—iHy (1)) (—iH(t2)) + 0(t2 —tl)(—iﬁ}(tg))(—iﬁ}(tl))}
(VI1.60)

Por ultimo, esta forma de escribir la ecuacién (VI.60) es muy parecida a la forma en como se

ordenaron los operadores ¢ (1 )¢(x2) en el capitulo anterior bajo el operador 7'. Entonces,

t t1 . 2 t t1 “ N
z /t ity [ (i) i 1) = s [ /_ Can [ et [(—iH}(tl))(—iH}(tg))H
(VIL.61)

Si el lector desea, puede comparar este resultado con el resultado que la referencia (Aitchison &
Hey, 2003) presenta. Unicamente, como se podrd dar cuenta, la expresién que se encuentra en dicho
libro a diferencia a la que se escribird a continuacion, no cuenta con el pardmetro A. Esto es debido

a que en ciertas referencias, se escribe la ecuacion (VL1) como H = Hy + H’ y se asume que el
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parametro \ estd incluido en los componentes de H. Prosiguiendo con el desarrollo de la integral

anterior, se tiene que

o0

it [ dts .. / At [(—i ] (00)) (i} (1)) .. (i (1)
n—0 : —o0 —o0 —o0
(VL62)
Debido a que
= / H (2, t)d>x = / H' (z)d>x (VL.63)
la ecuacién se puede reescribir como

& S (i)™ [ [ o4 4 _ay Ay _ay

S = Z .y dzid zy ... d e, T | (—iH (x1))(—iH (x2)) . .. (—iH(z0))
n—0 : —o00 J —00 —o0

(VL.64)

La ecuacién (VI.64)) es conocida como la expansion de Dyson, o bien como series de Dyson (Ait-
chison & Hey, 2003). Para encontrar los coeficientes S't; se prosigue a hacer lo siguiente. Usando la

ecuacién (VL.57),

(o0 = S1i) =Y IF) (f151i) = Zsz!f
f

= Sgi = (f|51i)

(VI.65)

Sustituyendo las series de Dyson, se obtiene

) R [e%¢] t1 . R
sﬁzaﬁ—u/ dty (f]H}(tl)]i)JriQ)\Q/ dtl/ dts (F] EL(#2) ELL () i) + .

) t1
zéﬁ—i)\/ dt (f| HL(t1) | )\2/ dtl/ dtzz CFE () [m) (m] 4 (2) 13) +
(VI.66)
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De nuevo, tomando

(FLH} i) = (f] e ot Bl emiHot |

= (BBt (| ' )

(VL67)
— ei(Ef—Ei)tH/ )
fi
= et HY (1)
Con lo que
0
SJ(%') =0y,
S = —ix / et HYdty
(VI1.68)

S = O [ [ttty 0,

y asi sucesivamente. La interpretaciéon que se le da a estos coeficientes es que entre méis ordenes
de correccidn se tomen en cuenta, mejor serd la aproximacion de conocer cdmo es la transicién del
estado inicial al estado final. Esto se vera reflejado en que cada vez se estdn considerando mas y
mas diferentes posibles transiciones entre estos dos estados. No obstante, las posibles transiciones
de 6rdenes mayores son menos probables debido a que se supuso que esta serie de coefiecientes con-
verge. Para aclarar mejor esta idea y el significado de dichos ordenes de correccién, se desarrollaran
estos coeficientes para una teoria llamada Teoria ABC, la cual es una idealizacién de un mundo, el
cual consta tnicamente de tres particulas. No obstante, antes de entrar a tal teoria se definird lo que

es la probabilidad de transicion, la cual sera ttil para secciones posteriores.

La probabilidad de transicion del estado |i) — |f) viene dada por

Py(t) = Sp @) = 1S5 (1) + 82 (t) + ... 2 (VL69)

Nétese que si (i|i) = 1 = (¥(00)|¥(00)),, entonces

(ili) = 1 = (U(00)|W(00)), = (i| STS|i) = §TS =T (VL70)
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Entonces,

L= (ili) = 1818 1) = 3 (il TS k) (kI $18 1) = 3 (k1 57510)) " (k1 S5 1)
k

F (VL71)
= 2 SiiSh
k
y debido a que (f|i) =0 =), S}, Sk = dyi, entonces haciendo i = f se tiene que
> Sk Sk =Y 1Skl* =1 (VL.72)
k k

lo cual muestra que la suma de todas las probabilidades parciales debe ser igual a uno.

D. Aplicacion a teoria "ABC”

La teoria anteriormente desarrollada se discutié que posee inconvenientes al contar con un término
q33 y ser aplicada a un mismo campo en interaccion, sin embargo, se debe de aplicar esta teoria a
diferentes campos que estén en interaccién. Prosiguiendo como lo hace el libro de (Aitchison &
Hey, 2003), se aplicara esta teoria a un "mundo” idealizado, el cual contiene Unicamente tres tipos
de campos escalares cuyas particulas se representan como particulas A, particulas B y particulas
C, las cuales poseen una masa mg, my y m,, respectivamente. Estos campos escalares interactian
entre si mediante el término gqg A (Z) B qgc, donde g es un constante. De ahora en adelante se omitir4 el

subindice I, ya que todos los operadores estaran en el enfoque de interaccion.

Entonces, el hamiltoniano a estudiarse es
H=Hy+ H (VL73)

donde,

/ H2 +(Véi)? +m? gb] x (VL.74)

L\D\»—t

g

,C

=

=g / &Pz pappdc = / B (VL75)
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Cada campo qu para i = A, B,C tiene la forma de los campos definidos en el capitulo IV,

Unicamente que como se dijo, estdn en el enfoque de interaccién.

Es por esto y por la relacién que se dedujo en la ecuacién l| que los operadores d;r y a;

deben obedecer

(k) al(¥)| = (278 (F ~ K)oy i,j = A, B,C
(VL.76)
(ai,a;] = |al,al] =0

Es decir, los operadores asociados a diferentes particulas siempre conmutan. A continuacién se

estudiaran algunos procesos para este tipo de particulas.

1. Proceso No.l1, el decaimiento C' — A + B: Nétese que la constante g desem-
pefia el mismo papel que el pardmetro A en la teoria anteriormente desarrollada. Ademas, se su-
pone que este pardmetro sea pequeflo para poder desempefiar teoria de perturbaciones. Entonces,
a medida que se calculan los 6rdenes de correccidn de los coeficientes, nétese que el primer or-
den de correccién depende de g, el segundo de g y asi sucesivamente, con lo que se observa que
g>¢*>g ... = ]‘I’(t)>(1) > |\Il(t)>(2) > \\I’(t))(g) > ...yaque ademads se esta suponiendo que
la serie es convergente. Entonces, como se dijo anteriormente, entre mas términos se tomen de la
serie, la aproximacién serd mejor, pero para el propésito del trabajo, basta con conocer el 6rden de

correccion con el menor 6rden de g, no nulo, el cual representard la transicion més probable.

Entonces, considérese el decaimiento de una particula C en dos particulas, A y B. El estado inicial
|i) consiste en una particula C con un 4-momentum p¢ y el estado final consiste en una particula A

y una B con 4-momentum p 4 y pp respectivamente.

Entonces los coeficientes estan dados por
Sti (pa,pal S |pe) (VL77)

SO = (pa,palpc) =0 (VL78)



103

al ser ortonormales.

Sy = Agi = (pa,ps| —ig/T[ﬁ’(xl)]d‘*xl Ipc)
(VL.79)

= —ig (pa, pB| /d4x T[éA(x)qu(xMC(w)] Ipc)

Tal y como se vio en el capitulo IV,

Ipi) = Na'(p;) |0) (VL80)

donde N es una constante de normalizacion. Elijase a esta constante como N = +/2F; donde
b = \/mz2 + p?. Obsérvese que debido a que se estd trabajando en la base de momentum, la

relacién de completitud es

dp; 1
/ ¢ p)g 5 [pi) (il =1 (VL81)

Para resolver la ecuacién (VI.79), primero se debe de notar que

R
i (V) ] = [ b e i

&’k 2E .

_/( ) \/%GTC’(pC)aC(k) ke (V1.82)
Bk 1 .

- [ Gt ee — Rene

— efipc-x

con pc = (, [pc2 + m, ﬁc) y donde ¢ # j. Entonces la ecuacion (VI.79) se puede reescribir

como

(01 v/2Eav/2B5\/2Eciaa(pa)an(ps)T | (65 +63) (65 + 05) (66 + 92 )] abpe) 10)
(V1.83)
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Por el teorema de Wick desarrollado en el capitulo V, se tiene que

T(padpoc) =: padpdc: + > (0| T(padp)[0) dc =: dadpéc : (V1.84)

perm

donde la dltima igualdad fue posible debido a las ecuaciones (V.57)), y a las relaciones que

presenta la ecuacion (VI.82)(los conmutadores se hacen cero). Entonces,

= 2BEA\/2E5\/2Ec (0| aa(pa)as(pp) : dadpoc : aL(pc)|0)
= V2E4\/2Ep (0l aa(pa)ap(ps) : dagp: e " [0)

donde de nuevo se utilizo las relaciones mostradas en la ecuacién (VI.82). Utilizando un resultado

(VL85)

andlogo a dichas ecuaciones se obtiene que

V2EA\/2E5 (0)aa(pa)an(pp) : dadp : ¢ [0) = cPaTeirpTeiveT = ciPatpspo)a
(VI.86)

Entonces,

Agi = —ig / diz e/ PatPE=p)le = ig(9m)15' (s + pp — pe) (VL87)

Es importante notar que a menos que pc = pa + pp el coeficiente es cero lo cual concuerda con

lo que se esperarfa. Ahora, situdndose en el marco de referencia de C, Figura No. 5.7, se tiene que

pa+pp=0

JmE = Vma+ 2+ Vmp + 2

con lo cual se observa que mg > ma + mp.

(VL88)

Sin embargo, debido a que se utiliz6 la solucién de onda plana se tiene algunos inconvenientes,
sobre todo al calcular la probabilidad de transicidon ya que se debe elevar al cuadrado la delta de
Dirac. Es por esto que se tomara la estrategia desarrollada en el libro de (Weinberg, 1996) en donde
se supone que las particulas estan confinadas en una ”caja” de una dimensién muy grande en com-
paracion con las particulas. Ademads, con esta estrategia se dice que la interaccién ocurre solamente
para un tiempo t. Dicha normalizacién no se efectuard en este trabajo pero se recomienda ver el

libro de (Weinberg, 1996) seccion 3.4.
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Figura VI.7: Izquierda: marco de referencia arbitrario. Derecha: marco de referencia de C
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Entonces, debido a esta estrategia, se observa que la probabilidad por unidad de tiempo de transi-

cién a un estado final |f) es

_ Al
Vit

Py; = (2m)'6 (pa + pB — po)| M il (V1.89)

donde M ; es la amplitud invariante y se define omo
Spi =g +i(2m) 6 (py — pi)Myi (VL90)

En este caso, se tiene que

Api = Sj(cli) = (2m)*0*(pa + pB — pc)iMy; con My = —ig (VI1.91)

Abhora bien, si se quisiese conocer la tasa de decaimiento, primero se debe notar que los estados
finales A + B forman un espectro continuo con lo que se debe de integrar a Pfl- sobre todo este
espectro (sobre todo los posibles valores de momentum). Para esto se define el diferencial de tasa

de decaimiento como

dl' = Pj; Ny (V1.92)
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donde d Ny es el nimero de estados finales por particula (Aitchison & Hey, 2003). Este diferencial

se encuentra en el espacio de momentum 3N dimensional con lo que

d*pa d*pp
(27)32E,4 (27)°2E 5

ANy = (V1.93)

donde se agregé la respectivas constantes de normalizacién a cada diferencial. Entonces regresando

a la ecuacion (VI.92), se tiene que

_ 1 4 4 12 dgpA dng
I'= /dF_ —2EC (2) /6 (pA +pB — PC)| My (27)32F 4 (27)%2F 5 (V1.94)

Situandose una vez mas en el marco de referencia de C,

pa+pe=0=pc
5*(pa +pp —pc) = 0(Ea+ Ep — Ec)
(V1.95)
pero Ec=m¢g

=0§(Fa+ Ep —me)

SiE = \/mi + 2+ \/my + 7 = Ea+ Ep, entonces (Eq + Ep — me) = 6(E — mc).

Con lo que
1 d3p d3p
r=_—(n)?* §(E —me)8*(pa+ P — ,
2mg *) // (& = me)"(Fa + Pu)| My (2m)32E4 (27)32Ep (VL96)
_ 92 (271-)4/(5(E—m ) dgpA .
2me (276 ) (2n)34E.Eg
De la relacion pasada se tiene que
1 _1 _1
dE = 5 [mi +p°] > @Ip)dlp| [m + 5] (21p1)dlp]
2|p] 2|p]
- ( 2 | =23 * 2 | =23 AP
[m% +p%]7 [mf+p%]° (VL97)
P, 171
= —|d
(540 ) i
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Entonces, tomando en cuenta el dngulo sélido de todo el espacio, se obtiene

EJE
d’p = dr|pd|p] = 4rlpl—5 BaE
E 1 (VL98)
= dE = d?
EaBs" Parlp]
La integral resulta entonces
g 1 EaEp
= — E— 4 E
oz [ S = merl A
2
g 6(E —mg)
= dFE .
8mmc [P / E (VL.99)
2
g
= |71
87rm%

donde |p] se puede determinar a partir que Ec = E4 + Ep y que Ec = m¢ con lo que se obtiene

4 4 4 2.2 2.9 2 2\1/2
m5 +my +mas — 2m5me — 2masms — 2mim
’ﬁ‘:( A B C A2B B'""C C A) (VL.100)
mg

2. Proceso No. 2, la deflexion de trayectorias de dos particulas A+B — A+ B:
Considérese el proceso de dos particulas en el cual se tienen inicialmente 4-momenta pa, pp y 4-
momenta finales p’y p/; de tal maneta que p4 + pp = p/; + p'z. De nuevo, se procederd a calcular

el coeficiente no nulo de menor grado de g.

Entonces,

o0
(P's, P8l S pa,pB) = (P4, P51 —ig/ d*z1H(z1) +...|pa.pB) (VL101)

[e.o]

El primer término,

(D4, P51 1 pas pB) = (0] aa(@y)ap(py)al (pa)ak(pp) |0) \/2E,\/2E\/2EA\/2ER
— (16EAEEYEy) > (0] aa(ps)an(ps)al (pa)ak(ps) |0)
— (16EAERE Elg) "/ (0] (27)26° (4 — pa)an(plp)ak (pg) 0)

= (16BAEpELER)" 2 (2m)383 (p)y — pa)d® (0l — pB)
(VL.102)
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Esta expresion es cero a menos que p4 = p'y y pg = P, con lo cual se ve que este coeficiente
describe a dos particulas que no interactian. De hecho, esto se puede ver también notando que no

incluye términos de g, el estado permanece igual que al inicio y por ende p4 = p'y y pp = p/5. Esta

contribucion puede representarse con el diagrama que muestra la Figura No. VLS.

Figura VI.8: Interpretacion grafica del primer orden de correccién

Pa p'__l =Pa

PB P'n_ PE

Considerando el siguiente término, el cual incluye a g con orden 1, es posible notar que este

término fue el que se usoé en el decaimiento en la seccidn pasada, el cual es

~ig [ ds (. vl G4(2)n ()0 (@) [pa m) (VL103)

No obstante, no existen particulas C en el estado final o inicial con lo que

— (16EAEpELE) "2 (0|04 0y () bads (65 + %) (pa)a(pz) [0)
= (16BABs B4 E)"/? [{0] dgaa(wy)an (W) dad il (pa)af (pi) 0)]
+ (16BAB By Blp)"/2 (0] aa(p)an(plp)dadndly (pa)aly ()3 10)]

=0

(VL.104)
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Entonces esto indica que se debe de considerar el término con g2. Este término es

(—ig)*

*//d4:c1 d*s (0] aa(p)an () T(Sa(@1)ds(@1)do(@1)da(w2)dp (x2)de (22))dly (a)ils () |0)

(16E4EgE/ ER)'/?

Por el teorema de Wick se tiene que

(VL.105)

T(pa(21)dB(x1)dc(21)Pa(22)P5(22) b (22)) = : da(w1)dn(1)dc(21)Pa(22)d5(22)de (22) -
+ > {01 T(¢a(21)dp(21)) 0) = do(x1)Pa(w2)dp(w2)de (22) :

perm

+ > {01 T(¢a(z1)dp(21)) 0) (0| T(de(21)da(z2)) |0) : dplwe)do(ws) :

perm

+ > (0| T(da(z1)dp(21)) 0) (0] T(de(21)da(2)) |0) (0] §5(w2)de (22) 0)

perm

(VL.106)

Dadas las relaciones de conmutatividad mencionadas en la ecuacién (VL.82), se obtiene que

+ o+ o+ o+ o+

+

Ga(@).dolas) : + [B1(21), d3(w2)| : dnlan)de(a)dn(e)delas) :
: da(w1)do(@1)dalr2)do(2)

GENRHES)
:53(961), @E(@):
(1), 65 (w2)]
65 (1), 63 (a2)]
(1), dp(w2)]
(1), 95 (w2)]

(1), dp(e2)]

(1), 95 (w2)]
(1), b5 (w2)]

65(21). 5 (x2)

L pa(21)dp(21)Pa(72)dp(2) :

L b (1) po(2) - (VL107)
: éB(ﬂUl)G;B(@) :
L pa(r1)dals) :

|$é (@), 5 (a2)

Notando que bo (1) conmuta con todos los operadores menos con bc (x2) todos los términos que

tengan como producto un orden normal que contenga a qgc (xl)d;c (x2) son igual a cero al calcular su

valor esperado. Esto es porque el orden normal se puede expandir, luego dado que los (ﬁc conmutan

con los otros operadores es posible arreglarlos de tal forma en que qgg@l) 0 &g(@) esté al lado

derecho o bien algiin qga(acl) 0 <Z>5(:c2) esté al lado izquierdo y ya que (0| gZA)E = QA% |0) = 0,
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cualquier término que contenga algin ¢¢ en su orden normal es cero. Con esto tinicamente quedan

los siguientes términos

>

= (0] [9& (1), D5 (w2)] 10) : da(@1)dp(@1)da(w2)dp(w2) :
+ (0] |5 (21), 83(w2) | [0) (0] [ G4 (21). D5 (w2) | [0) 2 bix(a)ds(r2) :
5 . ) ) (VL108)
+ (0] [ @5 (1), ()| 10) (01 [ 65 (21), G (w2)] 10) : dalwr)da(ez)
+ (0] [ G5 (@1), 67 (w2)] 10) (O] | $5(21), (2] 10) (0] |9 (1), d5(w2)] 10)

Debido a que los célculos se vuelven muy extensos al aplicar el bra (py, p’z| y el ket [pa,pp) a
los érdenes normales tinicamente se escribirdn los resultados. Sin embargo, en la seccién de Anexos
se puede encontrar el desarrollo completo del cdlculo de (p/y, p'g| = da(x1)dp(x1)da(x2)dp(xs) :
|pa, pB). Por otro lado, es importante mencionar que estos cdlculos pueden efectuarse por medio de
combinaciones. El problema se reduce a encontrar las diferentes formas de agrupar los operadores
que dependen de A e igualmente los operadores que dependen de B. A continuacion se resolvera un

ejemplo para aclarar mejor la idea.

Parael caso de (py, p'g| : da(x1)dp(x1)da(z2)¢5(x2) : [pa, pp) se tiene que hay cuatro formas

de agrupar estos términos los cuales son

(0104 (0)an () : da(21)dp(E1)dalz2)ds(w2) : dly(pa)aly(ps) [0) (VL109)
I I I 1 ]
(010 (py)an(pls) : da(e1)dn(r1)dalzs)os(r2) : dly(pa)aly(ps) [0) (VL110)
I l | | i |
(0164 (F2)an (W) : da(e1)dp(r1)da(z2)ds(x2) : al(pa)aly(ps) 0) (VLI11)
| | T | |
(0104 (py)an(pls) : da(e1)dn(r1)dalza)on(ra) : dly(pa)aly(ps) [0) (VL112)
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Luego, el significado que se le debe dar a ”.1” es el siguiente (Peskin, 1995)

] A ] :
Oladi(a) = O] [a(p).di(@)] v di@at o) = [alp), bix)]  (vL3)

La ecuacién (VI.113) representa la forma intuitiva de lo que cominmente en la literatura se co-
noce como contraccion. Al calcular las contracciones de las cuatro formas anteriores y sumarlas, se

debe notar que se obtiene el mismo resultado que en el apéndice.

Al calcular el resto de contracciones para todos los términos de la ecuacién (VI.I08)) se obtienen
los siguientes cinco términos, los cuales pueden representarse por medio de diagramas. El resto
del capitulo se discutird como transformar estos términos en sus respectivos diagramas. Estos dia-
gramas se llaman ”Diagramas de Feynman”, los cuales son de suma importancia ya que permiten
representar las trayectorias de las particulas. Ademads, por medio de lo que se conoce como “Reglas
de Feynman”, las cuales también se desarrollardn mds adelante, es posible derivar el lagrangiano

subyacente al sistema a partir de dichos diagramas. Sin mas predmbulos, los términos resultantes

son
(0] aa(p)da(x1)[0) (0] ap(ps) o5 (21) |0)
) A (VL114)
£ (0] da(z2)al (pa) |0) (0] d5(22)ak(p5) 0) (O] T(de(a1)do(22)) |0) + 21 ¢ 2
(0] aa(p)da(x1) [0) (0] ap(ps) o (22) |0)
(VL.115)

ne: op(x
£ (0] da(z2)al (pa) |0) (0] d5(a1)ak(pp) 0) (O] T (e (1) do(w2)) |0) + 21 ¢ 2

(0l aa(ply)aly(pa) 10) (0] ag ()5 (1) |0)

% (0] g (22) a5 (pB) [0) (0] T (b (1) de(w2)) [0) (O] T(Ga(x1)da(72)) [0) + 21 > 22
(VL116)

(01 an (pp)als(pp) 0) O da(ply)dala1) [0)

% (0] 6 (x2) a5 (pB) |0) (0] T (b (1) b (w2)) [0) (0| T(p(21)dp(w2)) [0) + 21 4+ 25
(VL117)
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(0 aa(pla)aly(pa) 0} (0] ap(plp)alk (ps) 0)

5 (0| T(¢a(21)pa(72)) |0) (0| T (5 (21)d5(72)) |0) (0] T(de (1) b (72)) |0) + 21 4+ 2
(VL118)

Donde +x1 <+ z2 significa que se debe sumar el mismo término pero intercambiando x; por z2

y viceversa.

Noétese que las cantidades (0] a4 (p;l)djrq(p 4) |0) son proporcionales a §%(ps — p/y) las cuales
corresponden a una particula A que viaja de un punto a otro. Por otro lado, las cantidades de la

forma (0] d4(p'4)¢ (1) |0) conducen a

Figura VI.9: Diagrama No. 1 asociado a la ecu. (VL.114)

Figura VI.10: Diagrama No. 2 asociado a la ecu. (VI.115)
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Figura VI.11: Diagrama No. 3 asociado a la ecu. (VI.116)

Figura VI.12: Diagrama No. 4 asociado a la ecu. (VI.117)

Figura VI.13: Diagrama No. 5 asociado a la ecu. (VI.TTg)

A

) 3 . .
(0] aa(py)dalz1) 10) = (0] aa(ly) / a7k 1Ek [aa(k)e=* + al, (k)] j0)

o >
= 01 [ s [aataatie ] o
+ (0] [aA(pA) L( )ez “”] 0) (VL.119)
=01 [ = e 0

1 .
_ ezp;‘ -

V2E,
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Pero el término (0| dA(p’A)&L(pA) |0y o< §3(pa — p4) implica que E’y = E4, con lo que

R 1 ,
(Ol da(pia)9a(1) |0) = —=e™a™ (VL120)
A

Por otro lado, se debe notar que el término (0] (¢ (z1)dc(22)) |0) describe la creacién y ani-
quilacién de una particula C. Es decir, Qgc(l‘l) describe la creacion de una particula en un tiempo ¢
y luego, para un tiempo ¢ (suponiendo que o > ¢1) QZ;C(LUQ) aniquila a esta particula, con lo cual el

término (0| (¢ (z1)dc(22)) |0) = (0|0) para un tiempo mayor a to.

En otras palabras (0| (¢ (1) (22)) |0) dice que existe la posibilidad de encontrar una particu-
la C entre ¢; y to. Esta cantidad recibe el nombre de Propagador de Feynman para particulas C de
espin 0 y es que de hecho, si se considera la Figura No. VI.14, el nombre hace sentido, ya que

describe como la particula C se estd propagando durante todo el proceso (Aitchison & Hey, 2003).

Figura VI.14: Descripcién gréfica del operador S

Lo que resta ahora es poder describir esta amplitud (Propagador de Feynman) matematicamente.
Para esto, primero se debe notar que este propagador es una funcién de Green del operador ((1% +

mQC), es decir, tal y como se vio en el capitulo V, este propagador cumple con

(02, +m) (0] T(pc(z1)pe(22)) [0) = —id*(z1 — 2) (VL121)

Para probarlos, se debe de considerar un operador de campo escalar qg(f, t) el cual satisface la
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ecuacion

) - 92 P2 -
(02, +m2) ¢(7,t) = (W— 5z T >¢>(:U,t) =0 (VL.122)

En la ecuacién se consider6 por simplicidad una coordenada espacial. Entonces, en el

capitulo V se vio que

T(p(w1,t1)p(wa, t2)) = O(t1 — t2)d(w1, t1)d(w2, t2) + O(ta — t1) (22, t2)P(1, 1)  (VLI23)

Por otro lado, tal y como se defini6 la funciéon Heaviside en el capitulo V, es facil notar que

d
%0(1‘ —a)=6(r—a) (VL.124)

Con lo cual se tiene que

321 [0(ta — t1) (w2, t2) (a1, t1)]

= 3(t1 — t2)d(1, t1)P(xa, ta) + O(t1 — tz)czg(:ﬂl, t1) (22, ta)

— 8(ta — t1) (w2, t2) (1, t1) + O(t2 — tl)@(ﬁz,b) (wé,tﬁ)
(VI.125)

o (TG 10w, 12))) = 510001 — )01, 1)z, 12)] +

Pero (t; — t3) = &(ty — t1) y ademds, se sabe que |p(x,t),(y,t)| = 0 para tiempos iguales

con lo que la expresion anterior toma la forma de

(tl — tz)ag(l‘l, tl)gZ)(a:Q, t2) + 9(t2 — tl)gZA)(ZL‘Q, tz)(}é(l’l, tl) (VI.126)

Finalmente, considerando

82

2 (T(¢3($1,t1)¢3(1:2,t2))) _ 0

oty Ots— 1) (2, t2) b1, 1)

(VL127)

(tl_tZ)é($1vtl)§g(x2at2) o
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Sin embargo, se debe de recordar que ¢ satisface (0% + m%) la cual es la ecuacién de Klein-

Gordon. Entonces se puede sustituir ¢(z1, 1) por II(x1,t1), relacién que se probé en el capitulo

IV, con lo que

:aatlg(“_ ) Tl(w1, 1) (2, t2) +

8(21 (t2 — t1) (w2, t2)T1(x1, t1)
= §(ty — t){1(x1, 1) (2, 12) + O(ty — t2)IL(w1, t1)d(x2, t2) (VL.128)

— 8(ts — t1) (2, t2) (1, 1) + O(t2 — t1)$($2>t2)ﬂ(ﬂclat1)

Por otro lado, debido que |¢(z, t), II(y ,t)] = i0(x — y) se tiene que

= 9(t1 — tz) (1‘1,t1)(5(.%’2,t2) + 9<t2 — tl)é(xz,tg) (l‘l,tl) — Z(5($1 — x2)5(t1 — tQ)
= T(ﬂ(l‘l,tl)g&(afg,tQ)) — zé(xl — x2)5(t1 - tg)
= —ié(a:l — CCQ)(S(tl — tQ) + T((Z)(Q?l, tl)(%(xz,tg))
(VL.129)

Con la ayuda de la ecuacién (VI.I29) es posible probar que

2 2

82+82+ T( tA(t)—aTA(tA t+8TA(tA ¢
(c‘?t% 022 m) (p(x1,t1)p(22,t2) = o (w1, t1) (w2, t2)) 922 (w1, t1) (w2, t2))

QT(QB(QTL t1)<13(902, t2))
(VI.130)

— —id(@1 — 22)d(t1 — ta) + T(G(w1, t1) B2, 12)) — T(;Z&(ﬂ«“la t1) (2, t2)) + m*T(G(21, t1) (22, 12))
Ty

= —id(x1 — x2)d(t1 —t2) + 0(t1 — t2)<2(1»‘17t1)¢3($2,t2) +6(t2 — t1)¢g($2,t2)§5($1,t1)
2 R R 2
= 001 = 1) g, 1)z 1) = Otz = ). ) gl )

+ m20(t, — t2)d(x1, t1)d(xa, ta) + m20(ts — t1) (22, t2)P(21, 1)
= —id(x1 — x2)0(t1 — ta) + O(t; — t2) |(O2 + m>)p(x1,t1) | + O(t2 — t1) (w2, t2) [(Di +m?)p(x1,t1)
= —i5($1 — .21?2)5(751 — tg)

(VL131)

La generalizacién para cuatro dimensiones es inmediata puesto que sigue la misma légica. Notese

por tltimo que el operador ((J2 + m?) es la generalizacién del operador de Helmholtz para cuatro
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dimensiones con lo que se espera que la funcidén de Green tenga una forma parecida.

A continuacion se procedera a encontrar esta funcion de Green. Para esto se analizard, por el mo-
mento, unicamente los dos primeros diagramas anteriormente escritos (ecuacion y ecua-
cion(VLIT3)). Posteriormente se regresard a los otros. Se realizaré de esta forma debido a que estos
casos son los que muestran una interaccién entre ambas particulas. Si se observa, en los otros dia-
gramas solamente interactda una particual o ninuguna. Entonces considéres el segundo diagrama.

Al regresar a la ecuacién (VL.79) considerando la ecuacién (VLIT3)), conocida como el intercambio

de Yukawa, se tiene que

(—ig) / / dizyd zy ePaP) 21 PE=Pa) 22 (0| T(deo(z1) e (w2)) ]0) (VL.132)

donde se us las relaciones de la ecuacién (V1.82). Definase entonces, (0| T'(¢c (21)dc(x2)) [0) =

Gp(x1 — z2). En el capitulo V se vio que es posible sustituir x = x; — x2, con lo cual

(0% +m?2) Gp(z) = —is*(z) (VL.133)

donde z = (2%, 2%, 22, 23). Si se expande G () y d*(x) en integrales de Fourier, se obtiene que

1 0 S 1 & -
|:|2 + m2 / d4l€/ 6Zk xG k/ - _ / d4k/ezk T
ot (el | W)= "G ) ..
N / (aua“e“f"x n m%e’”) GK) = / it gty (VL134)
:>/ (_(kfo)z 4 (E/)2€ik’-x +mzceik/-x> G(k') :/ _ieth AL

Sea — (k)2 + (K')2 = —(k')2, entonces

:/ (_(k/)2+m%) 6ik’-xé(k/) :/ _ieik/~md4k/

—00 —00

= (=(K)> +mg) G(K) = —i (VL.135)

~ —i
= G(K) = 7 ")
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Sustituyendo,

—1

Gr(z) = / AUk

2 2
oo —() +mCZ, (VL136)

= Gpr(xy —x9) = dAE! R (w1 —2) —

rln =) /_oo —(K)? +m¢,
Sea k! = —k = dk/ = —dk y d*k’ = d*k, con lo que

o0 " —i

Gr(x1 —19) = / A ) — (VL.137)
o —(k)? +mg,

Esta ultima sustitucién se hizo por convencion, dado que en la mayoria de libros de texto aparece
de esta forma. No obstante, nétese que debido a que la integral va de —co a co y a que k aparece al

cuadrado en el denominador, da igual trabajar con —k o con +k.

Sin embargo, esta integral tiene dos polos, justo cuando £ = +m, tal y como en el caso del
operador de Helmholtz con lo que es necesario desplazar estos polos y convertir la integral anterior

(integral impropia) en una integral de contorno.

Para esto, considéres (k* —mZ) = (k+m¢)(k—me) = (k+me —ie)(k — me +ie), donde €
es una pequefia cantidad positiva. Con esto el polo de la derecha se desplaza hacia arriba, y el polo

de la izquierda hacia abajo, tal y como el caso del operador de Helmbholtz.

Por dltimo, se puede efectuar la siguiente aproximacién binomial para simplificar la integral

(k 4+ mg —i€)(k — mg + ie) = (k* — (mo —i€)?) = (k* — m% — 2imce) (VL.138)

pero € es una cantidad tan pequefia como se desee, con lo que la cantidad 2imce es posible reescri-

birla solamente como e con lo que

Gp(x1 —x :/ di e~ (@1—2) =
=)= (K0)2 — B2 — m2 — ie

—1

(V1.139)

donde se sustituy6 k? = (k%)% — k2. Sustituyendo este resultado en la ecuacion (VI.132)), se obtiene
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que
= (—ig)2//d4x1d4:v2 ei(p%_pB)'zlei(pﬁ_pA)'m/d4k ¢~ th(z1—w2) ﬂ_i
(k)2 — k2 — m2, — ie
= (—ig)? / / d*z1d ey ¢ PaPB) 21 Fi(PE—pa)T2 /d4k e~ tkl@1—z2) q_i
(k0)2 — k2 — m2, — ie
(VL.140)

Nétese que Gp(z1 — x2) es una funcion de z1 — @, entonces sea X = HFE2 y 1 = 1 — a9,

T . . . (VL.141)
1 2 1 2
X = s _ - _c —
5 2 T2 2™
El jacobiano es
ox ox
e R U | B
o1 Oxo
= -+ -=1 VI.142
ox ox| |1 1| 7272 (V1192
ox1 0o 2 2
entonces haciendo dicha sustitucion se tiene que
= (—ig)Q//d‘lx A2 X !Pa—pB)(X+35) i(Pp—pa)(X—5) Gr(z)
= (z’g)Z//d‘lm d*X e WPa—pptpp—pa)X GiWy PP tpa)w/2 G () (VL.143)

= (—ig)?(2m)40%(pa + p5 — P4 — P3) /d4x e Pa—PB—PEHPA)T/2 Qo (1)

Dado que 6*(pa + pp — p'y — Plg) obliga a que p4 + pp = p/y + P (de lo contrario es igual a

cero) = pa — p’z = p/4y — pp. Siguiendo con el desarrollo de la integral se tiene que
— (19 2m) '8 (pa + b — (W + pi) [ o AP G (1)

= (—ig)*(2m) 6 (pa + pp — (Vs + 1'p)) / d*z ?7%/? Gp(x) (V1.144)

= (—ig)*(2m)*6* (pa + pB — (P4 + P'p)) / d'z €' Gp(x)
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donde ¢ = pa — py = p/y — pB, luego sustituyendo G (z),

| ige [ AE
= (—ig)*(2)"6" (pa + pB — (la + Pp)) / d'z / (27r)46k

7
k2 — m2 +ie
C

. d4x .
()2 (2m)As o / / 4 v / i(g—k)w
(—ig)*(2m)"0"(pa +pp — (Wa +Pp)) | 'k 15 —mZ tie ) @n)A°

2
' sMg—k
Pomg i 4R

7

(VL.145)
= (—ig)*(2m)*6*(pa + pp — (P4 + PB)) / d'k

= (—ig)*(2m)*0* (pa + pB — (P4 +1B) 75—
q° —mg + 1€

El término p representa una “transferencia de momentum’ atribuida a una particula C.

[
5
7mc+1e

Andlogamente, el primer término de la ecuacién (VI.114) da como resultado

. N2 4 ¢4 / / ?
- 27)%0 — Py =) 5——5—— VI1.146
(ig)™(2m)"6"(pa + PB — P — PB) S ( )

donde s = pa + pp = Py + s

Con estas expresiones parece mds natural entonces atribuirlas a diagramas de la forma en la que

la Figura No. VI.15 los muestra.

Figura VI.15: Diagramas asociados a las ecuaciones (VI.I13) y (VI.I14), respectivamente, en

donde se muestra un intercambio de momentum

t=pa+pn

Las flechas muestran como el momentum “fluye” o viaja y en cada vértice (unién de tres o mds
lineas) el momentum se conserva; es decir, todo momentum que ”entra” al vértice “sale”de él.
Habiendo identificado dichos diagramas, es oportuno escribir las reglas de Feynman para la teoria
ABC, la cual permite asociar una expresion matematica proveniente de la amplitud con un diagrama

de Feynman tal y como las Figuras anteriores.
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Para esto, considérese los dos diagramas anteriores en donde existe una interaccion de particulas
Ay B. Nétese que en ambas amplitudes se tiene el factor 6(pa + pp — p/y — pg) (ecuaciones

(VI.145) y (VI.146))). Usualmente este factor se utiliza para escribir la amplitud invariante, la cual

se definié como

Spi=0p +i(2m) 04 (s — pi) My (V1.147)

Contar con esta amplitud es muy dtil ya que | M fi]2 o< sz-, con lo cual es posible conocer la
probabilidad de transicién sin efectuar las expansiones de Wick y los cédlculos anteriores. Para el
caso de intercambio de Yukawa,
i
S':—Z‘227T454 + PN N

i = (—ig)"(2m) 6" (pa + pB — P pB)—qg —mZ + e

< \2
. —ig
= i(2m)*0* (pa + 5 — D'y — pb)% (VL.148)
q° — mg + 1€

= i(2m)* 6 (pa + pp — P4 — PE)My;

—ig)2
con./\/lfz‘:#gzc)%ydondeq:pA_p%:p/A_pB

Entonces, las reglas de Feynman ayudan a construir la amplitud invariante a partir de algin dia-

grama de la siguiente manera.

3. Primera y segunda Regla de Feynman para la teoria ABC: A continuacién

se presentan las primeras reglas de Feynman para dicha teoria.

(I) Se le atribuye a cada vértice un factor de
(—ig)

(II) Por cada linea interna, es decir trazo que una dos vértices, (el cual representa transferencia de
momentum) se le atribuye un factor de

i
Para j = A, B, C'y donde g; es el momentum transferido de dicha linea. Como se dijo anteriormen-

te, este factor se denomina el propagador de Feynman en el espacio de momentum para la particula

escalar j.
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Vale la pena hacer énfasis nuevamente que estas reglas, al igual que estos diagramas, son de suma
importancia, ya que muestra que la probabilidad de que ocurra cierto tipo de transicién depende de

el ndmero de vérties que posee el diagrama y el nimero de lineas internas.

Para finalizar esta seccién, conviene introducir un tipo de variables cineméticas las cuales son im-
portantes en el estudio de diagramas. Estas variables se conocen como las variables de Mandelstan

y son

s=pa+pp)? t=@a—14)? u=(pa—pp)? (VL149)

con lo cual los propagadores de los diagramas que presenta la Figura No. VI.15 se pueden reescribir

7 y )
u—m%—‘rie s—mZC—l—ie

como , respectivamente. Procesos que contengan la variable cinematica s, se
les llama proceso de canal s, las que contien a u, proceso de canal u y las que contienen a t, proceso
de canal t. Principalmente, los procesos con amplitud de la forma (t — m?)™' o (u — m?)~1, se
tratan del intercambio de algtin cuanto, mientras que los que presentan una forma de (s — m?)~1,

tienen otra intepretacion la cual se discutird a continuacion.

Primero, es posible notar que s es una canatidad invariante de Lorentz por lo que es posible
evaluarla en cualquier marco de referencia. Si se elige el marco de referencia de la particulas C,
en el cual p4 + pp = 0y pc = (m¢,0,0,0), se obtiene lo siguiente. Dado a que el momentum
se conserva, la particula C que se estd propagando, debe de contar con un 4-momentum pc =

p4 + p — B con lo que en este marco de referencia esta relaciéon toma la forma de

Pt = (pa+pp)? = mZ = (Ea + Ep)? (VL150)
donde E4 = +4/m% + py Eg = ,/m% + p. Entonces,
2
mg = <i\/mi+ﬁi Vm +ﬁ> (VL151)

De la ecuacién se observa que si m¢g < m4 + mp, se dice que el cuanto interno C es
virtual. Las particulas virtuales son muy importantes en muchos procesos fisicos y es que tal y como
se observa, estas no necesariamente poseen la misma masa que las particulas ”reales” al inicio del
proceso, pero estas siempre conservan la energia y el momentum. Tal y como las particulas reales,

las particulas virtuales son excitaciones de un campo subyacente pero estas existen Unicamente
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”temporalmente” de manera que aparecen en los cdlcuos de interaccién pero nunca en los estados
finales. En otras palabras, las particulas virtuales tinicamente son un formalismo de la teoria que
aparecen de los célculos efectuados, sin embargo, experimentalmente inicamente puede medirse
los estados iniciales y finales, en donde estas particulas virtuales no aparecen, debido a esto es que

se les llama virtuales. (Aitchison & Hey, 2003)

Algunos ejemplos de procesos en donde aparecen particulas virtuales independientemente si son

procesos de canal s, u o t, es en electrodindmica cudntica. Por mencionar alguno, el proceso

et +e et +e (VI.152)

De este proceso se pueden obtener un diagrama de ”aniquilacién” como lo muestra la Figura No.
VIL.16. O bien , si se considerd mayores 6rdenes de correccion de los coeficientes Sy; se pueden
obtener diagramas con intercambio de dos o més fotones, como se puede observar en la Figura No.

VI.17.

Figura VI.16: Diagrama de aniquilacion

Otro ejemplo puede ser un proceso de la forma

y+e —vy+e (VI.153)

el cual puede interpretarse como la absorcion y la reemision de un fotén v y pueden aparecer dia-

gramas como el que muestra la Figura No. VI.18. Estos procesos se retomaran en el capitulo VIIL.

Ahora bien, para el caso en que m¢ > ma + mp, la ecuacién (p4 + 10]3)2 = mzc puede ser
satisfecha por lo que se podria pensar que existe un resultado infinito cuando s = (p4 + pg)? es

igual a m% (dado que € es una cantidad infinitesimalmente pequeiia).
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Figura VI.17: Posible diagrama si se considera més érdenes de correccién

b}

-

YAVAVAVAYA'

AV A AL
AVAVAY,

Figura VI.18: Diagrama de absorcién y reemisién de un foton -y

4
L’Z.
5

]

Sin embargo, tal y como se vio anteriormente, si mg > m4 + mp la particulas C es inestable y
decae a A+ B, con lo que el proceso de canal s para este caso se debe de interpretar como un proceso
de decaimiento transitorio o también llamado resonancia. Este proceso proceso generalmente tiene
laforma A+ B — C — D + E y un ejemplo clasico es el de una absorsion y reemision de algin
fotén por un dtomo con un estado atémico excitado intermedio. Dichos procesos son mucho mas

complejos por lo que en este trabajo no se abordaran.

4. Proceso A+ B — A+ B, extremos sueltos: En esta secccién se retomaran los

diagramas que quedaron pendientes, las ecuaciénes (VI.116), (VI.117) y (VI.T18). Primero consi-
dere la Figura No. VI.11.

En dicha Figura se puede ver que la particula A contnda su trayectoria sin haber interactuado,
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mientras que la particula B hizo una transicién virtual al estado A + C, el cual volvié al estado
original B. Por otro lado, considerando a la Figura No. VI.13, donde de nuevo es posible observar
que ni A ni B interactiian, ambos diagramas estdn desconectados. Tal y como se dijo, estos térmi-
nos no se asocian a un proceso de deflexion de trayectorias con lo cual no deberian de contribuir a
M; y de hecho no lo hacen (Aitchison & Hey, 2003). Para corroborar esto se debe de considerar
términos de correccién de mayor orden, por ejemplo de g*, y derivar una tercera Regla de Feynman
para dichos diagramas. Desafortunadamente, los calculos para dicho orden de correccién son dema-
siado extensos y caen fuera del objetivo al cual pretende llegar este trabajo. Debido a esto solo se
enunciardn algunos resultados para su discusion. No obstante, una forma intuitiva de verlo es que
en dichos diagramas esta falta de interaccion se ve reflejada en que no hay vértices ni lineas internas
que unan las particulas iniciales o finales, con lo que por las dos primeras Reglas de Feynman no se
le da ningun valor a esta amplitud y por lo tanto no contribuye; de nuevo esta es solo una manera

intuitiva de verlo.

Algunos de los diagramas que se obtienen al considerar un orden de correccién del orden de g*

son los que presenta la Figura No. VI.19.

Figura VI.19: Posibles interacciones al considerar correcciones de g*

B
D
N

sy

En tal situacion, es claro que existe una interaccién de las particulas A y B con lo que estas

transiciones virtuales si aportan a la amplitud invariante M ¢;, lo cual da como resultado alteraciones
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o variaciones de la masa de la particula. Este resultado se puede pensar como si la particula carga
una “nube” de particulas virtuales, las cuales estan interactuando con ella continuamnte, lo cual se
evidencia por un efecto sobre la masa de la particula (Aitchison & Hey, 2003). Es importante notar
que en la Figura anterior (Figura No. VI.19), afirmar que se conserva el momentum en todos los
vértices no es suficiente para determinar el momentum individual de las particulas en la trayectoria
A+ C, solamente es posible determinar la suma de sus momenta. De esto se deriva la tercera regla

de Feynman la cual es ttil para describir este tipo de diagramas.

5. Tercera Regla de Feynman para la teoria ABC: La tercera regla de Feynman

para dicha teoria es:

(1IT) Para cada momentum interno K, el cual no esté sujeto por una conservaciéon de momentum

definitiva, se le asocia una integral de la forma

J %

Tal integral ocurre para cada ”loop” cerrado.

Entonces, aplicando esta regla a la Figura No. VI.13, se tendria que hacer una integral de la

siguiente forma

d'k i i
/ 2m)t (k2 —m?) ((pp — k)2 —m2) (VL.154)

De forma préctica, esta tercera regla dice que se debe de sumar respecto de todos los valores
posibles que puede tomar el momentum de la particula A y el momentum de la particula B (para el

caso analizado de la Figura No. VI1.13), lo cual se hace por medio del pardmetro k.

Lo que resta a continuacion es poder aplicar los conceptos vistos al mundo ”real” y es que ninguno
de estos procesos, desafortunadamente, sucede fisicamente debido a que no se conoce ninguna
interaccién fisica escalar " ABC”. En vez de esto, la mayoria de ineracciones son similares a las

electromagnéticas, las cuales se denominan interacciones de gauge.



VII. CUANTIZACION DE CAMPOS CON SIMETRIA U(1)

En los capitulos anteriores se desarroll6 el formalismo de teoria cudntica de campos relativista
para el caso del Campo Escalar Real, el cual obedecia la ecuacién de Klein-Gordon. Luego, se hizo
que este campo escalar real interactuara con otros campos escalares reales, con lo cual se obtuvo
representaciones graficas de las amplitudes de probabilidad de dichos procesos, los cuales se llaman
diagramas de Feynman y por dltimo, se desglozaron de dichos diagramas las reglas de Feynman, las
cuales decian que la probabilidad que sucediera un proceso dependia de cudntos vértices y cudntas

lineas internas poseia el diagrama que representaba al proceso.

Sin embargo, tal y como se coment6 en el capitulo anterior, el mundo fisico que se conoce hoy
en dia se comporta un tanto mas complicado y es que tal y como se pudo ver en el capitulo IV, este
tipo de campos al ser excitados inicamente podia crear un tipo de particula de espin cero. Dedido a
esto, Unicamente se tenfa un solo operador de aniquilacién, lo cual se puede representar como que

si la particula era su misma antiparticula.

Debido a que en este capitulo se quiere llegar a la introduccién de la interacciones electromagnéti-
cas, es necesario profundizar un poco mas en los conceptos anteriormente desarrollados, con lo que
se propone primero dotar al campo escalar de otro grado de libertad, de tal manera que uno corres-
ponda a las particulas y el otro que corresponda a las antiparticulas. Para esto, se puede considerar
el mismo campo escalar pero extendido al plano complejo, de tal forma que se pueda proporcionar
nimeros cudnticos a las particulas y nimeros cudnticos con el valor opuesto a las antiparticulas.
Este campo recibe el nombre de Campo Escalar Complejo. No obstante, antes de ahondar en este

campo, es bueno discutir algunos formalismos previos.

A. Teoria electromagnética y transformaciones gauge

Un buen punto de partida es el de considerar la teoria electromagnética, ya que esta exhibe una

invarianza de gauge. Esta simetria de gauge es de suma importancia en la fisica y se utilizar fre-

127
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cuentemente en las siguientes secciones. Entonces, recordando algunos hechos relevantes de teoria

electromagnética, se tiene que las ecuaciones de Maxwell que rigen el mundo electromagnético son

V‘E:pem

-, B
VxE:—a—

ot (VIL1)

V-B=0

I OF

B:.em A,
V x 7 +8t

las cuales estan escritas en el sistema de unidades de ” Lorentz-Heaviside” . p.,, se refiere a la den-
sidad de carga y fem ala densidad de corriente. Por otro lado, los campos E y B pueden reescribirse

en base a el potencial electromagnético V' y el potencial vectorial A, con lo cual

ot (VIL2)

El origen de la invarianza de gauge en la electrodindmica clésica recae en el hecho de que los
potenciales A y V' no son unicos para campos 'y B dados. Estas trasnformaciones que se pueden

aplicar a A y V sin cambiar las ecuaciones de Maxwell son

Ao A =A+Vy (VIL3)
donde  es una funcién arbitraria escalar. Luego V' debe cambiar simultdneamente a

ox
[ Vi VIL4
VsVi=V o ( )

para preservar a E.

-,

Estas transformaciones pueden expresarse con el tetravector A* = (V, A) de la siguiente manera

AM 5 A= AP — Giy (VIL5)

Escribiendo todas las ecuaciones de forma covariante de Lorentz, se otiene

Oujlyn =0 (ecu. de continuidad) (VIL6)
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O F* =32, (ecu. 1y 4 de Maxwell) (VIL7)

1
Ou (250‘575F75> =0 (ecu. 2 y 3 de Mazwell) (VIL8)

donde €779 es el simbolo de Levi-Civita, el cual es 1 para permutaciones par, —1 para permu-
taciones impares y 0 en cualquier otro caso. El tensor F'*" se llama el tensor de Faraday o tensor

electromagnético y se define como

Fr = grAY — 9" A* (VIL9)

Aplicando la transformacion de gauge a A*, se tiene que

Py plav — pev (VIL10)

Con lo cual se ve que bajo transformaciones gauge, las leyes de Maxwell permanecen invariantes

(Aitchison & Hey, 2003). Por dltimo, de las ecuaciones (VIL.I0) y (VIL7) se obtiene una ecuacién

importante que se utilizard posteriormente,

00, A" — & (9,A") = %,
(VIL11)
= P4 — 0 (9, A%) = %,

B. Simetria U(1)

Una simetria puede considerarse como una funcién o transformacioén que tras ser aplicada a un
objeto, este permanece igual. Por ejemplo, en el capitulo 1 se vio que la fuerza propuesta por New-
ton, /' = m - a, es simétrica bajo una rotacién del eje de coordenadas. No obstante, cualquier fuerza
es simétrica bajo una rotacién, por lo que esta simetria no tiene ninguna conexién especial con algu-
na fuerza en particular. Ahora bien, ;serd posible establecer alguna simetria especifica de tal manera

que solo algin tipo de fuerza sea simétrica a esta?
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Para responder esta pregunta es necesario introducir algunas definiciones. Considérese entonces

una densidad lagrangiana de la forma

L= 09" 0,0 (VIL12)

donde qAS = (;ASRe + iqAS[m y qg* = (;ASRe — iq§1m su conjugado complejo. Esta densidad posee
una simetria llamada simetria U (1) (Aitchison & Hey, 2003), la cual consiste en transformaciones

unitarias de la forma €%, tal que

¢ = (VIL13)

Si se observa con detenimiento, este tipo de transformacién puede verse como rotaciones en el plano

complejo (Figura No. VIL.1).

Figura VII.1: Transformacién U(1) (global)

Im

Asimismo se tiene que

~ot

¢ = e g (VIL14)

Entonces la simetria U (1) de la densidad lagrangiana puede probarse de la siguiente manera.
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Supdngase que 6 es constante, entonces

’

6;L(£* _ e—i@aﬂé*
OMp = e (VIL15)
= 0,0 0'dp = e "e0,0" "¢ = 0,4 0"

Notese que se supuso que 6 es constante. Dado esta suposicion, este tipo de simetria recibe el
nombre de simetria global U(1) y se define como una tnica transformacion U (1) aplicada a todos

los puntos.

Por otro lado, se denomina simetria local a una transformacién que puede variar punto a punto,

en otras palabras, que 6 dependa de z* que por simplicidad se excribird como 6(x).

Tanto la simetria global U(1) como la simetria local U(1) conforman parte de lo que general-
mente se conoce como simetria de gauge. Para definir correctamente una simetria de gauge, se debe
desarrollar una teoria matematica en paralelo asociada con grupos de Lie, pero debido a que para
los objetivos de este trabajo no es necesario, sin contar que se estaria desviando al lector mucho
del tema, Unicamente se aclarard el concepto intuitivamente. Para esto, considerando la densidad
lagrangiana anterior, es facil ver que dicha densidad lagrangiana ya no permaneceria invariante si la
transformacién U (1) fuese local. En otras palabras, £ no es invariante ante una simetria local U (1)

por si sola.

La simetria de gauge (o ser invariante de gauge) pretende poner ciertas condiciones de tal forma
en que algunas transformaciones locales, como la anteriormente mencionada, deje invariante la den-
sidad lagrangiana. Es decir, propone algunas modificaciones (se verd mds adelante) y condiciones,

de tal forma en que si £ es invariante de gauge, entonces serd invariante ante alguna simetria local.

Entonces, cuando se considera un campo ¢ por ejemplo, y se incluye otros campos distintos,
supongase el potencial electromagnético A*, se debe de hallar cémo se transforman estos campos
distintos cuando se realiza la operacion de simetria de ¢ (ecuacién para el caso de simetria

U(1)).

Por otro lado, debido a que £ deberd permanecer invariante, se debe redefinir las densidades

lagrangianas a densidades que sean invariante de gauge, lo cual constituye a las modificaciones
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anteriormente mencionadas. Esto se puede realizar sustituyendo todas las derivadas que aparecen

en ella, por derivadas covariantes de gauge, las cuales se definirdn en la siguiente seccidn.

C. Simetria de gauge en mecanica cuantica

A continuacion se probard como ejemplo que la ecuacién de Schrodinger es covariante de gauge

al tomar en cuenta el hamiltoniano electromagnético H = ﬁ(ﬁ — qff)Q + qV donde q reprsenta

la carga. Aplicdndole una cuantizacién canénica a este hamiltoniano, es posible sustituirlo en la

ecuacion de Schrodinger, con lo que se obtiene

1 =9 Lo O0V(F 1)
<2m( iV — qA)” + qV) U (7,t) =i ot
1 , AU N S S
= %(—ZV —qA)°U(Z,t) = <Z8t qV> U(Z,t) (VIL16)
, Poc (0 1 q
= —(=iV — qA)*V(Z,t) =1 5% —qV | ¥ (Z,1)

Entonces, al aplicar una tansformacién gauge se tiene que, W'(,t) = ¢“X@DW(Z,t) y el po-
tencial A* — A" = A* — §". Por tltimo, se debe notar que del lado izquierdo de la ecuacién
se tiene —iV — qff con lo que si se sustituye D=V-— igA se obtendrd —iV — qf_f =
—i(ﬁ +igA) — gA = —iV — qA = —iD. Ahora bien, del lado derecho se tiene que % +1iqV, con
lo que si se sustituye D° = % + iqV se obtiene que el lado derecho de la ecuacién es 1D, con lo

que toda la ecuacién tendria la forma de

—

D
—%\P(f, t) = iD W (&, 1) (VIL17)

similar a la ecuacién de Schrodinger para una particula libre (Aitchison & Hey, 2003). El operador

D es la derivada covariante de gauge para el caso electromagnético y se definié con

D, = 8, — iqA, (VIL18)
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Entonces teniendo que la transformacién de gauge es

U(Z,t) — V(1) = XEDY(F, 1)
AP — AP = AF — 9ty (VIL19)

Oy — Dy =0, —iqA,
con lo que se probaré que la ecuacién (VIL.I6) es covariante de gauge.

Para empezar, nétese que

—iD'V = (—iV — gAY = [—iV — g4 — q(VX)](e'X D)
= q(VX)eT + " X(— V) + "X(—gAT) — ¢(Vy)e' X
= X(—i VD) + "X (—q AT) (VIL.20)
= X[~V — g A]

—

— ¢ (~iD) w
Ademas,

0 o . 1o . Cox|
Oy = | = N = | = — g2 | im0 g
1DV Z_at—i—qu}\If z[at—l—zqv zqat]e

T i OX ey O o Ciov s OX
— MIX\I; gx \I] ’LqX\Ij — ZqX\Iji
ey e gV TiaVe 1qe Ot]

_ i | iax gt U4 iqveiqx\y} (VIL21)

— jelax [8815 + qu] U

= ' (iD%) ¥

Por dltimo nétese que

{5, 23’] — DDV — DDV = (v - iqfi) (v - z‘qff’) . (v - z'qA”) (v - z'qff) v
= V20 — igV(A'T) — igV(AV) — PAAY — V2T + igV(A'V) 4 igV(AV) + A AV = 0
(VI1.22)
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Entonces, utilizando las propiedades anteriores,

1, , i A
— (=D = DYV = S (—iD)2T = DOy
om 2m (VIL23)
= %(71'13)2\1/ = iD'W

Las simetrias locales son muy importantes en la fisica, pues a ellas se le atribuyen todas las fuerzas

que se conocen hoy en dia (Aitchison & Hey, 2003).

Tal y como se puede observar, una consecuencia de tratar de preservar esta simetria local fue in-
troducir la derivada covariante, la cual posee términos que involucran al potencial electromagnético
AHF. Posteriormente se verd que debido a estos términos es que se deben las interacciones electro-
magnéticas. Otra importancia de estas transformaciones de gauge, es que como se observard mas
adelante, estas simetrias también conllevan a que ciertas cantidades se conserven, en el caso elec-

tromagnético es el hecho que la carga se conserva localmente.

La ruta que se tomar4 el resto del capitulo serd trabajar la simetria global para los dos campos que
se han venido trabajando a lo largo del trabajo, el campo de Klein-Gordon y el campo de Dirac. Por
ultimo, se considerara la simetria local de este dltimo y con esto se estudiard una breve introduccién

a interacciones electromagnéticas.

D. Simetria global U(1) del Campo Escalar Complejo: Particulas y anti-

particulas

Como se discuti6 anteriormente, el Campo Escalar Real no posee una simetria U(1). Si se le
otorga otro grado de libertad a este campo de tal manera que tenga una simetria global U(1), pro-
piedades interesantes salen a la luz. Para esto, considéres la densidad lagrangiana de dos campos

escalares cuyos cuantos tienen la misma masa M

L= S0u0i04 s — LMPB 4 0,000 by — L M (VIL24)

donde ¢ y ¢ son campos escalares.
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Esta densidad lagrangiana representa dos campos reales independientes, es decir que no inter-
actiian entre si. Lo que se debe de hacer a continuacién es definir un campo ¢, tal que sus compo-

nentes sean ¢, y (ZEQ. Esto es

;F( ~id)

<¢1 X i@) (VIL.25)

i -

E\H

donde gET es la conjugada hermitica de gZA>

Con esta sustitucion, la densidad lagrangiana toma la forma de

) (o) - o)
o'~ (o) - 0"~ ()
[ ao¢1 + (02) } = [(alél)Q + (aléz)z—] —} — M2 (1 +id2) (61 — idn)
(906 +i0062) (B0 — i00d2) — (0161 +i0162) (11 — i1 dn) — .| = M?61
9 (61 +i62) 0 (91— i) = 01 (61 +ida) 01 (61— ida) —...| = 12414

= |odond — ndtond — .| — a2gtd

= 9,610"¢ — M?¢1¢

&
AST
i
~——
N
| I
|
| =
<
~~
-
=N
+
S~
[N
——

—

(VIL.26)

Nétese que ahora L tiene un término de interaccién (M dA)TczAS). Ademas, partiendo de cdmo se

definié é para el Campo Escalar Real en el capitulo IV, se tiene que

o= (2;)?\{/@;5 (al(k)e—i’f'ua‘{(k)e“f'x) ~if (2;;2’;%;5 (aa(h)e+ 1 aj(k)e)

3 | |
(VIL27)
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(VIL.28)

Nétese que en el caso real é estaba descrito por @ y a' debido a que qAﬁ = <ZA>T conloqueal = b'. En

este caso, la conjugada hermitica de a 7 (a1(k) — i ag(k)) esal = T(QI(k) +1 a2( )) # bt

Por otro lado, se tiene que

fi, 35A — a0d, My = 9L 9 (VIL.29)
) (60(;5)

Entonces, para un mismo tiempo t, se tiene que

[qé (1), 1Ly . t>] = [0(@,1). 6! (7, 1)] = is(@,7)
X X (VIL.30)
(0(7,1),61(7,6)] = [1Ty(.1), T, (7, 6)] =0
lo cual es equivalente a
k), at (&)] = [bk), B (k)| = (2m)?0° (% — )
A . . . (VIL.31)
[a(k), B (k)] = [a(e), 6| = [ak)!, B (k)| = |a(k), bk")| =0
A continuacién se probard que £ tiene una simetria global U(1).
Para este caso se tiene que
b = e
(VIL.32)

5 = §1 = gleio

_ aﬂ(l@’TaM(lg/ _ M2<ZA>,T<ZA>,

= 0 (e o (6 ) — M2gleigf el

_ e—iaemaﬂaﬂcﬁ _ e—memM%f(;g (VIL.33)
— 0,0t0"¢ — M?$Td

y
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En mecanica cldsica de campos existe una version del teorema de Noether, el cual dice que si una
densidad lagrangiana £ es invariante bajo una transformacién continua entonces existe un operador
de simetria de corriente. Este teorema es un tanto fuerte para el objetivo del trabajo por lo que
solamente se deja el enunciado sin hacer dicha demostracién. Sin embargo, si se quiere ahondar
mads en el tema, se recomienda dirigirse a (Tong, 2007). Por otro lado, se hace la pregunta, ;qué es

el operador de simetria de corriente?

El operador de simetria de corriente es un operador asociado a alguna simetria (global o local) la
cual representa alguna cantidad fisica que se conserva (Aitchison & Hey, 2003). Estos operadores de
simetria, aunque un tanto abstractos, son de suma importancia y su utilidad se verd inmediatamente
después de encontrarlo. Para esto, considérese el pardmetro € el cual es positivo y € << 1. Entonces,

la transformacién U (1) es

& =e%g (VIL34)

la cual puede ser escrita como

~

&) = cos(e)d1 — i sin(e)ds

R R R (VIL35)
¢y = cos(e) 2 + i sin(e)p1
Dado que |e| << 1 = sin(e) = ey cos(e) ~ 1, con lo que
P = ¢ — iedo
R R R (VIL.36)
Py = P2 +icgy
Por otro lado, se define una variacion de qAS como & gﬁ, donde
06y = ) — ¢1 = —icdh
(VIL37)

5y = Py — o = +icgr

Entonces, dado que L es invariante ante la transformacién e’c de igual manera SL=L'—L=0,
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calculando 6ﬁ, se obtiene que

5= — 25 5000 + — 25 5@uba) + 2L 56, + 2 54,
o (am) 0 (am) 91 Do

de la ecuacion de Euler-Lagrange se tiene que

oL s oL
06 "\ (o)

con lo que

(VIL38)

(VIL.39)

oL .

(VIL40)

- [ or oL , oL - -
oL = a# -a (au(£1>] &bl P (8M(ZA31) 8# (5¢1) + 8# !a< . AQ)] 5¢2 + P <8M¢2> 8# (6¢2>
oL - oL -
= Oy 5 (5;431) dp1 + 5 (6“%) 5¢2]

(VIL41)

Noétese que la ecuacion (V1I1.41)) es general y puede utilizarse para calcular el operador de corriente

de simmetria de un campo arbitrario. Ahora bien, sustituyendo & qgl yé qgg se obtiene

oL w oL
A)(—w@) + T

5L =0,
0 (9 Ot

: ) (iﬂ/gl] = 1€ [(a”éh) b1 — ((‘3“(251) @52} =0

(VIL.42)
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Sea N g =1 (gfgl OHpy — ég@“é)l), entonces es posible escribir

0,NE =0 (VIL43)

El tensor N (’; es en efecto el operador de simetria de corriente, el cual tal y como muestra la
ecuacion (VIL43), es una cantidad que se conserva. Para hallar el operador de simetria se procede

con

OuNg = —=+ V- Ny = (VIL44)

El operador de simetria de corriente puede reducirse a un operador de una sola componente. Esto

se hace integrando respecto a todo el espacio de ambos lados de la ecuacidn,

d

— / NJ d*x + / V- Nyd’z=0 (VIL4S)
dt V—o0 V—o0

Usando el teorema de la divergencia, se obtiene que
d 0 3 Ni
— N¢ d’r + Ng-ds =10 (VIL.46)
dt V—oo S—o00

Debido a que se supone que los campos se desvanecen en el infinito, la segunda integral tiende a

cero con lo que

Ny = / N d*x (VIL47)

el cual recibe el nombre de operador de simetria. Para ver cdmo este es de utilidad en la teoria,

primero considérese el hamiltoniano del Campo Escalar Complejo,

i = / @’k [a*(k)a(k)erT(k)z;(k) w (VIL48)
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el cual se puede obtener a través de un proceso similar utilizado en el capitulo IV y ordenando

normalmente. Por otro lado, dado que

Il
\\\

18%2 — ¢28°¢1) Rl (VIL.49)

<z>*60<z> 603" d*s
Por otro lado, se tiene que

= 3% = / w@f@(—iw) (a(k)e—ik'x - 3*(;{)@”“6)

= %91 = / (%T;i)]j/ﬂ(—iw) (ke — af (k)et)

(VIL.50)

Sustituyendo la ecuacién (VIL50) en la ecuacién (VIL49) e integrando respecto de d>z con la

ayuda de la funcién §— Dirac se obtiene (Aitchison, 2003)

A 3 ~
N, = / (;Tk)g [dT(k)d(k) —bT(k)b(k)} (VIL51)

En donde se puede ver que N¢ estd normalmente ordenado ya que

Ny0) =0 (VIL52)

Obsérvese que si se define al operador numérico para las particulas tipo A como 71y = ala 'y
similarmente 73 = b'b, entonces el hamiltoniano es la suma de 74 y Tp mientras que el operador
de simetrfa es su resta. Puesto de otra manera, el hamiltoniano H cuenta cuantas particulas Ay B
hay mientras que J\7¢ cuenta +1 por cada particula A y —1 por cada particula B, con lo cual se puede
intuir que las particulas B representan las antiparticulas de A (o viceversa, solamente es cuestion
de convencién). Para ver esto mejor, considérese el estado | V) el cual es eigenestado de N¢. Si se
opera Ny |Ny) = N4 |Ng) donde N es un eigenvalor de N. Entonces, dado que N es como un
operador numérico (definido en el capitulo IV) mds general, debido a que involucra particulas A y

B (un operador numérico global), entonces se usard este para contar cudntas particulas existen tras



141

operar ¢ | Ny). Esto es,

Nyd|Ng) = (iﬂ% - ﬂg) |Ng)

(=646, IN)

(VIL53)
= —¢ + dNg |Ny)
= ¢ (Np — 1) |Ng)
en donde se us6 que [ng, dA)} = —g%, relacion que se probard a continuacidn, pero antes, nétese

que é bajé una cantidad al eigenvalor Ny, lo cual puede ser interpretado como si qg cred una particula

B. De igual manera, si se toma que [ng, gﬁf] = gET, entonces

Nyo [Ng) = ¢ (Ng + 1) | Ny) (VIL54)

lo cual puede interpretarse como si se cred una particula A, o bien, como si se aniquilé una particula
B, con lo cual se observa que las particulas B son las antiparticulas de A. La Figura No. VIL.2 es una
interpretacion grafica en donde se puede ver que ambos sistemas las particulas terminan sumando

—2.

Figura VIL.2: Las particulas A y las antiparticulas B
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Antes de realizar la prueba a las relaciones que quedaron pendientes, se debe mencionar que la
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definicién de vacio (en el cual no hay particulas) se sigue sosteniendo con lo cual

a(k) |0y = b(k)[0) =0, Vk (VIL55)

Ahora bien, las relaciones de conmutacién mencionadas anteriormente pueden probarse de la

siguiente manera

§>
RSN
Il

(/ (Z:;s a'(k)a(k) — 8T(k)3(k)) (/ (%rcgf/ﬁd(k/)e_ik,m . BT(k/)eik’-x>

(VIL.56)

Los tnicos operadores que no se cancelan con la resta son los operadores que no conmutan, con

lo que

/ / erkﬁcijli a(0) &("7')} (k) ¥ — Bl (k) [b(k), B ()] "2

*k d°F ik | 3 ik'-x

-

De igual manera,

00, 61] = ([ gm0t —at 130 ) ([ 5matire s + it @yen)

([ it watwne ) ([ hsatwan -t wico)

/ / ;i’“g‘ijli k= k) (bk) e + 4l (k) €2

_ / (;l:;f}% (b e +af (k) )

= ¢f
(VIL.58)
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Por tltimo, es importante mencionar que tras el desarrollo del capitulo anterior, las reglas de
Feynman para el campo escalar complejo son andlogas. No obstante, vale la pena disctuir acerca del

propagador, el cual tiene la forma de (0| T(¢ (1) (22)) |0).

Debido a cémo se definié el vacio, los términos T'(¢¢) y T(¢1¢") deben ser cero al calcular el
valor esperado del vacio. Ademas nétese que para t; > to se tiene que se crea una particula tipo A
en (¥9,t9) y esta es aniquilada en (%1, ¢1). Ahora bien, para to > t; se obtiene que una particula
B es creada en (¥, ¢1) y es aniquilada en (2, t2). Esto puede resumirse diciendo que para t; > to
una particula se propaga de z2 a 1 y para to > t; una antiparticula se propaga de x; a z2. La
Figura No. VII.3 muestra una descripcion grafica de esto. Es importante notar que debido a que el
propagador de Feynman est4 escrito en términos del operado 7', el propagador de Feynman incluye
ambos casos, es decir ambos procesos se llevan a cabo. Sin embargo, al considerar los diagramas de
Feynman, no se debe de indicar que orden de tiempo se estd usando, sino solamente recordar que

ambos Ordenes de tiempo estan incluidos en cada linea de propagacién (Aitchison & Hey, 2003).

Figura VIL.3: Casos incluidos en el propagador de Feynman.

antiparticulo — ¢
particula — ¢

I
|
I
|
12

14 1y

Por otro lado, dado la similitud que se tiene al caso dessarrollado en el capitulo IV (gﬁ y QAﬁT
satisfacen la ecuacién de Klein-Gordon) la funcién de Green (0| T/(¢(x1)¢"(22)) |0) = Gp(z; —

x9) asociada al operador (0% +m?)es

4 .
Gp(xy —x9) = /dke—i/ﬂ(wl—wz)Z (VIL59)
(2m)4 k? — M? + ie
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E. El campo de Dirac y la conexion con el teorema de estadistica de espin

La primera parte de esta seccion se basard en cuantizar el campo de Dirac, con lo cual se debe
de partir de la densidad lagrangiana respectiva. Anteriormente, se defini6 la ecuacién de Dirac en
términos de matrices las cuales se denominaron por matrices alfa. Sin embargo, en la literatura es
comun encontrar estas mismas matrices bajo el nombre de matrices gama, lo que para ir acorde a la

literatura se usardn las mismas matries a pero se usard el simbolo de -y para denotarlas.

Luego, la segunda y parte final de esta seccidn, se estudiard a grandes rasgos la conexién que
existe entre el campo de Dirac y el teorema de estadistica de espin, el cual dice de forma resumida
que si se intercambia la posicion de dos particulas con espin entero (espin idéntico para ambas), su
funcién de onda permanece igual (es simétrica) y que si se intercambia la posicién de dos particulas
con espin no-entero (también idéntico para ambas particulas), su funcién de onda cambia de signo
(es antisimétrica). Las particulas de onda con funcion de onda simétrica se les llama bosones y a
las particulas con funcién de onda antisimétrica se les llama fermiones. Sin mas que agregar, se

empezard a desarrollar la primera parte de esta seccion.

La densidad lagrangiana respectiva a la ecuacién de Dirac es

Lp = P(iy"d, — m)y (VIL60)

donde 1) = 1T~0 es el spinor conjugado.

Recordando el desarrollo del capitulo II, el Dirac-spinor 1) tiene 4 componentes, 2 de ellas
con energia positiva y las otras 2 con energia negativa. Entonces los resultados encontrados en
(I1.97) pueden escribirse por medio de una funcién u que dependa del espin, con lo cual ¥1 2 =
e~itme*/hy(s). Esta funcién u(s) se llama spinor de energfa. De igual manera, los resultados en-
contrados en la ecuacién pueden escribirse mediante v(s) con lo que se puede reescribir

3 2 7 .z . . ’ .
th3 4 = etitme / fy(s) , donde s es el espin. Esta funcién se denomina spinor de energia negativa.

No obstante, un andlisis mds detallado, el cual puede ser encontrado en (Aitchison & Hey, 2003)
capitulo 4 o bien, (Aitchison, 1972) capitulo 8, muestra que el Dirac spinor, solucién general de la
ecuacion de Dirac, siempre puede ser escrito en térmnos del spinor de energia positiva u(s) y del

spinor de energia negativa v(s).
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Entonces, debido a esto, es posible expandir a qﬁ como

)= / o 3W > [ u(k, s)e” ™ + dlv(k, s)e*® (VIL61)

s=1,2

donde w = (m? + k2)1/ 2. La expresion anterior es andloga a las expresiones que se han venido
desarrollando, con la diferencia que @Z tiene cuatro componentes en lugar de 1 (como es el caso de
q§ y que la expansién posee una suma respecto a los 2 valores distintos de espin que pueden tomar
u(k,s) y v(k, s). Notese que para el caso especial que se analiz6 en el capitulo II, la particulas en

reposo, u(k, s) = u(s) y v(k,s) — v(s).

Tal y como se interpreto para el caso del campo escalar complejo, se esperaria que él (k) fuese el
operador creacion para una particula del campo de Dirac con espin s y momentum k, mientras que
(fl(k:) fuese el operador creacién de la antiparticula de ¢, con espin s y momentum k. Después de
todo, haria sentido ya que ¢, (k) acompaiia al spinor de energia positiva y dl (k) al spinor de energia
opuesta y las particulas se diferencian de las antiparticulas justamente por eso, por ser idénticas pero

con energl’as opuestas.

Igualmente, el vacio se define como

s(k)10) = dy(k)[0) =0, VkyVs=1,2 (VIL62)

Ahora bién, de igual forma que el Campo Escalar Complejo, el Campo de Dirac cuenta con una

simetria U (1) con lo que

A~

)oY = e (VIL63)

Esta simetria puede probarse de la siguiente forma

Ll =0 (i7"9 — m)i’
= G (70, — m)e ™)
N A (VIL64)
= (i7"0, — m)
=Lp
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Siguiendo un procedimiento andlogo al caso del Campo Escalar Complejo se tiene que

V= — O i+ —2E iy =Ty (VIL65)
9 (alﬂ/}) 9 (8,4[;)
con lo que el operador de simetria asociado es
Ny = / Py dPa = / P (109°) dx = / Vi dPa (VIL66)

Sustituyendo la expresion de 1[) y de ’(j) en la ecuacion (VIL.66) se obtiene que

o[ Pk o -
Ny = / (27)3 s§2 [Cs(k’)cs(k) + ds(k)ds(k‘)} (VIL67)
Y similarmente,
Hp :/d% > [@l(k)és(k‘) —c?s(k‘)cil(k:)] w (VIL68)
(27T)3 s=1,2

Nétese que en la ecuacién (VIL.67) se tiene que el operador de simetria tiene una suma de particu-
las ¢ y d. Esto no es conveniente, ya que si se desea que d sean las antiparticulas de c, estas deben
de tener un valor opuesto en el operador Nw, tal y como se obtuvo para el caso del Campo Esca-
lar Complejo. Por otro lado, el hamiltoniano posee un signo menos en €l, con lo que contradice el
supuesto que esta cantidad es siempre positiva (Aitchison & Hey, 2003). Como se puede ver, exis-
ten problemas si se interpreta este campo exactamente igual que como el caso anterior del Campo
Escalar Complejo. Tal vez esta ecuacién no describe las mismas particulas que las que describe
el Campo Escalar Complejo, después de todo estas particulas si cuentan con un espin diferente de

cero. Dirac hay6 que el problema que se presenta en las ecuaciones (VIL67) y (VIL68) se debe a

un argumento de simetria y antisimetria y para solucionar este problema encontré que se debia de

cumplir que

|]€1,81;k‘2,82> = —|/€2,82;]€1,81> (VH.69)

tal y como (Aitchison & Hey, 2003) lo discute. De mecénica estadistica y el teorema de estadistica de
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espin, se conoce que las particulas que obedecen la ecuacion (VIL.69) son los fermiones. Entonces,

debido a que

|1, 515 ko, s2) oc &6, (k1)L (ko) |0) (VIL70)

la condicién que impone la ecuacién se puede interpretar como

&, (kr)el, (ko) = —el, (k2) el (k1)
(VIL.71)
&, (kn)el, (ko) + ¢, (ka)el (k1) = 0
Esta relacién se le denomina por relacién de anticonmutacion y se define como
{A, B} — AB+ BA (VIL72)

donde A y B son operadores.

Luego, se procede a sustituir todos los conmutadores (los cuales son simétricos) por anticonmu-

tadores (los cuales son antisimétricos) (Aitchison & Hey, 2003). Esto es

{csl (k1), 32 } (27r )531,32
{0 (k). sy (o)} = {2, (k). €], )}—0 .
{cZ ). df( }: (27) k2)0s, 50 |

{doy (), dy (k) } = {dL(kl),sz(kz)} =0

De igual manera se tiene que en lugar de tener un conmutador fundamentral, se tiene un anticon-

mutador fundamental de la forma

(@), 1.0} = i6(7 - §) (VIL74)
donde,
Ip = 9Lp _ it (VIL75)



148

Es importante recordar que 1& y 1) son objetos de cuatro componentes con lo que la relacién de

la ecuacidn (VIIL.74)) se puede escribir como

{%(sa t), 957, t)} =i0(¥—§)0ap con a=1,2,34yB=1,2314 (VIL76)

Haciendo estas sustituciones, los problemas en las ecuaciones (VIL.67) y (VIL.68) desaparecen,

con lo cual se obtiene

~ 3 ~ N
By = [ 5 3 [t~ dondn] VIL77)
= [ 4% 3 [dwem +dmi] (VIL78)

con lo cual es posible interpretar a los cuantos d como antiparticulas y a los cuantos ¢ como
particulas, o viceversa. Con este hecho es que se puede observar que la ecuacién de Dirac descri-
be a fermiones, mientras que la ecuacion de Klein-Gordon describe a bosones. Ademas, se puede
concluir que los operadores bosénicos obedecen relaciones de conmutacion, mientras que los ope-
radores fermidnicos obedecen relaciones de anticonmutacion.

Por iiltimo, el propagador de Dirac tiene la forma de (0| (¢ (1 )p(x2)) |0). Mds adelante, en las
secciones siguiente se mirard por qué tiene esta forma, pero en esta seccién vale la pena mencionar

que dado que los campos zﬂ anticonmutan, el operador T para el campo de Dirac es

~

T (1) (2)) = (1 )(w2) paraty >t

o (VIL79)
= —p(z2)(x7) para ty < ty

El propagador de Dirac es también una funcién de Green del operador (iy*0,, — m), con lo que

por analogia a la teoria desarrollada en el capitulo VI,

7

(O T((x1)¥(x2)) |0) = G (1 — 72) —— (VILS0)
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donde f = ~*k, y se pronuncia k-slash. Sin embargo, se debe notar con detenimiento que la
diferencia entre Gp(x1 —x2) y Gp(x1 — x2) es que este dltimo es una matriz de 4 x 4 (Aitchison &
Hey, 2003). Para escribir esto de forma mds explicita, es posible escribir un elemento de esta matriz
como (0| T(@a(ml)@ﬁ(:cg)) |0) donde « y /3 pueden tomar valores entre 1 y 4, haciendo referencia

a las 4 componentes del Dirac-spinor, con lo que la ecuacién (VIL.80) puede reescribirse como

0| T (o (z ¥ 29))]0) = Gp(x1 — x = d'k e_ik'(xl_“); VIL.81
(0] T(ha(@1)¥5(22)) [0) = Gp(21 — T2)ap o) F—m+iom ( )

F. El campo de Maxwell A*(x)

Antes de tratar de cuantizar el campo electromagnético es recomendable hacer un pequefio andli-

sis previo de dicho campo, el cual también recibe el nombre de campo de Maxwell.

Primero que todo, las ecuaciones de Maxwell pueden reescribirse en dos ecuaciones usando los

potenciales V' y Z y en una ecuacién usando el tetravector A¥, la cual es

24, — 0¥ (9,A") = j., (VIL82)

El lagrangiano electromagnético que tras aplicarle la ecuacion de Euler-Lagrange se obtiene la

ecuacion anterior, estd dado por

Fuw = JomAv (VIL83)

donde Fy,, = 0,A, — 0, A,

Si se considera que se estd en el vacio el lagrangiano toma la forma de

1
L= _ZF#VFW (VIL.84)
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con lo que la ecuacién (VIL.82)) tiene la forma de

024, — 0¥ (0"A,) =0 (VIL85)

lo cual también es posible escribirlo como

0 F" = 0. (VIL.86)

Tal y como se vio al inicio de este capitulo, el potencial A, tiene una simetria de gauge con lo

cual

AF 5 A= AP — Bty (VIL87)

Por lo que es posible imponer restricciones sobre Y, sin cambiar los campos F' y B y transfor-
mar las ecuaciones de Maxwell presentadas en la ecuacion (VIL.1). Una seleccidon conveniente de

transformacion de gauge con tal de simplificar la ecuacién es
9, A" =0 (VIL8S)

la cual se llama la condicién de Lorenz (distinto a Henry Lorentz). En otras palabras, esta condicién

dice que se debe tomar un x tal que (0 = 0, A*. De manera mds explicita,

8,4 =0
= 0, A" — 9,0'x =0 (VIL89)

= 0 A" = 0%y

Sin embargo, nétese que esta restriccién que muestra la ecuacién (VIL88) recae sobre la derivada
/ / . / L . .
de A* y no sobre A*# directamente con lo cual A# no esta restringida completamente. Esto se

puede observar mejor si se toma una segunda modificacion

At A= A oy (VIL90)

Entonces,
DAt = 9A" — o'y = 9, A" — Px — D% =0
(VIL91)
=0 =0
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La ecuacion (VILIT)) representa la segunda condicién complementaria a la ecuacién (VIL8S). Por
. , " . .
otro lado, a pesar que se trabajard con A # al cual se le aplicaron las dos transformaciones de gau-

ge (con la cual cumple con las ecuaciones (VIL.88) y (VIL.9T)) por simplicidad se escribird como A*.

Con estas dos condiciones que se muestran, la ecuacién (VIL.83) se convierte en

2A* =0 (VIL92)

Si se resuelve la ecuacion se obtiene una solucion de la forma
AP = Nhe~ike (VIL93)

donde es facil notar que k3 = k2 (introducir la ecuacién (VIL93) en la ecuacién (VIL92) y se

obtiene tal restriccion), lo cual era de esperarse, ya que la radiacion electromagnética (i.e. fotones)
no posee masa.

Por otro lado, se debe de recordar que las ondas electromagnéticas son transversales a diferencia de
ondas como el sonido, los cuales son longitudinales. Debido a esto, es posible reescribir la amplitud

de la onda N* en la ecuacién (VIL.93)) como
AP = Nete ke (VIL94)

donde N es un factor de normalizacidn y € es el vector de polarizacién. Un desarrollo més detalla-

do de este vector puede encontrarse en (Griffiths, 2013).

Entonces, las condiciones que muestran las ecuaciones (VIL.88) y (VIL.91) pueden representarse

en la soluci6n obtenida en la ecuacién como

AP = 9, Nete P = —iNelk,e ™ =0
(VIL95)
= €'k, =0

Para la condicién que muestra la ecuacién (VILI1), dado que >y = 0 = ¥ = Ae *Ty
AP 4 0Y = Nete ™% 1 ikt Ae™F® = (et + BkH)Ne~**, Entonces tomese €H = e+ BkH, con
lo cual se obtiene la representacién de la segunda condicién en términos de €. Notese que se sigue

cumpliendo con la ecuacién (VIL.93).

elk,=0 (VIL.96)
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ya que k% = 0.

Esta ultima condicién es muy importante ya que dice que es posible sumar (o restar) miltiplos de
k" a " sin modificar las ecuaciones de Maxwell. Debido a esto, obsérvese que es posible seleccionar
un [ adecuado de tal forma que se puede hacer cero alguna componente de ¢*(linicamente puede
hacerse cero una componente de esta forma ya que si se hace para dos componentes, 5 no seria

constante). Eligiendo que sea la componente temporal k° la que sea 0, la condicién que muestra la

ecuacion toma la forma de

=
™y
I
o

(VIL97)

, . .« . . !
Una vez més por simplicidad se escribe € en lugar de €

Esta udltima ecuacién quiere decir que Unicamente existen dos vectores de polarizacién, ambos

ortogonales a k y cuya combinacion lineal forma un plano.

Sin pérdida, supongase que k apunta en direccion z
E* = (k°,0,0, k%) (VIL98)

con lo que los vectores de polarizacién independientes serian

=500 (VIL99)
& = (0,1,0)

Esta eleccion de componentes es drbitraria. Por ejemplo una eleccién alternativa frecuente es

1
g]_ - —E(l, ’l:, 0)
) (VIL.100)
& =—(1,-1i,0)

V2

En resumen, lo importante que se pudo notar en esta seccién es que a pesar que A*(z) posee
cuatro componentes, se mostré que Unicamente existen dos comoponentes independientes. La con-
dicién nos permitié reducir el nimero de componentes en 1y la condicién de la ecuacion

(VIL9T) redujo esta cantidad en 1 una vez mds.
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Dado este andlisis, por analogia al capitulo IV y al campo de Dirac, es posible expandir el campo

clasico A*(x) como
AP(z) = Z/dgk [w(k Na(k, \e=* 1 e (ke Na* (k A)e—“ﬂ (VIL101)
/\ (27_‘_)3\/% ’ 3 3 )

donde la suma es sobre los dos posibles estados de polarizaciona los cuales se llamé \; «a(k, \) y

a*(k, \) representan las amplitudes de la expansién de Fourier.

Pareciera que lo que resta hacer es una cuantizacion tal y como se hizo en el capitulo IV, sustitu-
yendo oy o* por &y &T. No obstante, existen algunos problemas que impiden que esta cuantizacién

sea tan simple, se veran a continuacion estos problemas.

G. Cuantizacién del campo de Maxwell A*(x)

Tal y como se pudo ver en la seccidn pasada, el campo de Maxwell tiene cuatro componentes,
pero unicamente 2 son independientes y conforman grados de libertad del campo. Estas restricciones
conllevan a que el campo presente varios problemas en el momento de cuantizarlo. Comunmente,
en lugar de usar el método de cuantizacién candnico se prefiere en usar el método de integrales de
Feynman mencionado en el capitulo III. No obstante, para ser consistente con todo el desarrollo que
se ha venido haciendo a lo largo del trabajo se tratard de cuantizar este campo como se ha venido
haciendo para los campos anteriores. Para esto, es necesario encontrar el momentum conjugado II,

pero para este caso

oL
m = =4 = (VIL.102)
0A0
Con lo que es posible observar que no existe el momentum conjugado II°. De hecho tiene
otro problema y es que se esperaria que de algiin modo se obtuviese el propagador de Feynman

(0| T(A* (1) A¥ (29)) |0) el cual describe la propagacién de un fotén de 1 a x. En el capitulo VI
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se vio que este propagador es una funcién de Green con lo cual,
0 0" A, — 0" (0MA,) =
= 0, 0" A g — 0" (0"AL) =0 (VIL.103)
= [¢"0,0" —0"0"]A, =0
donde g"” es la métrica de Minkowski. Repitiendo el procedimiento que se hizo en dicho capitulo

se obtiene que para este operador

(g0 — 8V 0M] Gy(z) = —id*(x)

1 —1
;g 0% — 970 / d'ke™ G p( ; / d* ke’
(2m) (@) (VIL104)
= / dke** G p(z)g" (—k*) — / dke™ Gp(z)(—k k") = —i / d*kett®
= (kg + KK Gy(x) = i
Sea
MM = (—k*g"” + kY kM) (VIL105)

Para conocer G -(z) es necesario encontrar la inversa de M*¥, es decir a (M 1)
Para hallar esta inversa nétese que M+ es un tensor de segundo orden, por lo que (M ~!)** también
debe ser un tensor de segundo orden. Ademas, dado que M*” depende de g"” y k¥ k" tensores de

segundo orden, (M ~1)*” debe ser una combinacién lineal de estos tensores con lo cual

(M1 = By (k?)g"" + Ba(k*)k" k" (VIL.106)

Para encontrar los coeficiones Bi(k?) y By(k?), dsese la definicién de inversa, con lo cual
(M~ (Myo) = gq
= [B1(k?)g"" + Ba(K*)K" kM][—k*g"” + K kM) = g
= —k*B1(k*)g" g By (k*)g" k7 k" — k*Bo(k*)kV kM + Bo(kK*)kVkFETkH = g2 (VIL107)
= —k*B1(k*)g"" + Bi(k*)g" k'K — k* Ba(k*)g" kY K + Ba(k*) kK"K = g

= —k*B1(k*)g"” + Bi(k*)g"" kK" = g

Pero esta dltima ecuacién nunca puede ser satisfecha.
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Estos problemas surgen debido a que se partié de la ecuacién (VIL.83)) a la cual todavia no se habia
aplicado la eleccién de gauge. Estos problemas se solucionan si se parte de la ecuacion (VII.92) a la
cual se aplicé el gauge de Lorenz (Aitchison & Hey, 2003). Entonces, dicha ecuacidn, tras aplicarle

una cuantizacion candnica, se obtiene que

O%24Y =0 (VIL.108)

y, siguiendo un procedimiento similar al capitulo anterior, se tiene que el propagador de Feynman

para el foton es proporcional a g,,,, / k2.
El lagrangiano de la ecuacién (VIL.I08) estd dado por

Lr = —ZFWF’“’ ~ 5(a,W)2 (VIL109)

donde F = 8#211, — 6,,/%. El momentum conjugado es entonces

o — PEL _ g, A

A0 (VIL110)
M= — A" + 9 A°

Dado que ahora se tiene un momentum conjugado con todas sus componentes diferentes de cero,

es posible escribir las relaciones de conmutacién

[/1“(377 ), 1L, (7, t)} = igud°(Z — 7) (VIL111)

[Au(j‘, t),fly(gj,t)} — [Hu(f, #), 1L, (7, t)} —0 (VIL112)

Notese que la condicién 8MA“ = 0 no puede volver a usarse en el langrangiano (ecuacién (VIL.109)))
primero debido a que ya se utiliz6 para llegar a la ecuacién (VIL.IO08) y segundo, debido a que ahora
se tienen operadores, con lo cual el término 9, A* de la densidad lagrangiana (ecuacién (VILI09))

es diferente de cero.
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Trabajando un poco més la ecuacién (VILITT])), es posible reescribir tal expresion en una relacion
de conmutacién més simple. Dicho procedimiento no se desarrollard aqui pero puede ser encontrado

en (Aitchison & Hey, 2003). Esta relacion de conmutacion equivalente es

[AM(:E, 1), A(7,)| = —iguwd®(@ — 7) (VIL113)

Entonces, por analogia al caso del Campo de Dirac, es posible expandir AM como

A (z) = 23: / L[e“(k Ay (k)e ™ 4 et (k, N)al (k)e'**) (VIL.114)
&) eopvae T B |

donde 2 de los tetravectores de polarizacidn son transversales, uno es longitudinal y otro se lla-
ma ”escalar” o bien polarizacién tipo tiempo. Una vez mas, sin pérdida, sea k en direccion de z,

entonces los transversales son

“(A=1) = (0,1,0,0)

(VIL.115)
(A =2)=(0,0,1,0)
donde A denota los estados de polarizacién.
El logitudinal es
(A =3)=1(0,0,0,1) (VIL.116)
y el escalar es
(A =0)=(1,0,0,0) (VIL.117)

Usando la condicién (VILTT3) se obtiene las respectivas relaciones para los operadores évy y d:r\,

los cuales son

’

[dx(k:), al, (k )} — g (2m)38%(k — B (VIL118)

Sin embargo, existe un problema. Considérese el caso en el que se desea calcular un factor de nor-

malizacién de la forma (k’, A\|k, \), y suponga que A = 0, entonces debido a la ecuacién (VILITS)
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se obtendria un valor negativo, con lo cual se estaria obteniendo amplitudes de probabilidad negativa
y se estaria afectando la probabilidad total.

Para solucionar este problema se debe de utilizar la condicién de Lorenz 0, A* = 0, inicamente
que para operadores (Aitchison & Hey, 2003). Esta condicién segtin como lo presentan los fisicos

Gupta y Bleuler es que

9 A =0 — (0] 9, A" [0) = 0 (VIL119)

con lo que si A# = A*T + AF~, entonces

9 AP 10) =0
A (VIL120)
(0] 9, Ar— =

Dado que / apunta en direccién de z y que (k%)% = k2, sea k = (|k|,0,0, |k|). Tomando la
expansién de A*(z) (ecuacién (VILI14)), se tiene que la ecuacién (VI.I20) toma la forma de

Z/ o 3r e (k, ) (k)e™10) = 0

(VIL.121)
-¢/ Th (DI (@Golk) = aa(k)) e o) =0
——(—1 & — & e =
(27)3v2w 0 °
con lo que
(ao(k) — as(k)) |0y =0 (VIL.122)
Para observar como esto soluciona el problema, considérese el hamiltoniano del sistema
ji / - 3W (a &1 + abag + alas — dgao) w (VIL123)

Noétese que para cualquier estado |v), se tiene que

(¥l akas — abao ) = (| akas [v) — (] abao ) (VIL124)
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Pero (1| d:g = (9| olg debido a la ecuacién (VIL.122), entonces

= (| alas |v) — (Y] alao [v) = (Y] alas — adao [v)
= (¢] al(a3 — ao) [) (VIL125)

=0

Por lo que se puede observar que la contribucién de la componente escalar nunca contribuye
pues esta se cancela con la contribucion longitudinal. Por dltimo, el propagador de Feynman que se

obtiene es

—ighv
k% + e

GF(£C1 — $2) X (VH.126)

tal y como si se resolviese para la ecuacion de Klein-Gordon en cada componente para particulas

sin masa.

El procedimiento que se llevé a cabo para lograr la cuantizacién de este campo se llama cuanti-
zacion de Gupta-Bleuler y de hecho la densidad lagrangiana que se tomd6 (ecuacién (VIL.109)) es
solamente un caso de un lagrangiano més general (Aitchison & Hey, 2003). El lagrangiano mds

general es de la forma

. 1. . 1 N2
Le=—7Fu " — = (9,4) (VIL127)

De esta densidad lagrangiana se obtiene, tras aplicalr la ecuacién de Euler-Lagrange, que la ecua-

cion de movimiento es

1

(ng/uz - a,u,ay + é_

éw,,) AV =0 (VIL128)

Con lo cual se obtiene un propagador de Feynman de la forma

g+ Lxgpe

Gr, (21 — 22) (VIL129)

k% + e
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De esto ultimo propagador es posible notar que si & = 1, se obtiene el propagador de Feynaman
anterior. La eleccion ¢ = 1 se llama el gauge de Feynman, sin embargo existen otros como por
ejemplo el gauge de Laundau (Aitchison & Hey, 2003). Lo importante de notar aqui es que el
propagador depende de la eleccion de gauge lo cual es la desventaja de usar este método y razén
por la cual se suele cuantizar a este campo por medio de integrales de camino de Feynman. En lo

que resta del capitulo se haréd una breve introduccién a interacciones electromagnéticas.

H. Introduccién a interacciones electromagnéticas

Para introducir interacciones electromagnéticas se hard uso de la teoria desarrollada al inicio del
capitulo. Anteriormente se vio que el Campo Escalar Complejo y el Campo de Dirac poseen una
simetria global U(1). En este capituo se tratard de convertir esta simetria globla en local. Para esto,

se vio que se debe de aplicar una transformacién gauge al campo de tal forma que

Q], N 72/ _ e—iqx(m)qﬁ
O — DF = O* + ig A" (VIL.130)

TNy VI T

Entonces, esta invarianza U (1) para el campo de Dirac deberia de ser

ﬁD local = w(zr}/uﬁu - m)'@ZJ (VHl31)

Es facil probar que este lagrangiano es invariante de gauge si se toman en cuenta las propiedades

probadas anteriormente, con lo que

aj A~ ~ R, . ~ ~ s ~ N
b (iIV' D), — m) = Pe'x (@) g—iax(@) (iv*D,, — m)Y = P(iy" D, — m)ip (VIL.132)

Debido a que se introdujo la derivada covariante de gauge, la densidad lagrangiana gan6 un
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término
Lp = LD iocal = LD + Lint (VIL.133)
donde L = —q@fy“@/}flu. Sin embargo, el momentum conjugado sigue igual, por lo que el
hamiltoniano toma la forma de
H=Hp + H), (VIL134)
donde
Hp = —Lint = 07" A, = ¢l Ag — gy A' (VIL135)

Esta ecuacion posee la forma de la ecuacién de continuidad en electrodindmica (pAg — LI) Si se
define a qvfﬁvf) como el operador de densidad de carga y al operador de densidad de corriente como

@7%, el tetravector de corriente jt,, se puede definir como

Gt = quyt (VIL136)

Nétese que jt, es g-veces el operador N q’; que se encontré al cuantizar el campo de Dirac, por
lo que jt, es el operador de simetria de corriente asociado a la transformacion local de gauge
efectuada. Nétese también que este operador, jt,, determina de manera especifica cémo el campo

AH, se acopla al campo de materia 1[1

Afadiéndole al lagrangiano el término AH, se completa la teoria de un campo fermiénico (o de

fermiones) eléctricamente cargado el cual interactia con el campo de Maxwell.

Se debe observar que Lins se parece mucho al término de interaccion del capitulo VI para la teoria
ABC, g(i Aq@ B(ic, con lo que ya se sabe que los posibles diagramas que se pueden obtener para un
orden de correccién de g2 y para un proceso ye~ — ve~ (donde v representa a un fotén) son los

que muestra las Figuras No. VII.4 y VILS5.

Dado este andlisis, el significado que se le da a la constate q es la de, naturalmente, la carga.

Por otro lado, nétese que en H ' el operador que acompaiia a 1/3 es 1, con lo que el propagador
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Figura VIL.4: Diagrama de Feynman para intercambio de Yukawa

tendria la forma de (0| T'(¢) (21 )1 (22) |0), lo cual explica la eleccién que se hizo en la discusién de

la cuantizacién del campo de Dirac.

Por otro lado, para un proceso, por ejemplo ete~ — eTe™ se obtiene diagramas como el que
presenta la Figura No. VIL6, donde el propagador tendria la forma de (0| T'(A*(z1)AY (22)|0), el

cual describe la propagacién de un fotén.

De la misma manera, el campo Escalar Complejo puede generalizarse mediante una transforma-

cién local U(1), incorporando al campo electromagnético

Lxg — Lra+ Lint (VIL137)

Sin embargo, tal y como se discutié anteriormente, hacer este tipo de generalizacion es un tanto

artificial, pues no se conoce que suceda en el mundo fisico, es decir que los bosones interactien
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Figura VII.6: Diagrama de Feynman de aniquilacién y reemision.

electromagnéticamente entre ellos mismos. Sin embargo, vale la pena notar que para el caso de los

bosones, tomando J,, — D,,, se tiene que

Lint = —iq(¢T0"d — (8*9N)P) A, + AP A, d1¢ (VIL.138)
con lo cual
. aﬁmt
B = VII.139
Jem 94, ( )

Ademads, para ese caso se tiene que

b =iq(¢T0" G — (0"91)d) — 2¢ A" ¢l ¢ (VIL140)
lo cual no es simplemente g veces ]%, como fue en el caso de los fermiones.

Para finalizar, se escribiran las primeras Reglas de Feynman para las interacciones de fermiones,
las cuales son andlogas a las encontradas en el capitulo anterior, pero considerando que ahora las

particulas poseen espin diferente de cero.

1. Primeras Reglas de Feynman en Electrodindmica Cudntica: Para las lineas

externas se tiene que:

e Particulas de espin %:

Para cada fermion o antifermidn en el proceso, se representard por una linea externa. Si esta linea
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externa estd entrando se le asocia a esta linea externa el spinor u(p, s) 6 v(p, s). Si esta linea externa
estd saliendo, entonces se se le asocia el spinor u(p’, ) 6 T(p/, ¢'). (Aitchison & Hey, 2003)

e Particulas de espin 1 - fotones:
Para cada linea externa que represente a un fotén se le asocia el vector de polarizacién €, (k, ).

Si esta linea estd saliendo, se le asocia el vector de polarizacion eZ(k’ , A’). (Aitchison & Hey, 2003)

Para los propagadores se tiene que:

Figura VIL.7: Propagador - Espin O

Se le asocia:

i

_ VIIL. 141
P2 —m2 1 e ( )
Figura VIL.8: Propagador - Espin %
Se le asocia:
1
(VIL.142)
p —-m
Figura VIL.9: Propagador - Foton
Se le asocia:
7 v kHEY Feynman gauge .(—g””)
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Finalmente, para los vértices se tiene que:

Figura VII.10: Vértice - Espin O (tipo 1)

Se le asocia:

—ie(p+p')u(para carga + e) (VIL.144)

Figura VIL.11: Vértice - Espin O (tipo 2)

L

Se le asocia:

2ie* g, (VIL.145)



165

Figura VII.12: Vértice - Espin %

Se le asocia:

—ieyu(para carga + e) (VIL.146)
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VIII. RADIACION OBSCURA

A. Introduccion al Modelo Estandar

El Modelo Estandar es una teoria desarrollada en los afios 70, la cual pretendia unificar las le-
yes de la fisica en base las cuatro interacciones conocidas, electromagnética, interacciones fuertes,

interacciones débiles y gravitacional, atribuyéndole a cada interaccion una simetria en particular.

Segiin esta teoria, toda la materia estd compuesta por tres diferentes particulas: leptones, quarks y
mediadores o particulas portadoras. Entre estas particulas, existen seis diferentes tipos de leptones y
seis diferentes tipos de antileptones, los cuales se distinguen por su carga, su nimero electrénico, su
nimero mudncio y su nimero tau. Estas seis diferentes particulas son: electron/positrén (e~ /e™),
muon/antimuén (p~ /u™), taw/antitau (7~ /77), neutrino eléctrico/antineutrino eléctrico (v, /v.)),
neutrino mudénico/antineutrino muénico (1/; / V:[), tau nuetrino/tau antinuetrino (v /). (Griffiths,

2010)

Similarmente, esta teoria predice seis diferentes tipos de quarks, o como se conoce comunmente,
seis diferentes sabores, los cuales se diferencian por ser up, down, chram, strange, top y bottom.

(Griffiths, 2010)

Por ultimo, las particulas portadoras son las particulas resultantes de las interacciones de los
campos. Estas son: el fotén  asociadas a interacciones electromagnéticas; los bosones W'y Z,

asociados a las interacciones débiles; el gluén g, asociada a las interacciones fuertes.

B. Posible interaccion con fotones obscuros

En la fisica actual existen varios problemas sin resolver, los cuales han llevado a los fisicos hoy
en dia a desarrollar nuevas teorias para tratar de describir estos fenémenos. Uno de estos problemas

abiertos es el de predecir cudn rdpido se mueve una estrella en alguna galaxia.

167
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Para resolver este problema se ha intentado tomar la masa de la galaxia, la cual se le atribuye a
toda la materia luminescense que se observa en ella, e introducirla en las ecuaciones de Relatividad

General.

Sin embargo, de estas ecuaciones se obtienen resultados muy discrepantes con los datos que se
obtienen experimentalmente y debido a que no se conoce otra manera de calcular esta velocidad, se
piensa que la toeria estd incompleta, o bien, que existe materia que no se pueda ”ver” y por lo tanto

no se haya tomado en cuenta en los célculos.

Este tipo de materia se le ha atribuido el nombre de Materia Obscura, y el nombre se debe a que, si
esta existe, interactda electromagnéticamente con las particulas del modelo estandar tan levemente

que practicamente ha estado oculta de todos los experimentos que se han hecho.

Algunos fisicos proponen que debe de existir un boson obscuro, llamado Bosén-U o Fotén Obscu-
ro, proviniente de una simetria Up (1), bdsicamente es la simetria U (1) vista anteriormente, Gnica-
mente que se le agrega el subindice D para indicar que esa simetria estd asociada a materia obscura.
Luego, segin (Reece & Wang, 2010), se especula que este boson sea proviniente de un campo, cuyo

lagrangiano esté dado por

Lmizc = _26F5VF#V - (6#14#)2 (VIIL.1)

1
2
donde € es una constante que debe ser mas pequeiia del orden de 1072, ya que de lo contrario ya se
hubiesen detectado estas interacciones, pero mayor al orden de 10~¢ para poder detectar este tipo
de interaccidon experimentalmente con los aceleradores de particulas tal y como se discute en (Reece
& Wang, 2010). Por otro lado, el término F/" se refiere a un campo parecido al electromagnético
pero aplicado a materia obscura. En base a esto, es posible acoplar este Bosén-U a las interaccio-

nes electromagnéticas haciendo una redefinicion del campo electromagnético A*, de la siguiente

manera

Al AR e AR (VIIL2)

Es decir, que el campo electromagnético con el que se trabaja experimentalmente, sea igual a la
suma de un campo electromagnético tedrico propuesto por el modelo estdndar Ag 27> Mds un campo

obscuro, parecido al electromagnético. Después de todo ambos campos poseen simetria U (1). To-
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mando esta redefinicion, es posible tomar las ecuaciones (VILI3T])), (VIL.132)) y (VIL.136) y notar

que

Lint = JH, A¥ (VIIL3)

Usando la redefinicion propuesta en la ecuacién (VIIL2) se tiene que

A o N ~ Al ~ "'u
Lint = jh AF — 38, Ay + e9b Al (VIIL4)
Con lo cual este dltimo término indica una supuesta interaccién con fermiones ponderada por una
constante € (Reece & Wang, 2010). Por otro lado, los fisicos también predicen que este Boson-U
también se acopla a las interacciones débiles del Modelo Estandar, con lo cual se piensa que este
boson puede decaer en mds particulas obscuras representando asi una especie de portal a particulas

obscuras no predichas por el Modelo Estandar (Essig & Toro, 2009).

Para aclarar mejor estas ideas, considérese un porceso e~y — e~ . Entonces por los capitulos
anteriormente desarrollados se sabe que un posible caso de interaccion esta dado por el diagrama

que se observa en la Figura No. VIII.1.

Figura VIIL.1: Posible diagrama para proceso e~ e™ — ys17D

En la Figura No. VIII.1, se puede observar que existe una corriente eléctrica Jt, 1a cual estd in-



170

teractuando con un fotén del modelo estdandar y un fotén obscuro, el cual se denotd por simbolo

YD-

Por las reglas de Feynman escritas en el capitulo anterior, es posible conocer la amplitud invariante

relacionada a la amplitud de probabilidad de dicho proceso, la cual es

Myi = u(p, s)(iey")ey (k. A) (ieey™) e, (K, N)o(p', ') (VIIL5)

p—m

Cabe mencionar que hasta el momento no se ha encontrado resultados de la existencia de este

fotdn obscuro pero la bisqueda continda en varios laboratorios alrededor del mundo.



IX. CONCLUSIONES

Tras el desarrollo de esta teoria se puede concluir que fue posible explicar en este trabajo el
formalismo de la teoria cudntica de campos relativista para campos escalares libres y campos en in-
teraccion. Se pudo observar explicitamente que las interacciones electromagnéticas son atribuidas a
una simetria local U (1) del campo de Dirac. Tal campo se observo que describia el comportamiento
de fermiones, dado que se tuvo que sustituir todas las relaciones de conmutacién por relaciones
de anticonmutacién. Por dltimo, se conncluye que fue posible el desarrollo tedrico y explicito de
los diagramas de Feynman, con los cuales se vio que junto con las respectivas Reglas de Feynman
era posible reconstruir la amplitud invariante, la cual es directamente proporcional a la amplitud
de probabilidad del proceso descrito. Ademads, usando el uso de estas reglas, se calcul6 la amplitud
invariante de un proceso, el cual involucraba una interaccién con un fotén obscuro, tema que se

sigue investigando actualmente alrededor del mundo, pues no se tiene todavia suficiente evidencia.

Una posible recomendacion para las personas interesadas a dirigir su trabajo de graduacion en
esta linea, es el de estudiar teoria de grupos con el fin de explicar el formalismo de las interacciones

débiles, ya que es necesario trabajar con una simetria local diferente a la U (1).
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XI. ANEXOS

A. Expansion explicitica de la ecuacion (VI.108))

Teniendo en cuenta las relaciones de conmutacién de la ecuacion (VI.82)) se tiene que

L Pa(x1)dB(21)da(2)dp(w2) : = $F(21)0f (21) 6 (x2) 9 (w2)
+64 (1) 95 (21) 0 (22) 5 (w2) + P (1) G5 (11) 9] (w2) 0 (w2) + 54 (w2) 9k (w1) by (1) (w2)
+0(@2) 4 (@1) G5 (1) ] (22) + 65 (1) (1) (22) 95 (w2) + D5 (1) 94 (21) 5 (w1) 9 (w2)
+04 (21) b (@2) (1) (22) + S5 (21) 5 (w2) 9 (21) 5 (w2) + O (w1) P (w2) &% (1) 04 (w2)
+04 (22) b (w2) 5 (1) 55 (11) + 54 (1) (1) 5 (w2) D5 (w2) + D4 (1) (1) P () D) (2)
+0p (1) 65 (22) b5 (x2) 8K (1) + 4 (21)d 5 (22) 5 (w2) 5 (1) + ¢>Z($1)<131§(551)¢Z($2)¢(;((I$12))

Del primer término y del décimo sexto se obtiene resultados similares,

(0] @yalp b (1) 0 (1) 0k (x2) 5 (z2)al aly |0) = (0] 6 (21) b5 (1) 65 (22) 5 (wa) @l aly |0) = 0

(X1.2)

Del segundo, tercer, cuarto, quinto, décimo segundo, décimo tercero, décimo cuarto y décimo

quinto término, se obtienen resultados similares.

(0l dyalpd, (21)dh (1) h (w2) b (wa)alal; [0) = [, &x (21)] 0] o (21) ... 0) =0 (XL3)

Del séptimo y décimo término se obtienen resultados similares

(0] @4 85075 (1) (x2) 0 (x1) 05 (x2)alaly [0) = [aly, o5 (x2)] (0]...ap[0) =0 (XL4)
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Del sexto término se obtiene

(0] &gl +0 (21)d 5 (21)0] (w2)df (w2)dyaly 0) = [aly, & (z2)][aly, 6 (w2)][alp, S ()] [, 6 (1))
(XL5)

Del octavo término se obtiene

(0] @4a567 (11)05 (w2) 0k (21) 5 (z2)alal; 0) = [aly, ¢ (wa)][aly, 6 (x1)][d, b (a2)][@y, 7 (21)]

(XL.6)

Del noveno término se obtiene

(0] @y ap g (x1)d7 (x2) 0% (11)d5 (x2)alaly |0y = [al, & (21)][aly, 6 (x2)][@ls, o5 (21)][@y, 7 (x2)]

XL.7)

Del unodécimo término se obtiene

(0] @4l (w2)dp (22) ) (1) D (x1)aaly [0) = [aly, 0F (w0, & (21)][alp, b (w2)][@n, 64 (w2)]

(X1.8)
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