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PREFACIO

Uno de los roles primordiales de una Institucion de Estudios Superiores, como o es la Univer-
sidad Del Valle, es aportar nuevos medios de ensefianza para las futuras generacicnes. Con-
sidero de suma importancia y utilidad que un estudiante egresado de esta casa de estudios pue-
da dejar un aporte a los proximos estudiantes. Uno de estos aportes puede ser una herramienta
de estudio para uno de los cursos mas importantes en ia Carrera de Ingenieria Civil, como lo as
el de Andlisis Estructural. Por lo tanto, este trabajo de graduacién consiste en la elaboracién de

un Libro Guia para el Curso de Analisis Estructural.

En el curso de Andlisis Estructural, impartido en 1a Universidad de! Valle, se han utilizado
varios libros de referencia. El contenido de estos libros es bastante completo y profundizan de
manera satisfactoria los temas contenidos en el programa del curso. Sin embargo, siempre ha
existido la necesidad de utilizar varios libros para obtener lo mas til de cada uno, ya que la ma-

yoria no contiene todos los temas contemplados en el curso.

Este trabajo de graduacion se inicié con un estudio del contenido actual de los cursos de
Analisis Estructural en la Universidad del Valle. Luego se procedio a estudiar los temas en di-
verses libros de texto y a consultar con catedraticos e ingenieros estructurales de Guatemala.
Tras obtener la informacion necesaria se procedid a clasificarla y sintetizaria para luego integrar
todo en el Libro Guia.

Este trabajo de graduacion fue posible gracias a la valiosa informacion y ayuda de varios pro-

fesionaies de Guatemala. Eilos son Ing. Javier Furldn, Ing. Francisco Garavito, ing. Ricardo Au-

qusto Ibarra, Arg. Sergio Nilton Ibarra, Ing. Margarita Jerez e Ing. Franklin Matzdorf.
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RESUMEN

Con este trabajo de graduacidn, que consiste en la elaboracién de un Libro Guia para el curso
de Analisis Estructural, se busca proveer al estudiante y al catedratico de una Gtil herramienta de
estudio. Su fin es que se pueda encontrar en €l todo el contenido del curso explicade de una ma-
nera sencitla, pero compieta. La hipdtesis presentada es que la implementacion de este Libro
Guia para el Curso de Analisis Estructural ayudara en forma directa a que los estudiantes cu-
bran mas contenido y al mismo tiempo adquieran satisfactoriamente el conacimiento.

Este trabajo representa una propuesta de investigacién para el futuro. Su marco practico
consistird en una comparacién de resultades antes y despues de la utilizacién del Libro Guia.
Cuantitamente se podra analizar su utilidad al comparar la cantidad de temas cubiertos en el
mismo tiempo y las calificaciones de los alumnos con afos anteriores.  Cuaiitativamente se
puede determinar la aceptacion de ios alumnos y de los catedraticos a la implementacion del
Libro Guia, per medio de una encuesta.
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[. INTRODUCCION

El presente trabajo de Graduacion consiste en fa elaboracién de un Libro Guia para el curso
de Analisis Estructural en |a Universidad del Valle de Guatemala. En él se busca presentar todo
el contenido del curso de una manera mas dinamica y directa, lo que ayudaré a que el estudiante
asimile con mas facilidad los conocimientos. Los temas son abordados de una manera sencilla,
sin dejar de ser completa. Presenta, también, diversos ejemplos y problemas propuestos para el
estudiante. El estudiante encontrard comentarios y discusiones para el mejor entendimiento de

ios temas y sus aplicaciones.

Los objetivos del trabajo son facilitar la ensefianza del Analisis Estructural y al mismo tiempo
motivar al estudiante al utilizar un libro de texto elaborado especialmente para la Universidad del
Valle. Especificamente se buscé cubrir el contenido actual del Curso de Andlisis Estructural en
el Libro Guia, y ademas incluir en él temas que aun no se cubren en el curso, pero que podrian

ser utiles para el estudiante.

La metodologia consistio en un trabajo de investigacion de los temas en libros de texto, con
ingenieros guatemaltecos experimentados en el tema y con catedraticos de Andlisis Estructural.

La informacion recolectada fue analizada y sintetizada para poder crear ei Libro Guia del Curso.

La hipdtesis planteada es que la implementacion de un Libro Guia para el Curso de Andlisis
Estructural, eflaborado por un exestudiante de ia misma Universidad, beneficiara en forma directa
para que los estudiantes cubran mas contenido y al mismo tiempo asimilen satisfactoriamente el
conccimiento.” Si los Catedraticos del Curso de Analisis Estructural deciden utilizar el Libro Guia,
se podra observar si esta hipdtesis se cumple por medio de la obtencidon de resultados

cuantitativos y cualitativos.

Se recomienda que los Catedraticos estudien esta propuesta y si es aceptada evaluar los re-
sultados de su implementacion para poder poner a prueba Ia hipotesis planteada. Este Libro
Guia esta disefiado para utilizarse en los dos cursos de Anélisis de Estructuras en la Universidad
del Valle y no se recomienda cubrir todo su contenido en un scio curso.




UBICACION DEL ANALISIS ESTRUCTURAL DENTRO
DEL PROCESO GENERAL DEL DISENO
ESTRUCTURAL

A. Proceso general de un disefio estructural

El ingeniero civil a lo largo del ejercicic de su carrera profesional debera involucrarse en el

diseno estructural de un proyecto. El proceso general de un diseno estructural comprende varias

etapas. Estas etapas consisten en;

1.

Definicion de las necesidades, condiciones y especificacion de los

objetivos del proyecto. Aqui se contestan las interrogantes de por qué se necesita el
proyecto, queé condiciones debe reunir y que se lograra con su realizacion. Por ejemplo
las necesidades pueden ser cubrir la demanda de vivienda, espacios comerciales, de
oficinas o de almacenamiento 0 bodegas, vias de acceso a determinadas regiones, etc.
Las condiciones pueden ser que una vivienda tenga un costo popular, que un estadio
pueda albergar 50 mil personas, que una carretera resista el paso continug de camiones
pesados. Ejemplos de objetivos son la construccién exitosa de un complejo habitacional,

un centro comercial, un edificio, una carretera, un puente etc.

Planteamiento preliminar de varias alternativas de solucion. En esta etapa se
proponen varias soluciones para alcanzar los objetivos del proyecte.  Por gjemplo, para
el caso de vivienda unifamiliar, considerar las alternativas de materiales a usar, como
block, fadrilio, madera, para muros, esiructura metélica o losas de concreto prefa-
bricadas ¢ fundidas in situ para el techo. Si se piensa en un edificio multifamiliar, se
podrian considerar alternativas de estructura metaiica, de concreto prefabricado o
elementos fundidos in situ, En el caso de un puente podriamos plantear las opciones de

construirlo en madera, acero, o concreto.

3. Andlisis, disefio y evaluacion preliminar de las alternativas de solucion.

Esto se debe realizar con cada alternativa para poder luego conocer la mas adecuada.

L a seleccion de la alternativa mas adecuada. Tras el analisis, disefio y evalua-

cion de las diferentes altemnativas, se elige la que represente ias mayores ventajas en




cuanto a costo, tiempo, ubicacion, clima, factibilidad técnica de construccion, seguridad
etc.

5. El analisis y diseno final del proyecto. Una vez seleccionada la alternativa mas
conveniente, se procede a efectuar el andlisis estructural por medio de métados exactos

]
y pasteriormente también el disefa estructural definitivo de |a alternativa seleccionada.

6. Elaboracion de documentos de construccion. Ya con el analisis y disefio final se
procede a elaborar los documentos de censtruccidn, 1os cuales no consisten unicamente
en los plancs y detalies, sino también, en las especificaciones técnicas, donde se amplia
la informacién sobre los materiales que se utilizaran y las bases generales en las que se
describen aspectos legales, forma de pago, requisitos de fa constructora que ejecutara el

proyecto, flanzas requeridas, etc.

7. La realizacion del proyecto. Es la etapa mas visible del proyecto, consiste en hacer
reatidad fo disefiado al hacer uso de los documentos de construccion vy bajo una super-
vision profesional. En esta etapa, muchas veces se hace necesaria la aplicacion del
analisis estructural para las obras complementarias que no vienen especificados en los

documentos, como formaletas, puentes gria, etc.

B. Ejemplo: La construccion del puente “Del Incienso”

En los afios setenta se realizo en Guatemala una obra de gran magnitud aun para los
estandares actuales. Esta obra fue la construccién del Puente Martin Prado Vélez, mejor
congcido como puente del Incienso, que sirvid como compiemento del Aniilo Periférico para unir
tas zonas 1, 2y 3 con las zonas 7, 11 y 19 de la Ciudad Capital. El puente tiene una altura de
aproximadamente 300 metros en su parte mas alta, salva una luz de 400 metros y posee seis
carriles por donde circulan mies de vehiculos, de todo tipo, al dia. A continuacion estudiaremos

la evolucion de esta estructura.
1. Necesidades, condiciones y objetivos

El proyecto comenzd cuando se identificaron las necesidades, se estudiaron las condiciones y
se determinaron los objetivos. Se-establecid |a finalidad de la estructura y se justificd su reali-

zacion. Finalmente se buscd el financiamiento.




Se necesitaba de una forma de conectar dos grandes sectores de la ciudad que estaban
separados por un gran barrance. La zonas 7, 11 y 19 estaban creciendo rapidamente y el flujo
vehicular proveniente de ellas aumentaba considerablemente. Proveer de una via de comu-
nicacion mas corta entre los sectores representaria un ahorro de tiempo y combustibie consi-
derable. Ademas, con el tiempo fas calles de la ciudad que absorbian ese trafico ya no se darian
abasto.

Una de las condiciones que debia reunir el proyecto era soportar holgadamente el paso
continuo de una gran cantidad de todo tipo de vehiculos, por o cual debia tener cariles
suficientes y poder resistir fuertes cargas vivas. Debia ser duradero y de mantenimiento
relativamente barato. Y, otra condicién muy importante era la capacidad de soportar un posible

terremoto, lo cual logré en 1976,

Aunque el costo era elevado, el proyecto se justificaba con los beneficios econémicos que
representaba esta nueva via y que ademas las calles reguiares de g ciudad eventuaimente no
se darian abasto.

2. Planteamiento preliminar de las alternativas de solucion

Esta es quiza la parte mas importante en un disefio, ya que el éxito de la estructura depende
de las decisiones tomadas en esta etapa. Al plantear las primeras alternativas, viene la etapa de
determinacion aproximada de las fuerzas en cada elemento de ia estructura, para establecer los
parametros de disefio como peraltes de vigas, seccion de columnas y areas de cimientos. De la
creatividad, imaginacion y conocimiento de procedimientos de construccidén del ingeniero

dependen la realizacién satisfactoria y econémica del proyecto.

Para nuestro ejempio, se debia salvar el gran claro sobre un profundo barranco y soportar el
peso de un trafico pesado, su peso, el viento, un terremoto, la fuerza del frenado de los vehiculos
y los cambios por temperatura. También era necesario considerar el material para su

construccion pues si se pensaba en un puente colgante habria que importar ei acero.




Esquema del Puente “El Incienso”
Fig. 2.1

2.1 Posibles sistemas del proyecto

* Un solo claro: la luz seria demasiado grande fo que implica un alto costo y una gran
dificultad técnica.

* Un apoyo vertical central con una pileta: [a luz seguiria siendo demasiado grande vy la
pileta debia ser muy aita y obstaculizaria el cauce de ia escorrentia pluvial.

+ Dos pilas verticales principales (3 claros), la luz seria mas corta, aungue las piletas

seguirian siendo bastante altas. Esta fue la opcion escogida.

2.2 Posibles materiales a utitizar

*  Acero

e (Concreto

El acero era demasiado caro, mientras que el concreto era relativamente econémico, pues

en Guatemaia se tiene una gran industria del cemento.

3. Analisis, disefio y evaluacion preliminar de las alternativas

Se hicieron varios tipos de analisis y es aqui donde son de mucha utilidad los métodos
aproximados que veremos mas adelante, para predimensionar y presupuestar las posibles
altemativas de solucion. Algunas se van desechando autométicamente ya que se ven muy
desfavorables a simple vista. (Aunque no siempre sucede asi)




4. Seleccion de alternativa mas adecuada

Después de las evaluaciones correspondientes, se opté por construir un puente de concreto,
con dos pilas principales, varias pilas secundarias, y vigas tipo cajon construidas con el sistema
de dobie voladizo para los tramos centrales. Ademas se evaluaron varios factores como el

economico, tiempo, durabilidad, mantenimiento, etc.

5. Andlisis y disefio final

Después de seleccionado el sistema se determinaren las propiedades finales de las uniocnes y
de cada uno de los miembros. Se hizo el analisis formal y definitivo. Si los cambios de ios
pardmetros no eran significativos, se podian quedar asi, de lo contrario hubiera sido necesario

hacer un nuevo andlisis con las nuevas dimensiones para los miembros.

6. Elaboraciton de papeleria de construccion

Se elaboraron los planos con sus detalies y se compiementaron con la elaboracién de
especificaciones escritas en las cuales se describieron los materiales a usarse y os
requerimientos que debian flenar, la calidad de la mano de aobra y los reglamentos y codigos a
los que habfa que apegarse, asi como también ios aspecios legales y requerimientos de

contratacidn.

7. Realizacion del proyecto

La fase mas visible de la ingenieria es la construccion del proyecto. Para la construccion del
puente, se debia especificar la secuencia de las operaciones. El grado de supervision varia de
una cbra a ofra y de |a etapa del proyecto. Generalmente hay necesidad de realizar céiculos en
el transcurso de la obra, como formaletas tradicionales, formaletas en voladizo, formaletas

deslizables y estructuras auxiliares de complemento.

Las pilas principales del “Incienso” fueron construidas con formaleta deslizable en forma
continua, con trabajo de 24 horas diarias, desde el inicio en la base, hasta llegar a su altura
total.




Las vigas fueron de tipo c¢ajén, por el sistema de doble voladizo. Debi6 utilizarse también una
formaleta desiizable y se fundié un tramo con acelerantes de fraguado, y luego de obtener la

resistencia necesaria se despiazaba la formaleta en voladizo para fundir el siguiente tramo.

C. El campo de la ingenieria estructural

Como se ha vislo, el ingeniero estructural no es solamente la perscna que calcula, sino que
desarrolla una serie de procesos intimamente relacionados entre si a lo largo de la ejecucion de

un proyecto.

El ingenierc como disefiador debe pensar en todo lo planeado anteriormente, en los
requerimientos de los clientes, {a factibilidad del proyecto, el factor econdmico, y sobre todo su

seguridad. Por tal motivo, el ingeniero estructural debe trabajar con mucha exactitud.

Los ingenieros estructurales intervienen en un sin fin de tipos de construcciones. Por
ejemplo, puentes, edificios, presas, aviones, naves espaciales, plantas industriales, plantas

generadoras de energia eléctnca, antenas, torres, tlneles, trenes subterraneos, barcos etc.

Asi también hay ingenieros estructurales dedicados =a la investigacion, al perfeccionamiento
y desarrollo de nuevas tecnologias. E! trabajo de ellos constituye un aspecto vital para el

mejoramiento de las estructuras en el futura,

De acuerdo a la magnitud del proyecto, pueden intervenir ademas varios tipos de profesiona-
les, como mercaddloges, abogados, administradores de empresas, arquitectos, e ingenieros de
diversas ramas como estructurales, sanitaristas, electricistas, mecanicos, etc. Con todos ellos el
ingeniero puede relacionarse en un momento dado.

La relacién del ingeniero estructural con el de carreteras, de recursos hidraulicos,
aeronautico, stc. no es sencilla, ya que sus respectivos disefios deben estar interrelacionados
para que no solamente no interfieran entre si (por ejemplo las instalaciones del ingeniero hidrau-
lico con las del ingeniero electricista), sino que frabajen correctamente en una forma conjunta y

se beneficien unos y otros.




E! ingeniero estructural debe trabajar en combinacién con arquitectos y otros ingenieros.
Debe crear una estruciura adecuada y conveniente para cada proyecto y que se ajuste a las
alternativas arquitectonicas. A la vez, el ingeniero estructural debe ser realista y practico. El

ingeniero estructural debe optimizar ta relacion entre la economia y la seguridad de la estructura.




. INTRODUCCION AL ANALISIS ESTRUCTURAL

Definicion:
Se le llama analisis estructural a la determinacion de fuerzas y desplazamientos, tanto en el

disefio preliminar como en el final.

A. Componentes estructurales, apoyos y conexiones
1. Componentes estructurales

Las estrucluras estan formadas por la union de varios tipos de miembros, y pueden variar en
la forma en que estan apoyados y conectados.

La estructura basica, en el caso de un marco rigido, estd compuesta de |a siguiente forma:

Fig. 3.1

Zapatas

Sus componentes estructuraies son las vigas, las columnas y los cimientos (zapatas) y su

modelo matematico s &l siguiente;

Fig, 3.2




2. Apoyos

Existen diferentes tipos de apoyos y conexiones en las estructuras. A continuacion se
muestran los mas importantes.

Empotramiento:

Este tipo de apoyo restringe el giro y el desplazamiento en cualquier sentido.

Modelo matematico:
Fig. 3.4

Reacciones gue genera:
Fig. 3.5

10
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Apoyo articulado:

El apoyo articulado restringe el desplazamiento horizontal y vertical, y permite ei giro.

Fig. 3.6
Modeio matematico: ' Fig. 3.7
Reacciones que genera y giro que permite: .

Fig. 3.8

Apoyo simple

Este tipo de apoyo permite el giro y ademas el desplazamiento en un sentido.

Fig. 3.9
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Modeto matematico:

Fig. 3.10
Reacciones que genera, giro y desplazamiento que permite:
Fig. 3.11
o
3. Conexiones
Conexidn Rigida
Fig 312

La conexidn rigida es una union de miembros gue permite la transmision de fuerzas de corte,
fuerzas axiaies y momento
Fig. 3.13

Modelo matemético: rv__ir.—.____
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Conexion Articulada Fig. 3.14

Una conexion articulada es una unidén de miembros que permite ia transmision de fuerzas de

corte, fuerzas axiales pero no momento.

Modelo matematico: Fig. 3.15

- 1o




B. Tipos de Cargas

14

Todas las estructuras estan sujetas a la aplicacidn de diverso tipo de acciones, cargas o

solicitaciones. Los codigos de estructuras de diferentes paises establecen el tipo de cargas vy la

cuantia minima necesaria que debe considerarse al disefar una estructura.

A continuacidén se muestra un cuadro sindptico, con los tipos de cargas mas comunes gue

suelen presentarse en las estructuras.

Cargas

[

Verticales

Estaticas:
Horizontales

\ Oftras:

Tabta 3.1
- Peso propioc de la estfructura, tabigues
Muertas: o o
permanentes, particiones, maquinaria fija, etc.
<
] Cargas de ocupacidn, vehiculos, personas,
Vivas: -
mobiliario, etc.
\.

Viento (aunque el viento se mueve, se considera como

una presion fija).

resion de liquidos, tierra, granos, etc.

Cargas debidas a contraccion, temperatura, falta de gjuste,

etc.

k)inémicas Cargas inducidas por sismos, explosiones, etc,
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C. Comportamiento Elastico y Lineal

Al estudiar los elementos de una estructura encontramos que fas deformaciones debidas a [os
esfuerzos que actlan sobre ellas, varian los resultados. Por esta razon se debe estudiar y

comprender bien el comportamiento elastico v lineal de las estructuras.

Se sabe que un material es lineal si cumple con la Ley de Hooke, o sea que ia deformacion es
proporcional a ia carga aplicada hasta llegar al limite de proporcionalidad. La constante de
proporcionalidad o pendiente de la curva se llama Modulo de Elasticidad de Young (£).

i | | Fig. 3.16

= rango zona de endurecimiento
rango -~ plastico por deformacién
eldstico

limite de proporcionalidad

—»
Es posible decir que un material lineal es un caso especial de la condicién mas general

llamada comportamiento elastico.

Un material es elastico cuando al descargario su curva esfuerzo-deformacion sigue la curva de
fa carga. (En el caso lineal se cumple automaticamente ya que la descarga es lineal, pero

materiales como el hule no son lineales, aunque son elasticos).

Una Estructura es Lineal cuando:
¢ Los materiales de sus miembros son lineaies

¢ 1as deformaciones de los miembros cargados son pequenas.

Se dice que las deformaciones son pequefas, cuando las ecuaciones de equilibrio
planteadas en funcion de la forma geoméfrica antes de cargar la estructura dan resultados
iguales a los obtenidos con las mismas ecuaciones, planteadas en funcion de la forma final
deformada (cargada). O sea, cuando la forma geométrica inicial es “idéntica’ a la final para fines
practicos.

La habilidad para reconocer esta condicion se adquiere al hacer muchos ejempios. Mas

adelante, se vera un estudio del comportamiento inelastico y no lineal.
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Ejemplo de Comportamiento No Lineal:

Una viga columna imperfecta. Fig. 3.17

e: deformacidn unitaria e: deformacion por carga

Grafica Carga-desplazamiento a /2 de la columna:

p o+ Tig. 3.18
Pcritica

10 * P/ Peritica €s la relacién de la
carga aplicada P a la carga de
pandec de Euler para uma
columna perfecta.

codind

4

]
G
4]
.+.
o]

jary
[=}
-}

La no linealidad es funcion de la esbeltez, ya que en una columna gruesa £ no depende
mucho de P.




Ejemplo de Analisis No Lineal:

| Fig. 3.19
1
B 5
D
v
Nota: S<<L. Las deformaciones son dibujadas exageradamente.
“" i
Fig. 3.20
D
o S
G
J(@i2+ (S + D)) Fig. 3.21
N
T T _,/-’/ :
T

\/

; 5+D

]
{

ZFv=0

2Tsen(@ =P

2T |__{S+D) = P
[4( +(S+ D)z)]

17




T = P V(7 + (S + D)) ~ PL
2(S+D) 2(S+D)
e = g - e = T
E AE
£ = PI
2AE(S + D)
(1+Cy)*= §'+F
F+2/Ci+C* = S+ F

C;* es muy pequefio — se deprecia

21C, = §?
Ci = _S_z
21

De iguai forma,

Cz = ﬂS + D!z
2!
A = C,—C: = (S +DP-§ = $2+28D +D*—§?
2! 2f
A = 28D + D?
2/
Deformacidn unitaria
g = A = A = 28D + D?
hota 1+ C; 21 [1+ &°
2!
Despreciando g’ por ser muy pequefia:
E = 28D + D?
2
£ = £
P/ = 2sD + D?
2AE (S +D) 2
P = AE (S + D) (Igso +D?)

P = AE (D + 38?32 + 258°D)




Por lo tanto, P no es una funcion lineal de D. Y al considerar:

|
f Fig. 3.22
s
D
Fig. 3.23
,_i_ ,
s
R D
N
Fig. 3.24
N2+ (S + D)
T N —
T A -
'\/
i
!
P
TFRv=(;
T = P V(R +(S + D)) = Py(F + 89
2(8+D) 28
£ = PY(F + 8%
2AES

A = s entonces, A = SD

D WP+ 8Y Vi + 8%

16




20

2 = A = 8D
Nl Pus?
€ = g
P¥(F + §%) = sD
2AES P+ 82
P = 2AEDS?
(F+ 7%

en donde P es una funcion lineal de D.

Curva carga-desplazamiento

Fig. 3.25
Py A

7 —_—t — 140

6 — —_ 120

5 — —— 100

4 Caso IT — ® Pu
3 — — )

y J— —— 40

Casol
j Q— —_—
0 -
| | l
0 1.0 20 30

D

En el ejemplo anterior se tenian 2 estructuras béasicamente con {a misma forma, pero en el
andlisis de cada una de ellas se tomaban simplificaciones diferentes matematicamente hablando,
por lo cual se obtuvieron resultados diferentes en la relacion que hay entre carga y

desplazamiento.

En cierta forma todas las estructuras son ne lineales, ya que para hacer un anélisis exacto
habria que considerar el despiazamiento en las ecuaciones de equilibrio. Los miembros
sometidos a compresion son lineates de por si.
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D. El Principio de Superposicion

La principal razén de nuestro estudio sobre la suposicion del comportamiento lineal
estructural, es que nos permite usar el principioc de superposicion. Ei desplazamiento totai debido
a la accion de varias fuerzas se pueds obtener al sumar los desplazamientos ind}viduales qgue
produce cada fuerza. A la inversa, la fuerza que produce un desplazamiento total puede
obtenerse al sumar las fuerzas que producen desplazamientos parciales.

Ejemplo:
Py l
A r——
I3
2 P2 l
&0 )
z - S Fig. 3.26
o
3 b
=
S
2 >
=]
Y
5 h
B
P1+ P+ P
El esfuerzo en B sera:
g = P, +Py+Ps = P+ P>+ Py
A A A A

La suma de los esfuerzos parciales es igual al esfuerzo total.
El acortamiento fotal de la barra es:

A = (Pr+ Pot Pally + (Py + Pa)lo-h1) + Pa{ls— b))
AE AE AE




A = Phi+Pah+Pih
AE  AE  AE

Si la estructura no es lineal no se puede aplicar el principio de superposicién. {Comparar el A
para una P de valor 3 y otra de 6 para el Caso | en la grafica anterior).

E. Determinaciéon estatica

Las estructuras pueden ser estaticamente determinadas (isostaticas) o estaticamente indeter-
minadas (hiperestaticas). Pero en ambos casos deben ser estables geométricamente.

Definicion:

Estructuras estticamente determinadas son aguelias en las gque pueden determinarse ias
fuerzas internas y externas para cualquier carga, solamente con las ecuaciones del equilibrio
estatico.

Llamaremos “n” al grado de indeterminacion estéatica de una estructura. La forma de obtener

el valor de “n” se presenta mas adelante.

Ejemplos:

2R =0XF,=0IM,=0 para 2 dimensione

iF,=0iM, =0IM, =0 para 3 dimensicnes
Definicién:

Estructuras estaticamente indeterminadas son aquellas en las que para determinar las
fuerzas, ademas de usar las ecuaciones de equilibrio estatico, son necesarias otras ecuaciones

que se refieren a la compatibilidad de las deformacicnes en la estructura,

Cuando son necesarias “n” ecuaciones adicionales, se dice que estructura es estaticamente

indeterminada o hiperestatica en “n" grado.

Cuando “n" es igual a cero la estructura es estaticamente determinada, ya sea estable 0
inestable; y cuando “n” es menor que cere se tiene ia plena seguridad de gue la estructura &s

inestable, como se ampliara posteriormente.




Ejemplo:

Encontrar las reacciones para la armadura estaticamente determinada.

i 5k

AI'
y;

P " S
T a T

F, =0 -+ 15°
B,-3=0

B,=3k —

My =0, {FW +

A5 + 4(7.5) = 0

A, =2k

F, =01+
By+2-4=0

B, = 2k 1
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Eiemplo:
Calcular las reacciones.

10° 10
| 1 Fig. 3.28

| w0’ |

Exteriormente la estructura tiene 4 incognitas y es posible aplicarle 3 ecuaciones de

estatica.

Perc si separamos la estructura en la articulacién en el punto B, obtendremos 2 cuerpos
libres, a cada uno de los cuales podemos aplicaries 3 ecuaciones de estética.

Cuerpos Libres

07 107 Fig. 3.29
4 B,
| 5k
% B
v
3 B
A




ZF,=0

2k, =0

Ay+B,=5

B,=5-A, Ec.1
Ma=0
B,(30) + By{20) — 5(10)} = 0

B, = 50 — 208,
30

B,=5-2B, Ec. 2
3

107 10

‘——P¢ Wk

C,-B,=10

B, = C,- 10 Ec. 3

30

Fig. 3.30




M. =0 @

B,(20) - B4(30) + 10(10) = 0

B, = 100 + 20B,
30

B, =10 + 2B, Ec 4
3

Al igualar la Ec. 2 con ta Ec.4 se obtiene:

Ec2 =Ec4

5-2B, = 10+ 2B,
3 3

4B, =-5k

B, =-125k

Sustituyendo B, = -1.25 en Ec. 2

B = 5-2{-1.25)
3

B, =2.5k=A=Cy
Sustituyendo B, en Ec.1
A;=5-(-1.25) = 625k
Y,

C,=B,+10=875k
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Ejemplo:

Estudiar la indeterminacion estatica de la siguiente estructura.

P
Fig. 3.31

A E
A

D R—

! !

Por el tipo de apoyos se generan 4 reacciones gue en este caso serian las incognitas y
podemos aplicar 3 ecuaciones de estética: sumatoria de fuerzas horizontales igual a cero,

sumatoria de fuerzas verticales igual a cero y sumatoria de momentos igual a cero.

Si separamos la estructura en el punto C:

Fig. 3.32
Ce
Voo "
. !
CV
A E.
_.._....’ +—.—

. 1

Ahora, este sistema tiene 7 incognitas y es posible aplicar s6lo 8 ecuaciones de estatica, tres
ecuaciones a cada cuerpo libre. Por lo tante, tenemos mdas incognitas que ecuaciones aplica-

bles, por lo que es estaticamente indeterminada.
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Eiemplo:

Estudiar la indeterminacion estatica de [a siguiente estructura.
! yﬁ !

F: fuerzas desconacidas
t: partes en que se divide la estructura
n: grado de indeterrminacion estatica

Fig. 3.33

Sea:

Y si se corta {a estructura en el claro central de la viga, para no tener anillos cerrados,
tenemos:

< \J/ = : Fig. 3.34

e

0

Ahora, podemos plantear la ecuacién para determinar el grado de indeterminacién estatica:
n=F-3t

para este ejempio:

F=7, t=1

n=F-3t=7-3=4

n=4

O bien, si cortamos también en el miembro inclinade del lado izquierdo:

N

—>
<=

é_\ D ¢
? = i

< Fig. 3.35
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Al calcular, de nuevo, el grado de indeterminacion estatica:
F=10; t=2

n=F-3t=10-3(2)

n=4

Y se tienen resultados iguales, por io gue no importa en cuantas partes separemos la
estructura, siempre y cuando no se dejen anilios cerrados, el grado de indeterminacion estética

es el mismo.

Ejemplo:
Calcular el grado de indeterminacién estatica para la siguiente viga. Fig.. 3.36

Al cortar en cada articulacion:

n=F-3t=15-3(5)

n=0

Por lo tanto, es estaticamente determinada
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Ejemplo:

Para el caso de una armadura, la formufa para hallar “n” la obtenemos de ia siguiente forma.
Fig. 3.38

Sea:

m: # de miembros
j: # de nudos
r: grado de indeterminacion estatica

R . # de reacciones

Solo se tienen, en este caso, 2 ecuaciones de estatica ya que las fuerzas son concurrentes,
entonces no existers momentos. Solo podemos aplicar 2F, =0y 2F, =0

incognitas: m+R
Ecuaciones de equilibrio: 2j

entonces, para armaduras estables contenidas en un pianc

n=m+R-2
N=9+4-2(6)=13-12
n=1

NOTA: Para armaduras estables tridimensionales n=m +R - 3j
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F. Estabilidad geométrica

t
1

b
#
{ U |

Fig. 3.39

,
7
Q

’

hY
[ ]
1,0

i i e - o o

¥

N=m+R-2
N=12+3—2(8) = -1

Esta estructura es geométricamente inestable, porque puede cambiar su forma sin gque sus

miembros se esfuercen.

El proyectista debe saber evitar |a seleccion de formas estructurales que son geométricamente

inestables.

Para que la armadura sea estable, es suficiente colocar otro miembro del punto 1 al punto 3.

Por lo que hemos visto anteriormente, necesitamos un método para determinar si la estructura

es inestable:

Si el grado de indeterminacién estatica n resulta negativo, se tienen menecs incognitas que
ecuaciories, entonces la estructura debe ser inestable. Si n es no negativo, entonces la

estnuctura puede ser inestable o estable.

Si n es negativo entonces es necesario hacer un cuidadoso estudio de la estructura para des-

cubrir posibles formas inestables o criticas.
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En vigas y marcos se hace con sentido comuin, se examina la estructura para visualizar si
existen mecanismos de movimiento en toda ella o en cualquiera de sus partes, que hagan a un
miembro o a toda la estructura inestable.

Si un componente estructural se restringe de manera que solamente se permiten fuerzas
paralelas o fuerzas concurrentes, entonces ese componente es geométricamente inestable. La

razén es que no hay restriccion al giro y al desplazamiento vertical.

Ejemplo:

Determinar si la estructura es estable.

Fig. 3.40
P C
A B
I (J <+
:; e
/
P
Fig. 3.41
i O >
Va Vs

por lo tanto, es estable.




Eiemplo:
Determinar si [a estructura es estable.

Fig. 3.42
C E A
B F
Cr-t_-—\—‘:g’_?-(!
D
G
A
7777 7777
n=F-A
n=6-3
n=3,
pero si analizamos el miembro BDF,
P (no puede soportarlo)
l Fig, 3.43
4+— 5 O o —»
P P

Fuerzas concurrentes. n = -2

En elementos aislados deben aparecer cuando menos 3 reacciones, ya que se introduciran 3

ecuaciones de equilibrio.




Ejemplo:
Determinar si la estructura es estable.

\ Fig. 3.44
J‘l\
! | \\

\ Viga rigida
1 / j \X I

Existen fuerzas concurrentes, por lo tanto la estructura es inestable.

i
b
i
]
I
I
I
1
! t \)
1
{
!
]
I
]
§
|
1

Ejemplo:
Determinar si la estructura es estable,
Fig. 3.45 Fig. 3.46

— P

5 s
f

Existen fuerzas concurrentes, por lo tanto ia estructura es inestable

34
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Ejemplo:

Para el caso de una armadura, determinar si es estable.

BN

! !

Fig. 3.47

n=m+R-2

n=16+3-2(10)

n=19-20
= -1

La estructura es inestable (mecanismo de movimiento en el tramo sin diagonal).

1. La estabilidad en el caso de fas armaduras

Los triangulos son figuras estables y rigidas. Pueden disponerse para formar armaduras.

Armadura Simple

Fig. 3.48

A P

Si la armadura simple se conecta a apoyos en forma estable entonces tendremos una

estructura estable.

Si se conectan dos o mas armaduras simpies con un sistema de pasadores con fuerzas
internas no paralelas ni concurrentes y sin mecanismaos internos, se tendra una armadura
compuesta estable.




Fig. 3.49

P

La estabilidad de armaduras simples y compuestas es facil de determinar, mediante
inspeccidn de los tridngulos y los apoyos de las armaduras. No sucede asi para las armaduras
complejas. Las armaduras complejas son aqueilas que no pueden clasificarse como simples ni
como compuestas.

La existencia de formas criticas o inestables en armaduras compiejas en las que n = 0, puede
analizarse por ia Prueba de |la Carga Cero.

Prueba de la Carga Cero:
Una estructura estable, para la que n=0 debe tener un conjunto unico de fuerzas en el

miembro para cualquier condicion de carga. Si no puede hallarse una solucion Unica (ya sea que

no existan o que haya mas de una) entonces la estructura es inestable.

Ejemplo:
Fig. 3.50

Sin conexion en la
inferseccion
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m: # de miembros
R: # de reacciones

i # de nudos
N=m+R-2j=9+3-2(6)=12-12
n=0

St la carga aplicada es igual a cero,
entonces fas reacciones son igual a cero.
nN=3+9-2(6)=12-12

n=0

Imaginemos ahora una tensién de 1 k en la barra 14 {cero cargas aplicadas)

2 3
Fig. 3.51
1 ) 4
1k
6 5
s Diagrama de Cuerpo Libre en Nudo 1
Fig. 3.52 Fig. 3.53
a

Fi2 3]

6
» ik
Fis 8 a/2

cos(8) = (a/2)
a

SFy =0 t+
Fissen(8) = F(,sen(8)

Fis=Fi,
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IR =0 —+
1+ Fio008(0) + Fygc08(8)=0
Por simetria;
-1+ 2F,c08(0)=0
entonces,
Fip= 1 = 1 = 1
2¢0s(8) 2 E’:l ]
2a
Fi6=Fy2=1kip (miembro a compresién)

De igual forma obtendremos que para el equilibrio en punto 2 se requiere que Fos = 1 kip a
tension y Fx = 1 kip a compresidn. Al analizar cada nudo en el sentido de las agujas del reloj,
encontramos que todo esta en equilibrio con las barras exteriores sometidas a una compresion
de 1 kip. Y las interiores sometidas a una tensién de 1 kip y con cero cargas aplicadas. Pero
también una carga de cero en et miembro satisface et equilibrio.

Al tener que n = O se tiene mas de una solucién, entonces la armadura es inestable.

Como eliminar la inestabilidad?

Para eliminar la inestabilidad, basta con romper la simetrfa al alargar el miembro horizontal

interna y los miembros inclinados que llegan al nudo 1.

4.00 200, Fig. 3.54

4.00

Sin conexion en la
interseccion




D.C.L. Nudo 1

ZFv=01+

Fig{senB) — Fiy(senB) = 0
Fis=Fys

IFh=0 —+

1 — Fy2(cosB) — Fig(cosB) = 0

1 - 2F12(COSB) =0

F12-_- 1 = 1 = 066 = F12

2(cosB)  2(4/5.29)

D.C.L. Nudo 2
ZFv =01+
0.66(senB) — Fus(sena) = 0

Fos = 0,66 (3.46/5.29) = 0.5
(3.46/4)

IFh=0—+
0.66{cos0) + 0.5(cosa) = Fxy
Foy = 0.66(4/5.29) + 0.5(2/4)

Fzzs= 0.75 «+-

D.C.L. Nudo 3

ZFv =01+

Fss{sena) = Fag(sena)
Fas = Fag

EFh =0 —+

0.75 - 2Fy(cosa) = 0

Fu= 075 = 075
2(cosa)  2(2/4)

Fau= 0.75 = Fyq

39

Fig. 3.55
Fiz
5
1
®
8
Fis
Fig. 3.56
‘ ° ‘_Fzs =0.75
8 v a
0.66 = (.50
Fig. 3.57
0.75
a
Fx =075
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D.C.L. Nudo 4 0
IFv=01t+ .

Fas(sena) = ‘0.75(senu) Fu °
Fas=075 a

SEh= 0 s Fig=0.75

0.75(cosa) + 0.75(cosa) = F,
(0.75)(0.50) * 2 = Fa,

F4_1 =075




IV. ANALISIS DE ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE
DETERMINADAS

Como se definié anteriormente, las estructuras estaticamente determinadas son aquelias que
podemos analizar o resolver al utilizar inicamente las ecuaciones de estatica. A continuacion se

presentan algunos ejemplos.

Ejemplo:
Analizar |a siguiente estructura de puente, con articulaciones en los puntos C y D.

775" 75 775
Fig. 4.1
| | [
——
A B C D E ¥
\ 4 . 1
VAN P
G 25° - 5117
20 ¢ H
| || | | i
| 1 I |
3926° 75 75 3926

Inictalmente, pareceria que la estructura es indeterminada, pero si separamos en los puntos

de inflexion tenemos:
Analisis por Cuerpos Libres
Tramo C-D 20 55¢
I [
[ I
22k
He l Hoc
? > <
Te T
Ven . v

41

Fig. 4.2




IMc =0 ")+

VDC= 587k T
2Ry =0 T+

Vep—22+587=0

VCD =16.13 k T
Tramo A-C
0 757
| ]
Vep=1613k
A B
<
C Hca
T
250
Vac

Mg =0 + a)

Vac(70) - 1613(7.5) = 0

Vac =-1.73 k|
2Fy=0: 1+

-1.73 + Fpg(sen 52.5) - 16.13 =0

Feg = 22.51 K /

PFy =0 —+

22.51 (cos 52.5) = Hea
Hea = -13.70

Hea = 13.70 k «—
entonces,

Hoc= 13.70 K «

HCD =13.70k —

Fig. 4.3
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Tramo G-B Fig. 4.4

/ Fos=2251k

13.70k

o

Feg=2251k
Frax = 22.51 (cos 52.5) = 13.70

Feay = 22.51 (sen 525) =7.86

Tramo D-F 20 .
| I [
VD}: =587 K ] I
13.70 K Hmo
Fen
Vo
525~

ZMEe =0 4.) +
Vep(70) = -5.87(7.5)
VFD =063

VFD =063 Kl

IFy =0 1+
-5.87 + Fep(sen52.5) - 063 =0

Fen= 083 +587
sens2.5

FEn=819k \

Fig. 4.5
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ZFH =0 o+
13.70 - 8.19(cos52.5) - Hip = 0

HFD =871k«

Fig. 4.6
8.19 k\ Fep=2251k

E

Tramo E-H

499 k
F <
6.5k Fug =819k

Frex = 8.19(cos52.5) = 4.99 k

Fhey = 8.19(sen52.5) =6.50 k

Al reunir los cuerpos libres con sus respectivas fuerzas tenemos:

Fig. 4.7
6.5k Y] 5.87
! ! !
—> é‘13.7() > é—5.87'% <— <
o | (- I i |
1.73 17.86 16.13 5.87 6.5 0.63

17.86 \L \L 6.5

< —>
13.70 4.99

13.70 4.99
— P

T s !

6.5

44



Chequeo:
ZPX = 0: _:f +

13.70-499-8.71=0

PRy =001+

-1.73+17.86+65-063-22=0

Mec=0: Q-) +

1.73(230) + 22(132.50) — 17.86(199.26) ~ 6.5(30.74) + 13.70(51.17) - 4.99(51.17) = 0

Ejemplo:
Analizar la siguiente estructura
Fig. 4.8
10K
, 6K
1
, [
1 B C
g
E

Va

6 6 8’

De igual forma que en el ejemplo anterior, si separamos la estructura en los puntos de

inflexion, tenemos:

45




2
Vs ¢ Hg 2 ‘#
—b ‘—
Hg
Vi
—» 2 ? <+
Ha Hy
, !
Vi
n=F-3t Va
n=9-3(3)
n=0
Fig. 4..10
Tramo B-C
10K
6K
1
1 B
+—— 44—
Hp Hc
Ve Ve

2Fa=0; -+
B-Hg—H:=0

M =0 °')+

10(8) - 6(1) - Va(12) = 0

Vg = 4.50 k1

ZFV =0 T+

Fig. 4.9

Fec

46




V8+VC:1O
VC=10—VB=10—4.5

Ve=550k 1

Miembro B-A
Fig. 4.11

4.5

Ha

4.5

TFy=0 o+

HB=HA

ZMA=O°) +

Ha(8) = 0

por lo tanto,
8-—0—-He=0

He =6 Ko

47
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Miembro C-D
Ve
c v ) —
H,
\ c Fig. 4..12
8 Is
Feg
D «— Hp 1
A
Vp
Mc =0 °')+
Hp(8) =0
HD =0
Al tomar toda la estructura:
10K Fig. 4..13
6 K
L
1 ? B C
g
E
R N — A D ES HD =Q
— %A 'O \
HA = v
Va =45k ?
l I
P T
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Si conocemos las reacciones en A, podemos hallar las otras tres por medio de las ecuaciones

de estatica aplicadas externamente a toda la estructura.

$Mp = 0 °')+

Fec(cos45)8 + 10(6) — 4.5(12) — 6(9) = 0

Fec =54+ 54 -60 =849k
8(cos45)

FECX =6.00

FECY =6.00

IFy=0;
45-10+Vp+6=0
Vp=10-6-45
Vp=-05

Vp=05ke
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A. Cables

En algunas estructuras suele aparecer la utilizacion de cabies, los cuales se usan para so-
portar cargas en ciaros grandes (puentes colgantes, cubiertas de techo, etc.). La unica fuerza
que puede existir en un cable es |a tension directa (carga axial), ya que los cables son dema-
siado flexibles para soportar momentos. La forma de un cable esta determinada Gnicamente por
las condiciones de equilibrio. Al conocerse una coordenada se puede calcuiar la flecha en cual-
guier punto.

Ejemplo:

Cailcular la tensién en cada tramo del siguiente cable cargado.

Fig. 4..14
26.57° 1g
e 1 5
[(‘u\\ 2 4 1
<4 3 — 25
H T T Hs
K S0K
Vi Vs
40K
! | | | |
| f i [ i
50 50° 50 50

M = O- °)+

-V:(200) + 30(150) + 40(100) + 50(50) = 0

V, =55k 1

ZFV:'O: T+
55-30-40-50+V5=0

Vs =65k




Tramo 1-2

] Fig. 4.15

4_
H, T
H;
e
Vi=55 2 A
I
12298
l V2
i |
50
M, = : d) +
H,(25) - 55(50) = 0
Hi =110k «
Hyy = 110K «
ZFV =0:
Vs = V1
Vo= 55k
ZFy = 0 —+ {en toda la estructura)
H5 =110 Kk —»
Evaluacion de las fuerzas internas:
Fig. 4.16
Tramo 4-5
5 110
>
- ——
T 65 ¥
His
4_ PR
T 4
Vs

M=00 )+ 50°

51




65(50) — 110(y4) = 0

Vg4 = 29.55°

SFy=0: 1+
V4_5 =-65

V4_5 =65 kl

EFHZOZ —+
Hys= 110k -

Re=127.77 4~

Tramo 3-5
5
—
3 65
Ha, l 4
~—
T 50

507

ZM3 =0 :)

65(100) — 50(50) - 110(y3) = 0
Y3 = 3636

EFV: O 1+
V34=50-865=-15

Viqa= 15k]|

' EFHZ 0 —+

Y3

52




Hiu= 110k —

R=11102k o~

Trame 1-3
110 Fig. 4..18
‘._ .
t
35 2
30 ’
v —» 110
3
Vio
| |
507

ZFH =0 -+
H3.2 =110k —
IFy=0: 1+

55-30+V3,=0
Vay=-25K

Vi = 25Kk]

Vo= 25 K]
R=11281k 4

53




En resumen: Fig. 4..19

12298
110 127.77 110

27.77
122,98 1
112.81 111.02

112.81 111.02

Ejemplo:

Hallar ias reacciones y la ecuacion de la deformacion para el siguiente cable, con una carga

distribuida w aplicada.

w (k/ pie) Fig. 4.20

7

T NN e s A A
\V\‘/ VAR TR A A A T A R TV T

Va= (W - Hadl 1 = wi—~Had = Vi Ec 1
2
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Cortando en B Fig. 4.21

w (k/ pie)

h-dy2

i 7 r

ZMB =0

wili2)* + Ha(h-ci2) — Va{li2) = 0 Ec. 2
2

Sustituyendo la Ec. 1 enla Ec. 2

wWil)* +Halh - di2) — |wi—-Had| [ =0
8 2 2 2

Halh = df2) + Had = wF — wf
2 4 8
Ha(h — di2 + dI2) = wF
8
Ha = gtr'_l‘2 = Hg (Por £Fy)

8h

55

Como se hizo para una carga cualquiera "w’, esta seria la férmula general para las horizontales

enAyB.

Al sustituir en Ec. 1

Vi = Wi~ wi'd = wi - wid
2 8hi 2 8h

Va = .Wé! [1 - 4% J Formula general para hallar la
vertical en A
ZFy=0




Ve = wl E-—Q MJ

2 4h 2
IFy=0: {En todo el cable)
wi(1-d)=wi+Vc=0
2 4h
Vo= wi-wFP+wd = wi+wd
2 8h 2 8h
ch

W fi- ﬁ,’ Formula general para hallar la
2 vertical en el punto C

Si quisiéramos ia flecha o deflexién vertical en cualquier punto del cable;

why =wx fi-d) + whxd - wé = 0
8n 2

y=wik8n 1-d ) + wPxd8h - wé8h
2w, 4h 8h I wf 2 wP

y=4hx[ 1 -d | +xd - ahd
[ 4n] ;. F

y= Ahx - xd+xd-4hC = 4hx - 4hX
/ I f F !

Formula general para ia flecha en
cualquier punto del cable, ubicado a una

b

i
’A
-

’=3

]

-

——t

distancia x.
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8. Armaduras

Trabajan también s6lo a carga axial, ya sea a tension o compresion, bajo las siguientes

suposiciones;

* Los miembros estan conectados con pasadores (o articulaciones)
» Las cargas actuan sobre [os nudos.
» Los ejes centroidales de los miembros que llegan a un nudo se intersectan en un mismo

punto.

Ejemplo:

Hallar las fuerzas internas en las barras 1 y 2 indicadas (F; y F»).

Fig. 4.22
B
1
2
20
15k 15k
5 A Cc -t
P T >
| I l | |
| | l ! I
107 10° 10 107
Fig. 4.23
B
1 2
l 3
C
15k
A _’ HC

Ve




ZFy=0: 1+

Ve =15kt (Por simetria © SMs )
Mg =0

Ho(20) + 15(20) ~ 15(10) = 0

He =-7.50k

He =75k«

Analisis por &l método de nudos.

Nude C
F Fig, 4.24
Fy \\‘_¢
e — 75
15
SFy=0: t+

15 —F> —F3(cos45) =0
F2=15-F340.71) Ec.1
TRy =0

Fa{cos45) =75

Fs: = 10.81 compresién
F>=15-10.61(0.71)

F,=7.50 Kk | compresion

Nudo en carga:

~
| N

e

15

Fig. 4..25
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R =0

-1081 +F(+15(0.71)=0

F1 =0
F, = O:
Fa=15(0.71)

Fs=10.61K tension

C. Arcos

Son estructuras para soportar fuerzas axiales, pero sélo existe compresion, bajo un
determinado tipo de carga.

Pueden ser de mamposteria, concreto o acero para resistir el pandeo y la compresion.

Trabajan en forma similar a un cable invertido, pero su forma no cambia con la carga para
evitar la flexién,

Tipos de arcos
Fig. 4.26

Estructura determinada Estructura indeterminada
a b

Estructura Indeterminada

C
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Anadlisis grafico de arcos
Se basa en 2 hechos:

1 Si solamente 3 fuerzas no paralelas actian sobre un cuerpo, éstas deben pasar por
un punto comun.

2 Si tas magnitudes de 2 fuerzas que actlan sobre un cuerpo libre son las Unicas
incognitas, sus magnitudes se determinan completando el diagrama de fuerzas.

Ejemplo:

Hallar las reacciones del siguiente arco parabolico. Fig. 4.27

4907
30

307 307

Solo actian 3 fuerzas en la estructura.

Como el miembro 1-2 tiene articulaciones en sus extremos y no esta cargado, sus fuerzas
extremas deben ser colineales. Entonces la direccion de la reaccion en 1 debe pasar por e!
nudo 2 {solo asl M, = Q).

Fig. 4.28

R, / Rs
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8 = tan™ (40/30)

R; debe pasar también por A.

Trazado a escala;

Fig. 4.29

20 a=9-0

A este método también se le conoce con el nombre de Método de las 3 Fuerzas o Lineas de
Presion. Si en el arco actuaran varias fuerzas usariamaos el principio de superposicion.

D. Estructuras a flexién (vigas y marcos)

Por lo general todas las estructuras tienen miembros sometidos a flexién. Por ejemplo, las
vigas al soportar cargas verticales de cuaiguier tipo, estan sometidas a flexion.

Fig. 4.30

> P

compresion

tension

Los esfuerzos de flexion dependen del valor del momento, &l que varia a lo largo de toda la
viga, por lo cual nos interesa conocerlo, para eso dibujamos diagramas con la variacion de éstas,

fuerzas cortantes y a vecas diagramas de fuerzas axiales.




Ejemplo:

Estos serian |os diagramas para la siguiente viga. Fig. 4.31

N XN
N

; A%
Diagrama
de corte

M
Diagrama
de
. momentos

E
Diagrama

de
\/ \/ \/ elastica
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Ejemplo:

Para los siguientes marcos sus diagramas son:

Fig. 4.32

Marco Elastica

Diagrama de cortante Diagrama de momentos

Observaciones: Para el trazo de las curvas eldsticas, se debe tomar en cuenta que en los
nudos rigidos siempre debe mantenerse el equilibrio de los momentos.

b C Fig. 4.33

correcto correcto incorrecto
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E. Fuerzas en estructuras planas y cascarones

En algunas estructuras, de acuerdo a requerimientos arquitecténicos suele aparacer &l uso de
estructuras especiales para las cubiertas, como io son las “placas” y “cascarones”.

Placas
Fig. 4.34
placa simple placas plegadas
Cascarones Fig. 4.35

cascaron simple cascaroneas multiples
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Fig, 4.36

Elemento de placa

En un elemento de cascarén o una placa con deflexion grande aparecen fuerzas de

membrana (ademas de las de flexion) « a la fuerza axjal en los miembros lineales. Los oy, < oy,

Las F, v los o, dependen de la curvatura del cascarén.

Elemento de cascardn con curvatura doble (esférico)

Fig. 4.37

Fi

En un elemento de cascardon con curvatura doble (esférico), los esfuerzos de flexion son
pequefios (se les suele llamar esfuerzos de membrana), por 1o cual tienen una gran capacidad

de carga. Tal es el caso del cascarén de un huevo.
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El Caso de un huevo

Si se aplica una presidn en el sentido longitudinal de un huevo, los esfuerzos se transmiten a
traves de la cascara del mismo, en ambos extremos, hasta liegar a quedar en equilibrio al centro,

no se generan esfuerzos de corte y de flexion y por lo tanto tienen una gran capacidad de
resistencia.

Fig. 4.38

Por el contrario, si la presidn se aplica en el sentido transversal del huevo, se generan
inmediatamente esfuerzos de corte y flexién, y dado que tiene un espesor de pared muy
delgado, su capacidad de resistencia es casi nula.

Fig. 4.39




V. ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS:
SU USO Y EJEMPLOS

¢Por que usar estructuras estaticamente indeterminadas en lugar de estructuras

estaticamente determinadas si su analisis s mucho mds complejo?

Las estructuras de concreto reforzado, como los marcos de edificios de varios pisos se

construyen como estructuras indeterminadas continuas.

La razén es que en una estructura estaticamente indeterminada las fuerzas son menores que
en la correspondiente estructura estaticamente determinada.

Fig. 5.1

Esfuerzos y desplazamientos mucho menores

e N
el N

Mmax

Mmax""W_’z
8

Con frecuencia la redundancia significa seguridad adicional. Las redundantes redistribuyen

las fuerzas aplicadas.
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Por ejemplo, supongamos;
Fig. 5.2

A B C

A B

Si sobrecargamos la viga aparecera una cedencia en el apoyo central (articulacion piastica)
con momento constante. El momento ya no puede aumentar después de que se ha presentado
la cedencia total de 1a seccion.

Fig. 5.3
Cedencia o

yﬁculacién
/ ™~ plastica

La carga adicional se soporta cuando se aumenta el momento positivo en.cada claro. {La

estructura debe tener suficiente ductibilidad)

En cambio en una viga estaticamente determinada, la aparicion de una articutacion plastica

significa el colapso de la viga.

Diagrama de

v momentos

| Articulacién |
Plastica

En resumen Ias ventajas de las estructuras estéticamente indeterminadas sobre las

Fig. 54

estructuras estaticamente determinadas son:

e Las fuerzas que se producen son menores.
» Las deflexiones son menores.

e Hay una capacidad adicional de carga.
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Ejemplo:
Ej caso de un puente construido con elementos prefabricados que posee articulaciones. (El
Puente sobre el Rio Solleks en Washington)

Forma temporal con articulaciones Fig. 5.5
C D
/ | | \ 4
Forma final
A / \ ]

Los miembros fueron colados en una fabrica de estructuras prefabricadas.

9

inicialmente el trabe central se coloco sobre los voladizos de los trabes extremos, por (o tanto,
durante la construccidn existian conexiones articuladas y el puente estaba estaticamente
determinado.

Después, al terminarlo se le dio continuidad a los trabes reforzando y fundiendo estas

conexiones y por o tanto se e dio resistencia a la flexion en los puntos C y D.

Finalmente, la estructura se convierte en estaticamente indeterminada y estructuraimente mas
eficiente.

Marcos Rigidos

El uso de marcos para soportar trechos es muy comun. Los marcos estan formados por vigas
y columnas. Si |as vigas estan solamente apoyadas en las columnas, entonces, éstas trabajan
como vigas simples.

w__ Flg. 5.6
e M
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En este caso, se dan momentos y deflexiones muy grandes

Ademas, el marco tiene muy poca resistencia a las fuerzas horizontales (por ejfemplo un sismo)

Si las vigas y las columnas estan unidas rigidamente

Fig. 5.7

la flexidon en la viga se reduce y el marco adquiere resistencia lateral. Este tipo de marcos es el

mas utilizado para la construccion de edificios.

A. Enfoques basicos del andlisis indeterminado

1. Compatibilidad y equilibrio

Examinaremos los conceptos basicos de los 2 métodos fundamentales para el andlisis de

estructuras lineales, elasticas y estaticamente indeterminadas.

» El Método de las Fuerzas, o de las flexibilidades
¢ El Método de los Desplazamientos (giros y deflexiones), o de las rigideces




Tomemos la siguiente viga:

a)

3

Fig. 5.9
/2 1/2
l l P P l ’
P
L ~ 1
A

I

£
]

A

MM

<)

B

I

D — Do = O {Ecuacién de compatibilidad)

Por el método de area de momentos

4% )
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Existen 3 reacciones verticales y solo 2
ecuaciones de estatica para este sistema de
fuerzas paraleias.

¢ Como hallar R (redundante} ?
Sabemos que la deflexién en 1, 2y 3 es igual a

cero.

Esta es |a elastica al quitar R.

Ahora, se debe hallar el valor de la fuerza que

evite la deflexion en punto considerado.

Esta es |a elastica producida por R.

Fig. 5.8

Aplicacion del Teorema de Superposicion
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Y
Dog =[R_’a J
6El

Sustituyendo y despejando
R=11P
8

En una estructura con “n" redundantes, se deben calcular los desplazamientos para n + 1
sistemas de carga. 1 analisis para la carga real y n andlisis para los efectos de cada
redundante.

Se planteardn entonces sistemas de n ecuaciones simulidneas, en donde cada ecuacién

expresa una condicidn conocida de los desplazamientos finales.

2. Método de los desplazamientos (lineales y angulares)

Fig. 5.10

1
O T S T
Los desplazamientos desconocidos que
l 1

| tomaremos seran ios girosen 1, 2y 3.

b)

z z !
Por simetria sabemos que 8, = 8, y que
P p 8, = 0 es equivalente a un empotramiento,
M 7 entonces es posible simplificar la estructura
G- asi. El problema ahora es hallar 81.
<)
Para hallar R (redundante) se hace tempo-
My =PI/8 P
C S P D ralmente 8; = 0
N e — - 4 M, = P/

! R ;

En la estructura real ei My = 0, entonces sl

My ) M, debe estar equilibrado por un momento
9 p igual y opuesto el cual producira un giro 81
A — — E 4) (ya que no existen ofras fuerzas externas
i T aplicadas).
6EI6




yM”= [@ Jeg
!

Planteamiento de |a ecuacién de equilibrio My’ — M;"=

Sustitucion los valores

P/-4E18, =0 entonces, 8= Ph
8 / 32E|
R,=2 P+BEIQ|=2 |P+6EIPF|=2 |P+3P
2 P 2 F32E 2 16
Rz = 11F
8
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Una estructura con n desplazamientos desconocidos (grados de libertad) tendré n ecuacionss

de equilibrio que son funcion de los n desplazamientos desconocidos.

En el ejemplo considerado habia una sola incdgnita en los 2 métodos.
desplazamientos produce mas incognitas que el de las fuerzas.

El método de las

FPor ejemplo, si la estructura no hubiera sido simétrica, entonces 8, # 84. Entonces existen 3

incdgnitas.

Lo visto anteriormente implico que la determinacion de los desplazamientos es una parte

integral del analisis indeterminado, por lo cual nos dedicaremos a estudiar métedos para hallar

los desplazamientos.
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3. Calculo de desplazamientos por el método de area momento

Repaso del Método (ya estudiado en Resistercia de Materiales) y aplicacion en vigas

A B Fig. 5.1
_ Elastica
to | A8 C 8o = /x° Mo = B, — B = (A6)as
tsa El
- o -~ N ta = .‘AB M x dx
Ef
tpa = .‘AB M x, dx
Ei
N
RN
X, X,
I
Ejemplo:
Hallar 84, 8¢, Dg y Dyay Valores de E e | constantes
P .
A l C Fig. 5.12
I

) S—
Ik
I
[

w g

1 24




9a
nd
A Ds Oc
\\'\ —  tza
tea
b) 1
4 8 16
N
8p
® El [ J
Bca =8a-6¢
Bc=04—0ca= BOP-! 48P + 96P
El El El
%= 8P -
El
entonces,
Do=A -igs

A=8,12)=80P{12) =960 P
Ei El

tea=(8P)(12)(4)
El 2

Fig. 5.13

Ba = lca
36

tca = 16 (BP)(24) + 28(8P)()
Et 2 El 2

tca = 2.880P E en kips/pie®
El

Ba = 2,880P = BOP +(°
36E1  E

75




tga = 192P
El

D, = 960P — 192P = 768P
El El El

Dmax cuando ia pendiente = 0

a)

Xm

Bt

b)

DX

9

_El

ty = 0.0833 PL> - 0.0113 PL®
El El

ty = 0.072 PL°
El

8;=PL®-0.01 PL? + PL?
4E| El El

8:=124PL° + (0
El

gy = [FI;L L J 2L = 0333PL°
3

i 2 El

- r

ta1 PLL1{]|L {-]02PLO.2
2El 2113 2E}
M

Fig. 5.14

Bc = By —Bea = Begr
+84P = + Px;,*
Ei
Xm = 19.8 pies
Dxm =7 - tB'C

r=19.6 8¢

DX, = (19.6)(64P) ~ ﬁg.spJ {19.6] (19.6]
El - { 3El 2 3

)i

s s
fo = PL3} - 0.01PL2} (1.133L)




D4 =0333PL° + 1.24 PP~ 072 PL®
El El El

Da, = 1.501 PL?
El

Ejemplo:

Calcular ef desplazamiento horizontal en el punto 4.

mE ‘l_ E e I constantes
Fig. 5.15
l 10
2 3
15
1 4
S
; ts
12
Cuerpos Libres 2) Fig. 5.16
5 5
10
Mz=10 T « M;=0
R/ 'y,
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b) PL =30

B1 = L4

'ftotal

t4y =180(6 + 15) = 3,780
El El

8y = = 3,780 = 90

L4
(15+12+15) 42E1 El

Dy = Dzn = 8, (15) = 90 (15) = 1,350 = Day —

El El

A831 = 81 —-93:
8: = 8, — AB3,
8; =80 -(30){12) =90 -180=-80

Ei 2El El El
D4y = 1,350 + 90(15) = 1,350 + 1,350

El El El

Dy =2700 —

El

o

D 8315

Dyn = D3y + 156,

78
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Ejempio:

Estructura con articulaciones.
i= 164,000 pulg*

E = 3,400 k/pulg?

775" 75" 77.5°
| I I I
| w = 1k/pie I

1 2 3 : 4 5 6
oo ? A
7 25° 51.17¢
8
| P ! t i [
39.26° 75 757 39.26°
by 1 Z@\ |
\.l/ 703 \_/
2 W
61 ¥ 757
39.26°
Diagrama de Momentos en k-pie
tz2 3.7 4 5
P ’ 6
Q1 2 e~ ;
X i
5 — D~ Ds Dy V Fig. 5.17

5%




Dg=D3+1t3g
0Dg=T39-D3

D3 =r—t3s= 7.5 62 + t3_2

82 =ty

70
to = 2(458)(30.5) * 5(30.5) + 2(458)(30.5)| 3(30.5)+30.8 - (309)d 3(9)+61

El 3 8 El 3 8 El 3| 4
t1-2 = 505,268
El

entonces,
6, = 505268 = 7,218 = 0, “')
tao = EOQ.TSJ [3(7.5)] = 4345

\ 3EI 4 El

asi,

D;= -7.5| 7218 | + 4345 = -49.790
El El El

tzo= 5wl = 5(1k/pie)(75pies)’ = 411,987 k-pies®
348 EI 384 E| El

Y

Do = -49.790 + 411,987 = (362,197 k-pies’) (1.728 pulg’/1pie’)
El El 3,400 k/pulg®) (164,000 pulg’)

(

Dy = 1.12 pulgadas




VI. ANALISIS APROXIMADO DE ESTRUCTURAS
ESTATICAMENTE INDETERMINADAS

En este capitulo se inicia el estudio de estructuras estaticamente indeterminadas con ios
métodos aproximados. Estudiaremos el método de trazo de la curva elastica y la ubicacion de
los puntos de inflexion para estructuras con cargas verticales, y los métodos dei portal vy del vo-
{adizo para cargas horizontales.

Los métodas aproximados son de gran utilidad para el ingeniero estructural, ya que pueden

utilizarse para predimensionar las estructuras.

A. Método del trazo de la curva elastica y ubicacion de los puntos de
inflexién
Principio de equilibrio
Todas las estructuras estables estan en equilibrio bajo las cargas que se le apliquen. La

mayor parte de las estructuras alcanzan un estado de compatibilidad de deformacién, mientras

sus miembros estén dentro del rango eldstico (la estructura deformada permanece unida).
Vigas

» En una estructura deformada, siempre habré cuando menos los suficientes puntos de

inflexion para reducir la estructura a una esfructura determinada.

Casos tipicos

A continuacion se presenta la ubicacion de los puntos de inflexién para algunos casos tipicos de

vigas.
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Viga doblemente empotrada con carga distribuida:

Fig. 6.1

Viga empeotrada en un extremo v articulada en el otro, con carga distribuida:

!
, l Fig. 6.2
| |
gv VR ¥ \L Wy ‘i/"\'wi"f yr
0.251
P.L
Viga doblemente empotrada, con carga puntual al centro:
Fig. 6.3

[ 2 I 1/2

LLLLS ]
.‘.____

TN

Eldstca

0.251 0.251
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Viga empotrada en un extremao y articulada en el otro, con carga puntual al centro:

A

P

l

TN

0.271

\_/"7

Elastica

Fig. 6.4

Obseérvese que al eliminar el empotramiento def lado derecho, ambos puntos de inflexién

se moveran a ia derecha, en la direccién donde se redujo la rigidez del apoyo.

Vigas sin carga

Viga sin carga, con momentos con sentidos opuestos en ios extremos:

M

G

/’\

-\

/_\

Tiene cero puntos de inflexion

D

Fig. 6.5
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Viga sin carga. con momentos de iqual sentido en los extremos:

w G Y

P.L

Esta viga tiene un punto de inflexion.

De lo anterior podemos concluir gue en un claro sin carga no puede existir mas de un punto de

inflexion.
Vigas o miembros con varias cargas

P, P

/L LA

W o-)

Si en un claro actuan varias cargas en la misma direccidon, pueden presentarse hasta 2

puntos de inflexién en el clarc. A continuacion, se presentan algunos ejemplos.




Fig. 6.8

Ejemplo 1:
Analizar |a siguiente viga continua
A B C w D
/é? ! 05‘7 I /;é) ! /757
Dibujo de |a elastica estimada y exagerada.
Fig. 6.9

0.11 0.15!

\
PI1
. . PlL2
Tramo punto de inflexibn 2- D
w Fig. 6.10
0.85w! {.85wl
2 2

Momaxcuandox =05/

M = 0.425w/X — wx°
2

M = 0.425w/(0.5/) - 0.125wF
M=0.213wF - 0.125wF

M = 0.0875wf

Tramo Punto de Inflexién 1 — Punto de Inflexion 2

Fig. 6.11
PL1 c Y pi2
Vria Re 0.425:00
|

09! 0151
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Mc = -(0.425w/) (0.150) ~ w(0.150)°

Mc = 0.075 wf ?

IMp 1 =0

Rc(0.94) — (0.425wl)(1.050) — Mp_z._@ﬁ = 0

Re = 0.4575wF
0.9/

Re = 051w/

ZFy=0

Vpi1+ 0.51w/ — 0.15w/ — 0.425w/ = 0
Ve, 1= -0.065w/f

Vs = 0.065wW |

Mg = (0.065wi)(0.10/)

Mg = -0.0065 wF

Diagrama de momentos

Fig. 6.12
0.075wi2
0.0065wi2 0.0875wi2
Ejempio 2:
Analizar el siguiente marco.
=5T
w=ST/m Fig. 6.13
A h\lir/\‘-- Pu uI\J oy
N B
3m
C o
|
l
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Dibujo de la elastica estimada y exagerada

0.231 0.23
' | Fig, 6.14
P11 PI2

I3

Aplicacién de casos tipicos

Fig. 6.15
a) — Py
‘\' Y T 2
N 2
0.21! 0.211
b) | | I I
a) )
l l
§ v i \1/ ¥ il" ¥ v Y \‘r' ‘v i
\ A
b) 0.251
' Fig. 6.16

P.I




Cuerpos Libres

Tramo 1-2
1 w=5T/ m 2
Sm— Fig. 6.17
Vi T T
I !
I I
0.66 1
264 m
Fv=0

Vi +V,=(5)(264)=13.20
Por simetria: Vy = V, =6.60 Ton

Munax = W + {5)(2.64)° = 4.36 Ton-m

8 8
Tramo A-1
Fig. 6.18
Ma w=5T/m

2Fy=0:
V= (5)092)+6.6=112

Ma=  wh + (P} = (5)(0.92)% + (6.6)(0.92)
2 2

Ma=819T-m
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Tramo 2-B

V2=66T Fig. 6.19

l— w=5T/ m B

0.44 m

Vg = (5){0.44) + 6.6 = 8.8 Ton

Mg = (5)(0.44)° + (6.6){0.44)
2

Mg = 3.39 Ton-m

Para la columna:

89

Cuando se tiene una barra empotrada en un extremo y apoyada en el ofro, (sin carga) sin

desplazamiento y con un momento M aplicado en el extremo articulado, trasmite la mitad del mo-

mento aplicado al otro extremo. Entonces para este ejemplo:

Mc = Mg/2

Demostracion:
Fig. 6.20

o

1

L

El miembro anterior se puede representar igual a:

M,

c .

Fig. 6.21

Mz

A Ay s

1 2 1




e
—.

Aplicacion del Método del Area del Diagrama de Momento

ElAs = (MiL) (L/3) — Mol (2L/3)

Ay = ML2 - ML 2
B8EI 3E!

Sabemos que A¢=0
entonces,
0= ML? — MyL2

M, = (M,L?) (3EI)
BEl L°

M; = M,
2

Regreso al ejemplo: Fig. 6.22

Ma = Map{icadn Mg =M/2 aplicado

, Y x »

P.L

2/3 1/3

N

N

90



b) ‘(-\

Mc = My/2

Diagrama de momentos:

819 T-m

91

3.39 Ton-m
1.10 Ton-m
Fig. 6.23

NS
N

4,36 T-m

/

1.70 T-m

Siempre gue no hay ladeo o desplazamiento lateral.
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Ejemplo:

Analizar el siguiente marco rigido simetrico de 2 claros y dos niveles.

| 2m | 2m } 2m | 2m
{ l I I | Fig. 6.24
10 Ton 10 Ton
A B C
Im
5Ton/m
N Y Y YN T Y YT b
D E F
3m
G H I
Vs ivd Vrrrzd Vo rvd

Si trazamos a curva elastica estimada en una forma exagerada y sus puntos de inflexion, ésta
seria asi

Fig. 6.25

11 12




Aplicacion de fos casos tipicos

Fig. 6.26

I 1/2 i 1/2 i

I l [
N 7
{ 7

-&i- Elistica f_—\

0.25/ 0.251
P Fig. 6.27

TR

Elastica

93
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Por simetria solo analizaremos la mitad

-Separacion en los puntos de inflexion de la viga superior izquierda A-B.

1.32m 0.96 m
| i | Fig. 6.28

) A
e

Vi

0121 0.261
062!
’ { I I |
! I I o
048 m 248 m 1. m
Cuerpo Libre de a Viga A-B
Separacion en [os puntos de infiexién de la viga de entrepiso D-E.
Fig. 6.29
Vs
5Ton / m l 3Ten/ m N
7 rwvwvwvms"""’fyifl' E
V- Vs
0171 0.611 0221
! [ I !
| I [ I
0.68 m 24 m 088 m

Cuerpo libre de ia viga D-E

Por medio de las ecuaciones de estatica:

V,=3.87 Ton V. =613 Ton V;=Vg=6.10 Ton
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Podemos calcuiar también los momentos y obtenemos:

Fig. 6.30
1.86 Ton-m / 6.38 Ton-m
588 Ton-m
730 Tonr-m
5.30 Ton-m
265 Ton-n
265 Ton-m \/ \_/
3.72 Ton-m
x 1.33 Ton-m Z
7777 7777 P777
Los momentos en el nudo D se obtuvieron de la siguiente forma; Fig. 6.31
A
1.86 Ton-m
a) b)
2.63 Ton-m
0
D -
2.65 Ton-m D
265 T C 5.30 Ton-m
202 ton-m
W
265 Ton-m
G
777
1.33 Ton-m

Nétese que existe una correspondencia entre el diagrama de momentos y las eladsticas de las
estructuras. Podriamos decir que el diagrama de momento queda del lado donde se produce la
tensién en el miembro.
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B. Estructuras con marcos rectangulares y nudos rigidos bajo el
efecto de cargas horizontales

De acuerdo con sus dimensiones y geometria los marcos pueden ser clasificados como
marcos bajos y marcos altos.

Marco Bajos:

Son aguellos cuya base total es mayor que su altura total,

Marcos Altos:

Son los que tienen una altura total mayor que su base total.

1. Metodo del Portal

El metodo del portal es aplicable con mejores resultados a marcos bajos, ya que su
comportamiento esta regido principalmente por las fuerzas de corte. Consideremos el siguiente

marco ¢ panel;

Fig, 6.32
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Si frazamos su elastica, se deformaria asi:
Fig. 6.33

h/2

12 1/2

Al analizario podemos conciuir:
* Las longitudes horizontales y verticales no cambiaron, ya que las deformaciones axiales
son mucho menores que las deformaciones por flexion.
» Todos los nudos conservan sus angulos rectos iniciales.
» Los claros entre nudos no tienen carga. Entonces, no puede existir mas gue un punio de
inflexion.

¢ Por simefria el punto de inflexion esta a la mitad de cada claro.
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Separacion en los puntos de inflexion:

Fig. 6.34
F
< Hy = F/2 —
/I\ 2 v \b
<— H:=F/2 Hs=F/2 «<—
v 1
Vs Vs
1 v
—> H.-F/2 Hi=F/2 —>
He \b Vi ‘ Vi /I\ Ho
< —> He=F/2 < —
v 1
Ve Vo

¢ Por medio de la estética el valor de todas las fuerzas interiores es posible hallarlo.
» Si el comportamiento de a estructura esta dominado completamente por las fuerzas de

corte a través de fos marcos (marcos de poca altura sometidos a una fuerza lateral) su-
ponemos que cada panei tiene igual capacidad de corte.

entonces:
Virﬁen’or = 2\"'exterior

Podemos representar una estructura de vigas y columnas como la unién de varios paneles,

a) b)
Fy Fy Fig. 6.35
> Fi/4 | Fi/a Fi/4 | Fi/4
F. > < < G-
F;
A > s ] Ry Fo/4 | Fua
<G < <— <
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F=Fi+F,

Todas estas suposiciones constituyen el Método del Portal, cuyos principios o suposiciones

seran:

e Se forma un punto de inflexion al centro de cada viga.

* Se forma un punto de inflexién al centro de cada columna.

* Las columnas interiores absorben el doble de corte que las columnas exteriores.

* La sumatoria de las fuerzas de corte de todas la columnas en cada piso debe serigual al

total de la fuerzas horizontales aplicadas acumuladas hasta dicho piso.

Ejemplo:
Analizar por el Método del Portal el siguiente marco.
| Fig. 6.36
5m 5m !
2T B C
— _
3.50 m
4T
—p —_
D E F
5.00 m
G H I
77777 7777 77777 S
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Al cortar en los puntos de inflexién de las columnas, tenemos

Fig. 6.37
2T ’ B C
< < <
Vi/2 Vi Vi/2
—> —> —>
4T
——
b E F
< < <
Va/2 v, Va/2
— —> —>
G H 1

Analisis dei nivel 2:

2Fn=0:
2=V, +V; + ¥,
2 2
2 =2V,
Vi=1Ton

Andlisis del nivel 1:

2Ey = 0

24+4=V, +Vo+ VW,
2 2

6=2V2

V=3 Ton




Cuerpos libres

2T0n I_J\"i_ -
é._ 0.5

V33

/P 0.5
B

4 Ton

= 150

Vs

P

<« 150

Vs G

\\
M= 1.5(2.5)=3.75 Ton-m

—

2.50m
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Fig. 6.38
Vz Vz
3¢}
e
2
0 T
V4 4 Vs 5
1 \J/ 0.5
Ve 17 v, v, T ¢
v Tow
—— <—
E 7 F
<l 300 < 150
T 0
Ve 9 Vig 10
3.00 _,\L%Lso
Hq_ 3.00 I <— 150
ve A Vio A
g (
M=3(25)=740Ton-m M=375Ton-m

—

230m  250m 250m




Analisis por nudos
Nudo A
2Fy=0

2-050-H;=0

™M

M =0

(0.50)(1.75)(1.75) = 2.5V,

V3=0.357on

2Ey=0:

Vi=V;

Vi =0.35Ton

H, =150 Ton
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Del mismo modo se procede para ios nudos B, C, D, E y F. Por ser un elemento simétrico no

hay necesidad de resolver los nudos C y F, ya que son iguales a los primeros.

o NudoB:
H.=050Ton
Vi;=0Ton

V. =0.35 Ton

o Nudo C: (igual a nudo A)

H; =1.507Ton
V:=035Ton

V. =0.35Ton

o Nudo D:
Hs =3 Ton

Vs =1.85Ton

o NydoE:
Hy=1 Ton

Vg =0 Ton
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V;=1.85Ton
Los nudos G, H, e | ya estan resueltos al tener las fuerzas en las columnas.

Al multiplicar las fuerzas por sus brazos se obtienen ios momentos.

Fig. 6.39
0.875 0.175 1.75 3.875

0175 7% — 71/ 7
4.625 4.625
{.875 3.75 7.5
3.75

1.75 0.875

4.625
4.625

3.75 7.3 .75
7 777 777

Los resuitados son mejores para los pisos intermedios que para los inferiores y SUperiores.

Es aplicable més que todo a edificios bajos {donde Ia altura es mucho menor que ia base).

2. Método del Voladizo

1 Aunque el corte en los marcos o paredes es importante, el comportamiento de
estructuras elevadas (marcos altos) estd mas afectado por Ia flexién total que sufre, ya
que se comporta como si fuera una viga en voladizo (de alli su nombre) empotrada en el

suelo.

Fig. 6.40

h 4
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Como resultado de la flexion, las columnas funcionan como las fibras de una viga, con
tension de un lado y compresion del otro. Su intensidad depende de la distancia a que se
encuentren dei centroide del grupo de columnas.

Este método también se basa en suponer los puntos de inflexién en las vigas y las
columnas at centro, pero en lugar de distribuir las fuerzas de corte en las columnas
asume una distribucion de fuerzas axiales en las mismas.

Las suposiciones de los puntos de inflexion y de las fuerzas axiales en las cofumnas

contituyen el Método del Voladizo.

Resumen de suposiciones

Se forma un Punto de inflexion al centro de cada viga

Se forma un Punto de Inflexion al centro de cada columna

La estructura se comporta como una viga en voladizo empotrada en su base.

Las columnas funcionan como las fibras de una viga, con tensién de un lado y compre-
sion del otro. Su intensidad depende de la distancia de la columna al centroide del grupo

de columnas.
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Ejemplo:
Analizar el siguiente marco, por el Metodo del Voladizo.

Fig. 6.41
26 12 |
12k 1 2
A a B b <
C 23 24 d 251 e 10
10k 3 4
D E F
£ 20 g d 2 10
10k 5 6
G H i
17 18 19 107
10k 7 8
) K L
id 15 16 107
5k 9 10
M N N
11 12 13 107

17.33° 2677 12’




Calculo de ubicacion del centroide de columnas:
Se supone un drea =1 (ya que aun no tenemos secciones de miembros)

y = 1{0) + 1(20) + 1(32) = 52 = 17.33

3 3
Nivel 1: Fig. 6.42
12k
M
10k @
10k
10k
5k
A
Vi
Vi Via
v,
l b
17337 267 12’
v —— 1733
B Por regla de tres, obtenemos el valor de
Vi = 267 Viz
V12= 2.67 V11 = (0.154 V11
17.33

Vi3 = 14.67F = 0.846 Vi
17.33

EMc =0

12(50) + 10(40) + 10(30) + 10(20) + 5(10) = V;4(17.33) + 0.154V,,(2.67) + 0.846V,,(14.67)

V11 = 1,550
30.152

106




Vi = 51.41 klpS
V12 =-7.92 klps

Vi3 = -43.49 kips

Nivel 2:
o Fig. 6.43

12k

10k —p»

10k

10k

A
Vis
Vi Vis
| I
17.33° 267" 12

V15= 2.67 V14 = 0154 V14

17.33
V15 =0.846 V11
EMc=0;
(30.152)V,4 = 12(35) + 10(25) + 10(15) + 10(15)
V44 = 28.856 kips Vis = 4.443 kips Vis = -24.41 kips

Y asi procedemos en igual forma para cada nivel:

Vi;=16.6 kips Vig=-26 klpS Vig=-140 klpS V=77 Kips
Vo =-1.2kips Vx=-8.5kips Vn=-2.0kips Vo =-0.3 kips

Vs= -1.7 Kips

107
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Si ahora hacemos cuerpos libres en cada nudo:

Nudo A

Fig. 6.44

ZFy=0:

V; = 2kips 1
M, =0

5Hc¢ — 2(10) = 0

H23 =4 kips —
ZFu=0;

12-4=H,

Hi = B kips «

Nivel 5:

Fig. 6.45

12

Vi

V24 = 2.67\/22 = 01 54V23
17.33

V25 = (0848 V23
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IMc =0

12(5) = (17.33)Vay + 2.67(0.154\V23 + 12(0.846)V

V= 60
27.89
Vs = 2.15 kips

Vos = 0.33 kips Vs = 1.81 Kips
De la misma forma, obtenemos los demas valores.

Al muitiplicar las fuerzas cortantes por sus brazos en cada miembro obtenemos los momentos

para el ultimo nivel y en igual forma se procede para el resto del edificio.
Calculo de tos momentos en el Gltimo nivel.

Fig. 6.46
107 6’

[
!

o] "
0.

8k >

V2
—_—>
T Ho
3k
2Py =0

Vo=1.7kips1

M =10.2 kips-pie

Mg =0;
2(18) + Haxa(5) - 0.3(6) =0
H.4 = 6.04 kips

M = 30.2 kips
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Diagrama de momentos

Fig. 6.47

—
A A

A




VIl. ANALISIS EXACTO DE ESTRUCTURAS
ESTATICAMENTE INDETERMINADAS POR
METODOS ITERATIVOS

A. El método de Cross

Convencidn de signos
Fig. 7.1

e 5

1. Elfactor de transporte o de transmisién

E} factor de transporte o transmisién es el factor por el cual debe multiplicarse el momento
desarrollado en el extremo girado, siendo el otro extremo fijo o restringido, para obtener el
momento inducido en el otro extremo fijo o restringido.

Ma C 057/%\ E Q)MB Fig. 7.2

I
T

Demostracion de Mp = Ma/2
Deduccién del factor de transporte para miembros prismaticos

M Fig. 7.3

1 ™

It1




Podemos representar la viga anterior igual a:

(-o +

Ma

112

Mg

A A i

A B A

i
.

Aplicacion det Método del Area det Diagrama de Momento

Ma

Elfa = (Mal) (L/3) - MgL (2L/3)

Ap = Mal® ~ Mgl
6E} 3Ei

Sabemos que A,=0

entonces,
0 = MyL.% - ML?
Mz = (MaL?) (3ED)
T
Mg =M,
2

2. Rigidez Absoluta (K)

Fig. 7.4

La rigidez absoluta es la accidén necesaria para producir una deformacién unitaria en cualquier

clase de solicitaciones, flexion, compresion, tension, torsién, etc. que no permite trasiacién de

ninguno de los extremos,

< —»>

e=PL = 1 entonces, P = AE = F ixial
AE L

Fig. 7.5




Deduccidn de la rigidez absoluta para un miembro prismatico
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Fig. 7.7

Mg

M Fig. 7.6
C i Jw
A h B
L
Es igual a:

Ma (‘ .\
A A A
A B A

R
—

Aplicacion del método del Areadel Diagrama de Momento
Ba= [ Mal - Mgl J
El

Sabemos que My = M,

2

Ba= Mak-Mal 1

2 (22 El
Ba= Mak-Mal 1) = Mal

2 4 El 4El
entonces,
Ma = 4E184

L
Si 8 = 1 entonces, M = K {rigidez absoluta)
Y K=4El

L
M = 4E(B4 si 8 = 1 entonces, K=4El

~
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3. Momento fijo (MF)

Los momentos fijos son los necesarios en los extremos de un miembro para que fos gires en

€508 extremos sean cero.

Fig. 7.8

M C E D MF i
2

4. Factor de distribucién

El factor de distribucién es el valor por el cual debemos multiplicar el momento aplicado en un
nudo de una estructura para obtener el valor de momento gque absorbe cada uno de los

miembros que concurren a ese nudo.

Deduccién:
Calcular el momente que absorbe cada elemento.

D

Fig. 7.9

TSN

SiM = K, —~ 8=
Mi4 — 8

Regla de 3
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Bi=Mij>  Mi=Ki 8i

Kij
Mag = Kag B4
Mac = Kac 64
Map = Kap Ba
IMiy = Oa(Kag + Kag + Kap) = M
B Zki-N =M
B,= M
ZKi-f
entonces,
\
Mao = Kag M = Kag M
ZKi-f ZKi-f
Mac = Kac M =KacM Factor de Distribucién
K+ K4 Mij=Ki-M

2K
Map = Kap M = Kip M
SKij  TKif

_/

Dag + Dag + Dap =1

Ejempie:
Encontrar el momento que absorbe cada elemento
E = constante
Fig. 7.10




Céleulo de Rigidez:

K = 4E|
L
Kas = 4E{1) = E
20 5
__.(._l 2E
5
_l_l 2E
5

Rigidez Relativa:
SiKA-B = E =1
entonces,

Kag =

|I\J
M
)
N

Factores de Distribucion:

D = Kij
ZK
\
Dpg = 1 =1=1020
(1+2+2) 5
DAC = 2 = l = 040 -
(1+2+2) 5 ?
DAD = 2 = _1 = 0.40
(1+2+2) 5
Momentos My en el miembro: J
Mi = Dij M

M = PL = {(10)(10) = -100

Mas = {0.20)(-100)

Mac = {0.40)(-100)

Map = (0.40)(-100)

it

+20
+40

+40

Transmisidn de momentos:

Miji = (Factoer de Transporte) * M

Mga = (0.5)(20) =

10

suma=1

116
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Mcs = (0.5)(40) = 20

Hon

Mpa = (0.5)(40) = 20
Cuerpos Libres Fig. 7.11
D
(> 20 B
10
20
v«
o C
Yy
40
20
S
C

Diagrama de momentos: Fig.7.12
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Ejemplo:
Calcular diagrama de momentos del siguiente marco. Fig. 7.13
C rezer L
I=156
K=1 15
F
3 I=3 [=2 I=2 G
N
K=2 D K=1 A K=0
15
I=3 I1=1.5
K=2 K=1
E B
T T T
157 20° 107 ‘J'>

Rigidez:
K=4El
L

Kac = 0

Kac = 4E{1.5) = 0.40E
15

Kap = 4E{2) = 040 E
20

KAB = 45!15! = 040E
15

Kor = 4E(3) = 0BOE
15

Koe = 4E(3) = 0.80E

15




Sihacemos K=040E =1 (rigidez relativa)
entonces,

Factor de Distribucion;

Ennudo A

DAG =0
DAB = __j_ = l \
(1+1+1+0) 3

Dag= _1_ =1 -
(1+1+1+0) 3 suma =1

DAB= 1 = 1 >

(1+1+1+0) 3

7
Ennudo D
Dpa = _1 =1 )
(2+2+1) 5
Dpe = _2 =2
(2+#2+1) 5
> suma =1
Do = _2 =2
(2+2+1) 5
_

Coeficiente de fransmisién = C = 1
2
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Tabla de distribucion de momentos

Tab.
F CA
0
0
0
17
0
0
0
17
FD DF | DE | DA AD | AB | AC | AG
0 04 | 04 | 02 033 | 033} 033 | ©
0 0 0 0 0 0 0] -100
0 o f o | o 34 | 33 | 3 o
0 o | o | 7 o | o[ o
0 -7 -7 -3 0 0 0
4 o]l o | o 2 70 o
0 o ol o 066 | 066 | 066
4 7 | 7 ] 14 32.66 | 33.66] 33.66 | -100
ED BA
0 0
0 0
0 0
= 17
0 0
0 0
0 0
4 17

71
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Cuerpos Libres: Fig. 7.14
c Y
17
33,66
J
14 14 A A G
E o-) (-e C
(0 D D 3266 4) 100
1
N b A maz.se
7
17
1
R/ s
AV
Diagrama de momentos:; Fig. 7.15
7 LS
100
32.66
J ER—— 3366 33566
7 M1
4 7
AN ANy

121




122

Elastica
Fig. 7.16
C 2zer
- )
S S
D A
(] B 1)
RSN TR
Corte:
Miembro F-D Fig. 7.17
ZMe=0
4 C ¥ D“‘) ; Vpi(15) = 7 + 4
Vo =0.74 kips |
l Vi o
Vi V= 0.73 kips 1
Miembro D-A Fig.7.18
ZMp =0
D A
14 (c D32.66 14 + 32.66 = Va1 (20)
T Va1 =2.33 klpS t
V
Vor vVa Vo = 2.33 kips |
—17 20—




Miembro D-E Fig. 7.19
D
€ D — IM; =0
7 Hn
He(15) =7 + 4
157 He = 0.73 kips «—
Hp = 0.73 kips —
4 Vo2 =233 kips |
—— ‘__
< L
E
Miembro A-B
Fig. 7.20
A q 32.66
Hay ZMa=0
Hg(15)33.66 + 17
15 Ha = 3.38 kips —
HA1 = 338 kIpS —
VDZ =233 klpS l
Hy ——M™ e
17
B
Miembro A-C
Fig. 7.21
C
—+ D — IMc=0
i7 Hc
Haz(15) =17 + 33.66
15° Haz = 3.38 kips —
He = 3.38Kips
33.66 Vp2 =233 kips |
Haz

123



Miembro A-G

ol
C 2 G EFv=0

100 T Vaz =10 kips t Va2 = 10 kips ¢
o

Diagrama de corte:

Fig. 7.22

3.38

Fig. 7.23

¥ 2.33
0.73 0.73 2.33
L
073 || p 3.38
10
0734 E B 3.38

10
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Marcos con libertad de desplazamiento

Casos que se pueden presentar

Por antisimetria de cargas Antisimetria geométrica

w Fig. 7.24

rv/g"wvv'\*-— T | A.._/:...._-

/7J77 Ve Vil
a)
b) 7777
Antisimetria de rigidez Marco sin ladeo
de miembros (simetria total)
/3 1/3

o s

YTV
: %w

I
21 I P, P,
1 i
TP 7777 1/2 1/2
) P77 dy 777

Deduccion de A (desplazamiento) en funcién de momentos fijos para una viga doblemente

empotrada.

Fig. 7.25

M M
- »
l
I

|
! |




A= 1 [M,Llj—zanL?:]: ML?

El| 8 8 6El
entonces,
M=86EIA
=z
L
M A B M
C — "

Fig. 7.27
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Procedimiento generai de soiucidon de marcos con ladeo

Fig. 7.28

h

L3
Py
w
7
P, L
—
5 I
7777 P77 -
L i

1) Suponer marco sin ladeo {con las cargas)
2) Estudiar ladeo
3) Combinar1y2

1) Suposicion de un fadeo = 0 {le agregamos un tope horizontal)

Fig. 7.29

M'3

<§<

2) Estudio del ladeo {solo).
Aplicacion al marco de momentos asumidos para provocar el ladeo.

A

.l.AT

»

M”1

MHz

MI I_}

NIII3

F (fuerza que evita el ladeo)

Fig, 7.30

M F = 6ElIA (valores asumidos)
12

127
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Como los momentos de ladeo asumidos, seguramente no coincidiran con los verdaderos

momentos que producen el ladeo, T serd igual 2 un valior diferente de F.

Procedimiento (del estudio del ladeo)
a} Suponemos un ladeo A
b) Con dicho ladeo encontramos una fuerza f capaz de producir dicho iadeo.
c) Como f no es igual a F obtenemos un factor de correccion FA.
d) Todos los momentos, My", M," etc., se multiplican por dicho factor de cormreccion.

3) Combinacién de pasos 1y 2

Los momentos finales seran:
Fig. 7.31

M: = M; + (M"; * FC) Ms = M's + {(M"3 * FC)

M: =M\ + "% =M+ (M", *
=My (MY FQ) | M. = MYy + (M * FO)

Ejemplo propuesto:
Caicular el diagrama de momentos, eldstica y diagrama de corte del siguiente marco.

| g [ >
| | | Fig. 7.3
w
B 7 C
I2 =3
—» | L L=2I 16
A D
7777 Vers/d

20
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B. Método de Kani

£l método de Kani es un método exacto iterativo, similar al método de Cross, con la ventaja de
que pueden hacerse varios hiveles y considerar el ladeo o desplazamiento lateral en un solo

proceso, aunque el numero de ciclos necesarios sea mayor que en Cross.
Notacion:

Mz Momento flector en el extremo i de Ia barra i-k.

Mik: Momento de empotramiento perfecto en el extremo i producido por cargas exteriores.
Mi: Momento de sujecion.

M. Momento en extremo / debido al giro del mismo.

M. Momento en extremo i debido al giro del extremo k.

M"ik: Momento debido al desplazamiento del extremo i en barra i-k.

Mr: Momento del piso = gég,

Qr. Fuerza cortante en piso r.
hr: Altura de la columna del piso r.
k. Altura de una columna.

K = | Coeficiente de rigidez (K = -1/2 en barras seccidn etc.)
/
My Coeficiente de reparto o factor de giro.

v. Factor de corrimiento o coeficiente de desplazamiento
{v =-3/2 en barras de seccion constan-te)

C = hr/h . Factor de reduccion en columnas.

H = Fuerza de fijacion al deslizamiento.

Convencién de signos:

(" + ) 4‘) Fig.7.33

Definicion:
El momentc de sujecion Mi : Es el momento exterior que impide el giro del nudo.
M= ZmeK




1. Estructuras sin ladeo:

Fig. 7.34
a)
M T M
¢ —
i k

i k
)
2M’u M’
&
d)

Por o tanto:

My =Mi+2M + My Ec.1

130

Barra i-k con cargas externas

Utitizacidn del principio de superposicion

1} Consideramos la barra ik sin giro en los
extremos (empotrada)

2} Se considera el giro @ en el extremo i,
mientras k no gira (k empotrada)

3) Consideramos ei giro 8 en el extremo k,
mientras e! extremo i no gira (i empotrada)

Se hace T Igl,g( = 0 { De todas las barras gue concurren al nudo i)
i

Sustitucién en Ec. 1:

M +2Z My +ZMy=0
] 0 o
Como %Mm = M

i

M F2E My + EMY =0
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entonces,

m+ZM‘m=—2ZM}k

L Me=-12(M+ZMy)
® @

Con lo cual obtenemos gue la suma de los momentos, debidos al giro del propio extremo es
igual al momento total de sujecién M; mas la suma de los momentos debidos al giro del extremo,
opuesto de la barra multiplicado todo por —1/2.

Para simplificar se afectardn los factores de distribucion por —1/2 para introducir
sistematicamente esta variacién en los momentos.

A continuacion se describe el precedimiento a seguir:

El procedimiento de calculo se hara sobre un dibujo de la estructura, para poder visualizar en

mejor forma (ver ejempio mas adelante).

1-  Caleular momentos fijos y anotarlos encima de los extremos de la barra.
2- Caleular momentos de sujecion y colocarios en el centro del cuadro de el nudo.
3- Calcular los factores de giro (coeficiente de distribucion).
Mi=-1_ ke ComprobarZ Mg= -1
2 3K 2
y anotarlos frente al extremo de la barra correspondiente dentro del cuadro exterior.
4. Las sucesivas influencias del giro de los nudos a los momentos M’ se calcuian en forma
repetitiva en la siguiente forma:
=M (M + 2 h(l'_!)’,d) ¥ sigue de un nudo a otro.

Los momentos finales en los extremos de |as barras en el nudo se obtienen de la formula

Mic = My + 2M7y + My




2. Estructuras con ladeo

. Fig. 7.35
A
—.ﬁ MIJ'H(
— i
hi
k
O
M’Ih
entonces,
M,‘kz Mjk+2M,|k+ M,ki'l' M"fk Ec. 2

De nuevo haciendo ZM =0

-2 Zl{'\)ﬂ’ =M+ L (M + M%)

Considerar que los extremos ik se
desplazan entre ellos en un valor A, sin que
dichos extremos giren.

Sea M"x = La influencia al momento Mik
producida por el desplazamiento A del
extremo / de |la barra.

Para barras de seccion constante My = M"y

(z) My =-1/2 (M+ Z (Mg + M"; )
1
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Marcos con ladeo v carga vertical al cortar horizontalmente en un nivei de un marco cualquiera.

A Fig. 7.36
— L Ll
O Q2 > Qs
—— > S

7777 Vedidd Voilid 77777

para que exjsta equilibrio debe cumplirse:

%Qik =0 r = nivel cualquiera

como Qi = - M+ My
iy

Fig. 7.37




Ejemplo:
Analizar el siguiente marco. E es constante.

1Ton/m
Fig. 7.38
A 2 B
i I
3m 2 Ton/m
C 2 D
4m 21 21
. E F
ST Vorread
—_ om —_
Calculo de rigideces
Kag= 2 =033 Kep =2 =0.33
G 6
Kac= 1 =033 Kep =1 =0.33
3 3
Kee=2 =050 Kor =2 =0.50
4 4
Célculo de factores de giro
DE =0 DF =0
DAB = i 0.33 = D25 = DEIA
2 (033+0.33)
suma =-0.50
DAC =1 033 = 025 = DBD
2 068
\
DCA= ;1_ !033! :-0.14=D[}B
2 {0.33+0.33+0.50)
Dep= -1 (0.33)= 0.14=Dpc
2 (1.16) > suma=-05
Dee = _—1 [050! = -022= Dor

2 (1.18) .




Caiculo de momentos de sujecién:

Mag =-1 !6!2 =-3 Ton-m = - Mg,
12

Mcp = -2(6Y° = -6 Ton-m = -MFp
12

Ma= -3 , Mg= 3

Mp= 6

Calcuio de influencias de los giros a los momentos:

Tab. 7.2

A -3.00}- 0.25]- 3.00 3.00]~ 925} 3.00 B
-0.25 0.51 -067 -0.25
0.00 0.69 -0.70 0.00
0.51 0.71 -0.71 -0.67
0.69 0.71 -0.71 -0.70
0.71 -0.71
0.71 -0.71
0.86 -0.86
0.87 -0.87
0.90 -0.88
_0.96] -0.84
0.00 0.00
-0.14 -0.14

c -3.00]- 0.14}-6.00 6.00- 0.14]- 3.00 D
-0.22 0.96 -0.84 -0.22
0.00 0.90 -0.88 0.00
1.50 0.87 -0.87 -1.32
1.40 0.86 -0.86 -1.38
1.36 -1.36
1.35 -1.36

E 0.00 0.00 F

Veeord /7777

Orden del proceso de célculo: D-C-A-B-D

- Se recomienda iniciar con los momentos de sujecién de mayor vaior
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Calculo de momentos finales:

Mag =-3.00+2(0.71)-0.71 = -2.29 Ton-m

suma =0
Mac= 0+ 2 (0.71)+ 0.86 = 2.28Ton-m
Mga= 300+2(-071)+071=2.29 Ton-m

suma =0

Mep= 0O+ 2 (-0.71)- 0.86 = -2.28 Ton-m
Mo = 0+2(0.86) +0.71 = 2.43 Ton-m
Mcp = 6.00 + 2 (0.B6) - 0.86 = -5.14 Ton-m
Mce = 0+2(1.35)+0.00=270 Tan-m
Mpg = -2.43 Ton-m
Mpc = 5.14 Ton-m
Mpr = -2.70 Ton-m
Mec= 0 + 2(0) + 1.35 = 1,35 Ton-m
Mg =0+ 2(0) - 1.36 = 1.36 Ton-m
Diagrama de momentos: Fig. 7.39

229 \\_/ T 2.29

/
\\ / 5.14

2.70
D 43— 43

L4

1.35

[} ]

/&/

.1
0

2.

~1

p—
-~
ol
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Elastica:
Fig. 7.40

ZQy=-12% (M+My)=0
) h.
ik

Al sustituir la Ec. 2, Q y al considerar My + My, = O ( por ser iguales y de signo contrario):
ZQu= -1 Z(2Mi+ M+ M+ 2Mg+ M+ M) =0
) hik
como M7= M"
2I M+ I MG+ IM+ Wt IMy + IMY, =
i+ 2 Mg+ e M 2%Mkz %:_)Mrk =Ml

{r

BEMU+3EZM+2ZM%=0
) r) fr

22 M,k =-3 ZMJ;;(— 3 E Mrk]'

fr) n i/}

%M“fk = 23 T (M +My)

2

Por lo tanto, la suma de las influencias de los desplazamientos de las columnas de un piso r
sobre los momerntos, es igual a la suma de las influencias de los giros de los extremos de las

columnas de ese piso, multiplicado por —-3/2.

Si suponemos que las vigas no se deforman axiaimente, entonces todas las columnas se
desplazan el mismo valor de A. Entonces, la suma de las influencias debido a estos
desplazamientos se reparten a las columnas en proporcion a su rigidez, y se afecta por el valor
~3/2.
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Para facilidad de! calculo, adoptaremos analégicamente a los factores de reparticion, unos
“factores de corrimiento” (o coeficientes de desplazamiento) al repartir el valor -3/2 proporcio-
nalmente a las rigideces k ds las columnas del pisor.

Para el calculo de las influencias del desplazamiento, s& suman las influencias de los giros en
todos los extremos de las columnas del piso y luego se multiplican por los correspondientes fac-
tores de corrimiento de cada columna.

Para cargas horizontales:
Fig. 7.41

Fuerzas de Fijacion (exteriores):

Fig. 7.42
H{ »
H, *
H2 : ’ re rer
g A9 O O
H; >
7777 Verevd Vesrsvd Verrra

H es positivo si actua de izquierda a derecha.

{r
TQe=T H=0Q, Q. Fuerza cortante de piso
® =1

Al tomar h igual para todas las columnas dei piso:

Qr="1 3 {Mrk+Ml'G)
Hr_(r)
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Al sustituir en Ec. 2:

Q*h = (Zr) E3 (M’ + M) + 2 M7
Al despejar M"

EMy=-3 QU hr+Z(Mj+My)
[} 2 3 (r

Sea Q * hr = Momento de pisoc =M, (es +cuando Q es +)
3

enfonces,

Iz (M+E (Mt Mig)
2 ()

Al resumir el procedimiento a sequir para marcos con carga horizonial, es:

1. Calculo de los momentos de empotramiento perfecto en los extremos de las barras v de
los momentos de sujecion.

2. Calculo de las influencias de los giros de los nudos y del desplazamiento de [0S mismos.
Se debe empezar con los momenios de sujecién, igual que para el casc de carga
vertical.

3. Calculo de los esfuerzos cortantes en los pisos y de los momentos de piso Mr, debidos a
las fuerzas de suiecion. Con ellos se calculan las influencias de giro y despiazamiento
de los nudos y se suman a las indicadas en el pasc 2. { Esto puede hacerse
simuitaneamente.)

Designacion como Vik del factor de corrimiento de la barra ik.

Yk = Vie (M + Z (Mt M) )

M= M (Mi+ Z (Mg +M7%) )




VIIl. ANALISIS EXACTO DE ESTRUCTURAS
ESTATICAMENTE INDETERMINADAS POR METODOS
ENERGETICOS

A. Calculo de desplazamientos por el Método de Trabajo Virtual

Principio general de ia conservacion de la energia

Cuando a una estructura rigida en equilibrio se le da un desplazamiento arbitrario, la suma
algebraica de todos los términos de trabajo, o de las fuerzas multiplicadas por sus respectivos
desplazamientos debe ser cero. (Ya sean externos o internos). En las estructuras deformables
existe un término adicional: trabajo interno o energia de deformacion.

Ejempio:
Calcular las reacciones de la siguiente viga.
Fig. 8.1
—
10T
A B
5 c A
[ |
| . |
Fig. 8.2
Fal
AV
Ac
/'l
| e T
Ra

140
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Ac = Ap
3
Aplicacion dei principio de conservacion de la energia
Trabajo efectuado W = RaAs — 10{AL/3) =0
Ra=10/3=333T

Rg=10-R,=667T

Ejempio:
Aplicacion directa de la conservacion de la energia en la determinacion de los desplazamientos.

Trabajo Real.
Fig, 8.3

R.=8 Rs=4
Carga
/\ PC Flg. 8.4
—> A
>
Ac
Desplazamiento
We=A

We = A= (112)PcAc = (112112} {(A¢)

We = 6Ac




Deduccion de una expresion para el frabaio interno:

dx Fig. 8.5
+
[ [ [ ]
, Fig. 8.6
Y fand® = £ dx
\
Ado ¢
J.\ . -
y comgo dB es un anguleo pequeno
\
Y tandd = db
(" \‘\‘ °) entonces,
U 1.
"\ db = £ gx
C i 3 do C
A
|
|
dx e dx

Se debe suponer gue se esta en el rango eldstico £ = C/E

entonces,

de = gd y o = MC (esfuerzo interno por flexion)
EC f

do = MC dx = Mdx
| EC |

entonces el trabajo interno en dx es:

de=_1_MdB=1MEVI;dx ] A

P

2 2 El

dWi = 1[@]@
2| El

el trabajo internc para toda la viga viene dado por:;

L L
Wi = J‘ 1Midx & 1 J‘M2 dx (si E! es constante)
0 0

2El 2k}

M Axea; = Trabaio

Fig. 8.7
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Ejemplo:

Calcular el desplazamiento bajo la carga aplicada en la siguiente viga.

a) 12T Fig. 8.8
2m | 4 m
A ”5, # ,gép My =0
C
Ra=(12}2) = 4T1
Ra Rp -y
6m
2Fy=0
b)
x X 12—-4-Ry=0
RA =87 t
Mx = RaX Mx = RgX
Tab. 8.1
Tramo x=0en M (Ton-m)
AC A 8x
BC B 4x
We = Wi

2 4

128= | 18x)°dx+ [1(4x)° dx
2 lo 2°E 02 Ei

4

2
6A=32 [ x%dx+ 8 { x%dx
El Jo Ei §,

T3 2 4
6A=32 (X + 8 [X
El |3|]o EI[3]}o

6a= 32(8)+ 8[64
El

64 =85.33 + 170.67
Ei

L =4267
El

143
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Desventajas:
Se puede utilizar solamente para:

» Miembros inicialmente rectos.
e El calcuio del desplazamiento bajo la carga.
» Una carga que actua en la estructura.

e Estructuras estaticamente determinadas.

Por ejempio, st quisiéramos hallar el desplazamiento al centro, o si colocamos mas cargas se

tendria We= P4A; + P,A;; 2 desplazamientos A desconocidos (incégnitas).

Trabajo Virtual:
Al tomar la viga del caso anterior. Fig. 8.9
a) b)
Caso Real Caso Virtual

P ¥
D
.. |
A y . B

X X X X
—_ R —
Mx = RaX Mx = RgX mx = raX mx = rgX

Si se coloca primero sélo la carga F (virtual) y luego la carga P (real) gradualmen-te de 0 a P,
entonces:
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PAc + FAp Ec. 1 Fig. 8.10

o
-
Np
El (1/2) no afecta a FAp debido a que ya estaba aplicada al introducir gradualmente la P y,

L L

Wi =1 J‘&zdx+ J‘ m do como d8 = M dx
2 JoEl 0 E El
L
Wi=1  Mdx + LmMdx Ec 2
2j Ei J‘ El
0
0
We = Wi:
L L
1PAc+FAp = 1 ﬁdx+j mM dx Ec. 1 =Ec. 2
2 | 2 Jo EI o El
L
FAp= (mM dx
o

L
Ap =1 mM dx
F J‘O El

Si F =1 entonces,
L

Ap = mM dx
o El
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Principio del Trabajo:

La magnitud del trabajo realizado por fuerzas externas P al actuar a través de sus respectivos
desplazamientos D, debe ser igual a la magnitud del trabajo realizado por las fuerzas intemas p,

al actuar a través de sus despiazamientos d, o sea:

IPD=Xpd

We = Wi

Expresicnes para el trabajo internc:

Carga Axial:
) Fig. 8.11
Desplazamiento Real
dl
] [ di =g dx=gdx
E
: dl=Pd
P P A
—
Fuerzas Virtuales Fig. 8.13
Fig. 8.12 P P
« - —
p P
+ >
P p
A=PL
AE

Para un miembro:
Wi=pA
Para toda |la estructura:

Wi = ZpPL
AE




Para un elemento diferencial:

dWi=pd
dWi=pP dx
EA

£l trabajo total, lo se obtiene al integrar:

Wi = f pP dx
*  EA
Wi =X pPl
EA
Corte;
Desplazamiento Real
Fig. 8.14
dx
) dy
6 —
v v
V
dy = Bdx = Tdx = A Vdx
G GA
donde,
Factores de A = 1.2 para secciones rectangulares
forma A = 10/9 para secciones circulares
A = 1 para vigas tipo | de patin ancho

(G: Mddulo de elasticidad en cortante

T Esfuerzo de cortanie
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Fuerzas virtuales:

Fig. 8.15
) [
dx
dWi = v dy
dwi = v AV dx
GA
L
Wi = j‘ vAdx
, GA
Torsién:
Desplazamiento real: Fig. 8.16
dx

df = T dx (seccién circular)
GJ
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Fuerzas virtuales: Fig. 8.18

dx

dWi = tdB

dWi=tTdx
GJ

L

Wi=j £ T dx
0 GJ

donde:

J: Momento polar de inercia

Ejemplo:

Determinar la magnitud y direccidn del desplazamiento en ei extremo A de ia siguiente viga:

b
P Fig. 8.19 Fig. 8.20
\ 4 ¢ h
v
J h=b
[
L
Ei: constantes
G=04E
Diagrama de corte: Fig. 8.21
P P
V="




Diagrama de momento:

Caso virtual:

Diagrama de corte:

X

Diagrama de momento:

L L
Ay = mMdx  + AvV dx
¢ EI 0 GA

As = J‘xdex +J‘ Pmdx

Fig. 8.23
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L L

As = fe_xfdx+ j&dx
0 E| 0 GA

3 L L
Aa E__ X + i (X)
El| 3 GA I

An = P2+ APL A = 1.2 para vigas rectangulares
3El GA G=04E

An = P+ 12PL = PL|L® +36
3El 0.4E 3E] 1 04

A = PL [12L2+9| = 9PL |1.33L%+1
3E| h* K2 3ER? | B2

Tomando L = 20 pies y h = 1.5 pies, se obtiene;
An = 3PL [1.33 20 1% +1
[T 15

Af Ac

3PL (2.37 + 1)
Eh®

Aq
Como podemos ver, para este caso (b=h), el Ageien €5 2.37 veces el Acre, POF B5t0 muchas
veces despreciamos el A debido al cortante. Cuando la viga se hace mas corta o de mayor pe-

ralte, el A debido al corte aumenta un poco, pero no llega a ser considerable.

Si L =5, entonces Af = 1.33(5)° = 33 veces Ac
h
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En la siguiente armadura calcular el desplazamiento horizontal en C (Dy,) vy la fuerza horizontal
que la hara cero.

E = 2,100 Ton/cm?

Fig. 8.26
6=6343"° J 3,00 m
D 323 cm2 E
323cm? |
s
2
A C
194 cm? l 194 cm?
45 Tons
225 225
|
300 m | 300 m
Analisis del caso real;
Nudo A Fig. 8.27
Fap SFv=0 1+
g Fap = 22.5 =25.16 T compresion
A (send)
L Fas
T 225 ZFH = 0 —

Fas = 25.16(cos8) = 11.25T fension




Nudo D:
Fig. 8.28
9 g/' \ g Fos = 25.16(send) = 25.16 T tension
{send)
25.16 Foe

IFy=0—+

Fpoe = 25.16(cosB) 2 = 22.50 T tensidn
Nudo B {resuelto por simetria):

Fig. 8.29

Fgp = 25.16
:>\B /{

- ® >

11.25 l Fec=11.25

Analisis del caso virtual:

Fig. 8.30

Sélo trabajan los miembros A-B y B-C
Fag = Fac =1 Ton tension
We = Wi

Duc = 2 Pol
AE

Las unicas barras que no se hacen cero son A-BY B-C.
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Dyc = 0.166 cms

Célculo de la fuerza que hace Dne =0

Caso Reat Caso Virtual
Fig. 8.31 Fig. 8.32
P=p
1 1
—p g
. e P9
We = Wi= 5p?
AE

Dwe = | (1 (300) |2% = 0.015

19.4 (2,100)
0.015 ———— 1 Ton
0.166 X entonces x=11.25Ton

Respuesta: 11.25 Tons«—




IX. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

La implementacion de este Libro Guia para el Curso de Andlisis Estructural, elaborado por un
graduado de la misma Universidad, ayudara en forma directa a que los estudiantes cubran mas
contenido y al mismo tiempo adquieran satisfactoriamente el conocimiento.

Se recomienda que los Catedréticos estudien esta propuesta y evallen su utilidad en el Curso
de Analisis Estructural. Asi también, que se realice una encuesta sobre la aceptacién del Libro
Guia con los estudiantes y si es satisfactorio proponer la ampliacién del mismo y la aplicacion a
otros cursos de la carrera.

Es muy importante que el estudiante asimile el contenido de este Libro Guia por lo que se
recomienda que se cubra en dos cursos de andlisis estructural. En el primer curso seria
favorable cubrir solamente hasta el capitulo 6, donde se explican los métodos aproximados de
analisis de estructuras estaticamente indeterminadas. Luego, los métodos exactos deberian es-
tudiarse en un segundo curso de andlisis estructural, donde también se podrian cubrir temas
mas avanzados como los métodos matriciales.
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