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UNR APLICACION DE LA HECUHS!ﬁN TRANSFINITA:
EL PROBLEMA DE LA CONSTRUCCION DE LOS NUMEROS
CARDINALES INRCCESIBLES.




PREFACIO

Deja volar alto la Fantasia;

Sin ilusion, la vida ;qué seria?
(Malba-Tahan)

Se ha dicho que el ingenio humano, amparado por la ciencia, debe

consagrarse a la resolucion de los grandes problemas de la vida. Se ha dicho
adermas que ios sabios no atzaron el desiumbrante edificio de ta matematica para que
esa noble ciencia viniera a ser utilizada en cosas pueriles sin utilidad practica de nin-
gun tipo, porque ¢de qué nos sirve saber que no existe algln conjunto cuya
cardinalidad sea mayor que la de los nlmeros naturales, pero menor que la de 10s
numeros reales? Por ello, para muchos -matematicos inclusive-, es un crimen reducir
la clencia de Euclides, de Arguimedes, de Newton, de Euter o del excepcional
Hiemann, a esa misera condicion devaluadora de hablar y razonar acerca del infinito,
pues nos interesan -dicen ellos- la resolucion de problemas de valor real, esto es,
problemas que se relacionen con las necesidades y exigencias de la vida cotidiana;
en resumen, problemas que nada tengan que ver con el infinito.

Otros sin embargo, no ignoran que fa Matematica surgié con el despertar del
alma humana, pero pese a ello, no surgié meramente con fines utilitarios. Fue el ansia

de resolver el misterio del Universo y su vincuiacion con el pensamiento humano 1o

que dio a esta ciencia su primer impulso. Su verdadero desarrollo resulté, ante todo,

del esfuerzo de penelrar y comprender el infinito.

xiii



A partir de estas dos concepciones, la pregunta natural que surge en nuestro

espiritu es ;cudl es el fundamento de la matemaética? Es decir, ;sobre qué bases
debemos aizar el edificio de la matematica para que éste envuelva o no, la idea del
infinito? Para contestar a esta pregunta han surgido tres principales escuelas del

pensamiento;
Logicismo: La tesis logicista es que la matematica es una rama de la logica. L.as

nociones matematicas han de ser definidas en términos de las nociones l6gicas. .os
teoremas de la matematica han de ser demostrados como teoremas de [6gica. Leibniz
en 1666 concibid, por primera vez a la 16gica, como una ciencia que contiene las
ideas y principios que se encueniran a la base de todas las demas clencias.
Dedekind en 1888 y Frege entre l0s afos 1884, 1893 y 1903 se comprometieron en la
tarea de definir nociones matematicas en términos de nociones légicas, y Peano
(entre los afios 18892, 1894-1908), en la de expresar teoremas en un simbolismo
logico.

La deduccion de la matematica como rama de [a logica, fue llevada a cabo
sobre esta base, utilizando un simbolismo logico, en la obra “Principia Mathematica”
de Whitehed y Russell. Esta deduccion de la matematica partiendo de la Idgica era
ofrecida como axiomatica intuitiva. Se pretendia que se creyeran los axiomas. o al
menos que se los aceptase como hipotesis plausibles sobre el mundo.

[.a dificultad es ahora la siguiente: ; en qué fundamento debe apoyarse nuestra
creencia en deferminado axioma? Si las propiedades han de ser consiruidas, 1a
materia en cuestion deberia establecerse sobre la base de construcciones, no
mediante un axioma. De hecho, Weyl afirma que, en el sistema de “Principia
Mathematica”, “la matematica no se funda ya en la logica, sino en una suerte de
paraiso del logico ..."; y observa que aquel que esté dispuesto a creer en ese “mundo

frascendental”, podria Igualmente aceptar el sistema de la teoria axiomatica de
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conhjuntos {Zermelo, Fraenkel, elc.), que tiene la ventaja, para la deduccion de la

matematica, de ser de estructura mas simple.
El logicismo trata la existencla de los numeros naturales como una hipdtesis

sobre el mundo actual (‘axioma del infinito’). Un tratamiento distinto del problema del
infinito es propuesto por fos intuicionistas y los formalistas, como se harad mas

adelante.

La tesis logicista puede ser, finalmente, cuestionada sobre {a base de que la

jogica presupone ideas matematicas en su formulacion,

intuicionismo: En la década de 1880, cuando los métodos de Weierstrass,

Dedekind y Cantor fueron conocidos, Kronecker argumentd que las definiciones
fundamentales de estos autores eran sdlo palabras, puesto que no permitian, en

general, deducir si un objeto dado las satistace.
Poincaré, defensor de la induccion matematica como un instrumento

irreducible del razonamiento matematico intuitivo, es también un precursor de la
moderna escuela intuicionista.

En 1908 Brouwer, en un trabajo titulado “La no fiabilidad de los principios de ia
j6gica”, se enfrentd a la creencia de que las reglas de la ldgica clasica, que se han
- transmitido  desde Aristoteles (384-322 a.C.), poseen una validez absoluta,
independiente de la materia a la que se apliquen. En cita de Weyl, en 19486, expuso:
“De acuerdo con su punto de vista y su interpretacion de la historia {(de Brouwer), la
idgica clasica fue abstraida de la matematica de los conjuntos finitos y sus
subconjuntos... Oividando este limitado origen, se entendio después erroneamente,
que la logica es algo que se encuentra por encima de y que es anterior a toda
matematica. Finalmente se la aplico, sin justificacion, a la mateméatica de conjuntos
infinitos™.

Dos ejemplos haran ver que principios validos para el pensamiento referido a




conjuntos finitos, no extienden necesariamente su validez al ambito de los conjuntos
infinitos.
Uno es el principio de que “el todo es mayor que cualquiera de sus partes propias”,

cuando se fo aplica a correspondencias de 1-1 entre conjuntos. Otro es el principio de
que un conjunto de nimeros naturales contiene UnN maximo.

Un principio de logica clasica, que vale cuando se razona sobte conjuntos finitos y

que Brouwer no acepta para conjuntos infinitos, es la ley del tercio excluido (tercero

excluido). 1a cual en su forma general, dice: para toda proposicion P, es valida

P 0 es valida no-P. Sea ahora A la proposicion existe un miembro del

conjunto (o dominio) D que tiene la propiedad P. Entonces no-A es

equivalente a todo miembro de D que no tiene la propiedad P, o todo

miembro de D tiene la propiedad no-P.

Supongase ahora que D es un conjunto finito. En tal caso, podriamos
examinar uno tras ofro todo miembro de D, y de este modo o hallar un miembro que
tenga la propiedad P, o verificar que todos los miembros tienen la propiedad no-P.
Podrian susitarse diticultades practicas. si el conjunto es muy grande. No obstante la

posibilidad de completar la indagacion existe en principfo. Es esta posibilidad la que

constituiye la ley dei tercio excluido, a juiclo de Brouwer, un principio valido para
el razonamiento que se refiera a conjuntos finitos D (por muy grandes que éstos
sean) y propledades P del tipo especificado.

Para un conjunto infinito D, la situacion es fundamentaimente diferente. Ya no
es posible, en principio. llevar a cabo la bisqueda a fravés del conjunto D.

En esta situacion no queda tampoco salvaguardada la ley para Brouwer si se
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sustituye la imposible indagacién a través de todos los miembros del conjunto infinito
D. por una situacion mateméatica del problema propuesto. Podemos en algunos
casos, esto es, para algunos conjuntos D, y propiedades P, tener éxito al encontrar

un miembro de D que tenga la propiedad P; y en ofros casos. tener éxito al mostrar

por razonamiento matematico, que todo miembro de D tiene la propiedad no-P. Por

efemplo. al deducir una contradiccion del supuesto de que un miembro arbitrario {esio

es, no especificado) de D que tenga la propledad P. Un ejempio del sequndo tipo de

solucion es el caso en que D es el conjunto de todos los pares ordenados (m  n) de

enteros positivos, y P es la propiedad que tiene un par (m n) de que mZ - 2n? | E

resultado es el descubrimiento de Pitagoras de que v'2 es un ndmero irracional. Pero
no tenemos base para afirmar la posibilidad de obtener en todo caso el uno o el otro
de estos tipos de solucion). La no aceplacion. por parte de Brouwer, de la ley del
tercio excluido para conjuntos infinitos D, no se basa en el hecho de que los
matematicos hayan fracasado hasta ¢l presente en el intento de resolver este
problema particular, o cualquier otro problema particular.

Para hacer frente a esta objecién, habria que suministrar un método adecuado
para solucionar no solamente todo probiema mafematico relevante no resuelto, sino
también cualquier oiro que puediera ser propuesto en el futuro.

A la matematica, con sus métodos y I6gica tal y como ha sido desarrollada con
anterioridad a la critica de Brouwer o no feniendo en cuenta esta critica, la
denominamos clasica. A la matematica, métodos y 16gica que emplean Brouwery su
escuela. le damos ef nombre de intuicionista. La matematica clasica incluye partes

que son intuicionistas y partes no-intuicionistas.
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L.a matematica no-infuicionista, que culmind en las teorias de Weierstrass,
Dedekind y Cantor, y la matematica intuicionesta de Brouwer, difieren esenclaimente
en su consideracion del infinito. En el primer caso, el infinito es tratado como actual
o completo o extendido o existencial. Un conjunto infinito, es considerado
como algo que existe como totalidad completa, con anterioridad o independencia de
cualguier proceso humano de generacién o construccion, y como si pudiera
desplegarse por completo ante nuestra inspeccion. En el segundo caso, el infinito es
tratado tan sdlo como potencial o en devenir o constructivo. El reconocimiento
de esta distincion, en el caso de magnitudes infinilas, se remonta a Gauss. quien
escribié en 1831: "Protesto... contra el uso de una magnitud infinita como algo ya
completo, lo que nunca puede permitirse en matematica” (Werke viii, p.2186).

De acuerdo con Weyl | “Brouwer establecio claramente, y a mi entender mas
alla de toda duda. que no hay evidencia que soporte la creencia en el caracler
existencial de la totalidad de los nUmeros naturales... La secuencia de iiimeros que
va creciendo mas alid de todo Himite ya alcanzado, mediante el paso al niimero
siguiente, es una multitud de posibilidades abierta al infinito. Permanece siempre en
esfado de creacion, y no es un dominio cerrado de cosas exisientes en si mismas.
Que ciegamante convertimos lo uno en [o otro, es la verdadera fuente de nuestras
dificultades, incluyendo [as antinomias, una fuenie de naturaleza mas fundamental
que el indicado principio russelliano del circulo vicioso. Brouwer abrio nuestros ojos y
nos hizo ver en qué medida la malemalica clasica, nutrida por una creencia en el
‘ahsoluto’ que trasciende todas las posibilidades humanas de realizacion, va mas
alla de fales enunciados, en tanto que pretenden osientar significado real y verdad
fundada en evidencia.” De esta acfitud con respecio al infinito, surge la critica de
Brouwer a la logica ciasica, cuando ésfa se aplica a un conjunto infinito D (digamos,
al conjunto de los niimeros naturales).

La cuestion inmeditata es : ;qué tipo de malematica puede ser construida
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ateniéndose a fas restricciones intuicionistas? Si ta matematica clasica existente
pudiera ser reconstruida ateniéndose a las restricciones intuicionistas, sin un
excesivo incremento en la labor requerida y sin sacrificios demasiado grandes en los
resultados obtenidos, el problema de su fundamentacion parecia estar resuelto. Los
intui-cionistas han creado una matematica totalmente nueva, incluyendo una teorfa
del continuo y una teoria de conjuntos {Heyling, 1934). Esta matematica emplea
conceptos y hace distinciones que no se encueniran en la matematica clasica; y es
considerada en sf misma, muy atractiva. Como sustituto de la matematica clasica ha
resultado ser menos poderosa que ésta, y en muchos aspectos, mas complicada en
su desa-rrollo. Por ejemplo, en la teoria de conjuntos de Brouwer no podemos afirmar
que cualesquiera dos nimero reales a y b son iguales o desiguales. Nuestro
conocimiento acerca de la igualdad o la desigualdad de @ y b puede ser mas 0
menos especifico. Es manifiesto que tales complicaciones, reemplazan la teorfa
clasica del continuo de una forma mucho menos clara. Pese a ello, la posibilidad
de una reconstruccion intuicionista de la matematica clasica, no puede ser excluida
aunque ello signifique una nueva reinferpretacién de los conceplos desarrollados en
efla.

Formalismo: Brouwer ha revelado lo que la tendencia constructiva envuelve en sus
ultimos refinamientos; Hilbert hace lo mismo con respecto a la tendencia axiomatica o
existencial. El método axiomatico habia cobrado ya un mayor rigor desde la
axiomatica de Euclides a la axiomatica formal de los “Grundlagen der Geometrie”
(1899) de Hilbert. Fl formalismo es el resultado de un nuevo paso, encaminado a
afrontar la crisis causada por las paradojas y el desaifo de Brouwer y Weyl a fa
matematica clasica. Esle paso fue previamente bosquejado por Hitbert en 1904, y
seriamente acometido por él y sus colaboradores Bernays, Ackermann, Von Neumann
y otros, desde 1920 (Cir. Bernays 1935, Weyl 1944).

Hilbert concedia que las proposiciones de la matematica clasica que



envuelven el infinito completo, van mas alla de la evidencia Intuitiva. Pero rehusé
seguir a Brouwer y abandonar por esa razdon fa matematica clasica.

Para salvar la matematica clasica frente a fa critica intuicionista, propuso un
programa que podetmos establecer preliminarmente como sigue: la matematica
clasica deberd ser formulada como una teoria axiomatica formal, y debera
demostrarse que esta teoria es consistente, esto es, libre de contradiccion. Ello esta
fntimamente conectado con la cuestion de saber qué nos motiva a tomar como base
el sistema axiomatico particular elegido. A este fin, fa consistencia es un argumento
necesario pero no suficiente. Un veredicto sobre el pensamiento de los formalistas
dependera en parte de Jos frutos del programa que proponen. Este programa
propugna una disciptina denominada “metamatematica’, por la que pretenden en
particular, establecer la consistencia de la matematica clasica (Kleene, 1952).

i

En resumen, desde que se representd al infinito, en matematica, con el simbolo

oo (introducido por Wallis, en su obra Aritmetica Infinitoum, publicada en Francia en

1808' ) hasta la construccion actual de X ? (hecha por Gantor, entre 1895y 1897 y

publicada en la revista alernana Mathematische Annalen® ), el problema del infinito ha
sido una de las preocupaciones fundamentales de la matematica. Tanto asi que han
surgido diferentes escuelas de pensamiento que Intentan develar st misterio, como
ya se ha expuesto. Se puede decir entonces, que el desarrollo de la Matematica
resuito, en gran parte, al esfuerzo de penetrar y comprender lo infinito. El progreso
material de los hombres, depende de ias investigaciones abstractas o clentificas del
presente, y serd a los hombres de ciencia, que trabajan para fines puramente
cientificos sin pensar en la aplicacion practica de sus doctrinas, a quienes debera la

humanidad su desarroflo material en tiempos futuros.

! Leibnitz simbolizaba al infinito al usar la primera letra del alfabeto griego « (alfa). seguramente el
simbolo oo asuna vaiiants de dichaletra.

2 Primera letra del alfabeto hebreo (alef).
*Volumen 46. 1895, p 481-512; \olumen 48, 1897 p.207-246.
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Es la busqueda del equilibrio entre las diferentes ideas en torno del infinito, asi
como sus diferentes concepciones, la que ha motivado la escritura del presente
material, cuyo fin es el de dar a conocer el método de recursion transfinita (un
método basado en la idea formal del infinito) y una de sus aplicaciones en
especial: la construccion de ciertas entidades numéricas, desde hace un siglo
atras desconocidas, y que hoy en dia las conocemos como nimeros cardinales
inaccesibles.

El matematico Kurt Godel en los afnos treinta, demostré que hay enunclados
matematicos que son desde luego ciertos, (es decir, son constructibles a partir de las
reglas de deduccion del sistema axiomafico formal en cuestion) pero que no pueden
ser demostrados, esto es, son indecidibles (no se puede probar su veracidad o su
falsedad dentro del sistema). Y esto no ocurre $6lo en algunos campos abstract_q_s de
la matematica, sino también en las operaciones cotidianas de cé!cd!o." 'Po\‘éb
después de que Godel publicara su hallazgo, el matematico ingiés Alan Turing lo
utilizé para demostrar que hay cifras que no pueden ser calcuiadas. Son clifras
(nimeros) que, aunque esta demostrada su existencia, no se derivan de ningun
célculo realizado por cualquier procedimiento matemalico sistematico finitista
(algoritmo). De modo que $6lo podemos resolver una pequefia parte de las verdades
matemdticas (formuias bien formadas en un sistema formai) existentes. Quizé el
presente trabajo, ayude at lector a encaminarse por la senda escarpada que algunos
pensadores, como Cantor, Godel, Cohen y otros, nos han abierto con el fin de ampiiar,
aunque sea en una pequefia porcion, la minima parte de las verdades matematicas
existentes y conocer otras entidades numéricas hasta hace poco desconocldas, fruto
de ia aplicacién de métodos novedosos que involucran la idea del infinito; este es el
deseo dei autor.

Seguramente, los cardinales inaccesibles pertenecen a esa gama de

entidades numéricas, predichas por Turing, que hasta hoy hemos podido develar.
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Fl, en el momento preciso,
todo lo hizo hermoso;
puso ademdas en la mente
humana Ia idea de lo
infinito, aun cuando el
hombre no alcanza a
comprender en toda su
amplitud lo que Dios ha
hecho y lo gue hara.
{Eclesiastés 3.11)



[. INTRODUCCION:

La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel
(Uersion de Paul Cohen)

“tEn nombre de Allah, Cilemente y Misericordioso!

jLoado sea el Omnipotente Creador de todos los mundos!
jLa misericordia de Dios es nuestro atributo supremo!
jTe adoramos, Sefior, e imploramos Tu asistencial
jcondticenos por el camino cierto!

jPor el camino de los iluminados y bendecidos por Til”

(E! Coran)

A. Introduccion Historica.

En 1885 y 1897 Georg Cantor (1845-1918) publicé su trabajo sobre ndmeros
ordinales y cardinales' . l.a teoria de Cantor de los nimeros ordinales y cardinales fue
la culminacion de tres décadas de descubrimiento sobre numeros “agregados”™
Empezando con su trabajo sobre la enumeracion de conjuntos infinitos2 , publicado
en 1874, Cantor construyé una nueva teoria del infinito. En esta teorfa una colecclon
de objetos, también una coleccion infinita, es concebida como una entidad singular,

es decir, como un solo objeto independiente de los objetos que lo forman.

T Beitrage zur Begrindung der transfiniten Mengeniehere. (Erster artikel). Math. Ann. Vol. 46. 1985,
p.481-512 (Zweiter Artikel) Math. Ann. Vol. 49, 1987, p.207-246. Para una traduccion al ingiés ver Cantor
Georg, Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers. Dover Publications, Inc.

? Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reslien algebraischen Zahien.J. Reine Angew Math.
Vol.77,1874,p.258-262. En este tratado Cantor prueba que el conjunto de todos los nimeros es
" enumerabla y que sl conjunto de todos los niimeros reales no 1o es.




2

La nocion de un conjunto infinito como una entidad compieta no fue
universalmente aceptada. Criticos argumentaron que la ibégica es una extrapoiacion
de experiencias que son necesariamente finitistas. Extender {a iégica de o finito a lo
infinito, ocasiond riesgos muy graves para apoyar ia teoria de Cantor. Esta prediccion
de desastres l6gicos, parecio vindicada con el regreso del siglo de las paradojas que
fueron descubiertas en fos fundamentos de la nueva disciplina. Dedekind detuvo la

publicacion de su Was sind und was sollen die Zahlen? ° Frege concedio
que el fundamento de su Grundgesetze der Arithmetik ‘ tue destruido.

No obstante, la teoria de conjuntos gano suficiente soporie para sobrevivir la
crisis de las paradojas. En 1908, hablando en el congreso Internacional de Roma,
Henri Poicaré (1854-1912) propuso un remedio para ser probado® . Como
recompensa él prometio “ei frabajo dei ffsico l[iamado a tratar un bello caso
patologico”. Pero al mismo tiempo Zermelo y Russell fueron ya de antemano
buscando los principios fundamentaies sobre los cuales una teorfa consistente
pudiera ser construida.

De esfo, uno puede suponer que el tnico proposito de axiomatizar es evitar ias
paradojas. Hay sin embargo, razones para creer que la axiomatica de la teorfa de
conjuntos, habria evolucionado siempre en la ausencia de paradojas.

Ciertamente el trabajo de Dedekind y de Frege en {a fundamentacion de la
aritmética. no fue motivado por temor a las paradojas. Fue mas bien un deseo de ver
qué principios fundamentales fueron requeridos. En su Begriffsschrift Frege
sefiala; “... dividamos todas las verdades que requieren justificacion en dos tipos,
esas para las cuales la prueba puede ser ifevada a cabo puramente por medio de la
légica y esas para las cuales deben ser apoyadas en hechos de la experiencia...

Ahora, cuando considero la pregunta a cual de estos dos tipos perienece el juicio

TEI titulo de esta obra es posibie traducina como: ;Qué son y qué significan los nimeros?
“ £l thulo de esta obra es posible traduciria como: Lasleyes fundamentales dela Aritmélica.
5 Attidel 1V Congreso Intemazionale dei Matematici Roma 1909, Vol. 1, p.182.
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aritmético, primero he considerado cuan lejos uno puede proceder en Aritmética
tnicamente por medio de inferencias...”8

Muy temprano en la historia de la teoria de conjuntos, se descrubrio que el
axioma de eleccion, la hip6tesis del continuo, y la hipdtesls del continuo
generalizada, son principios de especial inferés e importancia. La hipotesis del
continuo, es la solucidn conjeturada por Cantor sobre la cueslion de cuantos puntos
hay en una iinea en un espacio Euclideano? . Un enunciado formal de ia hipotesis
del Continuo y su generalizacion, fue dada posteriormente.

El axioma de eleccion, en una formulaciéon, asevera gue dada cuaiquier
coleccion de conjuntos disjuntos por pares, no vacios, existe un conjunto que liene
exactamente un elemento en comin con cada conjunio de ia coleccion dada. Ef
descubrimiento del axioma de eleccion, tiene Importantes aplicaciones para fa
mayoria de las Areas de la matematica, y esto forzo a proveer razones para su
aceptacion. Su estatus como axioma, asi como la hipotesis del continuo
generalizada, no fue clarificada hasta que Kurt Godel, en 1938, los probo ser
consistentes con los axiomas de {a teorfa de conjunfos y Paul Cohen, en 1963,
probd gue son cada uno indepehdiehtes de los axiomas de fa teoria general de
conjuntos® . En orden, al hacer esto, debemos desarrollar una teorfa de conjunios
satistactoria.

Para Cantor un conjunto fue “cualquier coleccion entre un fodo, M, de objetos
definidos y separados, m, de nuestro pensamiento™® . Esta aceptacion intuitiva de

cualquier coleccion como un conjunto, conduce a las paradojas clasicas, como por

FVan Heigenoon, Jean. Fram Frege to Gode!. Cambridge:Harvard Univetsity Press, 1967 p.5.

" \ler What is Cantor’s Continuum Problem? por Kurt Godel in the Amer Math. Montly. Vol.54 (1947),
p.515-525. Una versién revisada y extendida de este tratado es también fundada en Benacerraf, Paul and
Putman, Hilary, Philosophy of Mathemathics Selected Readings, Englewood Cliffs, Prentice-Hall, Inc.
1964,

? Cohen también probd que la negacién de la Hipétesis del Continuo también es consistente con la
axiomaticade ZF, y su aceptacidn conduce ala dependencia del axioma de eleccion.

T Cantor Georg. Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers. New York: Dover
Publications, Inc.
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ejemplo. la paradoja de Russell sobre colecciones: si la coleccion de todos los
conjuntos que no son elementos de s mismos es un conjunto, entonces este conjunio
tiene fa propiedad de que es un elemento de si mismo si y solo si no es
elemento de simismo. Al desarrollar una teoria de conjuntos tenemos dos opciones.
o debemos abandonar la idea de que nuestra teorfa abarca colecclones arbifrarias en
el sentido de Cantor, o debemos distinguir al menos dos tipos de colecciones:
colecciones arbitrarias, que llamaremos clases, y cierias colecciones especiales que
llamaremos conjuntos. Las clases o colecciones arbitrarias, son no obstante tan utiles
y nuestros senfimientos intuitivos acerca de clases son tan fueries que no nos
atrevemos a abandonarias. Una teoria satisfactoria de conjuntos, debe proveer un
medio de hablar sin peligro acerca de clases. Hay muchas maneras de desarrollar tal

teoria.

Bertrand Russell (1872-1970) y Alired North Whitehead (1861-1947) en su
Principia Mathematica (1910) resolvieron las dificultades con una teoria de
tipos. Ellos establecieron una jerarquia de tipos de colecciones. Una coleccion x

“puede ser un miembro de una coleccién y siy solo si y esta un nivel supetior en la
jerarquia y desde aqui, hay infinitas nociones primitivas (universos del discurso).

Enfre ofros sistemas, se encuentran ia teoria de conjuntos de Godel-Bernay
(GB) y la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkei (ZF), desarrolladas del trabajo de
Bernays (1937-1954), Fraenkel (1922) y Zermelo (1908). Nuestra lista es alfabética.
No intentaremos Identificar ta contribucion especifica de cada uno. Siguiendo cada
nombre, hemos indicadb el afio o periodo de afios de mayor confribucion.

En la teoria de conjuntos de Godel-Bernays, las paradojas clasicas son
evitadas por el reconocimiento de dos tipos de clases, conjuntos y clases propias. Los
conjuntos son clases que se permite que sean miembros de otras clases. Las clases

propias tienen conjuntos como eiementos pero no se les permite a elias mismas ser




elementos de otras clases.

En la teoria de Zermelo-Fraenkel, tenemos (nicamenie dos noclones
primitivas: conjunto y membresia. La clase es infroduclda como un término
definido.En el lenguaje formal tenemos tnicamente un conjunto de variables y un
predicado binario con ei simbolo “€”. Asi, en la teorfa de Zermelo-Fraenke! la
cuantificacion se permite anicamente sobre el dominio de variables. Como resultado,
hay teoremas en la teorfa de Gdédei-Bernays que no son teoremas en la teorfa de
Zermelo-Fraenkel. Podemos, sin embargo, probar que GB es una extension
conservadora de ZF en ei sentido de que toda formuia bien formada de ZF es
demostrable en ZF si y sdlo si es demostrable en GB.

Ei trabajo de Gadel” fue terminado en lo que posteriormente se conocid como
teoria de conjuntos de Godel-Bernays. Sin embargo, en el presente trabajo, se

nreflere la teoria de Zermelo-Fraenkei en la cuai Cohen™ trabajo.

B. Lenguaje y Simbolos.

Nota: Ellenguaje de la teorfa a construir consiste de

variables individuales'? 1 X, , X ,..
un predicado constante: € (“perlenece a’, “es elemento de”)

simbolos logicos: = {“no”), v (07}, A (‘y"), => (“sl... entonces”, “implica
que”, “por consiguiente”), <> (“si y sdlo si", “equivale a7, Y (“para todo’,

“nara cualquier ..."}, 3 (“existe... tal que”)

T Godel, Kurt. The Consistence of the Continuum Hypotesis. Princeton: Princeton University Press,
1940,

" Gohen,,Paul J.: The Independence of the Continuum Hypothesis. Procedings of the National
Academy of Science of the United States of America. Vol. 50, 1963, pp. 1143-1148.

2 En ol sistema axiomatico de ZF genetalments se eligen dos nociones indefinidas: 1a palabra clase y
la relacion de membrecia & Todoslos objetos de nuestra teoria (varables individuales) son clases como
so probara més adelants.




simbolos auxiliares: (,), [,1, .. (“por totanto”, “asi”, “por consiguiente™).

No se restringird a una lista minima de simbolos l6gicos, ni en general, se

distinguird entre simbolo primifivo y simbolos definidos l6gicamente. Cuando en un

contexto dado, es conveniente tener una lista de simbolos primitivos. supondremos
cualquier lista que mejor se ajuste a nuestras necesidades inmediatas.

Usaremos a, b, ¢, ..., X, v, Z como variables en el meta-lenguaje cuyo
dominio es la coleccion de variables individuales del lenguaje format. Cuando
necesitemos mas variables usaremos X, , X, ... y dependera del contexto hacer
aclaraciones,

También usaremos @, . 1 como metavariables que foman valores a partir de

las férmulas bien formadas. Nuestras reglas para férmulas bien formadas son las

siguientes:

Postulado O

(reglas para la construccion de férmulas bien formadas):

)Si x vy v son variables individuales enfonces x € v es una férmula bien formada.
i) Sl p y 1y son formulas bien formadas entonces =@, @ Vy, @ A Y,

(p => YV @ <> 1 son férmulas bien formadas.

iii)Si ¢ es una férmula hien formada, en la cual aparece la variable individual, y X

es una variable individual entonces (¥x)op y (Ix)¢ sonformulas bienformadas.
iv) Una férmuia es bien formada si y sélo si su existencia es deducible a partir de las
reglas (i), (iiy y (iii).

Nota: Esto significa que toda férmula bien formada puede ser descompuesta en un

ndmero finito de pasos deniro de la primera férmula bien formada, es decir, en una

formula bien formada que no puede ser descompuesta en mas partes bien




jformadas.

Del lenguaje descrito hasta ahora, obtenemos la Teoria de conjuntos
de Zermelo-fraenkel (ZF) por colindancia légica de axibmas. reglas de

inferencia, y axiomas no-l6gicos. L.os axiomas no-logicos para ZF seran introducidos
en su contexto, en tanto que los axiomas logicos y 1as reglas de inferencia para

nuestra teoria son ios siguientes:

Postulado 1 (axiomas l6gicos):

Noe=[vy=q]

i) [ =[p =]l = {lg = yl=Il¢=m]]

) [~ =] =[y=q]

iv) (VR)@ = ] = [@ = (VYR)y] donde K no es libre™ en .

v) (YR)p(®) = ¢(a) donde ¥ no tiene ocurrencia fibre en una parte bien formada

de ¢ de la forma (Vay.

Postulado 2 (reglas de inferencia):

i) De g v ¢ = 4 se infiere .

ii)De @ se infiere (VR)q.

Nota: Usaremos el simbolo convencional “{-.” para indicar que una formula bien
formada es un teorema en nuestra teoria. Esto es, " |-q@” es el meta-enunciado que

indica que la férmula bien formada ¢ es deducible a partir de reglas de inferencia de

la lagica, axiomas y los axiomas no-logicos'’. Para indicar que ¢ es deducible

B Egsto es, la variable en consideracion no as independiente en la fémula bien formada, es decir,
aparece en ta formula bien formada.

" Para una exposicién mas amplia consultar Takeuti G. Zaring W. M. introtluction to axiomatic Set
Theorty (serie Gruaduate Texts in Mathematics), Springer-Verglarg,New York heidriberg Berlinp.196.



usando Unicamente axiomas [6gicos escribiremos “|-, @” . Decimos que dos

formulas bien formadas @ y ) son idgicamente equivalentes sl y 010 Si |, < .

C. Igualdad.
Definicién 0: Dos variables, a y b, se dice que son iguales (y se escribe a=b) siy

sdlo si todo elemento de a es elemento de b y viceversa. En simbolos:
a=b & (Vx)[x €a < x € b]*

Nota: La defincion 0 es incompleta en el sentido de que la variable X no ocufre en
a=b, por consiguiente no hemos hecho aclaracién alguna de cudles de las muitiples
férmulas, equivalentes bajo cambio alfabético de variabies, nosotros queremos decir
a=b por simple inspeccion. Es decir, si es valida la regla de reemplazo de a por b en
una férmula bien formada donde aparezca b, y viceversa. Este problema es
facilmente resuelto especificando que x es la primera variable de nuestra lista x,,
X,.... Que es distinta de a y de b. Habiendo de tal modo mostrado que podemos

especificar una formula particuiar, no nos molestaremos en proceder de fa misma
manera aqui o en definiciones similares en adelante.
Nuestra idea intuitiva de igualdad es, por supuesto, la de identidad. Una

propiedad bdasica que exceptuaremos de nuestra idea de igualdad es la que

parafraseda dice: “iguales pueden ser sustituidos por iguales”, esto es, si a=b
entonces algo que pueda ser declarado como a puede ser también declarado como
b. En particular si cierta formula bien formada es valida para a. debe ser valida para
b.

Si w, es una formula bien formada en la cual la variable x ocurre sin limite,

* Esto es, dos conjuntos (clases) son iguales si y sélo st poseen los mismos elementos.
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cerc o mas veces, entonces {a aseveracion de que , es valida para a, no significa
simplemente gque la iérmula se haya obtenido de @, reemplazando cada ocutrrencia
libre de x por la validez de a. Un problema puede susifar si a ocurre fimitada en q .
Por ejemplo, en la teoria de Zermelo-Fraenkel: (Va)[a=x] es falso para cada x, a

pesar de que (va)[a=a]es verdadero.

Por “q, valida para a” queremos decir que fa férmula sigulente es vafida:
primero reemplazaremos {a ocurrencia limitada de a en ¢ por una variable que no
ocurra en @, . Luego reempiazaremos cada ocurrencia libre de x por a; resuftando la
férmula gue denctaremos por ¢.(a) o simplemente g(a). Nuestra propiedad de
sustitucion para la igualdad puede ser establecida como: a=b = [g(a)< @(b)].

Nosotros, sin embargo, no necesitaremos postular tal principio de sustitucion; como lo

probaremos, puede ser deductdo de 1a definicidn 0 y del siguiente principio débil.
Axioma O (axioma de extension'®): Si x=y y xEa. entonces vEa. Es decir:
(Va)(Vx)}(Vy)l(x=y A xEa) = vE&a].

Nota: Basicamente, el anterior axioma nos asegura gue dos variables individuales

(confuntos) son iguales si estan constituidos de los mismos elementos (entidades que
los forman). En el siguiente teorema, se establecen las propiedades Reflexiva,

Simetrica y Transitiva de fa igualdad.
Teorema 0: (i){Va)[{a=a]

(ii) a=b = b=a

(iii) (a=b A b=c) = a=¢C
Demostracion:

i) (¥x)[x€Ea < x&a]

" También lamado axioma de extensionalidad.
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i)(Vx)[x&a <> xEb] = (YX)[xEDb <« x&a}
iii)Si (¥x)[x€a < x€b] v (VX)[XED < x&c], entonces (Yx)[xEa < x&c] B
Corolario 1.0: (Va)(Vb)[a=b < b=a]
Demostracion:
Ya que (VX)[xEa <« XEb] < (¥X)[x€b « x&3a],
se sigue que a=b <> b=a (segun definicion 0).
Luego, de la generalizacion universal de la formula anterior, se sigue |a tesis. | |

Teorema 1: Si dos variables son lguales, entonces ambas pertenecen a una

misma variable. En simbolos: x=y = [x&a <« y&al'”.

Demostracion: Valido a partir de} Axioma 0 y e! teorema 0li). B

Teorema 2: Si dos variabies, a y b, son iguales entonces g(a) < q(b)"* . Esto
es, a=b = [p(a) < pb)].
Demostraciom:
Por induccion sobre n, el nimero de partes bien formadas de g
8i n=0 entonces {a) esdelaformac & d,c & a,a € ¢, 6 a € a. Claramente,
a=h= [cE€d<c&d]
De la definicion de igualdad: a=b = [c & a <« c € D]
Del teorema 1: a=b=>[a€ c< b
Ademas, de la definicion de igualdad y el teorema 1 respectivamente:

a=b=>[a€ a< a€ Y]

7 Esto es, si dos objetos son iguales, decir que uno de ellos pertenece a un conjunto {clase) equivale
a decir que &l ofro tambiéh es elemento de dicho conjunto {clase).

" Es decir, dos varables individuales (conjuntos, clases, efc ) soniguales si y s6lo sl ambas satisfacen
las mismas formulas bien formadas {proposiciones, funciones proposicionales, efc.).
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a=b=[bEa <« b b
a=b=> [a€a< b& bl

Como nuestra hipélesis de induccion supongamos el resultado valido para

cada férmuia bien formada que tenga menos de n partes bien formadas.
Si n> 0y (a) tiene exactamente n partes hien formadas entonces () debe ser de
la forma
i) ~y(a) i) y(a) A (@) 0 i) (Yxnh(a)
Fn cada caso Y(a} y nfa) tienen menos que n partes bien formadas, por
consiguiente, de 1a hipdtesis de induccion:

a=b = (@) < (@) (a)

a=b => n(a) « n(@)] (b)
de ias propiedades de negacion y conjuncion se sigue que:

a=b => [p(a) & (@)] a partir de (a)

a=b = [y(a) an(@)] = fp(a)an(b)i] a partirde (a) y (b)
Asi, sl () es —p(a) 6 Pp(a) Ar(a) tenemos que:
a=h = [p(a) < @b} (€)

Si q(a) es (Vx)\(a), primero elegimos un X que sea distinlo de a y b, por genera-

lizacion de ia hipétesis de induccion, entonces obtenemos:

a=b = [(V:)y@) < (Vx)p(b)] | |

Nota: La extensionalidad nos asegura que un conjunto esta completamente
determinado por sus elementos. De un conocimiento casual con este axioma, uno
puede asumir que la extensionafidad es un principio de sustitucion que trata mas con
légica que con teoria de conjuntos. Esto sugiere que sf la iguaidad fuese tomada

como nocion primitiva, quizd este axioma podria ser omitido. Dana
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Scott'® sin embargo, ha probado que ésto no puede ser hecho sin debiiitar el
sistema. Asi, aunque si tomasemos la igualdad como una nocién primitiva 16gica,

serfa aln necesario agregar un axioma de extensionalidad’’ .

D. Construccion de Clases

Nota: Se ha hecho notar en la introduccion, que uno de ios objetivos de fa

teoria axiomatica de conjuntos, es evitar las paradojas clasicas. La paradoja de
Russell provino de la aceptacion intuitiva de que dada cualquier propiedad, existe un

conjunto cuyos elementos son esos objetos gue tienen dicha propiedad, es declr,

dada una férmula bien formada ¢(x) que no contenga variables libres mas que X,

existe un conjunto que contiene todos 1os objetos para el cual (p(x) es valida y no

contiene todos los objetos para los cuales @(x) no lo es. Mas formaimente:
(Fa)Vx)[x€Ea < pX)]

Este principio, Hlamado axioma de abstraccién (o el axioma de
construccion de clases), fue aceptado por Frege en su Grundgesetze der
Arithmetik (1893). En una carta®’ a Frege (1902), Bertrand Russell sefial6é que el
principio conduce a la siguiente paradoja: considere el predicado x€ex . Si existe un
conjunto “a” tal que: (Yx)[x€a < x€x] entonces en particular, a&a < ada.

La idea de ia coleccion de todos los objetos teniendo una propledad especffica,
es tan basica que dificiimente 1a abandonarfamos. Pero si es retenida ;,como seria

resuelta la paradoja? La aproximacion de 7Zermelo-Fraenke! es la siguiente:

T Ensays on the fundations of Mathematics. Amsterdam. North-holland publishing campany,
1962,p.115-131.

20 \er Quine. Van Oman: Set Theory an its Logic. Cambridge. Mass. Harvard University press,
1969.301.

21yan Hefjenoort, Jean:From Frege 1o Godel. Cambridge: Harvard University press, p.124-125.
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Definicion 10 Para cada fSnmaia hien formada (v, a0 a0 0 Y infrodiciremos ef

aimhotn de claae Ty [l o on o) e onal se ee “1a elaas da todoe los \

1ales que o (v i, e oy Y
Nata: Muestra principal interpretacion, es que la clase afmbolo {x b denota ta
clace de 1as variaples individinies ~ qie lienen i propiedad () Probaremos dque

Ia clase aa 1na extension de la poaion de conjunto en el senfida de qite toda canjunio

pa yna claae pero nn fada clase es pn conjunio,

Fylenderemas (a =relacion a clases simbola da manera cimilar a un objelo
(e se un elemenio de ima clase i [V sty silo sl ese ahjelo ps 1 conjnnto y
pneea la propiedad definida para 1a clase. 1.a paradnja de Rnscell se resielve

entoneea prohando gque §y €1 ns una clase propia. es declt 1na clnee que na e

un canjunio. Se degcalifica enfonees por acaniacion a cualquier clase, inclnyéndose A
af misma. por capaa de que eq N conjinin,

a1 nnaoiros adjlntaramns los simbolos E]g(sit parn nnestro langnaje abjato,
deheria aer pecesgatio evlendder nuesirag reglas para fonmilas hien inrmardas y
agreqar axiomas (ue restringan lns nuevos simbolos Flegiremos preferiblementa
infroaducir clases enmo {énninns definidos. Es esencial que proveamos up
procadimianta ataclivo para redunit a simhalos primitivos enalriier fonnula qne
contiens yn términa definido  Iniciaremns definiendo los rontexing en lns chiales las
clases simbolas son permitidas aparecer. Nuestra dnica preactpacion sera su

aparicicn en tormulas bien formadas en el sentido mas amplio 7 que se

TR iflea haeca consista en quae ahinia naestiag iGrmuias hien fannadas no las limitaremns a
Aatanminacda jeratrqula de objetos (vatiables indivicales. conjuntes, clases, ele ) sinn que de anui en
ardolanta 1as nlases Ins podiemos interpistar coma vadables individiiales (ohjetos) avn cuando elfas en of
mismas aslén compuestas da variables individuates, de esa maneta. A los conjuntos fonnating pot
senjrintos de conjintas de ohjetes los podiemos ver enma yarahiasg individuales (slamentas 1f objafes
cifnples) Ao 1al manega rpe ef poetalado 00 para i const eeidn de fanniias hisn fornadas, siga siondo
vAliclo para nuesto rievo santicdo mas armplio de varialla ndivicual,
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definen por las siguientes reglas:
Definicion 2:
(i) Si ay b son variables individuales entonces a&hb es una formula bien formada en
el sentido mas amplio.
(il)Si ¢ y W son férmutas bien formadas en el sentido mas amplio y siay b son
variables individuales, entonces ac{x|P(x)}, {X|@(x)}&b, vy x| px)ietx |
son férmulas bien formadas en el sentido mas amplio.
(ili) Si ¢ y ¢ son formulas bien formadas en el sentido mas amplio entonces ~@,
@A, VA, g=>1, Y <> son formulas bien formadas en el sentido mas amptio.
(iv) Si ¢ es una férmula bien formada en el sentido mas amplio y X es una variable
individual, entonces (Ix)tp y (YX)q son férmulas bien formadas en el senlido mas
amplio.
(v) Una formuta es bien formada en el sentido mas amplio si y solo si su existencia
es deducible de (i}-{iv}.
Nota: Es nuestra Intencion que toda férmula bien formada en el sentido mas amphio

sea una abreviatura para una férmula bien formada en el sentido original. Es también

nuestra intencion de que un conjunto pertenezca a una clase bien formada si y sélo sl

tiene la propiedad que define la clase, es decir, a&{X |p(x)}e>q(a).

Definicion 3:Siq y | son férmulas bien formadas en el sentido mas amplio,

entonces

(1) agix|px)} & (@)
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(1) fx| p(x)}Ea & @AyEaNVzEY < ¢(7)]

(idi) {x ]I Wx)} & (Avex|wx) (Vo) ZEyY & p(2)] 7

Nota: De la definicién anterior, se prueba faciimente que cada férmula bien formada
en el sentido mas amplio, es reducible a una férmula bien formada @+ que se
determina unicamente por fas siguientes reglas:

Definicién 4: Si ¢ y  son férmulas bien formadas en el sentido mas amplio,
enfonces

() [aEb]* & ach

. A i
(i) pEX|p()}]* & [p@]* < @)
&
(i) [ix|p(x)1€a]™ & @y€a)Vo)[zEY < @+(7)]
. - & .
(iv) [ix|pCOIEX W & @) yy) » (VD)zEy <= ()11
&
(V) [l & ~@x
(vi) o A W & (g )
(i) [(YX)PI* & (YX)p
Teorema 3: Toda férmula bien formada en el sentido mas amplio @, es reducible a
una y solo una férmula bien formada ¢+ determinada a partir de @ mediante las
reglas (1)-(vii) de la definicion 4.

Demostracion:

P ER otros tamincs: faclase (conjunto), {x | p(x)). esun elementode la familia a sl y s6lo sl s posible
encontrar algiin elemento y de a, cuyos elementos satisfacen @, s decir, si y sdlo si existe algin y

slemanto de a tal que y={x | p)}.

’ 2 |Jna clase s elemento de otra (lamada comunmente familia) si y sélo si en esta (itima existe un
slemento compuesto de los mismos elementos de la primera clase.
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Por induccion sobre n, el niimero de partes bien formadas®™ , en e! sentido mas
amplio, en

Si n=0, es decir, si ¢ no tiene partes bien formadas en el sentido mas amplio,
entonces p debe ser de la forma a€b. De la definicion 4(i), ¢+ es a&h.

Como nuestra hipétesis de induccion asumamos que cada formula bien formada en el
sentido mas amplio tlene menos que n partes bien formadas, en ef sentido mas
amplio, y es reducible a una y sélo una férmula bien formada que es determinada por
ias reglas (i)-{vii} de la definicion 4.

Si ¢ es una formula bien formada en el sentido mas amplio teniendo
exactamente n partes bien formadas en el sentido mas ampfio y, si n>0 entonces @
debe ser de una de {as formas siguientes:

(1) ae={x [y(x)

{ii) ix|\Mx)iEa

(i) x| pREX|N)

{iv)

(VY ) A M

(vi} (Yxhp

En cada caso 1 y 1) tienen menos gque 1t partes bien formadas en el sentido mas
amplio y por consiguiente hay una unica férmula bien formada Y+ y 7+ determinada

por Wy 1. respectivamente. v las regias (i)-(vii) de [a definicion 4. | uego, por las

reglas de la definicion 4(ii)-{vii), ¢p determina una inica formuta bien formada . | |

Nota: Del teorema anterior, toda férmula bien formada en el sentido mas amplio ¢

“Una parte bien formada de cualquier formula bien formada, es otra {drmula bien formada {(postulado
0) que es parte sintactica de 1a primera. Asf, por efemplo, en la formula pien formada (YX)[x&a < x&b),
'xFa esuna parte bien formada de dicha formula, asfcomoxca = x<h.
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es una abreviacion para una formufa bien formada @+. La prueba implicitamente
asume la existencia de un procedimiento efectivo para determinar el nimero de
partes bien formadas en el sentido mas amplio. Tal procedimiento existe y es

deducible a partir del tiltimo teorema, sin embargo nosotros no {o haremos aqui. De

tal principio es inmediato que hay un procedimiento efectivo para determinar @# de

.
El anterior tecrema también asegura que en las definiciones 2 y 3 no se ha

extendido la nocién de clase (fan solo se ha extendio Gnicamente la notacion para

clase en el sentido de que si ¢(x) es una férmula bien formada en ef sentido mas
amplio entonces {x|@(x)} y {x]|@*(x)1 son la misma clase. Esto es inmediato det

teorema anterior y 1a igualdad para clases que ya definimos). Notese que la definicion

0 concuerda no sélo para la igualdad entre clase y clase, sino también entre conjunto
y clase. Por esto, y otros propésitos se introducira la nocion de término.
Definicion 5: Un término es una variable individual o una clase simbolo.

Nota: Denotaremos por A, B, C, ... a [as meta-variables sobre términos.

Definicién 6: Si Ay B son términos entonces: A=B si y sélo si XEA < XEB, para
cualquier variable x. Es decir, A=B & (VX)[XEA <« xEB].*®

Teorema 4: AGB < (Ix)[x=A <> xEB]. "’

Demostracion (Lsquema):

valido a partir de la definiciones 3 y 6, y et axioma 0. i

Teorema 5: Si A, By Cson términos, entonces

% En olras palabras, dos t&rminos son iguales si estan constituidos de tos mismos etementos.

» Esto es.una variable individual (objeto) o una clase sfmbolo, A, es slemanto de un término B, es
dicir de otra clase simbolo si y sdlo si A es una variable individual y B es necesariamente una clase
sfmbolo. Esto es, A se puade considerar como “objeto” respecto de B (un conjunto ds objetos) en el
" sentido de la definicion 2().
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(i) A=A

(ii) A=B = B=A

(iii) (A=B A B=C} = A=C

Corolario 1.5: A=B < B=A.

Nota: La prueba es similar a la del teorema 0 y el corofario 0.1.

Teorema 6: Si A y B son términos y ¢ es una formula bien formada en el sentido
mas amplio , entonces: A=B = [p(A) «> ¢(B)]. *°

Demostracion (esquema):

L.a prueba es por induccién sobre el nimero de partes bien formadas, en el sentido

mas amplio , sobre ¢p. Es similar a la prueba det tecrema 2. [
Teorema 7: a={x|xEaj}’*’

Demostracion:

xEa <« XEa |

Corolario 1.7: A=IX|XEAL.

Nota: El teorema anterlor, establece que toda variabie individual es una clase. Se

debe nolar, sin embargo, que no toda clase es una variable individual (esto
dependera, en ultima instancia, de [a formula bien formada que defina a la clase). A
las clases que sean variables individuales las llamaremos conjunios {(de modo que
atin las variables individuales resultaran ser conjuntos) y a las clases que no sean

conjunlos las Hamaremos clases propias. Para el efecto, introduciremos los

predicados “A es un conjunto” , A, y “A es una clase propia” , S (A),

™ Dos clases simbolo (0 dos variables individuales) son iguales ssi cualquier férmula bien form ada,
valida para unade €llas, es valida también paralaotra.

» Tgorema 7: Cualquier variable individual (conjunto) es una clase simbolo. En este caso basta tener
la fémuia bien formada x<a (o bien la 1érmula bien formada adecuada ) para definir a una class que en

* esencia simholiza una variable individual. Enloque resta apareceran otras,
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respectivamente.
Definicion 7:
(i) Un término A es un conjunto si y solo si existe una variable x tal que x=A.
Estoes. «M(A) & (I)[x=A] *°
(ii) Un término A es una clase propia si y s6lo si no es un conjunto.
Es decir, SPe(A) N —eH(A) <= (YX)[x=A]Y
Teorema 8: Toda variable individual es un conjunto. Esto es, (Va)uﬁ{(a).
Demostracion: Ya que para cuaiquier a, a=a (teorema 0(i)), es claro entonces
que existe alguna variable X (en particular a misma) tal que x=a. Luego, a es un
conjunto (definicion 7()). W
Teorema 9: AC{X|@(X)} siy solo si A es un conjunto y es valida p(A).?
En simbolos: AELx|@(x)} < [M(A) A @(A)]
Demostracion (Esquema):
El resuitado se obliene de las definiciones 3(i),l7(i), y teoremas 4 y 6. |
Corolario 1.9: AEB = H(A).
Demostracion:
AEB <> AEX|xEB] ya que B={x |xEB} (corolario 1.7). por teorema 6.

< M(A) A AEB] segun teorema 9.

— «M(A)  simplificando la férmuia anterior. Il

T Una vanable individual. o una clase simbolo, es un conjunto si y sdlo si se puede ver como varable
individual. Esto es, por un conjunto se entiende cualquier clase que es elemento de alguna clase.

iEsto o8, UNa clase simbolo, es una clase propla sl s6lo 8l no es variable indlvidual (desde el nivel
jerdmuico de los tipos que estamos trabajando).

2 Un témino (variable individual o ¢lase simbolo) es elemento de una clase simbolo siy solo si dicho
1&rmino es un conjunto y satisface la formula bien formada {proposicién) que caracteriza ala clase simbolo.
En otras palabras, AGB sl y s6lo si B es una clase y A es un conjunio que satisface la formula bisn formada

‘gue define a B.
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Nota: £l anterior corolario, establece que toda clase o varlable individual para la
cual sea valido afirmar que es elemento de alguna otra clase, €s un conjunto.
Corolario 2.9: P (A) = AELB.

Demostracion:

Valido a partir de la contrapuesta del corolario anterior.l}

Nota: El anterior corolario establece, tal como lo habiamos comentado antes, que la

clase propia es aquella clase que no es elemento de clase alguna (inclusive ni de ella

misma). Por lo tanto, es posible notar que todo conjunto es una clase, pero que no
toda clase es un conjunto. Ya sabemos que fx|x€al es una clase que es un conjunto
(a partir de los teoremas 7 y 8), a continuacion expondremos un ejemplo de una clase
propia.

Definicion 8 (La clase de Russell): Rué {x|xgx}*’

Teorema 10: Ruesuna clase propla. Esto es, Fr(Ru).

Demostracion:

Si Ru es un conjunto entonces Ru es una variabie individual (definicion 7(i)); luego,
ia siguiente formula bien formada es valida a partir del teorema 8 y la definicion 8:
RucRu <> Ru@Ru ** (lo que conduce a coniradicciones). Asi, Ru es una clase
propia. B

Nota: Mieniras la clase de Russeil, Ru, sea una clase propla la paradoja de Russell

se evita en la teoria. Nétese que la clase de Russell es la primera que hemos

encontrado que no es un conjunto. Otras apareceran mas adelante.

T a clase de Russell se define como e! conjunto de todas las variabtesindividualgs (conjuntos) gue

no se penenecen a sf mismas. Por otro fado, & simbolo * 2 56 debs entender como una igualdad en el
metalenguaje.

' g 1a clase de Russall fuera un conjunto entonces la proposicion RugRu es valida, es decir, Ru
satisface la formuta bien formada x&x , que define alaclase Ru. Luego, por la definicion 2(), Ru=Ru.
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Hemos ya establecido ejemplos de que las clases de objetos individuales, para
los cuales una formuta bien formada dada ¢ es vélida, pueden ser conjuntos o clases
propias. Estos conjuntos, {x{q(x)}, para los cuales (x) no tiene variables libres,
exceplo x, los tlamaremos conjuntos definibles.”’
Definicion 9: Un conjunto a es definible siy sdlo si existe una formula bien
formada p(x) que no contiene ofras variables libres mas que X, tal que a={x | @ (x)1.

Nota: Toda variable individual es un conjunto definible, segn teorema 7.

E. Propiedades Elementales de Clases.

Nota: A continuacion se introduciran ciertas propiedades de clases. La mayoria de

ellas son de consecuencia inmediata; es por ello que omitiremos las pruebas para
algunos teoremas. Sin embargo, antes de eilo, presentaremos 0s conceptos de par

no-ordenado y conjunto unitario.
Definicion 10: (i) {a,b] 2 {x|x=a V x=b}
(ii) fat2{aaj
Nota: Postularemos que los pares (no-ordenados), {a,b}, son conjuntos.

Axioma 1 (axioma de apareamiento): (Va)(Vb)¥({ab}).*®

Definicién 11: (a b)&{x|x={al Vx=fa,b}}’’

* Precisamente tos conjuntos que no son definibles son aquelios que coinciden con ta nocién de
elemento ptimario de nuestra mente, como en el caso del conjunto A={a, e, i, 0, u} donde el elemento “a”
por ejemplo, visto como una vocal, impide que le veamos como un conjunto definible | a menos que le
asignemos una férmula bien formada ;asl, “a” es un conjunto (teorema 8) no-definible en este caso.

" Axioma de apareamiento. Si a y b son conjuntos (variables individuales, teorema 8), {a,b} as un
conjunto. Note que es imposible formular un enunciado similar para clases ptopias.

* Una manera equivalente de definir parejas ordenadas es la siguiente: {(a b) A {{a. ). {b. (¢} }siendo
4 laclase vacia (definicion 20).
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Teorema 11:

(i) xEfa,bt <« [x=a V x=b]

(ii) xEfal <« x=a

(ili) xE(a b} < [x=fal V x=fa,bi]

(iv) fal=fb] « a=b

(v} fal=1b,cl < a=b=c

(vi} (a b)=(c d)} < [a=c A b=d]

(viD) eM((a b))

(viii) (Vx)[aEx=bEX] = a=b

(i) Demostracion:

valida a partir de las definiciones 4(i) y 10().

(ii) Demostracion:

x€Efal « xEfa, aj a partir de la definicién 10(ii)
< [x=aVx=a] segunteorema 11(ii)
CCoXEfale x=a

(iii) Demostracion:

Vélida a partir de las definiciones 4(i) y 10(i).

(iv) Demostracion:

fal={bt = (W) [xEfal < XxEib}] < (VX)[x=a <« x=b] (detf. 0 y teorema 11(ii)).

(v) Demostracion:

fal={b,cl < (WW)[xEalexeibcl] <« (VOix=h< (x=aVx=c)] (definicién 0 y

tearema 11(i).{ii)).
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(vi) Demostracion:
(@ b)=(c d) < (¥)IxE{a b)<«xE(c d)] segun definicién 0
< (V)(x=fal V x=fa,bh = (x={c} V x={c,d})] de la definicién 11
<« (W) [i(x=falex={cha(x=fa,bje>x=fc,d])] V
V[(x=fal=x={c,dDa(x={a,b]ex={cD]]
<> [{a=C A b=d) V b=c=a=d] feoremas 11(iv),(v) y el corolario 0.1
¢ (a=C A b=d) a partir de la definicion 0.1¢t.1
Nota: La nocion de par no-ordenado y par ordenado tienen generalizaciones

naturales a n-adas no-ordenadas, {a,, a,, ..., a,} y n-adas ordenadas (a, a, ..a,).

e

Definicion 12: {a, a,...a,!

iX|x=a,Vx=a, V..V x=a}

Definicion 13: (a, a, ...a

a,) & ((@, a,..a,,) a,).n=3

Nota: Ya que fos pares ordenados son conjuntos se sigue, por induccion, que las

n-adas ordenadas son también conjuntos. Del hecho de que ios pares no-ordenados
son conjuntos, podemos también esperar (usando induccion) que fas n-adas no-
ordenadas sean conjuntos también. Para tales pruebas, sin embargo, necesitamos

ciertas propiedades de la union de conjunios.
Definicion 14: (i) UA2{x[(Ay)VvEA A xEY]}

(i) MA & Ix [(Vy)vEA=xEV].
Axioma 2 (axioma de uniones): (Va)M(Ua)’®
Definiciéon 15: (i) AUBZ {x|xEA VXEB]

(ii) ANB&{x[XEA A XEB}

Teorema 12: alUb=Uj{a, b}

* Axioma de las uniones: Dado cualquier conjunto de conjuntos, entonces ta unién de todos sus
slementos es también un conjunto.
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Demostracion:
x&Ealb < [xEa V xEDb]

< (Fy)[xEy a vE(a, bi]
< xeUia, b} n
Corolario 1.12: A(alUb) 3°

Demostracion:

eHMia, bl « M(Uia, b}) < M@aUb) (axiomas 1y 2, teoremas 8y 12).11
Nota: A continuacioén se presentan algunas propiedades importantes, las cuales
incluimos sin demostracion ya que son de facil comprension.

Teorema 13:

(i) bEfa,, a,, w.a,t < (b=a,Vb=a,V..Vb=a,)
(ii) {a,, a,, ... a,, i=fa. a,,...a,jUfa, ;1. n >1
ieMia,, a5 wnag}).

(iv)eH((a, a,..a,)).

(V) a& bUib} <« [aEb V a=hb]

(vi) AUB=BUA

(vii) ANB=BNA

(viil) (AUB)UC=AU(BLC)

(ix) (ANBYNC=AN(BMC)

(x) ANBUC)=(ANB) LUALKC)
(x1) AU(BMC=(AUBYN{ALK).

*La unidn de dos conjuntos cualesquiera es un conjunto.
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(i) Demostracion:
Valida a partir de fa definicidn 4(i) y la definicién 10.
(ii) Demostracion:

XEfa,, a,,...,a

aituia,, 1 < x€la, a,, 2,1 VXEla,, 1 definicion 15(i)

teorema 13(i) y teorema 11(il)

<> XEfa,, Q... a,,,} porteorema 13(i).
(iii) Demostracion:

Por induccion sobre n, el ntimetro de elementos de la clase. Para n=1 la conclusién es
evidente a partir de la definicion 12(ii) y del axioma de apareamiento {axioma 1). Para

n=2 la conclusion se sigue también del axioma 1. Sea ahora vélida la tesis para
cualquier indice menor o igual a n-1, esto es, uﬁ»{({a,, a,, ...y Ay 1), 022, Luego,
:M({an;). Ya que fa,, a,, .., 4, JUla,} = {a, a,, .., a} (teorema 13(ii)), la tesis se
sigue del axioma de las uniones (axioma 2) y de la hipdtesis de inducclon.

- (v) Demostracion:

Valida a partir de las definiciones 4(i) y 15() y del teorema 11ii). I

Nota: A continuacidn se introducirdn las nociones de subelase, ACB, y el conjunto

410

potencia, P(a).
Definicion 16: (i) ACB & (Vx)[xEA=>xER].

(ii) AC B & [ACE A A=B].

UBIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA

" Algunas autores simbolizan al conjunto potencia como 28,
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Definicion 17 (La clase potencia de un conjunto): P(a)2ix|x C a} **
Nota: No tenemos base alguna para clasificar la potencia de un conjunto como
clase propia o como conjunto; supondremos pues la validez del sigulente axioma:
Axioma 3 (axioma de potencias): (Va)HMP@) .2

Nota: Las siguientes formulas bien formadas en el sentido mas amplio, pueden ser
reducidas a formulas bien formadas como sigué:

(i) fa, bl € Uc & [fa, b} & Uc]* (definicion 4(i))

(i) (S, b)) <« (A0)[aEx v bEX]* (definiciones 7(i), 8(i), 4(vii))

(iii) M (Ua)e> (Ax)(V2)zEx e zEUA)* < @Ax)(V)zeEx<s (Ay) (XEY A yEQ)I*
(definiciones 0, 7(i), 13(i)).

(iv):fﬂ{(?(a)) o (AN Vy)yExeyCal* « @Ax)(Vy) [yeExe (V2)(zey=z&a)l*
(definiciones 7(i). 0, 16, 15(i)).

Teorema 14:

(i) Si ACB y BCC entonces ACC

(ii) Si ACB entonces CNA C GNB

(iii) Si ACB entonces CUA C QB

(iv) ACB « B=AUB

(v) ACR < A=ANRB

(vi) ACA

T a clase potencia dé un conjunto es la clase de todos los subconjuntos de dicho conjunto.
Ademas, nétese que ia clase potencia de una clase propia es imposible construira a la luz del corolarlo
2.9, ya qua una de las propledades intrinsecas de asta ¢lase es que uno de sus elementos debe ser la
clase propla misma, lo cual esimposible (ver teorema 14(xii)).

*? Eg decir, p(a) as siempre un conjunto. Una de las motivaciones para la formulacion de este axioma

s el hecho de poder construir 1a clase potencia de otra clase potencia ya construida {que de otro moado

seria imposible). Estehecho sera de gran utilidad como se ver4 en la seccidon H. De aquf en adelante nos

‘referiremos a la clase potencia como el conjunto potencia de un conjunto o simplemante como el
potancia de un conjunto.




27
{(vii) ACAUR
(viil) ANBCA y ANBCB
(ix) Si AC Bentonces UACURB
(x) Si A=B entonces UA=UB
(xi) a& P(a)
(xit) UP(a) =a
(xiii) aC b <« Pra)C Fb)
(xiv) a=b = p(a) = ?J(b)
Nota: Ya que existen clases que no son conjuntos, debemos restringir el axioma de
abstraccion ya antes expuesto: existe (un conjunto) a tal que X&a<>g(x), para todo

(conjunto) x. Zermelo propuso en su lugar el axioma de separacion que asegura que
la clase de todos los objetos en un conjunto que tienen una propiedad dada, es un
conjunto, es decir, alfA es un conjunto. Fraenkel a su vez reemplazo el axioma de
Zermelo por un principio que asevera que las funciones mapean conjuntos sobre

conjuntos. La condicion de que una formula bien formada ¢(u v} deba definir una
funcion, es decir, que {(u v)|g(u v)} sea una relacion univaluada es simp!emente‘
gue: Sip(u v)ygp{u w) entonces v=w, Sleste es el casoy si
A=fu|@v)g(u v)1  y  B=iv|Juwe(u v
entonces la funcion en cuestion mapea A sobre B y, por el axioma de Fraenkel,
mapea alNA sobre un subconjunto de B (fig.1). Esto es,
(Va)xM(iy | Qz€a)p(z ¥)})

0 equivalentemente: (Va)(Ab)(Vy)[VED < (Fr€a)p(z ¥

7 Esto 9s, para cualguisr conjunto @ existe un conjunto bial que paracualquier v: veb < ¢z ¥,
para algln z.
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Del axioma de Fraenke! podemos facilmente deducir el de Zermelo. Los dos son, sin

embargo, no equivalentes. £n efecto, Richard Montague ha probado que la teoria de

Zermelo-Fraenkel no es una extension finita de 1a teoria de conjuntos de Zermeio*

A P oz 4 e \
T W

A
z!l ) a Q Yy

R S ™ b
]

Y I

fig.1

Axioma 4 ‘(axioma del esquema de reemplazo o sustitucion):
(V) [(VU (VW) (VW) [(p(u V) A el W) = v=w] =
= (Ab)(Vy)[yEbes (I [xEa A (x W]I]

Teorema 15 (esquema de separacion de Zermelo®):

(Va)(Ab)(VX)[xED = (x&a A @(x))]

" Essays on The Fundations of Mathematics. Amsterdam, North-Holland Pubtishing Company.

“ Esto es, para cualquier variable (conjunto) a, st una férmuta bien tormada, ¢(u V), define una
funcidn (una relacién univaluada, es decir, si para cualesquiera u, v, w se cumpleque st ¢{u V) ¥ p(u
w) entonces v=wj, entonces existe una varable (conjunto) b tal que para todos sus elementos existe
una preimagen bajo la funcidn definida por «, 8sto es, para toda variable {conjunto) v se tiene que vEbD si

v solo si x@a yoglx y), para algin x.En otras palabras, toda funcién definida por una férmula bien
formada mapea conjuntos sobre conjuntos.

““ También llamado Axioma de especificacion de Frege: A todo conjunto “a” y a toda formula blen
formada (condicidn) g(x} corresponde un conjunto “b" cuyos elementos son precisamente aguelios

elamentos “X"de “a"para los cuales se cumpie @(x). Esto es, para todo conjunto a existe otro conjunto b
tal quexeh siysdlosi X&a y g X), para todo X,
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Demostracion:
Aplicando el axioma 4 a la formula bien formada (p(x) A u=v donde v no ocurre en
p{u)., tenemos que:
fptu) A u=v] A [p(u) A u=wj| => v=w (teorema 0)
De ahi que: (Hb)(Vx)[XEb < (Jufgp(u) A u=x A xEall (axioma 5)
Es decir: (Ab)(VX)[XEDb = (p(x) A xEa)]  (teorema 2).1
Corolario 1.15: (Va)eM(ix|xEa A ¢x)]) Y
Demostracion:
Por el teorema 15,(db)[b={x|xEa A @(x)}] (defincién 0); Asi, del teorema 8 y de la
generaiizacion universal (sobre a) de la proposicion anterior se sigue la tesis. i
Nota: De aqui en adelante escribiremos {x&alp(x)} en lugar de {xIxEa A (X))t
Definicion 18: {x€al@(x)} & Ix|[xEa A @(x)}.
Corolario 2.15 (axioma de separacion): (ana). *°
Demostracion:
afNA={xEa|xEA} (deliniciones 15(ii). 18). Asi. del corolario 1.15 se sigue la
conclusion. il
Definicion 19: A-B&{x|XEA A x¢B}
Teorema 16: e (a-A).
Demostracion:
a—i\={x€a|x@x} (definiciones 18 y 19). Por lo tanto, aplicando et corolario 1.15

obtenemos 1a conclusion. K

" Corolario 1.75. A todo conjunto “a” corrasponde la clase {x=a | p(x)}, 1a cual ss un conjunto.
¥ Corolario 2.15. La interseccion de un conjunto con una clase cualquiera {t&rmino) es un conjunto.
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Definicion 20 (La clase vacia y el cero): 044 2{x|x »x]
Nota: En nuestro desarroilo tedrico tanto el 0 (cero) como la clase vacia, IX|X = X1,
(denotada generalmente por ¢) signit.ican lo misimo. Como veremos, la clase vacia
{cero) serd nuestro primer nlmero ordinal.
Teorema 17: (Va)[a-a=¢].
Demostracion:
XECa-a <> (XEa a X&) (definicion 17), es decir, X&a-a < X = X (negacion de la
conjuncion del teorema 1 y el teorema 11(viii). En otras términos x€a < xE¢
(definicion 18).1
Corolario 1.17: M($).
Demostracion:
Del teorema 17: (Va)[a-a=¢ | => (Ja)[a-a=¢]
Asi, del teorema 16 y de la deficinicion 6(i) se sigue que ¢ es un conjunto.ll
Teorema 18:
() (Va)[at¢]
(i a=¢p < (Ix)[xea]
(1) Demostracion:
(Va)[a=a] Por teorema 0(i). De ahi que ag¢ (definicién 18).

(ii) Demostracion:

ax=p = [(A)[XEP A x¢a v (Ix)[xEa A x&¢ 1] negacion de la definicion 0.

< (Ix)[xea] del teorema 18(i).

Nota: Con el fin de excluir Ia posibilidad de que un conjunto pueda ser un elemento
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de si mismo y también excluir fa posibilidad de tener “©-loops™ (cadenas

cerradas bajola relacion €), es decir, a,€ a,&...€a & a,, Zermelo introdujo su
axioma de regularidad, también conocido como ei axioma de fundamentacion, el cual

asegura que todo conjunto no-vacfo “a” contiene un efemento “x” con la propledad de

gue ningun etemento de “x” es también elemento de “a”. Una forma {uerte de este

axioma asegura la misma propiedad para clases no-vacias. Es posible probar gue {as

formas débll y fuerte son, en efeclo, equivalentes.
Axioma 5 (axioma de regularidad, forma débil):
a=d = (Ax)[xEa A xMNa=¢1*
Axioma 5 (axioma de regularidad, forma fuerte):
Axd = (AX)IXEA A XNA=¢] ¥
Nota: En realidad, este tltimo axioma es posible deduclrlo como teorema a partir de

la axiomatica aqui expuesia y de la colindancia de los conceptos de funcion y
relacion.®

Teorema 19: =(a,€ a,E..€a3,Ea,)

Demostracion (por contradiccion):

Del teorema 8 y el teorema 13(iil). (Fa)la={a,, a,,.... a1l

De ahi que si a,€ a,&...€a, € a, entonces (VX){xEa = xMasg | (definicion 13(ii)).
Lo que contradice al axioma de regularidad.l

Corolario 1.19: (Va)[aga].

Demostracion:

Basta aplicar el teorema 19 para n=1.1

T Esto s, todo conjunto no vaclo tiene al menos un elemento disjunto con dicho conjunta.
0 Esto es, toda clase tiene al menos un elemento disjunto con dicha clase.

51 Para una mejor exposicién del tema consulte el libro infroduction to axiomatic set theory, p.69, que
aparece en la bibliografia del presente trabajo.
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Definicion 21 {La clase universal): V&{x|x=x}

Nota: Notese que la clase universal es la clase de todos los conjuntos (a partir del

teorema 0{i)), esto es, de clases no propias. Claramente, una clase que conlenga a
todas las clases proplas es imposible de construir a la fuz del corolfario 2.9. tn

esencia, este es nuestro segundo ejemplo de clase propia aunque, como se vera,

tanto VV como Ru son iguales.

Teorema 20: F (V).

Demostracion (por contradiccion):

Puesto que V=V (Teorema 5(i)) se sigue que si V es un conjunto, entonces VEV
(teorema 9 y definicion 19), lo que contradice al corolario 1.19.11

Nota: De la forma fuerfe de regularidad. podemos deducir el siguiente principio de
induccion, el cual afirma que cualquier subconjunto de ta clase universal es elemento
de 1a misma. Esto vendria a confirmar el hecho de que ia clase universal es la clase
de todos los conjuntos {(ciases que no son propias).

Teorema 21: (Va)[aCA = aEA] = A=V *?

Demostracion (por contradiccion):

Si B=V-A entonces por la regularidad fuerte (axioma 5), existe x&B fal que x(B=¢.
es decir, (Vy)[yEx = yé#B]. Pero sl y¢&B entonces yEA (hipotesis inicial, definicion
17 y definicién 0), de donde obtenemos que XCA (definicién 14(1)) y de ahi, xXEA
(segin hipotesis: (Va)[aCA => aEA]). Pero esto contradice el hecho de que XEB.
Por lo tanto, B=¢ y A=V (ver el teorema 18(ii)) .l

Nota: El teorema anterior nos asegura que si cualguier conjunto “a” tiene una

determinada propiedad, q(a). siempre que cada elemento tenga esa propiedad,

% Esto es, "Para cualquier stbconjiint~ de una clase, si dicho subconjunto es también elemento dela
misma, entonces |a clase en cusstiidn esigual a V"
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entonces todo conjunto fiene fa propiedad. Considere el siguiente ejemplo: st cada
elemento de un conjunto “a” no tiene una &-cadena infinita descendente entonces

claramente “a” no tiene una E-cadena infinita descendente. De ahi que no haya &
cadenas infinitas descendentes.

Teorema 22:

) dCA A ACV.

(i) (VX)[xFA] = A=¢.

(i) ACa = HM(A) ® (Axioma de subconjuntos).
(iv) e (A) = HM(ANB) * (Axioma de separacion).
(v) Ru=V,

(vi) AEA

(vii) A-B=¢ <« ACB

(viii) A-B=AM{x | xR}

(i) A-(BUC)={A-BYNYA-C) (leyes de D'Morgan).
() A-(BNC)=(A-BYU(A-C)  (feyes de D’Morgan).
(Xi) A-(B-A)=A

(xii) AN{B-C)=(ANB)-(ANC)=(AMNB)-C

(diily AU(B-C)=(AUB)-{C-A)

(xiv) A- BCA

(xv) ACB = C-BCC-A

(iii) Demostracion:

Supdngase que A no es un conjunto, es decir, A es una clase propia (definicion 7(if)).

3 Este teorema se conoce tambidn como el axioma de subconjuntos.
* Este teorema es conocido tamblén como el axioma de separacion.
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Ya que Ala < (VX)[xEA= x€Ea] | {definicion 14(i)) entonces, en paticular
Ala = (aEA= aca) es valida, lo que contradice el corolario 1.19.
(iv) Demostracion: |
Sea A un conjunto. Ya que AMBCA (Teorema 14(viii)), se concluye facilmente gue
AMEB es un conjunto (teorema 22(iii)).
(v) Demostracion:

XEX <> X=X a partir det teorema 0(i) y el corotario 1.10.1

F. Funciones y Relaciones

Definicion 22 (La clase del Producto (_2artesiano):

Ax B & i [(Fa)(IAb)NaEA A bEB A x=(a b)}}

Teorema 23: oM(ax b) =

Demostracion:

Cax b < (AN)(Fy)[x€a A vEDb A c=(x ¥)] Definiciones 4(ii) y 22.
= (I} Iv)[IxiCalb A {x, viCalUb A c=(x y)] Definicion 15(i).
= (I 3y)live PiaUb) A ix. vi€ PlaUb) a c=(x )] Definlcion 17.

= (A EAV)(x V)E PP@Ub))a c=(x y)] Definiciones 10(), 11, 15¢) vy 17.

= cEP(P(an)) Axioma de extension (axioma 0).

. ax b CPPaub)) A partir de la definicion 16().

Luego, ax b es un conjunto, segln el axioma de potencias (axioma 3) y el teorema

22(iii). #

¥ Esto es, el producto carteslano de dos conjuntos es un conjunto.
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Definicion 23:
(i) A2 & Ax A
ih AT 2ix iy XEA
Nota: Si A contiene elementos que no son parejas ordenadas, por ejemplo si A={0,
(O 1), entonces (A" 1Y 1#A. En electo, para el ejemplo disponible A-1={(1 O)} v
(A" D=0 DY

A cortinuacion se definen los conceptos de relacién, relacion univatuada,
refacion uno-a-uno, funcién y funcién uno-a-uno.

Definicion 24 (Relaciones y Funciones):

(i) Rel(A) & ACV?Z s

(i) Un(A) & (VuYVY)[((u VEA A (u W)EA) = v=w]
(i) Un,(A) & [Un(A) A Un(A 1] =

(iv) Fnc(A) & [Rel(A) A Un(A)] ™

(v) Fne ,(A) =N [Rel(A) A Un,(A)]*

Nota: La interpretacion de los predicados en ia definicion anterior son los
siguientes:
Rel(A) denota “A es una relacion”;

U'n(A) denota “A es univaivada™;

% A es una relacion (grafo) si y sélo sl es subconjunto delaclase VxV, siendo V laclase universal.

¥ A es univaluada si y sélo si para cualquier “u” que esté relacionado con "v", bajo A, se liene que este
‘v es Unico.

A es uno-a-uno si y 010 si tanto A, como su inversa, A1 son univaluadas.

* A esunafuncidn si y sdlo si es univaluada.

A o5 una funcidn uno-a-uno si y solo si A es una relacion uno-a-uno.
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Un,(A) denota “A es uno-a-uno”™;
Fric(A) significa “A es una funcion”;
I'nc, (A) significa “A es una funcion uno-a-uno™.
A continuacion, se definen el dominio y el rango (imagen) de una relacion.
Definicion 25:
() Dom(A) £ x| (A[(x yEA]®
(i) Im(A) 2 iy | (@0[(x y)IEAT 7

Nota: La interpretacion de los anteriores términos dados en ia defincion anterior. son
los sigulentes:

Dom{A) denota el dominio de A:

Im(A) denota la imagen o rango de A.

Se definen a continuacion los siguientes conceptos: [a restriccion de una relacion a
un determinado conjunto, es decir, una relacion vista como subconjunto del producto
cartesiano de alguln par de conjuntos, su imagen o rango y la composicion de dos

refaciones.

Definicion 26:

(1) Al; & AN(BxV)

(il) A[B] & ITm(A|p)

(ifi) AeB & f(x W) |(A2)(x 2)EB A (z VIEAR

Nota: Los términos descrilos en la definicién anterior y su interpretacion son los

siguientes:

A | g denota ta restriccidn de A a B.

" Esta clase es también denotada por D(A).
2 Esta clase es también denotada por W(A).
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A[B] denota la imagen o rango de B bajo A.
AeB denota [a composicion de A con B.

Debiera notarse que una clase no tiene que ser una relacion para tener un
dominio y una imagen. En efeclo, toda clase tiene dominio e imagen. £l dominio de A
es simplemente la clase de las primeras entradas de esos pares ordenados que estan
en A y la imadgen de A es la ciase de [as segundas entradas de esos pares
ordenados que estan en A. Ademas, toda clase tiene ciertas funciones parecidas a
propiedades: A|,, es la clase de los pares ordenados en A teniendo la primera
entrada en By A[B] es la clase de las segundas entradas de esos pares ordenados

en A que tienen la primera entrada en B.

A confinuacién, se exprondrd una serie de propiedades efementales de

relaciones y funciones cuya demostracion no se incluye aqui.

Teorema 24:

() (A1 TCA

(ii) (A" 1y 1=A < Rel(A)

(iit) AxBC V¢

(iv) VICV

(v) [Rel{A) A Rel(B)] =+ Rel(AUR)

(vi) (Vx)[xEA=>Rel(a)] = Rel({JA}

(vii) Un,(A) = (V\-'\f)(VX)(V}?)(V?.,)[[(\’\? NEA A (7 _\f)Ef\]:[\-\fz?@X:y]]

(viii) Fnc,(A) = [Inc(A) A Tnc(A 1]
(IX) (AxBYNCxD) = (AN (B




(x) ACR = Dom(A)TDom(B)

(xi) ACB = Im(A)CIm{B)

(xii) Rel(A|g)

(xiii) (x ¥)EA |z [(x ¥)EA A xEB]

(xiv) Dom(A{) = BnDom(A)

(xv) AlgCA

(xvi) A=A|g <> Rel(A)

(xvii) BCC=> (A]p) | g=Alp

(xviii) Un(A) = Un(A[)

(xix) bEA[B] «» (Ja)[(@a D)EA A acB]

(xx) [AGB A CCD] = A[CICRID]

(xx1) Si A={((x ¥) (y x))|XEV A yEV] entonces Un(A) A A[B}=B!
(xxii) ST A={((x ¥) X)|xXEV a yEV] entonces Un(A) a A[B]=Dom(B)
(xxiii) Si A={({x ¥) V) [XEV A yEV] entonces Un(A) a A[Bl=Im(B)
{xxiv) Rel(AeB}

V) [UndA) A Un(B)] = Un(AeB)

(xxvi} [UnfA) A Un{B)] = Imc{A°B)

(xxvii) {Un,(A) A Un,(B)] = Un,(AeB)

(xxviii) [Un,(A) A Un,(B}] = Fnc,(AeB)

(xxix) [Fnc{A) A I'nc(B)] = Fnc(AeB)

(xxx) TFnc,(A) A Fie,(B)] = e, (AeRB)

(xxxi) A~ l=(ANV ) !

38
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(xv) Demostracion:
Alg =AN(BxV) Definicion 26(i)
C A Teorema 14(viii).

(xix) Demostracion:

bEAIR] < bEIm(A| ;) Definiciones 26(j) y 0.
< (Ja)[(a DEA]] Definiciones 25(i) y 3(i).
< (Ja)[(a BEAN(BxV)] Definiciones 26{i) y0.

< (da){(a bYEA A (a b)YEBxV]Definiciones 15(ii) y 3(i).
< (da)[(a b)EA A aEB a bEV] Defininiciones 22 y 0.
- bEA[B] ¢ (Fa)[(a b)EA A acR]

(xx} Demostracion:
[ACB A OCD] < [(VO[XEA=XEB] A (V¥)[yEC=>yED]] Definicién 16(i)

< (VX)VYII(XEA A vEC)=(XER A yEI)]

S bEA[CI & (Fa)[(a bYEA A ac(] segun teorema anterior.
= (da)[(a b)EA A a&l)] por hipolesis.
= h&ER[D] segun teorema anterior.

(xxi} Demostracion:
SiA={((x ¥) (v X))|XEV a yEV} entonces:
(a) Un(A)

En efecto,

[(x 3) (v EAN((x y) (v uper]e

<[xEV A yEV A uEV A VEV A x=u A v=V] segiin hipétesis y definicion 3(i)
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< (y X)=(v u) a parlir del teorema 11{vi).

(b) A[B]=B"!
En efecto,
(b a)&B ! <« (a b)EB por detinicion 21(ii)
< [(a b)EB A ({fa b) (b a))EA] por hipdiesis
< (IX)[XEB A (x (b a))EA]
< {a b)EA[RB] por leorema 26{xix).
De la conjuncion de (a) y (b) se sigue la tesis il
Nota: El teorema siguiente asegura que relaciones univaltuadas, es decir, funciones,
mapean conjuntos sobre conjuntos.
Teorema 25: Un(A) = M(Afa]).

Demostracion:
Un(A) < (Vu)(Vv)(Vw)[[(u VIEA A (U W) f\]:>v:w] Definicion 24(ii).

Del axioma de! esquema de reemplazo (axioma 4) se sigue que:
Un(A) = (Va)(Ab)Vx)[xEb<(Iy)[yEa a (v X)EA]T]
Es decir,
Un(A) = (Va)(Ib)Vx)[xEbesxEA[a]]  a parlir de las definiciones 26(i), (ii).
= (Va)(Ab){b=Afal]  segun definicion 0
= (Va)H(a) a partir de la definicion 8().1
Nota: El teorema 25 nos asegura que las funciones (relaciones univafuadas)

mapean conjuntos sobre conjuntos.
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Corolario 1.25:
(i) edl(a 1)
(i) eM{(Dom(a))

(iil) eM(Im(a))

(i) Demostracion:

SEA={((X ¥) (v X))|XEV A yEV}] entonces Un(A) A Alal=a"! (teorema
24(xxi)). Luego, eM(a 1) por teorema 25.

(ii) Demostracion:

Si A={((x ¥) X)|x€EV A vEV] entonces Un(A) A Ala]=Dom(a) (teorema
24(xxii)). Luego, eM(Dom(a)) segiin teorema 25.

(iii) Demostracion:

Si A={((x y) V)|XEV A vEV} entonces Un(A) a Alal=Im(a) (teorema
24(xxii1)). Luego, eAl(Im(a)) segin teorema 251

Corolario 2.25:

(i) M(AxB) < eM(BxA)

(i) [39.(A) A B=g] = [P (AxB) A P (BxA)]

(i) Demostracion:

Si CHi((x  ¥) (v X)IXEV A vEV] entonces Un(C) A C[AxB]=BxA A
CBxA]=AxB: luego, eM(AxB) A M(BxA) (teorema 25).

(ii) Demostracion (por contradiccion):

Si B=¢ entonces (Ab)[bER], segin teorema 18(ii).

Si CH((x b)) x) |x€EAE entonces Un(C) A Dom(C)CAxB, a partir del teorema
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24(xxii). Por lo tanto, eM(AxR) = A (Dom(C)) segun teorema 22{iii).

Pero A=C[Dom(C)](definiciones 25(i) y 26(ii)), de donde eH{(Dom(C)) = M(A), a
partir de! corolario 1.25(iii) (lo que contradice la hipdtesis, F(A)). De esia
contradiccion conciuimos gque AxB es una clase propia, y de ahi, por el corolario
2.25(i), también BxA lo es.l

Definicién 27 {Cuantificador existencial de unicidad):

A
@A)e(x) & [T A (VIV(@) A gy ))=>x=V]]
Nota: El simbolo 3! se lee “existe un Gnico...”, o blen “existe a lomas un...”

Definicion 28 (La imagen de un conjunto bajo una funcion):
A2 x| AyIXEYA(b yIEA] A @b VIEAR

Teorema 26:

(M [(b vIEA A @AWV VEA]] = A(b)=y

(1) = (AWM(b VIEA] = A(b)=¢

(i) Demostracion:

De la definicion 28, (b v)EA A A!y)[(b y)EA] implica que XEA(b)<=XxEy
{teorema 9). Es decir, A(b)=y, segun definicidn 0.

{ii) Demostracion:

=(Ay)[(b v)EA] implica (¥x)[XFA(D)] {teorema 9). Es decir, A(b)=¢ (teorema
18(i)).8

Nota: Del teorema 26. vemos que 1a definicion 28 es una extension de la funcidn
vajuada. Si A es una funcion y si bestd en Dom{A) entonces A(b) es el valor de A

evaluada en b en el sentido usual. Si b no esta en Dom(A), entonces A(h)=0. Si A
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no es una funcion, A(b) esta sin embargo definida. Claro, si b no estda en Dom(A)
entonces A(b)=0. Si b esta en el Dom(A) pero hay dos diferentes pares ordenados
en A, siendo la primera entrada b, entonces de nuevo A(b)=0. Si b esta en Dom(A)
y (b y) es el unico par ordenado en A siendo la primera entrada b, entonces
A(b)=y.
Teorema 27: +M{A(b)).
Demostracion:
El teorema 26 nos asegura que

(y)[A(b)=y1,
es decir, eM(A(b)) (definicion 8(i)). N
Definicion 29:
(i) AFnB & [Fnc(A) A Dom(A)=B]
(ii) ATn,B & [Fc,(A) A Dom(A)=R] **
(ili) F: A——B & [[FaA A Im(A)CB]

(iv) I AP & [EFnA A Im(A)=B] &

(V) F: 4-45B & [FHuA A Im(A)CB] ©

8 Se dice que A as funcidén de B {y se escriba A%B) si Aes una funcion gue tiena como dominio a
B.

* A es una funcion inyectiva sobra B (y se escribe Aﬂ;\zB) si es una funcion uno-a-uno vy su dominio
asB.

“Fesuna funcidn de A en Bsiy sdlosi F es funcidn de A y suimagen {rango) esta contenidaen B.

*Fesuna funcidn sobreyectiva de A en B si es funcidn de A y suimagen (rango) es B.

* Fesuna funciéninysectiva de A en B si es una funcidn inyectiva sobre A y su imagen (rango) esta
contenida en B.
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(vi) T AzeeB & [F%,A A Im(A)-B|

Nota: La interpretacion de los predicados definidos anteriormente son: AnB

significa “A es funciéon de (sobre) B”, Aﬁ'ﬁzB significa “A es funcidn inyectiva sobre
B”,F: &——B denota a “la funcién F de dominio A y contradominio B”, F: #4535

denota a “la funcién sobreyectiva T de dominio A y contradominio B, F: A*-13B

F: AZ

denota a “la funcion inyectiva F de dominio A y contradominio B” y sobre” - g “la

funcion biyectiva I' de dominio A y contradominio B”.
Teorema 28:
(i) Afna = oM(A)
(ii) A%n,a = H(A)
(i) Demostracion:
A%a = [ACaxAla] A Un(A)] (a partir de las definiciones 29(i).(ii) 22(iv) y 23(i))
pero Un(A) = H(A[A]) (teorema 25); por consiguiente eMaxAlal) (teoremas 8 y
23), y de ahi tHM(A) (leorema 22(iii)).
(ii) Demostracion:
Af&lza = A%na a partir de las definiciones 27(i), (i} y 22(iv).(v)
= M(A) porteorema 28(i). 0
Teorema 29: Un(A) = oM(A )
Demostracion:

Un(A) = Un(A},) por teorema 24(xviii).

" I es una funcidn biyectiva de A en B si es una funcidn inyectiva sobre A y su imagen (rango) es B.
Estoes, F as biyectivade A en B ol esinyectiva y sobreyectivade AenB.
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Pero también tenemos que Rel(Al,) A Dom(A],) C a (feoremas 24(xii) y 24(xv)).
Por lo tanto (A|)FmDom(A]) A M(Dom(Al,)) segun teorema 22(iii) y las
definiciones 27 (i), 22(iv). De ahi que «M(A|,) (por teorema 28(i)).1

Teorema 30:

(i) Pr(A) = Fr(AD),

(ii) (Vo).

(iii) [Un(B) o (Fa)A-IM(B],)=¢[] = HM(A).

(V) (AFRC A BFD) = [A=Be>[C=Da (¥X)[XEC=AX)=B(x)]}}

(v) [TU(A) A Un(B) A a&Dom(AeB)] = {AeB)(a)=A(B(a)).

(Vi) A, 5B, A A, 7B, A Im(A,)CB,] = A,°A,FRB,.

(vit) [A, B, A A,%B, A Iln(;\z):B,]l::- A PA, T, B, A Tm(A eA ) =Tm(A )]
(vil)) [AFn,B A Im(A)=C] = [A 1Fn,C A Im(A-1)=RI.

(i) {Un(A) A H(B)] = AHUAB)).

(x) Un(A) = A[B}=fA(b) | bEBNDom(A)}.

(xi) [AZB V A%, B] = A=A|p.

(xii) (Ax)IAV)x=y A (b X)EA A (b y)EA] = A(b)=9.

(xiii) = (b X)EA] = A(b)=¢.

Nota: En secciones posferiores estudiaremos estructuras que consisten de una
clase A sobre la cual esta definida una relacion R, es decir, RCAZ. Ya que para

cualquier clase B, BNAZCA< es posible ver que toda clase B determina una relacion
sobre A de un modo natural. Es posible escoger iniciar nuestra discusion con una

teoria muy general de pares ordenados de clases (AR} que llamaremos sistemas
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relacionales.
Definicion 30 (notacion): xRy & (x y)ER

Nota: En el material expuesto anteriormente, estuvimos interesados en muchos tipos
de sistemas relacionales. En fa proxima seccion por ejemplo, estudiaremos una clase
especial de objetos llamados nimeros ordinaies. Sobre esta clase hay una
importante relacion de orden. Posteriormente estaremos interesados en el

ordenamiento de ciettos conjuntos.

Definicion 31 (Relaciones de orden total y parcial):

(i) ROr A & [(¥X, vEA) xRy ix=y V VRX]]A (X, v, ZEA)[(xRy AvRz)=xR7]}

(ii) RPo A & [YXEA) [XRX A (VX VEA) [(XRV AYRX)=>X=V] A
A (VX, v, 2EA)(xRy AvRZ)=XR7] |

Nota: R Or A denota a una reiacion R de orden totai de dominio en A, asi como
R Po A, que denota a una relacion de orden parcial de dominio en A. La primera se
| define como aquella relacion cuyos elementos son pares aordenados de la forma
(x v), tales que x=v ¥ (v X) no es elemento de Ia relacion y ademas es una
relacion fransifiva en el sentido de que si (x ¥), (v z)&Rentances (x z}&R La
segunda se define como aquella relacion que es reflexiva (en el sentido de que
(x X)ER, para todo XEA), anfisimétrica (en el sentidode que si(x  v). (v x)ER
entonces x=y) ¥ transitiva. Hay muchas propiedades de sistemas relacionales cuyas
pruebas dependen de ia clase de los R-predecesares: {X ] ny}.

Teorema 31: R MH{yil=ix|xRy}.

Demostracion:

XRy <> (x y)ER
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o (v X)ER!

< XER iy N
Definicion 32 (Notacion): RIA 2 RAL
Nota: Del teorema 31 es posible notar que ANR tiyi=¢ significa que ningun
elemento de A precede a v en el sentido de R Si, en suma, vEA entonces y es un
elemento R-minimal de A. Se consideraran relaciones con respeclo a las cuales cada

subclase de una clase dada tiene un elemento R-minimal. A tal relacion la

[famaremos reilacion fundamental Ya que no podemos cuantificar sobre fas clases
simbolos, debemos formuiar nuestra definicion en términos de subconjuntos e
imponer condiciones adicionales que facilitaran deducir la propiedad para subclases.

Posteriormente mostraremos que estas condiciones adicionales no son esenciales.

Definicion 33 (Relacion Fundamental):
R Fr A & (VYa)[(aCA A a=d)=(Ix€a)anR ' ixi=p 1>

Definicion 34 (Relacion de Pertenencia): F&{(a b)|aEbl.
Nota: Del Axioma de Regularidad, vemos que la E-relacion E es una relacion

fundamental sobre V. ia clase universai. Como en el caso de la €-relacion, las

relaciones fundamentales no tienen iazos relacionales y, como se probara

posteriormente, no posee cadenas relacionales Infinitas descendentes.

Teorema 32:

[RFr Aaa,€Aa . aa,EAl= [ Ra, n a,Ra,a...aaRal

Nota: Hay dos tipos de relaciones fundamentales que son de especial interés, las

relaciones bien fundadas y las relaciones bien ordenadas.

# R es una relacion fundamental definida sobre una clase A si para cualquier subclase de A, distinta
del vacio, existe siempre un elemento que no tiene predecesor en dicha subclase. Esta relacion también
salellama relacién fundacional.




48

Definicién 35 (Relaciones Bien Fundadas y Bien Ordenadas):

() RWIr A & [RFr A o (VXEA) [HMANR LD
(i) RWe A & [R Fr A A (VXEA)(VYEA) xRy V x=y V yRA]].

(ili) RWiwe A & [R Wfr A A R We A].7°

Nota: R es una relacion fundamental sobre A si cada subconjunto no-vacio de A
tiene un elemento R-minimal. R es una relacion bien fundada sobre A (R Witr A) si
cada subconjunto no vacio de A tiene un elemento R-minimal y cada segmento R-
inicial de A es un conjunto. Por un segmento R-inicial de A entendemos la clase de
todos los elementos en A que preceden, en el sentido de R, a un elemento dado de
A, es decir, ANR 1{x}, xEA. Por ejemplo, cada segmento Linicial de V es un
conjunto, ciertamente Elia}:{xleEa}:a (segun teorema 7). Entonces afIx=
aME 1{x] y por consiguiente del axioma de regularidad; a=d¢==(Ix=a)|aNE Lixi=¢|,
se sigue que F es bien fundada sobre V.

Existen refaciones que no son bien fundadas . Sea A la clase de todos los
conjuntos finitos y para a,b&&A definase aRb en el sentido de que a tiene menos
elementos que b. Dada cualquier coleccion no vacia de conjuntos finitos hay un
conjunto en la coleccion que tiene el rﬁenor numero de elementos. Asi R es
fundamental. No obstante, el segmento R-inicial de A que conliene lodos los
conjuntos finitos que preceden, en el sentido de K a un conjunto binario contiene a
todo conjunto unitario, por [o tanto es una clase propia. Asi R no es bien fundada.

R es un buen ordenamiento de A (R We A) siy sdlo si R determina un

"R es una relacién bien-tundada-bien-ordenada si R es bien fundada y blen ordenada.
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elemento R-minimal para cada subconjuntd no vacio de Ay los elementos en A son
parejas R-comparables. Si hubiera elementos a,b&EA que no fueran R-comparables,
es decir, ni aRb ni bRa, entonces ambos a y b serian elementos R-minimales de
fa.bi. Conversamente si a y b son R-comparables entonces a y b no pueden ser
ambos elementos R-minimales del mismo conjunto. Asl. si R ordena bien a A
entonces R determina un unico elemento R-minima! por cada subconunto no-vacio de
A. El siguiente teorema establece que toda relacion transitiva satisface la tricotomia.
Teorema 33: RWe A = ROr A. 7'

Teorema 34:

(1) (R Fr A A BCA)= R Fr B.
(ii) RFra= RWfra

(iii) (R WIT A A BCA) = R WiT B.

(iv) (R We A A BCA) = R We R.

(v) RWe A = (WEA)(VWEA) xRy = - [x=v V vRx]].

(vi) R We A = (WxEANVVYEA)Y7EA) xRy A vR7Z) = xR7].

Nota: Si una relacion R ordena bien a una clase A, jse sigue que R determina un
elemento R-minimal para toda subclase no-vacia de A? Si R es bien-fundada-bien-
ordenada (R Wiwe A) entonces la respuesta es, si;

Teorema 35: (R Wiwe A A BCA A B=¢) = (FacB)[BNR faj=¢].

Demostracion (por contradicciéon):

Ya que Bs ¢, IXER. Si BNR al=¢d entonces, ya que BNR 1{x} es un conjunto,

"Es decir, sl R ordena bien a la clase A entonces R es una relacién de orden sobre A
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(da€ BNR LH{xHBNR 1{xINR Hal=¢ |
luego aE€B y aRx. Ademas, v&ZRMR1{al = yRa, yde ahi yRx. Asi,

BNR-T{x}NR Haj=¢ = BNR Lixi=¢ N
Teorema 36:
[R Wiwe A A BCA A (VXEA)TANR T {XJCB => x€B]] = A=B.
Demostracion (por contradiccion):
Si A-B=¢ entonces, por el teorema anterior, (AXEA-B) [(A-BYNR 1{x}=4]. Luego,

ANR YxICRB.
Ya que XEA se sigue de la hipotesis que X&B. Pero esto contradice el hecho de que
XEA-B. De ahi que A-B=¢, es decir, ACRB. Ya que por hipdtesis BCA, concluimos
que A=B.N
Nota: El teorema anterlor es un principio de induccion. Para probar que
(VxeEA)p(x). basta considerar B={xEA ] @(x)}. Si para cualquier R que es bien-
fundada-bien-ordenada sobre A, podemos probar que
- (VXEA)ANR H{x}CB = xEB)

se sigue que A=RB, es decir, (VXEA )p(x).

Se probara posteriormente que los teoremas 35 y 36 poseen hipotesis extras.

Probaremos que la hipotesis acerca de que R Wiwe A pude ser reemplazada por
R Fr A,

Claramente dos sistemas relacionales, (A.R;) y (A.R;) son esencialemnte el
mismo si R, y R, tienen la misma parte relacional en comun con AZ, es decir s

AZN R =AN R;. Aun cuando R, y R, no tengan la misma parte relacional, hay un
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modo en el cua! dos sistemas relacionales son equivalenies. Pueden ser
equivalentes en el sentido de que exisle un isomorfismo entre los dos sistemas

refacionales.

Definicion 36 (Ilsomorfismo entre dos sistemas relacionales):
H Isomip, g, (A A S - Aistortha 4 (VRE A )VYE AR,y <= HXOR,H)I]
Definicion 37 (Relacion identidad): [ & §(x x)|xEVY.
Teorema 37:
(1 (I] Dlsomy (A, A).
(i) H Isomp, p,(A,, A,) = H Isomy, ¢, (A, A
(i) (H Isomp, p,(A; Ay) A Hylsomy, ¢, (A, Ay))=>H, o H Isomyg, g (A, Ay).
Nota: El teorema anterior nos asegura que el isomorfismo entre sistemas
relacionales es una relacion de equivalencia.
Teorema 38: Si Hisomy, p,(A;, Ay) A BE A, A XEA,, entonces
(1) BOR, ixj=¢ <> H[RNR, HHX) =,
(if) HIA; MR, Hix]=A,NR, Y{HX)L.
(i) Demostracion:
YEBNR, {xi = (yEB A yRx)

= (H(yYEH[B] A H(¥)R,H(x))

= H(y) € HIBINR, 1 {H{x)1.
z€ HIBINR, HHX)] = (AyER)z=1(y) A ZR,H(x)]

= (AyEBH(Y) R, H(x)]

= (AvEB)[y Ry ]
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= Jy&BNR, Hx1.
(1i} Demostracion:
7EH[A MR X < (AV)IVEA | A ¥y Rjx A 7=H(Y)]
= (dyeEAN7=H(y) A H(y) R, H(x)]
> 7EA MR, HH )N
Nota: Del teorema anterior vemos que e! isomorfismo entre sistemas relacionales

presetva los elementos minimales y preserva los segmentos iniciales.

Teorema 39: Si HIsomg, (A}, A;) entonces

(DR Fr A« R, IrA,,

(i) R, Wir A, & R, Wir A,

(iil) R, We A & R, We A,

Nota: Del teorema anterior notamos que si en una clase de equivalencia dada hay

un sistema relacional que es fundamental, entonces todo sistema relacional en esa
clase de equivalencia es fundamental. Simllarmente, si hay un sistema relacional que
es bien fundado, entonces todo sistema en esa clase de equivalencia, es bien
fundado; si un sistema es bien ordenado, todos son bien ordenados.

Cada clase de equivalencia representa un tipo particular de ordenamiento.
Supongase que damos un tipo particular del orden [A,, R,] con R,CA ,? y una clase
A5, ¢podemos definir un ordenamiento sobre A, del mismo tipo? esto es, ;podemos
definir una relacion RZQAZ2 tal que el ordenamiento [A,, R,| esta ordenado

isomorticamente al ordenamiento [A,, R,1?
De la definicion del ordenamiento isomorfico vemos (ue es necesario que

exista una correspondencia uno-a-uno entre A, y A,. Lo cual también es suficiente.
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Teorema 40:
11,
Si H: Aysebre” A, A R, =§(II(x) H(y)) [XEA, A yEA, A (X ¥)ER,}entonces

Hisong, p,(Ay, Ay
Nota: Larelacion R, en el teorema anterior dice ser inducida sobre A, por la funcién

uno-a-uno, H, y la relacién R, sobre A,. El teorema nos asegura que si una

correspondencia uno-a-uno existe entre dos clases, entonces cuaiquier fipo de
ordenamiento que pueda ser definido sobre una clase, puede también definirse sobre

fa ofra clase. Aunque esle es un resultado muy Utif, no permite contestar a la pregunta

acerca de gué tipos de relaciones son definibles sobre una clase dada A. ¢Hay
relaciones fundamentaies definibles sobre A? ¢;Hay relaciones bien fundadas sobre
A7 ¢;Puede ser A bien ordenada? Las primeras dos pregunias se responden

faciimente ya que la &-relacion es bien fundada sobre A.
La uftima pregunta es la més interesante. Del trabajo de Paul Cohen sabemos

que la pregunta de gue ya sea que todo conjunto pueda ser bien ordenado, o no, es
Indecidible en ZF. Tendremos mas que decir sobre este tema posteriormente.
Concluimos esta seccion con el siguiente teorema que caracteriza a los sistemas

relacionales bien ordenados,

Teorema 41: Si R, We A, entonces
1-1
HIsompg, (A, Ay)es|H Mm@ de o (WXEA DIHNEA - HIR, 1 ix] A

A (A,-HIR T HIDNR, HHE) = 1)




[I. Los Numeros Ordinales y
Naturales.

El Principio de Induccion
Transfinita.

(Version de von Neumann)

“Solo es util el conocimiento que nos hace mejores.”
(Soécrates)

G. Los Naomeros Ordinales.

La teoria de los numeros ordinales es esencialmente una teoria de conjuntos
bien ordenados. Para Cantor un numero ordinal fue “el concepto general el cual
resulta de (un agregado bien-ordenado) M si abstraemos de la naturaleza de sus

elementos mientras se retiene su orden de precedencia...” Fue Gottlob Frege (1848-
1925) y Bertrand Russell (1872-1970), trabajando independientemente, quienes
removieron los numeros de Cantor del reino de la Psicologia. En 1903 Russell definio
un nimero ordinal como una clase de equivalencia de conjuntos bien ordenados hajo
orden isomorfico.

Nuestra aproximacion es la de von Neumann. Elegimos definir nimeros
ordinales como miembros de clases de equivalencia antes que las clases de
equivalencia mismas. Probaremos que todo conjunto bien ordenado es isomorio a
exactamente un tinico conjunto que esta bien ordenado por la E-relacion y que es

transitivo en el siguiente sentido.

Definicion 38 {(Clases Transitivas): Tr{A) FN (W) IxEA = xCAL
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Teorema 42: (Tr{A) » BEA) = B C A.
Demostracion:
BEA = eM(B). Por definicion 38, (eM(B) A BEA A TH{A)) = BCA.
Pero B=A =>AEA lo cual es una contradiccion. De ahi B C AR
Nota: A continuacion definimos las clases ordinales. De aqui en adelante preferimos
simbolizar a la clase vacia por 0 (definicion 18).
Definicion 39 (Clase Ordinal): Ord(A) & (Tr{(A) A £ We A).
Nota: Ya que la €-relacion, E es fundamental, claramente bien fundada. sobre
cualquier clase, se sigue que para que Eordene bien a A es suficiente que E ordene
linealmente a A,
Teorema 43: Ord(A) < [Tr(A) A (VXEA) (WEA)XEY V x=v VvEX]]
Demostracion:
Obvio a pattir de la definicion de ordinal, la definicion de bien ordenado y del hecho
de que T Fr V. B
Teorema 44: [Ord{A) A BCA A B=0] = (IXxEB)|BMx=0].
Demostracion:
De ia definicion 39, E ordena bien a A. Ya que E es también bien fundada sobre A, es
declr, E es fundamental sobre A y los segmentos E-inicial de A son conjuntos, se
sigue del teorema 35 que B tiene un elemento E-inicial, esto es,

(AXER)[BNFE 1x{=0].

Pero F-Lixt=x.li

Teorema 45: (Ord(A) A a€A) = Ord(a).
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Demostracion:
Ya que A es transitivo a&-A implica aCA. Entonces, puesto que F ordena biena A E
ordena bien a al A, Ademas, de la transitividad de A, (X€y A vEQ)=>XECA. Ya que
E ordena bien a A debemos tener que xEa V x=a V a€=x, por teorema 32. De ahi que
(XEY A yEa)=>XEa, es decir, yEa=v(a.

Ya que a es transitivo y bien ordenado por E, a es un ordinal.li

Nota: Deseamos probar que la &-relacion fambién ordena bien la clase de los

conjuntos ordinales. De esto y del teorema 45 se sequira entonces que ia clase de los

conjuntos ordinales es una clase ordinal,
Teorema 46: (Ord(A) A Tr(B)) = [BC A <> BEA].
Demostracion:
Del teorema 42, BEA=>BC A. Conversamente, si B(C A entonces A-B=0. Del
teorema 44, A-B tienen un elemento E-minimal, es decir,
(AXEA-BY[(A-B)x=01].

Ya que XEA y A estransitivo, XC A. Puesto que (A-B)M=0, xCR.

Si yEB entonces, puesto que BC. A, y&A pues A es una clase ordinal ¥y XEA.
Ademas, vEX V y=x VXEy.
De la transitividad de B se sigue que [(xEy V x=V) A yEB]=>XER
lo cual confradice el hecho de que xEA-B. Concluimos que yEX, es decir, BCx.
Entonces x=B A X&A:; de ahi que BEAR
Coroalrio 1.46: [Ord(A) A Ord(B)]=>|BC A <>RBEA].
Deomostracion:

Ord(A)=>Tr(B). R
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Nota: Entre otras cosas los teoremas 45 y 46 nos aseguran que una subclase
transiliva de un ordinal es un ordinal.
Teorema 47: [Ord(A) A Ord(B)} = Ord(AMB).
Demostracion:
Ya que AMBCA yE We A, se sigue qu’e F We (AMB). Ademas, ya que A y B son
transitivos
XEANB < (XEA A XEB)
= (xXC A A xCB)
= XC AMNB.

Por lo tanto AMB es transitivo, y de ahi AMB es una clase ordinal. W
Teorema 48: [Ord(A) a Ord(B)] = [AEB V A=B V BEA].
Demostracion:
ANBCA A ANBCB. Si ANBC A A ANBC A entonces ANBEA A AMNBEB
(teoremas 46 y 47), de ahi que AMBEAMB. Pero, ya que por hipotesis I' es
fundamental sobre A, esto uUftimo contradice el teorema 32.

Por lo tanto AMB=A o bien, ANB=EB: es decir, BCA o bien ACR. De ahi, por el
corolario 1.46, AEB V A=BV BEAN
Definicidén 40 (La clase de los numeros ordinales): (hé;’xiOrd(x)}.
Teorema 49: Ord(On).
Demostracion:
Del teorema 45° xEO0n=>xCOn, es decir, On es transitivo. De los teoremas 45 y 48:

(XEOn A VEON) = (XEy Vx=y VYyEX).

Si aC0n A a=0 entonces (IX)[xEa]. Pero xEa=>0rd(x). Si alNx=0 entonces
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X esun elemento E-minimal de a. Si aix=0 entonces aMxCx y se sigue que alx
tiene un elemento E-minimal, es decit, (Fy&arnx)[(alx)My=0].
Luego zE€aly==(z&a a 7€Y). Pero ya que vEx A Ord(x), se sigue que 7EV=76X,
es decir, zEally=z&(alx)MNy. Ademas, af =0, es decir, v es un elemento
E-minimal de a.

Asi F es una relacion fundamental sobre Ony de ahi EWe On. Yaque Ones
transitivo, es una clase ordinal.l

Nota: Con excepcidn del teorema 43 hemos evitado, a propdsito, usar el Axioma de

Regularidad (axioma 5) en el establecimiento de nuestra teoria de ordinales. Al
hacerio asf se posee la ventaja de probar fa consistencia relativa del Axioma de

Regularidad y los otros axiomas de ZF.

Teorema 50: e (On).

Demostracion (por contradiccion):

M(On) = neOnll

Corolario 1.50: Ord(A) = [AEOnV A=Onl.

Demostracion:

De los teoremas 48 y 49, AEOn V A=On V On€A. Pero FrOn)=0ngA.ll
Corolario 2.50: Ord{A)=AC0On

Demostracion:

Valido a partir del corolario 1.50, teorema 49 y el corolario 1.46.1

Nota: Los elemenlos de On son los ndmeros ordinales en nuestro sistema. Hemos

probado que toda clase ordinal es un namero ordinal excepto por una, On. Los

nimeros ordinales desempefian un papel tan importante en la teorfa por delante que
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encontramos conveniente usar los simbolos «, B, y. ... como variables sobre los

nameros ordinales. Notese gue todo ordinal es un conjunto, a excepcion de On.

Definicion 41 (Notacidn):
(i) (Yp(ct) & (V)0rd(x) = q(x)].

(i) (Aa)gpla) & (AO[Ord(x) A @)

Nota: Hemos de aclarar en qué sentido fa Definicién 41 es una definicion, esto es
debemos hacer claro precisamente de qué formuta bien formada (Vo) gp(ae) es una
abreviatura para ella. Para ef efecto, podriamos estandarizar nuestra lista de variables
ordinales: a,,, at,. ... e insistir en que nuestra intension es que

(Vo )play) es (Wx)0rd(x,) = @ix)l

Fa plan,) es AxIOrdx,) A plx)l
Teorema 51 (El Principio de Induccion Transfinita):
8i ACON A (Ya)[aCA=a&A] entonces A=On.
Demostracion (por contradiccion):
Si On-A=0 entonces (Fa=0n-A)[(On-A)Ma=01. Ya que aeC On, se sigue que alA.
Entonces, del hecho de que {(VYa)[aCA=>aEAl, se sigue que a&A. Pero esto
contradice el hecho de que w&On-A. Por lo tanto, On-A=0, es decir, OnCA. Por
consiguiente, ya que ACOn, A=On.K
Definicion 42 (Notacion):
(Da<fp &« = p.
(iYa<p & (< P Va=p).

(i) max(o. p) & a U p.
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(iv) a >f & B cr.

(V) o =2 S (0 >f V a=p).

Teorema 52:

(i) (Vo) Onl.

(i) (Vo) (VB) <P V a=p V P<cr).

({il) (L <P A B <y) = a<y.

(V) (<P arpPsy)=>acy

WM asphealf

(vi) (Ve)@RBIP = alliall.

(vii}) Tr(A) < (¥X)(VWV)[(xEy A vEA)=XEAL
(viii) (Ord(A) A a€A) = a=anA.

(iX) (ACONn A A=0) = Aa)aEA A (VRBEA=>u<BI]

(x) Tr(A) = UACA.

(xi) UOn=0n.

(xi{) Ord(max(ct. ).

(xiii) &0 = max(a, P) A P = max(a, ).

(xiv) av = max(ca, B) VP = max(a, p).

Teorema 53: ACOn=+ Ord(UA).

Demostracion:

XEUA=Ay)XEY A VEAL Pero yEA=VCUA y puesto que AC(n se sigue que

(xEy A yEA)=XxLy. Por io tanto xCUA, es decir, UA es transiiiva. Ademas, del

hecho de que ACOn A Tr(On) se sigue que: xEA=xCOn, es decir, UACON. Ya
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que UA es una subclase transitiva del ordinal On, se sigue que UA es una clase

ordinal.ll

Teorema 54: (ACONn A aEA) = a = UA.
Demostracion:
aEA = a CUA

= 1 = UAT
Teorema 55: |[ACOn A (VPIRBEA=H = af] = UA = a.

Demostracion:

Notese que PEUA<EAYIP <y A YEA]. Ademas f <y A ¥ = . De ahique f} <,
es decir, UACa. Bl

Nota: Elteorema 54 nos asegura que UA es una cota supetior para la clase de los
ordinales A. El teorema 55 nos asegura que UA es también la minima cofa superior
de A. Ademas si A tiene un ordinal maximal, es decir, si (a)[aEA A (VPHBEA=H
< ]| entonces a=\UA v, por consiguiente, UAEA . Si A no posee elemento maximal
entonces UAEA. En particular, si A es un namero ordinal, es decir, (da)[a=A} y si
Uada entonces Ua=c. Tal ordinal es llamado ordinal limite.

Definicion 43 (E! Sucesor de un Numero Ordinal): a+t & o U fal

Nota: La definicidon anterior es valida también para cualquier conjunto. «+1 se lee
“gl sucesor de «” o bien, “ct sucesor”. Notese ademas que la anterior definicion no es
valida para clases propias ya que, como lo probaremos a continuacion, ata+1, o

que contradice al corolario 2.9 en caso que « {uese clase propia. En particular. On+ 1

no esta definido.
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Definicion 44 (Construccion de los Numeros Naturales):

(i) 0+ 1=0U10]=10} 21,

(i) 1+1=1Uf11={0 1142,

(iii) 2+1=2U§2{={0. 1, 2123, elc.

Nota: el lector podra notar que:

0=¢.1={0})2={p.{d}}. 3= {p,{p}.{d,{p}}}, etc.

Los niimeros naturales son pues, construcciones a partir del conjunto vacio.

Teorema 56: (Ya)[aca+1 A alo+1].
Demostracion:
aEalUsal a aCaliai a partir de los teoremas 11(ii), 13(v) y 14(vi).l
Teorema 57: (Va)[a+1€0n]).
Demostracion:
(V) [oe=0n A cxgaﬁ |. Por consiguiente, a+1C.0n. Ademas,

NEOHT = (XNEa V X=1)

= xCa.

Pero aalCa+1 y, por consiguiente, xCa+1. Asi a+1 es un subconjunto transitivo de

una clase ordinal, y por consiguente es un ordinal, es decir, a+1=0nl

Definicion 45 (Notaciéon): a <3 <vy & (<P aApP<y

Teorema 59: ~(dp)a<ff<a+1l

Demostracion:

Si (AP)a<f<a+1] entonces af} a [PEa V f=at]. Pero esto contradice el hecho de

que EFrOn.B




63

Teorema 60: aC On=> (Vo)[aEa = a< Ua+1].

Demostracion:

De los teoremas 53 y 54 tenemos que Ord(Lia)y A a = Ua. Del teorema 56,
coneluimos que « < Ua+ 1.l

Nota: E! teorema anterior nos asegura que dado un numero ordinal, existe un

nimero ordinal que es mayor, verdaderamente, dado cuaiquier conjunto de nimeros

ordinales hay un numero ordinal que es mayor que cada elemento def conjiunto dado.
La aceptacion Intuitiva de On como conjunto conduce a fa paradoja del ordinal mas

grande posible, es decir, un niimero ordinal que es mayor que todo niumero ordinal,
incluyéndose él mismo.

l.a paradoja fue desctbierta por Cantor en 1895. Aparecio por primera vez en
la impresion de 1897 habiendo sido redescubierta por Buraii-Forti, cuyo nombre fleva

ahora.

Definicion 46 (L.a Clase de los Ordinales No-Limite y Limite):
K 2 jo| =0V APl

(i) K; 2 On-K;.

Definicion 47 (La Clase de los Numeros Naturales):

N2 omdia|lantCKL

Teorema 61:

(1) o€ Ky < (o=0 A a=Uaw).

(ii) M = 0.

(iil) (Va)[eer1€ K1

(ivy NC K.

(V) PEN <> ()Y < B = yE K1
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(Vi) (f <o a aCK) = AP <y < al

(vil) al Ky = a+1C K,

Nota: Del teorema 61(i) vemos que K;, es la clase de todos los ordinales limite. Nos
referiremos a los elementos de esta clase como ordinales limite, y a los elementos de
K; como los ordinales no-limite. Los elementos de N (también denotado por ) son

fos numeros nalurales o sea los enteros no-negativos, comao lo mostraremos ahora,

probando que safistacen los postulados de Peano. Como una conveniencla

notacional usaremos i, j, k, ..., m.n como vatiables sobre M.

Definicion 48 (Notacion):
(i) (Va)p(n) & (V) [xEN=p(x)].

(if) (An)p(n) & @AVKEN A @(x)].
Teorema 62 (Postulados de Peano):
(i) OEM.

(it) (Vn)[n+1EM].

(ili) (Yn)n+1=0].

(iv) (Y (Vn)m+1=n+1 < m=n],

(V) [0EA A (YD) InEA=1+1EA]] = NCA.

(1) Demostracion:

De la definicion 46(i) tenemos que 0€K;. Ademas, 0U§0IC K, y por lo tanto 0N
(1i) Demostracion:

Ya que n+1€K; y puesto que n&N = n+1CK,. se sigue que (n+1)Uin+11CK;. Es

decir, n+ 1M,
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(iii) Demostracion:
neEn+t. Por lo tanto, n+1=0.
(iv) Demostracion:

m=n => Iu+1=n+1. Conversamente, sl m+1=n+t entonces ya que mem+i
tenemos que mEn Vm=n y n&m V n=mn. Ya que m&n A h&m y men A np=m

cada una contradice el hecho de que E es fundamentai sobre On, conclutimos que
mn=n.

{(v) Demostracion:

Si IN- A=0 entonces hay un elemento minimal nen k- A. Ya que 0&A se sigue que
0=n. Pero n&M A MCK;; por lo tanto (AB)[n=H+1]. Ademas, nCo+1 A n+1CK. Por
consiguiente. p+1CK;, es decir, B&N. Ya que f < ny n es el elemento mas pequefio
en N- A, dehemos tener que PEEIN- A, es decir BEA. Pero (BEN A PEA) = B+1EA,
esto es nA. Esto Gitimo es una contradiccion, fa cual nos obliga a concluir que
NCA. B

Carolario 1.62 (Principio de Induccién Finita):

Si ACM A 0EA A (VN)[NEA=nEA+1] entonces A=l

Demostracion:

Obvio a partir dei teorema 62.1

Teorema 63: Ord(ihl).

Demostracion:

Ya que NCK; A K,COntenemos que NCOn. Ademas,
(x€y A yEM=[0rd(v) » y+1CK]
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Por lotanto, xCyv A yCv+1 A y+1C K|, de donde se obtiene que xEk; A XL K, esto
es XEM. Asi, MCOn a Tr(M): por consiguiente Ord(M).
Nota: Del leorema anterior se puede observar que o INEOn o bien N-On (segun

corolario 1.50). Pero ;cual de estas alternativas es verdadera? La pregunta es si N es

0 no un conjunto. Esta cuestion no puede ser resuelta por los axiomas establecidos
hasta ahora. Elegimos resolver el punto en disputa postulando que M es un conjunto.

Esta eleccidn tiene la considerable ventaja de permilir ia construccion de los

ordinales transfiniios o de la sequnda clase: N+1, (IM+1)+1, ... . haciendo uso de ia
definicion 43, el cual sera el tema principal a desarrollar en lo consiguiente.

Axioma 6 (Axioma de Infinidad): BI(M)."

Teorema 64: ME K;,.”

Demostracion:

Del Axioma 6 y del teorema 63 tenemos que MEOn. Ya que NCK; se sigue que si
MEK, entonces N+1CK, y por consiguiente MEM . Por lo tanto ME K, .

Teorema 65: F % N= dAm{Fn+1) & Fn)l.

Demostracion:

Del Axioma de infinidad, F es una funcion cuyo dominio es un conjunto. Ademas. ia
imagen de F, Im{F), es un conjunto. Entonces del Axioma de Regularidad (axioma 5)
Axelm(F)[Im(F)Mx=0].

Pero xElm(F)= () [x=F(n)]. Ya que Kn+1)EIm{F) fenemos que F{n+1 EAECIR |

Nota: El teorema anterior asegura que no hay €-cadenas infinitas descendentes.

' También Bamado axioma del infinito. La causa del nombre del axioma debe estar clara. No hemos
dado aln una definicién precisa del infinito, pero parece razonable gue conjuntos tales como los dlte
dascribs sl axioma de infinitud merecen serllamados infinitos (Halmos, P. R.)

? Es decir. M es el primer nimero ordinal 1imite.
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Dado un conjunio no-vacio a, da4€ a,. Si a;=0, Fa,& a,, ele. Sin embargo, por el
teorema 65, vemos gue después de un niimero finito de pasos debemos obtener un

conjunio a, & a,, , cona,=0.

Siempre que toda €-cadena descehdente sea de longltud finita, se sigue gue
para un conjunfo dado “@4” hay una cota sobre la longitud de la €-cadena
descendente de “a”.Considere. por ejemplo, a IN:

(Vn)oE1ee . . ene M.
Asi, M es el primer niimero ordinal Iimite (teorema 64) y el menor de todos ellos, tal

como lo prueba el siguiente teorema.

Teorema 65:

(1) 0Ky = M= o

(i) (ACH A A=0) = (AnEANVMEA) N < my.

(iii) (F: M —= A A RFr A) = @n)[Fn+1) & RYFM)}).

Definicion 49 (Supremo e Infimo de una Clase):

[z

(1) sup(A) £ U(AMNON) sst ANOn=0.

It

0 s ANOn=0.

(if) inf(A) 2 N(ANON) ssi ANON=0.

>

0 551 AMOn=0.

iy supla) & L(ANB) ssi AnB=0
<
2 ssi Anvf=0.
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(iv) inf(a) & m{AnOn)-f ssi (AnOn)-B=0
T an ssi (ArmOn)-f=0.

Definicion 50: 1 (p(cr)) & infia | gt
Nota: sup(A) e inf(A), denotan al supremo e infimo de la clase A. en tanto

que sup{A) e inf(A) denolan el supremo & infimo de la clage A relativa al ordinal 3.
[ bl H

Por otro lado, 1 (¢p(ct)) denota at minimo ordinal que satistace .

Concluimos esta seccion con algunas propiedades interesantes de infimos y

supremos de clases ordinales.
Teorema 66:

(i) Nfa, bl =anh.

(i) Tr(A) = NACA.

(ii) AEA = NACa.

(iv) eM(Ma).

(V) [Tr(A) A A=0] = NA=0.
(Vi) A=0 = NA=V.

fxrif) S:J_r?(f‘a) <0n

(viii)inflAleOn A ing (A1eOn

(ix) sup(A)c0n V sup(A)=On.
(x) infiA)EA = ANOn=0.
(xi) (Fe)p(a) = @p (pla)).

(xil) [Ord(A) A A-a = 0] = a=inl{{A-a).




[II. La Recursion Transfinita.
Los Numeros Cardinales
Inaccesibles.

(Dersion de Neumann-Cohen)

“Estoy convencido de que el conocimiento
no es util si no contribuye al mismo tiempo
a que los hombres sepan mds sobre el
mundo y sobre ellos mismos. ;De qué
servirfa dominar las cosas si no podemos
dominar nuestro comportamiento?”

(Albert Einstein)

Nota: Todo numero ordinal es bien ordenado por la €-relacion, esto es

(Va)Ef . We al. Asf, (L] ) es miembro de alguna clase de equivalencia

[AESIA N

determinada por el isomortismo de orden. Deseamos probar ahora que hay

exactamente un tnico par tal en cada clase de equivalencia de conjuntos bien

ordenados, esto es, sir We a entonices hay uno y sélo un ordinal o para el cual
3 DIT lsomg (o, Q)]
Primero probaremos que hay a lo mas un ordinal que satistace io anterior.
Teorema 67: (Ord(A) A Ord(RB) a F Isomg (A, B)) = A=B.
Demostracion:
Es suficiente probar que F es ta funcion identidad 1 restringida a A. Esto se prueba

por induccion transfinita. Si PEA A (Va < B)[F(a)=a] entonces F(f)=p. Ademds, ya
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que f} es el elemento F-minimal en A-f (teorema 66(xii)) y puesto que los
isomorfismos de orden mapean elementos minimales sobre elementos minimales
(teorema38), se sigue que F(P) es el elemento E-minimal en B-F(pB)=B-p. es decir,
Fp)=p. B

Teorema 68:

[Ord(A) A Ord(B) A Iy Isomig (A, C) A F, Isomy o(B, C)] =+ A=B.
Demostracion:

Del teorema 67 y del hecho de que F,oF ! [somy, g(A, B).R

Nota: Elteorema 68 nos asegura que toda clase bien ordenada. es isomorfica en el -
orden a, a lo mas, un ordinal bien ordenado por la &-reiacion. Probaremos que
mieniras no loda clase bien ordenada sea isomorfica en ef orden a un ordinal, todo
conjunto es bien ordenado.

Ya que los isomorfismos de orden deben mapear efementos minimales en

elementos minimales y segmentos iniciales en segmentos iniciales (teorema 38),
debemos probar que si R Wea entonces existe un nimero ordinal «¢ y una funcion F
que mapea o sobre a. de tal manera que Vf < a, F(f) es el elemento R-minimal en
a - F(p). Pero esto significa que F debe ser definida de modo que su valor en g siga
dependiendo de f3, en el sentido de gue los valores de F los asuma en todos los
ordinales menores que [, y el requisito adicional de que F(f}) sea el elemento R-

minimal en a - P[Pl ¢Existe una funcion que llene todos estos requisitos?
Probaremos que tal funcion existe. Ciertamente, probaremos que existe una Gnica

funcion F definida sobre On, de 1al manera que su valor en § depende de f} y de los
valores que F asume en todos los ordinales menores que P, y por lo {anio en F|ﬁ. y

también depende de cualquier condicién, G, dada previamente. Tal funcion I se dice
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estar definida por recursion transfinita.

Para alcanzar nuestro objetivo, sin embargo, debemos probar ef siguiente

lema.

[ema 1.69:
[F B A (Va< BIRa)=GE N A gy A (Va< piga)=Ggl )] A By =
= (Vo< B)[f{a)=g(a)].

Demostracion (por inducciéon transiinita):
Si (Vo< a)[{(B) = g(d)] entonces fl =gl v, por lo tanto, f(a)=G(11 )=G(gl )=g(cx).l
Teorema 69 (Principio de Recursion Transﬁnita): I ‘
Si K= | @B 0 B A (Vo PYI(a)=G(A_ I y st E=UK entonces:
() ¥ % On.
(i1) (Vo) [H(a)=G(F )]
(i) A Fn On A (VOIA()=GIAL )] = A=FL
Demostracion:
(i) Ya que [EK = Rel(f), tenemos gue F es una retacién. Ademas,

[(a DYEF A (2 OEFAfEKNFeEK)(a D)EM A (a 0)Eg].
Del Lema 1.69 tenemos que [{a)=g(a), es decir, b=c. Asi, I es univaluada y por lo

tanto es una funcion.

Si x&a A a&Dom(F) entonces, de la defincion de Fy K, se sigue que
AN@ERIF Fn B A aERL

Pero ya que fos ordinales son transitivos, y los elementos de los ordinales son
ordinales, es decir, Ord(a) A €. Asi, Dom(FCOn A Tr{Dom(IN. Por lo tanto,
Ord(Dom(FY), es decir, Dom(F)=0nV (Iy)[y=Dom(D)].




72

Siy=Dom{Py sig=FUi(y ~ G(F])) | y=Dom(1) entonces

g I (v + 1) A (Ve y + Digla)=Gigl ).
Asl, eEK y yEDom(F). Pero y=Dom(F). Esta es una contradiccion; y por lo tanto
Dom(l) y i 2 On
(1) (V) @DITCF A Floo=f(a) a f(a)=G( )]. Se sigue entonces I, =f1,y. porio
tanto, 1{at)=f{o)=G(f )=G(H ).
(iti)  Ya que Dom{A)=Dom([) es suticiente probar que (Va)[A(a)=F(c)l. Esto lo

hacemos por induccion transfinita. Si (Va){a< v => A(a)=F(a)} entonces Al =F| .
Por consiguiente, A(y)=G(AL )=G(F )=F(y).R
Corolario 1.69: AIN % a A (V< (1)[f(B)=G(f|ﬁ)]l

Nota: El teorema 69 es un teorema de esquema vy, por lo tanto, un metateorema. Con
la cuantificacion en el metalenguaje, lo podemos establecer como sigue:

(VYA B[F ()n‘ A (YO THe)=G(F )T}
Mientras qiie este enunciado comunica mas facilmente el contenido del teorema
como se usard, es no obstante de interés notar que el teorema 69, como se
establecio, es muy fuerte. No sélo asegura Ia existencia de la funcién I sino que
preescribe un método para exhibir F cuando Gesta dada.

Para ciertos tipos de problemas, es suficiente conocer qué funciones pueden

ser definidas recursivamente sobre los nimeros naturales en el siguiente sentido.
Dada cualquier funcién h y cualquier conjunto a hay una funcién { definida sobre N
de fal manera que:

{(0)=2a,
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f(n+1)=h({fin)).
Este tipo de recursion puede ser extendido a funciones sohte On, agregando el
requisito de que en los limites ordinales «t el valor de f sea el supremo de sus valores

en los ordinales precedentes a «. es decir,
Fran=UIf(y) | y< at, a€K,

Deseamos probar lo siguiente:

(VINY2) AP [F Hn On a FO)=a A FR + D=HEFP)) A
A IBEK = F(P)=Usf(y) | y< pill

Para el enunciado de nuestro teorema, elegimos retener el formato de un

teoremna de esquema y, por consiguiente, recurrimos a los circunloquios notmales

para evitar la cuantificacion sobre clases simbolo.

&
Definicion 51 (Notacion): c4F (@) & W iF(e] loc B,

Teorema 70: SiG=i(x V) | [x=0 A v=a] V [x=0 A sup(Dom(x)})=Dom(x}] A
Av=I{x(sup(Don(xN))} V [x=0 A Sup([)om(x))=Dom(x) A yv=UImx)]} y si
EOn a (Vo) [F(e)=G(Fl )] entonces

(i) F(0)=a.

(ii) F(B + 1)=HEH)).
(iii) F(f )mq};a;'aF( Y), Bek,,.

{iv) F es unica.
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Demostracion:
(i)  FO)=G(Fl )=G(0)=a.
(i) F(p+1)=G(Fly,,). Ya que Dom(Fly, )=B+1 A sup(B+1)=p=p+1 tenemos que

G(FIW):H(ﬂ&H (sup(B+1)))=H(FR)).
es decir, F(3+1)=H(F(B)).
(i) f(p)=G(Fly). Yaque dom(Fl)=f y BEK; ;. tenemos que sup(p)=p.
Por consiguiente:

G(F,)=w Imf Fl.) = 1J'L.;,l;l?( Y1, &8 decir, Fi [3 }:-H%F( 3]

(iv)  Obvio por induccion transfinita. R

Corolario 1.70 (Principio de Recursion Finita):
@D Fn WA fO)=a a (VK [f(k+1)=H{I(k)1]
Demostracion:

Sien el teorema 70 restringimos F a M (donde N=w) entonces (F|_ ) M, por lo tanto

oM(F| ). es decir @N[=F| . Luego,  Fn N A f(0)=a A (YK)[f(k+)=H([(k))] . Es

t

ohvio por induccion, que f es tinica. ll

Nota: En el estudio de los isomorfismos de orden, estamos especialmente

interesados en aquelios drdenes que preservan funciones que mapean ordinales

sobre ordinales. Cualquier funcién cuyo dominio es un ordinal y cuya imagen es una
clase de numeros ordinales la llamaremos una funcion ordinal. Si en suma una

funcion ordinal preserva el orden, decimos que es estrictamente mondtona.
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Definicion 52 (Funcién Ordinal y Funcion Estrictamente Mondtona):

(i) Orf(G) & [6 Fa Dom(G) A Ord(Dom(G)) A Im(G)SON]

(i) Smo(G) & [Orf(G) A (Va&EDom(GHVPEDoM(GHa< p = Glay< GBI
Teorema 71:

(i) Smo(G) = (Yo )faEDom(G)=a = Gla)l.

(ii) [F Isomg (A, B) A Ord(A) A BCOn] = Smo(l).

(i) 1T A 22l B A Smo(F) A Ord(A) A BCOnj=> T Isontg (A, B).

sobte

(ii1) Demostracion:

Supongase que F(X)s E(y). ya que x,¥&0n, entonces x< v V y< X Si ve X
entonces F(v)< F(x), pues Smo(F). Esto contradice nuestra suposicion, de ahi que
x= v.R

Nota: El principio de recursion transfinita. nos asegura que podemos definir una
funcion F sobre On de tal manera que su valor en o dependa de sus valares en todas
los ordinales menares que . y sobre cuaiquier condicion dada G. Si RWe A ysilF
tiene un isomarfisma que preserva ei orden de algun ordinal en A, entonces F(a)
debe ser el elemento R-minimal en A-F(a), Supongase que podemas definir G de tal
manera que G(H ) es el elemento R-minimal en A-Flal Luego. claramente F debe
ser un mapeo que preserva el orden hacia el interior de A. Faltaria probar inicamente
que F agota a los elementas de A, es decir, Im(F)=A . De hecho, descubriremos que
existen dos casos de interés. Si R es una relacion bien fundada entonces Im(F)=A;
si R no es bien fundada. entonces Ini(F) sera un segmento R-inicial de A.

Natese que Im(F) es Rtransitivo. esto s (XRy A vEIm(F)) = x&Im(b).
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Teorema 72:
Si RWe A A RWIr A A BCA A (WXEAN(VWER) [ xRy=xEB] entonces

A=B V BxEN{B=ANR{x1].
Demostracion (por contradiccion):
Si A=B entonces, ya que BCA. A-B=0. Asi, A-B tiene un elemento R-minimal. a
(teorema 35). Puesto que a © A A a & By. por hipotesis,

(XEA A XRv A yvER)=XER
se sigue que (YXER)|x Ra ], pues'de otro modo a & B. Poriotanio BCANR Yat.

Ademas xEANR Yal = (XA A x Ra). Pero a es el elemento R-minimal en

A-B. Por consiguiente, x&A-B, es decir, xEB. Asi, ANR 1fa {CB vy. por lo tanto
B=ANR'fa il
Nota: En el teorema anterior el requisito de que R fuese blen fundada se usa
anicamente para establecer que A-B tiene un elemento R-minimal. Posteriormente
probaremos que es suficiente con que R sea fundamenial. Consecuentemente este
resuftado es valido aun si R es una relacion bien ordenada que no es bien fundada.
Teorema 73:
Si F % On A (Y F()=G(R )] A (Vo) [G(H )EA-Flall entonces
(i) Im(IHCA.
(ii) Un,(F).
(iii) FR(A).
Demostracion:

(1) (VolF(a)=G(H)) A G YEA-F(a)], es decir, (Vo) Fa)EA]L
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(i)  a< p=T(a)EAPR]. Ademas, F(PIEA-FIP]. es decir, H{BIEHP]. Por lo tanto,
F(ct)=H(f}). Consecuentemente, === {c)=F(3), es decir, F(a)=H )=a=.
(iii) Ya que Im(F)CA tenemos que «H(A)=eM(Im(T)). Ademas,
Un, (Fy=> M (Im (1)) <> MOn)].

Asi, Frr(A). R
Teorema 74:
Si F % On A (VaFEa)=GA )] A (YOIA-Flal=0=G(H YEA-Flall A HMA)
entonces (Fa)(Vh< ) [A-F[B1#0] A Hal=A a Un,(F ).
Demostracion:
Si (Va)[A-Fla]=0] entonces (Vo) {G(F YEA-F[a]l y. por el teorema 73, A es una
clase propia. Ya que, por hipdtesis, A es un conjunto concluimos que (Fa){A-Flui=0]
Existe entonces un « minimo, es decir,

H)[A-Flak=0 A (YB< a)[A-F[B1=0]].

Si xEF(wr) entonces (IP< a)fx=KB)]. Pero P< a==>A-Fla]=0 y, por lo tanto,
FREA-TB], es decir, xEA. Asi, Ha]CA. Pero, ya que A-Flak0. ACHa]. Por
consiguiente, A=F[a].

Ya que Fes una funcion, Bl es univatuada. Ademas,

1< f< u=Fy)EHP] A F(BYEA-F[f],
es decir, F(OENRT A HB)EHPI Entonces F(R)=F(y). Asi,
fr< a0 A P< e A Fy)=F(H)] = v=p,
esto es, Fl_es uno-a-uno.ll
Nota: En el teorema 73 vemos que el requisito de que (Ya)[G(H )EA-Fla]l. nos

asegura que la funcion b definida por induccion transfinita sera uno-a-uno. A su vez,
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si F es uno-a-uno entonces Im(F) serd una clase propia y (Va){G(H YEA-Flall

Ademas, st Im(F) es un conjunio entonces I no puede ser uno-a-uno. En este caso

el teorema 74 nos asegura que si F llena los requisitos para las relaciones uno-a-uno

“tan grandes como se puedan”, es decir, cuando los elementos de Im(F) se agotan,

entonces las restriccion de F a algun ordinal o (¥,) mapeara uno-a-uno a o sobre

Im(F). De esto ultimo podemos probar que todo conjunto bien ordenaido es isomorio

en el orden a un namero ordinal.

Teorema 75: Si Res bien fundada sobre A y ademas ordena bien a A, y si

G=§(x ¥)|yEA-IMK) a (A-Im(xH)NR Liyi=0} A FFn On A (Vo) [F(a)=G(P )

entonces Ges univaluada y GX)EA-Im(x)e=A-Tm{A)=0.

Demostracion:

Si (x ¥yy) (X y,)EGentonces v EA-IM(X) A y,EA-IM(x) y ademas

(A-Im(XNNR Ly 1=0 A (A-Tm(x))NR 1y ,i=0.

Por lo tanto, v (&R 'y ,} A ¥R 1y 1. Yaque R We A debemos tener que y =Y ,.
Si G(x)EA-Im(x) entonces, claramente, A-Im(x)=0. Conlrariamente, si

A-Im({x)=0 entonces R es bien fundada sobre A y ordena bien a A. Asi, A-Im(X)

tiene un elemento R-minimal, y. Pero G(X)=y, es decir, G(X)& A-Tin (x).1

Teorema 76: Si A es una clase propia que es bien ordenada por K, siendo R bien

fundada sobre A y si

G={(x ¥)|¥EAIM(X) A (A-Tm(x))NR Hy}=0t o FFn On a (Ya)[Fa)=G(B )

entonces F {somyg ,(On, A).
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Demostracion:
Si (3a)[A- Flal=0] entonces ACHa]. Ya que Ha] es un conjunto, entonces se
segue que A es un conjunto. Pero como A es una clase propia tenemaos entonces
que (Va)[A-Fla]=0]. Del teorema 75 y de las propiedades de definicion de F y G se
sigue que Ft) es el elemento R-minimal en A-Fla|, es decir,

Flae A-Fla] A (A-Fla])NR HF(a) 0.

Del teorema 73 se sigue entonces que Im(F)CA y F es uno-a-uno. Para
probar que [ es sobreyectiva, notemos que si yv&=Im(F) entonces (o )[y=F(a)l.
Ademas, ya que F(a) es el elemento R-minimal de A-Fla]: xRv=Xx&A-Fla],
entonces (XA A xRy) = xXEHa|

= xEIm( k).

Tenemos entonces asi satisfecha la hipdtesis del teorema 72:

RWe A A Tm(FYCA A (VxeEA)(YvEIm(F)) [xRy=>xezIm(F)].
Concluimos que Im(F)=A Vv (x€A) Im(F)=ANR L{xi]. Pero Im(F) no puede ser
un segmento R-inicial de A porgue los segmentos R-iniciales de A son conjuntos, y
siendo Im (1%} la imagen, uno-a-uno, de la clase propia On, no puede ser un conjuo.

Por lo tanto, Im(F)=A y
Fondpsa

Finalmente, a< B = HalCHA1 y por lo tanto A- FIRICA- Tla]. Ya que
F(B)EA-Fla] se sigue que F(PYEA-F[a]. Pero () es el elemento R-minimal de
A- Fla). por consiguiente F(a) R F(B) V Fla)= F(B).

]

Ya que T es uno-a-uno, F(a)=E(B). Entonces a< f = F(a) R F(P), por lo tanto
F Isomg p (On, A).K
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Corolario 1.76: Si A es una clase propia de ordinales y si
G=i(x ¥Y P YEA-IHK) A [A-Im(x)}NR yi=03 A F 5 Ona (Vo) F(o)=G(P )]
entonces F Isomyg . (On, A).
Demostracion:
Ewe A aEwir AN
Teorema 77: [RWe A a AM(A)] = () HIT Isomg plo, AL
Demostracion:
Si G={(x ¥)|¥yEA-ImM(x) A [ANI(X)]NR T f¥1=0} y si
F % On a (Yo)[F(o)=G(H )]

entonces por el teorema 74, (Jc)[Fal=A a Un,(H )], es decir,
Flo w il

Que F|_ preserva el orden se prueba analogamente a la demostracion del teorema
76. Entonces Fl Isomy p(ct, A). Pero Fl, es un conjunto, es decir. (3D|[f=H_]. Luego,
(3 DIf Isomg plex, A)). La unicidad se obtiene por recursion. il

Corolario 1.77: [ACOnD A A(A)] = Qlo)(3! HIf Isomy (o AL
Demostracion:

ACOn=>F We AN

Nota: Ya que E es una relacion bien fundada y 1a buena fundacion se preserva bajo
el isomorfismo de orden, se sigue que el requisito en el teorema 78, de que R sea
hien fundada sobre A, no se puede omitir. En su ausencia Unicamente podemos

probar que On es isomorfo en el orden a algin segmento R-inicial de A. Esto puede

ocurrir como fo mostraremos en el siguiente ejemplo, el asi llamado ordenamiento
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lexicogratico de OnxOn.

Definicion 53 (Orden Lexicografico):

Legi((a B) (v dfa<yViu=y Af< S

Teorema 78: )

(i) Le We On? A [(BCOn? A B=0)=@xER[BNLe 1ix1=0]].
(ii) = Le Wir OnZ2.

(i1} Demostracion:

Si F(a)=(0 ) entonces

Fon o Le {1 m).

Por lo tanto Te ti{1 0)} es una clase propia.ll
Nota: Del ordenamiento lexicografico a su vez, definimos una refacion R, que sera
valiosa en secciones posteriores. Probaremos que esta relacion R, no sdélo ordena
bien On<, sino que es bien fundada sobre On?.
Definicion 54:
Ro2 it B) (v &) |max(o, B)< max(y, 8 V max(a, Bl=max(y, d) A
A (o, B)Le(y, D)L
Teorema 79:
(i) Ry We On? a [(BC On? A B=0)=(IxEB)[BNRy1ix}=01}
(i1) RgWIr On’.
(ii) Demostracion:
Si y=max(«, p)+1 entonces (3, T) Ry(a. B) = max(d, t)= max(aw, pi< y. Luego,

(8, TEYxy vy, por consiguiente OnZMRy (. BIICyxy. Ya que yxy es un conjunto,
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OnZMRy1i(cx. B)} es un conjunto. Asi, R, es bien fundada sobre On2.ll

Nota: R, ordena bien a On? y es bien fundada sobre On?. Consecuentemente, el
ordenamiento (R, On?) es isomorio en el orden a (E,On). Por el teorema 76, existe
un isomortismo de orden entre 1os dos sistemas ordenados.

Definicion 65: J,Isomp, ((On?, On). -

H. Conceptos basicos de Aritmética Ordinal.

En el capitulo anterior se delinic a+1 como alJful. Se probd que a+1 es un
ordinal, esto es, a+1 es un conjunto transitivo que es bien ordenado por la
£-relacion, ya que un conjunto bien ordenado de la forma «+1 tiene un segmento
inicial v y su segmento “lerminal” inlcia con a que consiste precisamente de un unico
elemento. a saber .

Si se suma 1 a a+1, se obtiene un ordinal con un segmento inicial & y un
segmento ferminal, iniciando con «, que consiste de dos elementos (v y a+1. Ya que
este segmento terminal {a, «+11 es isomodo en el orden a2 £1+1, sellamaala
suma de +1 y 1, aa+2.

En general, por a+p entendemos un ordinal que se obtiene de « al
adicionarle 1, f} veces. Esto es, a+f es el ordinal con un segmento inicial ¢ y un
segmento terminal, iniciando con «, que es isomorfo en el orden a 3. De que tal
nimero existe es claro del hecho de que ({0Ixa)U(}11xf3) es bien ordenado por el
orden lexicografico, Le. Con respecto a Le, {0ixc es un segmento inicial isomorfo en
el orden a « y {1}xf es un segmento terminal isomorfo en el orden a 3. Seria

entonces razonable definir o+ como el ordinal que es isomorfo en el orden a
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({0ixo) i({11xP). Sin embargo, para cierfos propodsitos es preferible definir a+f
recursivamente de !a siguiente manera.

Definicion 56 (Suma de Dos Numeros Ordinales):

() 0+02a,

(i) a4+ P+ 2 (a+p)+1,

(111 o+ 3 i\}?‘;ﬁ(my}, Bek,,.

Nota: La definicion 56 es un ejemplo de una forma muy conveniente de definicion
por recursion transfinita. Para definir la adicion de § a 1. es decir, o+ especificamos
el resultado de adicionar 0 a ¢, definimos la suma de ay (+1) como una operacion
sobre a+(3, a saber la operacion de adicionar uno, y definimos «+fy para pEK;,,
como el supremo del conjunto de sumas a+y, para y< p.

De que esto sea suficiente para definir .+ para todo « y P es claro del
teorema 70. Si en el teorema 70, H=i(a 1) | aEOn}y a=a entorices:

F(0)=cx,
BB+ 1)=HE(B)).
F(ﬂ}'———m‘:?g('y), BeKH.

Es decir, a+p=F(f3).
Nota: Del mismo modo que definimos la multipiicacion de los enteros como

adiciones repetidas, es decir, adiciones de sumandos iguaies, se puede también
definir [a multiplicacion ordinal como una adicion recursiva. Para {a justificacion de

nuestra definicion una vez mas apelaremos al teorema 70.

Sienelteorema 70, Il =B P+a) | BEON} y si a=0, entonces
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I (0)=0,

P+t = (F_(B)),
FB)= IR (), By,

Definimos ef producto de vy 3, es decir af, como F (B
Definicion 57 (Ei Producto de dos Numeros Ordinales):
(ia-0 20

(i) a(P+1) & aP+a,

(iif) «f3 & A oY Bek,.

Nota: Teniendo definida fa multiplicactén como adicién repetida, se define a

continuacion la exponensiacién como multiplicacion repetida, es decir, como la
multiplicacion de factores iguales. Sin embargo. creemos conveniente introducir antes

cierta notacion que sera de utilidad mas adelante.

Definicion 58 {(Notacion):

(i) AEB & ~ AEB.

(i) A=B & - A=B.

Definicion 59 (Potenciacion en On):
(Y0 & 1,

(i) af*1 & off .

N T
(iii) cx.'3=1\:§hcc,ﬁe;1{n.

(iv) af £ 0, BEK, A a=0.
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Nota: A parlir de ias definiciones anteriores, es posible probar que ia adicion y

muitiplicaciéon ordinal son asociativas pero no conmutativas, asi como el hecho de

que la propiedad disiributiva del producto con respecto a fa suma, en ios ordinaies,
sea valida tinicamente por la izquierda. Esto es, a(B+y)=ap+ay.

Por ofro lado, a partir de ias definiciones anteriores y de {os teoremas 61 y 64
tenemos que las clases de ios ordinales no-limite y iimite (definicion 46) son

respectivamente:

|
Ky =0, 1, N1, We2, o N2e 1, M242, . N3+, Na+2, . N2t N2, N g g,

M
Ky =i, N2, 3. 2, Ny

Mas adelante probaremos que ambas clases son clases propias.

I. Los Niumeros Cardinales.

La equivalencia entre conjuntos, es basica para ia teoria de fos nimeros
cardinales. Dos conjuntos son equivalentes, o equipotentes, a condicion de que

exista una correspondencia uno-a-uno entre elios.

Definicion 60 (Equivalencia de Conjuntos):

amh & {311 a?ﬁm}b].

Teorema 80:

(i) am~a.

(ii) asb = bma.

(ii1) {a=b A b=c) = a=c.

Nota: Un resultado basico de la teorfa de ia equivalencia de conjuntos es el
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siguiente teorema primeramente probado por Cantor. La prueba de Cantor sin
embargo, suponia tacitamente el Axioma de Eleccion. Ernst Schréder en 1896 y Felix

Bernstein en 1898, independientemente, dieron pruebas que no requerian del

Axioma de Eleccion. El teorema establece que si un conjunto a es equivaiente a un
subconjunto de D ysi b es equivalente a un subconjunto de a, entonces a = b,
Teorema 81 (Cantor-Schroder-Bernstein):

(Aa=c A cCbab=dadCa) = a=h.

Demostracion:

Sabemos que A~ ¢ es(d f}[fta,—c_lcft}Fg}c],

bades (I0gbllodl

Si Hx)=(ge 1) (x) entonces, existe una funcion h definida sobre M tal que
H(0)=a-d,
h(n+1)=H(H(n))=(ge H{h(n)].

Ya que h(0YCa y puesto que (ge f) mapea a sobre a se sigue que, por
induccion, (Vn)h(n)Cal. Consecuentementé (Vi [fih(n)i].

Definimos a continuacton una funcion F sobre a de la siguiente manera

F(x} = f{x) six&Ea A (An){xEhn)]
=g~ }1(x) sixEa A (Vn)[xg&hn).
entonces F: a—b. Para probar que F es sobreyectiva, notemos que
yEb=[@n)y&flh(n)]} v (Vn)[y&fh(n)ll]
Si dn)veffh(n)]] entonces @Axch(n))[y=f(x}]. Pero xEh(n)=x&a y

x&a A XEh{n)=F(x)={(x)=y.
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Si (Vn)fy&fih(n)]] entonces se sigue que (Vn)[g(y)#h®)l, pues de lo
contrario. si (3n)[g(y)Eh(n)] entonces. ya que h(0)=a-d y g(y)&d, se sigue que
n=0. Por lo tanto, (Am){n=m+1]. Pero h(m+1)=g[f{h(m)]]. Consecuentemente, ya
que g es uno-a-uno, g(y)Eh(nm+1)=y&[h(m)]. Esto es una contradiccion, de lo
cual concluimos que (Vn)[g(v)&h(n)]. Por otro lado, ya que vézb se sigue que
a(y)Ea. Por lo tanto, [{(g(y))=g 1 (g(y))=y ¥. por consiguiente, Im(F)=Db.

Para probar que F es uno-a-uno, notemos que sl X€a A y&a A F(x)=F(y)
entonces (Am)[xEh(m)l<> @Am){yezh(m)], pues si xEEh(ni) A (Yn)[v&hn)]
entonces F(x)=F(y)=f(x)=g 1(v). es decir, y=(go f)(x). Pero x&h(m); porlotanto -

vEE(ge Di(m)]=h(m+1).
Similarmente podemos probar que y&h(m)=>xCh(m+1).

Asi, Fx)=F(y)=f(x)=I(y) V g {{x)=g 1(y)]. Ya que ambas, [y g, son uno-a-
uno se sigue que x=Yy. Puesto que I es una funcion de dominio a, Fes un conjunto.l
Teorema 82 (Cantor): —fa= P(a)].

Demostracion:

5i(3nltaldsb]

y si B={bEa| bef(b)} entonces BCa. Por lo tanto, B un conjunto y de ahi BE Fa).

Consecuentemente (3b)[bEa A B=f(b)]. De la definicion de B se sigue que
bEEB<s>betf(b).

Pero f(b)=B, es decir, b&B«>beB.

Corolario 1 82:-(30)f: Pla)llal
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Demostracion:

Si g(b)={b}, b&a
entonces 3 P@)1 11 5a Si se supone lo conlrario a la tesis, entonces por el teorema

de Cantor-Berstein-Schroder, as .p(a). Pero esto contradice al teorema anterior.ll
Teorema 83: a=bh = .P(a)'-_-' P(b).
Demostracion:

amb &> (1] allab]

Si F={(x fIx}) ] XE F(a)} entonces Iz P(a)-% P(b). Ademas, va que fIx]={f(z) IzEx}
se sigue que si {[x]=I[y] entonces z&Ex=+f(z)&f[x]=f]v]. Esto es,
(Aw)[weEy A f(z)=f(wW)].

Pero ya que { es uno-a-uno se sigue que z=w y por lo tanto z&y. Simiiarmente,
7&y=>7€X. Por consiguiente, x=v, es decir, F es uno-a-uno.

Finalmente, si yEP(b) y si x=f1[y] entonces x=P@) y F(x)=fTf 1 [y]1=y. Asi,
Im(F)=F(b).l
Teorema 84:
(i) a~0 <« a=0.
(ii) (VD)[{bixa = ax{b] = a}.
(iii) (Vb)[aUibix~a ValJibli= alJ)iai].
(iv) (a =a, A by=b,) = a;xb, = a,xb..
(v) a=b « alJfaj~ bUjbi,
(vi) axb = bxa.

(vidaa = N = ¢ =~ o141,
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(viit) o =2 N=> ¢ =~ a4+

Nota: Cantor definié el namero cardinal de un conjunto M como “el concepto
general que, por significados de nuestra facultad activa de pensar, proviene de los
agregados M cuando hacemos abstraccion de la naturaleza de sus varios elementos
m y del orden en el cual ellos estan dados.” i.a definicion de Cantor suglere que para

él un numero cardinal no es un objeto matematico, sino mas bien una entidad
psicoldgica.

Frege, en 1884, y Russell. independientemente en 1903, removieron los
nimeros cardinales de este reino psiquico al definir el numeral de un conjunfo a
como la clase #a de todos los conjuntos que son equivalentes al conjunto a.
Elegimos preferiblemente definir #a como el nimero ordinai mas pequefio que es

equivalente a a Si hay una ¢lase de equivalencia que contiene nimeros no ordinales

entonces esa clase de equivalencia no sera representada enfre nuestros numeros

cardinales. Del trabajo de Cohen, sabemos que la cuestion, de que ya sea que fal
clase exista 0 no, es indecidible en ZF. Fsia cuestion, sin embargo, es decidible a
partir def Axioma de Eleccidn:
(Va)(AN(V¥xeEa) [x=0=>T(x)Ex] (forma débil),
(AF)(Vx) [x=0=F(x)}&x] (forma fuerte).

Nosotros, sin embargo, desarrollaremos las propiedades de l0os cardinales que no
requieren del Axioma de Eleccion.

Definicion 61 (Construccion de Los Numeros Cardinales): #asp (o=a).
Nota: Nétese que #a=p,_(a=a)=infia |« =a}
= ({ct l a=al on) si fau | o =aiMOns=0.

=0 si fa | aajMOn=0.
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£s decir, si no hay o equivalente a a entonces #a=0.
Teorema 85: #ac<On
Teorema 86:
(1) amffa < (Ja)|a=~al.
(il) a=#a < (IAb)[bCON A baea].
(ii1) #a=0 V #a=~a.
Teorema 87:
(i) comedtor.
{1i) #u=0 <> u=0.
Teorema 88: (Yo)[a=a = #a< a].
Corolario 1.88: #oa= .
Teorema 89: a=b = #a=#b.
Nota: los resultados anteriores se siguen facilmente de la definicién 61. A
continuacion se introducen ios predicados “Fin” e “Int” para conjuntos finitos e
infinitos. Notese que Inf es diferente de inf.

Definicion 62 (Conjuntos Finitos e Infinitos):
(i) Finfa) & (In)fa=~nl.

(i) Inf(a) & - Fin(a).

Teorema 90:

(i) Fin{a) = Fin(aU{b}).

(ii) Fin(a) = Fin(a-{b}).

(iii) Fin(@) = Fin({bixa).
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(iv) Fin(n).
(v) Inl(a) = #a=#(alUja}).
(vi) (Inf(a) A a=b) => Inf(b).
(vii) (aMb=0 A asc A b=f) => allbma+f.
(viii) axf=af.
(ix) Fin(a) = (Ax)xCa A = (x=a)}.
(x) amalUfal « dx)[xCa A x=M].
Nota: A continuacion se introduce la clase de los nimeros cardinales.
Definicion 63 {(La Clase de los Nimeros Cardinales): Ni{a|(3x)[um#x]}.
Teorema 91: NCT On,
Demostracion:
valida a partir de la definicion 63.1
Teorema 92: aEN = a=#a.
Demostracion:
Si a=#a entonces, por la definicion 63, aEN. Si a&N entonces (Ax)[a=#x]. Del
teorema 87 se sigue que a=0 V x=#x. Si a=0 entonces #u=#0=0=ct. Si xe==#¥
entonces ya que a=#u tenemos que Xe#a. Por lo tanto #x < #o. Pero #x=u, por
consiguiente a< #a. Del corolario 1.88, #a< . Consecuentemente a=#c il
Teorema 93: mai = 1m=h.
Demostracion (por induccion sobre n):
Si m=0 entonces m=0. Si {(Vm){m=n=>m=n], entonces, ya que mes{1+1)=>ms0,
se slgue que (JAp)m=p+1]. Pero pr1=m1=>p=n (seqglin teorema 84(v)). Entonces

de la hipotesis de induccion, p=n y, por lo tanto, m=p+1=m+1.11
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Teorema 94: #n=n.
Demostracidn:
Ya que #in< n se sigue que #nEMN. Ya que #n=n tenemos, del teorema 93, que
#n=n.l
Teorema 95: NC N.
Demostracion:
Valida a partir de los teoremas 92 y 94.11

Nota: £s nuesiro objelivo probar que N es una clase propia. Esto se prueba
faciimente a partir del sigulente teorema.

Teorema 96:

(va)(3P=MIP={acfe3 1)1 g-tlsal} A (1A sall
Demostracion:
Para cada rCaxay para cada xCa, si 1 We X entonces
(3!B)(H!frlx)[fr'xlsomr)E(x, 1.

Sea H(r x)) = f'rjx[x] si r We x,

=}, de otro modo,
entonces F es una funcién sobre P(a)xp(a)xp(a)é ?S(a). Por lo tanto HPg(a)] es
un conjunto, y claramente un conjunto de ordinales.

2

si b=F[ P (a)] entonces
vEDb = (Frlaxa)(IxCa)[y=F{r x))|
. VvEDb & [y=0 V (drCaxa)(dxCa)(r We x A ymfr’x[x]]]

< [yeOna 3 O y—1da4q]],
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es decir, b=fa | @ADL a—12sall,

Si y< B a PED entonces @N[f: p—11sal. Entonces fl,: y-Llsa por
consiguiente v&b. Asi, b es un conjunto transitivo de ordinales. Por lo tanto b es un
ordinal, es decir, (AP P=ix ] AH[E a—Lsalll. Ademas, si vl ¥ v< P entonces
Ag)lg: Byl y @D y—=Lsa). Luego fo g: p—Ilsa, es decir, BEP. De esta
contradiccion concluimos que y=f=>B< v, y por consiguiente #=p, es decir, BEN.

Ademas si (AN[f: f—1154) se sigue de nuevo que BEP, por consiguiente

- @ADL p--Hsalll
Teorema 97: F(N).
Demostracion (por contradiccion): |
Si (da)[a=N] enfonces, ya que NCOn, UaE0On. Si a=Ua entonces, por el teorema
anterior (AREQ)[B=1 | ADIEdILsal} A ~AHIE B—1Lsall. Pero BEa=>HCa, por
consiguiente (AN[I: p—Lsa]. De esta contradiceion concluimos que N es una clase
propia.ll
Corolario 1.97: K N N=M.
Demostracion:
oK MN < [u€EK A a&E N]  segln definiciones 15(i), 3(i)
< [(a=0 V (APNa=p+11) A a=#a] definiciones 46(i), 3(i), teorema 92
e e N a parir de los teoremas 94 y 95 11
Corolario 2.97: +H(K, N N).
Demostracion:

Valido a partir del corolario anterior y del axioma 6.1
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Definicion 64 (La Clase de los Ndmeros Cardinales Transfinitos):

N'&N- M.

Teorema 98: P (N).

Demostracion (por contradiccion):

N=N'U. Por lo tanto, eM(N)=H(N). 1

Corolario 1.98: Fx(K;)).

Demostracion (por contradiccion):

Supéngase lo contrario, esto es, eA{(K; ). Entonces, del corolario anterior y del
teorema 22(iii), se sigue que eHM(N"), lo cual contradice al teorema 98. Luego,
E AN |

Corolario 2.98: Fx(K)).

Demostracion (por contradiccion):

Si eM(K;), es decir, si (Fa)fa=K,], ya que K,COn, se sigue que UaEOn (a partir del
axioma 2, el teorema 53 y la definicién 40). Si a=Ua entonces, por el teorema
anterior ApEa){B=16 | @ADIESTLall A ~@AD[E p—Lall. Pero pea=pCa, por
consiguiente (AN{f: p-—'Lact]. De esta contradiccion concluimos que SQI(KI).I
Nota: Ya que N’ es una clase propia de ordinales, se sigue que es isomorfa en el
orden a On (Corolario 1.76). A tal isomorfismo bajo [a relacién E (definiciones 34, 36)
to denotaremos por & (aief), ia primera letra del alfabeto hebreo.

Definicion 65: R Isomyg ;(On,N’).!

Definicion 66 (Notacién): R _2 K («).

' Es posible dar una definicién recursiva del presente isomorfismo:
O Ro= w2 (1) R =gl R ) ) R =U{R g Bea} ssiasKy,.
Sin embargo, como se verd, dicha definicidn supone tacitamente 1a hipdtesis del continuo.
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Nota: El problema fundamentatl del presente trabajo consiste en determinar, en forma

explicita, cudles son aquelios ordinales que resultan ser imagenes bajo este

isomorfismo. No pretendemos construirios todos. Solamente expondremos aquellos

que seran candidatos a ser. lo que llamaremos méas adelante, cardinales inaccesibles.
Teorema 99: (aCbh A b=#b) = #a<#b.

Demostracion:
1o
ba#b<>(3) [f' b sohre'a#b]. Ya que aCh, flajC#b. Entonces

(APY3h)[h Isomg (B, ffabl.
Consecuentemente, a~f y por consiguiente #a< . Pero ya que Ix es una funcion
estrictamente mondtona a< P = (o< h(a) A h(a)Ef[b]). Pero fibi=#b vy #b es
fransitivo, por fo tanto, PC#b, es decir, #a<#b.ll
Corolario 1.99: aCa = #a<#a.
Demostracion:
vatida por los teoremas 87 y 991
Teorema 100: (a=~#a A Un(A)) = #Aals#a.
Demostracion:
Ya que a=ffa, se sigue que

(I [h: #a oroal.

Entonces Ao h:#ta— Ala]. Pero xEA[a]l=>(3b&a)[x=A(b)] y
h&a==(3b&#Ha) [b=h(p)].
Por lo tanto xEA[al= (3P E#A) [x=(Aeh)}(B)]. es decir,

Ao It #a——sAlQa].

sobre’
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Ademas, si B={fc#a

(Ya< pYAh{a))=Ah(B )]} entonces bCHa, es decir, B es
un conjunto y #B<#a. También BER A vEB A A(h(B))=A(h(y))=>f=y. Finalmente,
si (WxEA[al)ApE#a) [x=Ah(B)}]. Existe entonces un ordinal menor que f. Para
este p tenemos que a< P=>A(h(w))=A(h(f)). Por lo tanto BER, es decir,

(Ash)) : B I ALal

sobre

Entonces #A[a]=#R<#a lk

Teorema 101: #a>0 => [(ANf: amp=3bl<>0<#b=#al.

Demostracion:
Del teorema anterior, a=#a y ademas

(ADH[f: a——b],

sobre

por lo tanto #b=#{[a]<#a. Contrariamente, si 0<#b<#a entonces b=#b A a=#a
Ademas, (Jg)[g: b—1saly IvEb. Si

f(x)=g ' (x) ssixEglbl,

f(x)=v ssi xEa-g[bl,

entonces f* a‘s’sﬁ“r?b-l

Teorema 102: #(#a)=#a.

Demostracion:

Si #a=0 entonces #(#a)=#0=0=H#a. Si #a=0 entonces, por el teorema 86(iii), a=#a.
Por consiguiente, a=as>a~#a, es decir, {o|a=al={a]a=#ai. Por lo tanto,
#(#ay=tall

Corolario 1.102: #a< #P < o< #p.
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Demostracion:
Ya que #os< o se sigue que a<#p = #a<#f. También #B=##p)=t#a ll
Teorema 103: o >1 = #la+1 ) =#F(axa).
Demostracion:
Ya que axat es bien ordenado por R, existe un numero ordinal equivalente a caxa.
Por (o tanto, axa=#{axa). Si
g(3)=(0 p) paraB< a,
g(o)=(1 0)
entonces g. a+1 115 axa y por consiguiente a+1=gla+1]Caxa. Del teorema 99,
se sigue que #(a+1)=H#(axa).l
Teorema 104: o =M= #(axa)=Hu.
Demostracion (por induccion transfinita sobre a):
Como hipdtesis de induccion, tenemos < a=>{u< N V #uxp)=#nl. Del corolario
1.99, u< a=#n = #a. Si Au< a)l#p=#u] entonces p=ay
#laxa)=H(uxp)=#Fu=F#o.

Si (V< a){#i< #u] entonces, ya que p< N V #{p+1)=#n se sigue del
teorema 103 que, p+1<#a< a. De nuesira hipétesis de induccion se sigue entonces
que: ¢ >p = N = #{ G Dx (1)) =#(p+1).

Recuerde la relacién R, de la definicion 54. Por el teorema 79, R, ordena bien
a OnZ2. Consecuentemente, hay un isomotfismo de orden, |, tal que

Jo [sonig, 5( On2, On) (definicion 55).
Deseamos ahora probar que Jpfaxa]CHa. Primero recordemos que un isomotfismo

de orden mapea segmentos iniciales en segmentos iniciales:
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TolRof (P RI=E HoB v)i=Jo(B  ¥).
Entonces, ya que J, €s uno-a-uno
#o((B ] =#lo[Ro 1B VI =#R (B V-
Perosi (f  v)Eaxa y sin=max(f, y) entonces p< Ly
M OERTHB M= ORP v)
= maxin O)=p
=> {(Nsp A Osp)
= (n HEG@+1)x(pn+1)
es decir, Ry 1P vIC(+1)x(p+1).
Ya que u< o Se sigue de la hipétesis de induccion y del teorema 99 que, si
no=M entonces #Ry IR v)i= #l(1u+1)x(n+1)]=#(p+1) <#a.
Por lo tanto #],((p  y))<#a y, por consiguiente Jo((B  v)) <fce.

Si < N entonces (u+1)x(n+1) es finito. Por consiguiente, Ry {(B  v)1 es
finito y finaimente Jo((B  v)) es finito. Puesto que a =M, se sigue Jo((  v))<#o. Asi,
Jo((B  yNTHa
Ya que Jy es uno-a-uno, #laxa)=#Jslaxals#o. Pero del teorema anterior,

#o=f#{a+1 ) sH#H(axa).
Por consiguiente, #(cuxot)=#cr. il
Teorema 105: #a =N = #(axa)=#a.
Demostracion:
Ya que a=#q, tenemos que axas~#ax#a Entonces, del teorema anterior

#laxa)=#H#ax#ta)=#all
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Teorema 106:
(i) ot;<t~¢B &~ #0.<RB.
(if) #(X xR =X .
(iil) 0<y <X _,, = @D R byl
Demostracion:
Valido por los teoremas 103, 105y 101 respectivamente.ll
Teorema 107:
(i) NEN.
(iya = X .
(iii) R ;=M.
(iv) N’ C K.
(iv) Demostracion (por contradiccion):
Ya que N’ CN'UIN=N A N COn, se sigue que N’ (C_On, es decir, todos los elementos
de N’ son ordinales transfinitos (mayores o iguales que IN; segun definicién 64 y el
teorema 91). Si aEN’ A aE K, es decir, si a&N A aEM A JPNa=p+1]
(definiciones 64, 46(i)) entonces #u=#(f+1)=#p (teorema 90(v)}. Por consiguiente,
N (a partir del teorema 92). De esta contradiccion se sigue que o€ K;,. i

Nota: Las funciones estrictamente mondotonas proveen otras interesantes vias de
investigacion. Deseamos considerar funciones ordinales estrictamente monoétonas
definidas sobre un ordinat  y cuya imagen es un subconjunto de un ordinal mayor .
Requerimos de que todo elemento de «, o esté en la imagen de la funcion, o bien sea
menor que aigin ordinal que esté en la imagen. Bajo estas circustancias decimos que

c1. es cofinal con 3.




Definicion 67 (Cofinalidad):

cof(a, B) & [Bs a A @DSmO(D) A f: p—a A (Vy< w)(Fd< P)ID) 2v1]

Teorema 108:

(1) cof{ct, o).

(ii) {(cof{w, PB) A cOf(B, v)} = cof(a, y).
Teorema 109:

(i) cof(w., 0) < a=0.

(il) (0€K| A BEK A 0< P= a) = Col(w, ).
Corolario 1.109: 1=a€K; = cof(a, 1).

Lema 1.110: cof(«, B)=>|ack;=HEK ]
Demostracion:

Por hipdtesis f <a. Por lo tanto, a=0=>p=0. Ademas,

ANSmMo() A f: f—a A (Py< a)(@Fd< RO =y].
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Si a=0 A aEK entonces (dy)la=y+1]. Ya que y< «, (F5<P)HF(H) = v]. Pero como f

es estrictamente mondtona y «—(y+1)=0, se sigue gue 3 —(d+1)=0, es decir, f=0+1.

Si a€K;, entonces f=0. Si (FO)[P=0+1] enlonces, ya que [ es estrictamente

monodtona, t< § implica que (1)< {(d), es decir, ~(dt< PHI(T) = {(d+1)]. Ahora

bien, f(d+1)< a (lo cual es una contradiccion). Asi, PEK;, 1

Lema 2.110:

B<ar @DEB—=a a (Py< a)(@Fd< PHIO) =yl] = (Tn=P)cof(ct. n)).
Demostracion:

Si a={d<P|(Vy< d)If(y)< f(3)]} entonces al.B. Por lo tanto,
(dns= ﬁ)(ah)[hISOmE'E(n.a)].
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Si g=fch entonces gm—a. Si d<y<r) entonces h(d)< hiy) A h{d)&a A hiy)Ea,
Entonces f(h(8))< f(Ii(y)), es decir, g es estrictamente mondtona.
Ya que (Vy< «)(d8< PIIE(S) =y] se sigue que existe un minimo, 8. Este & estdenay
por tanto (dv< v)h(v) =8]. Porlotanto, y < f(8)=f(h{v}))=g(v). Consecuentemente
cof{amn). i
Lema 3.118: [Bsa A P=a] = An=p)[cof(amn)].
Demostracion:

f=o = AHEPLlsa _ohre 1. Entonces (Vy<c)(A3<PHE(0)=y].

Luego, del tema anterior, (An<f)[cof(amn)]. B

Lema 4.118:

(i) [0€K; A cof(a,p)] = @O T B A a=UUERDI

(i) [BEK,; A T I B A a=UIRD) A Smo(f)] = cof(c.p).

(1) Demostracion:

[(EK;Acof(ar,B) e [aEK; (A [’><a/\(3f)[§mo([)Af'[%—*azx(Vy«:(t)(Elﬁ«:[%)[f(ﬁ) =yl
= (AN F B A a=UII0)D<al=UEPDI

En efecto, d<Pf=>0=f(d) (por Teorema 71 (i)) y como d=i(d)<ct (pues f(d)Exw) se

sigue que d<a=>a= {30 <ai=UUIR]).

(i1) Demostracion:

A parlir de la hipotesis, claramente :f—a. de donde P=c.. Notese que ofEK;, ya que

de lo contrario a=U{{[B]). Luego. a€K;, Féciimente se puede probar que

(Vy<c)(AS<P)[(D) >v]. Asi, cof(c,p).

Teorema 110: «€k;; = cof(X , a).




102
Demostracion:
Del teorema 71(ii) y de la definicion 65 sabemos que Smo(X) y, por consiguiente,
Smo(X|,). Ademas, X EK; A a= R, (por definiciones 65, 66 y el teorema 107(ii),
(iv)), por lo tanto R], F a (por definiciones 26(i), 29(i), y e! teorema 24(xiv)) de
donde se sigue que R _=U(R |, [c]). Asi, del lema 4.110(ii), se sigue la tesis.

Nota: Si a es cofinal con § y f< « entonces « puede ser “aflcanzado™ mediante un
mapeo “inferior”, en un sentido claro por la definicién de cotinalidad. £n paricular,
note que M no puede ser alcanzadoe por una funcion ordinal estrictamente mondtona
Infetior. Esto es, N no es cofinal con cualquier ordinal finito. Asi, la cofinalidad
describe un sentido en el cual N es mucho, pero mucho mayor que cualquier ordinal
finito. ¢ Hay otros ordinales mayores que M, en el sentido de que no son cofinales con

cualquier ordinal pequeno? El corolario 1.109 (la contrapuesta) nos asegura que tal

ordinal debe ser un ordinal limite. Para ayudarnos en nuestro esfuerzo a responder
esta pregunta, introduciremos un simbolo para el caracter de cofinalidad de «,
mediante el cual entendemos el ordinal més pequefio cofinal con .

Definicion 68 (El Caracter de Cofinalidad de un Ordinal):

cfla) & u.ﬁ(cof(ot, B)).

Teorema 111:

(i) cf(a)= a.

(ii) cf(0)=0.

(iii) cffo+1)=1.

(1v) cf(M)=M.

(v) cof(a, cf(a)).
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Teorema 112: cf(c)eEN.
Demostracion:

Si f=cf(c) y si y=f entonces, por el teorema 108,
(3= y)[cof(a, )1

Por lo tanto y=p=>p<y. Pero esto significa que B=#p, es decir, c{{c)EN. N

Nota: F! teorema anterior nos asegura de que si hay un ordinal que es grande, en el

sentido de que no es cofinal con cualquier ordinal pequefio, ese ordinal es un ndmero

cardinal.

Definicion 69 (Cardinales Regulares y Singulares):

(i) Reg(ar) & [aEN’ A cf(a)=atl

(i) Sing(ct) & [aEN’ A cf(o)<al

Nota: Ya que M=w<¥_ ycf(X )=w, se sigue que X  es singular. A partir de esie

ejemplo es claro que ¥ ., ¥ . etc. sontodos singulares. También cf( X=X, de
ahi que R, es regular. Se puede probar que X, es siempre regular si aEK;. ¢ Existe

un cardinal regultar N, con a€K;;? Tal cardinal lo llamaremos débilmente

inaccesible. La cuestion de si existe o no algun cardinal inaccesible no ha sido hasta

ahora completamente resuelta. Reg(a) y Sing(cat) se leen “ou es un cardinal regular” y
“ot es un cardinal singular” respectivamente.

Definicion 70 (Cardinales Débilmente Inaccesibles e Inaccesibles®):
(i) Inacc (X)) & &Ky A Reg(R )]
(i1) Inacc(X ) & [Inacc, (X ) A (Vx)[#x<&u=>#?(x)< |

Nota: Claramente todo cardinal fueriemente inaccesible es débilmente inaccesible y

? | ns cardinales inaccesibles también sonllamados Fuertemente Inaccesibles.
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los dos concepios coinciden si asumimos la hipdtesis del continuo generalizada.
Como o estableceremos mas adelante, es consistente con la axiomatica de ZF
asumir que ias inaccesibilidades no existen del todo, pero se sabe que es imposible
probar la consistencia de la existencia de las inaccesibilidades. A pesar de estos

resuitados negativos, ia noclon de un cardinal inaccesible es muy natural. Han

llegado a tomar parte en muchas discuslones matematicas.

Teorema 113: Inacc (N ) = ¥ =

W

Demostracion:

Notese que asX,. Por ofro lado N | débilmente inaccesible, implica que

cf(R =R, A a€K;. Yaque, por el teorema 110, cof( X, &) se sigue entonces que
N =X, )= a

Entonces a=N .l

Nota: Es posible establecer taciimente que existen cardinales para los cuales

N =

Teorema 114: [[: a—N] = U({[a])EN.

Demostracion:

Del teorema anterior Dom() es un conjunto, ast como ffa} es un conjunto y,

claramente, un conjunto de ordinales. Si =U(fla]) entonces #p< f entonces

(AxEQ)[B< f(x) A [()ETA].
Por consiguiente, f(x)Cf y puesto que {(X)EN entonces
f(x)=#f(x)= #B.

Esto es una contradiccion.li
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Corolario 1.114: [|Ea->NJ A @xEQ){f(x)ENT] = Uf[a])EN.
Demostracion:
Por el teorema anterior, U(fTaDEN, Ya que (IxEQ)[{(x)EN’] y puesto que
f(x)=U(f[a)), se sigue que U({TahEN K
Teorema 115 (Punto Fijo de Funciones Normales): (Fa)a=RX L
Demostracion (por recursion finita):
Si (0)=N, y si h{in+1)=X,,,, entonces hi: M—N’. Del corolario 1.114, U(h[INDEN'.
Asi, (Fa )[R =UhIND A a<R 1 Sia<k  entonces (In){a<h(n)]. Luego.

N, <N h(u)=h(n+1,)s N,

Esta es una contradiccién. De ahi que a=X ..l

J. Hipdtesis Acerca de la Construccion de los Numeros Cardinales
Inaccesibles.

En la seccion anterior definimos los niimeros cardinales de un conjunio, #a,
como el menor ordinal que es equivalente a a.  Si tal ordinal no existe enionces
#a =0. Esta definicién tiene la ventaja de conectar la teoria de los niimeros cardinales
a las propiedades de los ordinales. Una visién mas tradicional consiste en considerar
a #a como la clase de equivalencia de los conjuntos equipotentes a a.

Para establecer la equivalencia de los dos puntos de vista acerca de los

numeros cardinales, deberfamos probar que todo conjunto es equivalente a un
ordinal. Si este fuera el caso, entonces #a seria un elemento de la clase de
equivalencia determinada por a Del trabajo de Cohen. sabemos que tal prueba es

imposible. Estamos entonces obligados a aceptar la posibilldad de que exista un

conjunto que no sea equivalente a un ordinal. Primeramente se prueba que un
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conjunto es equivalente a un ordinal si y sdlo si dicho conjunto puede ser bien
ordenado {teorema de Zermelo).

Asi. Ia cuestion de si todas las clases de equivalencia son 0 no representadas
por los ordinales en N se reduce a la de si todo conjunto es, o no, bien ordenado. Que

todo conjunto puede ser bien ordenado es equivalente al Axioma de Eleccion, ya

expuesto anteriormente® . Nosotros sin embargo, estamos interesados en construir los
elementos de N, via la aritmética ordinal y una conjetura.
Axioma 7 (Axioma de Fleccion, version débil):
(V) (3D (Vx&Ea)[x=0 = [(X)EX].
Axioma 7' (Axioma de FEleccion, version fuerte):
(FAFNVX) [x=0 => (X)EX].
Nota: Ya que no podemos cuantificar sobre 1as clases simbolo la forma del Axioma
de Eleccién puede unicamente ser expresada en ZF mediante la adicion de una
constante [, al lenguaje adjunto, con los axiomas adicionales
Fnc(i,),

(VX)) [x=20 = [(x)EX].

Las formas débii y fuerte del axioma de eleccion no son equivalentes, ya que
es posible mostrar que hay formulas bien formadas en ZF que se prueban con la
forma fuerte y que, en cambio. no se deducen a partir de {a forma débil.

Es posible probar que el Axioma de Eleccion (AC) implica que todo conjunto
puede ser bien ordenado y a su vez, que si todo conjunto puede ser bien ordenado

entonces AC es valido. A la suposicion de que todo conjunto puede ser bien

ordenado la llamaremos El Principio def Buen Ordenamiento (WOP).

T Para una maejor exposicidn al respecto consuitar !a obra de Takeuti y Zanng. INTRODUCTION TO
AXIOMATIC SET THEORY, p.87-101, que apartece en la bibliografia.
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*Teorema 116 (Principio del Buen Ordenamiento): (Va){(3r){r We a].*
*Teorema 117: (Va)(Ja)|a=al.

Demostracion:

Del AC se sigue que todo conjunto puede ser bien ordenado. Ademas, todo conjunto

bien ordenado es equivalente a un ordinal ll

Conjetura 1: N=fo | (@P) ot = N B+,

*Corolario: (Ja)[ N = Ne+i,
Demostracion:
yalido a partir de la conjetura anterior y de la definicion 65.1

Nota: Ahora, en visia de lo que hemos dicho en los parrafos anteriores, es claro que

los numeros cardinales inaccesibles son los cardinales de los conjuntos inaccesibles,
es decir conjuntos cuyo cardinal es un inaccesible. La pregunta obvia, la cual surge
como vya lo hemos sefalado en la teoria axiomatica de conjuntos es ¢Hay algun
conjunto inaccesible? En ofras palabras, ¢Existen los cardinales inaccesibles? La
existencia de los cardinales inaccesibles no puede ser demostrada mediante los
axiomas que hemos ya introducido: sin embargo un nuevo axioma puede ser afiadido
a la teoria de conjuntos, llamado el axioma de los cardinales inaccesibles, el cual
asegura su existencia. Se ha probado en afios recientes, que este axioma nc es
consecuencia de los otros axiomas de |a teorfa de conjuntos.

Nosotros, sin embargo, construiremos, via la recursién transfinita y la conjetura
anterior, niimeros ordinales que ademas son cardinales que seran candidatos, a su
vez, a ser cardinales inaccesibles.

Si la conjetura anterior es valida, se sigue que el problema de construir

cardinales candidatos a ser inaccesibles se reduce a construir ordinales « tales que

TPara la demostracion de este teorema consulte ia brillante exposicidon de Takeuti y Zaring.
INTRODUCTIONTO AXIOMATIC SET THEORY, p.88-89, que aparece en [a bibliografia.
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> o+l
N, =Nt =a
AuUn ya construido et nimero, perdura [a pregunta de si tal nimero es débilmente

inaccesible. A tales ordinales los llamaremos nurmeros Bel.*
Lema 1.118: Sea ICOn. Si B, |iENCON y si P=supiP; |i€1} entonces
ab=supiafi|icl.
Demostracion:
(1) Supéngase que =P, para algan i€l Asi, (ViED[B;= f;], por consiguiente

alf < afi,
Se sigue que af=afi=supiaf |jE1}.
(ii) Ahora supongase que (VIED[=B;]; asi. § es un limite ordinal, pero si f=0+1,
entonces (FiE[p.> 8], asi f;=d+1=p, lo cual es contrario a nuestra suposicion.
Anora af=supioY |y< B}; para cada i€l, P;< B. por lo tanto, afic af; asi,
sup{cxﬁi|iEI}s af. Por ofro lado. si y< f3. entonces ;> y para algan i€l, por
consiguiente a¥< ofi = supfafiji€l}. Por lo tanto, af=supfa’|y< Pi=
sup{afi| i€1} Consecuentemente, af=supfafi| i€l}.l
Nota: Ahora se nos plantea la siguiente pregunta ¢ Existen ordinales o tales que
K = N+t = 2 La respuesta es “si", y esto puede probarse facilmente como sigue:
Definicion 71: g,: M—=O0na g,(0)2 N A g, (n+1)d ygo(n)+1
Nota: La existencia de g, esta garantizada por el teorema de recursion finita

(corolario 1.70). Claramente, tenemos que

1 M+
2(0)=N, go(1)=il‘~li"l+ ,g{)(Z):Nm H y asi suceslvamente.

" Realmente, estos nimeros son un caso particular de 1os nimeros cardinales atractores. I (betjesla
" segunda letra def alfabeto hebreo.
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Definicién 72 (El Primer Namero Bet): Jp £ supig,(n) | n€ Ni.
Nota: La existencia del supremo anlerior estd garantizada a partir del teorema 70

(ver nota previa al mismo). A continuacion se demuestra que Xy es un niimero Bet,

esto es, un ordinal candidato a ser cardinal inaccesible.

Teorema 118: N3+1=3,
Demostracion:
M3 supfNgen+ ) pe M= supig,(n+1) | nE M=, por lfema 1.118 vy
definicion 721l
*Corolario 1.118: R ,,=3,.
Demostracion:
Valido a partir de la conjetura inicial y del teorema anterior.
Teorema 119: J,es el menor nimero Bet.
Demostracion {(por induccion finita):
Si @ es un ntimero Bet, entonces g,(0)=MN< « (ya que claramente a&ky;). Ahora
supongase que g,(n)= o entonces g,(n+1)=MN8YHNH+ 1< Narl— Asf,
(Vn)ig,(n)= al
Luego o= ol
Nota: ¢(Fs Jp el tnico nimero Bet o hay otros? Es facil responder a esta pregunta;

por el método usado al construir 3, es posible construir una infinidad de otros
ntimeros Bet.

Teorema 120: Si
g (0) 2N+,

g, (m+1) & Mge(n)+ 1
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ysi ()2 supig, (n) | nE N} entonces N(c)® es un nimero Bet. De hecho, R ()
es el menor numero Bet mayor que .
Demostracion (por induccion finita):
NP @) —supiNe«M+ 1| ne Ni=supfg_(n+1) | nE Ni= R () a partir del lema 1.118.
Claramente, a< T («t). Ahora sea y un namero Bet{al que «< y: entonces

g, (0)=MN+as v.
Por lo tanto, si g,(n)= y entonces g_(n+1)=Mee(Nh Lo fi+!=y,
Se sigue que, a partir de la induccion finita, que (Vn)[ga(n)s v}, por consiguiente,
M ()< v. Asi, R (o) es el menor nimero Bet mayor que all
Nota: Es facil notar que J3=2H(0); asi, los ptimeros numeros Bet son J(0),
RER0)), RELER0)), etc. como lo estableceremos mas adelante, ampliando
nuestras definiciones anteriores; en tanto que no es dificil notar que R (0), R (1),

R (2). etc. son todos iguales a 3, La siguiente cuestion nos conduce a la siguiente

pregunta: ;Existe algin niamero Bet mayor que cualquier i (n), con n&EMN? Esta

pregunta se responde facilmente a partir del siguiente teorema.

Definicion 73 (La Clase de los Nﬁmefos Bet): Bet &{a | WNart — ],
Teorema 121: Sea ICOn. Sl { | i€13CRet A P=supiq | i€1} entonces PERet.
Demostracion:

N Bri=supiN @i+l | iE€l=supfc, | i€1=p a partir del lema 1.118.1

Definicién 74 (Construccion de los Nimeros Bet):

(1) (0) 4% (0),
(i) S(a+ 1) 2R (QY(a)),
(i) B Esupi(y) | v< Bl BEK;,.

® N a) 16ase “guimel de o R (guimel) es la tercera letra del alfabeto hebreo.




111

Definicién 75 (Notacion): X £3(a).

Nota: La definicion anterior es una forma muy conveniente de definir mediante
recursion transfinita fos nimeros Bet. La existencia, asi como la unicidad de
J: On—0On est& garantizada por los teoremas 69 y 70, respectivamente.

Teorema 122: X Isomg (On, Bet).

Demostracion:

Para probar que SB es un numero ordinal, para todo 3, lo hacemos por induccidn

transfinita:

(i) Ya hemos visto inicialmente que EI?OEBet.

(ii) Ahora, supdngase que {(Va< B)[Y EBet]. Si BEK, entonces (3d)[p=d+1], por

consiguiente, Je="Y,, =T (J;)EBet, por teorema 120. Si PEK;, entonces
Jp=supiX() |y< PiERet. segln teorema 121.

Luego, SﬁeBet.

Es inmediato de que <Y es una funcién estrictamente creciente, esto es Smo(Y), por

| consigulente es inyectiva. Para probar que Tm{)=Bet, la clase de los nimeros Bet,

considérese 3EBet y sea I, =infiJ, | d3EBet A d< I ). Ahora. yFK;, ya que, si se

admite o confrario, se sigue de la definicion 74 que J —-sup R |JT<: v} ¥ por

consiguiente (ya que d< EXY), (Tn< yvi)0< I <

T

‘JY], [0 que contradice nuestra
efeccion de y. Asi yEK; y, por consiguiente, (Im){y=n+11; de la eleccion de y se sigue

que

asi, de fa definicion 74, se sigue que &=X_. El hecho de que & sea un Isomorfismo se
sigue del teorema 71iit). B

Nota: En concluision. hay tantos nidmeros Bet como ordinales. Note que la clase de
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todos los nimeros Bet es:
e ( <
Bet—-{r\}(], r\‘,él, gz, . g(”, s(\)'ﬁ'[' . %(1)2, _..,r\‘éu):;. ""%(1) y tte S(I’ ...} donde (DEN.

Si la conjetura 1 es valida en ZF o en ZF+AC, se sigue que BetQN, esto es,

todo numero Bet es un namero cardinal. Las siguientes conjeturas abren méas aun

nuestras vias de investigacion.

Corolario 1.122: $x(Bet).

Demostracion:

Valido a patlir def feorema anterior, definicion 74 y {os teoremas 50, 73(iii).l
*Teorema 123: {a |Inacc (N )CBet.

PDemostracion:

Valido a pattir del teorema 113 y del corolario de la conjetura 1, asi como de la

detinicion 73.1

*Corolario 1.123: {a | Inacc (R 120 = (Fo)[cf(X )=, 1
De.mostrac ion:

Valido a pattir del feorema anlerior y de la definicion 70().1

Conjetura 2: cf(X,)=5,.

*Teorema 124: Inacc (3,).

Demostracion:

Valido a partir de la conjetura 2 y de {a definicion 70(i), asi como del hecho de que
RS

Nota: Mas adelante propondremos el esquema de la prueba de la conjetura 2. En

este sentido, tal conjetura no es indispensabie.
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K. Sucesiones y Funciones Normales: Hacia los cardinales
Atractores.
Deflinicion 76: Sea A un ordinal {es decir, AEOn v A=0n).
(i) Una funcién f con dominio A se llama sucesion A-valuada.
* Notacion: <f>eca, O bien por e en S AE0n.
* Si AE N, f puede denotarse por <fp..f5_ >
e Si Tim(f) € On, decimos que 1a sucesion A -valuada es de ordinales.
Generalmente se emplean las letras |1, v Y .
(ii) Sea i una suceslon A -valuada de ordinales:
(@) p es no decreciente ssi (V) (VP)u<BEA=> (= n(H)L
(b) 1 es estrictamente creciente sol (Vo (VP a<PpEA= (L)< (.
(c) n es limitadora ssi (Va=0)a=UiB | p<tiCA=> ()= Uip(p) | <.
(d) n es seminormal sst (L s limitadora y no decreciente.
(e) 1. es normal ssi |L es limitadora y estrictamente creciente.
Nota: a=Uip | p<u} significa que o es ordinal limite {por teorema 61(1)).
Teorema 125 Sea A una clase ordinal. St p es una sucesion A -valuada y
estrictamente creciente entonces asp(a), Va&A.
Demostracion:
Induccion transfinita sobre aEA.
Teorema 126: Si p es estrictamente creciente, a-valuada, de ordinales e
fm(pCp, entonces a<f.

Demostracion:

Sea y<o. Entonces y<p(y)&H. Luego y<p, por lo tanto, aLf, de donde a<p.
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Nota: En el anterior tecrema A=ct.

Definicion 77 (Relacion de identidad de dominio A):

1,8{(x x)!IxEAL

Teorema 127: Sea A un ordinal. Si | es estrictamente creciente, A-valuada, de
ordinales, y Im{j1)=A, entonces i=1,.

Demostracion:

Suponga que p(a)=c para cada a<f}, donde BEA. Escoja yEA tal que u{y)=p. Por
el teorema 125, ysp{y)=f. La desigualdad estricta es imposible, pues
v<p=>p(y)=y<P. Luego, y=P. y por lo tanto p(p)=p. Esto completa la prueba
inductiva. il

Teorema 128: Sea A un ordinal y sea p limitadora. A-valuada, de ordinales, tal
que p(P)=p(B+1), VPEA. Entonces i es seminormal,

Demostracion:

Por induccion transfinita sobre pEA. il

Teorema 129: Sea A un ordinal y sea p limitadora, A-valuada, de ordinales, tal
que n(P)=1(P+1), VBEA. Entonces p es normal.

Demostracion:

Por induccion transfinita sobre BEA. W

Teorema 138: Sea A un ordinal y sea p A-valuada, normal, y sea oA un ordinal
limite. Entonces, it{at) es también un ordinal limite.

Demostracion:

valido por teorema 61 (i), (vi). Wl

Teorema 131: Sea A un ordinal y sea |t no decreciente, A-valuada, de ordinales y
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suponga que f< aEA. Luego:
) B0Y) = ) (y)
P

Pipem

Teroema 132: Sean A, By C ordinales y sea p, v fungiones no-decrecientes:
n :A—B, v :B—— C. Enfonces voyi e$ no decreciente.

Teroema 133: Sean A, B y C ordinales y sean 1, v funciones estrictamente
crecientes, tales que p :A——B, v :B——— (C Entonces vop es estriclamente
creciente.

Nota: Las anteriores pruebas Se hacen en forma directa.

Teroema 134: Sean A, B y C ordinales y sean u, v funciones seminormales, tales
que p :A——B, v :B———= C Entonces vopu es seminormal.

Demostracion:

Hay que chequear solamente fa propiedad limitadora. Distingamos dos ¢asos:

CASO 1: Existe f<a tal que p(B)=p(y). Vy tal que p<y<a. Aplique el teorema 131.

" CASO 2: Para todo B<o existe y tal que P<y<a y pu{P)<iu(y). La prueba es direcla. |
Teorema 135: Sean A, B y C ordinales y sean 11, v funciones normales, fales que
it :A—B, v :B—— C. Entonces vop es normal.

Demostracion:

Consecuencia inmediata de los teoremas 133 y 134. il

Teorema 136 (Bachmann): Sea A un ordinal y sea p seminormal, A -valuada,
de ordinales. Sea afFA. Suponga que existen f,y&A tales que p(Pl=a< ply).

Entonces existe un tinico 8&A tal que ((d)=sa< p(d+1).
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Demostracion:
Sea e el menor miembro de A tal que a<ji(e). La existencia de ¢ esta garantizada
por la hipotesis. Notese que € =0, pues 1(0)<p(B)=a. Ademas, e €K;,, pues si asi
fuera, tendriamos que a< Ufp(E) | E<e}, y por lo tanto a<E para algin E<e,
contradiciendo la escogencia de €. Luego, € es el sucesor de aigun ordinal, es decir,
e€K;. Por lo tanto existe un  tal que e=0+1. Tenemos entonces que :
{d)=a<p(3+1), que demuestra la existencia de 9.

La unicidad de d se obtiene asi: Sea 0 un ordinal de A distinto de 0. Entonces:
(1) 0<b = (B+1<d A P(O+1)=p(d)=n).
(i) 050 = (O+1<0 A a<p(S+1)=p(0).

Luego, es imposible gue pu(d)=a<p(d+1). Luego & es unico. N

L. Puntos Fijos: Atractores

Teorema 137 (Teorema del punto fijo para lunciones normales):
Sea | una sucecién On-valuada, p funcién normal. Entonces, para cada fEOn
existe a>p tal que pla)=aq.

Demostracion:

Definamos v en forma recursiva:

D v(0)2p(B+1)

(i) v(m+1) 2 plv(m))

(i) v(HH 2 Ufv(m) | meE M3,

Luego, como @ es estrictamente creciente, para cada m& M se cumple que

v(m)sp (v(m))=v{m+1) (por teorema 125 y la definicion anterior). De ahique v es
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seminormal. Luego, ptov también es seminormal (a partir del teorema 134) y por lo
tanto: v(N)sp(v (IN)=U{p(v(m)) | me Mi=Ufv(m+1) | m& Mi=v(N), de manera
que el ordinal, a>p. buscado es v(MN). Enl efecto, P=p(B)<(B+1)=v(0)=v(IN), de
manera que p< v(M). i

Nota: Pudo también definirse v(0) como p(B) v la prueba anterior es valida

también. El hacerlo tiene cierla ventajas, entre ellas que el primer punto fijo de X es

g Ny
el supremo de la sucecion ¥ g, N, , TRy,

La conslruccion de la prueba anterior brinda el menor o taf que |Ma)=0o. EN
efecto, si existiera y<u=v(lN) tal que wp(y)=y entonces , por ser normal, es
estrictamente creciente y limitadora, es decir, v{y)spu(v(y))<p(a)=w y por jo tanto
v=q, lo cual es una contradiccion. De ahf que la coleccion A de todos los punios fijos
de p es una clase propia, pues si A fuese un conjunto, entonces Ufa | aEAYEOD, ¥
aplicando el teorema del punto fijo hailaremos un nuevo punto fijo & de p., tal que

A>Ufa l aE A}, lo cual es imposible. La unicidad de « €8 vélida a parlir del teorema

70.

Definicion 78: Si p es una sucesion On-valuada, normal, entonces:
A“é{a | m(a)=al.

Nota: Claramente A no es un conjunto.

M. Aplicacion a Jos Cardinales

Definicion 79: a* & p (#o>#a).
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Nota: a*=infiu | #o>#aj=N({a | #a>#a] N On) si fo | #a>#a} M On= .
= 0 si {o | #Fax#al M On=¢.

Teorema 138: X:On——=N' A K=l A K =(R )" A

A WEK =R, =V Ng| B<vil.
Demostracion:
valido a partir de los teoremas 66{xi), 107{xiii), 110, 114 y la definicion 65.1
Teorema 138: X es una funcién normal, On-vaiuada, sobreyectiva.
Demostracion:
i a normalidad de X es trivial a partir del teorema anterior. Sea a=N’, un numero
cardinal transiinito. Por el teorema 125, a=< X _< {X_ )" Sea a=p (o< K )
Claramente « no es un ordinal limite (o&K”) y a=0. Luego, (AP)o=B+1]. De la
normalidad de o, obtenemos Rﬁ-s a< X Bel- Luego, dei teorema anterior, se obtiene
que a=NX, de donde a&im(N )l
Nota: Algunas consecuencias importantes son las sig uientes: si a, BEN entonces:
(i u< B <« a'< .
(i) a< Ppre as .

Ademas, at< # P(a). La posibilidad de la igualdad es la famosa conjetura
generalizada el continuo. La Hipotesis Generalizada de! Continuo (GCH) es el Uitimo
axioma que introduciremos en nuestra teoria. Si a es un conjunto finito que contlene
mas de un elemento, existe un conjunto b faique a es equivalente a un subconjunto
de b. b es equivalente a un subconjunto de P(a ). Sin embargo, b no es equivalente

niaa nla P(a }. Del siguiente axioma se deduce el axioma 7.
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Axioma 8 (Hipotesis Generalizada del Continuo, GCH):
(Va)(VYbC Py [mfa) A @x)[aClxabll=>(b=a v ba P(a)).
Hipotesis del Continuo, CH:
(VbC PN)Ex)IN Cxaebl=(b=M v b= F(N)).
Definicion 80 (La Clase de los Atractores): Atr2 {a€NIR  =al.
Nota: Una consecuencia inmediata es fa igualdad Atr=Bet. Por otro lado, ambas
clases no soh cohjuntos, es decir, ambas clases son ciases propias.
Teorema 140: Sea i uha funcion normal a-valuada, siendo Reg(a) A o >XpA
Im(p)Cae. Entonces, para cada <o existe v tal que f<y<at A ply)=y.
Demostracion:
Sea v definido por:

v(O)Ap(B+1)
vin+1)y&p(vin)
v(N) 2 Ufv(n)yinEM].

Notese que B< P+i=i(P+1)=v(0), por teorema 125. Por induccion sobre n, se
demuestra que v(n)< a, ¥n< N, y por tanto, utifizando fa regularidad de a,

v(M)=Ujv(n)n&EMi< a.
Mas atin, v es semi-normal (a partir del teorema previo), y por lo tanto:
v(l‘rd)sp.(v(n))=U{u.(v(n))lnEl}d;:U{\r(n+1)lnEﬂd}:\!(N), de donde p({v{N))=v(M).
Luego, el valor de y=v (M) cumple con el teorema.ll
Nota: La prueba de este teorema provee un método constructivo para haliar 5.
Ademas, ei valor de y=v(IN) es el menor punto fijo mayor que . Ofra consecuencia

del teorema anterior, es que el conjunto de todos los puntos fijos de p tlene
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cardinalidad #£(w), si J es c-valuada.

Teorema 141: Atr=d¢.

Demostracion:

valido a partir def teorema 115 y la deﬁniciéﬁ 80.K

Nota: El teorema anterior también puede demostrarse a partir del siguiente
argumento: Ya que X es una funcion normal de la forma X: On——N, se sigue, del
teorema 137, que para cada fEOn existe o > P tal que X =a, donde a&EN'. Esto
probaria la tesis.

Concluimos esta exposicion con una proposicion, en fa cual deseamos que el
lector descubra si es correcta su prueba, y si es posible modificarla. Tal proposicion
nos conduciria al hecho de que cf(Jp)=, ¥ por consiguiente Inacc(Jg). Ademas,
se sabe que fa Hipotesis Generalizada de! Continuo (GCH) implica gue todo numero
cardinal débilmente inaccesible es fuertemente inaccesible y viceversa. Esto indicarfa
que si las conjeturas aqui planteadas, acerca de [0S numeros cardinales y los
nimeros cardinales débifmente inaccesibies, se deducen de la Hipdtesis

Generalizada de! Continuo, entonces son validas para los cardinales fuertemente
inaccesibles. A partir del Axioma de eleccion que K, es regular, resulta entonces a
partir de nuestra conjetura, acerca de que el caracter de cofinalidad de 3, es J, (es
decir, X, es regular), que X, X, ete. son regulares, y por consiguiente, si nuestra
conjetura es valida en ZF+GCH, son cardinales inaccesibles.

Proposicion: a&Bete> Inacc, (o).

Prueba (esquema):

Necesidad: Ya se enuncio en ef teorema 113,

Suficiencia: aE=Bet= X _=a. pero R =Mo" (por conjetura), luego a=MN*+ De la
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forma normal de Cantor se sigue que €K, A cof(a)=a, de donde aeBet.

El principio de Recursion Transfinita nos ha abierto nuevas vias de
investigacion, asi como la solucion de problemas que son indecidibles en la teoria de
7E. tal como lo revelan las (iltimas investigaciones en estas areas’ . Sin lugar a dudas,
la metamatematica de Cantor ha abierto al pensamiento {a deslumbrante perspectiva

de su propio infinito.

7 Para una mejor ampliacién del tema al respacto, consultar la axcelente exposicién de Shoenfield
Joseph R., Mathematical Logic, Addison-Wesley Publishing Company, Duke University, 1867. p. 303-
314




IV. EL PROBLEMA DEL INFINITO

Por David Hilbert.

“Después de ti peregrino, iremos a las cimas
desde donde, pios y temblorosos, veremos al Eterno
ordenar y contar en el alfabeto del cielo
los fuegos del firmamento, los gérmenes de los abismos.”
A G. Cantor
(Henri Eyraud)

N. Introduccion.

El papel que juega en Metamatematica la recursion transfinita, consiste no sélo
en facilitar una prueba de GCH en Metamatematica (como se vera en este capflulo),
sino también ei permitit [a construccion de ordinales transfinitos, enire tos cuales, al
menos uno de ellos, es cardinal débilmente inaccesible en ZF+GCH.

Una manera practica de justificar el estudio del infinifo ante cualquier escuela
que se oponga al mismo, es {a creciente invesligacién en fisica tedrica que se ha
vehido efectuando en los uitimos afios, con el fin de construir una teorfa unificada
completa de todo et universo. La idea consiste en consiruir una teoria cuyo sustento
axiomatico y deductivo, describa correctamente el comportamiento de todo el
universo. Esta teoria debe ser consistente (sin contradicciones) y completa (es decir,

debe describir cualquier fendmeno producido en el universo' ). En esta blisqueda,

"Esto es claramenta imposible pues tal teaifa debe contener a la aitmética, lacual apartirdelos
resultados de Godel, 8s consistente pero ho completa.
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conocida como “la unificacion de la fisica”, se han desarrollado teorias parciales,
candidatas a formar parte de dicha unificacién; sin embargo, se encuentran infinitos
aparentemente absurdos en cada una de eflas, pero en todos estos casos los infinitos
pueden ser suprimidos mediante un proceso de renormalizacion, que supone
cancelar los infinitos introduciendo otros infinitos. Aungue esta técnica es dudosa
matematicamente, parece funcionar en la practica, y ha sido utiiizada en estas teorfas
para obtener predicciones, con una precision extraordinaria. que concuerdan con {as
observaciones. La renormalizacion. sin embargo, presenta un serio inconveniente a
la hora de encontrar una teoria completa, ya que implica que los valores reales de las
masas y las intensidades de las fuerzas no pueden ser deducidos de ia teoria, sino
que han de ser escogidos para ajustarlos a las observaciones. Las teorfas de las
cuetdas (una de las teorias candidatas a la unificacion) también conducen a infinitos,
pero se piensa que todos eflos desapareceran en versiones como la de las cuerdas
heterdticas, aunqgue esto no se sabe atn con certeza (Hawking, 1994).

{a técnica matematica empleada en las anteriores teorias, dudosa milentras
permanezca sin justificacion, puede ser un incentivo mas para ef estudio del infinito
comparable con el desarrollo de las investigaciones de Fourier en el analisis de
funciones generalizadas que, en su tiempo, se empleaban sin justificacién alguna en
diferentes areas de !a fisica y la ingenieria, pero que condujo al descubrimiento de un
campo hasta entonces desconocido de ia matematica muy enriquecedor.

Por otro lado, una justificacion un tanto més profunda que las presentadas
hasta ahora en el estudio y esencia del infinito asi como su aceptacion en el ambito
de {a matematica es la que nos ofrece David Hiibert. Su sentido critico, asi como su
profunda formalizacién en sus escritos, por encima de su autoridad como uno de os

mas grandes matematicos, nos invita a presentarlo como una defensa final y
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contundente de las ideas del infinito. Ademas, nos ofrece una aplicacion det método
de recursién: fa prueba de la Hipotesis dei Conlinuo? planteada por Cantor, que
establece que no existe conjunto alguno cuya cardinalidad sea menor que X, y, ala
vez, mayor que ¥, 0 lo que equivale a deéir que la cardinalidad det conjunto de
puntos de una recta es X, “Acerca del infinito™ es el textio (presumibiemente
ampliado) de una conferencia de Hilbert dedicada a la memoria de Weierstrass en [a
Sociedad Matematica de Westialia el 4 de junio de 1925 en Minster. El sigulente
articulo s\e publicé en los Mathemathische Annalen 95 (1926), pp.161-180 y fue
reeditado al afio siquiente en el Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-

Vereingung 36, pp. 201-215 y en forma abreviada como Apéndice a la 7a. ed. de los

FG (Alvarez, Sequra, 1993).

0. Acerca del infinito: El bosquejo de una prueba de la hipotesis
del continuo haciendo uso del método de recursion.

Sin lugar a dudas, el analisis matematico debe a la profunda critica de
Welerstrass su fundamento definitivo. Con sus precisas definiciones de noclones
como minimo, funcion y derivada, Weierstrass ha contribuido de manera fundamental
a subsanar las deficiencias que permeaban hasta entonces el calculo infinitesimal, al
eliminar ideas poco claras y abstrusas acerca de lo infinitamente pequefio y at
superar, de una vez por todas, las dificultades que surgen en relacion a este
concepto.

El acuerdo total y la seguridad completa que en nuestros dias reinan en el
andlisis en lo relativo a las argumentaciones que involucran el concepto de nimero

irracional y, en general, de limile, se deben en gran medida al frabajo cientffico de

2 También conocida como el Teorema del Continuo.
“{iber das Unendliche
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Weierstrass. Y algo parecido puede afirmarse acerca de la teoria de las ecuaciones
diferenciales e integrales. A pesar de las aplicaciones verdaderamente audaces que
en ella se hacen de una gran gama de combinaciones de superposicion,
yuxtaposicion y encaje de limites, es posible constatar |a existencia de unanimidad
esencial al respecto, y el logro de ésta se debe fundamentatmente a Weierstrass.

Sin embargo, ia fundamentacion weierstrassiana dei calculo infinitesimal se
encuentra todavia lejos de representar el punto final de la discusion de {os
fundamentos del analisis.

La razon de ello reside en el hecho de que el significado del infinito parala
matematica, aun no ha sido elucidado de una manera plenamente satisfactoria. Por
supuesto, al transformar los enunciados que involucran lo infinitamente pequefio y io
infinitamente grande en afirmaciones que se refieren a relaciones entre magnitudes
finitas, Weierstrass se encuentra en condiciones de desterrar esos conceplos del
analisis. Sin embargo, e! infinito continua estando presente cuando habiamos de tas
sucesiones numéricas infinitas que definen a los ndmeros reales, al igual que en la
nocién misma de un sistema de tales numeros, al que normalmente se considera
como una totaiidad acabada y completa.

Las formas de ia inferencla logica en ias que esta concepcion del infinito se
pone de manifiesto (por ejemplo, cuando se habla de fodos los numeros reales que
poseen una cierta propiedad, o de que existen nameros reales con tales y cuaies ca-
racteristicas) son requeridas y ulilizadas de manera irrestricta en el andlisis de
Weierstrass sin ser afectado en lo esencial por su critica.

De todo ello se sigue la imperiosa necesidad de elucidar finalmente, de ma-
nera definitiva y en ei sentido que acabamos de indicar. el problema def infinito. Ahora

hien, asf como en los procesos de paso al fimite del calculo infinitesimal se
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demuestra que el infinilo en el sentido de lo infinitamente pequeno y jo Infinitamente
grande no es sino una simple forma de habiar, también debemos mostrar que el
infinito. en tanto que totalidad infinita, tal y como ésta se pone de manifiesto en 10s
principios de inferencla usuales, es algo meramente aparente.

De manera andioga a como las operaciones con [0 infinitamente pequefo
fueron sustituidas por procesos en el ambito de lo finito con los que podemos llegar
exactamente a los mismos resuitados y a las mismas y elegantes relaciones
formales, debemos ahora reemplazar las argumentaciones con lo infinito por
procesos finitos que nos conduzcan a lo mismo, es decir, que hagan posible ias
mismas demostraciones y los mismos métodos de oblencion de formulas y teoremas.

Es decir. la siguiente teoria se propone como objeto central conferir una
seguridad definitiva al método matematico, una seguridad a la que ei periodo crifico
del calculo infinitesimal no pudo llegar. En otras palabras, nuestra meta es coneluir la
tarea que Weierstrass intentaba lievar a cabo con la fundamentacion del analisis y
para la cual dio un paso absolutamenie necesario y fundamental.

Si queremos llevar a caho una verdadera elucidacion del concepio de infinito,
es necesario adoptar una persepectiva mas general. La literatura matematica esta
plagada de absurdos y errores debidos, en gran medida, al infinito. Esto es 1o que
ocurre, por ejemplo, cuando a manera de condicion restricliva, se afirma que en ia
matematica rigurosa, una demostracion es aceptable {inicamente cuando consta de
un ntimero finito de inferencias. jComo si en alguna ocasion alguien hubiera sido
capaz de llevar a cabo un nimero infinito de inferencias!

Pero también las viejas objeclones que habfamos considerado como algo ya
superado se presentan nuevamente, ahora bajo una nueva vestimenta. Asi, por

ejemplo, se argumenta que aunque es posible la introduccion de un concepto sin que
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eilo represente peligro aiguno, esto es, sin que deé iugar a contradicciones -y aun
pudiendo probarlo- esto no basta como justificacion. Pero. ,no es ésta precisamente
la misma objecion que se hacfa no hace mucho de los numeros complejos cuando se
decfa que su introduceion no era algo justiticado porgue, en reaiidad, [as cantidades
imaginarias no existen?

Ahora bien, si aparte de una prueba de consistencia ha de tener algun sentido
el problema de la justiticacion de un procedimiento, lo Uinico que esto puede significar
es que ese procedimiento sea fecundo en resultados. De hecho, el éxito resuita en
este contexto algo necesario, ia instancia suprema a la que todo el mundo se somete.

Otro autor parece ver confradicciones, cual fantasmas, inciusive cuando nadle
ha hecho ningln tipo de afirmaciones, esto es, en ei mundo concreto de lo sensibie,
cuyo “funcionamiento consistente” se considera como una hipdtiesis especiai.

Lo unico que puede dar lugar a contradicciones son las afirmaciones y ias
hipotesis, en tanto que conduzcan, por medio de nferencias, a otras afirmaciones, por
lo que ia idea tmisma de una contradiccion entre los hechos, me parece un ejemplo
paradigmatico de descuido conceptuai y absurdo.

Todas estas observaciones, tienen como sola intencion: poner en claro que ia
elucidacion definitiva de ia naturaleza del infinifo es aigo que va mucho mas alla dei
ambito de los intereses cientificos particulares, aigo que, en realidad, se ha convertido
en una cuestién de honor para el enfendimiento humano.

Como ningtin ofro problema, el de! infinito ha inquietado desde los tiempos
mas remotos el dnimo de los hombres. Ninguna ofra idea ha sido fan estimulante y
fructifera para el entendimiento. Pero, como ninglin olro concepio, requiere de
precision y esclarecimiento satistactorios.

Es necesario fener presente, ahora que nos abocamos a esta tarea de
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clarificacion del infinito, el significado concreto que éste posee en la realidad.

Examinemos, en primer lugar, lo que 1a fisica nos dice al respecto.

L.a primera y mas Intuitiva impresion que tenemos de la naturaleza y 1a materia,
es la de algo continuo. Asi por ejemplo, si tenemos un trozo de metal o un cierto
volumen de algun liquido, 1a idea que inmediatamente se nos impone es la de que se
trata de algo que puede ser subdividido ilimitadamente y que cualquier porcion del
mismo por pequefia que sea, posee también las mismas caracteristicas.

Sin embargo, en todos los terrenos en los que la fisica de la materia ha logrado
refinar adecuadamente sus métodos de investigacion, se ha topado con {imites a esa
divisibifidad y ha hallado que esos limites no residen en {a insuficiencia de nuestros
intentos. sino en la naturaleza misma de 10s objetos.

Podriamos entonces describir la tendencia dominanie en fa ciencia moderna,
como una especie de emancipacion de lo infinitamente pequeiio, de tal manera que
en lugar del viejo principio de que natura non facit saitus (la naturaleza no se
presenta en saitos), podriamos afirmar ahora precisamente o contrario, esto es, que
“la naturaleza si da saltos”™.

Como se sabe, toda fa materia se compone de pequefos blogues, los atomas,
cuya combinacion y union da origen a la multiplicidad de los objetos macroscopicos.
Sin embargo, la fisica no se ha detenido en la teoria atomica de la materia. A fines del
siglo pasado aparece al fado de ésta una teorfa a primera vista extrafia, la teoria
atomica de la electricidad. Hasta entonces se habia pensado en ia electricidad como
en un fluido, teniéndosela ademas, como el modelo de un agente de acclon continua.
La nueva concepcion atomista, la concibe en oposicién a eilo como algo conformado
por electrones positivos y negativos.

Existe ofra realidad, aparte de ia materia y la electricidad, que la fisica considera
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y para la cual es también valida la ley de la conservacion. a saber. la energla. Pero
como ahora sabemos, ni siquiera ésta es susceptible sin mas, de una division infinita
e irrestrica: Planck descubrié que la energia se presenta en quanta (paquetes).

Podemos asi concluir que en ninguna parte de la realidad existe un continuo
homogéneo que pueda ser ilimitadamente divisible y que constituya de algan modo
una realizacion del infinito en la esfera de lo pequefio.

{ a divisibilidad infinita de un continuo es “exclusivamente” una operacion del
pensamiento, una idea que la observacion de fa naturaleza y la experimentacion en
la fisica y la quimica refutan.

La observacion det universo como un todo, constituye un segundo sitio en el
que nos enfrentamos al problema del infinito en la naturaleza. La dificultad que aqui
se nos plantea, es la de examinar la extension del mundo y determinar si en elia
exisle algo infinitamente grande.

Durante mucho tiempo se pensd que el universo era infinito. Hasta Kamnt -
inclusive después de él- el caracter infinito del espacio se tuvo como algo indubitable.
La ciencia contemporanea, en especlal la astronomia, ha planteado de nueva cuenta
el problema, abordandolo esla vez no con los inadecuados recursos de la
especulacion metalisica, sino apoyandose en la experiencia y recurriendo a las leyes
de l1a naturaleza. Como resultado de este proceso, se han hecho objeciones
fundamentales en relacion a la existencia del infinito.

lLa suposicién de un espacio infinito es una consecuencia directa, necesaria,
de la geometria euclidiana. Por si misma, ésta representa un sistema conceptual
consistente. Sin embargo, de ello no se sigue que este sislema sea de alguna
manera aplicable a la realidad. Mas bien, esta cuestion Unicamenie puede ser

decidida por medio de fa observacion y la experiencia.
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Fi intento de demostrar especulativamente el caracter infinito del espacio
presenta igualmente una serie de evidentes errores. En efecto, a parlir def hecho de
que fuera de cualquier porcién del espacio exista siempre otra, solamente se sigue
que éste es iiimitado’. limitado y finito no son necesariamente incompatibles. Con la
geometria eliptica, la matematica nos ofrece el modelo natural de un mundo finito.
Por lo demds, el abandono en la actualidad de la geometria euclidiana ha dejado de
ser una especulacion puramente matematica o filosdfica, pues hemos flegado a esa
decision a pardir de ofro tipo de consideraciones que no tienen, en su origen,
absolutamente ninguna conexion con el problema de sl el mundo es o no finito.

Finstein ha hecho ver la necesidad de apartarse de ia geometria euclidiana y
ha abordado ios problemas cosmoidgicos con base en su teorfa de la gravitacion.
Con ello ha demostrado la posibilidad de un mundo finito, estableciendo también la
esencial compatibilidad de los resultados de fa astronomfa con la suposicion de un
mundo eliptico.

Podemos decir asi que hemos constatado el caracter finito de ia realidad en
dos direcciones, en ia esfera de lo infinitamente pequefio y en la de lo infinitamente
grande. Podrfa ocurrir, no obstante, que el lugar propio y justificado del infinito no sea
ta realidad, sino huestro pensamiento. Y podria muy blen resuitar que en éste, el
Infinito asuma una funcion conceptual absolutamente imprescindible.

Nuestro objetivo en lo que sigue es examinar lo que ocurre en la matematica
con este concepto. Plantearemos para ello el problema, en priiner lugar, en la esfera
de lo que puede considerarse la criatura mas pura e ingenua del espiritu humano, la
teoria de los numeros.

Consideremos una cuaiquiera entre la rica multitud de las formulas

elementales. Por ejemplo,

‘unbegrenzt
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124224324+ n2= 16 n(n+1){(2n+ 1)

n puede ser reemplazado en ella por cualgquier ndmero entero (por ejemplo por el 2
o por el &), por o gue esta formula conliene, en realidad, una infinidad de
proposiciones. £s esto precisamente [0 esencial de la misma, y e$ gracias a ello que
puede representar [a solucion de un problema aritmético y requerir de un genuino
argumento para su prueba, mientras que cada una de las ecuaciones numéricas
especificas
124 22 = 1/6(2)(3)(5).
124 224 32 = 1/8(5)(6)(11),

puede ser verificada directamente ejecutando las operaciones apropiadas, por lo gue
ninguna de ellas tiene, por si misma, un interés esencial.

tt atil e importante método de los elemenios ideales, nos ofrece una
interpretacion y una concepcion enteramente distinta del concepto de infinito. Este
método ha sido ya objeto de aplicaciones en la geometria plana elemental. En ésta,
los puntos y {as rectas del plano constituyen 10$ tnicos objetos reales otiginales y con
una existencia verdadera. Para estos objetos resulta valido el axioma de conexion: a
traves de dos puntos cualesqguiera pasa una y solamente una linea recta.

De eslo tltimo, se obfiene como consecuencia gue dos rectas se intersectan a
o mas en un punto. Sin embargo. la proposicién de que dos rectas se intersectan
stempre en un punto no es verdadera, pues pueden ser muy blen paralelas.

Como sabemos, es precisamente gracias a la introduccion de elementos
ideales, eslo es, a la introduccion de puntos al infinito y de una recta al Infinito, gue se
logra que la proposicion de que dos recifas se intersectan slembre en un solo punto

resuite universalmente vaiida.
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Los elementos ideales “al infinito” poseen la ventaja de simpliticar conside-
rablemente el sistema de las leyes de conexion, permitiendo al mismo tiempo una
vision globat del mismo. Por otra parte; es bien sabido que la simetrfa entre un punto y
una recta hace posible obtener en ia geometria el principio tan Gl y fructifero como el
de la dualidad.

Otro ejemplo de la utilidad de los elementos ideales. lo ehcontramos en las
magnitudes complejas ordinarias del dlgebra. Con ellas podemos simpliticar fos
teoremas relativos a fa existencia y ei niimero de raices de una ecuacion.

Por io demas y de igual manera que en la geometrfa se utiliza una infinidad de
lineas paralelas entre sf para la definicion de punto ideal, también en la aritmética
superior confluyen en un nimero ideal ciertos sistemas acerca de un infinito de
nameros. Posiblemente ésta es la aplicacion mas genial que se ha dado ai principio
de los elementos ideales en la matematica. Cuando algo como o que acabamos de
describir ha ocurrido en general dentro de un campo algebralco es tacil recuperar en
&1 las sencillas y conocldas leyes de la divisibilidad para los enteros 1, 2, 3, 4, ..., con
io cual nos haflariamos ya en el terreno de la aritmética supetior.

Ocupémosnos ahora del andlisis, que bien podria ser considerado como fa
rama mas ingeniosa y mas refinadamente elaborada de la matematica. No es
necesario sefialar aqui el pape! absolutamente fundamental que en él desempena el
infinito. En clerto sentido. el analisis matematico no es sino una sinfonfa del infinito.

Los enormes e impresionantes avances llevados a cabo en el célculo
infinitesimal descansan en gran medida en ia operacion de sistemas matematicos con
una infinidad de elementos. Ahora bien. parecia bastante naturaf identificar infinito
con “muy grande”. por lo que no tardaron en aparecer las primeras contradicciones,

las llamadas paradojas del calculo infinitesimal, en parte ya conocidas por los sofistas
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desde la Antigliedad.

Un logro de suma importancia en este sentido, tue el reconacimiento del hecho
de que muchaos principio validos para la esfera de lo finito vgr que la parte es
siempre menor que el todo, la existencia de un minimo y un maximo, ia posibilidad de
cambiar el orden de los sumandos ¢ de los factores, elc., no pueden trasladarse sin
mas al ambito de lo infinito.

Sin embargo, por si solo el analisis resuita insuticiente para proporcionarnos
una visién de la mas protunda esencia def infinito. Esta vision la encontramos mas
bien en la teoria de conjuntos de Georg Cantor, una disciplina mas cercana a un
enfoque filoséfico general que ubica tado el complejo de problemas relativo al infinito
en una nueva perspectiva. Lo que aqui nos importa de eila es precisamente aquelio
que en verdad constiluye su nidcleo tundamental, esto es, la feoria de los numeros
transfinitos . El sistema de Cantor consituye no sélo ia tlor mas admirable que el
espiritu matematico ha producido, sino igualmente uno de oS logros mas elevados de
la aclividad intelectual humana en general.

Si quisiéramaos dar expresion en pocas palabras, a la nueva concepcion del
infinito introducida por Cantor, podriamos decir lo siguiente: En el analisis
enfrentamos lo infinitamente pequeno y lo infinitamente grande sofamente como un
conceplo limite® -algo que se encuentra en devenir, en surgimiento, algo que se esla
generando-. En ofras palabras, en el analisis hablamos del infinifo como de un
infinito potencial Pero el infinlto verdadero, el infinito propiamente dicho, es algo
distinto. E£s precisamente éste al que nos enfrentamos cuando, por ejemplo,
consideramos la totalidad de los nimeros enteros positivos 1, 2, 3, 4, ... como una
unidad acabada, 0 cuando pensamos en los puntos de un segmento como una

lotalidad de objetos que tenemaos ante nosotras comao algo terminado. A esta forma

*limesbegriff
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del infinito se le conoce como el infinito aclual .

Frege y Dedekind, ambos grandes investigadores de los fundamentos de (a
matematica, recurren, cada uno por su parte, al infinito actual con el objeto de dar a la
aritmética una base puramente logica independiente de toda intuicién y toda
experiencia y de deducirla exclusivamente a partir de ésta.

De hecho, en la teorfa de Dedekind, los numeros finitos no se derivan de [a
intuicion, sino que se obtienen puramente a parir de [a ldgica, haciendo uso esencial
del concepto de conjunto finito. El desarrollo sistematico del conceplo del infinito
actual se debe, sin embargo, a Cantor.

Examinemos con cuidado [0os dos ejemplos que hemos presentado.
1)1,2,3.4, ...

2) los puntos dei intervalo [0, 1], o, lo que es lo mismo, la totalidad de los nlmeros
realesentre Oy 1.

Lo mas natural pareceria consideratios Gnicamente desde el punto de vista de
la cantidad de elementos gue contienen” . Sin embargo, si lo hacemos asi, podremos
constatar los sorprendentes resultados que hoy en dia todo matematico conoce.

Consideremos, por ejemplo, el conjunto de todos los ndmeros racionales, esto
es, el de todas las fracciones 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, ..., 3/7, ... Desde el punto de vista de la
cantidad de elementos que contienen, es claro que este conjunfo no es mayor gue el
de los numeros enferos. Decimos enfonces que los raclonales pueden enumerarse,
esto es, que el conjunto es enumerable. Esto mismo es también valido para el
conjunto de los ndmeros dque resuitan de exiraer raices y, en general, para el de todos
los numeros algebraicos.

Algo simifar ocurre en el segundo de nuestros ejemplos. £n contra de to que

podrian ser nuestras expectativas, el conjunto de todos ios puntos en un cuadrado o

® Vislhaeitstadipunk!
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en un cubo tampoco es mayor, desde el punto de vista de la cantidad de elementos
que contienen, que el conjunto de los puntos en el segmento de la recta que vade 0 a
1. Y exactamente {0 mismo pasa con el conjunto de las funclones continuas.

Alguien que se ve confrontado por primera ocasion con todos estos hechos,
bien podria pensar que en realidad, desde el punio de vista de la cantidad de
elementos, no existe sino un Gnico infinito. Sin embargo, no es asi.

De hecho, ya los conjuntos de nuestros ejemplos 1y 2 no tienen, como ahora
se dice, “ia misma potencia™’ . El segundo conjunto no es numerable y es mayor que
el primer conjunto. Es este precisamente el punto en el que Cantor da inicio al vuelco
caracteristico en la formacion de sus ideas. Los puntos de la recta no pueden ser
enumerados a la manera usual, esto es, usando 1, 2, 3, ...

No obstante, una vez que hemos aceptada la existencia del infinito actual,
nuestra enumeracion no tiene por qué restringirse a esla forma de contar. no hay
razén alguna para terminar en elfa. Después de haber contado 1, 2, 3, ... podemos
considerar los objetos asi enumerados como un conjunio terminado, Infinito,

ordenado de esa manera. Desigharemos ahora este orden, de acuerdo con su tipoy

siguiendo a Cantor, con o
Nuyestra enumeracion puede ahora continuar de manera natural con w+1, w+2,
_..hasta o+o (esto es »2) y seguir luego con w2+l, ®2+2, w2+3, ... e2+m = @3,

Tendriamos mas adelante 2. ©3. w4, ..., oo = 0. o’+1, ... Podriamos consignar

nuestros resultados en la siguiente tabla.

1.2, 3, ...

o, o+, o+2, ...

? gleich machtig
® o equivale aqul, comoyase havisto, a M.
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wZ. wZ2+1, w2+2,

@3, w3+1, w3+2,

2

®?, wi+1, m2+‘2,

¥ ¥

0+, wi+e?, oirnd, .
2

w72,

0’ 2+m, ...

o,

w®. ...

Estos son os primeros nimeros cantorianos transfinitos, o, como dice el mismo
Cantor, los nimeros de fa segunda clase. La manera de flegar a ellos consiste en
ltevar el procedimiento de conteo mas alla® del infinito numerable ordinario, esto es,
en una continuacion natural, univocamente determinada y sistematica de la
numeracion finita usual. Y asi como hasta ahora contdbamos el primer objeto de un

conjunto, et segundo, el tercero, ..., confamos ahora también los objetos que siguen.

Esto es, contamos el o-ésimo objeto del conjunto, el w+1-ésimo, el w+2-ésimo, ..., el
w®-ésimo, efc.

Es evidente que la primera cuestion que se plantea en relacion a todo effo, es
la de si con estos ntimeros transfinitos, es realmente posible contar conjuntos que en
el sentido usual del término no son numerables.

Cantor ha logrado desarrollar con éxito estas ideas, dando forma a una teoria
de los nameros transfinitos y a un calculo completo para los mismos. De este modo y

como culminacion del trabajo conjunto de Frege, Dedekind y Cantor, el infinito

® HinGberzahlen
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alcanzaria vettiginosamente el pinaculo del éxito en fa matematica.

Sin embargo, la reaccion a todo ello no tardé en hacerse sentir y asumio
formas en extremo dramaticas. En realidad, fodo ocurrié de manera exactamente
analoga a como habia sucedido en ei caso dei calculo infinitesimal. El entusiasmo
que los nuevos fructuosos resultados suscitaron entre los matematicos, dio lugar a
una acftitud muy poco critica en relacion a la validez de los modos de inferencia que
fos sustentaban. Los principios y métodos ulillzados para fa formacion de conceptos,
permitian el surgimiento de confradicciones. Las primeras inconsistencias se
presentaron de manera aisiada, pero adquirieron gradualmente mayor gravedad al
surgir las liamadas paradofas de la teoria de conjuntos. Fue en especial, la
contradiccion de Zermelfo y Russell la que, al ser dada a conocer al mundo
matematico, tuvo practicamente el efecto de una catastrofe en nuestra disciplina.

A causa de estas paradojas, tanto Dedekind como Frege abandonan la
posicién que habfan sustentado hasla enfonces, e inclusive la rama misma de la
investigacion que los habia ocupado por tanto tiempo. De hecho, durante afos
Dedekind se mostré renuente a aulorizar una nueva edicion de su fundamentaf
tratado Was sin und was sollen die Zahien * (1888}, mientras que Frege se vio
obligado, como él mismo reconoce en una nota al final de los Grundgesetze der
Arithmetik " (1893, 1903), a admitir como errénea la tendencia general de ésta, su
obra mas importante.

A consecuencia de todo esto, también la teoria de 1os niimeros transfinitos de
Cantor es objeto de severos y apasionados ataques provenlentes de diversos
ambitos. La reaccion es lan radical y en ocasiones tan desmesurada, que pone en

tela de juiclo muchos de 10os conceptos fundamentaies y muchas de las

., Qué son y qué significan 1os nimeros? (nota del traductor).
" Las leyes fundamentales de fa arfitmética (nota del traductor).
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argumentaciones y 105 métodos mas imporiantes de la matematica, llegandose al
grado de sugerir una prohibicion total de sus aplicaciones.

Ciertamente no faltaron 10s defensores de 10 que parecia derrumbarse, pero las
medidas de proteccién y 1as soluciones que surgieron son mas bien débiles, ademas
de que se trata, en general, de llevarlos a la practica en puntos que no siempre son
los mas apropiados. Se ofrecieron demasiados remedios para {as paradojas; pero 10s
métodos de clarificacion propuestos distan de tener homogeneidad.

Lo primero que tenemos que hacet es percatarnos con toda claridad de que, a
la farga, fas paradojas nos colocan en una situacién absolutamente intolerable.
imaginemos simplemenie lo que sucederia sl en el paradigma de verdad y
confiabilidad cientificas que fa matematica representa, fas construcciones
conceptuales y las inferencias gue nos son familiares nos condujeran a absurdos.
¢En dénde podriamos buscar la certeza y la verdad si el pensamiento matematico
mismo falla?

Por forfuna, existe una via enteramente satisfactoria que con absoluto apego al
espiritu de nuestra disciplina nos permite escapar de las paradojas. Las
consideraciones y las metas que otientan este camino son {as siguientes.

1) Queremos examinar con todo cuidado aqueillas construcciones
conceptuales y aquellos métodos de investigacion que enriquezcan a nuestra
disciplina, queremos cultivarlos, apoyarios y servirnos de elios siempre que se
presente la mas ligera posibilidad de obtener un resuitado. Nadie podra expuisarnos
del paraiso que Cantor creo para nosotros.

2) Es absolutamente necesario alcanzar en los modos de inferencla el mismo
grado de seguridad que la que existe en la teoria ordinaria elemental de fos nimeros,

en la que todo ef mundo confia plenamente y en la que una paradoja 0 una
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contradiccion solo pueden surgir por nuesira {alta de atencion.

Es evidente que la realizacion cabal de eslos fines, sera posible soio si somos
capaces de clarificar por completo {a escencia del infinito.

Como anteriormente hemos visto, podemos recurtir a la ciencia que queramos
y ltevar a cabo el tipo de observaciones y 1as experiencias que deseemos sin
encontrar nada a lo que podamos llamar infinito. Pero, ¢es el pensamiento de las
cosas aldgo tan diverso de los eventos en los que estas cosas inlervienen? ;Se aleja
el pensamiento tanto de la realidad? ¢(No ocurre mas blen que cuando creemos
conocer el infinito como algo en algtin sentido real sélo nos dejamos engahar por el
hecho de que en la realidad ciertamente nos encontramos con frecuencia tanto en la
esfera de lo grande como en la de lo pequefio con dimensiones lan inmensas? Y ¢no
estara fallando en alguna parte [a inferencia logica concrela® y dejando de satistacer
nuestras espectalivas cuando la aplicamos a objetos o sucesos reales?

La respuesta a esto Gltimo es definitivamente negativa. La deduccion logica
concreta es absolutamente indispensabie. Sdlo puede conducirnos a errores cuando
aceptamos construcciones conceptuales arbitrarias, en particular aquelias que se
aplican a una infinidad de objetos.

Lo que en tales casos sucede es que hemos usado de maneta ilicita la
inferencia logica concreta, es decir, hemos hecho caso omiso de condiciones previas
y necesarias para su aplicacion.

Por lo demas, en esta observacion relativa a la existencia de condiciones de
apficabilidad de tales deducciones e inferencias y de fa necesidad de su
cumplimiento satistactorio, coincidimos plenamente con la filosofia, en particular con
Kant.

Kant nos ensefia, en efecto, en una de fas partes centrales de su filosolia, que

*“das inhatliche logische Schliessen
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la matemaética posee un contenido” propio e independiente de la l6gica, y que, en
consecuencia, ésta no puede nunca constituir por si sola un fundamento para
aquellas.

Se sigue de ésto, que los intentos de Frege y Dedekind estaban desde un
principio, condenados al fracaso. La existencia de lago dado en la representacion, de
ciertos objetos extraldégicos concrelos, presentes intuitivamente como vivencia
inmediata, previa a todo pensamiento, es una condicion necesatia para la aplicacion
de las inferencias l6gicas y el funcionamiento de ias operaciones de este tipo.

Es necesario enionces, si es que hemos de tener a nuesira disposicion
deducciones e inferencias I6gicas confiables, que [0s objetos sean susceptibles de
ina vision global completa de todas sus partes y que su presencia, sus diferencias
mutuas, su ordenacion, su sucesion 0 su concatenacién acompafie a los objetos, al
mismo tiempo, como algo dado de manera inmediata en la intuicion, como lago
irreductible a cualquier otra cosa, como lago que ya no requiera de ninguna
reduccion.

Esta es la concepcion filosdfica tundamental que, en mi opinién, resulta
necesaria no sélo para la matematica. sino también para todo pensamiento, toda
comprension y toda comunicacion cientificos.

En el caso patticular de la matematica, el objeto preciso de nuestro examen fo
constituyen los signos concretos mismos, cuya forma es, en consonancia con el punto
de vista que hemos adoptado, inmediatamente clara y reconocible.

Recordemos nuevamente en qué consiste la teoria finitista usual de los
niimeros y cuéles son sus métodos. Es claro que ésta puede oblenerse por medio de
una serle de consideraciones concretas intuitivas, recurriendo exclusivamente a

construcciones numéricas. Pero es también evidente que la matemética no se agota

* {nhalt
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en torma alguna en las ecuaciones numéricas y que tampoco pueden reducirse a
éslas.

Sin embargo, podemos petiectamente defender la idea de que, en realidad, la
matematica no es sino una especie de aparato que al ser aplicado a niimeros enteros
debe proporcionarnos siempre igualdades numéricas verdaderas. El problema que
en ese caso se plantea, es el de investigar la construccion de ese aparato hasta el
punto en el que toda duda al respecto haya desaparecido.

Ahora bien, para lievar a cabo esta tarea, no tenemos a nuestra disposicion
otros medios que el mismo enfoque concreto” y el mismo enfoque finitista del
pensamienio que vya habiamos utilizado en ia construccion de fa teoria de los
nameros para obtener las igualdades numéricas.

Es un hecho, que tenemos la capacidad de satisfacer esta exigencia de la
ciencia, es decir, es posible obtener de manera puramente intuitiva y finitista, tal y
como ocurre con las verdades de la teoria de los numeros, aquelias ideas y aguellos
resultados que garantizan la piena confiabilidad def aparato matematico.

Ocupémosnos ahora con mayor detaife de la teorfa de los nimeros.

En esta teoria tenemos los numerales®

111,111, 1111,

A cada uno de estos numerales (o podemos reconocer por el hecho de que al 1
siempre le sigue el 1. Estos numerales que estamos conslderando carecen de {odo
signiticado.

Pero ya en la teorfa elemental de los nlimeros necesitamos, ademas de estos
signos, de otros con los que podamos expresar significados y que nos sean ttiles

para la comunicacion (por ejemplo, el signo 2 como abreviatura de 11, de 3 como

" konkret inhaltiiche Betrachtungsweise
> Zahlzeichen




141

abrevialura de 111, etc.). Nos serviremos ademas, de los signos +, =, >, y de otros
para comunicar informacion. Asi, v. gr. 2+3=3+2 nos hace saber que 2+3 y 3+2 son,
en realidad, tomando en cuyenta las abreviaturas que estamos usando, el mismo
numeral, esto es, 11111. De manera analoga, podemos expresar con 3>2 el hecho de
que el signo 3, es decir, 111 se extiende mas alli del signo 2, eslo es, que 1170
equivalentemente, que este Gitimo es un segmento propio del primero.

Para expresar y comunlcar, nos serviremos {ambién de las lefras a, b, ¢ para
referirnos a numerales. De acuerdo con ello,

b>a

nos dice que el numerai b tiene mayor extenston que el numeral a. De manera
similar, a+b=b+a, solamenle estaria expresando que a+b es el mismo numeral que
b+a.
La correccion concreta de esta afirmacion, puede ser demostrada mediante
inferencias materiales.

Vemos entonces que con este tipo de tratamiento intuitivo y concreto, es
posible llegar bastante lejos.

Deseo presentar a continuacion, un primer efemplo en el que esle enfoque
intuitivo se ve rebasado. Hasta ahora, el mayor nimero primo conocido®™ es
p=170141183460469231731687303715884105727
que consta de 39 digitos.
Si utilizamos el conocido procedimiento de Euclides, podemos establecer con
facitidad, y enteramente de conformidad con el enfoque finilista que hermos adoptado,

que enire p+1y p! +1 exisle un nuevo nimero primo.

 Nétese que esta informacién proviene del afo de 1926, en {a actualidad (1995) se conocen
nimeros primos mucho mayores al presentado aca.
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Esta titima afirmacion es también acorde a nuestro purdo de vista finitista, pues
la expresion “existe” no es aqui otra cosa que una abreviatura del sigutente
enunciado: p+1 es primo, o p +2 es primo, o P+3 es primo, 0 ..., o pl+1 es primo.
Ahora bien, es evidente que esta afirmacion resuita equivalente a: existe un numero
primo que es 1) mayor que py 2} menor o iguata p! +1.

A parlir de esta formulacion, podemos pasar a una proposicion que expresa
tnicamente una parte de la afirmacion euclidiana, esto es,

existe un nimero primo > p.

Sin embargo, aunque desde el punto de vista concreto este enunciado afirma
mucho menos que el anterior, y aunqgue el paso de la afirmacion euclidiana a este
enunciado parciai de ia rmisma parezca tan inocuo, su afirmacion independiente del
contexto anterior significa un saito a la esfera de Io transtinito. ;Como puede ser ésto?

Lo que tenemos frente a nosotros es un enunciado existencial (de la forma)
“axiste”. En la proposicion euclidiana también apareceria una afirmacion de esla
indole. Pero aqui, la expresion “existe” no es otra cosa que una abreviatura de

p+1 es primo, 0 p+2 es ptimo, o p+3 es primo, o.... p! +1
del mismo modo que decimos: entre trozos de tiza existe uno que es rojo, en lugar de
decir: este trozo de tiza es rojo o ese trozo de tiza es rojo 0 ... o aquel frozo de fiza es
rojo. Un enunciado de este tipo, en el que se afirma que en una totalidad finita “existe”
un objeto con una cierta propiedad, se encuentra en compieta conformidad con la
concepcion general finitista que hemos aceplado.

La expresion

p+1 es primo, o p+2 es ptimo, o p+3 es primo, o ... ad inf.

seria una especie de producto” I6gico infinito. Pero al igua! que ocurre en el analisis,

" M4s bisn disyuncidon (N. de T)
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una transicion de este tipo de lo finito a lo Infinito no puede aceptarse en general, esto
s, sin una discusion especial previa -y. en este caso, sin una observacion rigurosa de
ciertas precauclones-; de otro modo carece, en principio, de sentido.

Podemos generalizar lo anterior, diciendo que un enunciado existencial de la
forma “existe un nimero con tales y cuales propiedades” tinlcamente tiene sentido
como enunclado parcial, es decir, como parte de un enunciado determinado con
mayor particularidad y cuyo contenido exacto carece, sin embargo, de importancia
para muchas aplicaciones.

De esta manera, nos topamos con el transfinito al analizar un enunciado
existencial que no puede interpretarse como una disyuncion™. Obtenemos igualmente
enunciados transfinitos cuando por ejemplo negamos una proposicidn universal, eslo

es, una proposicion que se refiere a numerales indeterminados. Asi, por ejemplo,

desde el punto de vista finitista, el enunciado de que, para cualquier numeral &,

a+i=1+2

no es susceplibie de negacion.

Podemos explicarnos esta situacion st tenemos presente que el enunciado no
puede ser Interpretado como una expresion compuesta de un nimero infinito de
igualdades numéricas conectadas por la palabra “y", sino que debe serlo como julcio
hipotético que afirma algo con tai de que dispongamos ya de un numeral.

Una consecuencia importante de esto es que, de acuerdo con la espectativa
finitista que estamos discutiendo, nos encontramos imposibilitados para utillzar el

principio segun el cual una ecuacion como la anterior, en la que aparece un numeral

T & toxio aleman dice “Wir stofen also heir das Transfinite durch Zerlegung einer existentialen
Aussage, die sich nicht als eine Oder-Verknipfung duten 1agt". £n ia version de 1930 publicada en ios
Grundiagen der Geometrie, Hilbert corrige |a frase: “Wir sto fien also helr das Transfinite durch Zettegung
einer existentiaion Aussage, die sich nicht als eine Oder-Verknipfung duten 1afit". Es dacir: 'nos topamos
con el transfinito al anaiizar un enunciado existencial, ninguna de cuyas partes puede Interpretarse como
una disyuncion”. (N. de T.)
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no especificado es, o bien satisfecha por todos y cada uno de los numerales, o bien
refutada por un contraejemplo. En efecto, esta aliernativa descansa esencialmente,
en tanto que la aplicacion del principio del tercero exclutdo, en la suposicion de que
la validez general de esa igualdad puede ser negada.

Podemos conclulf en que cuando permanecemos, tal y como estamos
obligados a hacerio, en {a esfera de los enunclados finitos, dependemos de
relaciones l6gicas poco claras, y esta ausencia de claridad se cofivierte en
algo intolerante cuando el “todos” y el “"existe” se combinan en enunclados
subordinados. Como sea, ias leyes iogicas ulitizadas por el ser humano desde que
éste tiene la capacidad de pensar y que Aristteles nos ha enisefiado no tienen aqui
validez.

Asf las cosas, podtfamos proponernos como tarea inicial, la determinacion
explicita de ias feyes i16gicas que son validas para la esfera de las proposiciones
finitistas. Sin embargo, esto no bastaria, pues en realidad, lo que no queremos es
precisamente renunciar al uso de las sencillas leyes de la l6gica aristotélica y nadie,
no importa qué tan persuasivamente argumente, podra impedir que los hombres
contintien negando afirmaciones de todo tipo, haciendo julcios parciales y aplicando
el principio del tercero excluido. Pero entonces ¢ cual debe ser nuestra actitud?

Recordemos en primer lugar, que somos matemadticos y que como tales, nos
hemos encontrado con frecuencia, en situaclones igualmente dificiles. Recordemos
ademas, que ha sido el genial método de los elementos ideales el que en tales
circunstancias nos ha salvado. He mencionado ya, al comienzo de mi exposicion,

algunos ejemplos notables de su aplicacion.
De manera exactamenie analoga a como i:l'r‘—1 ha stdo introducido con el

objeto de mantener en su forma mas sencilla posible las leyes del algebra, por
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ejemplo, las relativas a la existencia y al ntimero de raices de una ecuacion, asi como
introducimos factores ideales con el fin de preservar la sencillez de las leyes de la

divisibilidad entre los ntimeros algebraicos {por ejemplo, hemos introducido un divisor
comn ideai para los nimeros 2 y 1+v-5 al no existir uno real), tenemos ahora que

afiadir a los enunciados finitos los enunciados ideales, conservando de este modo
las reglas de la logica aristotética en su simplicidad originat.

En realidad, no deja de ser exirafio que los principios deductivos que
Kronecker ataca con ianta pasion, sean precisamente la contraparte de b que
después é1 mismo, en la teorfa de los numeros, encuentra admirable en {a obra de
Kummer, y que califica con tanto entusiasmo como el logro mas elevado de {a
actividad matematica.

Pero ¢como podemos llegar a los enunciados Ideales 7 Una indicacion notable
de la esencial correccion de nuestro procedimiento, es el hecho de que la via para
llegar a esos enunciados consista simple y sencillamente en continuar de manefa
natural y consecuente, el desarrolio seguido por la teotia de los fundamentos de la
matematica.

Es facii constatar que la matematica elemental va mas alld de fa perspectiva
que adopta la teorfa intuitiva de los nimeros. Es decir, el método de calcular
algebraicamente con letras no es, en la forma en la que hasta ahora lo hemos
interpretado, algo que forme patte de la teoria concreta intuitiva de los ntimeros
(inhaltlich-anschauliche Zailentheorie). En ésta, las formulas se utilizan siempre
tinica y exclusivamente con fines de comunicacion. Las letras se refieren a numerales
y una iguaidad no expresa sino la identidad de dos sighos.

Por el contrario, en el algebra, consideramos 1as expresiones formadas por

letras como algo autonomo, al tiempo que los enunciados concretos de la teoria de




146

los ntimeros son formalizados precisamente por esas expresiones.

Asi, en lugar de enunciados acerca de numerales, tenemos formulas,
presentandose éstas ahora como objetos concretos de nuestra intuicion; y en lugar de
las demostraciones concretas de la teoria de los nuameros (inhaltlich
zahlentheoretische Beweise) tenemos ahora la defrivacion de una férmuia a partir de
otra de acuerdo coh clertas reglas.

Lo que obtenemos enlonces es, como fo muestra ya el algebra, una
multiplicacion de los objetos finitos. Hasta ahora, estos objetos no eran otros que
numerales como 1, 11, ..., 11111, Estos sighos eran ademas, los inicos que habfan
sido objeto de una consideracion concreta. Pero ya en el algebra la praxis
matematica va mucho mas lejos de eso. Asi, aun cuando un enunciado resulte
permisible de acuerdo con nuestro enfoque finitista en conjuncién con ias
indicaciones concretas, como por ejemplo, fa proposicion

a:+b=h+a
donde a y b son numerales especificos, {a forma de comunicacion que utllizaremos
ho sera ésta, sino
| a+b=b+a.
Esta formula ya no es la comunicacion inmediata de un contenido™ ., sino tan
s6lo una construccion formal cuya relacion con los enunciados finitistas originales
2+3=3+2,
54+7=7+5
consiste en que en la primera formula tos numerales 2, 3, 5, 7 reemplazana a y b,
estableciéndose con ello, por medio de este sencillo procedimlento demostrativo,

tales enunciados finitistas particuiares.

¥ Inhalt,
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De este modo, entonces, podemos concluir que ni a, ni b, ni =, ni +, ni siquiera
la formula a+b=b+a, poseen por si mismos, ningin significado, que ocurre con ellos a
este respecto lo mismo que con los numerales. Sin embargo, a partir de esa formula,
es posible derivar ofras formulas a las que si podemos asignar un significado,
considerandolas como comunicaciones de enunciados finitistas.

La generalizacion de esta idea nos lleva a una concepcion de fa matematica
que considera a éstas como un inventarlo de férmulas a las que corresponden. en
ptimer fugar, expresiones concretas de enunclados finitistas y a las que se afiaden, en
segundo, ofras formulas que carecen de todo significade y que constituyen los
objetos ideales de nuestra teoria.

Recordemos ahora cudl era nuestro objetivo. Por una parte, encontramos en la

matematica. enunciados finitistas que no contienen sino numerales. Por ejemplo,
3 >2,2+3=342,2=3, 1=1.

De acuerdo con nuestro enfoque fintlista, estos enunciados se presentan como
algo thmediatamente intuitivo y comprensible, como algo susceptible de ser negado,
que es verdadero o falso, y en relacion a fo cual podemos hacer valer sin ninguna
clase de restricciones, las reglas de ta I6gica aristotélica. El principio de no
contradiccion -esto es. un enunciado y su negacion, no pueden ser a ta vez
verdaderos- y el def ‘tercero excluido™ -es decir, o bien un enunciado es verdadero o
lo es su negacién- son aqui validos. Asi, sl digo gue este enunclado es falso, esto
resulta equivalente a afirmar gue su negacion es verdadera.

Ademas de estos enunciados elementales absolutamente no problematicos,
encontramos enunciados mas simples. Por Gftimo, hemos introducido también los
enunciados ideales, cuya funcién consiste en preservar {a validez de las leyes

usuales de la logica.
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Ahora bien, en tanio que no expresan afirmaciones finitistas, los enunclados
ideales esto es, las formuias, carecen de todo significado, por io gue no podemos
aplicarles las operaciones idgicas, de manera concreta® como a los enunciados
finitistas. Se hace necesarlo someter a un proceso de formalizacion tanto a ias
operaciones lagicas, como a las demostraciones mismas. Pero este proceso requlere,

a su vez, de una reformuiacién de ias relaciones logicas en formuias. Por esta razon

necesitamos, aparte de los signos matematicos, signos 16gicos. v. gr.

A V o= -
y o implica #no

Ademas de variables matematicas a, b, ¢, ... necesltamos de variables logicas,
esto es, de variables enuncialivas A, B, C, ... .

. Como podemos lograr todo ésto? En ia historla de la ciencla es posible
observar con frectencia ia existencia de una especie de armonia preestablecida a la
que se debe una serie de desarrolios del conocimiento de gran importancla. ES
precisamente esa armonia de la que Einsiein por ejemplo. saca provecho de su
teoria de la gravitacion al encontrar como algo dado en forma ya acabada, el caiculo
generai de Invariantes. Por fortuna, esa misma armonia se pone de maniflesio en
relacion a nuestra problematica, permiiéndonos hallar como aigo ya elaborado de
manera avanzada el calculo fogico.

Fs evidente por io demas, que este céiculo se crea orlginalmente en ei marco
de una perspectiva compietamente diferente a la nuesira. De acuerdo con ese
enfoque, !os signos dei célculo l6gico se introducen exclusivamente como medio de
comunicacion . Resulta consecuente con el curso que hemos seguido, despojar ahora
a ios signos matematicos de cualquier tipo de significado. Segln ésto. las formuias

del calculo logico no poseen absolutamente ningun significado. Todos ellos son

Dinhalllich
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ahora enunciados ideales.

En el calculo idgico contamos con un lenguaje de signos™ con capacidad no
sélo de dar cuenta en férmulas de las proposiciones de la matematica, sino
igualmente de expresar por medio de procesos formaies las inferencias logicas.

Procediendo de manera exactamente analoga al paso de la feoria concreta de
fos nimeros al algebra formal, consideremos ahiora a fos sighos y a los simbolos de
operacién dei calculo i6gico como aigo desprovisto de su significado concreto. En
lugar de la ciencia matematica concreta® , o que en ultico término obtenemos con
todo eflo, es un Inventario de férmulas que contienen signos tanfo logicos como
matematicos, y que se ordenan segun reglas definidas. Algunas de estas formulas
corresponden a los axiomas matematicos. y clertas reglas (de acuerdo con las cuales
ciertas formulas siguen a ofras) corresponden a la inferencia concreta. En ofras
palabras, la inferencla concreta es reemplazada por un manejo extemno {Esto es, un
manejo formal? } segun reglas. Con ello se realiza de manera estricta el transito de un
tratamiento infuitivo e ingenuo a uno formal.

Por una patte, esta transicion se lleva a cabo conlos axiomas mismos,
considerados ingenuamente en su origen como verdades basicas y a los cuales la
axiomatica moderna concibe desde hace mucho como meras interrelaciones de
conceptos. Por la ofra sin embargo, la transicion tiene lugar también en retacion al
calculo l6gico, originalmente pensado como un simple lenguaje diferente.

Como ejemplo. bastara aqui exponer brevemente la manera en la que ha de
formalizarse la demostracion matematica.

{ lamaremos axiomas a ciertas férmulas que sirven como punto de partida para

la construccion del editicio formal de la matematica. Una demostracion matematica es

A Zeichensprache
2 jinhaltiiche rmachematische Wissenschaft
*3ausseres Hadeln (Notadel T.)




150

una figura que se presenta ante nosotros como algo intuitivo. Consiste de inferencias

llevadas a cabo de acuerdo con el esquema

en ia que cada una de las premisas, esto es, de las férmulas que correspondena § y

a$ = T eso bien un axioma o resulta de un axioma por sustitucién, o coincide con
la t6rmula final de una inferencia previa, o resulta de una férmula de ese tipo por
sustitucion. Una formula es demostrable si es la formuia ditima de alguna
demostracion.

Fi programa que hemos enunciado prefigura ya fa eleccion de los axiomas de
nuestra teoria de la demostracion. Y aunque hay algo de arbifrariedad en tal eleccion,
es posible, como en la geometria, distinguir grupos particulares cualitativamente
diversos, de los que ahora ofrecereimos algunos ejemplos.

i) Axiomas de implicacion
A= (B=A)
(introduccién de una suposicion)
(B=> C) = [(A=>B) = (A= C}]
{eliminacion de un enunciado)
ii) Axiomas de la negacion
[A=(BA-B)] =-A
{principio de contradiccion)
-(-A)= A

{principio de la doble negacion)
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(Del principio de contradiccidén se sigue la férmuia (A A~A) = By del
principio de la doble negacion se sigue el principio del tercero
excluido[ (A=B}A(~A=>B)=B].*

Los axiomas de [os grupos iy ii no son, en realidad, otros que los del célculo
de enunciados.
iiiy Axiomas de transfinitud

(Ya)[A(a)=>A(b)]
(inferencia de fo universal a lo particutar; axioma de Aristoteles),
[V(-a)]a = (Ja)[-A(a)]
(si un predicado no se aplica a todos los individuos, hay un contraejemplo);
(~Ja)A = (Va)[-A(a)]
(si no hay un individuo al que un enunciado se aplique, entonces el enunciado es
faiso para toda a)

En relacién a los principios del grupo de axiomas iii se pone de manifiesio una
situacién por deméas notable, a saber: que todos los axiomas transfintios pueden
obtenerse por derivacion a partir de uno solo y que €ste posee la caracteristica de
contener ei ntcleo fundamental del axioma matematico que mas ha provocado
coniroversias en nuestra disciplina, el axioma de eleccion™

A{a) = (g A)
donde ¢ es la funcion de eleccidn transfinita™ .
A elios se agregan los axiomas mateméticos especiales:

iv) Axiomas de la igualdad

*"El texto entre paréntesis es un afiadido de la tercera version de 1930.
2 Var el capltulo 0, articuto Q.
# Esta es precisaments la funcion 1, que se adjunta al lenguaje de la teofia de ZF.
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a=a,
a=b = [A(a)=>A(b)].

y también los
v) Axiomas numericos

a+ 10
y el axioma de induccion completa:

[AQ) A (YX)A(X)=2A(Xx ")]] = Ala)”

Con todos estos axiomas, es posible desarrollar una teoria de la demostracion
que se ajuste a las exigencias que hemos defineado y eriglr un sistema de las
formulas demostrables, es decir, la ciencia matematica.

Pero en nuestro entusiasmo por ei éxito que en general hemos obtenido, y en
particular, por contar con una herramienta tah imprescindible como el céalculo logico
como algo ya dado, no debemos de ninguna manera, perder de vista un requisito
previo para nuestro proceder y esenciai al mismo. Existe una condicién tinica, aunque
absolutamente necesaria, para la aplicacién del método de los elementos Ideales, a
saber: la prueba de consistencia.

La extensién por medio de la adicién de ideales, es licita y permisible
solamente cuando con ello no se provoca el surgimiento de contradicciones en el
dominio original, y en consecuencia, Unicamente si al suprimir los elementos ideales,
jas relaciones que resuitan para los elementos originales son validas en la esfera
original.

Fs un hecho que en la actualidad estamos en grado de plantearnos y abordar

este problema de la consistencia. Es evidente que éste se redice a mostrar gue con

los axiomas y reglas admitidos es imposible obtener 121" como la férmula final, es

7 Esta fdrmula no aparece en la ediclén de 1925, Hilbert la afiade en 1930,
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decir, que la férmula “11” no es demostrable.

La dificuftad a la que aqui nos enfrentamos, se ubica fundamentalmente en la

esfera de lo intuitivo, y ocurre con ella lo mismo que, en la teoria concreta de los

nimeros con el problema del caracter irracional de v2, esto es, con la demostracion
de que es imposible encontrar dos numerales® a y b que se encuentren en la

relacion @2=2b?; en ofras palabras, que es imposible hallar dos ndmeros con una

cierta propiedad. En correspondencia con eilo, o que nosotros tenemos que
demosirar ahora, es que no puede haber una demostracién que exhiba ciertas
caracteristicas.

Al mismo tiempo, lo anterior nos ofrece la grata sorpresa de constituir también
la solucion de un problema que se habia convertido desde hace tiempo en aigo
verdaderamente perentorio, el de la demostracion de la conslistencia de la
aritméltica.

La aplicacion del método axiomatico, plantea de manera natural la cuestion de
fa consistencia. La eleccion, {a interpretacion y el manejo de los axiomas pueden
estar basados simplemente en la buena fe y en lo que nuestras creencias nos
indiquen. Tanto en la geometria como en la fisica, es posible dar pruebas de
consistencia relativa, esto es, de reducir el problema de la consistencia en esas
esferas a la consistencia de los axiomas de la aritmética. Pero es evidente que no
tiene sentido buscar una demostracion de ese tipo para la aritmética misma.

En la medida en la que nuestra teoria de la demostracion, basada en el método
de los elementos ideales, hace posibie este Gltimo y decisivo paso, constituye una
especie de punto final y necesario en la construccion det edificio de ta teoria

axiomatica. Y lo que ya hemos tehido que padecer en dos ocasiones, primero con {as

* Entiéndase aqufl como numero naturales.
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paradojas del calculo infinitesimal y luego con las paradojas de la teoria de conjuntos,
no podrd pasarnos una tercera vez, no volvera a pasar nunca.

Podemos decir, entonces, que la teoria de la demostracion, cuyos rasgos
principales acabamos de bosquejar, no s6lo se encuenira en condiciones de dar una
base firme y segura a la matematica, sino que abre también una via novedosa para
abordar los problemas generales de caracter fundamental que caen dentro del
dominio de nuestra disciplina y a los que antes no podiamos abocarnos.

La matematica se convierte asi en una especie de tribunal superior, esto es, en
un tribunal de cuestiones de principio, siempre sobre Una base concreta en relacion a
la cual no solo es posible un consenso, sino al mismo tiempo un control de cada
afirmacion.

En mi opinion, inclusive ios planteamientos del “intuicionismo”, no importa qué
tan modestos sean, pueden adquirir su justificacion Gnicamente ante este tribunal.

A manera de ejemplo del tratamiento de este tipo de cuestiones
fundamentales, consideremos la tesis de que todo problema en la matematica posee
una solucion. Esta suposicion es compartida por todos ios mateméticos. De hecho,
una parte muy importante del atractivo que puede tener para nosotros la ocupacion
con un problema en la matematica, reside precisamente en que de alguna manera
escuchamos una especie de liamado: “Alli tienes el problema. jBusca ia solucion!
Puedes hallaria con la sola ayuda del pensamienio; jen la matematica no hay
ignorabimus® (esto es, ighoraremos)™!

Ciertamente, la teoria de ia demostracion no puede proporcionar un método

general para resolver todos los problemas matemdticos. No existe algo de este tipo.

% Hilbert se refiere aqui a la posicién de Emil duBois-Reymond acarca de la limitacion esencial da ja
razédn humana en el conocimiento de la naturaleza y, particularmente, a su imposibilidad pata resolver
ciertos problemas (materia, fuerza, origen del movimiento, conciencia, etc.). DuBois-Reymond resumia
sus ideas en la afirmacion ignoramus et ignorabimis (ignoramos e ignoraremos). (N. de T
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Sin embargo, lo que si cae dentro del campe de accién de nuestra teorfa, es la
prueba misma de consistencia de fa suposicion del cardcter resoluble de todo
problema matemético.

Pero me gustaria argumentar todavia como sigue. La prueba definitiva para la
evaluacién de cuaiquier teoria nueva la constituye su capacidad para resolver
problemas planteados antes de que efla existiera, problemas cuya soluciéon no
formaba parte de las razones especificas para crearia. “Por sus frutos los conoceréls”
es tamblén un principlo valido para las teorias. Asi, inmediatamente después de que
Canter descubre ios primeros nimeros transfinitos, esto es los numeros de la
segunda clase, se plantea el problema de determinar si reaimente es posible contar
con tales nlimeros conjuntos ya conocidos y que en un sentido normai no son
numerables.

Uno de estos conjuntos, es evidentemente ei de les puntos de fa recta. La
cuestion de si los nameros de la tabia que hemos formutado antetlormente bastan
para contar los puntos de la recta, es decr, los nimeros reales, constituye ei célebre
problema del continuo, que Cantor mismo plantea, pero no resuelve. Al principio,
algunos matematicos creyeron poder desembarazarse de este probiema,
simplemente negando su existencia. Los puntos que a continuaclon sefialamos,
muestran ciaramente {o equivocado de tal actitud.

El problema que ef continuo plantea, se caracteriza por su originaildad y su
belleza interna. Pero, ademas, posee en refacién a otros problemas también céiebres
en la matematica, dos rasgos distintivos y preeminentes. Por una parte, su solucion
requiere de vias allernativas y novedosas, puesto que los métodos conocidos fallan
en este caso; por la otra, su solucién resuita por sf misma de mayor interés en vista

dei resuitado a obtener.
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lLa solucion del probiema del continuo, es algo que puede realizarse con la
teorfa que hemos desarrollado. De hecho, la prueba de que todo problema
matematico tiene una solucion, represenia precisamente el primer paso de
importancia en esa direccion.

LLa respuesta al problema dei continuo es afirmativa. esto s, los puntos de una
recta pueden ser contados por medio de nimneros de la segunda clase. O para
decirlo en forma popular, que un simple conteo que se extiende mas alla del
infinifo numerable™ basta para agotar tos punios de la recia. Liamaremos a esta
afirmacion el teorema del continuo. Lo que sigue es una breve exposicion de las
ideas basicas de una demostracion del mismo.

En fugar del conjunto de los numeros reales, consideremos aigo que es
evidentemente equivalente: el conjurnto de las funciones numéricas, esto es, el de ias
funciones cuyos argumentos y valores son siempre nimeros enteros.

Si queremos ordenar el conjunto de estas funciones en el sentido requerido
por el problema del continuo, es necesario hacer referencia al proceso de generacion
de una funcion individual. Sin embargo, una funcion de un solo argumento, puede
estar definida de tal manera que las valores que lome para algunos argumentos, 0

pata lodos elios, dependa en cada caso de la solucién de ciertos problemas
diofantinos de la cueslion de si un nimero dado (digamos 22} es irracionai.

Precisamente para evitar esla diticultad, podemos recurrir a fa afimacion
mencionada con anlerforidad acerca de ia solubilidad de cualquier problema
matematico bien definido. En reaiidad, esta afirmacion no es otra cosa que un lema
general que se ubica en un ambito al que podemos ltamar metamatemalica, es decir,

en la esfera de la teoria concreta de las demostraciones formatizadas™ . Podemos

7 ain blosses Hintiberzahlen Uber das abzahibare unendlich
Iinhaltlicha Theorie der formalisierten Beweise
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formular como sigue la parte de ese lema que resulta de importancia para nosotros.
LEMA [; Supongamos que tenemos una versidon formalizada de una
demostracion que contradice el teorema del continuo y que esa formalizacion ha
sido llevada a cabo por medio de funciones que tequieren para su definicion del
signo transfinito £ (grupo lii de axiomas). Resulta entonces posible sustiiuir esas
funciones por otras, definidas exclusivamente por recursion ordinaria y transfinita y sin
apelar al signo ¢, de tal manera que lo transfinito sélo aparece en la forma del

cuantificador universal, V.

El desarrolio cabal de la teoria de la demostracién requiere, sin embargo, de
ciertas estipulaciones de las que ahara nos ocuparemaos.

Para los enunciados variables (variable Aussagen, esto es foérmulas
indeterminadas) utilizaremos siempre letras latinas mayusculas, mientras que para
ios enunciados conhslantes (individuelle Aussagen, esto es, formulas especificas), nos

serviremos de letras griegas mayusculas. Asf, por ejemplo,
Z{(a): “a es un niimero entero ordinario™,

N(a): “a es un nimero de la segunda clase”.

Para las variables matemalicas, se utilizaran siempre letras lalinas mintsculas,
mientras que para los objetos matematicos constantes (funciones especiticas)
recurriremos a las lefras giegas minisculas. '

En relacion al procedimiento de sustitucion seran validas las siguientes
convenciones generales.

Las variables enunciativas® deben ser sustituidas tnicamente por otros

enunciados (formulas) indeterminadas o constantes.

 Aussagenvarable
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Una variable matemética puede ser sustituida por una figura™ cualquiera. Sin
embargo, cuando una variable matematica aparece en una térmula, el enunciado
constante que caracteriza su tipo, debe aparecer antes del signo de implicacion. Por
ejempilo,

Z(a)=>{(.a.)}
N(a)= (.a.)
Nuestra convenclon tiene el efecto de que por ejemplo, en lugar de a en Z(a )

o en N(a) unicamente sean permisibles las sustituiciones de esta varable por
nimeros ordinarios o por nimeros de la segunda clase, respectivamente.

Las letras en negrita mayisculas y mindsculas son siempre indicadores™ ¥
se utilizan exclusivamente para comunicar informacion.

Para tener una idea completa de la linea que sigue la demostraclon del
teorema del continuo, es indispensable ante todo una comprension precisa del
concepto de variabie matematica en su acepclon mas general.

Las variables matematicas son de dos clases:

(1) las variables primitivas (Grudvariablen),
(2) ios tipos de variables (Variablentypen).

(1) Mientras que en la aritmética y el andlisis en su fotalidad es suficiente
contar con los nimeros enteros ordinarios como tnicas vatriables primitivas, tenemos
ahora que a cada tna de las clases numéricas transfinitas de Cantor le corresponde
una varfable primitiva que puede adoptar la forma de numeros ordinales de esa
clase. En consecuencia, a cada una de esas variables se encuentra asociado un
enunciado que [a caracteriza. Este enunciado se encuentra a su vez caracterizado de

manera implicita por los axiomas. Por ejemplo,

= Figur
M Hinwoise
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2(0),

Z{a)=> 7{a:1),

[A(0)A(Va )[A(a)=A(a+1)]] = [Z(a)=>A(a )]
(férmula de la induccion normal)

N(0),

N(a) => N(a+1),

(Vn)[Z(n)=N(a)}= Nliima(n)?*;
y ademés la formula transfinita para los nimeros de |a segunda clase.

A cada clase de variables primitivas, corresponde un tipo especflicio de
recursion. Por medio de ésta pueden definirse funciones cuyos argumentos son
precisamente ias variables primitivas de esa ciase. La recursion asoclada a las
variables numéricas no es otra que la “recursion ordinaria”. Por medio de ella, una
funclon de una variable numérica n se encuentra definida cuando se da su valor para
n =0 y se especifica como puede obtenerse el valor de la funcion para n +1 a partir
det valor para n. La generalizacion de la recursion usual, es la recursion transfinita,
cuyo principio generai consiste en ia determinacion dei vaior de la funcién para un
valor de la varable, recurriendo a los valores anteriores de esa misma funcion.

(2) A partir de las variables primitivas, obtenemos por aplicacion de las

operaciones logicas a los enunciados asoclados con esas variables, otros tipos de
variable, vgr. Z y N. Las variables definidas de esta manera, se laman

variables tipo, mientras que los enunciados asf definidos reciben el nombre de
enunciados lipo® . Para estos ditimos, se introducen cada vez nuevos signos

constantes. La férmula

*El predicado N lim afn} indica que a es urt nimero limite de 1. de ia segunda clase.
* Typenaussagen
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(Va)[7(a)=7( f (a))]
constituye el ejempio mas sencillo de un tipo de variable. Es decir, esta formula define
la variable funcional £ y, en tanto que enunciado tipo, es denotada por ¢ (f ). “ser una
funcion”. |

Otro ejemplo nos lo ofrece [a férmula

(VF)[§(F)=>Zg (1)];

Esta expresion define la propiedad de “ser una funcion de funcién”, W(g ). en
la que el argumento g representa la nueva variable de funcién de funcion 7.

Para la caracterizacion de los tipos variables superiores, es necesatio proveer
de indices a los enunciados tipo. Un enunciado tipo que consta de un indice, se
define recursivamente, de tal modo que en su definicién aparezca ahora en lugar de
fa igualdad (=), la equivalencia logica (<>).

Tanto en la aritmética como en el andlisis, {as Unicas variables superiores que
se utilizan, en interacciones finitas son: las funciones, las funciones de funcion, etc.

Un tipo variable que va mas alla de estos sencilios ejemplos, nos ofrece la
variable g que asocia un valor numérico g (f,,) a cualquier sucesion f, que consisla
de

una funcién f; de un nimero entero: ¢(fy );

una funcién de funcion f, - W(f, );
una funcién f3 de una funcién de funcion;
etc.
Podemos representar el enunciado tipo correspondiente, ¢ (g ). por medio de

las siguientes equivalencias:

7 “Funcidn de funcién’ se refiere a una “funcional” y ho a una ‘composicidn de funciones” (N. de T.)
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(t)o(a) < 7(a),
Pt (F ) < (VD) [ (b )=>Z(f (D))].
$,(9) <« [{(VYn)§(f)=Z(g (f D]
gue constituyen iguatmente un ejemplo de la definicion recursiva de un enunciado
tipo.

Los tipos variable pueden clasificarse de acuerdo con su nivel (H6he)™. En el
nivel 0 se encueniran todas fas conslantes numéricas; en el nivel 1, todas las
funciones cuyos argumentos y valores poseen en su lotalidad la propiedad de una
variable primitiva, por efemplo. {a propiedad Z o la propiedad N. Una funcion cuyo
argumento y cuyo valor poseen un nivel determinado, es de un nivel superior en 1
que el del mayor de esos dos niveles de su argumento y su valor. Una sucesion de
funciones de distintos niveles, tiene como nivel el limite de esos niveles.

Una vez realizados estos preparativos podemos retomar nuestro problema
otrlginal. Recordemos que para la prueba del teorema del continuo, resulta esenctal
establecer una correspondencia biunivoca enlre las definiciones de las funciones
numéricas en las que no aparece el simbolo € y los numeros cantorianos de la
segunda clase, 0 bien estab|ec_er una correspondencia de fal modo que toda funcion
de ese tipo resulte asociada al menos a un nimero de la segunda clase.

Fs evidente gue los mecanismos elemenlales para la construccion de
funciones son, por una parte, la sustitucion (es decir, el reemplazo de un argumento
por una nueva variable o una nueva funcion) y la recursion (segun el esquema de
derivar el valor de la funcién para n+ 1 a partir de su valor para n ).

Podria pensarse que a estos dos procedimientos, sustitucion y recursion,

deberian agregarse otros métodos elementales de definicién, por ejemplo, la

* | a traduccion literal deia palabra Héhe es “altura’. Utilizamos la palabra “nivet” por considraria més
adecuada. (N.de T}
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definicion de una funcion explicitando sus valores hasta un cierto punto, a partir del
cual la funcidén es constante. También la definicion por medio de procesos
elementales obtenidos a partir de las operaciones aritméticas, como el residuo en {a
division, la del maximo comun divisor de dos nimeros, y la definicion de un nimero
como el menor entre una cierta totalidad finita de nimeros dados.

Sin embargo, todas esas definiciones pueden represeniarse COMOo €asos
particulares de las operaciones de sustitucion y recursion. En realidad, el método de
buscar las recursiones requeridas equivale, en esencia, a una argumentacion que
establece el caracter finitista del procedimiento de definicion de que se trate.

Es importante ahora tener una vision de conjunto de los resultados de que
esas dos operaciones nos proveen. En relacion a las recursiones que pueden
utilizarse. la existencia de diversas posibilidades en el paso de n a n+1, impide una
formulacion unitaria, si es que hemos de limitarnos a la operacion con variables
numéricas ordinarias. Un ejemplo bastara para reconocer esta dificulfad.

Conslderemos las funciones

a+b;

a partir de elias se obtiene por iteracion (n veces)

a+a+..+a=a-n.
Asimismo, podemos pasarde a-b a
a-a.-a=an
yde a?a

(2*) et

i ¥
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De este modo. obtenemos en sucesion de funciones

arb=q(a b),

a-bh = qa b,

ab=q.a b).
(pa b) seriael b-ésimo término en la sucesion:

' XK
a a2 A7) &(‘?(ﬁ )),...
De manera exactamente andloga, podemos flegar lugo a ip(a b), g la b). et
Podriamos ahora definir por sustituciones y recursiones (@ D) para n
variables, pero esas recursiones no se obtendrian de recursiones ordinarias
sucesivas, sino que mas bien nos veriamos conducidos a una recursion multiple para
varias variables tomadas simultaneamente. La resoiucion de esta recursion en
sucesiones recursivas ordinarias, ho se logra sino cuando uliizamos el concepto
de variables funcionales. La funcion ¢, (a a) serfa un ejemplo de una tuncién de
funcionales. La funcion ¢, (a a) seria un ejemplo de una funcion de la variable
numérica a que no puede ser definida solamente por sustituciones y recursiones
ordinarias sucesivas, si es que solo aceptamos variables numericas™ .
Las formulas
f a 1) =a.
f a V)=Ff(a Jf a n))
i (a b) = a+b,

@@ b) =up, (@ b))

| a demostracion de asta afimacion se dsebe a W. Ackermann.
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en las que 1 es una funcion especitica de tres argumentos, de los cuales el primero es
una funcion de dos variables numéricas ordinarias, muestran la manera en [a que
podemos definir la funcién ga(a b) utilizando variables funcionates.
Un ejemplo de una recursion mas complicada es el siguiente:
qpola)=a(a)
Pi(@) = Tla n gylg(ma))),
donde a y T representan expresiones conocidas de uno y tres argumentos

respectivamente. Lo peculiar de esta recursion consiste en que en elta el valor

numérico de n+f no sSe deriva del valor ¢orre3pondiente para n . sino que la
determinacion de ¢, requiere que se conozca ef curso® de ta funcion ¢,

Todas las dificuitades que estos ejemplos nos plantean, pueden ser superadas
sl recurrimos a los tipos variable. Bl esquema general de recursion se encuentra

caracterizado de la siguiente manera
p{g a 0)=a,
p(g a n+1)=g(p(g a n) n)
donde a es una expresion dada de un tipo variabte arbitrarfo; g es también una
expresion dada de dos argumentos, de los cuales el primero es del mismo tipo
variable que 3, mlentras que el segundo es un numero. g debe, ademas, satisfacer la
condicién de que su valor sea el mismo tipo variabie que @, una vez que han flevado
a cabo las sustituciones correspondientes parag. @ yn . Aparle de esto.en 2.9 v,

eh consecUencia, también en p pueden aparecer parametros arbitrarios.
A partir de este esquema general y por sustitucion, obtenemos recursiones

definidas. Asi v gr. podemos obtener las recursiones de nuestros ejemplos,

M vertauf
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considerando a f ya a en el primer paso como ¢,(2) a @q4{a ) como un paso

mediado por ia funcion ¢, a otra @y, de tal manera que a no se considere nunca un
pardmetro en fa recursion.

Comparada con la recursion elementai, la recursion que hemos utliizado
en nuestros dos ejempios, tiene una mayor extension, pues en un caso hemos
introducido un parametro superior que no es un namero entero ordinario, mientras
que en el otro hemos efegido para & una funcion y para g una funcion de funclones.

Los tipos variable constituyen un enlace que hace posible estabiecer una
correspondencia entre las funciones de una variable numérica y tos nimeros de la
segunda clase. De hecho, llegamos a una correspondencia asi. entre fos nimeros de
ia segunda clase y clertos tipos de variabies de una sucesién numerable, con ef modo
que incrementan los tipos variable su nivei. Establiezcamos una correspondencia
entre el proceso de anadir una unidad y tomar una funcion™ , es degcir, fa formacion de
un nuevo tipo variable mediante ia union de una sucesion numerable de tipos
variable. Y designemos ahora como fipos Z aquellos que correspondan a los
nimeros de la segunda clase.

Tenemos asi que, ademas de las operaciones fogicas, en la construccion de
los tipos 7 se utilizan dnicamente las recursiones ordinarias (no transfinitas),
precisamente aquellas que resultan necesarias para enumerar una sucesion de tipo
como paso preparatorio para ef proceso del iimite. Una vez que hemos ordenado
estos tipos 7 de acuerdo con su nivel, tenemos una correspondencia biunivoca en la
cual a cada nimero de la segunda clase, se le asocian los tipos variable de un nivel

determinado.

Pero con eflo habremos iiegado también a una correpondencia biunivoca entre

2 Funktionen-Nehmen
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jas funciones definidas por medio de los tipos 7. y los numeros de la segunda clase.
Para percatarse de ello, bastard considerar la siguiente argumentacion. Si
establecemos los tipos variable anicamente hasta un cierto nivel, construyendo {uego
tas funciones exclusivamente por medio de sustitucion y recursion, lo que obtenemos
es slempre una totalidad numerable de funciones. Podemos también formalizar de
manera estricta esa enumeracion. En particular, podemos hacer esto generando. en
primer lugar, una funcién recursiva p que abarque fodas las recursiones en cuestion y
que, en consecuencia, contenga un pardmetro que sea mayor que {0s tipos variable
admitidos hasta ese momento. La definicion de p es una aplicacion del esquema
general de recursion, de modo fal que el uso de un tipo de variable superior, se
convierte en algo esencial.

Lo que hacemos es ordenar de acuerdo con su nivel, 1as especializaciones
importantes de los tipos variable que aparecen en p, con lo que oblenemos ias
diferentes sustituciones iniciales. Si colocamos luego a éstas en una sucesion
numerable y tomamos como principio de ordenacion el namero de sustituciones
a realizar, obtenemos finalmente las funciones que queriamos definir.

El esquema de prueba que hemos presentado supone esencialmente ia teoria
de los ntimeros de la segunda clase. Los nimeros de esta clase, han sido
introducidos simplemente como resultado del proceso continuado de contar mas alla
del infinito numerable, y hemos cracterizado luego el enunciado constante N, “ser
nimero de la segunda clase” por medio de axiomas.

Sin embargo, esos axiomas proporcionan fan solo el marco general para una
teoria. Una fundamentacion mas precisa de fa misma requiere de una investigacion
del modo en el que debe formalizarse el proceso continuado de contar mds alla del

infinito numerable. Fsto se logra aplicando ese proceso a una sucesion. La sucesion
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misma ho puede darse sino por medio de una recursion ordinaria y para ésta
nuevamente son necesarios clertos tipos.

Aunque esta situacion parece presentar una dificuitad importanie, en reatidad
resulta que precisamente gracias a una argumentacion de esta fndole, puede
obtenerse de manera mucho mas restringida, la correspondencia entre tos nameros
de la sequnda clase y ias funciones de una variable numérica.

L os tipos variable que necesitamos para la construccion de los ntimeros de la
segunda clase, pueden obtenerse sustituyendo formalmente en uno o varios lugares
de tos enunciados de tipo definitorios que tenemos hasta ese momento: el signo 7

por el signo N. Los tipos variables que resultan de ello se llaman lipos N. Es

evidente que los tipos Z y los tipos N correspondientes. son siempre del mismo nivel.

Por lo demas, no es necesario asignar a un nimero dado de ta segunda clase
la totalidad de las funciones del mismo nivel, sino que ahora es posible establecer
una correspondencia reciproca entre los nameros de la segunda clase y las
funciones, de acuerdo con el nivel de los tipos variable necesarios para su definicion.

En detalle, tal correspondencia se podria caracterizar como sigue.

Si en los tipos 7 llegamos (nicamente hasta un cierto nivel, el nivel de los tipos
N correspondientes se ve también restringido. A partir de los numeros de la segunda
clase construidos con estos tipos podemos obtener, por medio de una sucesion

creciente, un namero mayor de la segunda clase definido con ayuda de un tipo

variable de mayor nivel.
Por otra parte, si tenemos tipos N hasta clerto nivel, también las funciones
definibles por medio de los tipos 7 cotrespondientes, pueden ser enumeradas

a saber, segun el namero de las sustituciones, tal y como o hemos descrito
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anteriormente. Como es bien sabido, con una enumeracién g{a n ) de este lipo,
podemos llegar, utilizando el método de diagonalizacion cantoriano, por ejemplo,
construyendo q(a n)+1, una funcion distinta a todas las funciones enumeradas
y que no puede, en consecuencia, ser definida por medio de los tipos variable
anterformente aceptados.

Con todo ello, habriamos hecho posible el establecimiento de una
correspondencia biunivoca entre aquellas funciones definibles en el mismo nivel {y
cuya tolalidad es enumerable) y los numeros de la segunda clase definibles en
el nivel correspondiente, pero no en un nivel anteror. De esta manera, toda funcion
resuita asociada con al menos un nimero de la segunda clase.

Sin embargo, la demostracion del teorema del continuo no termina alli, pues
requiere de una complementacion esencial. Un examen def curso que ha seguido
nuestra invesligacion, hace ver que para construir la correspondencia buscada, ha
sido necesarto hacer ciertas suposiciones. Estas tienen un efecto testrictivo en un
sentido doble. Por una parte, porque nuestro esquema de recursion para p
anicamente representa el caso de la recursién ordinaria, en la que la varable segln
la cual la recursion avanza es la variable numérica. Por la olra, porque hemos
restringido los lipos variable a aquellos que se oblienen por medio del porceso
continuado de contar mas alla de las sucesiones numeradas.

Es un hecho que fas recursiones fransfinitas vy, en consecuencia, 10s tipos
variable de nivel superior, resultan imprescindibles en la (nvestigacion matematica,
por ejemplo, para la construccion de funciones de variable real con clertas
propiedades. Pero en refacién al problema que nos ocupa, eslo es, cuando se frata
de construir funciones de una variable numérica, en reaiidad no necesitamos esas

recursiones superiores, ni de los lipos variable de esa especie. Podemos mas bien
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recurrir al siguiente lema.

LEMA !I: Para la obtencion de funciones de una vatiable numérica, las
recursiones transfinitas resultan dispensables. Es decir, la recursion ordinaria, que
opefa y avanza Seguin una variable numérica, basta no solo para el proceso de
construccién real de las funciones, sino que al mismo tlempo las sustituciones
requieren Unicamente de tipos variabie para cuya defincion es suficiente la recursion
ordinaria.

Expresando de manera mas precisa y acorde a nuestro enfoque finitista, el
lema dirfa io siguiente: si para la construccion de una funcion que tiene como unico
argumento una variable numérica ordinaria se utiliza una recursion supetrior o un tipo
variable correspondiente, entonces podemos definir siempre a esa funcion por medio
de recursiones ordinarias y utilizando exclusivamente tipos 7.

Fl siguiente ejemplo podra aclaramos el sentido y el alcance de nuestro lema.

Supongamos que se ha formalizado la correspondencia de las funciones de un
argumento numérico y los nlimeros de la segunda clase. Con ello tendriamos también
una cierta funcion T(a n) que asigna un niamero ordinaric al par formado por un
ntimero arbitrario a de la segunda clase numérica y el nimero ordinario n ; T{(a n),
con a fija y n variable, representa precisamente la funcion asociada a a.
Sustituyamos ahora a por un nimero de la segunda clase numérica o, que depende
de n , y consideremos que la sucesion ha sido definida por recursion ordinaria o
transfinita, por ejemplo,

.
ny = wn

Entonces C{a n) es una funcion de una variable numérica n y nuestro lema il

afirmaria que esa funcion también puede detinirse por recursion ordinaria por medio
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de tipos 7, mientras que una definicién de {(a n ) por esos medios es imposible,
puesto que la suposicion de lo contrario conduce a& una contradiccion.

Es importante subrayar nuevamente que la exposicidn que acabamos de
presentar, no contiene mas que las Ideas basicas de una demostracién dei teorema
del continuo. La realizacion completa de tas ideas bésicas, ademas de la
demostracion de los dos Iemas,' requiere de ciertas reformulaciones cuidadosas en el
sentido de {as exigencias finitistas.

intentemos, por ditimo, extraer algunas consecuencias globales de nuestras
reflexiones en refacién a nuestro probiema inicial del infinito.

Ef infinito no tiene ningun tipo de realidad, no existe en la naturaleza ni es
aceptabie como fundamento de nuestro pensamiento intelectivo®™ . Es decir. en
reiacion al infinito, se da una notabie y armonica coincidencia entre el ser y el pensar.

En ablerta oposicién a los intentos de Frege y Dedekind, podemos concluir que
existen ciertas representaciones e ideas intuitivas que resuitan imprescindibles como
condicion de posiblidad de todo conocimiento clentifico: fa I6gica no basta. Las
operaciones con el infinito, necesitan para ser seguras de una base finita.

Ei papet que resta al infinito es el de una idea, seguin la concepcién kantlana
de ésta. como un concepto de la razon que supera toda experiencia y por medio del
cual se compiementa lo concretc en el sentido de una totatidad. Pero a fa vez, el
infinito es una Idea en la que podemos confiar sin reservas en el marco de la teorla
que acabo de delinear.

Para finalizar, quiero dejar constancia aqui de mi sincero agradecimiento a
_ Paul Bernays por su comprensiva colaboracién y por su inestimable ayuda, en
particular en lo reiativo a la demostracion del tecrema dei continuo (Hilbert, Alvarez,

Sequra, 1993).

* verstandesmassig
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«El valor de un sabio... solo puede ser medido por el poder
de su imaginacién. Los nimeros tomados al azar, los hechos historicos

recordados con precisién y oportunidad, pueden tener un interés
momentdneo, pero al cabo de un liempo caen en el olvido. Hay
nimeros, nombres, palabras y obras que estdn, por su propia
naturaleza y finalidad, condenados al irremediable olvido. El saber que
no sirve al sabio es vano.”

(Nasclf Rahal)
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