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PREFACIO

El proceso de realizar un trabajo de graduacién es una experiencia que realmente no le de-
seo a nadie, pero que hasta cierto punto es interesante y divertida. Ciertamente considero que
aprendi muchas cosas para llegar a redactar esta tesis y plasmarla de resultados que ya habian
sido obtenidos por varios cientificos, pero que fui capaz de replicarlos por mi cuenta y con mucha

ayuda de mi asesor, el doctor Alvaro Véliz Osorio.

La motivacién e historia de este trabajo inicié desde diciembre de 2014, cuando gracias a MSc.
Michael Morales, entré en contacto con Alvaro con el fin de colaborar de varias formas, una de
ellas en mi tesis de licenciatura. Pasé el inicio del ano aprendiendo sobre relatividad general y otros
temas para estar preparado para la realizacion de este trabajo. Mucha parte de ese aprendizaje fue
por mi cuenta, con una ayuda y guia invaluable por parte de Alvaro para lograr un aprendizaje
efectivo y terminar este trabajo a tiempo. A él, agradezco mucho por tanta paciencia conmigo a
lo largo del ano, por su esfuerzo para ensenarme y ayudarme con la redaccién de esta tesis, y por
introducirme a este extrafnio y entretenido mundo de la holografia y la correspondencia AdS/CFT.
Sé que ain me falta mucho por aprender y que el tema es bastante extenso, pero este solo es el

primer paso de toda una travesia.

También agradezco mucho el apoyo de mi familia, especialmente de mis padres que se esforzaron
tanto por lograr financiarme una educacién decente, ademés de darme su carifio y apoyar varias de
mis decisiones. Agradezco a mis dos hermanos por su aprecio y apoyo desde siempre. A mis buenos
amigos de la universidad, del colegio y de la colonia, gracias por hacer de estos cuatro anos una
entretenida experiencia llena de recuerdos y toda clase de emociones; gracias porque sin ustedes,
qué aburrido habria sido. En especial, quiero agradecer y dedicar este trabajo a la memoria de mi

mejor amigo, José Luis.

Un agradecimiento especial a Olga Castellanos y Byron Alay del Departamento de Fisica por
su ayuda en toda clase de situaciones. Por 1ltimo pero no menos importante, agradezco a aquellos
catedraticos que me ensenaron a amar la Fisica y la Matematica, asi como a ver la vida desde
distintas perspectivas; en especial, agradezco a MSc. Zaida Urrutia, al doctor Eduardo Rubio, al
licenciado Juan Diego Chang y a MSc. Michael Morales por las ensefianzas, conversaciones, locuras

y apoyo durante estos cuatro anos.



No puedo dejar pasar la oportunidad para citar al gran fisico tedrico Richard Feynman con una

de sus mejores frases sobre esta area de la ciencia:

«Physics is like sex: sure, it may give some practical results, but that’s not why we do it.»
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RESUMEN

Este trabajo se realizé con el objetivo de compilar informacién acerca de los temas de Holo-
grafia, Entrelazamiento Cudntico y Hoyos negros, y la relacién entre estos dentro del marco de la
correspondencia AdS/CFT. A la vez, se replicaron célculos y resultados pertinentes a los temas
a partir del capitulo III, con los resultados principales en el capitulo VII en donde de manera
holografica se hizo el calculo de la entropia de entrelazamiento de un sistema en una teoria de
campo conforme en 1+1 dimensiones al traducir el problema a un espacio anti de-Sitter en 2+1
dimensiones; de esta manera, se llegé al resultado obtenido por Ryu y Takayanagi (2006) al aplicar
la llamada férmula de Ryu y Takayanagi, que es andloga a la férmula de Bekenstein-Hawking para
la entropia de un hoyo negro. La entropia de entrelazamiento se calculé para temperatura finita y
se comprobo6 que el resultado obtenido de forma hologréafica concuerda con el resultado obtenido

de forma directa por Calabrese y Cardy (2004).



[. INTRODUCCION

El mundo cuantico es un lugar extrano, ya que en él suceden cosas que van en contra del
sentido comun, como el efecto tunel o la incertidumbre. Sin embargo, de todas las cosas extranas
en este mundo cudntico, la mayor diferencia que hay respecto a nociones clasicas es el concep-
to de entrelazamiento. Schrodinger elegantemente capturd la clave del asunto cuando dijo: “FEl
mejor conocimiento de un todo no mecesariamente incluye el mejor conocimiento posible de las
partes”. Esto significa que incluso si tuviéramos un conocimiento completo de todo un sistema,
aun seriamos incapaces de predecir el comportamiento de pequenas porciones del mismo. Grandes
cientificos como Einstein se dieron cuenta de este fenémeno y lo encontraron inquietante, lo cual
los llevé a declarar que algo crucial debia faltar en la mecénica cuantica. Sin embargo, el tiempo y
muchas pruebas cientificas han demostrado que la mecanica cuantica es una teoria vélida, y junto

a esta, el entrelazamiento.

El entrelazamiento cudntico es una propiedad esencial de los sistemas cudnticos. La entropia de
entrelazamiento es una medida de cudnto estan entrelazadas diversas partes diferentes de un siste-
ma cudntico. Calabrese y Cardy (2004) demostraron que la entropia de entrelazamiento en teorias
de campos conformes (CFT, por sus siglas en inglés) en (1+1) dimensiones puede ser calculada
al utilizar las restricciones impuestas por simetrias conformes sobre las funciones de dos puntos,

asi como propiedades de transformacion del tensor de energia-momentum.

En anos recientes, ha habido un interés renovado en el estudio de la entropia de entrelazamiento
por parte de cientificos que trabajan en holografia y gravedad. Esto es gracias a la reformulacién
del problema a la luz de la correspondencia AdS/CFT, donde AdS se refiere al espacio anti-de
Sitter, que es un espacio de maxima simetria y solucién a las ecuaciones de Einstein en el vacio
con constante cosmoldgica negativa. La primera materializacion concreta del principio hologréafico
se dio en el contexto de la teoria de cuerdas y ha dado lugar a una cantidad de resultados intere-
santes; por ejemplo, la conjetura de Maldacena o correspondencia AdS/CFT, relaciona sistemas
que son distintos en muchos aspectos al brindar relaciones precisas entre cantidades y fenémenos
en un sistema a aquellos en el otro. El problema de calcular la entropia de entrelazamiento para las
CFT ha sido reformulado geométricamente a la luz del principio holografico, por Ryu y Takayanagi
(2006). Esto es un indicio de que la entropia de entrelazamiento es una valiosa conexién entre la

gravedad y la fisica de la materia condensada.



La correspondencia AdSs;/CFT; es el ejemplo mejor entendido de la dualidad gauge/gravedad.
Uno de los beneficios de trabajar en tres dimensiones es que se tiene muchisimo control analitico y
es posible hacer declaraciones exactas. En particular, resultados en la entropia de entrelazamiento

holografica pueden ser verificados explicitamente al conectarlos a resultados en teorias cuanticas

de campo (QFT).

El objetivo general de este trabajo fue calcular la entropia de entrelazamiento en un campo
conforme a temperatura finita de manera holografica. De manera especifica, se tiene como objetivo
presentar un resumen completo, mas no exhaustivo, correspondiente a los temas de Holografia,
Entrelazamiento cuantico y hoyos negros, con un enfoque especial en la entropia de entrelazamien-
to de sistemas cudnticos en una CFT en 141 dimensiones y su reformulacién es un espacio AdS
en 2+1 dimensiones, a la vez que replico calculos previamente obtenidos como parte del desarrollo

del trabajo.

El presente trabajo de graduacién estéd estructurado de manera que en el capitulo II presento
un resumen con la informacién necesaria sobre relatividad general para el consiguiente desarrollo
de los demas capitulos. A partir del capitulo III del presente trabajo, expongo calculos realizados
por mi cuenta pero que replican resultados previamente obtenidos, a la vez que lo complemento
con informacién y descripciones recopiladas a partir de varias fuentes de informacién presentadas
en la bibliografia. El resultado mas importante es la obtencién de la férmula de Ryu y Takayanagi
para la entropia de entrelazamiento de un sistema en una CFT de dos dimensiones a partir de su
reformulacién en un espacio AdS de tres dimensiones, el cual es presentado en el capitulo VII. Por
dltimo, se encuentra un Apéndice con informacién bésica sobre geometria diferencial, esencial para

la comprension de los aspectos de la relatividad general y otras partes del trabajo.



[I. RELATIVIDAD GENERAL: GRAVEDAD
COMO CEOMETRIA

A. Principios de Relatividad General

La relatividad general describe una de las caracteristicas més universales que experimentamos:
gravitacion. La gravedad es una de las cuatro interacciones fundamentales. La relatividad gene-
ral busca describir la gravedad en términos de una estructura matematica elegante: la geometria
diferencial del espacio-tiempo curvado. La importancia de esta teoria radica en que la fisica gra-
vitacional es una ciencia de dos fronteras: es esencial a grandes escalas, ya que esta directamente
ligada a la Astrofisica y a la Cosmologia; en las escalas més pequenias, la gravedad juega su papel en
la fisica cuantica y de particulas elementales, y es central en la bisqueda de una teoria unificadora

de las interacciones (Hartle, 2003).

Los origenes de la teoria de la relatividad general clasica se remontan a la revolucién concep-
tual que hubo luego del desarrollo de la relatividad especial de Albert Einstein en 1905. Einstein
noté que la ley de fuerza gravitacional de Newton era inconsistente con su teoria de relatividad
especial ya que esta describia una interaccion instantanea entre dos cuerpos. Dichas interacciones
no son posibles en la teoria de Einstein ya que ninguna senal puede viajar més rapido que la
velocidad de la luz. Esto daba indicios de que la teoria Newtoniana podria tratarse iinicamente de

una aproximacion a una teorfa més fundamental (Hartle, 2003).

En 1915, Einstein introdujo otra revolucién conceptual al asegurar que el hecho que todos los
cuerpos caen con la misma aceleraciéon en un campo gravitacional se debe a que la gravedad real-
mente es la expresién de la curvatura del espacio-tiempo en cuatro dimensiones. La masa de los
objetos curva el espacio-tiempo en su vecindad, y todas las trayectorias que siguen los objetos que
caen son “trayectorias rectas” (geodésicas) en este espacio-tiempo curvado. En pocas palabras, la

gravedad es geometria (Hartle, 2003).

1. El Principio de Equivalencia. En el contexto de la relatividad general, lo
que hace especial a la gravedad es el hecho que el campo dindmico que la genera es el tensor de

métrica (ver Apéndice sobre Geometria Diferencial) que describe la curvatura del espacio-tiempo,



maés que algun otro campo adicional que se propaga a través del espacio-tiempo. El principio que
llevo a Einstein a considerar esta idea fue la universalidad de la interaccién gravitacional, como lo
formaliza el Principio de Equivalencia. Este principio viene en una variedad de formas, descritas a

continuacién (Carroll, 2004).

a. El Principio de Equivalencia Débil. EI Principio de Equivalencia
Débil (WEP, por sus siglas en inglés) indica que la masa inercial y la masa gravitacional de cualquier
objeto son la misma. Pensemos en la mecdnica Newtoniana para visualizar esto: la segunda ley
de Newton indica que la fuerza ejercida sobre un objeto es proporcional a la aceleracion que este
experimenta, relacion cuya constante de proporcionalidad es la masa inercial m;, relacionada a la

resistencia que uno siente al tratar de aplicar una fuerza de cualquier tipo:

F=m; a. (I1.1)

Por otro lado, esta la ley de gravitacién de Newton, que indica que la fuerza gravitacional
ejercida sobre un objeto es proporcional al gradiente de un campo escalar ®, conocido como el
potencial gravitacional. La constante de proporcionalidad en este caso es lo que se denomina como
masa, gravitacional mg:

F, = —m,Vo. (IL.2)

En vista de lo anterior, my es distinta a m; pues es una cantidad especifica a la fuerza gravi-
tacional. Sin embargo, hace mucho tiempo Galileo demostrd, al rodar bolas en planos inclinados,
que la respuesta de la materia a la gravedad es universal; todo objeto cae a la misma razén en un

campo gravitacional, sin importar su composicién. En mecanica Newtoniana, esto quiere decir que

Lo cual tiene como consecuencia de que el comportamiento de particulas de prueba en caida libre

es universal, independiente de su masa; asi

a= -V (IL4)

Las relaciones (I1.3), (I1.4) han sido verificadas experimentalmente con gran precisién con ex-
perimentos como el de Eotvos, el de Roll, Krotkov y Dicke en 1964, o el de Braginsky y Panov
(1971). Esto sugiere una formulacién equivalente del WEP: existe una clase de trayectorias preferi-
das a través del espacio-tiempo, conocidas como trayectorias inerciales, sobre las que las particulas
no aceleradas (sujetas tinicamente a la gravedad) viajan. Por otra parte, toda particula tiene una

carga gravitacional idéntica (Carroll, 2004).



Es posible formular el WEP al imaginar una situacién en la que una persona que estd en una
caja sellada, sin posibilidad de observar el mundo exterior, hace experimentos que involucran el
movimiento de particulas de prueba, como medir el campo gravitacional local. Esta persona ob-
tendria diferentes resultados si la caja estuviera en la luna o en Jupiter a lo que obtendria en
la Tierra. Pero los resultados serian distintos también si la caja estuviera acelerando a velocidad
constante, pues cambiaria la aceleraciéon de particulas en caida libre respecto a la caja. E1 WEP
implica que no hay forma de diferenciar los efectos de un campo gravitacional de los efectos de
estar en un marco uniformemente acelerado si solo se observa el comportamiento de particulas en

caida libre (Carroll, 2004).

Siendo cuidadosos, debemos limitar la afirmacion anterior sobre la imposibilidad de distinguir la
gravedad de la aceleracién uniforme al restringir nuestra atencion a regiones pequenas del espacio-
tiempo”. Si la caja sellada fuera lo suficientemente grande, el campo gravitacional cambiaria de
lugar a lugar de una forma observable (como inhomogeneidades en el campo gravitacional que cau-
sarfan fuerzas de marea), mientras que los efectos de algiin otro tipo de aceleracion serfan siempre
en la misma direccion. Es decir, a escalas grandes, si es posible hacer la diferencia entre un campo
gravitacional y un marco acelerado. De esta manera, es posible formular el WEP de la siguiente
manera: el movimiento de particulas en caida libre es el mismo en un campo gravitacional y en un
marco uniformemente acelerado, en regiones del espacio-tiempo suficientemente pequenas (Carroll,

2004).

b. El Principio de Equivalencia de Einstein. Einstein considerd ge-
neralizar el WEP a algo maés inclusivo que considerar tiinicamente experimentos sobre movimiento
de particulas de prueba. De esta manera, él extrapolé la idea a lo que se conoce como el Principio
de Equivalencia de Einstein (EEP, por sus siglas en inglés): en regiones del espacio-tiempo lo su-
ficientemente pequenas, las leyes de la fisica se reducen a aquellas de la relatividad especial, por
lo que es imposible detectar la existencia de un campo gravitacional por medio de experimentos

locales (Carroll, 2004).

Es el EEP el cual sugiere la atribucién de la accion de la gravedad a la curvatura del espacio-
tiempo. En relatividad especial, los marcos inerciales juegan un papel prominente: a pesar que no
es posible determinar algin marco de referencia como tnicamente en reposo, es posible considerar
una familia de marcos que no estdn acelerados (inerciales). Por otro lado, el EEP implica que la
gravedad es inescapable; no hay tal cosa como un objeto gravitacionalmente neutro respecto al

cual se pueda medir la aceleracién debida a la gravedad. En cambio, tiene mas sentido definir un



objeto en caida libre como no acelerado. De esta forma, se acepta la idea de que la gravedad no es
una fuerza ya que esta no lleva a una aceleracién, pues la definicién de cero aceleracién se refiere

a moverse libremente en presencia de algtiin campo gravitacional (Carroll, 2004).

Debido a la geometria del espacio-tiempo, en esta teoria no es posible construir un marco
inercial que se expanda a través de todo el espacio-tiempo, pero si es posible definir marcos de
referencia localmente inerciales, los cuales siguen el movimiento de particulas individuales en caida
libre en regiones del espacio-tiempo suficientemente pequenas. Sin embargo, este enfoque limita
ciertas cosas, como por ejemplo hablar con confianza sobre la velocidad relativa a un observador
de un objeto lejano, ya que los marcos de referencia apropiados al objeto y al observador son

completamente diferentes (Carroll, 2004).

Por lo anterior, es necesario invocar estructuras matematicas distintas en las que las teorias
fisicas sean consistentes con las afirmaciones anteriores sobre la gravedad. La estructura matemati-
ca apropiada para describir la curvatura del espacio-tiempo es la de una variedad diferenciable:
esencialmente, es un tipo de conjunto que localmente parece un espacio plano, pero que global-
mente puede tener una geometria muy diferente (lo cual concuerda con el hecho que en regiones
suficientemente pequenas, las leyes de la fisica se reducen al caso de la relatividad especial, que es
una teorfa en un espacio tiempo plano). A partir de esta propuesta, es posible derivar ecuaciones
y consecuencias que realmente se ajustan a la descripcién del mundo real (por ejemplo, el caso del

corrimiento al rojo -redshift- gravitacional) (Carroll, 2004).

Con lo anterior, nos damos cuenta que la teoria de la relatividad general se vale de las herra-
mientas provistas por la geometria diferencial para la descripcién matemaética de los fenémenos
fisicos. De esta forma, los conceptos y notaciones presentados en el Apéndice serdn de gran utilidad

de ahora en adelante y es importante tenerlos siempre presentes.

2. Fisica en el espacio-tiempo curvado. La fisica de la gravedad compren-
de dos piezas: como el campo gravitacional influencia el comportamiento de la materia, y como la
materia determina el campo gravitacional. En gravedad Newtoniana, estos dos elementos consisten
en la expresién de la aceleracién de un cuerpo en un potencial gravitacional (I1.4) y la ecuacién
diferencial de Poisson para este potencial en términos de la densidad de materia p y la constante
gravitacional de Newton G:

V20 = 47Gp. (I11.5)

De forma andloga, en relatividad general se describe cémo la curvatura del espacio-tiempo actia



sobre la materia para manifestarse como gravedad, y como la energia y el momentum influencia
el espacio-tiempo para crear curvatura. El siguiente enfoque consiste en empezar con principios

fisicos béasicos e intentar argumentar que estos llevan naturalmente a una teoria fisica casi unica.

Recordemos que el EEP surgié de la idea de universalidad de la gravedad; esta afecta a todas
las formas de energia-momentum de la misma manera. Lo anterior llevé a Einstein a proponer que
lo que experimentamos como gravedad es descrita méds adecuadamente como una manifestacién de
la curvatura del espacio-tiempo, que es una caracteristica fundamental del espacio en el que los
campos de materia se propagan. A la vez, la identificacién del espacio-tiempo como una variedad
curvada estd apoyada por la similaridad entre la indetectabilidad de la gravedad en regiones locales
y nuestra habilidad de encontrar coordenadas localmente inerciales (g5 = Mo, 05940 = 0 en un

punto p) en una variedad.

Lo mejor de todo es que esta filosofia abstracta se traduce directamente a una receta simple
para generalizar las leyes de la fisica al contexto de los espacio-tiempo curvados, conocida como el

principio de acoplamiento minimo. Esta receta se resume de la siguiente forma:

1. Tomar una ley de la Fisica valida en coordenadas inerciales en un espacio-tiempo plano.
2. Escribir esa ley en una forma invariante ante cambio de coordenadas (es decir, en forma
tensorial).

3. Aseverar que la ley resultante se mantiene cierta en el espacio-tiempo curvado.

Operacionalmente, esta receta consiste en tomar una ley aceptada en un espacio plano y reem-
plazar la métrica de Minkowski 7, por una métrica més general g,,, y reemplazar las derivadas

parciales 9, por derivadas covariantes V. (Carroll, 2004)

3. Conos de luz y causalidad. La distancia en el espacio-tiempo entre un
punto p en % y puntos cercanos puede ser calculada en las coordenadas indicadas por g, o en
las coordenadas del marco inercial local. El hecho que localmente se tiene un marco inercial en
un espacio plano también permite que la relatividad general herede localmente la estructura de
los conos de luz de la relatividad especial. Los puntos separados de p por intervalos infinitesimales

dz® pueden tener una separacién temporal (timelike), nula (null) o espacial (spacelike)

ds?> <0 separacién timelike
ds* =0 separacién nula (11.6)

ds®> >0 separacién spacelike.



Los rayos de luz se mueven a lo largo de curvas nulas en el espacio-tiempo. La familia de de
direcciones nulas que emergen de, o convergen a, un punto p abarcan los conos de luz futuros y

pasados locales en ese punto de la misma forma que lo hacian en relatividad especial.

Las particulas con masa se mueven en curvas timelike que pueden ser especificadas paramétri-
camente por cuatro funciones z(7). En espacio-tiempo curvado, la distancia entre un punto A y

un punto B a lo largo de una curva timelike estd dada por la generalizacién
B
1/2
TAB = / [~ gapdz®dz®]" (IL.7)
A

donde la integral es a lo largo de la linea de universo (world line, en inglés). Un reloj que se mueva
a lo largo de esta curva medira la distancia 7, por lo que a esta también se le llama tiempo propio
(similar a relatividad especial). Una linea de universo temporal (timelike world line) esta situada
dentro del cono de luz local en todo punto a lo largo de su trayectoria; esto quiere decir que la

particula se mueve menos que la velocidad de la luz en todo punto.

En resumen, la estructura de los conos de luz locales de la relatividad general es la misma
que la de los conos de luz del espacio-tiempo plano. Sin embargo, el arreglo global de los conos
de luz (denominada la estructura causal del espacio-tiempo) puede tener propiedades interesantes.

(Hartle, 2003)

B. Ecuaciones de Einstein-Hilbert
Asi como las ecuaciones de Maxwell gobiernan cémo los campos eléctricos y magnéticos res-
ponden a cargas y corrientes, las ecuaciones de campo de Einstein (EFE por sus siglas en inglés),

o ecuaciones de Einstein-Hilbert, gobiernan cémo la métrica responde a la energia y momentum.

1. Accion de Einstein-Hilbert. Es posible deducir las EFE a partir de la
accion de Einstein-Hilbert y el principio de minima accién. La siguiente deduccién es la que pre-
senta Carroll (2004): Consideremos una teoria de campo en la cual las variables dindmicas son
un conjunto de campos ®°(z). La solucién cldsica a dicha teorfa consiste en los puntos criticos
de la accién S, generalmente expresada como una integral sobre el espacio n-dimensional de una
densidad lagrangiana

S = /c (", V, ") d"x. (IL8)

Notese que ahora el Lagrangiano es una funciéon de los campos y sus derivadas covariantes,

como es apropiado en un espacio curvo; ademas, ya que £ es una densidad, d"z también lo es ya



que el producto de estos dos debe ser un tensor bien definido. Se suele escribir

L=+/—gL (IL.9)

donde £ es un escalar. Las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas utilizan el escalar £, y son
las mismas que las ecuaciones en el espacio plano, solo que con derivadas covariantes en vez de

parciales:
oL oL
95 v (8(VH<I>)> =0 (I110)

La variable dindmica para la accién en relatividad general es la métrica g,,,. Ya que la métrica
puede ser puesta en su forma canoénica y sus primeras derivadas iguales a cero en cualquier punto
(marcos inerciales localmente planos), cualquier escalar no trivial que obtengamos de la métrica
debe involucrar por lo menos segundas derivadas de esta. El tensor de Riemann cumple con estos
requisitos y el tinico escalar independiente que se puede construir de este tensor es el escalar de Ricci
R. Ademas, cualquier tensor no trivial hecho a partir de productos de la métrica y sus primeras y
segundas derivadas puede ser expresado en términos de la métrica y el tensor de Riemann. Por lo
tanto, el Wnico escalar independiente construido de la métrica, que no tiene derivadas mas alla de
segundo orden, es el escalar de Ricci. David Hilbert se dio cuenta que la elecciéon méas simple para

un Lagrangiano involucraria a este escalar y propuso

Sy = / /=3 R d"x (IL11)

conocida como la accién de Einstein-Hilbert. Las ecuaciones de movimiento deberian ser formuladas
a partir de variar la accién con respecto a la métrica. De hecho, es mas conveniente variar la acciéon

con respecto a la métrica inversa gH”:

5g;w = _gupguaégpo (I1.12)

por lo que puntos estacionarios con respecto a variaciones en g"” son equivalentes a esos con

respecto a variaciones en g,,,. Recordando que R = g"”R,,,, tenemos

s
55 = (6)1 + (68)2 + (69)3 (IL13)
donde
(69), = /d"sc V—99""6R,.,
(6S)s = / 0" /G R0
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(6S)s = / &'z R 55/=5.
A primer orden en la variacién
OR/,n, = Va (0T2,) = ¥, (7%,).
Asi, la contribucién del primér término de (I1.13) a 6.5 puede escribirse como
(6S) = [ day=g ¢ [VAGTS,) - V.0T3,)]
= / d"z/=g Vo [g"(6T5,) — g"7 (6T3,)] - (I1.14)
Ahora, 6T, en términos de dg"”
5%, = 5 [03V0(60) + 00, V,4(00™) ~ 00 V7 (59™)].

de manera que (II.14)

(05)1 = /d"ﬂr\/fg Volgu V7 (8g") = VA(697M)]. (IL.15)

Pero (I1.15) es una integral respecto a un elemento de volumen de la divergencia covariante de un
vector, por lo que por el teorema de Stokes, esto es igual a la contribucién de la frontera en el
infinito, la cual puede fijarse igual a cero al hacer que la variacién se anule en el infinito. Asi, este

término no contribuye a la variacién total de la accion.

Para (0.5)s, utilizamos el hecho que In(detM) = Tr(ln M) para M una matriz cuadrada con

determinante distinto de cero. La variacién de esta identidad da
1
— M) =Tr(M M II.1
Jecaz(detM) (M~70M) (IL.16)

Para M = g,,,, (I1.16) da

De esta forma



11

1
= 5\/ =9 909" (I1.17)
Por lo que, al variar la accién
m 1 ng
(SSH = d Ty —4g R;ul - §Rgltll 59

De donde se obtiene la ecuacion de Einstein en el vacio:

1 6Su

1
ﬁdgﬁ = R/»w - iRg,uV =0. (1118)

Derivamos la ecuacién de Einstein “en el vacio” porque solo incluimos la parte gravitacional de
la accién, sin tomar en cuenta términos adicionales para los campos de materia. Para obtener la
ecuacién de campo que no necesariamente corresponde al vacio, debemos considerar una accion de
la forma

1
SZﬁSH—f—SM

donde k es una constante de normalizacién y Sj; es la accién para la materia. Siguiendo un

procedimiento similar

1 45 1 1 1 6Su
\/7_7959”” == % (R;,w - 2Rg;,w> + ﬁdgﬂy - O

Definimos el tensor de energia-momentum como

1
T = —2—— g;ﬁf (IL.19)

lo cual implica que

1
R,uu - iRg/LV = kT‘/Lu-

Al considerar el limite de campo débil (g, = M + R, [huw| < 1), es posible encontrar que

k = 8@, con G la constante de gravitacion Newtoniana. Por lo tanto,
1
R, — §R9;w =81GT .. (I1.20)

0, equivalentemente

G = 87GT,, (IL.21)

donde G, es el tensor de Einstein y es igual al lado izquierdo de (II.20).
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2. Propiedades de las EFE. Las ecuaciones de Einstein-Hilbert pueden pen-
sarse como un conjunto de ecuaciones diferenciales de segundo orden para el tensor de métrica.
Podria pensarse que hay diez ecuaciones independientes ya que ambos lados son tensores simétricos
de dos indices, lo cual se ve adecuado para las diez funciones desconocidas de las componentes de
la métrica. Sin embargo, la identidad de Bianchi V,G** = 0 representa cuatro restricciones sobre
R, (z), por lo que hay solo seis ecuaciones realmente independientes. De hecho, esta identidad

implica la conservacion covariante del tensor de energia-momentum V,T#" = 0.

Ademsds de lo anterior, tenemos cuatro transformaciones de coordenadas generales x# —
x/‘,(x“). Esto quiere decir que hay cuatro grados de libertad no fisicos (dependientes de las coorde-
nadas) en g,,,, y se espera que las ecuaciones de Einstein solo restrinjan los seis grados de libertad

independientes de las coordenadas.

Como ecuaciones diferenciales, las EFE son extremadamente complicadas: el escalar y tensor de
Ricci son contracciones del tensor de Riemann, que involucra derivadas y productos de los simbolos
de Christoffel, los cuales involucran la métrica inversa y derivadas de la métrica. Ademas, el tensor
de energia-momentum en general involucra a la métrica también. Las ecuaciones son no lineales,
de forma que dos soluciones conocidas no pueden ser superpuestas para encontrar una tercera.
Estos son indicios de las dificultades para la resoluciéon de estas ecuaciones, por lo que se hace
necesario hacer suposiciones que simplifiquen el problema. Aparte del hecho que estas ecuaciones
son complicadas y no lineales, vale la pena pensar en lo que significan fisicamente: relacionan la

distribucién de energia y momentum a componentes del tensor de curvatura.

Las componentes que no estdn incluidas en el tensor de Ricci estan descritas por el tensor de
Weyl
1

Cpaul/ = Rpam/ + 3

IpluIvio R — o) + Golulup- (11.22)

El tensor de Ricci es la traza del tensor de Riemann, mientras que el tensor de Weyl describe
las partes que no se incluyen en la traza, por lo que juntos estos dos tensores proveen una carac-
terizacién completa de la curvatura. Dada alguna distribucién especifica de energia-momentum,
aun hay libertad para elegir la curvatura de Weyl, ya que no hay un andlogo de las ecuaciones de

Einstein para relacionar algebraicamente C?,,, a T),,. Pareciera que las componentes del tensor

v

de Weyl no estdn restringidas. Sin embargo, la identidad de Bianchi V3R ,s),, = 0 implica una

relacién diferencial para el tensor de Weyl de la forma

1
vpcpa;w = v[#Ry]a + ggg[yvy]R (1123)
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O, por la relacién entre el tensor y escalar de Ricci con el tensor de energia-momentum
1
Vpcpo;w = 81G (V[HTV]U + 3gg[ﬂvy]T) . (I1.24)

Lo cual indica que el tensor de Weyl y el tensor de energia-momentum estdn relacionados
for una ecuacién diferencial de primer orden. Habra un ntmero de soluciones posibles para una

distribucién de energia-momentum dada, cada una especificada por ciertas condiciones de frontera.

Por ultimo, vale la pena mencionar una situacién inquietante: la conocida irreconcilicacion en-
tre la relatividad general con la mecanica cuantica. La relatividad general es una teoria de campo
clasica: la variable dindmica es un campo definido en un espacio-tiempo, y cantidades invariantes
ante coordenadas generadas a aprtir de este campo pueden en principio ser especificadas y medidas
hasta una precisién arbitraria. Fn el caso de otras teorias de campo, como el electromagnetismo,
hay procedimientos conocidos para empezar con la teoria cldsica y cuantizarla, con el fin de obte-
ner la dindmica de operadores que actian sobre las funciones de onda en un espacio de Hilbert.
Para la relatividad general, el procedimiento usual presenta dificultades técnicas y conceptuales.
Una de estas dificultades es que la relatividad general no es renormalizable en la forma en que
el modelo estandar de particulas lo es; al considerar efectos cudnticos de mayor orden, aparecen
valores infinitos que no pueden ser absorbidos por una cantidad finita de pardametros. La no renor-
malizabilidad de la teoria no quiere decir que esta esté mal, pero sugiere fuertemente que debe ser

tomada seriamente hasta ciertas escalas de energfa. (Carroll, 2004)

Afortunadamente, las escalas a las que se espera que los efectos de la gravedad cuantica sean
notables estén lejos de la experiencia diaria o de las condiciones que se pueden producir en cualquier
laboratorio actual. La gravedad cuantica no se vuelve importante hasta que se consideran masas
mayores que la masa de Planck, tiempos mas cortos que los del tiempo de Planck, longitudes més
pequenas que la longitud de Planck, o energias mayores que la energia de Planck. Estas cantidades
estan dadas por

he

1/2
masa de Planck ~ m, = ) =2.18x%10"%¢g

R
Q

hG\ ' ,
longitud de Planck [, = <3> =1.62%10"33cem
c

hG\ V2
tiempo de Planck ¢, = ( ) =5.39 % 10~*s

cd

N
energia de Planck E, = <G) =1.22%10"GeV
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C. Geodésicas

Una geodésica es una generalizacion en un espacio curvado de la nocién de una linea recta en
espacio Euclideano, ya que en este espacio la recta es la distancia méas corta entre dos puntos. Pero
hay otra definicién para geodésicas: es un camino que transporta paralelamente su propio vector

tangente. (Carroll, 2004)

1. Transporte paralelo y geodésicas. De acuerdo a Carroll (2004), el trans-
porte paralelo debe entenderse como la generalizacion en un espacio curvado del concepto de “man-
tener un vector constanteconforme lo movemos a lo largo de un camino. Para entender mejor este

concepto matematicamente, se define la derivada direccional covariante

D dzt

== IL.2
dx  dx " (I1.25)

que es un mapeo, definida dnicamente a lo largo de la curva x#()\), de tensores (k,l) a tensores
(k,1). Asi, se define el transporte paralelo del tensor T" a lo largo de z*(\) como el requerimiento
de que la derivada covariante de T a lo largo de esta curva sea cero:
D K12k dﬂ?a

(dAT) Vivg--vp — KVG—THUJZ e Vivg-vp — O (1126)
la cual es una ecuacién tensorial bien definida, conocida como la ecuacién de transporte paralelo.
Para un vector, toma la forma

dx?

d
—VHF4+THE — VP =0. 11.2
VT,V =0 (I1.27)

Podemos pensar que (I1.26) es una ecuacién diferencial de primer orden que define un problema

de valor inicial: dado un tensor en cierto punto sobre una curva, hay una continuacién tnica del

tensor hacia otros puntos a lo largo de la curva tal que esa continuacién resuelve (11.26).

La nocioén de transporte paralelo es dependiente de la conexion, y diferentes conexiones llevan
a diferentes respuestas. Si la conexién es compatible con la métrica, la métrica siempre es parale-
lamente transportada con respecto a ella. De hecho, solo cuando la conexién es la de Christoffel es

posible obtener una geodésica acorde a la definicién dada.

Considerando la definicién de geodésica como una curva a lo largo de la cual el vector tangente
es paralelamente transportado, y considerando que el vector tangente a un camino z#(\) es da* /d,

debe cumplirse la condicion
D dx#

an Y
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o alternativamente
A2zt dx” dx°
It — =0 I1.28
d\? t oo d\ dX\ ( )

conocida como la ecuacién de las geodésicas. Es posible deducir (I1.28) a partir de la definicién de
la distancia més corta y mediante el uso del célculo de variaciones. Consideremos una trayectoria

timelike, por lo que consideramos el tiempo propio funcional

dz* dav \ 1/

Esta integral es de la forma 7 = / v/ —fd\. Asi, la variacién

or = /m/ffdA

_ _/%(_f)—l/%sf . (I1.30)

Si especificamos que el parametro A es el tiempo propio 7, el vector tangente es la cuatro

velocidad U*. Asi, por la condicién (II.6) para caminos timelike
f=9.,U"U" =-1

De manera que (11.30)
0T = —% /6f dr. (I1.31)

Los puntos estacionarios de (I1.29) son equivalentes a puntos estacionarios (con parametrizacién

1 1 dx? dx¥

fija) de la integral

La variacién de esta accién hasta términos de primer orden en dz* es

dr dr +g’“’d7’ dr

m v o v o v
1/{80 dx* dz d(6zH) dz dx* d(0x )]dT (11.33)

ol = = v— 0z v
2 In dr dr Tt Iu

donde los ultimos dos términos de la integral pueden ser integrados por partes; por ejemplo,

1 dat d(dz") 1 d*z*  dg,, drt
- L4 dr = —- LT, W BV v g
2 / [g” dr dr } T 2 / [g” dr? + dr ar |07

1 d?zH dx? dx*
= = v——— + 0,0, — —— | 0z dT.
2 / {g“ dr? + Oogu dr dT:| voar

Al considerar que los términos de frontera se hacen cero al considerar que la variacién en los puntos
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limite del camino se hacen cero. Asi, (11.33)

ot do*
dr dr

d?zt 1
o= _/ [%de + 5 0ugus + 09y — Dagiu)

5 0z dr. (I1.34)

De acuerdo al principio de variacién, estamos buscando puntos estacionarios donde 6/ se anule
para cualquier variacién dx7, lo cual implica

Pt 1 dzt dx”

o "7 5 =(0 vo 81/ O'L_aU wv ) 7 =
i dT2+2(Mg + Ovle, gl)dT dr

que, al multiplicar por g

d’zf 1 dxt dx¥
-9 6L vo al/ ou ao v) S, ;. — 0 11.35
d7'2 + 29 ( lg + g 13 gﬂ ) dT dT ( )

que concuerda con (I1.28). Esto indica que, en una variedad con métrica, los extremos de la lon-
gitud funcional son curvas que transportan paralelamente su vector tangente con respecto a la

conexién de Christoffel asociada a la métrica. (Carroll, 2004)

2. Propiedades de las geodésicas. En relatividad general, las geodésicas son
trayectorias seguidas por particulas de prueba (cuerpos que no influencian la geometria a través
de la cual se mueven - una idealizacién) no aceleradas. Esta ecuacién puede pensarse como una
generalizacion en espacios curvados de la segunda ley de Newton, para el caso en que f = 0.
También es posible introducir fuerzas al agregar términos al lado derecho de (11.28). Por ejemplo,

Pot |, datdst g, de
d\2 PTdX dA m Y dr

describe la fuerza de Lorentz sobre una particula de masa m y carga gq.

En cuanto a la parametrizacion de la curva geodésica, para el tiempo propio es posible una
transformacion de la forma

T—oA=ar+b (I1.36)

para a, b constantes. Esta transformacién deja la ecuacion de las geodésicas invariante. Cualquier
parametro relacionado al tiempo propio de esta manera se denomina un parametro afin. Exigir
que el vector tangente sea transportado paralelamente de hecho restringe la parametrizacion de
la curva a una parametrizacién relacionada al tiempo propio por (I1.36). Por supuesto, es posible
utilizar cualquier otra parametrizacién, pero la ecuacién (I1.28) no se cumplirfa. De forma més

general, se satisfaria
d?zt u dx? dx’ dxt

iz U gn da — Y

(11.37)
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para algtin pardmetro a(\), donde f(«) estd relacionada al pardmetro afin por

= () () )

Para caminos timelike, la ecuacién de las geodésicas puede ser escrita en términos de la cuatro-
velocidad U* = dz* /dT como

UMV\U* = 0. (11.39)

Asi como en términos del cuatro-momentum p* = mU*
P Vaph = 0. (11.40)

Para trayectorias nulas, el tiempo propio se anula y 7 ya no es un parametro afin apropiado.
Sin embargo, atn es perfectamente vélido analizar si un pardmetro cumple con (I1.28). Si una
trayectoria nula es una geodésica para un parametro A\, también lo serd para un parametro afin de
la forma aX 4+ b. No obstante, no hay una eleccién preferida entre esos parametros, como sucede
con el tiempo propio para curvas timelike. Una vez se elige un parametro en un punto sobre la
curva, hay una tnica continuacion para el resto de la curva si se quiere resolver la ecuacién de las
geodésicas. Es conveniente elegir la normalizacion del pardametro afin A\ a lo largo de la geodésica

nula tal que
dx*
H=—. I1.41
P=— (I1.41)
A diferencia de curvas timelike donde esta derivada es el momentum por unidad de masa. Asi,
un observador con cuatro-velocidad U* mide la energia de la particula (o equivalentemente, la

frecuencia) como

E = —p,U". (11.42)

Una propiedad importante de las geodésicas en un espacio-tiempo con métrica Lorentziana es
que el caricter de las geodésicas, relativo a la conexién compatible con la métrica, nunca cam-
bia. Esto es simplemente porque el transporte paralelo preserva el producto interno, y el caracter

estd determinado por el producto interno del vector tangente consigo mismo de acuerdo a (IL.6).

En un espacio-tiempo, es posible que dos puntos no estén conectadoso por alguna geodésica
(por ejemplo, en el espacio anti-de Sitter, que serd presentado en el siguiente capitulo). Esto in-
dica que la geodésica se encontré con una singularidad, la cual se considera como .¢! borde de la
variedad”. Las variedades que tiene tales singularidades son conocidas como incompletas geodési-

camente. (Carroll, 2004)
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D. El hoyo negro de Schwarzschild

La aplicaciéon mas natural de una teoria de gravedad es para un campo gravitacional con si-
metria esférica. Esta seria la situacion relevante para describir, por ejemplo, el campo generado por
la Tierra o el Sol (aproximadamente). Por lo tanto, es importante el enfoque en soluciones externas
(espacio vacio que rodea a un cuerpo masivo), ya que la comprensién del movimiento de particulas
de prueba afuera de un objeto es mas facil y funcional que considerar el interior relativamente
inaccesible. Ademsds, la solucién a este problema lleva a describir fenémenos de gran interés para

fisicos y astrénomos: los hoyos negros.

Empezamos con el caso de hoyos negros estaticos, no cargados y con simetria esférica mas

simple, descrito por la métrica de Schwarzschild. Esta estd dada por
2GM 2GM\ !
ds® = — <1 - r) dt* + (1 — T) dr® + r?dQ? (11.43)

donde dQ? es la métrica de la 2-esfera unitaria dQ? = df? + sin? #dp>. La constante M es inter-

pretada como la masa del objeto que genera el campo gravitacional. (Carroll, 2004)

La coordenada t es llamada el tiempo de Schwarzschild, y representa el tiempo medido por un
reloj estandar en reposo en la infinitud espacial. La coordenada r es llamada la coordenada radial
de Schwarzschild; no representa la distancia propia del origen, pero estd definida de tal forma que
el drea de la 2-esfera en r sea 47r2. Las coordenadas 6, ¢ son los dngulos polar y azimutal usuales.

(Susskind y Lindesay, 2005)

1. Singularidades. Noétese que ciertos coeficientes de (I1.43) se vuelven infinitos
enr =0y r=GM. Por supuesto, estos coeficientes son dependientes de las coordenadas, por lo
que es importante analizar si estas singularidades resultan de problemas con el sistema de coorde-
nadas o de caracteristicas inherentes a la variedad. Utilizaremos un criterio simple para indicar que
algo de la geometria del problema esta mal: cuando la curvatura se vuelve infinita. Esta es medida
por el tensor de Riemann, por lo cual es dificil decir cuando este toma valores infinitos ya que
sus componentes dependen de las coordenadas. Pero a partir de este tensor, es posible construir
cantidades escalares que nos sean de mas utilidad, ya que los escalares son independientes de las

coordenadas.

Uno de los primeros escalares a tomar en cuenta es el de Ricei R = ¢g"¥ R,,,,. También podemos

construir escalares de mayor orden como R*'R,, o R*’?R,,, ,-. Si uno de estos escalares (pero
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no necesariamente todos) se vuelve infinito conforme tiende a algin punto, ese punto es una
singularidad de la curvatura. También es importante revisar que ese punto no estd infinitamente
alejado, es decir, que puede ser alcanzado al viajar una distancia finita a lo largo de una curva.

Para la métrica de Schwarzschild,

R=0
RFR,, =0
48G2M?
RMVPUR;LVpa =

76

de manera que el tercer escalar en r = 2G M tiene un valor de (valor finit). Este escalar

3
4G M4
también indica que hay una verdadera singularidad caracteristica del espacio-tiempo en r = 0.
r = 2GM se denomina el radio de Schwarzschild. El hecho que los escalares no divergen para este
valor indica que simplemente se escogié un mal sistema de coordenadas, por lo que es aconsejable
utilizar un sistema mas apropiado donde la superficie r = 2GM tenga un buen comportamiento.

A pesar de ello, esta superficie es interesante ya que marca lo que se conoce como el horizonte de

eventos de un hoyo negro. (Carroll, 2004)

2. Horizonte de eventos. Tentativamente, definiremos el horizonte de eventos
como el lugar donde ggg se anula. En el horizonte » = 2G M, notamos que g, se vuelve singular,
pero ya notamos que esto es debido a las coordenadas utilizadas. Por lo tanto, un pequeno labora-
torio en caida libre cerca del radio de Schwarzschild no mediria nada inusual. Aun asi, el horizonte
es globalmente especial: para un observador distante del horizonte, este representa la frontera del

mundo, o por lo menos esa parte que pueden influenciar sus detectores.

Para analizar esta superficie, consideramos a un explorador enviado hacia el horizonte desde
muy lejos. Por simplicidad, consideramos a un observador en caida libre radial arrojado desde un

punto r = R, desde el reposo. La trayectoria del observador en forma paramétrica estd dada por

r = ?(14—(}057])
T 5(25\4)1/2(n+sinn) (IL.44)
t = (g—l—ZGM) (%4—1)1/277+§<26?M—1)1/25in77
1/2
+2GMIn <2617’%]\4 1)1/2+tang
2;\4—1) —tang
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para 0 < 1 < 7, donde T es el tiempo propio medido por el reloj del observador. Puede verse que

el observador alcanza » = 0 en un intervalo finito de tiempo

1/2
= gR (&) (I1.45)

Por lo que este tiempo propio es finito y menor que (I1.45) cuando el observador cruza el
horizonte de eventos. El observador no es sensible a las componentes de la métrica, pero si sentird las
fuerzas de marea o las componentes de la curvatura. Definase un marco ortonormal en el cual el
observador estd momentdneamente en reposo: construimos la base unitaria de vectores T, g, é,(fb

tal que 7 estd orientada a lo largo del eje del tiempo instantaneo del observador, y p apunta

radialmente hacia afuera. Las componentes no nulas de la curvatura son

GM

Rigro = Rageg = ~Rpgps = ~Ragps = — 5=
26
Rog9: = —Rapro = —3

De forma que, las componentes de la curvatura en el radio de Schwarzschild son finitar y del

orden de
1

R(horizonte) ~ eIE
Para un valor grande de masa, el observador lograra pasar el horizonte a salvo. Por otro lado,
las fuerzas de marea divergen conforme r — 0 donde esta la verdadera singularidad, y la curvatura

incrementa a tal punto que las leyes clasicas de la naturaleza fallan.

Consideremos ahora la historia del observador que cae desde el punto de vista de otro obser-
vador distante. Supongamos que el observador cayendo manda senales que son recibidas por el
observador distante. La expresién (I1.44) para t indica que atravesar el horizonte no ocurre en un
tiempo de Schwarzschild finito, pues este valor en » = 2GM tiende a infinito. De esta manera,
una senal que se origine en el horizonte no puede alcanzar ningtin punto r > 2GM. Suponiendo
que el observador que cae envia senales a una frecuencia v dada, el observador distante vera que
la frecuencia de esas senales disminuye progresivamente conforme el otro observador se acerca
al horizonte de eventos. Sobre el intervalo completo del tiempo de Schwarzschild, el observador
distante registrard solo un nimero finito de pulsos enviados por el otro observador; a menos que
el observador que envia las senales incremente la frecuencia de estas hasta infinito conforme se
aproxima al horizonte, llegard un punto donde estas ya no llegardn al observador distante y se
perdera la comunicacion entre ambos. Los limites impuestos sobre la informacion que puede ser
transmitida cerca del horizonte no son tan severos en fisica clasica como lo son en la teoria cuanti-

ca. De acuerdo a las leyes clésicas, el observador que cae puede utilizar una frecuencia portadora
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arbitrariamente grande para enviar una cantidad de informacién arbitrariamente grande usando
una energia arbitrariamente peequena sin disturbar significativamente al agujero negro y su geo-
metria. Por lo tanto, en principio, el observador distante puede obtener informacién acerca de la
vecindad del horizonte y el sistema que cae hasta el punto de cruce del horizonte. Sin embargo, la
mecanica cuantica requiere que para enviar un solo bit de informacién, es necesario un cuanto de
energia. Conforme el observador se aproxima al horizonte, este cuanto debe tener mayor y mayor
frecuencia, lo cual implica que el observador debe tener una gran cantidad de energia disponible.
Esta energia tendra una reaccién sobre la geometria, perturbando a la misma cantidad que se busca
medir. Luego de eso, ninguna informacién puede ser transmitida hacia el observador distante desde

algin punto r < 2GM. (Susskind y Lindesay, 2005)

3. Coordenada tortuga. Un cambio en la coordenada radial mapea el horizonte
a menos infinito de manera que la coordenada resultante cubre solo la regiéon r > 2GM. Definimos

la coordenada tortura r* por

-1
(1 _ oM ) dr? = <1 e ) (dr*)? (11.46)
r r
de manera que
2GM
ds? = (1 _ 2 ) [—dt? + (dr*)?] + r2dQ>. (11.47)
T

El punto interesante de esto es que la parte radial-temporal de la métrica ahora tiene una for-
ma particularmente simple, llamada conformemente plana. Un espacio es llamado conformemente

plano si su métrica puede ser expresada de la forma
ds® = F(z)dx"dz"n,., (I1.48)

con 7, la métrica de Minkowski usual. Cualquier espacio de dos dimensiones es conformemente
plano, y una parte a través del espacio de Schwarzschild con 6, ¢ fijos no es excepcién. En la ecua-
ci6n (I1.47) la métrica de tal parte es evidentemente conformemente plana. Por lo tanto, también

es estatica.

La coordenada tortuga r* estd dada explicitamente por

r* =r+2GMn (QGLM - 1) . (11.49)

De donde es evidente que r* — —oo en el horizonte. (Susskind y Lindesay, 2005)
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4. HOYOS negros. Como la coordenada tortuga no es viable para valores de r meno-
res al radio de Schwarzschild (donde tenemos una superficie nula), lo mejor serd definir coordenadas

que estan naturalmente adaptadas a las geodésicas nulas

donde las geodésicas nulas incidentes estan caracterizadas por v constante, mientras que las sa-
lientes satisfacen u constante. Ahora, considérese regresar a la coordenada radial original r, pero
reemplazando la coordenada t con la nueva coordenada v. Estas son conocidas como las coordena-

das de Eddington-Finkelstein. En términos de estas coordenadas, la métricas es
2GM
ds? = — <1 — G) dv? + (dv dr + dr dv) + r*dQ>. (I1.50)
r

A pesar que g,, se anula en r = 2GM, no hay una degeneracién real; el determinante de la
métrica es

g=—rtsin®0

que es perfectamente regular en el valor del radio de Schwarzschild. Por lo tanto, la métrica es
invertible y es posible ver de una vez por todas que r = 2GM es simplemente una singularidad
de coordenadas en el sistema original (¢, 7,6, ¢). En las coordenadas de Eddington-Finkelstein, la
condicién para curvas radiales nulas se resuelve por

dv 0 (incidente)

at | 9 (1- 2GM)_1 (saliente)

T

En este sistema de coordenadas, los conos de luz se comportan bien en r = 2G M, y esta super-
ficie es en un valor finito de las coordenadas. No hay ningin problema en seguir las trayectorias
nulas o timelike cuando cruzan la superficie. Sin embargo, los conos de luz se inclinan, de tal forma
que para r < 2GM todas las trayectorias orientadas al futuro estéan en la direcciéon de r decreciente.

De tal forma que, conforme avanza el tiempo, disminuye el valor de r para una particula incidente.

La superficie r = 2GM, a pesar de que es localmente regular, globalmente funciona como un
punto de no retorno: cuando una particula de prueba atraviesa esta superficie, nunca podra re-
gresar. Se define el horizonte de eventos como la superficie a partir de la cual las particulas
no pueden escapar a la infinitud; en la métrica de Schwarzschild, este horizonte esté localizado en

el radio de Schwarzschild. El horizonte de eventos es una superficie nula, por lo que realmente es
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la estructura causal del mismo espacio-tiempo la que hace imposible cruzar el horizonte en una
direccién hacia afuera. Ya que nada puede escapar el horizonte de eventos, es imposible ver lo que
hay adentro de este; por ello, el nombre hoyo negro (término inventado por John Wheeler). Un
hoyo negro es una regién del espacio-tiempo separada del infinito por un horizonte de eventos.

(Carroll, 2004)

E. Hoyos negros cargados: Reissner-Nordstrom
Ahora nos referimos a las soluciones exactas que representan hoyos negros eléctricamente car-

gados. La solucién es conocida como la métrica de Reissner-Nordstrom (RN), dada por
ds* = —Adt* + A" dr? + r?d0? (IL.51)

donde

_2GM N G(Q*+ P?)

A:
r r2

(IL.52)

En esta expresion, M se interpreta como la masa del hoyo negro, @ es la carga eléctrica total, y P
es la carga magnética total. Los monopolos magnéticos nunca han sido observados en la naturaleza,
pero eso no impide escribir la métrica que producirian si existieran. Los campos electromagnéticos

asociados a esta solucion estan dados por

La métrica RN tiene una singularidad de curvatura en r = 0. La estructura del horizonte es
més complicada que en el caso de Schwarzschild. Bajo la sugerencia de usar ¢"" = 0 como un
diagndstico para localizar el horizonte de eventos al tener una seleccién adecuada de coordenadas

(como en este caso), tenemos que la condicién ¢"" = A = 0 se cumple para

ry = GM + /G2M? — G(Q? + P?) (I1.53)

que puede constituir en dos, una o cero soluciones, dependiendo en los valores relativos de GM?
y Q% + P?. El caso en que GM? < Q? + P? representa el de una singularidad desnuda, por lo
que no se espera encontrar este caso en la naturaleza (por la hipdtesis de censura césmica). El
caso GM? > @Q? + P? tampoco representa una situacién real o de significancia cientifica, por lo
que nos enfocaremos en GM? = Q? + P2. Este caso es conocido como la solucién extrema de

Reissner-Nordstrom. Esta solucién es frecuentemente examinada en estudios del papel de los ho-
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yos negros en la gravedad cudntica. En teorias supersimétricas, estos hoyos negros pueden dejar
intactas ciertas simetrias, lo que es una gran ayuda para los cédlculos. Por otro lado, parece ser
inestable ya que anadir solo un poco mas de materia hard que se pierda la relacién de igualdad

entre los pardmetros y se tenga el segundo caso.

Una propiedad fascinante de los hoyos negros extremos es que la masa esté hasta cierto punto
balanceada por la carga. Especificamente, dos hoyos negros extremos con carga del mismo signo se
atraeran gravitacionalmente, pero se repeleran electromagnéticamente, y resulta que estos efectos
precisamente se cancelan. De hecho, se pueden encontrar soluciones exactas a las ecuaciones de
Einstein-Maxwell acopladas que representan cualquier niimero de tales hoyos negros en una con-
figuracion estacionaria. Para ver esto, regresamos a la métrica de RN y consideramos tnicamente
cargas eléctricas mds que magnéticas, por simplicidad. En condiciones extremas, GM? = Q?, y la

métrica (I1.51) toma la forma

2 —2
ds? = — (1 - GM) dt® + (1 — GM) dr® + r2d0?. (11.54)
T

r

Al definir una coordenada radial trasladada

p=r—GM (I1.55)
la métrica toma una forma isotrépica
ds®> = —H?(p)dt* + H?(p)[dp® + p*d?] (I1.56)
donde
H(p)=1+ GTM

Debido a que dp? + p?d? es la métrica plana en tres dimensiones espaciales, podemos reescribir

(I1.56) de la forma

ds® = —H (Z)dt* + H*(7)[dz? + dy* + dz?] (IL.57)
con
GM
(%) 7

En la coordenada r original, el campo eléctrico de la solucién extrema puede expresarse en

términos de un potencial vectorial A, como

Q

Er - F7‘t - ) - 87"’40
r
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donde la componente temporal del potencial vectorial es

E imaginamos que las componentes espaciales se anulan ya que hicimos cero el campo magnético.

En la nueva coordenada p y con la condicién Q% = GM? esta se vuelve

VGM

Ag= Y7
0T o+ GM

0 equivalentemente

\/EAO:H’l—l.

Para H independiente del tiempo, esta funcién satisface tanto las ecuaciones de Einstein como

las de Maxwell si

V2H =0

donde V? es el operador laplaciano. La ecuacién anterior es simplemente la ecuacién de Laplace,
por lo que es posible escribir todas sus soluciones que son bien comportadas en el infinito, de la

forma

para algun conjunto de N puntos espaciales definidos por Z,,. Estos puntos describen la ubicacién
de N hoyos negros de RN extremos con masas M, y cargas Q, = vVGM,. Esta métrica multi-
hoyos negros extremos es indudablemente una de las soluciones exactas mas extraordinarias a las

ecuaciones de Einstein. (Carroll, 2004)



[II.  ESPACIO ANTI-DE SITTER

El espacio Anti-de Sitter (AdS) es una variedad de Lorentz de méxima simetria con curvatura
escalar negativa constante. La siguiente analogia es 1util: el espacio de Minkowski es al espacio
euclidiano lo que el espacio AdS es al espacio hiperbdlico. Las caracteristicas anteriores y las que
se presentan a continuacién hacen que el espacio AdS sea ideal como trasfondo en el que se tiene
una mejor comprension del principio holografico; el espacio AdS es un ejemplo de una clase espe-
cial de geometrias que tienen vectores de Killing temporales y que estan cubiertas por superficies

espaciales que satisfacen el limite hologréfico (Susskind y Lindesay, 2005).

A. Coordenadas globales

Considérese el hiperboloide (d + 1)-dimensional
d .
(X0 + (X2 = > (X)) = R? (IIL.1)

i=1

en un espacio plano (d + 2)-dimensional con la métrica

d
ds? = —dX dX° — dX T ax T 4 " dX dX" (I11.2)
i=1
Al hacer
X% =TRecoshpcost, X9 =R coshpsinr,
X" = Rsinhp w;, i=1,..,d (I11.3)
donde
w1 = cosby
we = sinf cosby
(111.4)
Wg—1 = sinf;sinfy---cosby_1
wg = sinfisinfy---sinf, 1

26
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con 0; € [0,7) parai=1,....d — 2,y 641 € [0,27). Nétese que Zw? =1:
d
Z wf = cos? 6y + sin? 6, (cos? Oy + sin? Oa(-- - sin? 04_2(cos®0q_1 + sin? 0q-1))-7)) = 1.

i=1

Al sustituir (ITI1.3) en (III.1), se tiene
R2 cosh? p(cos? 7 + sin® 7) — R? sinh? p Z w? = R?%cosh? p — R?sinh? p = R2. (I1L.5)
Ademaés, sustituyendo (I11.3) en (III.2), la métrica inducida en la hiperboloide es

ds?> = —RZ%sinh? pcos® 1 dp® + R? cosh psinh pcosTsinT dp dr
+R? cosh psinh pcosTsinT dr dp — R? cosh? psin® 7 dr? — R? sinh? psin? 7 dp?
—R2 cosh psinh pcos TsinT dp dr — R? cosh psinh pcos 7sinT dr dp
—R2 cosh? p? cos? 7 dr? + R? cosh? p Z w; dp? + R?sinh? p Z dw?
= R*(—cosh? p(sin® 7 + cos? 7)) dr? + R?(— sinh? p(cos® 7 + sin® 7) + cosh® p) dp?
+R%sinh? p dO3_,

= RZ%(—cosh? p dr? + dp? + sinh? p dQ3_)) (111.6)

donde dQ? ;| es la métrica de la (d — 1)-esfera unitaria, S41 Al tomar 0 < py 0 < 7 < 27, se
cubre la hiperboloide completa. Estas son coordenadas globales en AdS;41. La condicién de los

signos de la métrica dada por (III.2) indica la isometria SO(2,d) del espacio AdS.

Al analizar la métrica cerca de p = 0, se tiene
ds* =~ R*(—dr? + dp® + p? dQ3_,) (I1L.7)

lo que indica que la hiperboloide tiene topologia S* x R? cerca de este valor. La parte S' representa
curvas timelike cerradas en la direccién 7. Al decompactificar el circulo — es decir, —0o < 7 < 00
— obtenemos la cubierta universal sin curvas timelike cerradas. La cubierta universal es a lo que

generalmente nos referimos por AdSg41.

Definimos tan # = sinh p de manera que:

tand = 1/cosh?p—1

tan’0 = cosh’p—1
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= cosh’p = sec?6

ap 2
2 _ 2
dp” = (80) 40

con (gg) = sec? 0. Reescribimos (I11.6) como
ds* = R*(—sec®0 dr® +sec® 0 db® + tan® 0 dQ7_,)
R? .
= 7 (—dr® + do* +sin® 0 dQ7_,) . (IT1.8)

Ahora, definimos r = R sinh p, t = R7 de manera que podamos reescribir (I11.6)

dr?

2
—R2 cosh? p 1 dt?
R

7“2 2
- (1+ W) dt

0 )2
2 _ o a1 2
dr® = <8r sinh (R)> dr
9\ —1
(1—|—7Tz2> dr?.

ds® = —Hdt* + H 'dr® +r* dQ%_, (IT1.9)

De manera que

2
donde H =1+ % Basado en la forma de la funcién armoénica H, la forma de la métrica del hoyo

de Schwarzschild en AdSs es

ds® = —f(r)dt* + f~1(r)dr? +r? dQ3 (I11.10)

2GM 2
con f(r)y=1—- ——+ % Este ansatz estd basado en el hecho que para valores de r cercanos a
r

cero, f(r) se reduce a 1 — 2GM/r. Mientras que para valores grandes de r, f(r) es similar a H.

B. AdS como soluciéon de las EFE

Carroll (2004) menciona que el tensor de Riemann para una variedad n-dimensional de méxima

simetria y con métrica g,, puede ser escrito como

Ryop = k(gpugau - gpugcm) (HI.ll)
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donde k es una medida normalizada de la curvatura de Ricci

R
k= oD (I11.12)

y el escalar de Ricci serd una constante sobre la variedad.

Siendo AdS un espacio de méxima simetria, con n = d 4 1, tenemos que

R
Rpom/ = d(d n 1) (gpltgo'u - gpugo,u) (HI.13)
gMPR ouy  — gﬂpi(g Yov — Gpv 9o )
pop d(d+ 1) pp pv9opn
= (@ Vo — glig0)
T dd+1) Jov = JvJou
R
Ro’u = S —=Yov- I11.14
d+r1” (IT1.14)
AdS es una solucién de las ecuaciones de Einstein del vacio:
1
R,u,l/ - 59/,1,1/R + Agp,y =0 (11115)

donde A se denomina la constante cosmoldgica. Carroll (2004) aclara que este valor representa lo

que se conoce como la energia del vacio. Al sustituir (IT1.13) y (II1.14) en (II1.15):

R 1
- Yur — SY9uv A v =
d+19u 29u R+ Ag, 0
1—-d
PYZ TN U:_A v
CE In
d—1
— R =A. II1.1
S (TIL.16)

Para encontrar el escalar de curvatura de Ricci para AdS, si se calcula una de las componentes
de (II1.13), sera posible calcular el escalar de Ricci. De esta manera, elegimos p =pu=Ayo=v=9§

(donde A, § son fijos) y por el hecho que el tensor de métrica es diagonal

R
Rysxs = m(m,\gaa — gxs95x) (IT1.17)
R
= — II1.18
dd+ 1)9/\>\966 ( )
R 4 2
= ——(—R"cosh” p). (II1.19)

d(d+1)
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Ahora, al calcular Rysxs a partir de (X.53):

Rysxs = graR%s

= 9205 — 92a05T%s + 90al56T5s — 9ral ST (111.20)

donde se suma solo sobre los indices «, 8 de acuerdo a la notacién de Einstein.

Usando el hecho que, para una métrica diagonal, los simbolos de Christoffel estan dados por

(Carroll, 2004)

Iy, = 0

ryey = - (g'y'y)ila'ygee

12, = o (/o)
o, = 9, (ln1/|gw|) (I11.21)

donde v # € # Kk y los indices repetidos no cumplen con la notaciéon de suma de Einstein. Por

N |

conveniencia, utilizamos la métrica (II1.6) y elegimos A = 7, § = p. De esta forma, el primer y

tercer término de la ltima linea de (II1.20) son cero. Del segundo y cuarto término, solo queda

R‘rpr = _gTTap]-—‘:p - th(l’U,F;TF:p

= —0or |88 (Vi) + (0, To) |

= TR%cosh?p (secth + tanh? p)

= RZcosh? p. (I11.22)
Por (I11.20)
R2 cosh? p = i(fR‘l cosh? p)
d(d+1)
d(d+1
R= —%. (IIL.23)

Al sustituir (I11.23) en (III.16), obtenemos

_dd—1) _ (D—-1)(D-2)
A= = o (IT1.24)

donde D es la dimensién del espacio-tiempo, D = d + 1. Bajo esta condicién sobre la constante

cosmoldgica, AdS es una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein del vacio.
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C. Diagrama de Penrose de AdS

Figura III.1: Diagrama de Penrose del espacio AdS

Sd—IH/I—\

La figura anterior muestra el diagrama de Penrose de AdS, con p = 0 representado por el punto
en el centro del cilindro y p = oo en el borde del cilindro. La coordenada temporal 7 esta repre-
sentada en el eje vertical. Como se menciond anteriormente, cerca de p = 0 la topologia es la de

ST xR%. La frontera conforme es S~ x R, donde la esfera S?~! est4 representada como un circulo.

D. Coordenadas de Poincaré

Definase las coordenadas (u, z*) como
uzt

= B X Xt =y XX =y (111.25)

donde 1 =0,...,d — 1. Sustituimos (II1.25) en (III.1) para obtener

9 d—1
% ((xO)Z - Z(xi)2> —up = R2 (I11.26)
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Al despejar para v
U

d—1
bR % ((x0)2 - (mi)2> (IT1.27)

Ahora, sustituimos (I11.25) en (III.2). Para ello,

R2 1 -1
dv=|— + =2 ((x0)2 - Z(m’)g)l du
i=1
xH U
[T Z et
dX = du + Rdl’
d—1
ds® = —=dX dX° + ) " dX'dX" + du dv
i=1
Por lo que
1 d—1 2 d—1 R2 1 d—1
2 _ 0 2 02 i\2 2
ds 72 (m —i=1( ))du +R2< (dz”) +i=1(d$)> 72 <(a:) —;@))] du
du®  u?

ds* = RQU— + 23 — nudrtda” (I11.28)
2

. R
Esta es la métrica de AdS en las coordenadas de Poincaré. Definase z = —, de manera que
u

u? R?
Rz~ 22
R4

du® = —dz
z4
De forma que la métrica queda expresada como
o R?.
ds® = Z—Q(dz + o datda”). (I11.29)

De (IIL.28), es notable que ggp se hace cero en u = 0, lo cual indica que hay un horizonte.
En (IT1.29), el horizonte se encuentra en z = +oo. Sabiendo que hay coordenadas globales para
AdS, esto indica que esta singularidad es debida a la eleccién de coordenadas. De esta forma, las
coordenadas de Poincaré solo cubren la mitad del hiperboloide de AdS: 0 < u < oo para la primera
métrica y 0 < z < oo para la segunda. También puede imponerse la condiciéon que las coordena-

das cubran solo la otra mitad del hiperboloide: —oco < u < 0 para la primera métricay —oco < z < 0.
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E. Geodésicas en AdS

Consideremos el movimiento sobre geodésicas en AdS. AdS puede ser considerado como una
caja covariante; hay un potencial gravitacional atractivo hacia el centro de AdS (p = 0). Sin
embargo, las particulas sin masa, que se mueven sobre geodésicas nulas, pueden alcanzar el borde
(p = o0) en un tiempo finito. Recordamos que, para particulas sin masa sobre geodésicas nulas

ds? = 0, de forma que:

dr? = sech?p dp?

T = [sechp dp = tan™!(sinhp) + C. (111.30)
De manera que, para que una particula alcance el borde:

lim tan™!(sinhp) + C = g +C (111.31)

p—00

lo cual indica que la particula lo hace en un tiempo finito.

En cambio, las particulas masivas cumplen
9 UMY = —1.

Considerando que g,,,, es independiente de las coordenadas 7, 01, ..., 41, tenemos cantidades que se
conservan respectivas a cada una de estas coordenadas. En particular, la conservacién de 61, ..., 041
indica que es posible ajustar el valor de los d&ngulos de manera que solo nos interese la parte radial

del movimiento de la particula. Asi
UH = (7.-’ p’ 07 te O)
Adems4s, tenemos la constante del movimiento

F = —K,U" = cosh® (IT1.32)

d
Px
Con A un pardmetro afin que funge como el tiempo propio sobre la geodésica y K* = (9;)* un

vector de Killing. De esta manera,

1

p° — F2sech®p = —%3 (IT1.33)



34

Ecuacién que reescribimos como

LNy —e (I11.34)
2 \dX P '
1
donde V(p) = 75F 2sech?p tiene una funcién de potencial efectivo atractivo hacia p = 0y & =

~oR2 es la “energia” de la particula; asi, tenemos la ecuacién de movimiento para una particula
cldsica de masa unitaria y “energfa” £ que se mueve en un potencial dado por V(p). Como £ < 0,
tenemos que la particula esta ligada al potencial y por lo tanto le es imposible alcanzar el borde

(p = 00). De hecho, la particula oscila alrededor del minimo del potencial, en p = 0.



IV.  GRAVEDAD EN 241 DIMENSIONES

La tarea de cuantizar la relatividad general es uno de los principales problemas de la fisica
tedrica moderna. Los obstaculos que esto representa son en parte técnicos: la relatividad general
es una teorfa no lineal complicada, ademéds que, vista como una teoria de campo ordinaria, no es
renormalizable. Pero el problema va mas all4, pues la relatividad general es una teoria geométrica
del espacio-tiempo, y cuantizar la gravedad significa cuantizar el mismo espacio-tiempo, lo cual no

se sabe qué quiere decir. Por ejemplo:

= la teoria cudntica de campo ordinaria es local, pero los observables fisicos fundamentales

(invariantes ante difeomorfismos) de la gravedad cudntica son necesariamente no locales.

= La teoria cuantica de campo ordinaria toma la causalidad como un postulado fundamental,
pero en gravedad cuédntica la geometria del espacio-tiempo, y por ende los conos de luz y la

estructura causal, estan sujetos a fluctuaciones cudnticas.

= La evolucién temporal en la teoria cuantica de campo estd determinada por un operador
hamiltoniano, pero para universos espacialmente cerrados, el candidato natural para un ha-

miltoniano en gravedad cudntica es exactamente cero al actuar sobre estados fisicos.

= Las probabilidades en mecdnica cudntica deben ser iguales a la unidad en un tiempo fijo,
pero en relatividad general no hay una division temporal preferida en la cual normalizar las

probabilidades.

De esta manera, es natural buscar modelos simples que compartan caracteristicas conceptuales
importantes de la relatividad general a la vez que evitan algunas de las dificultades anteriores. La
relatividad general en 241 dimensiones (dos dimensiones espaciales y una temporal) es un modelo
que cumple con esto, ya que tiene los mismos fundamentos conceptuales de la relatividad general en
3+1 dimensiones (més realista), y muchos de los problemas fundamentales de la gravedad cuantica
son llevados a una configuracién de menos dimensiones. El modelo (2+41)-dimensional es més sim-
ple, fisica y matematicamente, y es posible proponer candidatos viables para una teoria cuantica.
Con unas cuantas excepciones, las soluciones en 241 dimensiones son fisicamente muy distintas
a aquellas en 341 dimensiones, y el modelo (2+1)-dimensional no es muy til para entender la
dindmica de la gravedad cuantica realista. En particular, la teoria no tiene un limite Newtoniano
adecuado. Pero para entender problemas conceptuales (tales como la naturaleza del tiempo, la

construccién de estados y observables, el rol de la topologia, las relaciones entre distintos enfoques
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a la cuantizacién) el modelo es altamente instructivo.

El desarrollo de la gravedad (2+41)-dimensional data desde 1963, cuando Staruszkiewicz des-
cribié por primera vez el comportamiento de soluciones estaticas con fuentes puntuales. El renaci-
miento moderno del tema se dio gracias al trabajo de Deser, Jackiw, 't Hooft y Witten a mediados
de los 80. Durante los ultimos veinte anos, la gravedad tridimensional se ha vuelto un campo de
investigacion activo que ha involucrado cuestiones de relatividad general, geometria diferencial y
topologia, teoria de particulas altamente energéticas, teoria topoldgica de campo y teoria de cuer-

das. (Carlip, 2005)

A. Lo simple de la gravedad (241)-dimensional.

Como se vio anteriormente, el tensor de curvatura puede descomponorse en el escalar de cur-
vatura R, el tensor de Ricci R, y el tensor de Weyl €, ,7. Sin embargo, en 2+1 dimensiones, el
tensor de Weyl es cero, y el tensor de curvatura estd determinado algebraicamente por las partes

restantes:

1
Rm/pcf = gppRucr + guoR/_Lp - gupR,u,cr - g,uchVp - §(gﬂpgua' - g/,LO'gl/p)R' (IVl)

Esto significa que cualquier solucién de las ecuaciones de campo con constante cosmoldgica A,
R;Ll/ = 2Ag,u,1/ (IV2)

tiene curvatura constante. Localmente, el espacio-tiempo es plano (A = 0), de Sitter (A > 0) o
anti-de Sitter (A < 0). Fisicamente, un espacio-tiempo (2+1)-dimensional no tiene grados de liber-
tad locales: no hay ondas gravitacionales en la teorica clasica, ni gravitones que se propagan en el

interior en la teoria cudntica.

La ausencia de grados de libertad locales puede verificarse por un simple argumento de conteo:
en n dimensiones, el espacio de fase de relatividad general estd parametrizado por una métrica
espacial en tiempo constante, que tiene n(n — 1)/2 componentes, y su momentum conjugado, que
agrega otras n(n—1)/2 componentes. Pero n de las ecuaciones de campo de Einstein son restriccio-
nes y no ecuaciones dindmicas, ademas que es posible eliminar otros n grados de libertad mediante
eleccién de coordenadas. Asi, quedan n(n — 1) — 2n = n(n — 3) grados de libertad fisicos por cada
punto del espacio-tiempo. En cuatro dimensiones, esto da los usuales cuatro grados de libertad del
espacio de fase, dos polarizaciones de onda gravitacional y sus momenta conjugados. Si n = 3, no

hay grados de libertad locales.
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También es posible analizar esto mediante la aproximacién de campo débil. En cualquier di-
mension, las ecuaciones de campo del vacio en un gauge armoénico para una métrica casi plana

Guv = Nuv + "y toman la forma
Oh = O(h?), 9, =0, (IV.3)

donde fLW = hu — %nnunp"hw y los indices son subidos y bajados con la métrica plana 7. Las

soluciones de ondas planas de la ecuacién (IV.3) son, a primer orden,
B;uj = euueikm (IV4)

con k? =0y kte,, = 0. Al elegir un segundo vector nulo n* con n -k = —1 y un vector unitario
spacelike m* con k- m = n-m = 0, es posible construir en 241 dimensiones un analogo al

formalismo de Newman-Penrose; el tensor de polarizacion €., se escribe como
€ = Akyky, + B(kymy + k,my) + Cmym,, (IV.5)

que aparentemente da tres polarizaciones de propagacién. Sin embargo, hay una simetria residual.
Un difeomorfismo generado por un campo vectorial infinitesimal £# con [J€#* = 0 preserva la
condicién de gauge arménico de la ecuacién (IV.3) a la vez que da la transformacién gauge 5i_LW =

0uéy + 0u€ — M 0,EP. Escribimos
€ = (0 + By + ymy)e™, (IV.6)

de manera que

dep = 2iak,ky, + iy(kymy, + kymy,) + iBmum,,. (IV.7)

Lo cual indica que las excitaciones de (IV.5) son “pure gauge”. Esto confirma la ausencia de grados

de libertad que se propaguen. (Carlip, 2005)

B. El hoyo negro de BTZ.

El hoyo negro de BTZ recibié este nombre debido al trabajo de Banados, Teitelboim y Za-
nelli (1992), quienes demostraron la existencia de una solucién de hoyo negro para la gravedad
(2+1)-dimensional con constante cosmoldgica negativa. Esta solucién fue una sorpresa ya que se
crefa que en estas condiciones no existiria una solucién de hoyos negros, ademas que el hoyo negro

de BTZ tiene propiedades similares a los hoyos negros en 3+1 dimensiones, incluidas propiedades
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termodindmicas.

Considérese la siguiente accién de Einstein-Hilbert

1
I=—+—[- 207%) d®x dt + B IV.
16G7r/ g(R+ ) d°z dt + (IV.8)
donde B es un término de superficie y £72 = —A. Al variar esta accién con respecto a la métrica,

se obtiene

1
Ry — 5g,“,(R +207%) =0. (IV.9)

Una solucién a las ecuaciones (IV.9) es AdS; (Kraus, 2006) —con R = £ de acuerdo a la notacién

del capitulo anterior— :

2 2\ !
ds® = — (1 + ;) d? + (1 + ;) dr? 417 dg?. (IV.10)

Esto se compureba a continuacién, calculando primero los simbolos de Christoffel distintos de cero:

t ot _ T
Ftr - Frt - gQ —|—’I“2

r_ (47
'y = Iz
r

I, =—a

Tr 62 +T2

T ’r2

1

9 =r% =-.

or = Lre T

Ahora, las componentes del tensor de Riemann distintas de cero:

2

1 r
t t
Bo=fm Bow=p
N r2 4 g2 i r2
Rtrt:T Rd)d)r:ﬁ
2 2
1) - T +€ ) . 1

Y las componentes distintas de cero del tensor de Ricci

2(r? + (%) 2 272
= Rrr = 7742 +£2* = ——. (IV12)

Por 1ltimo, el escalar de curvatura es

6 (IV.13)

R= gHVR/LD = *ﬁ
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lo cual confirma que la curvatura es negativa y constante, ademds que (IV.12) cumple con (IV.2)

y (IV.13) cumple con (IIL.23).

Es sencillo comprobar que (IV.12) y (IV.13) satisfacen (IV.9):

2(r2+02) 1 r? 6 2 2(r2 +02) 2 r2
p=v=t: T ty\te)ltete)=—am elte)="

U S I CUNEA R G B WS SN I R S
per=r 22 2 c)” ryeTe\2re)”
2r2 1, 4 2r2  2r?

A pesar que la gravedad en 2+1 dimensiones no tiene grados de libertad locales y parece ser
sencilla, presenta caracteristicas interesantes. Una de ellas fue analizada por Banados, Teitelboim
y Zanelli (1992) cuando demostraron la existencia de una solucién de hoyo negro para (IV.9) dada

por

ds? = —N2dt? + N=2dr? + r*(N®dt + dop)? (IV.14)

donde el lapso al cuadrado N2(r) y el desplazamiento angular N?(r) estdn dados por

r?  16G%J?
N2(r) = —8GM+£—2+ 3
4
NoGr) = — g'] (IV.15)

con —o0 <t <o00,0<r<ooy0<¢ <27 A esta solucion se le llama hoyo negro BTZ. Las
constantes de integracién M y J son las cargas conservadas con invarianza asintética bajo despla-

zamientos temporales (masa) e invarianza rotacional (momentum angular), respectivamente.

El lapso N(r) se hace cero para dos valores de r dados por

1/2

2
re =20 |GM [ 1+£4/1— (Aj» ) (IV.16)

De estos valores, 4 es el horizonte externo del hoyo negro y r_ es el horizonte interno. Para que

exista el horizonte, debe cumplirse
M >0, |J| < M. (IV.17)

Cuando la desigualdad se satura, es decir |J| = M¥¢, ambas raices coinciden y el hoyo negro tiene

temperatura 0. El estado del vacio, concretamente el que se considera como espacio vacio, se obtiene
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al hacer que el hoyo negro desaparezca. Eso es, al permitir que el tamafno del horizonte sea cero:
esto equivale a hacer M — 0, lo que requiere que J — 0 debido a (IV.17). De esta manera, se
obtiene el elemento de linea
7\ 2 r\ 2
ds?, = — (Z) dt? + (Z) dr? + r2dg?. (IV.18)
Conforme M toma valores negativos, se obtienen soluciones en las que se presenta una singu-
laridad conica desnuda, como el caso de la singularidad de curvatura de un hoyo negro de masa
negativa en 3+1 dimensiones. En el contexto presente, estas soluciones deben ser excluidas del
espectro fisico. Sin embargo, hay un caso excepcional importante: cuando M = —1/8G y J = 0,
la singularidad desaparece. No hay horizonte, pero tampoco hay singularidad a esconder. Este es
el caso correspondiente al espacio AdSsz presentado anteriormente. De esta forma, uno ve que el
espacio anti-de Sitter surge como un “estado ligado”, separado del espectro continuo de hoyos
negros por un valor de masa. El punto clave es que el espectro de existencia de hoyos negros existe

para valores mayores al caso M = 0. (Banados, Teitelboim y Zanelli, 1992)

Para el caso del hoyo negro de BTZ sin rotacién (J = 0), uno obtiene la familia de soluciones

de un pardmetro (Kraus, 2006)

2 02
o gy —rdr? 4 1%dg”. (IV.19)
-

2 _
ds* = — 7 2

Se comprobara que también cumple con (IV.9). Los simbolos de Christoffel:

t t r
Ftr = Frt = TQ _T-2|-
o r(r? —ri)
tt 84
r
I =——-
2
Tr rz _ r+
, r(r? —r3)
60 = T g2
1
¢ _ 19 _
Ly, =T, = -
Las componentes del tensor de Riemann:
1 r?
R, = - Ry = —
elols
R 02
2 2 2
R" _ rT-ry R" _ L
trt — 64 ppr 02
2 2
6 TT—TL 6 1
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Con lo cual se obtienen las componentes del tensor de Ricci

2(r2 —r2) 2 2r2
TJF RTT = _f Rd)d) = — . (IV.21)

Ry = 12

Y el escalar de Ricci es el mismo que (IV.13). De nuevo, es ficil verificar que estos valores satisfacen
las EFE indicadas para el espacio-tiempo de 2+1 dimensiones. Nétese que si hacemos ri = 02

en (IV.19), obtenemos de nuevo (IV.10).

Este hoyo negro tiene una entropia de Bekenstein-Hawking dada por

g_ A _mre

= 20 (IV.22)

donde A es el “drea” del horizonte del hoyo negro (en este caso el horizonte es un circulo, S*),

dada por A = 277

Figura IV.1: Diagrama de Penrose del hoyo negro de BTZ sin rotacion

r =00




V. ENTRELAZAMIENTO DE SISTEMAS
CUANTICOS

El mundo cudntico es un lugar extrano, ya que en él suceden cosas que van en contra del
sentido comun, como el efecto tunel o la incertidumbre. Sin embargo, de todas las cosas extranas
en este mundo cuantico, la mayor diferencia que hay respecto a nociones clasicas es el concepto
de entrelazamiento. Schrodinger elegantemente capturé la clave del asunto cuando dijo: «El mejor
conocimiento de un todo mo necesariamente incluye el mejor conocimiento posible de las partes».
Esto significa que incluso si tuviéramos un conocimiento completo de todo un sistema, atin seriamos
incapaces de predecir el comportamiento de pequenas porciones del mismo. La entropia de entre-
lazamiento es una cantidad que da informacién importante sobre sistemas cudnticos entrelazados,

para lo cual se hace uso de matrices de densidad reducidas.

Cada vez es més claro que la nocién de entrelazamiento es relevante en varias ramas de la
Fisica. En afios recientes, han habido avances que indican que el entrelazamiento es el marco
de trabajo natural para entender varios problemas que abarcan desde la fisica de los hoyos negros

a la pregunta de como las particulas microscépicas se agrupan para crear fenémenos macroscopicos.

A. Matrices de densidad

Las matrices de densidad se utilizan para describir ensambles estadisticos de varios estados
cuédnticos. Por ejemplo, un ensamble de N sistemas, de los cuales n; (i = 1,2,...,k) estdn en el
estado |¢) (suponiendo que |i) es un elemento de una base ortonormal). De esta manera, el ensamble
estd descrito por k kets [1),]2), ..., |k), y k nimeros de ocupacién nq, ..., ng. Una forma conveniente
de juntar toda esta informacion es mediante una matriz de densidad, que realmente es un operador

que puede representarse como una matriz en cierta base:
p=3 pili) i (V.1)
i
donde p; = n;/N es la probabilidad que un sistema escogido aleatoriamente del ensamble esté en

el estado |7). Los ensambles se dicen puros si corresponden al caso en que p; = 0 para todos los

estados excepto uno. Un ensamble con dos o més estados con probabilidad distinta de cero es mizxto.
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Considérese ahora el promedio en el ensamble de un operador €2, correspondiente a una variable

dindmica. Este promedio es

() =D _pi il ). (V.2)

La barra sobre <Q> nos recuerda que se estan tomando en cuenta dos tipos de promedio: un
promedio cudntico (i|2|i) para cada sistema en |i) y un promedio cldsico sobre los sistemas en

diferentes estados |i). Nétese que

() = 3 (i)

DD 12 (i) p
2.2 Gl Gl pi
= > (i p

K2

= (@) (V.3)

La matriz de densidad contiene toda la informacion estadistica sobre el ensamble. Supéngase que

queremos, no <Q>, sino P(w), la probabilidad de obtener un valor w en particular. Notamos que,

para un ensamble puro,
P(w) = | (wl¥) [ = (Ylw) (wld) = (] Pu [¢) = (Pu)

donde Py, es el operador proyeccién. Lo anterior combinado con (V.3) nos dice que

P(w) = Tr(Py,p).

Es importante mencionar las siguiente propiedades de las matrices de densidad: (Shankar, 1994)
1. pf =p.

2. Trp=1.

3. p? = p para un ensamble puro. No se cumple para un estado mixto.

4. p = (1/k)I para un ensamble uniformemente distribuido sobre k estados.

5. Trp? < 1, donde la igualdad se da solo para ensambles puros.

Por dltimo, es importante senalar que la entropia de Von Neumann para sistemas cuanticos



44
indica si un sistema estd en un estado puro o mixto, ya que

S =—-Tr(plnp) =0 para estados puros

S =—-Tr(plnp) #0 para estados mixtos (V.4)

B. Entrelazamiento cuantico

Tanto en mecanica cldsica como en mecanica cuantica, hay formas de superponer estados de
sistemas independientes de tal forma que, por ejemplo para dos sistemas, la medicién en un sis-
tema (digamos, el sistema A) no afecta ninguna medicién en el otro sistema (sistema B). El tipo
de estado mas simple para sistemas compuestos se llama producto de estados. Por ejemplo, un
producto de estados seria el resultado de sistemas preparados completamente independientes por
dos experimentadores, en el que cada experimentador utiliza su propio aparato para preparar su

estado. Consideremos dos sistemas A y B de espin. El sistema A estd preparado en el estado
oy |u} + aald}

y el sistema B

donde la notacién de los vectores ket del sistema A (en el espacio H 4) se utiliza con } para dife-
renciarlos de los vectores del sistema B (en el espacio Hp). Suponiendo que cada estado estd nor-

malizado

oy +ajog =1

Bubu+ Bafa = 1.

De hecho, estas equaciones de normalizacién separadas para cada subsistema juegan un papel
crucial en la definicién de producto de estados. Si no se tuvieran estas relaciones, no se lograria

tener el producto de estados. Este producto de estados que describe al sistema combinado es
|[producto de estados) = [ay|u}t + agld}] ® [By |u) + Ba |d)] .
Al expandir el producto y cambiarlo a notacién compuesta, se obtiene
By [ut) + a Ba |ud) + g By |du) + agfq|dd) .

La caracteristica principal de un producto de estados es que cada subsistema se comporta inde-
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pendientemente del otro. Por otro lado, los principios de mecédnica cuantica permiten superponer
vectores base en formas més generales que solo el producto de estados. El vector méas general en

el espacio compuesto de estados es

Yo |ut) + Pyg |ud) + gy, |du) + Paq |dd)

donde se ha utilizado el simbolo 1 con subindices en vez de a, 3 para representar los coeficientes
complejos. De nuevo, se tienen cuatro nimeros complejos, pero esta vez solo una condicién de

normalizacién

Vi lun + VigVud + Vi3uVau + Vigaa = 1.

El resultado es que el estado més general para el sistema de dos espin tiene seis pardmetros
reales. Evidentemente, el espacio de estados es mas variado que solo los productos de estados que
pueden ser preparados independientemente. Algo distinto sucede en este caso, y eso se denomina

entrelazamiento.

El entrelazamiento no es una proposicién de todo o nada. Hay estados que estdn mas entrelaza-
dos que otros. Un ejemplo de un estado de entrelazamiento maximo, denominado estado singlete,

puede ser escrito como
[sing) = —

sing) = —

g NG

El estado singlete no puede ser escrito como un producto de estados. Lo mismo puede decirse de

(lud) — [du)).

los estados triplete

L (ud) + |dup)

Sl

2

L (juu) + |dd)

Sl

2
(luw) — |dd)).

Sl

.. Que tienen los estados de entrelazamiento méximo que los hace tan fascinantes? Que un estado
entrelazado es una descripciéon completa de un sistema, ya que nada méas puede saberse de este;
ademads, en un estado de entrelazamiento maximo, nada puede saberse acerca de los subsistemas
individuales. ;Como puede ser esto de saber lo mas que se puede de un sistema y atn asi no saber
nada de los sistemas individuales que lo componen? Esta nocién no tiene equivalente en la fisica

clésica e incluso es algo contraintuitivo. (Susskind y Friedman, 2014)
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C. Matrices de densidad reducida y entropia de

entrelazamiento
Una medida del grado de entrelazamiento de un sistema cuantico es la entropia de von Neumann.
Considérese una particién de un sistema fisico ¥ en dos subsistemas disjuntos, denotados por A y
B. Sean H 4 y Hp los espacios de Hilbert de los estados en los sistemas A y B de tal manera que
el espacio de Hilbert de los estados en X es Hy = H @ Hp. Sea |¥) un estado cudntico puro del

sistema . Como tal, puede descomponerse como
O) = Mynn |97 o) (V.5)

donde {[17')} vy {¢B} son bases de estados ortonormales de H4 y Hp, respectivamente, y My,
son los elementos de (en general) una matriz rectangular M. Sin embargo, por el teorema de
descomposiciéon de valores singulares, una matriz rectangular siempre puede ser escrita como el
producto de una matriz unitaria U, una matriz diagonal D = diag(Aq,..., Ap,...), ¥y una matriz
rectangular V (cuyas filas son vectores ortonormales). Asi, al ir a las nuevas bases ’1/);?> —U ’1/1;?>

y [vB) = V |[¢B), encontramos la descomposicién de Schmidt del vector de estado |¥):

D
O) = Anfint) |vf) (V.6)

donde D = minda,dg, con da,dp las dimensiones de los espacios de Hilbert de los sistemas A y
B. Ademais, el vector de estado estd normalizado a la unidad, |¥| = 1. Asi, también debe cumplirse

que el conjutno de nimeros {\,} debe satisfacer

D
Z |)‘n‘2 =1 (V7)
Dado el estado puro |¥) del sistema total 3, su matriz de densidad (trivial) es
o = ) (1], (V.8)

Ahora definimos la matriz de densidad reducida para el subsistema A como la traza parcial de px

sobre los grados de libertad en B,

PA = TI‘B,OE (Vg)

y similarmente para la matriz de densidad reducida pp. De esta manera, si observamos solo el

subsistema A, este estard en un estado mixto definido por la matriz de densidad reducida corres-
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pondiente; de forma similar para B.

La entropia de entrelazamiento de von Neumann S4 para el subsistema A, cuando el sistema

total estd en el estado |¥), estd definida como la entropia de la matriz de densidad reducida,
Sa=-Tr(palnpa). (V.10)

Usando la descomposiciéon de Schmidt, ecuacién (V.6), podemos escribir la matriz de densidad

reducida p4 como

pa = al*[0n) (vi] (V.11)

y de manera parecida para B. Lo anterior indica que las cantidades p, = |A,|? representan la
probabilidad de observar el subsistema A en el estado Wf>- De estas expresiones se tiene que las
matrices de densidad reducida p, pp tienen los mismos eigenvalores no nulos, dados por p,, = |\, |2

y que ambas matrices tienen traza unitaria Traps = Trppp = 1.

Con lo anterior, se tiene que la entropia de entrelazamiento de von Neumann puede escribirse

CcOomo
D
Sa=—Tralpalnpa) == [Al*In|A,|> = =Trp(ppInps) = Sp. (V.12)

En otras palabras, la entropia de entrelazamiento es simétrica en los dos subsistemas. Esta
propiedad de simetria es una consecuencia de haber supuesto que el sistema total 3 estd en un
estado puro. La propiedad de simetria de la entropia de entrelazamiento no se cumple si el sistema
total estd en un estado mixto. La expresion de la entropia de entrelazamiento de von Neumann en
términos de las probabilidades {|\,|?} también nos dice que la entropia se anula solo si la matriz
de densidad reducida p4 (y por lo tanto también pp) representa un estado puro. Esto se cumple
solo si el estado ¥ del sistema 3 es un producto de estados, pues en ese caso la matriz de densidad
reducida es diagonal e igual a ps4 = diag(1,0,...,0), cuya entropfa se anula. En otras palabras,
S 4 = 0 para subsistemas no entrelazados y S4 # 0 para subsistemas entrelazados. Asi, la entropia
de von Neumann es una medida del entrelazamiento de dos (o mds) subsistemas. El espectro de
eigenvalores de la matriz de densidad reducida se conoce como el espectro de entrelazamiento.

(Fradkin, 2013)

Finalmente, la entropia de entrelazamiento satisface las siguientes propiedades: (Fradkin, 2013)

= Para un sistemas ¥ compuesto por dos subsistemas, A y B, la entropia de entrelazamiento
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= Para un subsistema X compuesto por tres subsistemas A, B o C, la entropia satisface la

condicién de subaditividad fuerte: Sy, < Sy, + Sy, — Sp, con X; el sistema compuesto por

A, By 3 el sistema compuesto por B, C.

D. Un ejemplo simple: osciladores armonicos acoplados

El siguiente ejemplo fue desarrollado por Srednicki (1993). Considérese un sistema de dos

osciladores armoénicos acoplados. El Hamiltoniano correspondiente es

1
H =

=3 [pf + 2+ ko(x? + 23) + ky(zg — xz)z] .

Para resolver la ecuacién de eigenvalores
Hi(z1,22) = EY(21, 72)

hacemos el cambio de variables
I + T2

V2

r+ =

de manera que reescribimos (V.14) como

(V.13)

(V.14)

(V.15)

1 k
H o= 5| eat ) b - e )
71_24_2_'_@(2_'_2 2 @2 2y _ 1. Ei(z2 —9 2
= |t tT 5 T1T2 + 23) + 2(1”1 + 23) — koz122 + k1 (27 — 27172 + 73)
10 k ko + 2k
= 3 p%+p§+;<x%+2w1xz+x%)+021(x%—2x1x2+x§>]
2|
2

[pi -|-p2_ + w+xi + w_a:Q_]

(V.16)

con wy = ko y w_ = Vko+ 2k;. Esta sustitucién permite tratar el sistema como dos osciladores

armonicos independientes para encontrar las soluciones ¥, (z4), ¥, (z—) y obtener la funcién de

onda 1y, (z1,2z2) como producto de estas dos. De esta forma, la funcién de onda normalizada del

estado fundamental es

wiw_\1/4 wiz? +w_z?
s [

Yo(z1,22) = ( 2 9

(V.17)

Ahora es posible encontrar la matriz de densidad reducida para el subsistema 2. Las entradas
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de la matriz estdn dadas por:

) — 2, =2
p2(x2, Z2) Z/ dxy Yo(w1, 20)bg (21, T2) = il exp [_7(1‘24‘%) + Brao (V.18)

oo T 2
donde

wy —w_)? 2Wwiw_
BZM 7_524_
4wy +w-) wy +w_

Ahora, queremos las probabilidades p,, de ps para calcular la entropia de entrelazamiento. De

esta manera,

/OO dz p2(z, %) fn(T) = pnfn(z) n=0,1,... (V.19)
cuya solucién es
pn=(1-8¢E"
2
fulx) = Hy(a?z) exp {_a;} (V.20)

donde H,, son los polinomios de Hermite y

o= (P == )P =

Ahora, es posible calcular la entropia de entrelazamiento de von Neumann:

(oo}
Sy = = palnp,
n=0

=Y (1 =&¢ (1 - £)¢M

—(1-8)) ¢ n[(1 - )¢

~1=HmA - -1 -HnE) Y ne"

1—¢
CIn(l— ) — — In(®). (V.21)

1-¢

Este resultado indica que la entropia de entrelazamiento es igual a la entropia térmica para un

solo oscilador

Sy = S (T) =In Z(T) + - (V.22)
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con temperatura 7' dada por

T = T(ko, k1) = —ﬁ. (V.23)

Por (V.23), notamos que £ — 0 cuando T'— 0. En este caso, (V.21) indica que So — 0. Asi,
notamos que esta temperatura es producto de tener una entropia de entrelazamiento cuando se
tiene acceso Unicamente a una parte del sistema, como en este ejemplo. Si la entropia es cero (es

decir, cuando no hay entrelazamiento), la temperatura es cero.



VL. TEORIAS CONFORMES

La teoria de campo conforme juega un papel central en la descripcién de frases de transicién
de segundo o mayor orden en sistemas de dos dimensiones, asi como en la teoria de cuerdas. Las
teorfas de campo conformes (o CFT, por sus siglas en inglés) en dos dimensiones son ejemplos per-
fectos de sistemas en los cuales las simetrias son tan poderosas que permiten una solucién exacta
del problema. Esta caracteristica, asi como la gran variedad de conceptos matemadticos necesarios
en su solucién y definicién, ha hecho a las CFT una de las dreas de investigaciéon mas activas en la

fisica matematica.

En el contexto de un sistema fisico con interacciones locales, la invarianza conforme es una
extension inmedianta de la invarianza de escala, una simetria bajo dilataciones del espacio. Este
hecho importante fue notado por primera vez por Alexander Polyakov en 1970. Las transforma-
ciones conformes no son mas que dilataciones por un factor de escala que es funcién de la posicién
(dilataciones locales). Es completamente natural que una teoria local (es decir, sin accién a distan-
cia) que es simétrica bajo dilataciones rigidas (o globales) sea también simétrica bajo dilataciones

locales. (Di Francesco, Mathieu y Senechal, 1997)

A. El grupo de Poincaré

Consideramos las transformaciones infinitesimales de Poincaré
ot = ot =2t + M (z), (VL1)
bajo la restriccion
9 (@) = guu (). (VL2)
A primer orden, la métrica se transforma como
Az 9z

/ —
guy - ax"// axl,/ 9ap
= (65 = 9ue) (0] = 0,”)gap

= Guv — (8u€y + aueu)a (VI3)

o1
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pero la restriccién (VI.2) implica que

Buéy + D€, = 0. (VL4)

Para caracterizar €,, podemos hacer una expansién en serie

€p = ay + b’ + cpprtal + - - (VL5)

donde a,, by, Cuvp, ... son constantes. Para que € cumpla con (VI.4), deben cumplirse dos cosas:

primero, que € es de la forma

€=y + by’ (VL6)
Segundo, b,,,, es antisimétrico
Ouer +0ve, = 0
buoO0uz® + b0z = 0
buo6y +busd, = 0
buy+b, = 0
=by = bu. (VL7)

Ahora, consideremos una funcién escalar ®(z). Para la transformacién z# — a* + a*, se tiene
la expansién

1
O(z + a*) = () 4+ a0, P + ia”a”@uayfb + -

que puede ser escrita como

Oz + a*) = exp(a”0,) P (z).

La expresion anterior puede reescribirse como
Oz + a*) = exp(ia*(—id,)) P (z) (VL3)

de donde se identifica a —i0,, como el generador del algebra de Lie y a exp(ia*(—i0,)) como un
elemento del grupo de Lie. Este es el generador de traslaciones infinitesimales, identificado con el
operador momentum:

P, = —id,. (VL9)

Siguiendo el procedimiento anterior para la transformacion z# — x# 4 b*,x¥, tenemos que

1
Oz +* 2") = @(2*) + 0,270, + §bl‘ux”bpa:z:aauﬁpfl) + -



que puede expresarse como
O(z" + b ,2") = exp(V",x"0,)P(x).
Pero, por la antisimetria de b*

b

v

1
V0, = —§b’“’(xual, — x,0,).

De manera que

O(z" + b, z") = exp <;b‘“’ i(2,0, — xyau)) o(z),

de donde obtenemos el generador de rotaciones
L, =i(x,0, — x,0,).
Al considerar g, = 1, y la relacién
[z, Pl = —in,.
es posible calcular los conmutadores de los generadores

[Py, L] = [Py, x,0, —x,0,]
= i[Pp, xu]0y — i[Pp, 7,]0,
= i(Mpu0y — MprOp)

= _i(npupu - npuPu)

(Lywy Lpo] = [2 Py — 24P 20 Py — 2, P]

= [vvPy,26P,] — [2v Py, 2, P,] — [Py, 25 P,y + (2, Py, 2, Py ).

93

(VI.10)

(VL11)

(VL12)

(VL13)

Podemos desarrollar cada conmutador de la expresiéon anterior gracias a las propiedades de los

conmutadores, de manera que

@, Py, xoPy)) = x,[Py,x.Pp) + 2y, 2,P,]P,

= [Py, %] Pp + 2,26 [Py, Pp] + (20, 25| Py Py + x5 [0, Pp| Py

= 2,[P,2|P, + xo[xy, P,]Py.
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Por lo que

(L Lpo] = 0[Py, 2o Pp + o[y, Ppl Py — 20 [Py, ¥p| Po — xp[20, Po] Py
2 [Py, 06| Py — o [Ty Pl Py + 3 [Py, 1) Py + 2pl3), Po] Py
= i(Muo®w Py — NupToPu — NupTu Po + Nuox, Py
“MwoZuBp + NupTo Py + MuptpPo — Moty Py)

= _i(npr;La + nuaLup - nupLua - nuaLp,p) (VII4)

Lo que indica que los generadores obedecen el dlgebra dado por (VI.13), (VI.14).

B. El grupo conforme
Las transformaciones conformes son aquellas que localmente preservan angulos entre vectores.

En otras palabras, son transformaciones de que localmente rescalan la métrica
G — Mx) g (VL.15)

donde A(x) se conoce como el factor de escala y es positivo. Esta transformacién puede ser escrita

como ) )
ox P dx?
= g VI.1
gy,u 6,15” 3:0" gp, ( 6)
de manera que es posible identificar
dx'P 9’7

Para lo que viene a continuacién, consideramos el espacio de Minkowski, g,., = 1,.,. Nétese que

el grupo de Poincaré correspondiente a traslaciones y rotaciones se obtiene cuando A(z) = 1.

Como se hizo en la seccién anterior para el grupo de Poincaré, analizaremos transformaciones

infinitesimales de coordenadas hasta primer orden en un pardmetro tal que e(z) < 1,
2P =2’ + e (x) + O(). (VL.18)
Asi, al considerar (VI.16), se obtiene

ox'P dx'° 2
Moo g v v + (Ouer + Oven) + O(€7), (VL.19)
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similar a (VI.3). Sin embargo, en este caso, tenemos la condicién

Opey + 0pey = K(2)n (VI1.20)

para satisfacer (VI.16). Para determinar K (z), podemos obtener la traza de (VI.20) con n**:

" (Ou€ey + 0vey) = K(@)n"'nu
20t¢, = K(x)d
= K(z) = 2(8 - €) (VI.21)

donde 0*¢,, = 0 - €. De esta forma, se obtiene el factor de escala

Alz)=1+ 2(6 €) + O(e?). (VI.22)

Que al resolver para K(z), encontramos la siguiente restriccién sobre la transformacién (VI.20)
para que sea conforme:

Ou€y + Ope, = %(3 €)M (VI.23)

Podemos obtener relaciones ttiles al calcular la derivada ¥ de (VI.23) y sumar sobre v. Obte-

nemos

donde [0 = 9#9,,. De nuevo, calculamos la derivada 0, para encontrar que
2
0,0,(0-€) +00y¢, = gauay(a - €). (VI.24)

Al intercambiar y <> v, anadir la expresion resultante a (VI.24) y usar (VI.23) obtenemos

20,0,(0-€) + 00 (2(3 - e)nw> _ %aﬂau(a L)
= w0+ (d—-2)0,0,)(0-¢) = 0.
Al contraer la expresién anterior
(d—1)0O(0-¢) =0 (VI.25)

lo cual da informacién valiosa para caracterizar e. (Blumenhagen y Plauschinn, 2009)
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1. El grupo conforme en d > 3. Ahora nos enfocamos en d > 3. De (VI.25),
tenemos que

0-e=A+ B,z" (VI.26)
con A, B,, constantes. De esta forma, ¢, es a lo sumo cuadratica en 2 y podemos hacer el ansatz:
€ = ay +bux” +cppprtaf, (VL.27)

siempre teniendo en mente que las constantes a,, b, cuv, <K 1.

Noétese que (VI.27) es similar a (VI.6) a excepcién del término cuadratico. Analizamos los
términos de (VI.27) por separado ya que las restricciones para la invarianza conforme deben ser

independientes de la posicién z*.

Como en el caso del grupo de Poincaré, podemos relacionar a,, con traslaciones infinitesimales

de las coordenadas, de las cuales el generador es el operador de momentum
P, = —i0,. (VIL.28)
Para b, de (VI.24) encontramos que
2, oo
b,uu + bl/,u = E(Tl ba’p)nl/;v (VIQQ)

Esto nos dice que la parte simétrica de b, es proporcional a 7, , de manera que podemos separar

a by, en sus partes simétrica y antisimétrica como
buu = aNuy + Muyy. (VI30)

El término antisimétrico m,, describe rotaciones y boosts infinitesimales, cuyo generador es el
operador de momentum angular

L,, =i(z,0, —x,0,). (VL.31)

La parte simétrica an,, corresponde a transformaciones infinitesimales de escala, cuyo generador
es

D = —izhd,. (VL.32)

Por tiltimo, al considerar el término cuadratico de (VI.27) y reemplazarlo en (V1.24), obtenemos
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las transformaciones
ot =t 42z B)at — (z-x)B8", (VL.33)
que son las transformaciones conformes especiales (SCT, por sus siglas en inglés), donde 8 es una
constante determinada por 8, = (1/d) c?,,- El generador correspondiente es
K, =—i(2z,x"0, — (- x)0,). (VI1.34)

Con lo anterior, podemos expresar el dlgebra conforme como

Traslaciones P, = —id,
Dilataciones D = —iz*0,

Rotaciones y boosts L, =i(z"0, —x"0,)

SCT  —i(2x,2"0, — (x - x)0,). (V1.35)

Es posible demostrar que el dlgebra conforme es el dlgebra de Lie SO(d, 2). Para ello, definimos

Jw = L
1
J*LM = i(PM_KM)
1
JO,M = §(Pu + Ku)
J10 = D (VIL.36)

conm,n=-1,0,1,...,(d—1). Por medio de (VI.14), (VI.13) y de los conmutadores (Di Francesco,
Mathieu y Senechal, 1997)

[D7 PH} = b,
[D,K,] = —iK,
[Kl“ PV} = Qi(nwa - L;w)
[Kp, Lll,l/} = Z’(nppKu - npuK,u) (VI37)
obtenemos que J,, ,, satisface
[Jmna Jrs] = Z(nmanr + nners - 77mr<]ns - nnstr)' (VI38)

En el caso de R4™11 1a métrica es 1, = diag(—1,—1,1,...,1) para la cual (V1.38) son las rela-
ciones de conmutacién del dlgebra de Lie SO(d,2) (Blumenhagen y Plauschinn, 2009). De hecho,

el grupo SO(d, r) es el grupo de isometrias de AdS (una de las primeras indicaciones de la corres-
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pondencia AdS/CFT).

2. El grupo conforme en d = 2. Para el caso en dos dimensiones, la condicién

(VI.23) para la invarianza bajo transformaciones conformes infinitesimales da las ecuaciones

Ooeo = O

8061 = —8160 (VI39)

que son las ecuaciones de Cauchy-Riemann, las cuales indican que €g, €; son funciones holomorfa

en el plano complejo. Considerando que son funciones complejas, definimos

A
z = 2°—ix! (V1.40)
de manera que (VI.39) es equivalente a
826 =0
d.e =0, (VL.41)

donde € = € +ie!, € =€’ —iel. (Blumenhagen y Plauschinn, 2009)

a. El dlgebra de Witt. Belavin, Polyakov y Zamolodchikov (1984) encon-
traron que el grupo de transformaciones en dos dimensiones puede ser aumentado en un grupo
de dimensién infinita, el cual es un grupo de simetrias que impone tantas restricciones sobre el
sistema que a veces es posible resolver una teoria cudntica de campo completa. ;Cudl es el truco

para obtener este grupo de dimensién infinita? Consideramos las tranformacién
z— z+€(z) (VI1.42)

que nos permite pasar de z, Z funciones holomorfas a funciones meromorfas. Una funcién meromorfa
es aquella que es holomorfa en un conjunto abierto del plano complejo, excepto en ciertos puntos
llamados polos (divergencias aisladas). Esto quiere decir que podemos expandir € en una serie de

Laurent

e(z) = en(—2"T) (V1.43)

nez

y similar para €(Z). En estas expansiones, €, y €, son pardmetros infinitesimales constantes. Los
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generadores correspondientes a una transformacién para un n particular son

l, =—2""10,

I, =—2""0;. (V1.44)

De esta manera, ya tenemos una cantidad infinita de transformaciones conformes infinitesimales

independientes.

Ahora, calculamos los conmutadores de los generadores para determinar que forman un dlgebra

de Witt:

1] = 2™FL0.(z"110.) = 210, (2 10s)

= (n+1)2""Mg, — (m+ 1)z,

= —(m-— n)zm+n+1az

= (m =, (V1.45)
[lnsla] = (m =)l

[lm,ln] = 0. (VL.46)

La primera relaciéon de conmutacién define una copia del algebra de Witt, mientras que las otras
dos relaciones definen una segunda copia que conmuta con la primera. Asi, el dlgebra de transfor-
maciones conformes infinitesimales en un espacio euclideano de dos dimensiones es de dimensién

infinita. (Blumenhagen y Plauschinn, 2009)

b. Transformaciones conformes globales. Enfoquémonos en la copia
del 4lgebra de Witt generada por I, y notemos que en el plano euclideano R? ~ C, los generadores
no estan definidos en todo punto; en particular, hay una ambigiiedad en z = 0 y resulta que no es
necesario trabajar en C, sino en la esfera de Riemann S? ~ C U {co}, que es la compactificacién

conforme de R2.

En la esfera de Riemann S? ~ C U {oo}, los generadores importantes son {l_1,lo,l+1}, ya que

estos generan el algebra conforme global

l_1=-0, Traslaciones conformes
lop=—2 0, Transformaciones de escala, rotaciones

Iy, =-220.,  SCT. (VL47)
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Todas las posibles transformaciones que pueden generarse con estos tres operadores correspon-

den a transformaciones de Mobius

. az+b
cz+d

ad —bc=1 (VI1.48)

de manera que podemos concluir que el grupo conforme en la esfera de Riemann es el grupo de

Mébius SL(2,C)/Zs. (Blumenhagen y Plauschinn, 2009)

c. El algebra de Virasoro. El dlgebra de Virasoro no es més que algo
llamado la extensién central del dlgebra de Witt. Una extesnién central basicamente quiere decir
que se puede tomar el dlgebra de Witt y afiadir unos generadores extra (g @ C, suma directa con
g un &lgebra de Lie por C). Denotemos los elementos de la extensién central del dlgebra de Witt

por L, con n € Z y escribamos sus relaciones de conmutacién como

[Lin, Ly] = (m — n) Lyin + cp(m,n). (V1.49)

La forma precisa de p(m,n) puede determinarse al considerar:
= p(m,n) = —p(n, m) para ser compatible con la antisimetria del bracket de Lie.

» La identidad de Jacobi:

0 = HLmuLn]aLO] + [[LruLOLLm] + [[L07Lm]7Ln}
0 = (m—n)ep(m+n,0)+ nep(n,m) — mep(m,n)
0 = (m+mp(n,m),

por lo que en el caso n # —m, tenemos p(n,m) = 0. Por lo tanto, las extensiones centrales

distintas de cero son p(n, —n) para |n| > 2.

» La siguiente identidad de Jacobi:

0 = HL—TH-lv Ln]v L—l} + [[an L—l]’ L—n+1] + HL—lv L—n+1]v Ln]

0 = (-2n+1)ep(l,-1)+ (n+ Dep(n —1,—n+1) + (n — 2)cp(—n, n)

que lleva a una relacién de recursion de la forma

n+1
n—2p

p(n,—n) = (n—1,—n+1).

La extension central del &lgebra de Witt se llama algebra de Virasoro y la constante c se
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denomina carga central. En resumen, este algebra tiene las relaciones de conmutacion

C
[Lon, L) = (M —n)Lppyn + — 2

12m(m

— 1)bmn.o- (VL50)

Es importante mencionar el hecho que L_1, Lg, L1 no se ven afectados por (VI.50) y que estos
siguen siendo los generadores de traslaciones, dilataciones y rotaciones, y SCT, respectivamente.

(Blumenhagen y Plauschinn, 2009)

C. Campos primarios

Recordemos el hecho que pudimos identificar dos copias del algebra de Witt que conmutaban
y que naturalmente se podian extender al dlgebra de Virasoro. Ya que los generadores del algebra
de Witt estan expresados en términos de z, z, resultado que es conveniente considerarlas como dos

variables complejas independientes. Para los campos ¢, la complexificacién R? — C? significa

$(a’,2") = d(2, 2).

Un campo es

quiral si  ¢(z,2) = ¢(2)

antiquiral si  ¢(z, 2) = ¢(2). (VL51)
Un campo que se transforma de la siguiente manera es llamado primario o cuasi-primario:
b(z,2) = NN o (A2, A2). (VL.52)

Consideremos un campo bajo la transformacién conforme z — f(z), de manera que

o 09 = () (LY s 7o, (VL.53)

donde (h,h) son llamados los pesos conformes. Si se satisface (VI.53) tinicamente para f €
SL(2,C)/Zs, es decir, solo para transformaciones conformes globales, entonces se dice que ¢ es un
campo cuasi-primario. Si se cumple para cualquier transformacion del dlgebra de Virasoro, enton-

ces el campo es primario.

Consideramos un mapeo

()= 2+ (2)
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con €(z) < 1. Hasta primer orden

0z
P(z + €(2), 2) = ¢(2) + €(2).9(2, 2) + O(€%).

(W)h =1+ hd.e(z) + O(2)

Al usar estas dos expresiones en la definicién de campo primario (VI.53), obtenemos
¢(Zv Z) — ¢(Z7 2) =+ (h@ze + eaz + ilagé + €85)¢(Z, Z)a

de manera que la transformacién de un campo primario bajo una transformacién conforme infini-
tesimal es

Scep(z,2) = (hO.€ + €0, + hOz€ + €0:)p(z, 2). (VL.54)

Lo cual nos da otra caracteristica sobre los campos primarios. (Blumenhagen y Plauschinn, 2009)

D. El tensor Energia-Momentum

Este tensor representa la respuesta que la accién tiene bajo un cambio de la métrica; nos dice
como la teoria responde a cambios en el espacio-tiempo. De hecho, el tensor energia-momentum
puede obtenerse de la variaciéon de la accién Lagrangiana con respecto a la métrica, por lo que

contiene informacién del comportamiento de la teoria bajo transformaciones infinitesimales g,

Juv + 5g/w~

Recordarmos que el teorema de Noether nos indica que para cualquier simetria continua, hay

una respectiva cantidad conservada. Consideremos la corriente
ju = Tuuey- (VI.55)

Donde T},, es un tensor simétrico que se identifica con el tensor de energia-momentum. Para que
la cantidad (VI.55) sea conservada,

0", = 0. (VL56)

Esto se cumple de forma trivial para e =const. Sin embargo, si € es una funcién que es parte

de una transformacion conforme infinitesimal, tenemos que

Mj, = (0"T,)e" +T,,(0"e)
T (%)

1
= ST (9" +0"e)
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1 2 y
— §TW {d(8~e)n“ }
donde la dltima linea se debe a la ecuacién de Killing conforme, (VI.23). Esto implica que
™, =0, (VL.57)

es decir, el tensor energia momentum no tiene traza en el caso de las CFTs. Ahora, al considerar

dos dimensiones
. 0z% 028 0 1
THV(Z,Z) = w@Taﬁ(m , L )

Usamos

Parte real 2% = (2 + 2)

Parte imaginaria z' = 1 (z — 2). (VL58)
Encontramos

1 .
T, = Z(TOO — 2T —Th1)

1 )
Tsz = Z(TOO +2iTo — Th1)
1

TZZ = TEZ =
4

(Too+T11) =0

Donde la ultima linea es resultado de que el tensor tenga traza igual a cero. Usando el hecho que

Too = —T11, reescribimos
1 _ 1 .
Tzz = §(T00 — ZTlO) ng = §(T00 + ’LTlo). (VI59)

Y por (VL.56), tenemos que las componentes no nulas del tensor cumplen

6ZT55 - 0
0;T,, =0, (VI.60)
de manera que
T..(2,2) =T(z) T:2(2,2) = T(2) (VIL.61)

lo cual quiere decir que las componentes no nulas del tensor de energia-momentum son un campo

quiral y uno anti-quiral. (Blumenhagen y Plauschinn, 2009)



VII.  FORMULA DE RYU Y TAKAYANAGI

La correspondencia AdS/CFT es una relacién entre teorfas de gravedad cuédntica en espacio-
tiempos AdSg11 y una CFTy ordinaria, sin gravedad. Esta relacién es llamada una dualidad,
y a su vez es hologréfica ya que la teoria gravitatoria “vive” en (por lo menos) una dimensién
extra. Se cree que las dos teorfas son completamente equivalentes: cualquier cantidad fisica (gauge-
invariante) que pueda ser calculada en una teoria también podrd ser calculada en la teoria dual.
Sin embargo, este mapeo entre las dos teorias puede ser no trivial, haciendo que ciertas cantidades
en una teoria sean mapeadas a cantidades altamente acopladas y dificilmente calculables en la otra

teorfa. (Hartman, 2015)

Las dos teorias son comunmente referidas como “el volumen” (the bulk, refiriéndose a la teoria
de gravedad) y “la frontera” (the boundary, en referencia a la CFT). Esta correspondencia fue
propuesta por Maldacena (1997), y de momento sigue siendo una conjetura aunque el desarrollo
de la misma a lo largo de los tltimos anos y los resultados obtenidos dan cada vez mayor evidencia

de su validez. (Hartman, 2015)

La correspondencia AdS/CFT fue utilizada por Ryu y Takayanagi (2006) para la derivacién
holografica de la entropia de entrelazamiento en teorias cuanticas conformes, argumentando que la
entropia de entrelazamiento de teorias de campo conformes en d + 1 dimensiones puede obtenerse
del drea de superficies minimas en AdS4+2, andlogo a la formula de Bekenstein-Hawking para la

entropia de los hoyos negros.

A. Entropia de entrelazamiento en AdS3/CFEFTs

A continuacién se sigue un procedimiento similar al de Ryu y Takayanagi (2006), con célculos
realizados por cuenta propia y de forma distinta a los presentados en el articulo, para computar la
entropia de entrelazamiento en AdS3/CFTs. Una de las primeras observaciones que hacen Ryu y
Takayanagi se da al considerar la entropia de entrelazamiento S4 del subsistema A de un sistema
AU B como la entropia de un observador que tiene acceso solo al subsistema A y no recibe senales
del subsistema B. De esta forma, el subsistema B es andlogo al interior del horizonte de un hoyo
negro para un observador que se encuentra en A, es decir, afuera del horizonte. De hecho, una

de las motivaciones originales de la entropia de entrelazamiento fue su similitud a la entropia de

64



65

Bekenstein-Hawking.

Ahora, para sistemas cudnticos unidimensionales de varios cuerpos en puntos criticos (es decir,

una CFT en 2 dimensiones), se sabe que la entropia de entrelazamiento estd dada por (Calabrese

y Cardy, 2004)
c L ([«

donde ! y L son el largo del subsistema A y el largo del sistema total AU B (cuyos bordes estan
periddicamente identificados), respectivamente; a es un cutoff o limite ultravioleta (UV); ¢ es
la carga central de la CFT. Cuando no se estd cerca de puntos criticos, la ecuacién (VIL.1) es

reemplazada por (Calabrese y Cardy, 2004)

c
Sa = gAlog g (VIL.2)
donde ¢ es el largo de correlacién y A es el ndmero de puntos de frontera de A (por ejemplo, A = 2

en la configuracién de (VIL.1)).

A la luz de la dualidad AdS/CFT, Ryu y Takayanagi (2006) proponen definir la entropia de
entrelazamiento S4 en una CFT en RY? (0 R x S%) para un subsistema A que tiene una frontera
d — 1-dimensional arbitraria 94 € R? (o S?) mediante la férmula (conocida como la férmula de

Ryu y Takayanagi):
area de ya

Sa= 4G?l\f+2

: (VIL3)

donde 74 es la superficie minima estatica d-dimensional en AdS;s cuya frontera estd dada por
0A,y GE\‘?H) es la constante de Newton en d + 2 dimensiones. Intuitivamente, esto sugiere que la
superficie v juega el papel de una pantalla holografica para un observador que solo tiene acceso al
subsistema A. En el caso a desarrollar se tendra que d = 1 y 4 estda dada por una linea geodésica
en AdSs3. De (VIL3) es notable que las propiedades bésicas de la entropfa de entrelazamiento se

cumplen: Sy = Sp y la subaditividad Sa, + Sa, > Sa,u4,-

También es posible definir la entropia de entrelazamiento a temperatura finita T = 3~!. Por
ejemplo, en una CFT de dos dimensiones sobre una linea infinitamente larga, la entropia esta dada
al reemplazar L en (VIL.1) con i, de acuerdo a lo obtenido por Calabrese y Cardy (2004). Es

notable que S4 = Sp ya no se cumple cuando T' > 0 ya que p estd en un estado mixto.

1. Entropia de entrelazamiento en coordenadas globales. Empe-

cemos considerando la entropia de entrelazamiento en una CFT (1+1)-dimensional. De acuerdo a
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la correspondencia AdS/CFT, las teorfas gravitacionales en el espacio AdS3 de radio R son duales

a las CFTs en dos dimensiones con la carga central

3R
2G N
La métrica de AdSs en coordenadas globales (¢, p, 0) es
ds~ R?(— cosh? pdt? + dp?® + sinh® p d6?). (VIL5)

En la frontera p = oo de AdSs, la métrica es divergente. Para regular cantidades fisicas, considera-
mos un limite (cutoff) po y restringimos el espacio a la regién limitada p < pg. Este procedimiento
corresponde a un limite UV en la CF'T dual. Si L es el largo total del sistema con ambos extremos
identificados, y a es el espaciado reticular (o cutoff UV) en las CFTs, se tiene la relacién (hasta
un factor numérico)

e ~ L/a. (VIL6)

El espacio-tiempo (141)-dimensional para la CFT5 estd identificado con el cilindro (¢,6) en
la frontera p = pg. El subsistema A es la regién 0 < § < 27l/L. Entonces, el drea v4 en (VIL.3)
se identifica con la geodésica estatica que conecta el punto de frontera § = 0 y 27l/L con t fijo,
viajando adentro del espacio AdSs. Con el cutoff py introducido, es posible calcular la distancia

de la geodésica para la métrica (VIL5):

po o (dO?
L, :/ dp Ry[1+sinh” p () . (VILT)
Pi dp

Noétese que (VIL.5) es independiente de 6, por lo que tenemos una cantidad conservada C'. Por las

ecuaciones de Euler-Lagrange, es posible obtener la relaciéon

sinh? p ¢/

V/1+ sinh? p 02
C
sinh p v/sinh? p — €2

Para determinar C', debemos pensar que hay un punto para la coordenada p en la geodésica

C:

=0'(p) =

donde la variable es minima ya que, para un tiempo fijo en AdSs, estamos trabajando sobre una
circunferencia de radio pg en un plano hiperbdlico. Esto quiere decir que las geodésicas en este

espacio seran curvas cerradas cuyo punto de returno se da en p.. Ya que este es un punto minimo,
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la condicién sobre la constante serd C' = sinh p,., de manera que 6’(p,) — co. De esta manera

inh p,
0 (p) = - . (VILS)
sinh p \/ sinh? p — sinh? p,
Al sustituir (VIL.8) en (VIL.7), se tiene que
Po : h
L, =R / dp —r (VIL9)
pi \/sinh p — sinh” p,

Antes de resolver esta integral, serd valioso obtener una relacién entre los puntos final e inicial
de la coordenada angular 6 con el punto radial minimo p,. y pg. Esta se obtiene mediante la integral

(valiéndonos de la simetria de la curva geodésica)

Po inh
A0 — 9 / dp s1n2 Px .
. sinh p\/sinh p — sinh” p,
A6 2 sinh p, h
— = —arctan V2sinh p, _cosh py + I (VIL.10)
2 \/cosh(2pg) — cosh(2p.) 2
ep()
Considerando que pg > 1, tenemos que cosh pg ~ - De manera que
V2sinh p, cosh pg V/2sinh p,ef0 /2 .
=~ = sinh p,

\/cosh(2pg) — cosh(2p.) e2ro /2

por lo que tenemos la relacién

A
cot (20) = cot (7;[) ~ sinh p,. (VIL11)

Ahora ya tenemos lo necesario para resolver (VII.9). Por cuestiones de simetria de la curva,
consideraremos esta integral igual a dos veces la integral con el limite inferior p; = p.. De esta

forma, obtenemos el resultado

h(2pg) — cosh(2p. 2 cosh
L,, = 2Rlog V/eosh(2pn) — cosh(2p.) + v2coshpo | (VIL12)
V2 cosh Dx
De nuevo, considerando que pg > 1 y tomando en cuenta (VII.11), tenemos que
V/cosh(2pg) — cosh(2p.) +v2coshpy /€20 /2 4 ef0 /\/2 o s <7rl>
R =efPsin| — |.
V2 cosh p, V2 cse (%) L
Por lo cual
l
L., ~2Rlog <ef’0 sin (;)) . (VIL13)

Al utilizar (VII.13), sustituir este valor en (VIL.3) y tomando en cuenta (VIL.6) (en este caso,
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efo = L/ma), obtenemos

2R ml c L ml
~ PO & i ] \Y
SAN4G(3) log (e sm<L>> = 31og (mzsm(L>>’ (VIL.14)
N

que coincide precisamente con el resultado (VII.1) obtenido a partir de la CFT.

La relacién (VII.3) sugiere que la geodésica (o superficie minima en el caso de més dimensiones)
~v4 es andloga a un horizonte de eventos considerando al subsistema B como un hoyo negro, a pesar
que la divisién entre A y B es articial. En otras palabras, el observador, quien no necesariamente
tiene acceso a B, considerard y4 como una pantalla hologréafica. La superficie minima provee el

limite de entropia més preciso al fijar las condiciones de frontera.

2. Entropia de entrelazamiento a temperatura finita. Ahora nos
enfocamos en la entropia a temperatura finita. Suponemos que la distancia espacial del sistema
total L es infinitamente larga, es decir, §/L < 1. A alta temperatura, el dual gravitatorio de la

CFT es el hoyo negro de BTZ euclidiano con la métrica dada por

2

2 22472 2, .2 2
ds” = (r* —ri)dr" + T,z dr® + rody”. (VIL.15)
+
El tiempo euclidiano esta compactificado como 7 ~ 7 + % para obtener una geometria suave,

R

ademads de la periodicidad ¢ ~ ¢+ 27. Es posible encontrar la relacién ﬁ = — < 1l entrela CFT
T+

y el hoyo negro.

El subsistema A estd definido por 0 < ¢ < 2wl/L en la frontera. Entonces esperamos que la
entropia pueda ser computada de la distancia geodésica entre los puntos de frontera ¢ = 0,2nl/L

en un tiempo fijo. En ete caso, el largo de la geodésica estatica estd dado por

rs R2 dp\?
L, :/ dr \/7’2 e (m«) . (VIL16)

En este caso, de nuevo tenemos un limite (cutoff) en el radio. También podemos considerar de

. . . .. dr
nuevo un valor minimo para el radio, r,, e imponer la condiciéon de frontera —| = 0. De forma
Pl
similar a como trabajamos en las coordenadas globales, podemos llegar a

Ap

Tx

= R/ dr
2 e 02— 1) - )

Rr 11 r2 2
= (12 2.9 £
27"2 1( a272’ ,7‘277"2>

To

T x
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~ I <T+> (VIL17)
Ty T

donde Fj es una funcién hipergeométrica de Appell de dos variables. Ademas, en la tltima linea

se hizo una aproximacion a partir del hecho que consideramos ry > 1. De esto, se tiene que

re = 74 coth (g) , (VIL.18)

con temperatura inversa S = RL/r,. Ahora, la integral de longitud de la geodésica

r

L,, = 2R/ dr
r e )

= 2Rlog <\/7“2 —ri4\r?— rf) ‘:O
A3 —12 \rE -
9Rlog | L T Y0 . (VIL19)

2 2
r ry

i —

Al utilizar la relacién (VIL.18) y el hecho que 7 >> 1, tenemos

2 _ .2 2 _ 2
o — Ty Ty T ~ \/ T(% + T% _ 2& sinh <7Tl> ) (VII20)
ri-ri \/7'_2|r coth? (%l) —r3 T b
De esta forma, tenemos que
2 l
L., ~ 2Rlog (TO sinh (”)) . (VIL.21)
T+ B

r
Al hacer la relacién rq = ;—B, es posible utilizar (VIL.3) para calcular la entropia de entrelaza-
Ta

miento y asi obtener

2R 2rg . <7rl>) c (ﬂ . <7rl>)
Sp~ ——=1log| —sinh [ — =—log| —sinh | — )], VIIL.22
AT (u 5)) 3% \ma™\ B (VIL22)

acorde a lo desarrollado en Ryu y Takayanagi (2006).

3. Entropia de entrelazamiento a temperatura cero. En este caso,
nos interesa la entrofa de entrelazamiento S4 en un sistema infinitamente largo cuando A es un
intervalo de largo 1/2 (Nishioka, Ryu y Takayanagi, 2009). Estos cdlculos y andlisis son posibles
en la métrica de Poincaré

ds? = R?272(d2* — da} + dr?). (VIL.23)
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Definimos el subsistema A por la regiéon —1/2 < r < [/2 en la frontera z = 0. La curva de la

geodésica v, estda dada por la parametrizacion
l .
(r,z) = i(cos s,8in s), (e<s<m—e), (VIL.24)

donde el infinitesimal € es el cutoff UV € ~ 2a/l (o equivalentemente zyy ~ a). Obtenemos la

entropia de forma sencilla

SA — YA

= —log-. (VIL.25)
a

Este resultado concuerda con (VIL.1) en el limite de ! pequena. De hecho, al considerar (VII.14)
con L > | (que es el caso actual en que el sistema es infinitamente largo y a temperatura cero), se

obtiene (VIL.25) al hacer la expansién

L . (al\ L[« 1 [(a\° N
S S (A I [ e
Ta L ma | L 6\ L
donde solo el primer término de la expansién se mantiene y es igual a [ /a.

Al considerar (VII.22), ya estamos tomando en cuenta un sistema infinitamente largo. Al hacer

T — 0 (es decir, § — o), tenemos que de la expansién

3
5 . wl B |wl 1 [«
Zognh (=)= 2 | (22 o
ma St 153 wa | B + 6\ +
sobrevive tinicamente el primer término igual a [/a, de forma que se obtiene de nuevo el resultado

(VIL.25).

Al perturbar una CFT mediante una perturbaciéon relevante, el flujo del grupo de renormali-
zacion lleva a la teorfa a una punto fijo IR (infrarrojo) trivial. Denotamos el largo de correlacién
como &. En el dual de AdS, esta deformacién masiva corresponde a no tomar en cuenta la regién

IR, restringiendo los valores permitidos de z a z < £. En el limite de [ grande, encontramos

2¢/1
g, = L / A5 _ C1og b, (VIL26)
463 J.  sins 6 Ta
N
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Este resultado concuerda con el resultado obtenido de la CFT con A = 1. (Ryu y Takayanagi, 2006)

Asi, vemos que los resultados aqui obtenidos y replicados de Ryu y Takayanagi (2006) son
satisfactorios: (VII.14), (VI1.22), (VIL.25) y (VIL.26) concuerdan con (VIL1) y (VIL2) en sus

respectivos casos al utilizar la férmula de Ryu y Takayanagi (VII.3).



VIIIL CONCLUSIONES

Ryu y Takayanagi (2006) propusieron una férmula a partir de la correspondencia AdS/CFT
para calcular la entropia de entrelazamiento de un sistema en una teoria de campo conforme en
141 dimensiones al traducir el problema a un espacio anti de-Sitter de 2+1 dimensiones. En el
caso de un sistema a temperatura finita, la superficie minima envuelve una fraccién del horizonte
del hoyo negro y esta parte es responsable por la contribucién térmica. Este logro da evidencia de
la validez de la conjetura de Maldacena, la correspondencia AdS/CFT, y dio paso a que resurgiera
el interés en el principio holografico para cédlculos de entropia de entrelazamiento, una cantidad
cada vez mds importante en varias ramas de la Fisica, especialmente en la fisica de la materia

condensada.

En este trabajo, se logré hacer el desarrollo de los calculos correspondientes a este tema para
replicar los resultados obtenidos por estos dos cientificos: los cédlculos realizados por cuenta propia
llevaron a los resultados (VII.14), (VI1.22), (VIL.25) y (VII.26) haciendo uso de la férmula de Ryu
y Takayanagi (VIL.3); estos concuerdan con (VIL.1) y (VII.2) en sus casos respectivos.

Lo anterior permitié que se cumpliera el objetivo de calcular de forma hologréfica la entropia
de entrelazamiento en teorias conformes (1+41)-dimensionales mediante su reformulacién en grave-
dad (241)-dimensional a temperatura finita. El otro objetivo también se logré y fue esencial para
llegar al resultado del primer objetivo: se realizé un resumen no exhaustivo de informacién necesa-
ria para comprender los diversos temas que estan relacionados en el marco de la correspondencia
AdS/CFT: la relatividad general y sus soluciones de hoyos negros, especialmente en tres dimen-
siones donde se tiene el caso especial del espacio AdS3 y que también posee la solucién del hoyo
negro de BTZ; el entrelazamiento cudntico, un fenémeno comin en los sistemas cuanticos y que
se cuantifica mediante la entropia de entrelazamiento. Esta entropia en general no es sencillo cal-
cularla, pero en una teoria conforme, las simetrias y propiedades del tensor de energia-momentum
permiten computar este valor, como lo obtuvieron Calabrese y Cardy (2004). Por ltimo, junto a
los resultados principales en el dltimo capitulo, se logré dar detalles y una descripcion de cuestiones

importantes sobre AdSs/CFTs,.
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X. APENDICE

A. Geometria diferencial

1. LQUé es una variedad? Una variedad (o variedad diferenciable) es uno de
los conceptos fundamentales en matemaética y fisica. Esta surge ya que, claramente, existen otros
espacios ademds de R™ (tales como esferas) que intuitivamente consideramos como “curvados” o
que quizds son topolégicamente complicados, sobre los quisiéramos realizar operaciones que son
posibles en un espacio euclidiano n-dimensional, como la diferenciacién, integracién, propiedades
de funciones, etc. Por ello, es necesaria la nociéon de variedad, que corresponde a un espacio que
puede ser curvo y tener una topologia complicada, pero que en regiones locales se parece a R™.
Aqui, “se parece a” no quiere decir que la métrica es la misma, sino que mé&s nociones primiti-
vas como funciones y coordenadas funcionan de forma similar. La variedad entera se construye
al pegar topoldgicamente estos “parches” que son las regiones locales. La dimensionalidad n del
espacio euclidiano que se utiliza debe ser la misma para cada parche de la variedad; asi, decimos
que la variedad es de dimensién n. De esta forma, es posible analizar funciones en tal espacio al

convertirlas (localmente) en funciones en un espacio euclidiano.

Algunos ejemplos de variedades: R™, como la recta (R), el plano (R?), etc; la n-esfera S™, como
el circulo S*, y la 2-esfera S?; el n-toro T™, que resulta de tomar un cubo n-dimensional e identifi-
car sus lados opuestos; una superficie de Riemann de género g que es esencialmente un 2-toro con
g agujeros en vez de solo uno; un conjunto de transformaciones continuas tales como rotaciones en
R™; el producto directo de dos variedades es una variedad. Espacios como una recta unidimensio-
nal que atraviedad un plano bidimensional, dos conos pegados en sus vértices, o incluso un cono

bidimensional son ejemplos de espacios que no son variedades ya que localmente no se parecen a R™.

A partir de la nocién de variedad, es necesario formalizar a qué nos referimos con “se parece
localmente a R™” y “parches pegados”. Uno de los conceptos mds importantes es el de mapeo
continuamente diferenciable, que consiste en un mapeo ¢ : R™ — R” que es infinitamente di-
ferenciable (es decir, puede derivarse cuantas veces se quiera y sus derivadas son continuas. La

notacién para estos mapeos es C'™).

Dos conjuntos M y N son difeomorfos si existe un mapeo C*°, ¢ : M — N con un C'*° mapeo
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inverso ¢~ : N — M; ¢ se denomina difeomorfismo. Esta es la mejor nocién que tenemos para

afirmar que dos espacios son “lo mismo” como variedades.

Una carta o sistema de coordenadas consiste en un subconjunto U C M junto a un mapeo
uno-a-uno ¢ : U — R™, tal que la imagen ¢(U) es abierta en R™. Podemos afirmar que U es un
conjunto abierto en M. Un atlas C* es una coleccién indexada de cartas {(Uy, ¢o)} que satisface

dos condiciones:
L JUa =M.
(6%

2. Si dos cartas se traslapan U, N Ug # 0, entonces el mapeo (¢q © (/551) manda los puntos en
#3(Uy NUg) C R™ sobre un conjunto abierto ¢ (Us, NUg) C R™, y todos los mapeos deben

ser C*° donde estdn definidos.

Por lo que una carta es lo que normalmente consideramos un sistema de coordenadas sobre un
conjunto abierto, mientras que un atlas es un sistema de cartas que estan relacionadas de forma

continuamente diferenciable en sus traslapes.

Por lo tanto, una variedad C°° n-dimensional es simplemente un conjunto M junto a un atlas
maximal, que es aquel que contiene todas las posibles cartas compatibles. Es posible reemplazar
C° por CP, con p € N en la definicién anterior, suponiendo que la variedad es diferenciable tantas
veces como sea necesaria para la aplicacién considerada. El requisito de que el atlas sea maximal
es tal que dos espacios equivalentes equipados con distintos atlas no cuentan como variedades di-
ferentes. Esta definicién captura en términos formales la nocién de un conjunto que localmente
se parece a R™. Otra caracteristica importante es que, en general, las variedades no pueden ser
cubiertas con un solo sistema de coordenadas, y por ello se hace importante el concepto de cambio
de coordenadas. Sin embargo, es conveniente trabajar con una sola carta y solo mantener cuidado

del conjunto de puntos que no estan incluidos en este.

La regla de la cadena es una parte del calculo convencional esencial para trabajar con
variedades. Sean f : R™ — R" y g : R® — R! mapeos, y la composicién (go f) : R™ — R!. Es
posible etiquetar los puntos en cada espacio en términos de componentes: % en R™, 4% en R, y
2¢ en R!, donde los indices abarcan un rango de valores apropiado. La regla de la cadena relaciona
las derivadas parciales de la composicién a las derivadas parciales de los mapeos individuales:

. 8fb agc
awa(gof) N — Ox° Oyb

(X.1)
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Usualmente abreviado como
0 oft o
= T X.2
Ox® —~ Ox° oyt (X2)

Recordemos que cuando m = n, el determinante de la matriz 9y®/9x% es llamado el Jacobiano

del mapeo, y el mapeo es invertible cuando el Jacobiano es distinto de cero. (Carroll, 2004)

2. Vectores y vectores duales. Un vector es un objeto geométrico bien defi-
nido, asi como un campo vectorial, definido como el conjunto de vectores con exactamente uno
en cada punto de una variedad (en este caso, del espacio-tiempo). En la estructura de espacio-
tiempo (que es una variedad), los vectores son de cuatro dimensiones, por lo que se denominan
4-vectores. Cada vector esta localizado en un punto dado del espacio-tiempo. De hecho, a cada
punto p en el espacio-tiempo, asociamos el conjunto de todos los vectores posibles localizados en
ese punto; este conjunto es conocido como el espacio tangente a p, o T},. El conjunto de todos los
espacios tangentes de una variedad n-dimensional M forman una variedad 2n-dimensional llamada

el fibrado tangente, T'(M).

, Cémo se construye el espacio tangente a un punto p en una variedad M, usando propiedades
intrinsecas a la variedad? Considérese el conjunto de todas las curvas parametrizadas a través de
p, es decir, el espacio de todos los mapeos (no degenerados) v : R — M tal que p estd en la imagen
de 7. Definase F como el espacio de todas las funciones continuamente diferenciables en M (eso

es, mapeos C*° f: M — R).

Notamos que cada curva (con A un pardmetro a lo largo de la curva) a través de p define
un operador en este espacio, la derivada direccional, que mapea f — df /d\ en p. Asi, el espacio
tangente T}, puede identificarse como el espacio de operadores de derivadas direccionales a lo largo
de las curvas que pasan por p. La base de coordenadas para T, es €(,,) = 0, y formaliza la nocién de
hacer que los vectores base “apunten” hacia uno de los ejes coordenados. Asi, cualquier elemento
d/dX € T, puede escribirse como

d daxt

5= (X.3)

gracias a la regla de la cadena. La regla de la cadena también nos permite escribir la regla de

Le . . . . ’
transformacién bajo cambios de coordenadas, para pasar de un sistema x* a un nuevo sistema x* :

ozt
aﬂ/ = w&u (X4)
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Lo cual permite la transformacién de vectores V = V*0, bajo cambio de coordenadas

VEO, = V"o,
r OxH
- iz
=V ozt On
o
y, como la matriz — es invertible
ozt
’ 633“/ "

Es importante recalcar que los 4-vectores (y tensores) no necesariamente cambian sus compo-
nentes al cambiar de coordenadas, sino cambian sus componentes frente a un cambio de base en
el espacio tangente; pero hemos decidido usar las coordenadas para definir nuestras bases. Por lo

tanto, un cambio de coordenadas induce un cambio de base.

Dado un espacio vectorial, podemos definir otro espacio vectorial asociado (de igual dimensién)
conocido como el espacio vectorial dual, usualmente denotado por un asterisco; por ejemplo,
el dual de T, es denotado por T y se denomina el espacio cotangente. El espacio dual es el
espacio de todos los mapeos lineales del espacio vectorial original a los nimeros reales; es decir, si

w € T} es un vector dual, este actia como un mapeo tal que
w(aV 4+ W) = aw(V) + bw(W) € R (X.6)

donde V,W € T, y a, b son escalares (por ejemplo, nimeros reales). Estos mapeos por si mismos

forman un espacio vectorial, por lo que si w,n son vectores duales
(aw +nn)(V) = aw(V) + bn(W) (X.7)
Asi, introducimos el conjunto de vectores duales base 6™ que cumplan
0% (éq) = 0, (X.8)

Por lo que todo vector dual puede ser escrito en términos de sus componentes, que estan
etiquetadas con subindices:

w = w, " (X.9)

Usualmente, solo se escribe w, en analogia a los vectores, para referirse a un vector dual
completo. De hecho, los elementos de 7}, son denominados vectores contravariantes, mientras

que los de T} son los vectores covariantes. Otro nombre para los vectores duales es 1-forma.
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De hecho, es posible pensar en los vectores como mapeos lineales sobre los vectores duales,
Vw)=wlV)=w, V" eR (X.10)

Por lo que el espacio dual del espacio vectorial dual es el espacio vectorial original. Ademas, en
analogfa al fibrado tangente, definimos el fibrado cotangente T*(M) como el conjunto de todos
los espacios cotangentes en M. La accién de un campo vectorial dual sobre un campo vectorial no
es un solo nimero, sino un escalar (funcién) en el espacio-tiempo. Un escalar es una cantidad sin
indices que no cambia bajo cambio de coordenadas; es un mapeo independiente de coordenadas

del espacio-tiempo a los ntimeros reales.

En el espacio-tiempo, el ejemplo mas simple de un vector dual es el gradiente de una funcién
escalar, que es el conjunto de derivadas parciales con respecto a las coordenadas del espacio-tiempo,
denotado por

b
do = a—iew (X.11)

La regla de la cadena para derivadas parciales facilita la regla de transformacién de las com-

ponentes de los vectores duales:
99 _ Ozt 99

Oxr  Oxk dxk

(X.12)

que se cumple en general para cualquier vector dual bajo cambio de coordenadas. También se

tiene la notacion para derivadas parciales

0
% = u¢ = ¢v,u (X'13)

Aunque z* tenga superindice, cuando estd en el denominador de una derivada esto implica un
subindice en el objeto resultante, por lo cual se utiliza J,,. Nétese que el gradiente de hecho actia
en forma natural sobre un vector, por ejemplo el vector tangente a una curva. El resultado es una
derivada ordinaria de la funcién a lo largo de la curva:

Ot _ do

b = = (X.14)

3. Tensores y densidades tensoriales. Un tensor T de rango (k,l) es un

mapeo multilineal de una colecciéon de vectores duales y vectores a R:

T:Tyx - xTyxTyx-xT, =R (X.15)

Asi, un escalar es un tensor de tipo (0,0), un vector es un tensor de tipo (1,0) y un vector dual
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es un tensor de tipo (0,1). El espacio de todos los tensores de un rango fijo (k,1) forma un espacio
vectorial. Para construir una base para este espacio, es necesario definir una operaciéon conocida
como producto tensorial, denotada por ®. Si T es un tensor (k,l) y S es un tensor (m,n),

definimos el tensor T'® S de rango (k + m,l+ n) por

T 5 (W), wh) whtm v y® | ytm)

= T (0D, ooy w® VO VO 5§ (D, btm) yaD | pam) (X.16)

con w®, V@ distintos vectores duales y vectores. En otras palabras, primero se opera T' sobre
el apropiado conjunto de vectores y vectores duales, y luego se opera S sobre el resto, y luego se
multiplican las respuestas. En general, el producto tensorial no conmuta. La base para el espacio

de todos los tensores (k,!) consiste en todos los tensores de la forma
é(m)®"’®é(uk)®é(yl)®"'®é(w) (X.17)
En notacién de componentes, escribimos un tensor arbitrario como
T=TH "M, ) @ @ e ® ) g ... 0o (X.18)

O, alternativamente, podemos definir los componentes al operar el tensor sobre los vectores y
vectores duales base:

TRk :T(9(“1),,_,,9(“’“),é(,,1),...7é(l,l)) (X.19)

V1Y

Generalmente denotaremos el tensor T por sus componentes. Un tensor (k,1) tiene k superindi-
ces y [ subindices. El orden de los indices es importante, ya que el tensor no necesariamente actia
de la misma manera sobre sus varios argumentos. Las componentes de un tensor cumplen con la

regla de transformacién bajo cambio de coordenadas:

’ ’
o i vy vy
el _ Oxtr Qxtv Oz oz
T gl = .. T i (X.20)
Vi Qgtr Qxbe Qg1 Qav

Ahora, consideramos la operacién de contraccién, que vuelve un tensor (k,1) en uno (k—1,1—
1). La contraccién procede al sumar sobre un superindice y un subindice (notacién de Einstein:

suma sobre indices repetidos)

See = uve (X.21)

Solo estd permitido contraer un superindice con un subindice, de lo contrario no se obtendria

un tensor bien definido. El orden de los indices importa, por lo que se pueden obtener diferentes
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tensores al hacer la contraccion de distinta manera
THYP £ THPY (X.22)

Decimos que un tensor es simétrico en cualquiera de sus indices si no cambio bajo el inter-

cambio de esos indices. Asi, por ejemplo, si
S/wp = Svup

decimos que S,,, es simétrico en sus primeros dos indices. De forma similar, un tensor es
antisimétrico en cualquiera de sus indices si su signo cambio al intercambiar tales indices, como

en el caso de
A —A

prp = UL

que es antisimétrico en su primer y tercer indice. Si un tensor es (anti-)simétrico en todos sus
indices, simplemente decimos que es (anti-)simétrico. Dado cualquier tensor, es posible simetrizar
(o antisimetrizar) cualquier cantidad de sus indices. Para simetrizarlo, se toma la suma de todas

las permutaciones de los indices relevantes y se divide por el nimero de términos

1
T 7 = = (Tyypo-pnp ° +suma sobre las permutaciones de los indices g1 - - - ftr,)

B2 )P nl
(X.23)
Mientras que la antisimetrizacién se hace mediante la suma alternante, es decir, que las per-
mutaciones que son el resultado de una cantidad impar de intercambios de indices tienen un signo

menos:

1
= — (T, po--punp © + suma alternante sobre las permutaciones de los indices ju1 - - - i)

T [ea
[apz--pnlp n!

(X.24)

Noétese que los paréntesis denotan simetrizaciéon, mientras los corchetes denotan antisimetri-

zacfon. Si queremos (anti-)simetrizar indices que no estdn a la par uno de otro, se utilizan barras

verticales para denotar a los indices que no estan incluidos en la suma:
1
Tttt = 5 (Lavp + Toup) (X.25)

Si contraemos sobre un par de superindices simétricos en un tensor, solo la parte simétrica de
los subindices contribuiran

X(W)YW = X(W)Y(W) (X.26)

sin importar las propiedades de simetria de Y, (y se cumple de forma andloga para indi-
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ces antisimétricos, o si son subindices los simétricos). Para cualesquiera dos indices, es posible

descomponer un tensor en sus partes simétrica y antisimétrica
TMVpO’ = T(Mu)po' + T[p,l/]pa (X27)

pero esto en general no serd cierto para tres o méas indices.

Ahora, consideremos el simbolo de Levi-Civita, completamente antisimétrico, definido por

+1 sipqps - ines una permutaciéon par de 01---(n — 1)
€prpzpn = —1 sl pipe - ppes una permutacién impar de 01--- (n — 1)

0 de otro modo

Por definicién, el simbolo de Levi-Civita tiene las componentes especificadas anteriormente
en cualquier sistema de coordenadas. Se llama “simbolo”, por supuesto, porque no es un tensor;
estd definido de tal forma que no cambie por transformaciones bajo cambio de coordenadas. Sin

embargo, notemos que, dada cualquier matriz M* M el determinante |M| obedece

= — M1 Hn
euimuﬂM‘ =€y M Y M u (X.28)
.7 . . . ’
que es una expresion para el determinante de cualquier matriz. Al hacer M /’j, = Ozt /Oxt |
tenemos
7

_ oxt | _ ozt Oxtn (X.29)

€,,’ eeyy! — — | € . —_— e —— .

K1 My 8.’);‘” M1 fn 8.’1}'“'/1 8:6”{”

donde se utilizé el hecho que el determinante de una matriz inversa es el inverso del deter-
minante. Nétese que el simbolo de Levi-Civita se transforma de una manera similar a la ley de
transformacién tensorial, excepto por el determinante al frente. Los objetos que se transforman en
esta manera son conocidos como densidades tensoriales. Otro ejemplo es el determinante de la

métrica, g = |gu.|, que bajo transformacién de coordenadas

-2

Foa
g(z")

OxH

g(a') =

Por lo que g tampoco es un tensor y se transforma de manera similar al simbolo de Levi-Civita,
excepto que el Jacobiano estd elevado a la potencia -2. La potencia a la cual esté elevado el Ja-
cobiano es conocida como el peso de la densidad tensorial. El simbolo de Levi-Civita tiene una

densidad de peso 1, mientras que g es una densidad escalar de peso -2.

Hay una forma simple de convertir una densidad en un tensor: multiplicarla por |g|*/2, donde
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w es el peso de la densidad. El resultado se transformara de acuerdo a la ley de transformacién

tensorial. Asi, por ejemplo, podemos definir el tensor de Levi-Civita mediante

Cureepin = V19| €y (X.30)

Por ultimo, es necesario mencionar a un tensor muy importante que se reconoce como en tensor

identidad. Este es el tensor delta de Kronecker de tipo (1,1). (Carroll, 2004)

4. La métrica. El tensor de métrica es un objeto esencial en un espacio curvo y se
denota por g,,,,. Este es un tensor (0,2) simétrico, usualmente no degenerado (aunque no siempre),
es decir, su determinante g = |g,, | no se anula. Esto permite definir la métrica inversa (también
simétrica) mediante

9" o = rog™ = 64 (X.31)

La métrica y la métrica inversa permiten subir y bajar indices sobre otros tensores. Es decir,

dado un tensor 7°° 460 S€ puede utilizar la métrica para definir nuevos tensores:
afp apf
T = ¢g"T »
B _ aB
Tu o IuaT Y6
s
T," = Guagupg” 9" T 5 (X.32)

También sirven para calcular la traza de un tensor (1,1), (0,2) o (2,0)
X =Xy =X =" X (X.33)

La accién de la métrica sobre dos vectores es el producto interno (o producto escalar, o

producto punto):

gV, W) = g VIW? =V - W (X.34)

La norma de un vector estd definida como el producto interno del vector consigo mismo
9/ VH*VY; a diferencia de un espacio euclidiano, este niimero no necesariamente es positivo defini-

do y cumple con los criterios de clasificacién de (I1.6).

Sabiendo que dz* es un vector dual base, se vuelve natural utilizar los términos “métrica” y

“elemento de linea” como sinénimos, donde el elemento de linea estd dado por

ds® = g, datdz” (X.35)
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En esta notacién, ds? no se refiere al diferencial o cuadrado de algo, sino es una convencién
notacional para el tensor de métrica, que es un mapeo multilineal de dos vectores a los niimeros
reales. Mientras que (dx)? se refiere al (0,2) tensor dz ® dr. Una caracterizacién 1til de la métrica
se obtiene al llevar g,, a su forma canénica. En esta forma, las componentes de la métrica se
vuelven

g = diag(—1,—1,...,—1,+1,+1,....,41,0,0, ..., 0) (X.36)

La firma de la métrica es el nimero tanto de eigenvalores positivos como negativos. Si uno
de los eigenvalores es cero, la métrica es degenerada y no existe la métrica inversa. Si la métrica
es continua y no degenerada, su firma serd la misma en todo punto. En relatividad general, es
comun lidiar con métricas continuas no degeneradas. Si todos los signos son positivos, la métrica
es euclideana o de Riemann (o positiva definida), mientras que si hay un solo signo menos, se
llama de Lorentz o pseudo-Riemanniana, y cualquier métrica con algunos +1’s y algunos -1’s

es llamada indefinida.

Por 1ltimo, es importante el hecho que siempre es posible llevar a la métrica a su forma candnica.
De hecho, siempre es posible hacerlo en algin punto p € M, pero en general solo serd posible en
ese punto, no en alguna vecindad de p. Aunque se puede lograr algo mejor que esto, pues resulta
que en cualquier punto p existe un sistema de coordenas z# en el cual gpp toma su forma candnica
y la primera derivada Js¢;p se anula (mientras que las segundas derivadas 0;059.» no pueden

fijarse todas como cero):

950 (P) = Navs O59u0(p) =0 (X.37)

Tales coordenadas son conocidas como coordenadas localmente inerciales, y sus vectores
base asociados constituyen un marco de Lorentz local; es comin colocar sombreros sobre los
indices al utilizar estas coordenadas especiales. Nétese que en las coordenadas localmente inercia-
les, la métrica en p luce localmente como la del espacio plano hasta primer orden. Esta es la nocién
rigurosa de que regiones del espacio-tiempo suficientemente pequenas lucen como espacio plano
(de Minkowski). Tampoco hay dificultad en construir simultdneamente conjuntos de vectores base
en cada punto en M tal que la métrica tome su forma candnica; el problema es que en general no

habra un sistema de coordenadas del cual esta base pueda obtenerse. (Carroll, 2004)

5. Formas diferenciales. Las formas diferenciales son una clase especial de
tensores. Una p-forma diferencial es simplemente un tensor (0,p) que es completamente antisimétri-
co. Por ejemplo, los escalares son O-formas, los vectores duales son 1-formas, y el tensor de Levi-
Civita es una 4-forma. El espacio de todas las p-formas se denota AP, y el espacio de todos los

campos de p-formas sobre una variedad M se denota AP(M). El nimero de p-formas linealmente
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n!

independientes en un espacio vectorial n-dimensional es . Asi, en un punto sobre un

| —n)!
pl(n —p)!
espacio-tiempo de cuatro dimensionaes solo hay una 0O-forma linealmente independiente, cuatro
1-formas, seis 2-formas, cuatro 3-formas y una 4-forma. No hay p-formas para p > n, ya que
todas las componentes seran automaticamente cero por antisimetria. Una ventaja de las formas

es que pueden ser diferenciadas e integradas sin la ayuda de alguna estructura geométrica adicional.

Dada una p-forma A y una ¢-forma B, podemos formar una (p + ¢)-forma conocida como el

producto exterior A A B al tomar el producto tensorial antisimetrizado:

(AAB) sy = %A[m~~upBup+1~~up+q] (X.38)
Por ejemplo, el producto exterior de dos 1-formas es
(ANB)u, =A,B, — A B,
Noétese que
ANB=(-1)""BAA (X.39)

La derivada exterior d permite diferenciar campos de p-formas para obtener campos de
(p+ 1)-formas. Esta estd definida como una derivada parcial apropiadamente normalizada y anti-

simetrizada

(dA)ltl-“lthA = (p + 1)8[;L1Auzmpp+1] (X40)

El ejemplo mas simple es el gradiente, que es la derivada exterior de una 0-forma:

(o) = 0o (X.41)

Las derivadas exteriores obedecen una versién modificada de la regla de Leibniz al ser aplicadas

a un producto de una p-forma w y una ¢-forma n:
dwAn) = (dw) An+ (=1)? wA (dn) (X.42)

La derivada exterior es un tensor bien definido, ain en espacio-tiempo curvos. La diferenciacion

exterior cumple, para cualquier forma A,
d(dA) =0 (X.43)

que se escribe como d? = 0. Esta identidad es conscuencia de la definicién de d y el hecho de

que las derivadas parciales conmutan. Definimos una p-forma A como cerrada si dA = 0, y exacta
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si A = dB para alguna (p — 1)-forma B.

Otra operacién sobre formas diferenciales es la dualidad de Hodge. Se define el operador

estrella de Hodge sobre una variedad n-dimensional como un mapeo de p-formas a (n — p)-formas,

1 ...
Ay oopt—yy = Hem 7 e tin—p Avg oy (X.44)

que mapea A a “A dual”. A diferencia de otros operadores sobre formas, el dual de Hodge
depende de la métrica de la variedad. Aplicar dos veces la estrella de Hodge retorna la forma

original ya sea positiva o negativa:
xx A= (71)S+p(”*P)A (X45)

donde s es el nimero de signos menos en los eigenvalores de la métrica. La dualidad en el sen-
tido de Hodge es distinta de la relacién entre vectores y vectores duales. La idea de dualidad es la
de una transformacién de un espacio a otro con la propiedad de que al hacer la transformacién dos
veces se obtiene de regreso el espacio original. Un requerimiento de las dualidades entre espacios
vectoriales es que los espacios original y transformado tengan la misma dimension, lo cual sucede

también para los espacios de p- y (n — p)-formas.

En espacios euclidianos tridimensionales, el dual de Hodge del producto exterior de dos 1-formas
da otra 1-forma:

«(UAV) =" UV, (X.46)

Que representa el producto cruz convencional entre vectores de tres dimensiones. (Carroll, 2004)

6. Conexiones de Christoffel y derivada covariante. En el espacio
palno de coordenadas inerciales, el operador de derivada parcial d,, es un mapeo de campos tenso-
riales (k,1) a campos tensoriales (k,l + 1), que actiia linealmente sobre sus argumentos y obedece
la regla de Leibniz sobre productos tensoriales. Todo esto sigue siendo cierto en situaciones més
generales, pero el mapeo provisto por la derivada parcial depende del sistema de coordenadas uti-
lizado. Se busca definir un operador de derivada covariante V para que cumpla las funciones
de la derivada parcial, pero en una manera independiente de las coordenadas. Asi, se requiere que
V sea un mapeo de campos tensoriales (k,1) a campos tensoriales (k,! + 1) que cumpla con las

propiedades:
1. Linealidad: V(T + S) = VT + VS

2. La regla del producto de Leibniz: V(T ® S) = (VT) @ S+ T ® (VS).
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Para que V obedezca la regla de Leibniz, esta puede ser escrita como la derivada parcial mas
alguna transformacion lineal que funja como coreccién para hacer el resultado covariante. Lo que
esto quiere decir es que para cada direccion u, la derivada covariante V, estard dada por la
derivada parcial 0, mds una correccion especificada por un conjunto de n matrices I'f,;, que son

los coeficientes de conexién. Asi, para un vector se cumple

VW VY =09, VY + T,V (X.47)

Cabe resaltar que los coeficientes de conexién no son componentes de un tensor, por lo cual no

importa el orden de colocacién de los indices y no vale la regla para subir y bajar indices.

Buscamos que (X.47) cumpla con la ley de transformacién tensorial (X.20), y que ademds V:

A

3. conmute con contracciones: V,(T? ) = (VT),*\,

4. se reduzca a la derivada parcial en escalares: V¢ = 0,,¢

Bajo las dos condiciones anteriores, es posible expresar la derivada covariante de una 1-forma

usando los mismos coeficientes de conexion que para los vectores, solo que con un signo menos:
_ A
Vuwy = 0wy — I wa (X.48)

Lo cual indica que los coeficientes de conexién contienen toda la informacién necesaria para

tomar la derivada covariante de un tensor de rango arbitrario:

K12 Pk — Hip2: ok
V‘TT ViV Up - aO'T Viva-1y
M A2 f K2 o A fu ..
+rmT vy +TIAT vy T
A 12 [k A 12 ik
7Fm/1T Avgeyp FUI/QT vy, (X49)

Una notacién alternativa es la de punto y coma para derivadas covariantes (similar a la notacién

de coma para derivadas parciales):

VUTMIW'“IMc = THik2Hi (X.50)

viva-v; viva: Vo

Buscamos definir una conexién tnica en una variedad con métrica g, al introducir las propie-

dades:

i s4ne TX  — T
= libre de torsion: I';, = I'C,

= Compatible con la métrica: V,g,,, = 0



88

Una conexién es compatible con la métrica si la derivada covariante de la métrica con
respecto a esa conexion es cero en todas partes. Esto permite que la derivada covariante conmute

con subir y bajar indices. Asi, para un campo vectorial V>
9 VoV =V, (g V) =V, V, (X.51)
La conexién que cumple con las condiciones anteriores estd dada por

1
Ffw = iggp(a,ugup + augp# - apg;w) (X52)

Esta conexion es conocida por diferentes nombres: conexion de Christoffel, conexién de Levi-
Civita, conexién de Riemann. Los coeficientes de conexién asociados son llamados simbolos
de Christoffel. El estudio de variedades con métrica y sus conexiones asociadas se denomina
geometria de Riemann, o a veces pseudo-Riemanniana cuando la métrica tiene firma de Lorentz.

(Carroll, 2004)

7. Tensor de curvatura de Riemann. El tensor de Riemann cuantifica
la curvatura de una variedad y estéd derivado de la conexién. Este tensor, también llamado tensor
de curvatura, estd dado por

Rpo’u,l/ = aﬂrllja - aVFZo’ + FZAFf/\U - Fﬁ)\rﬁ(f (X53)

El tensor de Riemann es antisimétrico en sus ultimos dos indices

R, =—-R',,, (X.54)

Noétese que el vector de Riemann estd construido a partir de las conexiones de Christoffel, que a
su vez estan construidas a partir de la métrica. Esta relacién permite saber que, si existe un sistema
de coordenadas en el que las componentes de la métrica son constantes, el tensor de Riemann es
cero; y si el tensor de Riemann se anula, siempre es posible construir un sistema de coordenadas
en el que las componentes de la métrica son constantes. Estas afirmaciones se restringen a regiones
de la variedad que estan simplemente conectadas. Asi, el tensor de Riemann nos da una respuesta
a la pregunta de si una métrica complicada es secretamente la métrica del espacio plano en un
sistema de coordenadas perverso: si calculamos el tensor de Riemann para tal métrica y este se

anula, entonces sabremos que la métrica es plana; de lo contrario, hay curvatura.
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Otras propiedades del tensor de Riemann incluyen: es antisimétrico en sus primeros dos indices
Rpopy = —=Roppv (X.55)

Es invariante ante el intercambio del primer par de indices con el segundo par:
Roopw = Ryuwpo (X.56)

Ademas,

Rp[o';uj] = Rpoul/ + Rp;wa + Rﬂ””ﬂ =0 (X57)

La parte totalmente antisimétrica del tensor se anula
Ripoyu) =0 (X.58)

Utilizando técnicas de conteo y estas simetrias, es posible saber que hay %nQ(n2 — 1) com-
ponentes independientes del tensor de Riemann. El tensor de Riemann también cumple con la
identidad de Bianchi

VixBooluw =0 (X.59)

La siguiente contraccién del tensor de Riemann nos da el tensor de Ricci

R,, =R (X.60)

8%

que es la Unica contraccién independiente, pues todas las demds contracciones del tensor de
Riemann se hacen cero o estdn relacionadas a esta. Este tensor es simétrico como consecuencia de
las simetrias del tensor de Riemann. La traza del tensor de Ricci se conoce como el escalar de
Ricci o escalar de curvatura:

R=R', =g"R,, (X.61)

El tensor y el escalar de Ricci contienen toda la informacién acerca de trazas del tensor de
Riemann, dejando las partes libres de la traza. Estas partes estdn comprendidas en el tensor
de Weyl, que es bésicamente el tensor de Riemann con todas sus contracciones removida. En n
dimensiones esta dado por

P P
Cponv = Bpopw = ——— (9plu) Bjo = gotuBl)p) + mgpwu}ﬂ (X.62)

Esta formula estd disenada para que todas las posibles contracciones del tensor de Wayl se

anulen, mientras que mantiene las simetrias del tensor de Riemann. El tensor de Weyl estd de-
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finido solo en tres o mas dimensiones, y en tres dimensiones se anula idénticamente. Una de las
propiedades mas importantes de este tensor es que es invariante ante transformaciones conformes.
Esto quiere decir que si calculamos C¥, ,,, para alguna métrica g, y luego lo calculamos para una
métrica dada por w?(7)g muy, donde w(x) es una funcién no nula arbitraria del espacio-tiempo.

Por esta razén, el tensor de Weyl también es conocido como el tensor conforme. (Carroll, 2004)
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