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Prefacio

El siguiente trabajo representa la conclusiéon de mis estudios en la Licenciatura en fisica.
Luego de cuatro anos de experiencias, tanto educativas como personales, que ahora se reflejan
en la persona que me he convertido.

Me gustaria empezar por agradecer a las personas que hicieron todo esto posible. En
primer lugar, a mis padres quienes han estado ahi desde el principio de mi vida, y quienes
sin su apoyo incondicional a lo largo de mi formacién, nada de esto estaria sucediendo. A
mis hermanos los cuales siempre me han apoyado atn en las situaciones menos favorables.
A mi familia extendida, sobre todo a mis abuelitos, por estar ahi cuando més los necesitaba
y estar siempre pendientes de mi. Los amo y son la parte més importante de mi vida.

Me gustaria agradecer a mis educadores los cuales me abrieron sus mentes y permitieron
que observara de primera mano los conocimientos que poseen, inspirando asi la ambicién
de conocer mas acerca de la realidad que nos rodea. En especial quiero agradecer a Zaida
Urrutia, persona que has seguido mi formacién desde el primer momento en el cual decidi
estudiar fisica y cuyo apoyo me ha hecho considerarla parte de mi familia y Pedro Aguilar
quien ha hecho posible la realizaciéon de este trabajo. Finalmente agradezco a todas las
personas que me permitieron ser parte de sus vidas, y quienes ahora considero mis amigos,
han llenado mi vida de una manera que no pude haber imaginado.

A lo largo de estos cuatro anios me he dado cuenta de las implicaciones que surgen a
partir de la decisiéon de continuar con mi vida educativa en un ambito que me apasiona
como los es la fisica. Pero mas alla de esto ha servido como un conjunto de experiencias
que me hace ser la persona que soy actualmente, de lo cual me siento extremadamente
agradecido y orgulloso. Aunque no todo fue como lo esperaba y algunas situaciones fueron
definitivamente menos que placenteras, tal como aquellos momentos durante la lucha por mi
salud en segundo ano, definitivamente no cambiaria nada de esto pues me hicieron crecer de
sobremanera.
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Resumen

Los estados coherentes en mecéanica cuantica se definen como aquellos que presentan
gran similitud a sus contra partes clasicas. Por ejemplo, los estados coherentes del oscilador
armoénico saturan la relacién de incertidumbre de Heisenberg, lo cual nos indica que son los
estados maés localizados en el espacio-fase. El presente trabajo hace una breve introduccién
bibliogréifica a una definicién disponible de estados anticoherentes para sistemas de espin.
Estos, en contraste con los estados coherentes, se definen como los estados mds cudnticos y
con menos caracteristicas en comun con el mundo de la mecénica clésica.

Luego de introducir el concepto de estados anticoherentes de espin se procura encontrar
algunos ejemplos de estos. Se hace uso de la condicién algebraica de 1-anticoherencia, la cual
nos indica que para considerar un estado de espin como l-anticoherente este debe satisfacer
que (S) = 0. Se presentan entonces 2 distintos procedimientos para encontrar estados de
espin que cumplan con dicha condicion.

Finalmente se puede encontrar la representacion de Majorana de los estados definidos
como l-anticoherentes. Esto es una representacion del estado sobre la esfera unitaria, donde
un estado de espin j se representa como un conjunto de 2j puntos sobre la superficie de la
2-esfera.

XI






CAPITULO 1

Introduccién

El objetivo de este trabajo es explorar el concepto de estados de espin anticoherentes, su
definicidn, la relacion de este concepto con aquel de estados coherentes y finalmente sus con-
diciones algebraicas, utilizando estas para explorar posibles estados de espin anticoherentes.
Ademas se desea utilizar la representacion de Majorana para facilitar de alguna manera esta
altima tarea.

Los estados coherentes en mecanica cuantica hacen referencia a aquellos que presentan
caracteristicas de estados clasicos, en este sentido se pueden describir como los estados cuan-
ticos mds cldsicos. Estos presentan la menor cantidad de fluctuaciones cuanticas, definidas
por la relacién de incertidumbre de Heisenberg. Los estados mezcla més clasicos se pueden
obtener como una mezcla estadistica de estados coherentes. El concepto de estados cohe-
rentes de espin entonces se puede entender como aquellos estados los cuales se asemejan lo
mas cerca posible a un vector clasico de momento angular, el cual apunta en una direccién
determinada n. Estos no es mas que una mimica de la teorfa de momento angular clasica.



Figura 1: Werner Heisenberg formul6 el principio de incertidumbre, concepto utilizado para la
definiciéon de los estados coherentes.

La definicién de estados coherentes nos permite ver la necesidad de los estados anticohe-
rentes en la mecanica cuantica actual, la cual tiene un interés en encontrar las capacidades
de un sistema cuéntico y las maneras en las cuales este difiere de un estado clasico. Un
ejemplo de esto se puede encontrar en la computacion cuantica, donde Markam y Vedral en
demostraron la resistencia al enredamiento de los estados clésicos. La importancia de esto
recae en que cualquier estado puro en computacion cuantica que no produce enredamiento
en gran escala puede ser simulado eficientemente de manera clésica.

Un ejemplo de las aplicaciones de estados anticoherentes se puede encontrar en el articulo
de Barnet, et al., . En este se describe un sistema de muchos bosones con cierto espin j que
se encuentran en un condensado de Bose-Einstein. Al momento en el cual todo el sistema
se encuentran en su estado base, es posible encontrar factores a este del producto tensorial
de estados de espin individuales. Se describi6é entonces el estado factorizable para dtomos
de espin dos, el cual resulta en un estado cuyo grupo de simetria es el grupo de simetria
de los puntos de un tetraedro. El mismo que Zimba en caracteriza como un estado
anticoherente.Otros estados anticoherentes de espin 2 aparecen asociados a fases diferentes
del condensado de Bose-Einstein. Al hacer el mismo analisis para dtomos de espin tres, los
estados factorizables presentan simetrias de varios tipos de poliedros con seis vértices. De
manera general se describe un método de clasificacion que muestra explicitamente la simetria
del espin de estos estados, mediante la representaciéon de Majorana que presentaremos en
este trabajo. .

Finalmente, gran parte de este trabajo se centra en encontrar la representaciéon de los
estados, que sean definidos como anticoherentes, sobre la esfera unitaria. Esto se explicara
con mas detalle al momento de introducir la representacion de Majorana. Por el momento



es importante que el lector este consciente que, tal como lo explica Bacry en [4], un estado
en el espacio de Hilbert H,, de dimension n se puede considerar como un conjunto de (n—1)
puntos sobre S2, esto es sobre la esfera 3-dimensional. Por ejemplo un estado de espin j se
representa como un conjunto de 2j puntos en 52

Esta tesis explorara, en modo de monografia, la informacién actual que se tiene de los
estados de espin anticoherentes, ademés de algunos algoritmos que facilitan la obtencién de
los estados anticoherentes para un espin j dado. En el segundo capitulo se presentan las
definiciones para los distintos tipos de estados coherentes, junto con algunas de sus propie-
dades. El tercer capitulo presenta la informacion disponible sobre los estados anticoherentes
de espin, presentando algunos ejemplos encontrados en las fuentes consultadas. Finalmen-
te, en el cuarto capitulo se presentarén los algoritmos creados para encontrar a los estados
anticoherentes, junto con los resultados obtenidos por estos.






CAPITULO 2

Estados coherentes

En el siguiente capitulo se haré una breve introduccién a la matemaética que acompana
el concepto de estados coherentes. Esto seré ttil al momento de introducir la idea de estados
anticoherentes y la construccién matemética de estos. El objetivo principal es que el lector
pueda entender la base tedrica sobre la cual el concepto de coherencia se construye.

Se empezara haciendo una introduccion histérica al concepto de coherencia en mecénica
cuéntica. Luego se hara una breve introducciéon a los estados coherentes y sus propiedades.

Finalmente se introduce a los operadores rotacionales en mecanica cuéntica, los cuales
son la base para la teoria de momento angular cuantica. Se utilizara estos como un grupo de
simetria dindmica y se definiran los estados coherentes que resultan de saturar las relaciones
de Heisenberg asociadas al algebra propia de los generadores de momento angular.

2.1. Historia de los estados coherentes

En 1926 Schrédinger introdujo un sistema de funciones de onda no ortogonales, las
cuales describen paquetes de onda no dispersivos para un oscilador cuénticcﬂ Aflos después
von Neumann consider6 un subconjunto de estas funciones de onda, el cual se relacionaba
con una particion del espacio de fase plano para un sistema dindmico unidimensional en
celdas regulares. Glauber luego llamo a estos estados inventados por Schrodinger los estados
coherentes (EC).

Una propiedad importante del sistema de estados coherentes es su sobre completitud.
Un sistema se puede llamar de esta forma si al menos un vector dentro del sistema puede

!Para ahondar més en esto se puede revisar el articulos titulado "An undulatory theory of the Mechanics
of Atoms and Molecules "



ser removido, mientras que el sistema sigue siendo completo. Por tanto el sistema contiene
mas estados de los necesarios para descomponer un vector de estado arbitrario.

A continuacién se mostrara la construccion de los estados coherentes a partir de la
ecuacion de un oscilador arménico. |5]

2.2. Estados coherentes del oscilador armoénico

En mecénica clésica se puede definir la posicion de una particula como funcion del tiempo:
x(t). Mientras tanto en mecanica cuantica se define esta misma idea para una particula
mediante su funciéon de onda, representada en la notacion de Dirac como: |¢(z,t)). Esta se
puede interpretar de manera estadistica, donde | [1(x,)) |2 nos provee de la probabilidad de
encontrar a la particula en una posicién x en un tiempo ¢. La manera en la cual se obtiene
esta funcion de onda es mediante la resoluciéon de la ecuaciéon de Schrodinger.

Definicion 2.1 La siguiente es la ecuacion de Schrodinger 1-Dimensional:

I
ot 2m Ox?

+VIY) (1)

En mecanica cldsica un sistema en el cual una masa m unida a un resorte con una
constante elastica k es considerado un oscilador armoénico. La energia potencial de dicho
sistema, ignorando la friccion, se puede describir como una funcion de la posicion: V(z) =
%kaﬂ. Se puede ademas definir la frecuencia de oscilacion, denotada con la letra griega w,

dada por: w = 1/%. Reescribiendo el potencial en términos de esta nueva cantidad resulta

en: V(z) = %mw%z. Debido a que el potencial no depende del tiempo se puede resolver la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:
1?9 )
2m Oz

+ V) =El¢) (2)

h

Utilizando la definicion del operador momento p = 7

para el oscilador armonico:

d%? se puede obtener el Hamiltoniano
H= " [p* + (mwe)?] 3)
2m

La ecuaciéon que se debe resolver para encontrar la ecuacién de onda del oscilador armo-
nico en 1 dimensién sera:
h? d%¢ 1
2,2
— = + smwzY = KBy 4
2m dx? 2 (4)

Se encuentra la ecuaciéon de onda para el estado base, el estado con menor energia, siendo

esteﬂ

mw —mwz?
(al0) = ()17~ )

2El procedimiento para obtener esta funciéon de onda se puede encontrar en el anexo 7.1



Definicién 2.2 Las siguientes cantidades son conocidos como los operadores escalera:

a= \/ﬁ(w + mwx) (6)
al = 2;mw(_ip + mwx) (7)

Donde a es el operador destruccion y al es el operador creacion.

Se obtiene el conmutador de a y a' a partir de su definicion:

a,0 = 1 lp,] =1 8

donde se hace uso de las relaciones de conmutaciéon candnicas:

[z,p] = ih (9)

Se puede expresar tanto x como p en termino de estos operadores escalera:

h

T =05 (a+a) (10)
b=y 5 (1)

Ademas de esto se puede encontrar las funciones de onda de estados excitados [iy,)
mediante la aplicacién del operador a' al estado base descrito en (5):

(a®)"™ ¢bo) (12)

In) =

al-

en donde los operadores a y a' actian de la siguiente manera sobre los estado del oscilador
armonico:

a'lny =vn+1|n+1) (13)
aln) = Vi |n — 1) (14

Finalmente, una expresion cerrada para los estados excitados [¢,) puede escribirse en tér-
mino de los polinomios de Hermite H, [}

In) = (2"nlr'2ag) V2 2 H,, (y) (15)

El concepto de estados coherentes necesita la introduccion del principio de incertidumbre.

Teorema 2.1 (Principio de Incertidumbre) Considere un sistema con una ecuacion
de onda normalizada [1)), y dos operadores simétricos A y B, entonces:

(04)(o5) > 3| {[A, B) (16)

3Una explicacion méas detallada se encuentra en el Anexo 7.2



Esto es llamado el principio de incertidumbre. El

Los operadores de incertidumbre se definen como:

1/2
oA = <<A2> - <A)2> >0 (17)
En donde (A|A) representa el valor esperado de una cantidad:

(4) = (lAl) (18)

El principio de incertidumbre descrito anteriormente fue descubierto por Heisenberg en
1926. El observo que cualquier par de propiedades fisicas que no conmutan resultan en una
relacion de incertidumbre. En el caso de los operadores de posicién y momento se puede
describir el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Teorema 2.2 (La relacion de incertidumbre de Heisenberg) Esta propone queﬂ

h

(7:)(09) = 5 (19

La relacion definida con anterioridad tiene una gran importancia al momento de pensar
en mediciones en la mecéanica cuantica. La relacién de incertidumbre de Heisenberg nos
indica que el margen de error con el cual podemos conocer la posicion de una particula (o)
y el margen de error con el cual podemos conocer el momento de una particula (o,) estan
relacionados. El producto de estas dos cantidades no puede ser menor que % y por tanto nos
provee de un limite de la informacién que podemos obtener sobre un sistema. De manera
més especifica nos limita que tanto conocemos sobre su posicién y su momento, nos indica
que mientras sepamos mas de una de estas variables, perdemos mas informacion acerca de
la otra.

Definicion 2.3: Las funciones de onda que satisfacen el principio de incertidumbre de
Heisenberg con la igualdad son llamadas funciones de onda de minima incertidumbre.

Teorema 2.3 La funcién de onda correspondiente al estado base del oscilador armoénico
|0) es una funcion de onda de minima incertidumbre.

Demostraciéon Se debe encontrar los valores de los operadores de incertidumbre para
los operadores x y p sobre el estado |¢)g), para facilitar este procedimiento se puede utilizar
las definiciones de estos operadores en término de los operadores escalera que se encuentra
en (9) y (10). Por tanto:

(a) = 01\ g (a+ah)[0) =/ 5 —((0]al0) + ((0la [0}y =0 (20)

Donde se hace uso de la ortogonalidad de los estados del oscilador armoénico (0jn) =0y el
echo que el operador destruccion anula al estado base a |0) = 0. Se procede de igual manera
para encontrar que:

(p) =0 (21)

4La demostracién para el principio de incertidumbre se encuentra en el anexo 7.3
®Demostracién en anexo 7.4




Ahora se debe investigar los valores esperados <:c2> y <p2>, para lo cual nuevamente se
hara uso de (9) y (10):

0 h

(1) = g (ol (@a0) + aa' 10) + ala[0) + ala!0)) = S (0] a]1) + o 1)

h h
= e 212)) = — (22
5 — (0110} +V212) = o —  (22)

Procediendo de igual manera para (p) se obtiene:
hmw

(p) = 5 (23)

Por tanto la relacién de incertidumbre de Heisenberg para el estado base del oscilador
armonico sera:

— = 24

(02 (o) = () VA2 = (24

Por tanto la relacién de incertidumbre de Heisenber se satura para el estado |0) , lo cual
hace de este una funcién de onda con minima incertidumbre. O

Teorema 2.4 Las funciones de onda [1¢,), no saturan la relacién de incertidumbre de
Heisenberg.

Demostraciéon Nuevamente calculamos los valores esperados para los operadores x y p:

(@) = (nl\ 5o+ ah) In) = /5 (Gnla o) + (mlat ) =0 (25)

Debido a la ortonormalidad de los estados del oscilador armoénico. De igual manera:

(p)=0 (26)
Luego se investiga que sucede con <x2> y <p2>:
(#) = 5 (nl (o +a)? ) 1)
2mw

Se puede reescribir la expresion (a 4 at)? = aa + aa' — ala + 2a" + atal = aa + [a,a!] +
2ata + a’a’, donde se sabe que los términos que contienen operadores repetidos como aa o
atal resultaran en estados ortonormales a |n) y por tanto se pueden omitir, entonces:

(&) = % (n] ([a, a] + 2ata) = %(1 +2n) (28)

Procediendo de igual manera para p, se obtiene que:

(07 = =" ) (0 — o i) = o (] ([a,a] + 20fa) = (14 2m)  (20)

h
2mw mw
Por tanto la relaciéon de incertidumbre de Heisenberg resulta:

2
(02205 = (o (1 4+ ) (5 (14 2m) = (1 4 207 (30)

mw mw



Lo cual no es un estado con incertidumbre minima, ademaés esta incrementa con el parametro

n O

La razén por la cual la funcién de onda que define el estado |¢,) no es de minima
incertidumbre se debe a que a|n) # 0 y por tanto el valor esperado del operador <aTa> #0.
Ademaés |1,) no es una eigenfuncion del operador, esto se puede observar en la accion
del operador sobre este: a|n) = \/n|n —1). Se espera entonces que exista otra funcion de
onda |a) la cual sea de minima incertidumbre y satisfaga la relacion de incertidumbre de
Heisenberg, y también satisfaga que a|a) = a|a)

Definiciéon 2.4 El estado |«) definido por

1 .
a= m(zp + mwz) (31)
al = ! (—ip + mwz) (32)

vV 2hmw

tal que (a|a) =1 sera llamado estado coherente.

Teorema 2.5 Los estados coherentes satisfacen el minimo de la relacion de incertidumbre
de Heisenberg.

Demostracion Debido a que los estados coherentes satisfacen que a |a) = a|a) se puede
observar que (a|a’ = (o] @. Por tanto (a|a’a|a) = |a|?. Ademas:

(ala+a'la)=a+a (33)
(ala—a'la)=a—a (34)

(al (a +ah)?|a) = (o] aala) + (a] afa’ |a) + (o] [aa'] o) + (o] 2aa |a)
=a?+(a)? +1+2aa
= (a+a)?+1 (35)

De igual manera se puede obtener que:
(al(a —a")?|a) = (@ —a)* —1 (36)

Ahora se puede obtener los valores para los operadores de incertidumbre de x y p con
los estados coherentes.

(02)? = (%) — (z)’
I ((al @t a) ) fala-tal o

= —[(a+a)’+1—(a+a)?

10



=" (o] (a — ') 0} — (ol — a |a)
= -8 1~ (@t a)
hmw
=5 (38)
Lo cual implica que:
CREC (39)
Por tanto los estados coherentes satisfacen la condiciéon minima de incertidumbre. O

Esta dltima proposicién nos indica que aunque no hay manera de violar la relacion
de incertidumbre de Heisenberg, y por tanto los sistemas cuénticos, tales como el oscilador
armonico no tendran la informacién que los describe de manera explicita como en la mecanica
clasica. Sin embargo existe un conjunto de estados, los estados coherentes, los cuales nos
permiten acercarnos a una definicién clasica de “medicién” en el mundo cuantico.

Se puede continuar el desarrollo de los estados coherentes introduciendo nuevos opera-
dores y estados que cumplan con condiciones similares a la presentada en la definicién 2.4,
definiendo estados coherentes para dichos operadores. En las siguiente secciones se hard una
introduccién a los operadores de rotacién utilizados en la mecanica cuantica y sus respectivos
estados coherentes. |6]

2.3. Rotaciones infinitesimales en mecanica cuantica

Consideremos el operador de rotaciones que actiia sobre vectores fisicos en R3, se debe
notar primero que la coordenada z debe permanecer constante en cualquier rotacién sobre
el eje z. Por tanto la matriz que se busca debera tener la siguiente forma.

0
0 (40)
00 1

Luego se puede tratar de encontrar los cuatro elementos restantes como un problema en el
plano zy.

Suponga que existe un puntos sobre el plano xy con coordenadas z1 y y1. El vector rq
conectara a este puntos y el origen. Si este vector es rotado por un angulo 6 se produce
un nuevo vector ro con coordenadas zo y y2. Se debe entonces de relacionar estas nuevas
coordenadas con las originales, tomando en cuenta el dngulo 6.

Al momento de rotar el componente en x de r1, x1, por un angulo 6, este se convierte
en un vector z’ el cual tiene componente en x de 1 * cos(f) y una componente en y de
x1 * sen(f). De manera similar, el componente en y de 71, y1, luego de ser rotado en un
angulo 0 se convierte en un nuevo vector 7/, el cual tiene una componente x dada por
—y1 *sen(f) y una componente en y dada por y; xcos(f). Ahora xs y yo, las componentes de
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r9, debe ser igual a la suma de las componentes en z y y de los vectores 2’ y 3/, por tanto:
x9 = 1 * cos(0) — y1 * sen(d)

y2 = x1 * sen(6) + y1 * cos(0) (41)

La transformacion descrita anteriormente puede ser escrita en notacién matricial de la
siguiente manera:

2] = [ conl®) —sentt) | [o] ”

Finalmente se puede escribir una matriz de rotacién en sentido horario de angulo ¢ sobre
el eje z como:

cos(¢) sen(¢p) 0
R.(¢) = |—sen(¢) cos(¢) 0 (43)
0 0 1

Se pude proseguir de manera similar para obtener las matrices de rotacion sobre el eje = y
y, las cuales resultan ser:

1 0 0 ]

Ry(¢) = |0 cos(¢)  sen(o) (44)
0 —sen(d) cos().
[ cos(¢) 0 sen(9)]

Ry¢)=| 0 1 0 (45)
—sen(¢) 0 cos(9),

Existe un interés en la forma infinitesimal de las matrices de rotacién, la cual se obtiene

desarrollando en series de Taylor las matices de rotacién y donde se considera ¢ << 1.

_1 — % —€ 0_

R()=| ¢ 1-2 0 (46)
0 1
1 o 0 ]

62

Ry(e)= |0 1-% —¢ ) (47)
_0 € 1-— %_
[1-< 0 ¢ ]

Rje)=1| 0 1 0 (48)
— 0 1-9

Hasta el momento no se a utilizado ningtin concepto de mecanica cuéntica. La matriz
de rotacion definida acttia sobre un vector de R3. Ahora se debe entender la caracterizacion

de las rotaciones en mecanica cuantica.
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Debido a que la rotacién afecta al sistema fisico, se espera que el ket asociado al estado
rotado sea diferente que el ket asociado al estado original sin rotaciéon. Dado un operador
de rotacion R se asocia el operador D(R) en el espacio ket, de forma que podamos expresar
a un estado rotado |«)  en término del estado original |o):

@) g = D(R) ) (49)

Definicion 2.5Definimos la forma general para un operador infinitesimal como:

U—-e=1-1iGe (50)

Tomando como ejemplo una traslaciéon infinitesimal por un desplazamiento dz en la
direccién x se tiene que:

G—)p% € = dx (51)

Debido al conocimiento previo en mecénica clasica se sabe que el momento angular es el
generador de rotaciones, tal como el momento es el generador de desplazamiento. Por tanto
definimos el operador de momento angular J; de tal manera que el operador para una
rotacion infinitesimal alrededor de un k-ésimo eje, por un dngulo d¢ se obtendré mediante:

Ga% e — do (52)

Tomando el operador Ji como hermitico, el operador de rotacién infinitesimal se garantiza
como unitario y se reduce a la identidad en el limite d¢ — 0. De manera general se tiene:

D(h,dg) =1~ i(*-1)ds (53)

Es importante recalcar que no se define el momento angular como x x p, se define J para
que el operador de rotaciones infinitesimales tome la forma mostrada en (50).

Se puede entonces obtener una rotacién finita, con la composicion sucesiva de rotaciones
infinitesimales sobre el mismo eje. Por tanto para una rotacién finita sobre el eje z por un
angulo ¢ se considera:

J
D.(6) = Jim [1—i( )Ty
e
iJ,p  J
-1— - _2h2_|_... (54)

Para obtener las relaciones de conmutacion se necesita un concepto extra. Para cada rotacion
R representada por una matriz ortogonal de 3x3, existe un operador rotacion D(R) en el
espacio ket apropiado. D(R) tendra las propiedades de grupo:

Identidad: D(R)-1= D(R) (55a)

Cerradura: D(R1)D(R2) = D(R3) (55b)
Inversos: D(R)D(R)™' =1
D(R)"'D(R) =1 (55c¢)
Asociatividad: D(R;1)[D(R2)D(R3)] =
[D(R1)D(R2)|D(R3) =
D(R1)D(R2)D(R3) (55d)



La relaciéon fundamental de conmutacién para los operadores de rotacién escritos en términos
de las matrices R. El analogo rotacional seria

idee  Jle iJye  Jge iJye  Jge idee  Jle
[Dw(‘f),Dy(ﬁ)]—(l— 7 —ﬁ)( _T_ﬁ)_( _T_ﬁ)( T —ﬁ)—
iJ,e?
=1— -1 56
- (56)

Tomando los términos de orden €2 de ambos lados de la ecuacion, se obtiene:
[z, Jy| = ihJ, (57)
Al repetir este argumento con rotaciones de otro ejes, se obtiene:
[Ji, Jj] = iheijiJy (58)
Esto se conoce como la relacién de conmutaciéon de momento angular.

Utilizando las relaciones de conmutacién anteriores, recordamos que J; es un generador
de rotaciones infinitesimales. Se puede obtener nuevas propiedades importantes definiendo
el operador J? como

I = Jpde + JyJy + Jo s (59)

este conmuta con cada uno de los Jg, por tanto
[J2, J,] =0, (k=1,2,3) (60)
Para demostrar esto comprobemos el caso en que k = 3

ade + Jydy + Jodoy T = [ uy J2) + [y J)Jw + Tyl dys J] + [y, J2)
= Jo(—ihdy) + (—ihJ,) e + Jy(ihJy) + (ihJp)J,  (61)
=0 (62)

Se puede repetir el procedimiento para el resto de operadores. Ahora denotamos a los eige-
nevalores de J2 y J, por a y b. Es conveniente trabajar con los operadores no hermiticos

Jy = Jp £y (63)
los operadores escalera.

Estos satisfacen con las relaciones de conmutacion

[y, J_] = 2hJ, (64)
y
[J., Jy] = £hJy (65)
ademas
[J2,J1] =0 (66)

La funcion fisica de los operadores Jy se puede observa con la accion de J, sobre J4 |a, b)

J.(Jx |a,b)) = ([J., J+] + J+ J2) |a, b)
= (b£h)(J«a, b)) (67)
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Por tanto se observa que si se aplica los operadores Ji sobre un eigenket de J,, el resultado
sigue siendo eigenket de .J,, pero el eigenvalor de este fue aumentado por A. Por esta razén
J+ se conocen como los operadores escalera.

Ahora se puede construir los eigenkets de momento angular y estudiar su espectro de
eigenvalores. Suponga que aplicamos .J, n veces a un eigenket simultaneo de J? y J.. Se
obtiene entonces eigenkets de J? y J, con el eigenvalor de J, aumentado por nf, mientras
que el eigenvalor de J? resulta invariante. Sin embargo este proceso no puede continuar de
manera indefinida. Existe un limite superior para b, esto es para el eigenvalor de J, para un
a, eigenvalor de J?, dado, entonces

a> b (68)

Esto se comprueba notando que
1
ﬁ—ﬁz%hL+Lh)

1
= 5(JL L) (69)

entonces J+J:[ y J_JL J+ deben tener valores esperados no negativos. Entonces
(a, b (J* = J.)|a,b) >0 (70)
Lo cual implica (66).Por tanto debe existir un by,q, tal que
Jy la, bmaz) = 0 (71)

esto nos indica que el eigenvalor b el cual no se puede aumentar mas alld de b,,q,. Esto
también implica que

J7J+ |CL, bmaz> =0 (72)
Pero
J_Jp = J7+J) = i(JyJe — Judy)
=J% - J? —hJ, (73)
por tanto
(J? = J? — hJ.) |a,bmaz) = 0 (74)

Debido a que |a, bynqz) 10 es un ket nulo, esta relacion solo es posible si

a—0b2,, = bmach =0 (75)
(@)
a = bmaz (bmax + h) (76)

De manera similar se puede justificar la existencia de un b,,;,, tal que
J_|a, bpmin) =0 (77)

escribiendo J4J_ como
JoJ_ =J*—J?+h, (78)
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se puede concluir que
Comparando (74) y (77) se infiere que
bmax = _bmin (80)

los valores permitidos para b se encuentran acotados

- bmax S b S bma:p (81)

Se podra alcanzar |a,bmqa,) & partir de |a, by,) por la aplicacion sucesiva de Jy un
numero finito de veces. Por tanto se tiene que

bmaz = bmin + nh (82)

donde n es algin niimero entero. Como resultado se obtiene que

nh
bmax - 7 (83)

Es convencional trabajar con j, sustituyendo a by,q./h, se obtiene entonces

j= (84)

n
2
El maximo eigenvalor para J, es jh donde j es algin niimero entero o la mitad de algin
namero entero. El eigenvalor de J? sera dado por

a=hj(j +1) (85)

si ahora definimos m como

b =mh (86)

Si j es un entero, todo los valores m son nimeros enteros; si j es la mitad de algin ntmero
entero, los valores de m seran la mitad de algiin ntmero entero. Los valores aceptados de m
para un j dado son

En lugar de |a,b) es mas conveniente denotar a los eigenkets simultaneos de J2 y J, por
|7,m). La ecuacion béasica de eigenvalores sera

J?|j,m) = j(j + 1)R* |j,m) (88)

Jz |3, m) = mh|j,m) (89)

Recordando obtuvimos estos resultado a partir de las relaciones de conmutacién expre-
sadas entre los operadores de momento angular. La cuantizaciéon del momento angular que
se manifiesta en (86) y (87) son una consecuencia directa de las relaciones de conmutacion
de momento angular. |7]
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2.4. Estados coherentes de espin

Recordando el caso del oscilador armoénico cuéntico, aunque de manera general no se
puede determinar la posicién y el momento de manera simultidnea para un sistema deter-
minado, se pudo construir estados los cuales minimizaran la relacién de incertidumbre de
Heisenberg. Esto result6 en estados cuyas dindmicas se asemejan a aquellos del caso clésico,
los cuales llamamos estados coherentes. De igual manera para el momento angular de espin
también se pueden encontrar ciertos estados, llamados estados coherentes de espin, en los
cuales el promedio de su momento angular sigue dindmicas similares a las clasicas, a través
de tres componentes no conmutativos del momento angular. [8|

Definicién 2.6 Definimos un estado coherente de espin para un sistema con momento
angular total j, tomando primero un eigenestado cualquiera de J - n para algin n, esto es

aqui [n) es descrito como un eigenestado de J-n. Por tanto los estados coherentes se generaran
aplicando el operador D(R), para todo R, y los estados coherentes de espin seran [9|

D(R)|j,7) (91)
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CAPITULO 3

Estados de espin anticoherentes

En el capitulo anterior se presenté una introduccién a los estados coherentes estandares
v lo estados coherentes de espin.

3.1. Estado de espin anticoherentes

Un estado coherente de espin |f) es un estado de espin que corresponde lo mas cerca
posible a un vector clasico de espin, el cual apunta en una direcciéon dada 7. Estos representan
una mimica del momento angular clasico. Sin embargo en el estudio actual de la mecanica
cuéntica, existe un interés en encontrar las capacidades que un sistema cuantico presenta
y las cuales difieren de un sistema clasico. Surge la duda sobre la utilidad de los estados
coherentes como un recurso que puede ser utilizado para aplicaciones actuales, por ejemplo
computacion cuantica, y como se demostré por Markham y Vedral [1], los estados coherentes
de espin son resistentes a la formacién de enrredamiento.

Es importante preguntar entonces: ; Qué tipo de estado de espin podria definirse como el
opuesto de un estado coherente? Esto podria permitir encontrar los estados menos clésicos,
con lo cual se podrian descubrir nuevas aplicaciones tedricas, y eventualmente, practicas.

Una de las maneras de formalizar la idea de un estado opuesto a un estado coherente,
descrito por Jason Zimba en |3|, podria ser considerar un estado [¢) tal que su vector de
polarizacion sea nulo, p = (10| S |[¢). Esto nos indica que dicho estado no tiene una direccion
media definida. Un ejemplo de esto es el estado |s = 1;m = 0) = |0) tiene polarizacion nula.
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Demostracion El estado |0) se representa como un vector:

0
0y = |1
0

Mientras tanto las matrices que representan los operadores de espin 1 son:

1
0 J5 0
S -1+~ 0o L
@ V2 V2
0 L+ o
L vz U
050
=i Y
0%0
L 2 n
1 0 0
S,=10 0 0
00 -1

Por tanto el vector de polarizaciéon para este estado se obtendré como:

0 7 o] o 0 % 0770 10 070
1 —1
p=1[0,1,0] | 75 ? 7 (1) ,[0,1,0] | o5 (1) 7| (1] [0.1,0] 8 8 01 (1) =0
0 5 0 0 5 0 -

En el caso que se desee un criterio mas estricto para definir un estado opuesto a cohe-
rente se puede considerar el concepto de varianza de la medida experimental. Considere un
experimento que mida 17 - S repetidas veces sobre un sistema preparado en el estado |0), y
otro que mida 1z - S sobre el mismo tipo de sistema preparado en |0). En promedio, ambos
experimentos obtendran el mismo resultado. Pero en general las varianzas de ambos resul-
tados serdn diferentes. Por tanto aiin existe un conocimiento de la direccién a lo largo de la
cual fue medido el sistema, y se encuentra en la varianza experimental. En este sentido el
estado |0) atn tiene informacion direccional.

Eliminar la informacion sobre la direccion requiere entonces un estado [¢) para el cual la
varianza en la medicion del espin en cualquier direccion sea igual a la varianza en la mediciéon
del espin en cualquier otra direcciéon. En otras palabras se desea que la funcion:

S)’[v) _ (¥[n-S[y)” (92)

(V1) (Wlp)?

sea uniforme sobre la esfera unitaria, la cual contiene a todos los estados de espin.

asz

Generalmente la funcién de varianza sobre la esfera unitaria no es uniforme. En el caso
de que la funcion de varianza AS?1 serd uniforme sobre la esfera para un estado [¢)), este
estado sera llamado un estado uniforme.

En el caso que [¢) sea un estado uniforme, cuyo vector de polarizacion sea nulo, |¢)) sera
un estado anticoherente.
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3.1.1. Criterios para uniformidad y anticoherencia

Cuando el vector de polarizacion es nulo, la expresiéon para la varianza, ASI% se reduce a
calcular <(ﬁ . S)2>. En el caso de trabajar con un estado anticoherente, tendremos un valor
uniforme para la funciéon AS?I, siendo este c, se tendré que:

ct+c+e=AS;+AS] +AS?
= (Sz|Sz) + (Sy]Sy) + (S2]52)
=s(s+1) (93)

Por tanto cualquier estado anticoherente debe tener AS?1 = @ independiente del eje de

rotacion f. Se tendra ademés que en el caso de que [¢)) sea anticoherente, se cumple que
(SiS;]5:Sj) = 0 para ejes perpendiculares i y j.

Demostracion: Considere la siguiente igualdad:

1 1 1 1
SiSj+8;S; = (—=Si + — —8; — —=5;)?
T (ﬁ V2 V2 Ji”

Tomando el valor esperado del lado izquierdo de la ecuacién anterior:

)* = (

1 1 1
Aot T E% fm>m Wl (— S+—ﬁW>(H¢— ~ 5%

f f
Se puede considerar que las expresiones \}55 \}SJ ya \/551- + %Sj son rotaciones de 45°

(Wl (=i + =)~ ( i) 1)

de los ejes ¢ v j. Por tanto:

(] Si8j + 8;Si [v) = (] (Su)* 1¥) — (W] (Su)? ) = c —c=0

De igual manera, si un estado satisface que (S;) = (Sy) = (5.) = (SzS5y) = (SyS.) =
(525.) = 0y ademas (S2) = (S7) = (52), este debe ser anticoherente.

3.1.2. La representacion de Majorana como estrategia para encontrar es-
tados anticoherentes

Las condiciones algebraicas para detectar anticoherencia en un estado [¢) involucran
calculos intrincados con niimeros complejos, atin para nimeros cuanticos de espin relati-
vamente bajos. Esto causa un problema para generar ejemplos de estados anticoherentes.
La representacién de Majoranaﬂ, sin embargo, nos permite realizar esta tarea con facili-
dad. La representacién de Majorana de un espinor de 2s 4+ 1 componentes de la forma
co|+8) + ... + cas|—5) es una 2s-tupla de puntos sobre la esfera S?, esto se logra de la
siguiente manera:

co |[+s) + ... + cos |—8) <+ Raices de M(z) +> Puntos en S?

!Consultar Atomi orientati in campo magnetico variabile de Majorana, E.
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En donde el polinomio de Majorana M(z) se forma a partir de los componentes del
espinor siguiendo:

M(z) = i h Gj) P (94)

k=0

Es importante recalcar que las raices resultantes del polinomio de Majorana son indepen-
dientes de factores globales en el estado de espin.

El mapeo de puntos X, Y, Z de S? y las raices de M (z) las cuales pertenecen a CU{oo}, se
realiza mediante la proyeccion estereografica desde el polo sur (X,Y, Z) <> (X +iY)/(1-2).
Es importante notar que al momento de crear el polinomio de Majorana de un estado de
espin 2s + 1, este sera, a lo mas, de grado 2s, y por tanto tendra 2s raices complejas. Cada
una de estas raices complejas luego se mapea a un punto de la esfera unitaria, con lo cual
se obtienen 2s puntos sobre esta.

La representaciéon de Majorana de un estado coherente consiste de un solo punto con mul-
tiplicidad 2s. En el extremo opuesto a esto se puede imaginar un estado cuya representaciéon
de Majorana este distribuida uniformemente sobre la esfera.

3.1.3. Estados perfectos y su anticoherencia

Considere los vértices de los so6lidos perfectos sobre la esfera unitaria. Si se hace la corres-
pondencia de Majorana descrita en la seccién anterior se determinan los llamados estados
perfectos; de los cuales existen 5 considerando todos los estados equivalentes por su rotacion.
Recordando los so6lidos perfectos tenemos: Tetraedro, Hexaedro, Octaedro, Dodecaedro, Ico-
saedro. Los estados que corresponden a estos solidos, expresados en la base del operador J,
seran

1
V3
|37 woct> =

(V2[+1) - [-2)) (95a)
1
V2
RIS 2\1/6(¢5 44 + VT4 [0) + V5 |—4)) (95¢)

16, Vicos) = %(—\ﬁ|+5> +V11|0) + V7 |-7)) (95d)

110, Ydodec) = a|4+10) + b|+5) 4+ |0) — b|—5) 4+ a |—10) (95e)

|27 wtd) ==

(I+2) = 1-2) (95b)

Las gréficas para los estados perfectos y el algoritmo utilizado se encuentra en la seccién de
anexos.

Teniendo estos estados perfectos se les puede aplicar la condicién de anticoherencia.
Todos los estados listados anteriormente se pueden clasificar como anticoherentes. Debido
a que la propiedad de ser anticoherente es invariante bajo la rotacién, se puede decir que
todos los estados perfectos serdn anticoherentes.

Sin embargo, no se puede hacer la generalizaciéon que todos los estados anticoherentes
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son estados perfectos. Para mostrar esto se puede considerar la siguiente familia de estados:

io [S+1 /25 —1 io |81
|s > 3,14c) =€ e |+s) + 35 |0) +e o5 |—s) (96)

Este estado para todo s > 3 es anticoherente para cualquier « real. Mientras tanto su
polinomio de Majorana tiene la forma:

: 28 1/2 48—2
2s i s
z z 1 97

te (8) 2S+1 + ( )

Este polinomio es cuadratico en z°. Por tanto la representacién de Majorana consiste de dos
capas de puntos sobre la esfera, cada una consistente de s puntos equidistantes alrededor de
un circulo de latitud. El estado [teyupo) €s un ejemplo de estos estados, con s =4y o = 0.
Para s > 4 la representacion de Majorana para [¢,c) no sera un estado perfecto. [3|

Las simetrias de los estados de espin, mediante la representaciéon de Majorana pueden
expresarse como simetrias de rotacionales de puntos en la esfera. La clasificacion de las
simetrias de estados de espin ha sido completada por Bacry [4]. Estas simetrias agotan las
simetrias de cualquier estado anticoherente en particular.
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CAPITULO 4

Experimentos numéricos

En el siguiente capitulo se presentaran los algoritmos creados para encontrar los estados
de espin anticoherentes. Se mostrara la idea sobre la cual se apoya el procedimiento y los
resultados obtenidos. Ademaés de esto se compararan estos con los resultados presentados en
otros articulos cientificos como punto de comparacién. Finalmente en la secciéon de anexos
se podra encontrar la aplicacién de estos algoritmos en distintos lenguajes de programacion.

4.1. Producto tensorial simétrico de espin 1/2

El primer método que se ided para encontrar los estados anticoherentes de espin consistié
en considerar un estado de espin j como un producto tensorial simétrico de 2j estados de
espin 1/2 con un eje fﬂ

I, +) = cos(g) |+) + sen(g)eid’ |—) (98)

A partir de los parametros 6 y ¢, donde 6 representa el angulo polar y ¢ representa el
angulo azimutal que define el eje a través del cual se hace la medicién del momento angular.
Se consigue conocer la representacion del estado sobre la esfera unitaria, se busca entonces
encontrar el estado el cual permite una distribucion uniforme sobre la esfera. Estos cumplen
con la condicion algebraica (1| S |¢) = 0.

Considerando que las representaciones de Majorana resultantes de algin estado |1) tiene
una forma y orientacién especifica, al momento de poner un punto sobre el polo norte
y algin otro punto sobre la linea que define un angulo ¢y fijamos la orientacién de un
marco adaptado a la esfera, por tanto podemos representar a dicho estado como: [¢) =
cos(8) |+) + sen(%) |-).

1La derivacion de esta expresion se encuentra en la seccion de anexos
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Definicién 3.1: Definimos el producto simétrico de n espines como todas las permuta-
ciones de n espines. Por ejemplo si se tienen 3 estados [11),|12),|13), su producto tensorial
simétrico sera:

|1h1) ® |1h2) ® |[3) + Y1) @ [¥h3) @ [1h2) + [1h2) @ |1h1) ® |1)3) + [h2) @ [43) @ [4h1) +
1h3) ® |1h2) @ |1) + [13) @ [¥h1) @ [4ho) (99)

es importante observar que se omite la normalizacién de los estados presentados con ante-
rioridad, esto debido a que la normalizacién no tiene importancia para encontrar la repre-
sentacién de Majorana del estado resultante.

El método entonces encontrara los estados que cumplen con la condicién de 1- anticohe-
rencia mediante los parametros que los definen sobre la esfera unitaria. Recordando que la
condicién de 1-anticoherencia es:

(Y| Sp) =0 (100)
Ademas debemos recordar que la representacion de los estados anticoherentes sobre la esfera

unitaria, es decir su representacién de Majorana, se espera una distribucién uniforme con
alguna simetria rotacional sobre la superficie de estaEl

Para encontrar los parametros que cumplen con esta condicién se utilizdé el método de
descenso gradiente. Este algoritmo es un método general de minimizacién para una funcién
f. El programa de descenso gradiente utilizado sera detallado en la parte de anexos.

4.1.1. Espin 1:

Los estados sobre los cuales se realiza el producto tensorial simetrizado para encontrar
los estados anticoherentes para espin 1 seran:

|tho) = |+) (101)
61 b

|11) = cos 5 |+) + sin 5 |—) (102)
Luego de realizar el producto tensorial simetrizado de los estado de espin 1/2 se puede
obtener el estado resultante en la base de espin 1. Esto se logra mediante el uso de las reglas
para la adicién de momento angular en mecénica cuéntica, haciendo uso de los coeficientes

de Clebsch-Gordan :

[ih) = 2% Cos(61/2) |[+1) + V2 % Sin(61/2) |0) (103)
Por el estado conjugado resultaria siendo:

(1| = 2% Cos(61/2) |[+1) + V2 % Sin(61/2) |0) (104)

Utilizando los operadores de momento angular para la representaciéon de espin correspon-
diente, los cuales para espin 1 tienen la siguiente forma matricial:

1
0 5 0
g =1L o L
x V2 V2
0%0

2

2Un ejemplo del programa utilizado puede ser encontrado en el anexo 7.8
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050
Sy_WOﬁ
0%0
2
10 0
S.=10 0 0
00 —1

Recordando la condiciéon que se debe cumplir para poder determinar si un estado es 1-
anticohenrente es:

(¥S|y) =0 (105)

El estado que cumple con la condicién de anticoherencia para este espin se encuentran
definidos por los siguientes parametros:

0p=0 ¢o=0 (106)
01 =T (]51 =0 (107)

Comprobando que este estado es 1-anticoherente, primero vemos que su representacion en
la base de espin 1 sera:

) = |v2 (108)

Por tanto la condiciéon de anticoherencia para este estado resulta en:

0 5 0]ro
1 1
p:[()?\@ao] V2 0 V2 ﬂ +
0 L 0 0
NG L
0 % 010 10 070
1 —1
+0,v2,0 |55 0 Z| [V2|+[0,v2,00{0 0 0] [v2|=0 (109)
0 % 0 0 0 0 =1] [0

Esto corresponde a la siguiente representacién de Majorana:
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1.0

Figura 2: Representacion de Majorana del Estado 1-Anticoherente de espin 1.

Se puede observar que se obtuvo la distribucién con mayor dispersion posible para 2
puntos sobre la esfera, encontrando ambos en puntos antipodales. Esto es importante al
considerar la representacién de Majorana como método para encontrar los estados anticohe-

rentes.

4.1.2. Espin 3/2:

El producto tensorial simetrizado para este estado se realiza sobre los siguientes estados:

) = 1+)
) = eos() 14 + sen() |-}
02} = cos(2 >|+>+sen<92>z¢2\>

El estado resultante luego de realizar el producto seré:

42¢%2 cos<02—1) sm(92 )) [4+1/2) + 6cos(02—1) cos(9 ) 4+3/2)
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Los puntos resultantes sobre la esfera, con el conocimiento que se fijo uno de los estados
para siempre estar sobre el polo norte de la esfera estan parametrizados por:

fo=0 ¢o=0 (114)
6, = 2.094395 ¢y =0 (115)
0y = 2.094395 ¢y = (116)

Sustituyendo estos parametros para encontrar un estado 1-anticoherente de espin 3/2 resulta
en el estado:

|y = [1.5,0,—2.59808, 0] (117)
Y probando la condiciéon de 1-anticoherencia sobre este resulta en:
(1] S [Yp) = 1.5477 % 10712 (118)

Con lo cual se obtiene la siguiente representacion sobre la esfera:

1.0
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3: Representacion de Majorana del Estado 1-Anticoherente de espin 3/2.

4.1.3. Espin 2

Para el dltimo estado anticoherente encontrado mediante este método se utilizaron los
siguientes estados. Tomando en cuenta de nuevo el tener un estado fijo sobre el polo norte
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y otro sobre la linea que define ¢ = 0:

) = (19)

) = cos(2) 14 + sen( 2 ) (120)
02) = cos(2) [4) + sen(2)e | -) (121)
0s) = cos<9 )1 + sen()eies 1) (122)

El estado resultante luego del producto tensorial sera:

|¢) = 24 cos <921> cos <922> oS (ZS) |+2) +

—l—%\/ésin <921> sin <62) sin s

2

(2)

m (2 02 gin (23 give O in (22 in (82 i1 oo
—|—12(sm<2>cos<2)sm<2>e + cos 5 ) sin| 5 |sin{ o JeTe +
+ sin <91> sin <92> cos <9 1) |0) +
2 2

. 61 92 93
12 — — —
+ (sm(2>cos<2)cos<2>+cos<
01\ . (02 03
+ cos <2> sin <2> cos (2

Las coordenadas para los puntos que cumplen con la condicién de 1-anticoherencia para
este espin fueron los siguientes:

1) |-1) (123)

Op=0 ¢g=0 (124)
01 =1.5452 ¢1 =0 (125)
0 =7 ¢ =0.103 (126)
03 =—-1797T+7 ¢3=m (127)
El estado resultante sera:

|y = [0,5.3233 4+ 0.5502¢, —1.4988 — 0.1549i, —5.322 — 0.5504, 0] (128)

Al aplicar la condicién de 1-anticoherencia sobre este resulta en:
(| S |v) = 0.00011 (129)

La representaciéon sobre la esfera de este estado sera:
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1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 4: Representacion de Majorana del estado 1-Anticoherente de espin 2.

Continuar con el método propuesto con anterioridad resulta tedioso debido a la falta
de automatizacién para la primera parte de proceso. El calcular los productos tensoriales
simétricos para numeros de cuanticos de espin mayores a 2 resulta en calcular 5! o més pro-
ductos tensoriales. Ademas de esto encontrar minimos en la funcién que define la condicién
de 1- anticoherencia para estos estados requiere de demasiado poder computacional. Cada
vez que se aumenta el nimero de espin con el cual se trabaja, se agregan 2 variables més
sobre las cuales optimizar la condicién de 1l-anticoherencia. Es ttil por tanto contar con
algin algoritmo que optimice, o incluso elimine, uno o ambos de estos problemas.

4.2. Coordenadas proyectivas

El siguiente algoritmo utilizado resuelve ambas de las complicaciones que surgieron a
partir del primer procedimiento propuesto. Este trabaja directamente encontrando los co-
eficientes de los estados que cumplen con las condiciones de 1-anticoherencia. Por tanto, no
es necesario partir de un producto tensorial de los estados particulares que definen el estado
final. Aunque que para un estado de espin j aun se necesitara de 45 — 1 variables, estas
formaran una funcién polinomial, a comparacién del método anterior en el cual se debia
optimizar una funcién trigonométrica compleja.

Suponga que tiene un estado de espin j, este se puede representar como una combinaciéon
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lineal de los estados de la base de espin correspondiente:
) = Ay [+ + Aj-p i =D + o F Ay =7+ D + Ay =) (130)
Estos coeficientes A(,) son conocidos como las coordenadas proyectivas del estado.

Si dividimos todo el estado por Ay; resulta en:

V) = [+7) +aj—n [+i = 1) + . o) =7+ 1) +acjy|—]) (131)

Donde a,, = %ﬁ.
J

Se puede ademés. fijar algunos de los grados de libertad sobre la esfera. Esto nos evitaria
la adicién de variables redundantes en la funcién final que presentemos como condicién de
1-anticoherencia. Haciendo uso de esto podemos prescindir de |—j) en nuestro estado de
prueba, debido a que esta parte del estado resultard en un término lineal en el polinomio
de Majorana del estado y por tanto al momento de descartarlo se esta fijando la raiz z = 0
para el polinomio resultante. Esto luego en la representaciéon de Majorana serd un punto
sobre el polo norte, gracias a la proyeccion estereogréfica tomada desde el polo sur.

Ademés de eliminar la dependencia de |—j) de nuestro estado de prueba, se puede hacer
que el coeficiente a4 ;_1 sea real, por tanto fijando un punto sobre la longitud que define ¢;.

El estado de prueba con el cual se trabaja tiene entonces la siguiente forma:

[V) = |+7) + aj—1y [+7 — 1) + (a(j—2) + byj—2i) [+ — 2) + ...
-t (a—jy2) + b—j12)9) | =7 + 2) + (a(—j11) T bjr1)i) [=7 + 1) (132)

Se pueden obtener (2j)! diferentes estados de prueba mediante la eleccion del coeficiente
que se divide en la primera simplificacion. Al momento de dividir el estado original por
el coeficiente Ay, con —j < k < +j, se obtendran distintos coeficientes a; = %ﬁ Si se
utiliza este nuevo estado en la condicién de 1-anticoherencia se obtendran distintos valores
de coeficientes. Esto nos permite tener una forma eficiente de obtener varios estados 1-
anticoherentes para un nimero de espin dadoEl

4.2.1. Espin 2

Empezando con j = 2 se contara con un estado de prueba [¢) con la siguiente forma:
) = A(y2) [42) + Ay [+1) + A) [0) + A1) |-1) + A2) [-2) (133)

Dividiendo el estado por A(,g) y suponiendo que a(;1) es un coeficiente real, se obtiene el
siguiente estado de prueba:

[) = [+2) + a1y [+1) + (aq) + b)) [0) + (a(—1) +ib—1)) |—1) (134)
Los coeficientes que minimizan la condiciéon de 1-anticoherencia en este caso seran:

) = [+2) + (—0.0206) |+1) + (0.0102 + i0.0064) |0) + (1.1890 + i0.7658) |—1)  (135)

3Un ejemplo del programa utilizado puede ser encontrado en el anexo 7.6
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La condicién de 1-anticoherencia para este estado resulta en:

(1] S |yp) = 4.2465 x 10717 (136)

1.0

Figura 5: Estado l-anticoherente de espin 2.

Se puede observar que la representacion de Majorana de este estado coincide con el
estado perfecto |2, ¢e), atin cuando el estado de prueba no dependia de |—2) a diferencia
de lo observado en la ecuacion (63a). Esto se puede deber a la diferentes orientaciones que
se observa entre estas dos representaciones.

Continuando con el procedimiento, podemos ahora cambiar el coeficiente por el cual
se divide al estado de prueba. Si ahora dividimos a este por A(,y), se obtendrd un estado
diferente:

) = acra) [+2) + [+1) + (a(0) + iboy) [0) + (a(—1) + ib—1)) |-1) (137)

esta variaciéon causa que el polinomio de Majorana resultante cambie y por tanto tenga
raices diferentes al polinomio creado utilizando el estado descrito por (103). Por tanto esta-
mos encontrando un conjunto distinto de raices, y puntos sobre la esfera, que satisfagan la
condicién de 1-anticohenrecia.

En este caso el estado resultante que minimiza la condicién de 1-anticoherencia resulta:
[v) = (4.12%1079) [+2) + |[+1) + (—0.1265 4 70.5205) |0) + (0.8884 + 0.4590) |—1) (138)
En el cual la condicién de 1-anticoherencia resulta en:

(¥ S]t) 7.036 + 1071 (139)
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Y cuya representaciéon de Majorana sera:

4 o5 00 0.3

Figura 6: Representacion de Majorana de un estado 1-anticoherente de espin 2.

4.2.2. Espin 5/2

Se presentara ahora algunos resultados obtenidos para un sistema de espin j = 5/2,
junto a su representacion sobre la esfera. Se tienen un estado de espin j = 5/2

) = Ars/2) [45/2) + Arare) [+3/2) + A2y [1/2) + Acay2) [-1/2)
+A(=3/2)|=3/2) + A(=5/2)|-5/2) (140)

A este estado lo dividimos por A(5/), con lo que se obtiene:

[9) = [4+5/2) + (a(43/2) +iby3/2)) [+3/2) + (a1/2) + ib(1/2)) [+1/2) + (a—1/2) +ib—1/2)) [=1/2)
+(a(—s2) +ib(—3/2)) [=3/2) + (a(—5/2) + ib5/2)) |=5/2) (141)

Los coeficientes que satisfacen la condicién de l-anticoherencia en este caso resultan:

) = [+5/2) + (—0.0514) |+3/2) + (0.0796 + i0.4947) |+1/2) +
+(0.0521 — §0.0087) |—1/2) + (1.0071 + i0.8589) |—3/2) (142)
(1] S |ah) = 2.447 + 1072° (143)

34



Cuya representacion sobre la esfera sera:

1.0

Figura 7: Representacion de Majorana de un estado 1-anticoherente de espin 5/2 con primera
coordenada proyectiva distinta de 0.

Tomando el estado de prueba original para espin j = 5/2, y ahora dividiendo por el
coeficiente A(z/o) se obtiene:

[V) = (a(ys/2) +ibys/2)) [+5/2) + [+3/2) + (a(41/2) + ib1/2)) 11/2) + (a—1/2) +ib1/2)) [=1/2)
+(a(—32) +ib(_3/2)) [=3/2) + (a(_5/2) + ib5/2)) |=5/2) (144)

1) = (0.2141) [+5/2) + |+3/2) + (—0.2950 + i0.2074) |+1/2) +
+(—0.0321 +40.1678) |—1/2) + (0.8439 + i0.2074) |—3/2) (145)
(1| S |h) = 8.3593 1022 (146)
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1.0

Figura 8: Representacion de Majorana de un estado l-anticoherente de espin 5/2 con segunda
coordenada proyectiva distinta de 0.

4.2.3. Espin 3

Finalmente al aplicar este mismo procedimiento para un estado de espin j = 3, empe-
zando por definir un estado general:

V) = Aya) [+3) + Ao) [+2) + Agr) [4+1) + A (o) [0)
+A(_1) |—1) + A(_Q) |—2) + A(_3) |—3) (147)

Dividiendo este por A(,3), se obtiene:

[¥) = [+3) + (agr2) + ib2) [+2) + (a1) + b)) [+1) + (a) + b)) [0) +
(a_1) +ib1)) [—1) + (a(_a) + ib_2)) |=2) + (a(_3) + ib_3)) |-3) (148)

Los coeficientes que satisfacen la condicién de l-anticoherencia serdn:

) = |+3) + (0.1438) | +2) + (—0.2362 4 i0.0.1555) |+1) +

+(0.5263 — 90.0.2478) |0) + (0.0412 + i0.2151) |—1) + (1.2396 4 3.710 x 10~ '2) | -2) +
(149)

(V]S [y =2.977 %1071 (150)

La representaciéon de Majorana para este estado sera:
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Figura 9: Representacién de Majorana de un estado 1-anticoherente de espin 3 con primera
coordenada proyectiva diferente de 0.

Tomando nuevamente el estado de prueba para espin j = 3 y dividiendo ahora por el
coeficiente A(1g), se obtiene:

[9) = (a(y3) +ib(y3)) [+3) + [+2) + (a(41) + ib41)) [+1) + (a(o) + b)) |0) +
(a—1y +ibny) [=1) + (a(—9) +ib_2)) [=2) + (a(—3) + ib_3)) [-3) (151)

Esto resulta en los siguientes coeficientes para satisfacer la condiciéon de 1-anticoherencia:

) = (0.1454) |+3) 4 |+2) + (0.2371 + i0.2335) |+1) +

+(0.1509 — 0.3980) |0) + (—0.3398 + i0.9461) |—1) + (—2.9957 x 100 4 §0.2936) |—2) +
(152)

(1| S 1) = 6.663 x 108 (153)

Cuya representaciéon de Majorana sera:
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1.0

Figura 10: Representacion de Majorana de un estado 1-anticoherente de espin 3 con segundo
coordenada proyectiva diferente de 0.

38



CAPITULO b

Conclusiones

Luego de observar los resultados obtenidos en la seccién anterior, se puede concluir que
existen diversos procedimientos que se pueden seguir para encontrar estados 1-anticoherentes.
Estos métodos surgen a partir de la condicién algebraica para determinar si un estado es
1-anticoherente.

En el caso de utilizar la representacion de estados de espin 1/2 rotando a través de un
eje definido por 6, se encontraron estados para sistemas de espin j = 1, j = 3/2, j = 2.
Sin embargo no fue posible continuar utilizando este método debido principalmente a la
dificultad que conlleva el encontrar el estado simétrico que resulta del producto tensorial de
varios estados de espin 1/2. Se pudo observar que, por ejemplo, para encontrar un estado
con espin 5/2 se deben calcular 5! productos tensoriales.

Finalmente utilizando las coordenadas proyectivas de un estado de espin j, estos son
los coeficientes del estado al momento de ser escrito en su base de espin correspondiente,
fue posible encontrar un proceso que facilitaba el descubrimiento de estados de espin que
satisfacieran la condicion de l-anticoherencia. Con este se pudieron encontrar estados 1-
anticoherente para sistemas de espin j =2, j =5/2y j = 3.
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CAPITULO [

Anexos

7.1. Funcién de onda para los estados excitados del oscilador
armoénico cuantico

Recordamos la definicion para los operadores escalera:

a= 1/%(ermiwp) (154)

ot = )™= g (155)

Por tanto podemos representar los operadores x y p

x =1/ (a +a) (156)

2mw
. [ hmw
P=i\— (af —a) (157)

Luego recordamos los eigen estados de energia del oscilador armonico |n), los cuales
cumplen con

a'ln) =vn+1|n+1) (158)
aln) = Vil - 1) (159)

Luego de esto se puede definir el operador de N de manera que

N = aal (160)
Nn) =n|n) (161)
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Los siguientes conmutadores pueden ser calculados a partir de la relaciéon de conmutacion
canodnica

[P, x] p,x] + [p,p]) =

i
_l’_ R
mw
MY (—9i2 —
oF % (—2i“mwh) =1 (162)
[N,a'] = [aal,al] = [a,a']a’ = o (163)

[N,a] = [aal,a] = a[a’,a] = —a (164)

[a,al] = %[X+ Lp X+Lp] _ %([x x] + v
’ 2h mw mw 2K mw

Recordando la definiciéon del Hamiltoniano para el oscilador arménico cuantico se tenia

que
2

A 1
H = 5771 + imw2x2 (165)
Esto se puede expresar en termino del operador N

H = hw(N + %) (166)

Por tanto los eigenvalores del operador N serdn también los eigenvalores para la energia del
oscilador arménico.

Luego podemos aplicar el operador escalera a los eigenestados del operador N

Na'|n) = (a'N 4 [N, a']) |n) = (167)
= (a'N +a') |n) = (n+1)a’ |n) (168)

De manera similar se puede demostrar que

Naln) = (n—1)a|n) (169)

7.2. Funciéon de onda para el estado base del oscilador armo-
nico cuantico

Debido a que el eigenvalor menor sera 0, se cumple que
al0) =0 (170)

Escribiendo el operador a en base de la posicién se tendra una ecuaciéon diferencial, cuya
respuesta sera la funcion de onda del estado base

h d
2 -0
(@ mw dx)wo
h - di
= 171
%o mw dx (171)
De manera que se obtiene
mwz2
Yo(x) = Ce™ 2n (172)
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Donde C' es una constante de normalizacién, la cual se puede encontrar mediante

(00) = / " dalyol? = CP? / Cdr (=1 (173)

—00 — 00

Donde se hace el cambio de variable \/5*z = 2’ y por tanto \/5Zdr = dz’ por tanto la
integral anterior se convierte en

e 2h / o 2 /1
|0\2/ da' || = el = |C|2/ dy,/mw\ge(w? —1 (174)

Se realizo6 la sustitucion 2z’ = y. Se obtiene asi

2 _ M

mw
O] = () (175)
Y por tanto la funcién de onda del estado base sera
mw —mwa?
Yo = (E)me 2h (176)

7.3. Principio de incertidumbre

Se tiene dos operadores simétricos A y B. Definimos sus operadores de incertidumbre
como

oa=((A%) — (A2 >0 (177)
op = ((B*) —(B)*)Y/? >0 (178)
(179)

Donde (A) es el valor esperado del operador A
(4) = (Wl Aly) (180)

El principio de incertidumbre nos indica que para una funciéon de onda normalizada |¢) y
dos operadores cualquiera A y B se cumple que

1
(04)(08) 2 5[ (4, B])| (181)
Para demostrar esto, se necesita crear un tercer operador C, el cual definimos como
C:=A—(A)+i\B-(B)) (182)

Donde A € IR. Utilizando la definicién de este nuevo operador y el echo que A y B son
simétricos y la funcion de onda |¢) esta normalizada, se puede obtener que

0 < (CY|Cy) = (Y| CTC [9) = (| (A — (A) +iX(B — (B))) * (A — (A) +i\(B — (B))) |¢)) =
(1h| A2 — 24 (A) + (A)2 + \(B? — 2(B)? + B (B)) + Ai[4, B] |¢)) =
(04)% + X2+ X (i[A, B]) (183)
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Minimizando esta tultima ecuacién, se obtiene que
-1

A= 5 (i[A,B]) Jop (184)
Substituyendo esto en ecuaciéon original, nos permite obtener que
(i[4, B)®

(0a)* — >0 (185)

2
4oy

Reordenando términos se obtiene el principio de incertidumbre

(04)(08) > 3| {[A, B) (186)

7.4. La relaciéon de incertidumbre de Heisenberg

La relacion de incertidumbre de Heisenberg indica que

(02)(0p) = g (187)

Esto se debe a la hermiticidad de = y p. Por tanto podemos utilizar el principio de incerti-
dumbre con estos dos operadores, recordando ademas que [z, p] = ih. Por tanto se obtiene

que
(02)(0p) = 5| {le.pl) | = lih| = (158)

O

7.5. Estados perfectos

A continuacion se utilizara el programa Wolfram Mathematica 10 para realizar las gra-
ficas de los estados perfectos descritos en la seccion 3.1.3. Se utiliz6 el siguiente programa.

FEl polinomio de Majorana y sus raices. Las variables s y j cambian dependiendo del
sistema de espin que se analiza (ej: Para el estado perfecto del tetrahedro j=2 y s es el
estado de espin asociado a este solido perfecto, de la misma forma ocurre para el resto de
estados perfectos)

j:=jb

M(z_) = ; (%)t +

r:=Simplify[Flatten[z /. { ToRules[Roots[M (z) = 0, 2]] }]];
For[i = 1,47 < Length[r],i+-+, AppendTo[z, Re(r[[7]])]; AppendTo[y, Im(r[[i]])]];
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Esta parte realiza la proyeccion estereografica de las raices del polinomio de Majorana
asociado al estado. Luego grafica el conjunto de puntos sobre la esfera unitaria

2z[[i]]

For[i = 1,7 < Length[r], i++, AppendTo[xs, — :
[[d]? + yl[i]]* + 1

I;

2y(ld]] .

AppendTobs, Syl + 1
o[+l — 1

AppendTolzs, ZIHE + gl + 1]]

While[Length[xs] < 27, AppendTol[xs, 0]; AppendTolys, 0]; AppendTo|zs, 1]]
Length[xs]

data = {xs,ys,zs}'

gl:=ListPointPlot3D[data, PlotStyle — PointSize[0.03]]

Las graficas para los estados perfectos se observan a continuaciéon

1.0

Figura 11: Estado perfecto |tser)
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7.6. Coordenadas proyectivas

A continuacién se presentara un ejemplo del programa utilizado para encontrar los co-
eficientes que definen los estado anticoherentes de espin siguiendo el segundo procedimiento
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presentado en la seccién 4.2.

ClearAll[a, b, ¢, sx, sxc, 8y, Syc, sz, sz¢, tX, ty, tz, S2]

pl:=a{0,1,0,0,0} + (b + ib2){0,0,1,0,0} + (¢ + ic2){0,0,0,1,0} 4+ {1,0,0,0,0};
ple =a{0,1,0,0,0} + (b — ib2){0,0,1,0,0} + (¢ — ic2){0,0,0,1,0} + {1,0,0,0,0};
sx = ComplexExpand[Simplify[plc.rmatx.pl]];

sy = ComplexExpand[Simplify[plc.rmaty.pl1]];
sz = ComplexExpand[Simplify[plc.rmatz.pl]];
sxc = ComplexExpand [sx*] ;

syc = ComplexExpand [sy*] ;

szc = ComplexExpand [sz*];

tz = Simplify[szszc];

tx = Simplify[sxsxc];

ty = Simplify[sysyc];

S2 = tx + ty + tz;

FindMinimum[S2, {a, b, b2, ¢, c2}]

7.7. Descenso gradiente

A continuacion se presenta el algoritmo utilizado para optimizar las funciones que re-
presentaban la condicién de 1-anticoherencia resultantes en el procedimiento propuesto en
4.1.

ClearAll[z, y, z, p, t1, 12, d]

R={}

S2G =V, 4,152

For[e =0,c <= 30,c+ +,t1 = RandomReal |0, Pil;
t2 = RandomReal|0, Pi|; p = RandomReal|0, 2 x Pil;
For[r = 0,r < 1000, r++,d = —S2G/.{z — tl,y — t2,2z — p};
v = 0.001;

t1 = vd[[1]] + t1;

t2 = vd[[2]] + t2;

p = vd([3]] + pl;

AppendTo[R, {S2/.{x — t1,y — t2,2 — p},t1,t2,p}]]

1
ChOp |:4R7 m:|
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7.8. Producto tensorial simétrico de espin 1/2

A continuacion se presentard un ejemplo del programa utilizado para encontrar los pa-
rametros que definen los estado anticoherentes de espin siguiendo el primer procedimiento
presentado en la secciéon 4.1. Ademés se podré observar también el programa utilizado para
crear las representaciones de los estados sobre la esfera unitaria.

Se crea la representacion matricial correspondiente a cada componente del espin dado el
nimero cuantico, j, del sistema. Esta se construye a partir de la base de Zeeman.

lineax = {};

rmatx = {};

Forli = j,i > —j, i,
Forla = j,a > —j, a—,

1
AppendTo |lineax, 5\/]'(]' +1) — ai(dit1,0 + diat1) | J;

rmatx = Append[rmatx, lineax];

lineax = {}]

lineay = {};

rmaty = {}

Forli = j,i > —j, i,
Forla = j,a > —j,a—,

Vi +1) = ai(8ia11 — 6i+1,0)

2 J

AppendTo |lineay,

rmaty = Append|[rmaty, lineay];
lineay = {}]

lineaz = {};

rmatz = {};

Forli = j,i > —j, i,

Forla = j,a > —j, a—,
AppendTo[lineaz, ad; 4];

rmatz = Append[rmatz, lineaz|;
lineaz = {}]

A continuacion el ejemplo del codigo utilizado para encontrar un estado de espin j = 3/2
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ClearAll[sx, sy, sz, sx¢, syc, szc, S2]

p = /3{0,0,1,0} (2 exp(iz) sin (g) sin (%))‘f‘

+ \/3{0, 1,0,0} (2 sin (g) coS (%) + 2exp(iz) cos (g) sin (%)) +
+ 6 cos (g) cos (%) {1,0,0,0};

e = 0010 (21 () (1)

+ \/5{0, 1,0,0} (2 sin (g) cos (%) + 2 exp(—iz) cos (g) sin (%)) +

+ 6 cos (g) cos (%) {1,0,0,0};

sx = ComplexExpand[Simplify[pc.rmatx.p]];
sy = ComplexExpand[Simplify[pc.rmaty.p|];
sz = ComplexExpand[Simplify[pc.rmatz.p|];
sxc = ComplexExpand [sx*] ;
syc = ComplexExpand [sy*] ;
szc = ComplexExpand [sz*];

S2 = FullSimplify[Expand[sxsxc + sysyc + szszc]]

Luego se utiliza el algoritmo de descenso gradiente, expuesto en el anexo 7.7.
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