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me mucha gracia y favor durante toda mi trayectoria universitaria. Todo el conocimiento que he
adquirido y los logros se los debo enteramente a El. Quiero agradecer a mi familia por su apoyo in-
condicional durante estos anos, especialmente a mis padres por el esfuerzo y sacrificio que han hecho
por mi. Agradezco a la Universidad del Valle de Guatemala (UVG) por la "Beca por Liderazgo en
Ciencias", que sirvi6 de gran apoyo econémico, asi como el crédito estudiantil que me fue otorgado.

Debo reconocer a mi asesor de tesis, MsC. Mario Cuevas, por el apoyo brindado en este trabajo.
Su gran trayectoria y expertise en economia aportaron conocimientos de gran valor a este trabajo.
Agradezco al catedratico Lic. Dorval Carias, quien me impartio los cursos de Anélisis de Variable
Real en la UVG, es una persona a la que estimo y respeto mucho, quien me ensenié contenido muy
valioso para el desarrollo de este trabajo. Y a la directora del departamento de matematicas, la Lic.
Nancy Zurita, quien ha estado al pendiente de mi desarrollo estudiantil durante toda la carrera.

La teoria de juegos es una rama de la matemaética aplicada, cuyas aplicaciones son de gran im-
portancia en el &mbito econémico. Existen diversas fuentes de informacion sobre teoria de juegos,
muchas de estas pensadas para economistas, por lo que es bastante comin que apliquen y obtengan
las conclusiones mas importantes de los teoremas y propiedades, dejando a un lado la parte técnica
y teodrica matematica que fundamenta la teoria de juegos. También existen libros escritos por ma-
tematicos y otros cientificos, donde se demuestran los teoremas, lemas, propiedades, etc., y se le da
menor importancia a las aplicaciones y su interpretaciéon en la vida real. Por lo tanto, este texto
busca tener un equilibrio, tanto de teorfa como de interpretaciéon en aplicaciones de la vida diaria.

Gran parte del texto ahonda en analisis matemético, y se pretende demostrar teoremas, lemas,
propiedades y demés de manera formal. Evidentemente, es dificil tener un balance entre teoria ma-
temética y aplicaciones. Al final del desarrollo teérico, con demostraciones matematicas formales, se
muestra alguna aplicacién o ejemplo, de esta forma podemos entender un poco de ambas perspecti-
vas, tanto la matematica teodrica como la aplicada.

Este texto requiere conocimientos previos en andlisis matematico. Sobre todo, para la seccién
donde se demuestra de manera formal la existencia del equilibrio de Nash en estrategias puras, se
requiere tener amplios conocimientos de analisis. Aunque esta seccion presenta las demostraciones
con notaciéon y simbologia matematica, se busca dar explicaciones verbales que ayuden al lector, y
de esta forma pueda seguir el hilo de las demostraciones con mayor facilidad.
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Resumen

Se pretende demostrar, de manera formal, el teorema de existencia del equilibrio de Nash en
estrategias puras y mixtas, y sus aplicaciones. Se utilizara como herramienta el analisis matematico
para presentar el desarrollo tedrico que nos lleve a los teoremas de existencia de un equilibrio de
Nash. Se presentan propiedades, teoremas y lemas técnicos como el lema de Sperner, el teorema de
punto fijo de Brouwer, el teorema de Kakutani, y otros. Se analizan las implicaciones del equilibrio
de Nash y sus aplicaciones. Se encontré que es mas practico determinar la existencia de un equilibrio
de Nash en estrategias mixtas que en estrategias puras. Cuando existe un tunico equilibrio de Nash,
es posible llegar a un acuerdo entre todos los jugadores, donde todos maximizan sus ganancias,
siempre que acuerden jugar un equilibrio de Nash.
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CAPITULO 1

Introduccién

La teoria de juegos es una rama de la matemética aplicada, ampliamente utilizada como he-
rramienta en ciencias econémicas. El enfoque més popular esté orientado a las aplicaciones de ne-
gociaciones, en su gran mayoria en el &mbito econémico. Este trabajo pretende presentar las bases
matematicas tedricas que sustentan y formalizan la teoria de juegos. Pero, al mismo tiempo, pretende
presentar aplicaciones econdémicas y ejemplos, de modo que la parte teérica se complemente con la
aplicada. Se puede encontrar una gran variedad de literatura en teorfa de juegos que se enfoca en las
aplicaciones especificas y no aborda con mayor detalle y profundidad los conceptos fundamentales
tedricos. La complejidad de las demostraciones matematicas y la falta de ejemplos practicos en la
literatura existente han sido obstéculos para una comprensién mas amplia y aplicable de la teoria
de juegos. Este trabajo busca un equilibrio, para que el lector entienda que las aplicaciones tienen
un fundamento matematico entendible.

La axiomatica de von Neumann representa las bases de la teoria de juegos clasica, permitiendo
su desarrollo formal y detallado en el Ambito matematico. En 1944, se introdujeron conceptos como
juegos en forma normal y estrategias mixtas. Més adelante, en 1950, se defini6 el equilibrio de Nash,
que fue de gran importancia, tanto que John Nash recibi6 un premio Nobel en economia en 1994.

El analisis real es una rama de la matematica que fundamenta la teoria de juegos. En la teoria
de juegos se trabaja con funciones de utilidad, de un espacio vectorial a otro (espacios métricos o de
Hausdorff), y las demostraciones de teoremas tienen un enfoque, en esencia, analitico. La teoria de
juegos utiliza, como herramienta, teoria del analisis real para demostrar sus propiedades, teoremas,
lemas, ejemplos y otros. La teoria de juegos también puede analizarse por medio de combinatoria y
teoria de grafos. Sin embargo, presentamos teoria de juegos con un enfoque puramente analitico.

En un juego, un equilibrio de Nash permite con mayor facilidad que todos los jugadores se pongan
de acuerdo. Debido a que las decisiones de todos afectan las ganancias de todos, resulta complicado
ponerse de acuerdo. Un equilibrio de Nash es una combinacion de estrategias donde se maximizan
los beneficios de todos los jugadores, siempre que todos jueguen dicho equilibrio. De esta forma,
los jugadores quedardn més conformes con la decision tomada, sabiendo que la decision que han
seleccionado es la mejor posible, dadas las elecciones de sus contrincantes.

El teorema de existencia de equilibrio de Nash (teorema para estrategias puras es funda-
mental para demostrar el equilibrio sobre estrategias mixtas (teorema . El teorema esta
restringido por muchas condiciones que se le exigen al conjunto de decisién, mientras que el teorema
solo pide que el juego en forma estratégica sea finito. Esto implica que el teorema es méas



general y, por tanto, de mayor utilidad que el teorema Es mas sencillo probar la existencia
de un equilibrio de Nash para estrategias mixtas que para estrategias puras.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

Presentar los fundamentos y bases de la teoria de juegos con la axiomatica de von Neumann
y Morgenstern, para juegos finitos. Demostrar el teorema: “Existencia del equilibrio de Nash” y
evidenciar su aplicabilidad.

2.2. Objetivos especificos

= Introducir la axiomatica de von Neumann y Morgenstern, como la base de la teoria de juegos
clasica

= Presentar las definiciones formales de los tipos de juegos y sus aplicaciones.

= Demostrar los teoremas técnicos de punto fijo que validan la existencia de equilibrio de Nash
en estrategias puras, enfocandose en juegos finitos.

= Analizar aplicaciones practicas de la teoria de juegos y del equilibrio de Nash.



CAPITULO 3

Justificacién

La teoria de juegos es una rama de la matemaética aplicada, ampliamente utilizada como herra-
mienta en ciencias econémicas. El enfoque mas popular esta orientado a las aplicaciones de nego-
ciaciones, en su gran mayoria en el &mbito econémico. El trabajo pretende presentar las bases que
sustenta la teoria de juegos, de forma mateméaticamente teoérica. Pero, al mismo tiempo pretende
presentar aplicaciones econémicas y ejemplos, a modo que la parte tedrica se complemente con la
aplicada. Alguna literatura se enfoca en las aplicaciones especificas y se pierde la relevancia de los
conceptos fundamentales teoéricos. La complejidad de las demostraciones matematicas y la falta de
ejemplos practicos, en la literatura existente, han sido obstaculos para una comprension mas amplia
y aplicable de la teoria de juegos. Este trabajo busca un equilibrio, para que el lector entienda que
las aplicaciones tienen un fundamento entendible matematico. Se pretende dar a conocer un texto
que, resuma las bases tedricas matemaéticas de la teoria de juegos, manteniendo un enfoque formal
y matematico, pero que a su vez muestre aplicaciones de la vida real. La teoria es muy importan-
te, pero acompanada de aplicaciones practicas, ayuda a su mejor comprension y permite tener un
aprendizaje mas enriquecedor.

Dentro de la literatura investigada, se han encontrado algunos teoremas que necesitan completar
detalles, para facilitar el entendimiento y seguimiento del hilo de las demostraciones. Se desea pre-
sentar pruebas méas detalladas, cuando se considere necesario y oportuno, esta tarea adicional sera
provista de forma original como parte del trabajo que se presenta a continuacién. De este modo,
aunque el lector no domine el analisis, el texto pretende explicar con mayor profundidad algunas
estrategias de demostracion, recordar o mencionar propiedades, teoremas y definiciones importantes.
La idea de este trabajo es facilitar la comprension de la teoria matematica, la cual respalda algunos
hallazgos importantes de la teoria de juegos.

Se busca promover el interés en la teoria de juegos y su importancia en el ambito econémico.
Aunque la teoria matematica, que estéd detras de la teoria de juegos, es menos popular que la
parte préactica y aplicada, es importante conocer y comprender la parte tedrica, de esta forma las
aplicaciones se llevan cabo comprendiendo los supuestos y limitaciones que tiene la teoria. Con una
mayor comprension de la teoria, las aplicaciones en economia pueden resultar muy interesantes, y
de gran utilidad en la practica. Se pretende atraer al lector con aplicaciones interesantes y teoria
explicada con mayor detalle.



cAPITULO 4

Teoria de Juegos

La teoria de juegos es una rama de la matematica aplicada, con aplicaciones en diversas areas
como la biologia, politica, economia y otras. Von Neumann y Morgenstern desarrollaron los conceptos
béasicos de la teoria de Juegos, en el afio 1944, con su trabajo titulado Game Theory and Economic
Behaviour, este desarrollo previo permitié avances en la de la teoria de juegos. Para el ano 1950,
el matematico John Nash, publicé por primera vez el concepto de equilibrio en juegos de la teoria
clasica. Debido a la importancia y relevancia del trabajo del equilibrio de Nash, para el desarrollo
posterior de la teoria de juegos, para juegos no cooperativos, en el ano 1994, John Nash junto a John
Harsanyi y Reinhard Selten recibieron un premio nobel en economia.

Un juego esté definido por un conjunto de jugadores, diferentes alternativas o decisiones que pue-
den tomar y un beneficio para cada jugador, en funcién de las decisiones de todos los jugadores. Se
asume que los jugadores son racionales, esto es, conocen un resultado particular que desean obtener,
haran lo posible por conseguir este resultado y son capaces de analizar para tomar decisiones que
més les convengan. El objetivo de los jugadores, por lo general, es maximizar sus beneficios, indepen-
dientemente de las decisiones de los demés jugadores. Los jugadores no necesariamente tienen que
ser humanos, pueden ser animales, computadoras, etc. La teoria de juegos analiza las interacciones
entre un grupo de jugadores, y busca determinar la respuesta 6éptima o de mayor preferencia ante
un juego, para maximizar los beneficios.

Cada jugador puede ordenar las decisiones o alternativas disponibles, segtin el beneficio generado
por cada una de estas. Los jugadores tomaran decisiones estando conscientes de los posibles resul-
tados que obtendran, y esto hace que un jugador pueda preferir alguna alternativa sobre otra. El
siguiente capitulo muestra las bases de la teoria de juegos, donde se modelan los juegos, a partir de
relaciones de preferencia, funciones de utilidad, y algunas condiciones y reglas que deben cumplirse.



CAPITULO b

Funciones de utilidad de von Neumann-Morgenstern

Las funciones de utilidad, las denominaremos como U, tienen como objetivo medir un beneficio
o utilidad para los jugadores. Nuestro interés es buscar la maximizaciéon de esta funcién, o buscar
un equilibrio, una solucién, que asegure que, tomando ciertas decisiones, genere el mejor beneficio
para el jugador.

El conjunto de posibles opciones o decisiones que los jugadores poseen, dentro del juego, con-
forman el dominio X de nuestra funcién U. Como nuestro objetivo es determinar un 6ptimo de
beneficio, quiere decir que podemos comparar el beneficio de una funcion segin las decisiones que el
jugador tome. Las relaciones binarias que nos permitan comparar dos beneficios, las denominaremos
relaciones de preferencia.

Definicion 5.0.1. Una relacion de preferencia es racional si es una relacion binaria que
cumple con:

s Completitud: Vx,y € X, se tiene que x = y oy = x, o se cumplen ambas (en ese caso son
equivalentes).

s Transitividad: Vx,y,z € X, six =y ey = z, entonces x = z.

Notese que la propiedad de completitud nos indica que la relaciéon permite comparar entre dos
opciones o decisiones, nos indica si una es mejor que la otra, o si son equivalentes (ambas generan
el mismo beneficio). Entonces z = y indica que la alternativa = es mejor o igual que y. Lo que nos
lleva a la siguiente definicion.

Definicion 5.0.2 (Funcion de Utilidad). Sea X el conjunto de posibles decisiones que puede tomar
el jugador. La funcion U : X — R es una funcion de utilidad que representa la relacion de
preferencia =, siVx,y € X, x =y < U(z) > Ul(y).

La funcién de utilidad tiene como objetivo asignar un valor o utilidad a cada decision, dentro del
campo de los nimeros reales. Ademas, representar a la relacion >, de tal modo que la preferencia
entre dos decisiones se ve reflejada en una utilidad diferente. La funciéon de utilidad asignaré un valor
mayor a la decision més conveniente, segin su caso.



Proposicion 5.0.1. Dada una funcion de utilidad U : X — R, esta puede representar una relacion
de preferencia, siempre que esta sea racional.

La proposicién anterior nos aclara que es estrictamente necesario que la relacion de preferencia
sea racional, de lo contrario una funcion de utilidad U : X — R no podria representarla.

Ahora bien, jqué pasa si ya tenemos una relacion racional? ;Podemos representarla con una
funcion de utilidad? Resulta que el reciproco de la proposicién anterior no se cumple, por lo general.
Esto quiere decir que dada una relacion binaria y racional >, no necesariamente existe una funcién de
utilidad U que pueda representar dicha relacion. Mas adelante abordaremos nuevamente este tema,
mostrando un contraejemplo. A pesar de que no es posible, podemos agregar condiciones adicionales
para asegurar el reciproco, lo que nos lleva al siguiente teorema.

Teorema 5.0.1 (Teorema de existencia y unicidad de las funciones de utilidad). Sea una relacion
de preferencia racional = sobre un conjunto finito X, entonces eziste una funcion U : X — R tal
que U representa a la relacion =, es decir, Voe,y € X, x = y < U(x) > U(y). Ademds, para una
funcion de utilidad V' que representa la relacion =, se tiene que V.= f(U), donde f es una funcion
estrictamente creciente.

Demostracion. Sea X finito y > una relacién de preferencia racional sobre X. Consideremos los
siguientes casos:

1. Como X es finito, podemos listar sus elementos de la siguiente forma: X = {z1,xa,...,2,}.
Supongamos ahora que:

T1 > T > T3 > > Ty

Esto indica que para cada par de elementos de X, uno es més preferible que el otro en términos
de conveniencia o beneficio. Consideremos la funcién:

U:X —> R, tal que U(x;) =i, parai=1,2,...,n
Por lo tanto, si para z;,z; € X, tenemos que U(z;) > U(z;) = ¢ > j y como los elementos de
X estan listados de 1 a n, entonces z; > x;. Si por el contrario, x; > x;, entonces U(x;) = ¢

y U(z;) = j, y debido al orden de los elementos de X, se cumple que i > j = U(z;) > U(zy).
Por lo tanto,

U(Z‘Z) > U(LL‘]) S TR T
Lo que implica que U es una funcién de utilidad que representa la relacion . Ademaés, si

f:{1,2,...,n} = R es una funcién estrictamente creciente y V' es una funciéon que representa
a =, entonces se cumple que:

Sii#jy Vi(z) > V(xj) & x; =z, para z;,z; € X

Para z; € X, definimos V(x;) = f(U(x;)) = V(x;) = f(i). Observamos que f es una funcion
estrictamente creciente, ya que

sii>j= f(i) =V(z;) > V(z;) = f(j), parai,j=1,2,...,n
2. Ahora consideremos el caso més general, donde para cada par de elementos de X, no nece-

sariamente uno es méas preferible que el otro. Sea A = {1, x2,...,2x} € X un conjunto que
cumple:



Tl Tog = X3 = =xpy Ve € X, dx; € A, tal que x ~ x;

En otras palabras, A es un conjunto tal que si un elemento x € X no pertenece a A, entonces
existe un z; € A que es equivalente a z, para todo =z € X.

Ahora, sea U : X — X, tal que U(x) = U(x;) = ¢ cuando ¢ ~ ;. Sean 2,y € X y x =
y = Jz,,z;, € AdSx ~xyy ~ xj, asi que z; = x;. De este modo, U(z) = U(x;) =iy
U(y) = Ul(z;) =j, y comoi>j= U(x) = U(y).

Por otro lado, si U(z) > U(y) = U(x;) > U(x;) = i > j, debido al orden de los elementos de
A, z; = x;. Entonces,

Por lo que, U es una funcion de utilidad que representa la relacion .

Sea V' una funcion de utilidad que representa la relacion =y f: {1,2,...,k} — R una funcion
estrictamente creciente. Por definicion, la funcién V' cumple

Sii#jy Vi(z) > V(xj) e x; = xj, para z;,z; € X

Sean z,y € X, entonces 3z;,x; € A>x ~ x; yy ~ x;. Para z € X, sea V(z) = f(U(2)),
entonces dx; € A 3z ~ z, luego V(x;) = f(U(x;)) = f(1) = v(x;) = f(I). Veamos que f es
estrictamente creciente,

sii>j= f(i)=V(x;) >V(x;) = f(j) parai,j =1,2,...,k
O

Notese que la prueba anterior se puede reducir al presentar inicamente el caso 2. Sin embargo,
en el caso 1, se pretende dar una idea de la estrategia a utilizar en el caso general.

Ya demostrado el teorema anterior, estamos preparados para mostrar el contraejemplo del reci-
proco de la proposicion Considere X = {(z1,22) € R? : 1 > 0y 22 > 0}, donde la relacién
binaria es la lexicografica, la cual sigue la siguiente regla. Si (z1,z2), (y1,y2) € X:

(x1,22) = (y1,y2) = [£1 > y1] o [x1 = y1 ¥y x2 > o]

La relacién anterior es el mismo orden que siguen las palabras de un diccionario, esta relacion
es racional. Notese que el conjunto X anterior no es finito, por lo que no podemos asegurar que
exista una funcién de utilidad que la represente. De hecho, la siguiente proposiciéon demuestra que
no existe.

Proposicion 5.0.2. Sea X = {(x1,22) € R? : 21 > 0 y 29 > 0}, la relacion levicogrdfica sobre X
es una relacion ractonal.

Proposiciéon 5.0.3. Sea X = {(21,22) € R? : 21 > 0 y 22 > 0} y = la relacion lexicogrdfica sobre
X. Entonces, no existe una funcion de utilidad U : X — R que represente dicha relacion.

Demostracion. Por contradiccion, suponga que si existe una funcion de utilidad U : X — R que
represente la relacion lexicografica, anteriormente descrita, sobre X. Considere los pares ordenados
de la forma (z1,2) y (21,1) para z; > 0. Sabemos que (z1,2) > (21,1) = U(x1,2) > U(z1,1). Ahora
bien, como U(z1,2), U(z1,1) € R, existe un nimero racional que denominaremos como r(z1) € Q
tal que



U(x1,2) > r(z1) > U(x1,1), V21 >0

Sea un namero real x5 > 0, tal que x7 > o, entonces U(xa,2) > r(x) > U(xa, 1), Vao > 0.
Ademas,

r(z1) > U(z1,1) > U(x2,2) > r(x2)
Concluimos que,
x1 > x9 = r(x1) > 1(22)
De esta forma, podemos definir la funcion:
r:RTU{0} — Q, tal que z — (), donde U(z,2) > r(z) > U(z, 1)

Note que r es una funcion inyectiva. Por contrapuesta de la definicién de inyectividad, si x1 # x2,
sin pérdida de generalidad sea x1 > x2 = r(x1) > r(x2), por lo que r(x1) # r(z2), lo cual es una
contradiccion (—+<), ya que la cardinalidad de RT es mayor a la de los racionales Q, es imposible
tener una relaciéon uno a uno. Por lo tanto, no existe U, una funcién de utilidad que represente a la
relacién lexicografica. O

Nota 5.0.1. La conclusion anterior es importante para el desarrollo de la teoria a desarrollar poste-
riormente y, en general, de la teoria de juegos. Siempre que se desee aplicar cualquier teorema, lema,
propiedad, etc., de la teoria de juegos, donde estén presentes las relaciones racionales y funciones
de utilidad, si el conjunto de preferencia X no es finito, no necesariamente existird una funcion de
utilidad que la represente, por lo que se debe verificar que existe al menos una funcion de utilidad
U que represente dicha relacion. Si no existe una funcion de utilidad que represente la relacion
racional, no podemos hacer uso de esta teoria.



CAPITULO ©

Tipos de Juegos

6.1. Juegos en forma extensiva

En este capitulo se definen los siguientes elementos de los juegos en forma extensiva o arbol
de juego. En estos juegos se asume que los jugadores toman sus decisiones de forma simulténea,
sin conocer las decisiones de sus contrincantes. El diagrama de arbol nos muestra la combinacion
de posibles decisiones y las utilidades asociadas a cada jugador. Los juegos en forma extensiva se
componen de los siguientes elementos.

» Jugadores. Es un conjunto J = {1,2,...,n} para identificar a los n diferentes jugadores.

= Nodos. Sea X el conjunto de nodos que componen el arbol. Existen diferentes tipos de nodos,
como se describen a continuaciéon. El nodo raiz es el nodo de origen, se denota con la letra
O, es la primera accion del juego.

= Nodo predecesor. Sea un nodo = € X, se define la funcion
c: X=X, x—o(x)

Se dice que o(x) es el nodo predecesor mas inmediato al nodo x. Cuando se trata del nodo
origen, 0(0O) = O. Ademas, si deseamos ir hacia atras y ver el predecesor del predecesor del
nodo z, se consigue aplicando dos veces la funcion, de esta forma o(o(z)) = o?(x). Podemos
aplicar la funcion las veces que se desee, o(o(a(z))) = o3(x), y asi sucesivamente.

Note que el nodo predecesor es tinico para cualquier nodo. Un nodo no puede tener dos no-
dos predecesores distintos. Sin embargo, dos nodos distintos pueden tener un mismo nodo
predecesor.

= Nodo terminal. Es un nodo que no precede a ningin otro nodo. Esto es, no existe un nodo
que siga después del nodo terminal. Se define el siguiente conjunto de nodos terminales:

T(X)={zecX: P2’ € X >0(z') =1}
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Los nodos terminales vienen acompanados de una asignaciéon de utilidades o ganancias pa-
ra cada jugador. Estos nodos determinan el fin del juego para los jugadores y muestran los
resultados finales de la partida.

Nodo de decisiéon. Es un nodo que precede a otro nodo. Se define al conjunto de nodos de
decision:

DX)={zeX: I eX30(@)=2} =X -T(X)
Se les llama nodos de decisién, ya que el jugador tomara alguna de las decisiones posibles, lo
que llevara a su siguiente nodo.

Definimos el conjunto A de las posibles acciones (o decisiones) de todos los jugadores. Sea la
funcion

a: X —{0} = A, z— ax)

que asigna a un nodo x, la accion «(z) correspondiente a tomar, en su nodo predecesor, para
llegar al nodo z. Ahora, sean dos nodos x,2’ € X > x # 2/, tal que su nodo predecesor es el
mismo nodo, o(z) = o(z’), entonces a(x) # a(z'), en otras palabras, partiendo de un mismo
nodo predecesor hacia dos o méas nodos proximos, se requieren dos o mas acciones diferentes,
una misma accién no conducira a dos o mas nodos diferentes.

Definimos el conjunto de posibles acciones desde un nodo x € X como
Alx)={ac A: T’ >0(') =2y a=a(z)}

Sea X; el conjunto de posibles nodos donde el jugador ¢ debe tomar una decisiéon. Para cada
nodo x € X, solo un jugador puede tomar decisiones en el nodo z. Lo que nos lleva a

U Xi = D(X)
icJ

Ademas, se tiene que Vi,j € J,i # j,X; N X; = 0. Por lo que {X,};cs es una particion sobre
D(X), el conjunto de nodos de decision.

Considere una familia de conjuntos de informacion H y la funciéon
h:X — H,z— h(x)
La funcion h asigna a un nodo & € X una informacion h(x) € H relacionada al nodo x. Sea

H; la familia de conjuntos de informacién del jugador 4, entonces la familia { H; };c s forma una
particion sobre D(X). Por lo que,

U H; = D(X)
icJ

Dos nodos perteneceran al mismo conjunto de informacion siempre que dispongan de las mis-
mas posibles acciones. Entonces, para z,z’ € X

si h(z) = h(z') = A(x) = A(x')

De forma similar, si € X y su conjunto de informacion es h = h(z) definimos al conjunto de
posibles acciones correspondientes h como

Ah)={acA:ac Alx) y z € h}

11



Es posible que mas de un nodo pertenezca a h, esto indicaria que todos los nodos que pertenecen
a h disponen de las mismas acciones a elegir.

= Considere el conjunto de informacion Hy, este no esta asociado a ningun jugador, sino que
considera un nodo donde influye el azar y esté fuera del control de los jugadores. Se define una
funcién

p:H()XA—)[O,].}
(h,a) = p(h, a)

Algun nodo, por ejemplo, al inicio del juego puede existir un factor del azar, donde pueden
ocurrir diversos eventos, pertenecientes al conjunto A, a cada uno se le asigna una probabilidad
de ocurrencia. De este modo se cumplen

sia ¢ A= p(h,a) =0

Z p(h,a) =1, Vh € Hy
ac€A(h)

= Por ultimo, definimos una funcién de pagos
r:T(X)—-R"
x—r(z) = (r(x),rox),...,ro(x))

donde z € T(X) y r;(x) es el valor o ganancia obtenido del jugador i, al finalizar el juego en
el nodo terminal x.

A partir de los elementos descritos anteriormente, podemos definir a los juegos en forma extensiva.

Definicion 6.1.1. Un juego en forma extensiva I es

I'= {‘]’ (X7 0')’ (A’ Oé), {Xi}iEJ7 {Hi}iEJa (A(h))hEHv P T}

La funcién p es cuando el juego asi lo requiera. Algunos juegos de forma extensiva no tendran
un nodo donde las acciones estén al azar.

El siguiente ejemplo estd basado en un ejercicio que se encuentra en J. Pérez, J. Jimeno y E.
Cerda (2004), ej. 1.8, pag. 57 [?].

Ejemplo 6.1.1. Considere el siguiente juego entre un (hasta ahora) monopolista y un entrante
potencial. Suponga que se estd discutiendo la aprobacion de una ley de control de la contaminacion.
El monopolista, de gran influencia politica, puede apoyar la propuesta del Grupo Verde o puede
apoyar la propuesta de la oposicion. Suponga que cada propuesta se aprueba si y solo si la apoya el
monopolista.

Los controles de contaminacion propuestos por los verdes aumentarian en 60,000 ddlares los
costes fijos de cada empresa, tanto si opera en régimen de monopolio como de duopolio, mientras
que la propuesta de la oposicion los aumentaria en 24,000 ddlares. El entrante potencial puede entrar
o no entrar en la industria. Sin costes de control de contaminacion, los beneficios del monopolio son
120,000 ddlares y los del duopolio 48,000 ddlares. Si el entrante potencial decide no entrar, sus
beneficios son cero.
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a) Suponga que el entrante tiene que tomar su decision de entrada antes de conocer la decision del
monopolista.

b) Suponga ahora, por el contrario, que el entrante conoce, antes de tomar su decision, la decision
del monopolista.

Procedemos a resolver el inciso a). Considere el conjunto de jugadores J = {1,2}. El jugador
1 es el monopolista y el jugador 2 es el entrante potencial. El conjunto de posibles acciones A =
{SA,NA,NE,SE}. Donde

SA: Siapoya la propuesta del Grupo Verde
NA: No apoya la propuesta del Grupo Verde
NFE : No entra al mercado

SE : Sientra al mercado

Ahora, representamos el juego en forma extensiva con el siguiente diagrama de arbol.

360,000 y 0
Jugador 2

T4 12,000 y -12,000

o

Jugador 1
5 96,000 y 0

Jugador 2

T6 24,000 y 24,000

Figura 6.1: Diagrama de arbol, juego en forma extensiva. Inciso a)

Ahora, definimos los demés elementos que componen el juego.

= El conjunto de nodos X = {o, z1, x2, x3, 24,25, T6}

= La funciéon o

olo)= o
o(x1)= o(z2)= o
o(zz) = o(z4) =
o(xzs) = o(xe) = a2
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El conjunto de acciones A = {SA,NA, NE,SE}. Donde

SA: Siapoya la propuesta del Grupo Verde
NA: No apoya la propuesta del Grupo Verde
NE : No entra al mercado

SFE : Sientra al mercado

Por lo que
a(r))= SA
afzg) = NA
a(rs) = alzs)= NE

afry) = afzg) = SE

Las acciones SA y N A son las posibles acciones del jugador 1, mientras que NE y SE corres-
ponden al jugador 2. Entonces el conjunto de nodos de decisién

X1 = {0} y Xo = {351,302}

Los conjuntos de informacion de cada jugador son:

H1 = {O}
Hy = {{z1,22}}

= H = {{o},{z1,22}}

Note que los nodos x1 y x5 tienen una linea punteada entre ellos, en el diagrama de arbol, de
la Figura [6.1] significa que el jugador 2 no sabe en qué nodo se encuentra, ya que desconoce
qué accion tomara el jugador 1, como indica el inciso a), estos dos nodos forman el conjunto
de informacion del jugador 2.

El conjunto de acciones en cada nodo

A({o}) = {SA,NAY
A({zx1,22}) = {NE,SE}

Los nodos terminales con sus ve ctores de pagos

r(zs) = (6000000,0)
r(zg) = (—12000, —12000)
r(zs) = (96000,0)
r(zg) = (24000,24000)

De esta forma representamos el juego en su forma extensiva

I'= {‘]7 (Xﬂ U)a (Aa a)v {X17X2}7 {Hla HQ}a (A(h))hEHvr}

Notese que el inciso a) nos indica que asumamos que el entrante potencial, jugador 2, atn no

conoce la decision del monopolista, jugador 1. Por lo que el diagrama de arbol contiene todas las
posibles combinaciones de decisiones y beneficios posibles. El nodo de origen o es donde comienza
el desarrollo del juego, donde el jugador 1 debe tomar una decisioén, ya sea apoyar la campana de
ley que exige controles de contaminacion (SA) o no hacerlo (NA). Luego, los nodos z1 y x2 son
nodos de decision del jugador 2, donde solo tiene dos posibles acciones, entrar (SN) o no (NE) al
mercado, en caso de que el jugador 2 decida entrar se tendria un duopolio. En los nodos terminales
T3, T4, T5, Te tienen una funcion de pagos r que asigna un beneficio a cada jugador, por medio de
un vector, donde la primera componente es el beneficio del jugador 1 y la segunda componente es el
beneficio del jugador 2.
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Analizando la informacién provista en el diagrama de arbol, Figura observamos que el mejor
escenario para el monopolista es no apoyar la campafa de ley (N A), independientemente de lo que
haga el jugador 2, sus ganancias son superiores. Si el jugador 2, juega N E, jugador 1 prefiere que el
juego termine en el nodo x5 al nodo z3, ya que 96,000 > 60, 000, y si jugador 2 juega SF, el jugador
1 preferia que el juego acabe en nodo zg al nodo x4, ya que 24,000 > —12,000. Los nodos z5 y zg
se pueden obtener unicamente si el jugador 1 decide jugar N A, no apoyar la campana de ley.

En el caso del jugador 2, el diagrama de arbol nos permite ver los posibles escenarios resultantes
del juego. Jugador 2 solo tiene una posibilidad entre cuatro, de obtener beneficios. Los nodos termi-
nales x1, x5 no le dan ninguna ganancia al jugador 2, pues decidié no entrar en el mercado. Mientras
que, si decide entrar en el mercado, entonces depende del jugador 1 si obtiene o no ganancias. Si el
jugador 1 decide no apoyar la campana (NN A), entonces obtiene ganancias, pero si el jugador 1 juega
SA, el jugador 1y 2 tendrian pérdidas de $12,000 mensuales.

Ahora procedemos a resolver el inciso b). Ahora las reglas nos indican que el jugador 2 ya conoce
la decision del jugador 1. jEn qué afecta que el jugador 1 tenga esta informacion del jugador 27
Asumiendo que los jugadores tomaréan decisiones de forma racional, buscando maximizar sus bene-
ficios, el jugador 1 evitara perder dinero y escogera las decisiones que le generen mayores utilidades.
De esta forma, el diagrama de arbol de la Figura [6.1] nos muestra que el jugador 1 evitara a toda
costa los nodos terminales x4 y x5. Si el jugador 1 juega SA, el jugador 2 optard por NE para no
perder dinero. Si el jugador 1 juega N A, el jugador 2 escogera entrar al mercado (SE), para obtener
ganancias de $24,000 mensuales. De esta forma, tendriamos el siguiente arbol.

T3 60,000 y 0

Jugador 2 A
T

o

Jugador 1

L1 24,000 y 24,000

Figura 6.2: Diagrama de arbol. Inciso b)

Ahora, algunos de los elementos del juego han cambiado, como se muestra a continuacion.

» El conjunto de nodos X = {o, 1,22, 23,24}, X1 = {0} y Xo = {21, 22}
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= La funcién sigma

o(o)= o
o(x1)= o(z2)= o
o(xs) = =
o(xg) = w2
» La funcién o
alzy) = SA
a(zg) = NA
a(zs) = NE
alzg) = SN

= Kl conjunto de informacién de cada jugador:

H1 = {0}
Hy = {{z:1},{22}}

= H= {{o},{z1},{z2}}

Notese que en el diagrama, Figura[6.2] los nodos ;1 y 22 no estan unidos por medio de una linea
punteada. Esto nos indica que el jugador 2 conoce la decision final del jugador 1 previo a tomar
una decision. Esto afecta el conjunto de informacion del jugador 2, donde ahora se consideran
dos elementos diferentes, ya que los nodos x1 y x5 tienen diferentes posibles acciones. Mientras
que en el inciso a), ambos nodos tenian las mismas acciones posibles, NE y SE, en el inciso
b), el nodo 1 solo tiene la opcion NE, y en x5 solo puede optar por SE.

A({o}) = {SA,NA}
A({a1}) = {NE}
A({zo}) = {SE}

= Los nodos terminales con sus vectores de pagos

r(zs) = (60000,0)
r(zg) = (24000,24000)

De esta forma, representamos el juego en su forma extensiva

I'= {Jv (Xa 0)7 (A’ a)7 {X17X2}7 {HI’ HQ}’ (A<h))heH7r}

Nota 6.1.1. La informacion que cada jugador tenga del juego afecta las acciones y rendimientos de
todos los jugadores. Note que el hecho de que el jugador 2 supiera la decision del jugador 1, apoyar
a Grupo Verde o mo, afecté los rendimientos posibles de ambos jugadores. En el caso del jugador
2, ahora en mingun escenario perderd dinero. Mientras que el jugador 1 pierde la oportunidad de
ganar $96,000 y ya no estd expuesto a posibles pérdidas. ;Cémo habria cambiado el juego si ahora
el jugador 1 conoce la decision del jugador 2 de antemano? ;Qué sucederia si ambos jugadores estdn
enterados del diagrama, Figura[6.1], y ademds saben que ambos saben de este diagrama? Discutiremos
mds a profundidad estos temas los proximos capitulos y daremos una solucion definitiva a este juego.

6.2. Juegos en forma estratégica

A continuacion, se definen los elementos necesarios para presentar, de manera formal, la definicion
de juegos en forma estratégica. Estos juegos son otra forma de representar los juegos en forma
extensiva; la diferencia es que los representaremos por medio de una matriz de pagos en vez de un
diagrama arbol.
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Definicién 6.2.1. Una estrategia pura para un jugadori € J ={1,2,...,n} es una funcién
s Hy — A
h — s;(h)
para s;(h) € A(h).

Una estrategia pura para un jugador ¢ asigna a un conjunto de nodos h € H;, donde se disponen
de las mismas posibles acciones a elegir, una accién en concreto del conjunto de posibles alternativas
A(h). Definimos a S; como el conjunto de todas las estrategias puras del jugador . El conjunto S;
determina todas las acciones a tomar en cada uno de los nodos = € X;. Podemos definir un perfil
o combinacioén de una estrategia pura como

$=1(51,82,...,8n) €ES1 X Sg X+ xS, =9

A los nodos terminales resultantes de la estrategia s se les llamara n(s) y la ganancia del jugador
i serd u;(s) = r;(n(s)). Ademas, podemos enumerar las estrategias de un jugador i como

Asi, el jugador ¢ tiene n diferentes estrategias puras.

Definicion 6.2.2. Un juego en forma estratégica G estd dado por
G ={J,(Si)ies, (ui)ies}

En el caso de tener dos jugadores, el juego tiene una representaciéon por medio de una matriz de
beneficios, como se muestra a continuacion.

Considere los siguientes elementos de un juego:

= El conjunto de jugadores J = {1, 2}

= El conjunto de m posibles estrategias del jugador 1:
Sl = {5%’5%7' . '787171}
= El conjunto de n posibles estrategias del jugador 2:

So = {s,s3,...,58}

La siguiente matriz muestra todas las posibles combinaciones de estrategias y los vectores con
posibles pagos para ambos jugadores.
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Jugador 2
sp | ui(si,sy),ua(si, ) | wa(si,s3),ua(si,s3) | oo | ua(si,s3),ua(si, s5)
Teador 1 st | ui(st,sg),ua(st,s3) | ui(si,s3),ua(st,s3) | -+ | wi(sf,sf) ua(s, s5)
ugador
st | ua (st s3), ua (st s3) | ua(st, s3), ua(st",s3) | o | ua(sy", s3), ua(st", s%)

Tabla 6.1: Matriz de pagos para juegos en forma estratégica

Para ejemplificarlo, utilizaremos el ejemplo Mostraremos tanto el inciso a) como el b),
pero ahora de forma estratégica.

En el inciso a), se tiene que los conjuntos de informacion de cada jugador son:

H1 = {O}
Hy = {{z1,22}}

{{o}, {z1, 221}

Ahora definimos las posibles estrategias puras para cada jugador, segin su conjunto de informacion.

= H

Para el jugador 1, las estrategias puras son:

1
)
51

Para el jugador 2, las estrategias puras son:

ss({{x1,22}}) = SE

5= 8
s3({{z1,22}}) = NE

2
53

De este modo, tenemos la siguiente matriz de pagos:

Jugador 2

SE NE

SA | -12,000 y -12,000 | 60,000 y 0

Jugador 1
NA | 24,000 y 24,000 96,000 y 0

Tabla 6.2: Matriz de pagos, ejemplo inciso a)

En el capitulo anterior, vimos que el jugador 1 tendria mejores resultados si decidia N A, que es
equivalente a la estrategia s?. La matriz anterior nos muestra con mayor claridad que, al fijar una
de las dos estrategias del jugador 2, las ganancias del jugador 1 son mayores con la estrategia N A.
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Ademas, el jugador 2 solo tendra oportunidad de obtener ganancias con la estrategia SE, si entrar
al mercado, la cual implica un riesgo de pérdida de $12,000, y la estrategia N E implica no correr
riesgos, por lo que tampoco hay posibles beneficios.

Ahora, resolvemos el inciso b). En ese caso, los conjuntos de informacion son:

}{122 {O}
Hy = {{z1},{z2}}

{{O}v{ml}a{x2}}

= H

Para el jugador 1, las estrategias puras son:

1
51
57

[
VA

De este modo, se obtiene la siguiente matriz de pagos:

Jugador 2

SE NE

SA 60,000 y 0

Jugador 1
NA | 24,000 y 24,000

Tabla 6.3: Matriz de pagos, ejemplo inciso a)

La matriz anterior tiene espacios en blanco. Como el jugador 2 ya conoce la decision del jugador
1 al momento de tomar su decision, entonces la estrategia SE la jugara solo si el jugador 1 jugd6 N A,
y la estrategia NFE si el jugador 1 optd por SA.

6.3. Juegos estaticos con informacién completa

A continuacién, se presentara una descripciéon introductoria de los conceptos y elementos de los
juegos estaticos, con informacion completa. A cada participante se le conoce como jugador. Cada
jugador tiene una estrategia, que son las decisiones que tomaréa durante el juego, una vez tomada la
decision el jugador no podra cambiar de opinién y deberéd actuar segin su estrategia le indique, las
decisiones son tomadas de forma simultanea entre los jugadores, por lo que ningin jugador sabe qué
decisiones toman el resto de los jugadores. La informacién esté disponible y es conocida por todos
los jugadores, esto quiere decir que todos conocen las posibles estrategias que cada jugador posee, asi
como las ganancias de sus respectivas estrategias. Ademas, todos saben saben la informacién,
todos saben que todos conocen la informacion, todos saben que todos saben que conocen
la informacion, ..., mas adelante hablaremos de la relevancia que tiene este enunciado.

Definimos a continuacién los siguientes elementos:
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» Jugadores. Los identificaremos con un ndmero, sea J = {1,2,...,n} el conjunto de n juga-
dores. Por ejemplo, el jugador 4, el cual pertenece a J.

= Espacio o conjunto de estrategias. Es un conjunto con todas las posibles series de decisiones
a tomar en el juego. Se denotara como S;, i € J, donde el subindice 7 hace referencia a qué
jugador pertenece el espacio de estrategia.

= Combinaciéon o perfil. Es un vector que contiene posibles estrategias de todos los juga-

dores. Sea n-pla s = (s1,$82,...,8n), donde s; € S;. Denotaremos al conjunto de todos los
perfiles como S = 51 x Sy x --- x S,,. Notese que S; estd conformado por todas las posi-
bles estrategias s;. Si deseamos extraer alguna s; de nuestra n-pla s, la denotaremos como
S—i = (81,82, 8i—1,8i+1,- - -, Sn), que representa todas las posibles combinaciones de estra-

tegias de todos los jugadores excepto del jugador i. De forma similar, podemos extraer a un
S; de S y lo denotaremos como sigue

S_izslXSQX"'XSi_lXSi+1X---XSn.

= Funciéon de pagos o ganancias. Sea u; : S — R la funcién que asigna una ganancia al
jugador i, dado un perfil, entonces w;(s) = u;(s1, s2, . .., s, ), donde a cada jugador se le asigna
una ganancia conociendo el perfil de estrategias de todos los jugadores.

s Juego. Conociendo los elementos anteriores, podemos definir un juego como

G =1{J;51,52,...,Sn;u1,us,...,un}.

(e

G = {51752,...,Sn;’LLh’U/Q,...,un}
Para simplicidad, no incluiremos a J en la definicion de juego, ya que los subindices nos indican
que hay n jugadores.

s Juego finito. Cuando un juego tiene una cantidad finita de jugadores (J es finito) y las posibles
estrategias para cada uno de los jugadores son finitas (S1,So, .. .,.S, son todos finitos).

Definicién 6.3.1 (Informacion de Dominio Publico). La informacion I es de dominio piblico para
un grupo de jugadores J si cumplen las siguientes afirmaciones:

s Todos los jugadores de J saben o estdin enterados de I.
s Todos los jugadores de J saben que todos los jugadores de J también saben de I.

s Todos los jugadores de J saben que todos los jugadores de J saben que todos los jugadores de
J también saben de I.

= Fsto contintda indefinidamente.

Un juego con informaciéon de dominio publico permite un mejor anéalisis para los jugadores.
La informacion es de suma importancia, ya que las decisiones de un jugador afectan a los demés
jugadores. Cada decisién que un jugador tome puede ser interpretada como egoista o cooperativa,
segun la perspectiva de los demés jugadores, basada en sus beneficios. A continuacién, presentamos
el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 6.3.1 (Batalla de los sexos). Considera a una pareja de novios. El jugador 1 es hombre
y la jugadora 2 es mujer. Tienen planeada una cita en la noche, al salir del trabajo, que puede ser
ir al cine o al estadio para ver un partido de futbol. Debido al reciente enamoramiento, ambos pasan
pendiente uno del otro, comunicdndose por medio del celular tanto tiempo que, sin darse cuenta, se
les consume toda la bateria del celular, y todavia no han llegado a un acuerdo de donde ir juntos. La
funcion del cine y el partido comienzan a la misma hora, y deben dirigirse de forma inmediata a uno
de los dos lugares, ya que el trifico de la ciudad es muy complicado. El jugador 1 prefiere ir a ver el
partido de futbol, mientras que la jugadora 2 prefiere ir al cine. Sin embargo, el jugador 1 prefiere
ir al mismo lugar con su novia, que ir al partido solo. De forma similar, la jugadora 2 prefiere ir al
mismo sitio con su novio, que ir al cine sola.

Asignando una utilidad o beneficio a cada perfil de estrategias, el juego en forma estratégica es
el siguiente:

Jugador 2

Cine | Futbol

Cine 1,2 0,0
Jugador 1

fiatbol | 0,0 2,1

Tabla 6.4: Batalla de los sexos en forma estratégica

Es un juego bastante interesante. Observa que cuando ambos ceden y deciden ir al lugar que
la otra persona prefiere, ambos pierden. Al igual que si los dos jugadores son egoistas y deciden ir
donde ellos desean, también pierden. La tnica forma de ganar ocurre cuando uno cede y el otro es
egoista, donde el egoista es el que més beneficio obtiene.

La solucién de un juego para un jugador ¢ es una estrategia que maximiza las ganancias para el
jugador 1, sin importar las estrategias que los demés jugadores elijan. En algunas ocasiones, cuando
existe la solucién, la estrategia no serd tunica; es posible que dos estrategias nos conduzcan a un
mismo beneficio. Los juegos, en su gran mayoria, no tendran una solucién debido a la naturaleza y
reglas de cada juego. Debido a que no siempre existira una soluciéon 6ptima que garantice las maximas
ganancias independientemente de las decisiones de los demas jugadores, se plantea definir estrategias
que generen menores beneficios que todas las demas estrategias del jugador ¢, independientemente
de las estrategias de los deméas jugadores.

Definicién 6.3.2. Sea el juego G = {S1,S5%,...,Sn;u1,u2,...,un} y sean dos estrategias s, y

si € S; del jugador i. Entonces:

v La estrategia s; estd dominada o débilmente dominada por la estrategia s si se cumple
que

! 1!
Ui (51552503 81,55, ity 8n) < Ui(S1,52, -, 8i-1,5], Sit1s---+5n)

para todas las posibles combinaciones de estrategias s_; = (81,82, ...,8i—1,Si+1,---,5n). Lsto
garantiza que escoger la estrategia s es mejor o igual que s} independientemente de las estra-
tegias de los otros jugadores. s genera mds o igual beneficio que s, por lo que la estrategia s
domina a sj.

» Se dice que la estrategia s estd estrictamente dominada por s cuando
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! 11
ui(817827 .- °7Si7178i7si+17' . '7871) < Ui(Sl,SQ,. . '787,'71781' 7Si+17' . '7871)

para todas las posibles combinaciones de estrategias s_;. La estrategia s genera mds beneficio
que s, por lo que s} es preferible. Se dice que s domina estrictamente a s;.

= Una estrategia es no dominada si no existe una estrategia que asegure un mejor o igual
beneficio, sin importar las posibles combinaciones de estrategias de los otros jugadores.

s De igual forma, una estrategia es no dominada estrictamente si no existe una estrategia
que asequre un mejor beneficio, sin importar las posibles combinaciones de estrategias de los
otros jugadores.

Como se mencionaba anteriormente, la soluciéon para un jugador, que se da cuando maximiza
sus ganancias con una estrategia, independientemente de las estrategias de otros jugadores, no siem-
pre existe. Por lo tanto, identificar estrategias dominadas o estrictamente dominadas nos ayuda a
descartar estrategias con las que no es posible optimizar nuestras ganancias. Es evidente que una
estrategia estrictamente dominada es dominada. Las estrategias estrictamente dominadas son ttiles
para que el jugador pueda descartarlas, ya que implica que existe una estrategia que garantiza mejo-
res resultados, independientemente del perfil de estrategia de los jugadores. Siempre que sea posible,
buscaremos la estrategia que produzca el maximo beneficio, sin importar las decisiones de los otros
jugadores, lo que nos lleva a nuestra siguiente definiciéon.

Definicion 6.3.3. Sea el juego G = {S1,S52,...,Sn;u1,Uz2,...,un} Yy la estrategia s; € S;, del

jugador i .

» La estrategia s; es dominante si se cumple que
/
Ui(Sl, 52, ..., 8i—1, Si, Si+17 ceey S’n) S u’i(817 82y .00y Si—1, 81‘7 Si+17 ceey Sn)

para todas las posibles estrategias s; € S; del jugador i y todas las posibles combinaciones de
estrategias s_;.

= De manera similar, una estrategia s, es estrictamente dominante si se cumple que
/
ui(317 82, ...438i-1,S55, 87;+1, ey Sn) < ’U,i(Sh 8950y 8i—1, Si7 8i+17 ey Sn)

para todas las posibles estrategias s; # s del jugador i y todas las posibles combinaciones de
estrategias s_;.

Cualquiera de estos dos tipos de estrategias seran ideales para nuestro propdsito de maximi-
zar el beneficio de un jugador i. Una vez encontrada alguna estrategia dominante o estrictamente
dominante, el jugador no se preocupara por las estrategias de los demés jugadores, pues ya se ha
encontrado una solucién que maximiza las ganancias para el jugador i. Recordemos que las funciones
de utilidad u; son las funciones que fueron descritas en el capitulo 5, por lo que respetan y cumplen
las propiedades que se presentaron en dicho capitulo.

Veamos el siguiente ejercicio, que se encuentra en Pérez, Jimeno y Cerda (2004), ej. 2.2 pag. 138.

Ejemplo 6.3.2. Considere el siguiente juego en forma estratégica:
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Jugador 2

I C | D

3,312,631

A
Jugador 1 | M | 2,4 | 24 | 04

B|15]|23]|50

Tabla 6.5

Elimine las estrategias débilmente dominadas

Veamos que la estrategia D, del jugador 2, esta débilmente dominada por las estrategias I y C,

ya que cumple

Como 1<6= wuz(4,D)< wu(A,C)

Como 4 <4= wuy(M,D)< wus(M,C)

Como 0<3= wuy(B,D)< wuy(B,0C)
y

Como 1 <3= wuy(4,D) < w4l

Como 4 <4 = wu(M,D)< ws(M,I)

Como 0 < 5= wuy(B,D)< wu(B,I)

Por lo que, el jugador 2, nunca decidira jugar D. Eliminamos esta posibilidad de la matriz. Asi,

obtenemos:
Jugador 2
I C
33| 2,6

Jugador 1 | M | 24 | 24

B|15]| 23

Ademaés, vemos que para el jugador 1, la estrategia B esta débilmente dominada por A y M

Como 1 <3= uy(B,I)
B, I

UZ(AvI)
Como 1 <2= wuy(B,I) U

(M, I)

INIA

y
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Como 2 < 2= wu(B,
Como 2 <2= wu(B,

Asi que, el jugador 1 descartara la posibilidad B, ya que la estrategia A y M le traeran iguales
o mejores beneficios. Ahora, se tiene:

Jugador 2
I C
3,31 2,6
Jugador 1
M|24| 24

La estrategia M esta débilmente dominada ya que uy(M,I) < ui(A4,1) y u1(M,C) < u1(4A,C).
Eliminamos la fila correspondiente a M.

Jugador 2

I C

Jugador 1 | A | 3,3 | 2,6

Ademés, la estrategia I esta débilmente dominada, porque us(A4,I) < ug(A, C). Finalmente, se
obtiene una solucién

Jugador 2

C

Jugador 1 | A 2,6

Por medio de la eliminaciéon de estrategias débilmente dominadas, hemos encontrado una solucién
al juego. No todos los juegos tienen estrategias débilmente dominadas, asi como el ejemplo
por lo que no siempre se encontrara una soluciéon con este método.

6.4. Estrategias mixtas

Hasta el momento se han descrito las estrategias puras, donde el jugador tiene diferentes alterna-
tivas y cada combinacion posible de estas decisiones forma una estrategia pura. Ahora anadiremos
una probabilidad de optar por cada una de las estrategias puras. Entonces, una estrategia mixta es
una estrategia que no juega directamente una estrategia pura, sino que jugara segin una distribucién
probabilistica sobre su conjunto de estrategias puras.

Definicion 6.4.1. Una loteria simple es una distribucion de probabilidad sobre un conjunto X =
{z1,22,...,2n}. La denotaremos como:
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L= {(p17p2>"'7pn) eR" *Di >0 Y Z?:lpi = 1}

donde p; es la probabilidad de ocurrencia de la eleccion x; € X,Vi={1,2,...,n}.

Definicién 6.4.2. Sea J un conjunto de indices de jugadores, S; = {s},s?, ..., z el conjunto de
estrategias puras del jugador i € J. Una estrategia mixta del jugador i es una loteria o; sobre el
conjunto S;.

El conjunto que contiene todas las estrategias mixtas para un jugador i € J se denota como:

A(Si)z{ai:(ail,af,.. ,of) 1 oF >0, Vi€ J, donde Z] L0} —1}
Definicién 6.4.3. Sea S; = {s},s?,...,s¥} el conjunto de estrategias puras del jugador i. Un
soporte de una estrategia mixta o; se denota como:

SOP(0;) ={s) € S;: 0 >0} C S,

La definicién implica que toda estrategia pura también es una estrategia mixta. Una estrategia
mixta en la que se asigna una probabilidad de 1 a una estrategia y 0 al resto de estrategias puras,
es una estrategia pura. Cuando SOP(g;) = S;, se dice que la estrategia mixta o; es completa, es
decir, que a cada estrategia pura se le asigna una probabilidad estrictamente mayor a cero. A una
estrategia mixta que no es completa se le llama propia.

En los juegos presentados anteriormente, la funcion de utilidad u asigna a cada combinacion de
estrategias puras un beneficio para cada jugador. En estrategias mixtas, se tiene una nueva funcion
de utilidad, que denotaremos como U. La funcién U es variable y no determinista (a diferencia de
u, que es determinista), ya que es una funcion de utilidad esperada.

Consideremos un juego entre dos jugadores, donde el conjunto de estrategias para cada jugador

son S = {s},..., s}y So = {s3,...,s%}. Supongamos que el jugador 1 juega una estrategia pura
st y el jugador 2 juega una estrategia mixta o2 = (03,...,0%). Entonces, la funcién de utilidad

esperada U se obtiene de la siguiente forma:

ur(s1,53) + o3un(s], 83) + - + ogur(sh,s5) = X7 ojua(s
uz(sy, s3) +odua(sy, s3) + - +ofua(s, s3) = 37, oqua(si, s

Las estrategias mixtas nos invitan a pensar en juegos repetitivos, donde un juego se lleva a
cabo en varias ocasiones con las mismas condiciones, estrategias y jugadores. De esta forma, la
utilidad esperada se alcanzaria a largo plazo, luego de jugar una estrategia mixta, de forma repetida,
a lo largo del tiempo. En la utilidad esperada anterior, vemos que el jugador 1 siempre jugara
una misma estrategia pura, mientras que el jugador 2 puede jugar diferentes estrategias, segin la
probabilidad que haya decidido. Los jugadores con estrategias mixtas no deciden qué estrategia
jugar, sino que deciden qué probabilidad o en qué porcentaje de las veces utilizaran cada una de
las estrategias. Las funciones de utilidad u; para las estrategias puras se mantienen para todos los
jugadores, independientemente de si juegan estrategias puras o mixtas.

Ahora, si el jugador 1 también decide jugar una estrategia mixta o; = (o1,...,07) y el jugador
2 sigue jugando o9, entonces la utilidad esperada para ambos es:

Ui(o1,02) = 01Ui(s1,02) + 07UL(s3,09) + - + 07" Us (s, 02) =
‘712 1”2“1(51752)+U%Z 1U%U1(5%75%)+ JFU?LZ 1021‘1(51,5]2)

S0t Sy (st o) = S Si ofodu (st o)
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Us(01,02) = 01Ua(s1,02) + 07Us(s7,09) + - - - + 07" Ua(s7", 02) = ' '
= 0122 03ua(sy, 83) + 0% 37 oua(st, s3) + -+ o 30U, ojua(st, 53)

ST ot (S cdua(st b)) = S0 S5 ol odua(st, )

Vemos que una utilidad esperada U; se obtiene a partir de las utilidades de las estrategias puras.
Por lo que, si determinamos el beneficio méximo en estrategias puras del jugador 4, dado por algin
perfil, entonces la utilidad esperada U; debe estar acotada por este maximo. En otras palabras, sea
s* = (si,s}) € S tal que u;(s*) > u;(s), Vs € S, entonces u;(s*) > Ui(0;,05), Vo, € A(S1) y
Vo, € A(S2). Entonces, las utilidades esperadas siempre tendran un maximo y un minimo dado por
las utilidades de las estrategias puras.

Otra forma de representar las utilidades esperadas es con la matriz de pagos, como la de la

Tabla .11

Jugador 2
S% S% DY 8727’
st | ui(sy,s3),u2(s1,83) | ui(sy,s3),ua(sy,s3) | -+ | wi(si, s5), ua(si, s3)
5% u1(5%75%)7u2(5%75%) Ul(S%,S%),UQ(S%,S%) Ul(S%,SS),’UQ(S%,SS)
Jugador 1
S?Ln U;l(S;n,S%),UQ(SEn,S%) ul(sin783)’u2(5;n’3%) ul(sinﬁsg)vu?(‘ggnvsg)
Sea A} = [ul(szhs%)]” y Ay = [uz(s’i,sg)]iﬂ», son las matrices que tienen como entradas las

utilidades de los perfiles de estrategias puras de los jugadores 1 y 2, respectivamente. La tabla
anterior es una matriz que tiene como entrada vectores (u;(si,s?),u;(s},s3)). La matriz A; solo
considera la primera componente del vector y As solo la segunda componente. Entonces podemos
representar a U como el producto:

Ui(o1,02) = 014105
y
Us(oy,02) = 014204

donde o} es el vector o transpuesto.
De forma maés general, en un juego de n jugadores, con estrategias puras S; = {s1,s2,...,8™},

la utilidad esperada para el jugador 7 es:

Ui(o—la 02, - .- 7071) - Z O'{(l) s Ug(l) cee J%(n)ui(s)
s€S

donde s = (s{(l), . .,sg(i), . .,sfl(")) y j(i) € {1,2,...,m;}, tal que O'g(i) es la probabilidad de
j (%)

que el jugador i opte por la estrategia pura s; .

26



CAPITULO [

Equilibrio de Nash

En los capitulos anteriores se presentaron diferentes formas de juegos: los juegos en forma exten-
siva, estratégicos y con estrategias mixtas. Ahora se buscara definir lo que es un equilibrio de Nash
para estos juegos. Un equilibrio es una combinacién de estrategias que busca maximizar los bene-
ficios para todos los jugadores, siempre y cuando jueguen este perfil llamado equilibrio. Es posible
que exista mas de un equilibrio, pero también puede ocurrir que no se encuentre ningin equilibrio.

7.1. Equilibrio de Nash en estrategias puras

Definicion 7.1.1. Dado un juego G = {S1,S52,...,Sn;u1, U2, ..., U}, la combinacion o perfil de

estrategias puras s = (s7,s5,...,s%) es un Equilibrio de Nash (EN) siempre que

* * * * * * * * * * *
Wi(8T, 85, -y 851,81, 87 1y +280) = Wi(8],85, ..y 87 1,856,851 15-+550)

para todo jugador i y estrategia s; € S;. En otras palabras, s} es quien maximiza la funcion

*

wi(81,85, ..., 87_1,8i,87,1,---,5y,). Ademds, podemos decir que s; es la estrategia dptima a s* ;.

Sea (5% ;,8:) = (87,83, .+, 5;_1,8i,8i41,-+-,5y). Entonces, para s € S, un equilibrio de Nash del

juego G, para cada jugador i y cada estrategia s; € S;

w;i(8) > ui(s*;, 8:)

—1)

Note que las dos desigualdades anteriores son idénticas. La segunda desigualdad es una forma
de escribirla de manera més resumida y compacta. Ahora, definimos una funciéon que relaciona las
estrategias de todos los jugadores, excepto del jugador 7, con la respuesta 6ptima del jugador ¢ ante
las estrategias de los oponentes, de tal forma que el jugador ¢ maximice sus utilidades.

Consideremos la siguiente matriz pagos, que se encuentra en Pérez, Jimeno y Cerda (2004), ej.
2.1 pag. 137.
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Ejemplo 7.1.1. Considere el siguiente juego en forma estratégica:

Jugador 2
I C | D
76 | 4,8 | 34

Jugador 1 | M | 4,1 | 3,6 | 4,2

B|54]|65]31

Tabla 7.1

Encuentre los equilibrios de Nash.

Como no existen estrategias que estén dominadas, entonces no podemos reducir la matriz. Para
encontrar el equilibrio de Nash en estrategias puras, analizaremos las utilidades del jugador 1 fijando
una estrategia para el jugador 2 y viceversa. Por ejemplo, si fijamos la estrategia I, analizamos las
estrategias del jugador 1. Vemos que A = B > M, ya que 7 > 5 > 4. De esta forma, subrayaremos
el 7. Hacemos lo mismo para las estrategias C' y D. Asi, tenemos:

Jugador 2

I C | D

Al|76|48 |34

Jugador 1 | M | 4,1 | 3,6 | 4,2

B |54]|65] 31

Tabla 7.2

El subrayado nos indica que el jugador 1 maximiza sus ganancias, dada una estrategia del jugador
2 fija. Volvemos a realizar el mismo procedimiento, solo que ahora fijamos una estrategia del jugador
1 y subrayamos la maxima utilidad posible del jugador 2. Por ejemplo, si fijamos la estrategia pura
A, entonces C = I = D, yaque 8 > 7 > 4, de este modo, subrayamos al 8. Repitiendo la metodologia
anterior, fijando M y luego B, se tiene:
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Jugador 2

I C | D

76|48 | 34

A
Jugador 1 | M | 4,1 | 3,6 | 4,2

6,5 | 3,1

B |54

Tabla 7.3

Vemos que la tnica combinacién de estrategias que maximiza las ganancias para ambos jugadores
de forma simultanea es el perfil (B, C), por lo que este perfil es el tnico equilibrio de Nash. De esta
forma, podemos identificar los equilibrios de Nash.

Veamos el siguiente ejercicio, que se encuentra en Pérez, Jimeno y Cerda (2004), ej. 2.2, pag.
138.

Ejemplo 7.1.2. Considere el siguiente juego en forma estratégica:

Jugador 2
I C | D
3,312,631

Jugador 1 | M | 2.4 | 2.4 | 0.4

B|15]|23]|50

Encuentre los equilibrios de Nash

Aplicando la metodologia descrita anteriormente, se llega a:

Jugador 2
I C D
33126131

Jugador 1 | M | 24| 24| 04

B 152350

Notese que si el beneficio maximo posible se obtiene por medio de mas de una estrategia, se
subraya méas un beneficio. Por ejemplo, si fijamos la estrategia M para el jugador 1, el jugador 2
genera una utilidad de 4, por lo que el 4 se subraya en los tres casos. Vemos que existen dos perfiles
que son equilibrios de Nash, estos son (A4,C) y (M, C).
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Nota 7.1.1. Observemos que el juego anterior tiene una solucion (ver ejemplo , a partir de la
eliminacion de estrategias débilmente dominadas. Esta solucion es a su vez un equilibrio de Nash. Sin
embargo, el juego tiene dos equilibrios de Nash en estrategias puras, por lo que, al eliminar estrategias
débilmente dominadas, puede que se eliminen posibles perfiles que sean equilibrios de Nash.

Recordemos el ejemplo y su matriz de pagos.

Jugador 2

SE NE

SA | -12,000 y -12,000 | 60,000 y 0
Jugador 1

NA | 24,000 y 24,000 96,000 y O

Vemos que este juego en forma estratégica no tiene ningin equilibrio de Nash. Primero eliminemos
las estrategias que estén estrictamente dominadas. La estrategia SA esta estrictamente dominada
por N A, asi que el jugador 1, en su sano juicio, nunca jugaria SA. Entonces, nos queda

Jugador 2

SE NE

Jugador 1 | NA | 24,000 y 24,000 | 96,000 y 0

Veamos que el perfil (N A, SE) no es un equilibrio de Nash, debido a que u; (N A, SE) = 24,000 <
96,000 = u1 (NA, NE) y el perfil (N A, NE) tampoco es un equilibrio de Nash, ya que us(NA, NE) =
0 < 24,000 =uy(NA,SE).

Siempre que estemos ante un juego de informaciéon completa, el jugador 2 no deberia correr riesgo
de tener pérdidas. Aunque no existe un equilibrio donde ambos maximicen sus ganancias al mismo
tiempo, si estamos en un juego de informacion completa con jugadores racionales, el juego tiene una
solucion. Se sabe que el jugador 1 no apoyara la campana del Grupo Verde (jugara la estrategia
NA) y el jugador 2 decidira entrar al mercado (SE).

7.2. Equilibrio de Nash en estrategias mixtas

Definicion 7.2.1. Sea G = {S1,...,Sn;u1,...,un}t un juego en estrategias puras. El perfil de

estrategias miztas o* = (of,...,0%) es un equilibrio de Nash si

* * * * * * * * *
Ui(ot,...,00 1,00,001,...,005) 2 Ui(o},...,0{_1,00,07 1,...,0})

Para todo jugador i y estrategia mizta o; € A(S;).

Debido a que las estrategias mixtas son loterias o distribuciones de probabilidad sobre el conjunto
de estrategias de cada jugador, las utilidades esperadas U; estan acotadas por las utilidades u; de
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las estrategias puras. Notese que para un jugador i, cuando se fijan las estrategias mixtas de los
demas contrincantes, U; es una combinacion convexa (ver definicion de beneficios dados por
cada estrategia pura del jugador i, y se considera una de las estrategias mixtas del jugador i, en
particular. Por lo tanto, la utilidad esperada maxima y minima U; posible son la utilidad méaxima y
minima generada por las estrategias puras.

Teorema 7.2.1 (Teorema de caracterizacion). Sea G = {S1,...,Sp;u1,...,un} un juego en forma
estratégica e I el conjunto de jugadores tal que |I| = n. Entonces 0* = (07,03,...,0}) es un equili-
brio de Nash siy sdlo si para todo jugador i, con estrategia mizta o} = (ol o2 ... 00" ... 0)
con m; = |S;|, si af* > 0, entonces la estrategia pura sf es una respuesta optima a o, =
* * * * *
(01,05, 01,05 1,5 00).
Demostracion. (<) Debemos probar que se cumple:
* * * * * * * * * * *
Ui(ot,05,...,0{ 1,07,07,1,...04) > Ui(07,05,...,00 1,04,081,...,00), Vo, € A(S;)

indicando que ¢* es un equilibrio de Nash.

Supongamos que toda estrategia pura s! € SOP(o}), que cumple o

optima a o, para todo jugador . En otras palabras, se cumple que:

7> 0, es una respuesta

* * * * J * *\ __ < * * * * * .
M} =Ui(0],05,...,07 1,8,051,--,00) = renAa(% )Ui(ol,oz,...,Ui_l,ai,ai+1,...,an), Viel
g3 2

para toda estrategia pura sz € SOP(c})

Entonces, como

* * * * * *\ J* * * * J * *x\ J* *
Ui(01,05,...,07 1,070 1,--,00) = > 07 Ui(0],03,...,07_1,8,001,...,00) = > 07 M;
O",Z>0 J',i7>0

Ademas, Y o] =1, entonces
a"ij >0

) %
>0l M =M >Ui(0},05,...,00_ 1,046,054 1,-..,00), Vo, € A(S;)

0';7.>0
Ui(o'faas, ceey 0?71702"0:‘4»17 cees O—;) > Ui(UTv 0—57 cee 70;713 Oi, O—Z:Ha sy J:L)? Vo, € A(SZ)
(=) Supongamos que el perfil de estrategias mixtas o* = (07,03,...,0)) es un equilibrio de
Nash, esto es:
Ui(ot,05,...,0f_1,07,07 1,...,00) > Ui(0],05,...,0;_1,04,001,...,00), Vo, € A(S;)
y para todo jugador i, con estrategia mixta o} = (o1*, 02, ... ,azj*, Lo

Ahora, si 07" € SOP(0}), esto es o™ > 0, supongase por contradicciéon que la estrategia pura s’
no es una respuesta 6ptima a o* ;. De esta forma,

* * * * * * * * * J * *
Ui(ot,05,...,0{ 1,07,07 1,...05) > Ui(01,05,...,00_1,8/,0{ 1,...,0)
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Recordemos que las utilidades esperadas U, de una estrategia mixta, ante estrategias mixtas
fijas de los otros jugadores, estan acotadas por al menos una de las utilidades generada por una
estrategia pura que pertenece al soporte de la estrategia mixta en cuestion, debido a la definicién de
combinacion convexa. De este modo, si s] no es respuesta 6ptima a o* ;, entonces debe existir una
estrategia pura sf € S; tal que

* * * k * *\ * * * * * *
Ui(07,05, ..., 07 1,588,054 1,...,00) = Ui(ot,05,...,00_1,08,0{1,...,00)
* * * k * * * * * J * *
= Ui(ot,05,...,0;_ 1,580,051 1,.--,00) > Ui(07,05,...,07_1,8,,07 1,...,00)

Sea o} una estrategia mixta como o7, solo que o} le asigna una probabilidad de cero a s{ v ala
estrategia sf le asigna probabilidad de (07" + af*). Como sf genera mas utilidad esperada que s’

79
entonces la estrategia mixta o} es una respuesta estrictamente mejor a o*; de lo que es o. Por lo
que

i * * * / * *\ h*TT. * * * h * *
Ui(ot,05,...,0{ 1,00,07 1,...,005) = Z 0" Ui (07,05, 071,580,075 15, 00)+
h;éq,k

J* kx* * * * k * *
(o] + o7 )Ui(o%,05,...,07_1,8,0541,---,00)
> Z h*U( * * * h i *)+
o Ui(0F, 05, o 0,8y iy ey O
h#3j,k )
J* * * * J * *
ol Ui(07,05, . 07 1,81,0511,---,00)+
kx * * * k * *
o Ui(07,05, ..., 07 _1,8;,05 1,...,0)
_ (K * * * * *
= Ui(07,05,...,0;_1,0;,0{ 1,-..,0)
Entonces,
* * * /% * * * * * * *
Ui(ot,05,...,0f 1,00,051,...,00) > Ui(07,05,...,07 1,07,001,...,00)(—=<¢)

Es una contradiccién, ya que ¢* es un equilibrio de Nash.

. 8] € S es una respuesta optima a o* ;, Vs/ € SOP(o7)

O

El teorema anterior nos indica que, para un jugador ¢, una estrategia pura s; es una respuesta
optima a o_; siempre que la estrategia pura esté en el soporte de la estrategia mixta o;. Esto muestra
como las estrategias puras siempre tienen el potencial de optimizar los beneficios cuando ya se tiene
un o_;, dado por un equilibrio de Nash en estrategias mixtas .

Ahora mostraremos un ejemplo donde calculemos un equilibrio en estrategias mixtas.

Recordemos el ejemplo [6.3.1] y su matriz de pagos:
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Jugador 2

Cine | Fuatbol

Cine 1,2 0,0
Jugador 1

Fitbol | 0,0 2.1

Tabla 7.4: Batalla de los sexos en forma estratégica

Evidentemente, el perfil (Cine, Cine) y (Fatbol, Fatbol) son equilibrios de Nash para estrategias
puras.

Por el teorema sabemos que una estrategia mixta o; es una respuesta Optima a otra
estrategia, ya sea pura o mixta, Unicamente si las estrategias puras del soporte de la estrategia
mixta o; son respuestas Optimas.

Para el jugador 1, sea p la probabilidad de que escoja ir al cine y 1 — p la probabilidad de ir al
partido de fatbol, por lo que su estrategia mixta es (p, 1 — p). De forma similar, para la jugadora 2,
sea ¢ la probabilidad de que escoja ir al cine y 1 — ¢ la probabilidad de ir al partido de futbol, por
lo que su estrategia mixta es (q,1 — ¢). Ahora, de forma similar al célculo de un equilibrio de Nash
en estrategias puras, fijemos una estrategia, en este caso mixta de la jugadora 2, y analicemos las
utilidades del jugador 1.

= Jugador 1. Para conocer una respuesta 6ptima del jugador 1, fijemos primero la estrategia
mixta de la jugadora 2 (¢,1 — ¢) y calculemos su beneficio:

Uy (Fatbol, (¢,1 — q)) = ¢ - ui(Fatbol, Cine) + (1 — q) - uy (Fatbol, Fatbol)

q(0) + (1 —q)(2)
= 2—-2

Ui(Cine, (¢,1 — ¢q)) q - u1(Cine, Cine) + (1 — ¢) - u1 (Cine, Fuatbol)
q(1) + (1 = ¢)(0)

= q

Ahora, determinemos qué ocurre si hacemos que la estrategia pura sea respuesta 6ptima.

Si U1 (Fatbol, (¢, 1 — ¢)) > U (Cine, (¢,1 — q))
=2-29> ¢
=q< 2/3

Si Uy (Fatbol, (¢,1 — q)) < Uy (Cine, (¢,1 — q))
=2-29< ¢

=q> 2/3
Si U1 (Fatbol, (¢, 1 — ¢) = U (Cine, (¢,1 — g))
=2-2q= ¢
=qg= 2/3

Cuando se tiene la igualdad ¢ = 2/3, significa que no importa la estrategia, siempre obtiene
la misma utilidad, el jugador 1 puede escoger cualquier p € [0,1]. Mientras que si ¢ > 2/3,
entonces el jugador 1 prefiere ir al cine, por lo que p = 1 es una estrategia mixta optima. Y si
q < 2/3, entonces el jugador 1 prefiere ir al partido de fatbol, por lo que p = 0 es la estrategia
mixta 6ptima. Las respuestas 6ptimas del jugador 1 son:
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Cine siqg>2/3
BR;(q) = ( Fatbol siqg<2/3
p €[0,1] siqg=2/3

» Jugadora 2. De forma similar, fijamos una estrategia mixta (p,1 — p) para el jugador 1 y
calculamos el beneficio para la jugadora 2

Us((p,1 — p),Fatbol) = p - ua(Cine, Fatbol) + (1 — p) - uz(Fuatbol, Fatbol)
= p( ) (1-=p)(1)

|
—

Us((p,1 — p), Cine) p - u2(Cine, Cine) + (1 — p) - ua(Futbol, Cine)
p(2)+ (1 —p)(0)

De igual forma, determinamos qué ocurre si hacemos que la estrategia pura sea respuesta
oOptima

Si Uz((p, 1 — p), Fatbol) > Us((p,1 — p), Cine)
=1-p> 2p
=p< 1/3

Si Uz((p,1 —p), Fatbol) < Us((p,1 — p), Cine)
=1-p< 2p
=p> 1/3

Si Us((p, 1 — p),Fatbol) = Us((p,1 — p), Cine)
=1-p= 2p
=p= 1/3

De forma similar, cuando se produce la igualdad p = 1/3, no importa la estrategia que utilice la
jugadora 2, siempre obtendra la misma ganancia. Mientras que si se cumple p > 1/3, entonces
la jugadora 2 preferiria ir al cine. Y si p < 1/3, entonces preferiria ir al partido de fatbol. La
funcion de respuesta 6ptima es:

Cine sip>1/3
BRy(p) = { Fatbol  sip<1/3
gel0,1] sip=1/3

Un equilibrio en estrategias mixtas debe cumplir que tanto el jugador 1 como la jugadora 2
tengan respuestas 6ptimas de forma simultanea. Por lo tanto, buscamos el punto de interseccion de
las funciones de respuesta 6ptima. Como se muestra en la siguiente grafica:
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BR;(p)

1 + o —————

2/3
/ BRi(q)

,_.
BJI._._._._.- [ —

Figura 7.1: Respuesta 6ptima batalla de los sexos

La linea punteada representa la funciéon BRs(p) y la continua es para BR;(gq). Ambas funciones
se cortan en los puntos (1/3,2/3), (1,1) y (0,0). Por lo que, todos los equilibrios de Nash son

(Cine, Cine), (Fuatbol, Fatbol) y [(1/3,2/3), (2/3,1/3)]

7.3. Existencia del Equilibrio de Nash

Debido a que la existencia de un equilibrio de Nash es incierta, demostraremos el Teorema
de existencia de equilibrio de Nash (teorema , donde bajo ciertas condiciones podemos
asegurar la existencia de al menos un equilibrio de Nash. Para ello, requerimos de la ayuda del analisis
matematico, por lo que necesitamos definir ciertos elementos, demostrar algunas propiedades, lemas
y teoremas técnicos que nos permitan demostrar el teorema Este desarrollo teoérico previo se
encuentra en la seccion [7.3.1]

Definicion 7.3.1. Sea X C R™ y Y C R™. Una correspondencia de X a Y es un mapeo F :
X — 2Y. A una correspondencia F se dice que es:

» De valor no vacio, si para todo x € X se cumple que F(x) no es vacio.
s De valor cerrado, si para todo x € X se cumple que F(x) es cerrado.
s De valor convexo, si para todo x € X, F(x) es un subconjunto convero de Y.

Definicion 7.3.2. Si F : X — 2V es una correspondencia, para toda sucesion {x*} C X convergente
ax € X, y para todo abierto Y* CY:

» F se dice que es superiormente hemicontinua si F(Z) C Y* implica que 3ko € N tal que,
Vk > ko, se cumple que F(a¥) C Y*.

» I se dice que es inferiormente hemicontinua si F(z) NY* # 0 implica que Jky € N tal
que, Yk > ko, se cumple que F(x*)NY* # (.

Nota 7.3.1. Consideramos una correspondencia F : X — 2V, tal que para cada x € X, la funcion
F le asigna un conjunto unitario de 2¥ . Entonces, tanto si F es superior o inferior hemicontinua,
se tiene que F' cumple con ser una funcion continua.
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Definicion 7.3.3. Sea G = {(S;)ict, (ui)ics} un juego estratégico y J el conjunto de jugadores, tal
que Vi € J se cumplen las siguientes dos condiciones:
1) 3m; € N tal que S; CR™i es no vacio y compacto.

I1) u; es una funcion continua.

Entonces, Vi € J, la correspondencia de mejor respuesta (en inglés best reply correspon-
dence) para i, es BR; : S_; — 2% donde a cada s_; € S_; se le asigna de la siguiente manera:

BRi(S_Z‘) = {Si €S ui(s_i,si) = S[Ileég( ’UJZ‘(S_Z', S})}

Considere la funcion BR : S — S, tal que Vs € S

BR(S) = HlEJBRl(S—'L)

Nota 7.3.2. Notese que BR; es una correspondencia, ya que asigna a un S—; a un subconjunto
de S;. Esto se debe a que es posible que existan dos o mds estrategias que produzcan las mismas
utilidades para el jugador i, por lo que dos o mds estrategias podrian, de igual forma, mazximizar las
utilidades para un s_; dado. Ademds, BR;(s_;) C S;.

Definicion 7.3.4. Sea m € N y S C R™ un conjunto convexo. Una funcion f : S — R es cuasi-
concava si, Vr € R, el conjunto {s € S: f(s) > r} es convexo, y esto es, siVs,5€ S y VA e 0,1],
se tiene que:

fAs + (1= X)3) = min{f(s), f(5)}
Una funcion f: S — R es edncava si para s,5§ € S y A € [0,1] se cumple que:
fAs +(1=X)3) > Mf(s) + (1 =N f(3)

Una funcion concava también es una funcion cuasiconcava.

Proposicion 7.3.1. Sea G = {(S;)ict, (wi)ics} un juego estratégico, tal que Vi € J se cumple:

1) A; CR™i es no vacio y compacto.
1) u; es continua.
1) Para todo s_;, u;(s—;,-) es una funcion cuasicéncava sobre S;.

Entonces, Vi € J, BR; es una funcion hemicontinua superior, de valor no vacio, de valor cerrado y
de valor convezo.

Demostracion. Para cada i € J. Considere los siguientes puntos

s A probar: BR; es de valor no vacio. Por hipotesis u;(s_;, s;) = I}leégi u;(s—i,$;)} es una
S €54

funcion continua. Como wu; es continua, S y S; son cerrados y acotados (compactos) Vi € J,
entonces BR; debe alcanzar algiin maximo. Por lo que BR;(s_;) # 0.
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= A probar: BR; es de valor cerrado. Nuevamente, como u; es continua, preserva limites y los
conjuntos A; son cerrados Vi € J (limg, 5 u;(s—4, 8;) = wi(s—i, k)), por lo que BR; también
preservaré los limites y contiene todos sus puntos limite.

= A probar: BR; es de valor convexo. Considere s_; € S_; y § € BR;(s—;). Ahora, sea
r = u;(s_;, 8;). Luego, BR;(s—;) = {s; € S; : u;(s—s,s;) > r}, ya que la soluciéon §; para el
jugador ¢ debe ser al menos igual de buena que las otras soluciones posibles que pertenecen
a BR;(s—;). Como u;(s_;,) es una funcién cuasiconcava, por hipotesis, entonces BR; es de
valor convexo.

= A probar: BR; es hemicontinua superior. Supéngase por contradicciéon que, BR; no es una
funcién hemicontinua superior. Por lo que, existe una sucesion {sk} C S_; convergente a un
punto 5 € S;_1 y un abierto B* C S;, tal que BR;(5) C B*, a su vez, se satisface que Akg € N,
tal que si k > ko, entonces BR;(s*) ¢ B*. Entonces, existe una sucesion {§™} C S;, tal que
Ym € N, 3™ € BR;(s™) — B*. Como S; es compacto, {§"} tiene subsucesion convergente.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que {5} converge a § € S;. Debido a que, B* es una
vecindad (abierto) de BR;(5), S; — B* es cerrado. Por lo que § € S; — B* (contiene a todos
sus puntos limites, por ser un cerrado), por lo que § ¢ BR;(S). Ahora, Vm € Ny Vs € S;, se
tiene que w;(s™,5™) > u;(s™,s). Ya que wu; es continua, preserva limites, hacemos m — oo,
se tiene que w;(3,8) > u;(5,s), Vs € S;. De este modo, llegamos a la contradiccion de que,
§ € BR;(8)(—+) .". BR; es superior hemicontinua.

Por definicion BR es el producto de los BR;, esto es BR(s) = Il;cyjBR;(s_;), entonces las
propiedades anteriores se heredan a BR. Se concluye que BR es de valor no vacio, valor cerrado,
valor convexo y es hemicontinua superior.

O

Teorema 7.3.1 (Teorema existencia de equilibrio de Nash). Sea G = {(S;)ics, (w;i)ics} un juego
en forma estratégica, tal que Vi € J se cumplen:

1. S; CR™ es no vacio, convexo y compacto
2. u; es continua

3. w;i(s_y,-) €s una funcion cuasicéncava sobre S;, Vs_;
Entonces, el juego G tiene al menos un equilibrio de Nash.

Demostracion. A probar: Si s es un punto fijo de la correspondencia BR : S — 2%, entonces s
es un equilibrio de Nash. Por la proposicion [7.3.1] BR satisface las condiciones del Teorema de
Kakutani (teorema [7.3.5)). Por lo que BR tiene un punto fijo, esto es BR(s) = II;cjBR;(s—;) = s

, donde s = (s7,s5,...,s;) € S para |J| =ny sf € BR;(s), Vi € J, esto quiere decir que existe al

’r n

menos un equilibrio de Nash en estrategias puras. O

7.3.1. Teoremas de Punto Fijo

A continuacion se presentan una serie de definiciones, propiedades y teoremas técnicos, utiles
para la demostracion de teoremas de existencia de Equilibrio de Nash (teorema [7.3.1)).

Definicion 7.3.5 (Convexidad). Un subconjunto C C R™ es convexo si Vx,y € C y X € [0,1],
se tiene que Ax + (1 — Ny € C. Considerando un conjunto de indices I > |I| = k, los vectores
2t € R™, Vi € I y escalares no negativos \; € [0,1],Vi € I tal que Zle Ai = 1, entonces al vector

k ; L
Sy Aix® se le conoce como combinacion convexa de x',2?, ... a".
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Definicion 7.3.6. Sea C' un conjunto convexo. Los puntos extremos de C se definen como:

ext(C)={x € A:Vy,z€ AyVae (0,1), siz=ay+(l—a)z=>ax=y ==z}

Definicién 7.3.7. Sea k € N e I un conjunto tal que |I| = k € N. Un conjunto finito {z*};cr C R"
es afinmente independiente si para cada {r;}icr C R se cumple que ) ;. rix’* =0y ,.;ri =0,
entonces se tiene que r; =0, Vi € T

Un conjunto afinmente independiente puede ser entendido, de forma intuitiva, como aquel que,
para cada tres elementos del conjunto, estos no estan sobre una misma linea, para cada cuatro
elementos del conjunto, estos no estan sobre un mismo plano, y asi sucesivamente. Por ejemplo, si
consideramos el origen 0 y los vectores unitarios e',e?,...,e" son afinmente independientes.

Definicion 7.3.8. Un k-simplex es un conjunto con todas las combinaciones convexras de los
vectores de un conjunto {x*}icr C R™ afinmente independiente. Cada uno de los x*,i € 1 se les
llama vértices del simplex.

Nota 7.3.3. El conjunto k—simplex, también se le conoce como simplice, y en plural se le llama
simplices.

Definicion 7.3.9. FEl envolvente convexo o covertura convexa de un conjunto A es denota
como

conv(A) = {Zle i keNz, e Ao, e Rya; >0y Zle a; =1}

Sea un conjunto I de indices tal que |I| = k+1, para k € N. Sea {z'};c; C R™ un conjunto finito
afinmente independiente, entonces definimos

S := conv({z'}icr) es un k—simplex

Los elementos z°, i € I son los vértices del k—sfmplex S, lo que es ext(S) = {a'};es

Las definiciones anteriores nos indican que el envolvente convexo o la cobertura convexa de un
conjunto A es un simplex. Si consideramos un conjunto A finito de vectores afinmente independiente,
entonces para todo x € conv(A) tiene una representacion dnica.

Proposicion 7.3.2. Considere el conjunto de indices I = {1,2,...,k}, sea A = {x'};e; C R
un conjunto, finito, afinmente independiente. Entonces para todo x € A, su representacion como
combinacion conveza de los vértices de A es unica, y esto es, la representacion x =Y ., a;x", para
Y ier @i = 1 es tinica.

icl

Demostracion. Sea x € A, considere ), ., a; =1y > ,.; B = 1, supongamos que

= aqzt+agx?+ ... apzh

Tr = ﬂ1$1 —|—,@2£B2 + .. .ﬁkl‘k
Entonces, restando las dos igualdades, se tiene que
a1zt + ax? + .. agpxh — Brat + Bex + ... Bzt = 0

= (o1 =)ot + (ag — B2)a® + ... (ar — Br)zF = 0

Notese que,
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(1 =B1) + (a2 = B2) + ... (ar = Br) =D icr i =D e Bi=1-1=0

Y como A es afinmente independiente, entonces (o; — ;) = 0, Vi € I, entonces a; = B;Vi € I.
Lo que demuestra que Yz € A, su representacion como combinacion convexa de ext(A) es Gnica.

O
Definicion 7.3.10. Sea I C I, el simplex conv({a'},.;) es una (I =1)— cara

Definicion 7.3.11. Sea S un conjunto, entonces su didmetro es el supremo de las distancias entre
cualesquiera dos puntos de S.

Definicion 7.3.12. Sea S un k-simplice y sea S una familia de diferentes k-simplices, se llama
diseccion o subdivision simplicial de S si se cumple:

1) US‘ESSZ
1) VS, 5 €S, se tiene que SNS =0 0S5NS es una cara degyg.

Definiciéon 7.3.13. Para cada coleccion de simplices S, sea VS = (Jgeg €xt(S) el conjunto de
vértices de S. Si S = conv({z'}icr) es un simplex y S es una diseccion de S. Una etiquetacion
Sperner asociada con S y S es un mapeo

fi: VS — ext(S)

tal que, Yo € VS y VI C I, si z € com({z'}icr), entonces fi(x) € {'},c;- Esto es, los vértices de
VS son etiquetados de tal forma que un punto x € VS, que a su vez estd sobre una cara de S, le
corresponde la etiqueta de un punto extremo de esta cara de S. Si S € S tal que fi(ext(S)) = ext(S)
entonces se dice que S estd completamente etiquetado.

Notese que el mapeo o funcién etiquetaciéon Sperner asociada es una funciéon bien definida, mate-
maticamente hablando. En otras palabras, a cada valor de mi dominio V° le corresponde uno y sélo
un valor de la imagen ext(S). La funcién toma un vértice x € VS, busca todas las posibles caras de
S que contengan a z, luego le asigna un vértice (Gnico) de cualquiera de estas caras de .S, siempre el
mismo vértice de S para todas las caras de S. Note que para algin S €8, el vértice z € S y como
Usess =S € S, entonces x € S

Definicién 7.3.14. Sea S un simplex, S una diseccion de S y VS el conjunto de vértices de S.
Entonces, el mdzximo de los diametros de los simplices en S se denota ds.

Lema 7.3.2 (Lema de Sperner). Sea S un simplex y S una diseccion de S. Sea f; una etiquetacion
Sperner asociada con S y S. Entonces, existe S € S tal que S estd completamente etiquetado.

Demostracion. Sea k € N. Sea I un conjunto de indices tal que |I| =k + 1, k € Ny sea {x'};c; un
conjunto afinmente independiente, donde S = conv({z'};c;). Consideremos un conjunto C C S el
cual estd comprendido por todos los simplices de S completamente etiquetados bajo la funcién f;
de etiquetacion Sperner asociada con S y S. A continuacion, se procede a demostrar, por inducciéon
matematica sobre k, que |C| es un ntumero impar.

1) Sea k = 0. Entonces [I| =0+ 1 =1, lo que quiere decir que el simplex solo tiene un vértice,
S = conv({z'}). Como sélo existe un S = conv({z'}) = 1-simplex € S, entonces |C| = 1, |C| es
impar.

11) Suponga que |C| es impar, para |I| = (k—1)+1=k.
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Ahora, procedemos a probar que |C| es impar para |I| = k + 1. Sea I C I tal que |I| = k. Para
cada S € S, sea r¢ la cantidad de (k — 1)—cara de S posibles, donde f; mapea sus k vértices en
{a'},c; de forma sobreyectiva, esto quiere decir que todas las etiquetas de {'},_; fueron asignadas
a algin vértice, sin sobrar alguna. Probaremos que la tnica forma de que S sea completamente
etiquetado, esto es ext(S) = ext(S), ocurre cuando rg=1.

s Caso 1. Es posible que algunos de los vértices e:ct(S’) sean mapeados o etiquetados a una
mismo vértice de S, haciendo que ninguna (k — 1)—cara de S cumpla la hipotesis de que f;
mapea sus k vértices en {z'},_; de forma sobreyectiva. Concluimos que en este caso que rg = 0.

= Caso 2. Ahora supongamos que 7g > 1, quiere decir que si existe al menos una (k—1)— cara de
S que mapea sus k vértices a la cara {x'} ;i de forma sobreyectiva. Por definicion, sabemos que

(S)| = k+1.
de S, el vértice

S € S es un simplex con la misma cantidad de vértices que S, esto es |ext(5')\ =
Por lo que si los k vértices son mapeados de forma sobreyectiva a la cara {2}

iel
restante de S tiene dos opciones, puede ser etiquetado o mapeado dentro de {x } ci (se esta
etiquetando a dos vértices de S con una misma etiqueta) 0 el vértice restante de S es etiquetado
con el vértice restante de S, el cual no pertenece a la cara {z° b <7 de S, entonces f; no podria
cubrir en su totalidad esta cara, utilizando el vértice restante. En caso de la primera opcién,
se tienen dos posibles caras, 74 = 2. En la segunda opcion rg = 1.

Notese que C = {S € S:rg =1} y como se discuti6 anteriormente, cada uno de los Ses
tiene Gnicamente tres posibilidades, r¢ € {0,1,2}. El objetivo es probar que [C| es impar, lo que
es equivalente a demostrar que ) g.g7g es impar. Sea R = {R : R es una (k — 1)—cara de un

simplex S e S tal que f; mapea sus k vértices de forma sobreyectiva sobre la cara z% € I. Como
S = conv({z'}ier) con |I| = k + 1, cualquier cara R € R tiene dos posibilidades:

1. R esta contenida en una (k — 1)-cara de S, como los k vértices pertenecen a la cara conv({z'}, ;)
de S, entonces R C conv({z'}, ;).

2. En caso de que no se cumpla lo anterior, entonces R es la interseccién de dos simplices en S.

Si se cumple la segunda opcién, entonces una misma cara R es considerada dos veces en Z GesTs
Por lo que se busca que exista una cantidad impar de elementos R € R tal que R C conv({z'}; ;). El
conjunto R induce a su vez otra diseccion sobre la cara conv({z'}, ) de S, de esta forma cada R € R
son simplices completamente etiquetados de la diseccion sobre la cara conv({x'},c}), aplicando la
hipotesis inductiva sobre conv({z'},.;), se tiene que existe una cantidad impar de elementos R € R,

tal que R C conv({a" }161) Por lo tanto ) g7 es impar = |C| es impar. De esta forma aseguramos
que existe al menos un SeStal que S esta completamente etiquetado

O
Definiciéon 7.3.15. Una funcion f : X — Y es continua si, para toda sucesion {xy}ren C X
convergente a un punto T € X, implica que la sucesion (f(xy))ren converge a f(xy).
A continuacion, definimos otra caracterizacion de funciones continuas:

Definicién 7.3.16. Una funcion f: X — Y es continua si para toda sucesion {z*} C X conver-
gente a T € X, y para todo abierto Y* C Y tal que f(T) € Y*, entonces kg € N tal que, Yk > ko,
se cumple que f(x*) € Y*.

Teorema 7.3.3 (Teorema de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz). Sea S = conv({z;}icr) un sim-
plex en R™. Sea {A'}icr. Si se cumple que
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1) Vi€ I, A® es un subconjunto cerrado de S.

1) VI C 1, conv({z;},c;) C Ui A%
Entonces, (;e; A" # 0.

Demostracion. Consideremos {S™ },,en una sucesion de disecciones del simplex S, tal que {dgm } —
0. Para cada m € N, sea f/” una etiquetacion Sperner asociada con S y &™, que definimos a
continuacion. Para cada z € V5™, sea I el subconjunto méas pequefio de I tal que z € conv({z*} i)
Note que I es finito y dnico, ya que si x pertenece a dos caras una de estas caras debe contener a
la otra. Por hipétesis, se cumple el inciso II: para cada I C I, conv({zi};c7) € Usep A®, entonces

Ji € I tal que 2 € A'. Si consideramos este indice i tal que z € A?, definimos f7(z) == 2. Estamos
tomando un vértice de un simplex que pertenece a una diseccion en la sucesion de disecciones de S y le
estamos asignando una etiqueta " en concreto, de la cara conv({x;},.;) de S. Por el lema de Sperner
anterior, para cada m € N, existe un simplex S € 8™ que estd completamente etiquetado bajo
J7™. Sea el conjunto de vértices ext(S™) = {x"™},c, supongamos que, sin pérdida de generalidad,
flm(x””) = %, para cada i € I y para cadam € N, donde 2™ € A’. Estamos indicando qué etiqueta
2" le corresponde a cada vértice ™ del simplex S™, por medio del indice 7. Ahora, como I es finito,
el simplex S es un subconjunto acotado, y por el Teorema de Bolzano-Weierstrass la sucesion
{z¥™} en C S tiene una subsucesion convergente. Sea Z' el limite alguna de estas subsucesiones
para un i € I. Por inciso I Vi € I, A’ es un subconjunto cerrado de S, por lo que toda sucesién
convergente en A contiene sus puntos limites, como {l’i’m}mEN C S, ya que z»™ € A’ entonces
' € A%Wi € I. Finalmente, como {dgm} — 0, entonces como el méximo de los diametros de los
simplices que pertenecen a 8™ tiende a cero cuando m — oo, quiere decir que el didmetro de cada
simplex en 8™ tiende a cero, esto ocurre cuando el simplex solo tiene un punto, pues la distancia
entre dos puntos es cero tnicamente cuando se considera la distancia entre un punto y él mismo.
Esto comprueba que Z* € (., A, por lo tanto (),c; A’ # 0.

O

Teorema 7.3.4 (Teorema Punto Fijo de Brouwer). Sea A C R™ un conjunto no vacio, convezo y
compacto. Sea f : A — A una funcidn continua. Entonces, 3T € A > f(Z) = Z, en otras palabras, f
tiene un punto fijo.

Demostracion. La prueba se divide en dos casos:

» Caso 1. Sea k € N, un conjunto de indices I tal que |I| = k+ 1y {2'};c; C R™ un con-
junto afinmente independiente tal que A = conv({z*};c;). Como A es un conjunto afinmente
independiente, entonces para todo x € A, existe una representaciéon tGnica como combinacion
convexa de los vértices ext(A), donde x = Y., a;(2)x’ y Do ai(x) = 1, ay(x) > 0,Vi € I.
Ahora, para cada i € I, sea A* ;= {z € A: a;(f(z)) < a;(z)}. Como A es un conjunto ce-
rrado, considere una sucesion convergente {x"}rcn de elementos en A* C A, con limite & € A,
entonces como [ es continua

ai(f(x)) < ai(x)
= lmg oo (f(27)) < ou(2F))]
= a;(f(limg oo 7)) < i (limp o0 %)
= ai(f(7)) < ()

Por lo que Z € A, entonces A’ es un conjunto cerrado. Nétese que, para IcI , se tiene que
conv({z'},c;) C Ue; A va que si z € conv({z'}, ;) tal que a;(f(x)) > ay(z) para todo
i €1, entonces ), ;a;(z) =1> > ;a;(f(r)), pero la suma anterior debe ser igual a 1, por

lo tanto debe existir al menos un j € I tal que a;(f(x)) < a;(z). Por el teorema anterior, se

41



tiene que 3z € (),.; A’, entonces a;(f(Z)) < a;(Z) para todo i € I, y como se debe cumplir
que Y ;o (f(x)) = 1, entonces a;(T) = a;(f(Z)), lo que implica que f(Z) = Z.

s Caso 2. Sea A C R™ un conjunto no vacio, convexo y compacto. Consideremos todos los
conjuntos afinmente independientes {x;};c; C R™ tales que A C conv({x;};cr), con [I| = k+1
y k € N. Dentro de todos estos simplices, considere el simplex S = conv({z;};cr) con el valor
de k més pequeno posible. Sea & € 9, fijo, tal que Z esté en el interior de A, por lo que también
esté en el simplex S. Luego, considere la funcion f, una extension de la funcion f, que abarque
a todo el simplex S. Para ello, definimos:

Vo € S se define A(z) := maz{A € [0,1] : (1 - A\)Z + Az € A}
fl@) = f([L = A@)]z + A(z)z)

La recta [ = (1 — A)Z + Az conecta los puntos x y Z. Debido a que A C S, es posible que exista
algiin z € S tal que la recta [ no esté completamente contenida en A. De este modo, la funcion
Atoma x € S'yleasignael A € [0, 1] correspondiente, que hace que el punto (1—A(z))Z+A(z)x
sobre [ sea el mas cercano a x € S y que aun esté dentro de A, tal como se muestra en la

Figura

Figura 7.2: Visualizacion de la funcion A

La funcién A es continua, ya que preserva limites, entonces f es continua. Ahora, como f : S —
Sy § es no vacio, convexo y compacto, por el caso 1, f tiene un punto fijo. Como el rango de
f esté contenido en A y f es una extension de f, entonces f tiene el mismo punto fijo que f.

O

Teorema 7.3.5 (Teorema del punto fijo de Kakutani). Sea X C R™ un conjunto no vacio, convexo
y compacto. Sea F : X — 2% una correspondencia superior hemicontinua, de valor no vacio, cerrado
y convexo. Entonces, exviste T € X tal que T € F(Z), es decir, F tiene un punto fijo.
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Demostracion. Consideremos los siguientes dos casos:

» Caso 1. Sea I un conjunto de indices tal que |I| = k + 1, para k € Ny {z},c; C R"
un conjunto afinmente independiente tal que A = conv({x’};cs). Ahora sea {S™},,en una
sucesion de disecciones de A, tales que {dsm} — 0. Para cada m € N, definimos la funcién
g™ (x) : A — A de la siguiente forma. Si z € V(8™), sea y € F(x) donde g™ (x) := y. Entonces,
Va € A, existe un simplex S = conv({z%}ies) € S™ donde z € S. De esta forma, podemos
representar a r := Ziel aixg, para ZZ—GI a; =1, con a; > 0,Vi € I, donde ch es un vértice
del simplex S € §™.

Sea g™ (x) 1= >, .5 g™ (2y)
Six € V(S8™), entonces g™ (z) =y € F(z)

Como la correspondencia F(z) es hemicontinua superior, entonces ¢ (z) es continua. Como
g™ (x) : A — A es continua, entonces por el teorema de punto fijo de Brouwer (teorema ,
Vm € N, existe un 2™ € 8™ tal que g™ (z™) = 2™. Para todo m € N, sea {z! };cs el conjunto
de puntos extremos de un simplex S € §™, tal que x,,, € S. Por lo que, 2™ =}, ; amlxl
donde ), ;o =1y af* > 0. Sin pérdida de generalidad, considere la sucesion convergente
{af"}men = @; y la sucesién {9™(xl,)}men — ¥'. Ademas, >, = 1y a; > 0. Como
{dsm} — 0, las sucesiones {z%,}men ¥ {m }men son convergentes a un mismo punto Z € A.

Ahora, vamos a probar que Vi € I, §° € F(z). Supongamos que Ji € I tal que 3° ¢ F(Z).
Recordemos que un espacio métrico es un espacio de Hausdorff, cada par de puntos esta
separado por vecindades (abiertos) disjuntos, como F es de valor cerrado, entonces F(Z) es
cerrado, por lo que existen abiertos By, By € A tal que §° € By, F(xz) C By y By N By = ).
Sabemos que F es superior hemicontinua y {z%, }men — #, entonces Jkg € N tal que Vk > ko,
g"(x1) € By. De igual forma {g™ (2% )}men — 7', entonces Fko € N tal que, Yk > ko, g (zi) €
By, lo cual es una contradiccion, ya que By N By = (). Por lo que, Vi € I, i* € F(z).

De esta forma, Ym € N, 2™ = g™ (2™) = >, .; al"g™(x%,), entonces cuando m — 0o, se tiene
que T = Y, .; ;. Asi que, T € conv(F(z)). Por hipétesis, F es de valor convexo, por lo tanto
T € F(T).

= Caso 2. Supongamos que A C R™ es no vacio, convexo y compacto. Procedemos de forma
similar al caso 2, en la prueba al teorema m (teorema punto fijo de Brouwer). Consideremos
todos los conjuntos afinmente independientes {x;};,c; C R™ tales que A C conv({z;}icr), con
|I| =k + 1y k € N. Dentro de todos estos simplices, considere el simplex S = conv({x;}icr)
con el valor de k més pequeno posible. Sea T € S, fijo, tal que T esté en el interior de A, por
lo que también esta en el simplex S. De esta forma, definimos una funcién A y una extension
F a todo el simplex S como sigue:

Vz € S se define A(z) := max{A € [0,1] : (1 —A\)z + Az € A}
F(z):= F(1- M=)z + M=x)z)

Como F es de valor no vacio, de valor cerrado, y de valor convexo, entonces F también comparte
estas propiedades. Como F' es hemicontinua superior, y A es continua, las cuales componen
a F, entonces F es superior hemicontinua. Por lo tanto, por caso 1, F tiene un punto fijo, y
como F es una extension de F, donde el dominio de F esta contenido en A, entonces F tiene
el mismo punto fijo que F.
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7.4. Aplicaciones del equilibrio de Nash

En esta seccion se pretende mostrar aplicaciones del teorema y ciertas consideraciones que
se deben tomar al utilizar este teorema. Antes de proceder con el calculo de un equilibrio de Nash,
es importante verificar las condiciones del teorema [7.3.1] de esta forma podemos ahorrar tiempo, en
caso de que no exista ningtn equilibrio.

7.4.1. Equilibrio de Nash en estrategias mixtas

El equilibrio de Nash para estrategias mixtas es un corolario del teorema [7.3.1] El siguiente
teorema tiene menos restricciones que el teorema [7.3.1] ya que solo se requiere de un juego finito en
forma estratégica.

Teorema 7.4.1 (Corolario del Teorema|7.3.1). Sea G = {S1,...,Sn;u1,...,un} un juego estratégico
finito. Entonces, eriste al menos un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.

Demostracion. Sea S; el conjunto de estrategias puras para el jugador ¢ y § = S xS x -+ X §; X+ X
Sn, donde |S;| = m;. Sea A(G) un nuevo juego, donde interacttian todos los jugadores i. Sabemos
que A(S;) son las estrategias mixtas del juego estratégico G, pero en este caso consideramos a A(S;)
como si fuera el conjunto de estrategias puras para cada jugador i del juego A(G). Entonces, las
utilidades esperadas para el jugador i son

Ui(o1,02,...,0n) = > U{(l) e Jg(i) e Ugl(")ui(s)
sES

donde s = (leA(l)7 . sg(i), . sﬁ(n)) yi(@) €{1,2,...,m;}, tal que O'g(i) es la probabilidad de que

el jugador i opte por la estrategia pura sg(i). Entonces, se tiene que A(G) = {A(S1),...,A(S,); Uy, . ..
Ademas, A(S;) es:

= No vacio.

» Acotado y convexo: ya que para o = (01, .. .,0m,) € A(S;) se debe cumplir que Y 0; =1

La utilidad U; es continua, y como es una funcién afin es cuasiconcava.

Entonces, por el teorema A(G) tiene un equilibrio de Nash, que es equivalente a un
equilibrio de Nash en estrategias mixtas para el juego G. O

Debido a las condiciones presentes en el teorema de existencia de equilibrio de Nash para estra-
tegias puras (teorema , se observa que este teorema tiene mas restricciones que el teorema de
existencia para estrategias mixtas (teorema . Notese que, en el teorema al conjunto de
estrategias S; de cada jugador, se le pide que sea no vacio, convexo y compacto. Ademas, la funcion
de utilidad u;(s—;, -) debe ser continua y cuasiconcava para toda variable s; € S;. Por otro lado, note
que el corolario a este teorema, el teorema dnicamente pide un juego estratégico finito, para
poder asegurar la existencia de un equilibrio de Nash en estrategias mixtas. Se concluye que es méas
facil determinar la existencia de un equilibrio de Nash en estrategias mixtas, que para estrategias
puras. El teorema [7:3.3] es de utilidad para la existencia de equilibrios de Nash en estrategias puras
y mixtas.
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7.4.2. Duopolio de Cournot

Dado que estamos en un duopolio, considere las dos empresas E1 y Fs. Sea g1 v g2 las cantidades
de un producto a fabricar por las empresas F y Fo, respectivamente. Se supone que todo el producto
fabricado por las dos empresas es totalmente vendido. Sea la funciéon de demanda inversa o funcion
del precio:

_)a—-bQ sibQ <a
P@) = {0 sib@ > a

Donde b > 0y Q = ¢1 +¢2 y los costos marginales (costos de produccion de una unidad adicional)
de ambas empresas son iguales, y acotados por a. Los costos marginales siempre seran los mismos,
sin importar la cantidad de productos fabricados, para las dos empresas. Este duopolio asume que
la funcion P es lineal y decreciente en [0, a/b]. Las funciones de costos:

Ci(q1) = cq1 y Ca(qe2) = cq2

para ¢ < a, donde c es el costo unitario de fabricar el producto.

Las funciones de utilidades se construyen a partir de restar los costos a los ingresos o ventas de
la empresa, para la empresa F; se tiene que:

Ingresos Costos
u1(q1,2) = @P(Q)—Ci(q1)
u1(q1,2) = qi(a—0Q) —cqa
U1((J1, CI2) = Q1(a —bqy — b(I2) — Cq1
u1(q1,q2) = qi(a—bgr —bgz — ¢)

De igual forma, para la empresa FEs:

©P(Q) — Ca(q2)

q2(a —bQ) — cq2

q2(a — bq1 — bg2) — cqo
q2(a — bgy — bgz — ¢)

U2(Q1, Q2)
u1(q1, q2)
Ul((h, QQ)
ur ( )

q1,92

Por lo que los conjuntos de estrategias para E1 y E son S; = Sy = [0,a/0]
Equilibrio de Nash

El objetivo es maximizar las utilidades de la empresa. Para ello considere que la empresa Fs ha
tomado una decision, y se tiene una cantidad de produccién go fija. Entonces, para maximizar los
beneficios de E; debemos:

rr;éx u1(q1,92) = q1(a — bgy — bga — ¢)
1

donde ¢1 € [0, a/b]. Suponemos que la solucién existe en el abierto (0,a/b), lo que es equivalente a
que (¢} +g2) € (0,a/b), donde ¢f maximiza el beneficio a la empresa F;. En bisqueda de encontrar
el méximo en la funcién uq, derivamos parcialmente, respecto a ¢

0u1(q1,q2)

o = (a—0bgq1 —bga —c) —bg1 =0
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=a—bgy —c=2bq

g a—bgp —c
qa = 2%
Luego se tiene que

2
a Ul(Q;»QZ) — 72b< 0
Oqy

lo que indica que hemos encontrado un méximo para w;. Entonces la funcion correspondencia de
mejor respuesta, para E; es:

a—bgp —c

¢ = BRi(q2) = 5

De igual forma, para la empresa F», si fijamos una cantidad g, se debe optimizar la funciéon us
max u2(q1, ¢2) = g2(a — bg1 — bgz — c)
2

para ¢z € [0,a/b]. De forma analoga se obtiene la funcion

a—bg —c

¢ = BRa(q1) = 5

Si (¢F, ¢f) hacen un equilibrio de Nash, entonces se debe cumplir que:

. a—bg —c

. a—bg —c
= ———— ue = ———
a; % Yy que q;

2b

De esta forma, ¢35 es la respuesta Optima de ¢f y viceversa. Ahora, procedemos a resolver el
sistema de ecuaciones anterior

a_c_b(a—c—&b

. 2 )_2a—20—2b—a+c+bq§_a—c—l—bq;
= 20 - 4 T

=4bgs =a—c+bgs = 3bg5 =a—c

a—cC

=q5 = 3

De forma similar se llega a:

a—cC

3b

=q =

Entonces, de esta forma, se obtiene una combinacion de estrategias
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EN __ *_Cl_C *_a—C

que hacen un equilibrio de Nash. Note que ¢ = ¢;. Ademas, siguiendo este equilibrio se obtiene

Q=q+q= a?:bc + a;bc = Qa?:bc (es el total de unidades producidas)

a—c_a—|—2c

Plgi,q3) = a = blgi +¢3) = a—2—

(es el precio del producto)

Las utilidades para ambas empresas, segin el equilibrio, son:

3 _ _ 2
ui = (g, q3) = ¢i(a—bQ" —c) = <a356> <a;20 _C> - <a3bc) (a:a c) - 9bC)

e igualmente, para la empresa Fs los beneficios son:

. (a—op
2= "y

7.4.3. Oligopolio de Cournot

En la secci6on anterior presentamos un duopolio. Ahora, se busca mostrar un oligopolio, un
modelo mas general, donde interactien n diferentes empresas. Sean E1, Fs, ..., E, empresas, donde
la empresa F; produce g; unidades de cierto producto, para todo i € I = {1,2,...,n}. Nuevamente,
se asumen las mismas consideraciones del duopolio. La funcién de demanda inversa es decreciente y
lineal en [0, a/b], los costos marginales son constantes, y acotados por a, no hay costos fijos, toda la
cantidad producida por todas las empresas es vendida. Sea la funcién de demanda inversa:

a—bQ sibQ <a
0 sibQ > a

P(Q) = {
parab >0y Q =¢q +q2 +--- + q,. Las funciones de costos para la empresa F; son
Ci(¢g;) = cq;, donde c < a,Vie I

De esta forma, las utilidades son:

ui(q1,q2, - qn) = GP(Q) — Ci(a:)
qiP(qi + Q-i) — Ci(q:)
gi(a—b(gi +Q—3)) —¢)

paraQ—; =q+q@+ - +q-1+q+1+ - +agViel
Equilibrio de Nash.

El oligopolio de Cournot cumple con las suposiciones del teorema Ya que la funciéon de
demanda inversa P esté sobre el intervalo [0, a/b], que es compacto (cerrado y acotado) y convexo, y
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las funciones de utilidad w;(q1, g2, - - -, ) son continuas, y como son afin también son cuasiconcavas
para todo ¢—; (¢—;,¢;). Entonces, por el teorema si existe por lo menos un equilibrio de Nash.
Ahora, procedemos a determinar este perfil de estrategias.

De manera parecida, asumiendo un ¢_; = (g1, 42, .- .,¢i—1, ¢i+1, - - - , §n ) fijo, se pretende encontrar
el valor de ¢; que maximice los beneficios de la empresa E;, para ello debemos resolver:

¢ wi(q1,q2--- 54 qn) = qi(a —b(qi + Q—i) — ¢)

max

para ¢; € [0,a/b]. Asumimos que la solucion al problema es ¢ y que (¢ +@—;) € (0,a/b). Ahora
derivamos parcialmente u; respecto de g;

M(g;.q_i):(a—b(qﬁ-Qi)—C)_bqi:O

—c—bQ-; .
:>2bqi:a—c—bQ,i$qi=%,Vz€I

Luego,

200 (. .
W:_2b<0,Vi€f

lo que nos indica que hemos encontrado un maximo. Ahora deseamos resolver el sistema de
ecuaciones dado por las correspondencias de mejor respuesta

a—c—bQ_;

A=Vl
5 Vi €

q; = BR;(Q—;) =

Para encontrar el equilibrio de Nash, se necesita que ¢; sea la mejor respuesta a ¢*,Vi € I. Sean
i,j € I, tal que i # j considere

_a—c—bQr,

, a—c—=bQr;

4= %

Si restamos las igualdades anteriores, se obtiene

. _a—c=bQY, a—c—bQY;  b(-=Q,+Q%) —q+4q
@ =4 = 2 2 - 2 T

* * _qﬂf—’_qik * * * * * *
éqi_qj:#:>2qi_2qj‘:_q]‘+qi =q¢ —¢ =0

= q; =qj,Vi,j €I, tal que i # j
Como ¢ = ¢IVi € I, entonces Q*; = (n — 1)¢;. Ahora,

J
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a—c—bQ~;, a—c—bn—1)q

55 5 =2bg; =a—c—bn—1)¢; = bgi(2+(n—-1)=a—c

4 =

a—c
= Vicl
= dq; bn+ 1) (S

Por lo tanto, el anico equilibrio de Nash es:

a—c

SEN = (g1 = ro 47C L gp= 2T
(ql mr 02" e T

En este equilibrio, el total de unidades producidas es Q* =¢f +¢5 + -+ ¢, = nﬁ y el
n
_ VNa — _
precio unitario es P(Q*) =a — bQ* = a — bZ((er fg = (n+ )Z n 711(& ) = c;—:nlc. Entonces,
a—c a+nc
*op— "y P(O*) =
Q "D Y @) ="

Las utilidades son:

ui = gf(a—bQ* —¢) = g (a—nZ;i—c> _ (m) (a—o (1‘7111) _

() om0 () =it e

(a—c? .
P = Viel
= u] RS €
(a—c)?
El beneficio de todo el equilibrio, es U* = u} +us + - - +u* = n
’ 1 2 n b(n+ 1)2

7.4.4. Juego de la mayor diferencia

Consideremos un juego con dos participantes. Donde ambos jugadores escogen un nimero entre
0y 1, por lo que sus conjuntos de estrategias puras son S; = Sy = [0,1]. Las ganancias para ambos
jugadores vienen dadas por:

U1(81,32) = u2(31,52) = (81 - 82)2

El juego de la mayor diferencia cumple con las suposiciones del teorema Ya que las
funciones wu; son cuadraticas, por lo que son continuas y cuasiconcavas para toda variable, y [0,1]
es compacto (cerrado y acotado) y convexo. Entonces, por el teorema existe al menos un
equilibrio de Nash.

Entonces, si fijamos un valor so € Sy, el jugador 1 buscara:
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£ 2
max S1— S
s1€[0,1] ( ! 2)

En caso del jugador 1, intentara escoger un s; € [0, 1] lo méas alejado posible de s2, entonces siem-
pre recurrird a alguno de los dos extremos del intervalo. Las correspondencias a la mejor respuesta
6ptima para ambos jugadores son:

0 sisy>1/2

BR =
1(s2) {1 5i 83 < 1/2
0 sis3>1/2
1 sisy <1/2

BRQ(Sl) = {

De este modo, se tiene dos posibles equilibrios de Nash, que son los perfiles (1,0) y (0,1). Es
importante notar que el equilibrio de Nash no necesariamente es tnico y el teorema solo nos
afirma que debe existir por lo menos un equilibrio de Nash, y tampoco nos indica cual perfil hace
posible dicho equilibrio.

7.4.5. Juego de peticiones de Nash

Las condiciones del teorema de existencia del equilibrio de Nash en estrategias puras (teorema
son suficientes para asegurar un equilibrio de Nash, pero no son necesarias. Esto significa que
si encontramos un equilibrio de Nash, no es obligatorio que se cumplan todas las condiciones del
teorema [7.3.1} Es por ello que el teorema [7.3.1] nos ayuda a determinar la existencia de un equilibrio
de Nash en algunos juegos, pero no en todos los juegos. Como se ejemplifica a continuacién:

Ejemplo 7.4.1 (Juego de Peticiones de Nash (mediante peticiones simultaneas)). Supon-
gamos que dos jugadores desean una porcion de un pastel. Entonces, cada jugador debe escoger un
numero entre 0 y 1, que representa la proporcion de pastel que desee. Si la suma de las dos propor-
ciones que escogieron ambos jugadores es menor o igual a 1, entonces ambos jugadores reciben la
proporcion de pastel que solicitaron. De lo contrario, ninguno de los jugadores recibe nada de pastel.

Entonces, los conjuntos de estrategias puras son S; = Sy = [0,1] y las funciones de utilidad son:

S9 81 8S1+82<1
0 stsyi+se>1

S1 St S1+s9<1
0 sisyi+s9>1

u1(81,782) = { Yy U2(81,782) = {

Entonces, las funciones de mejor respuesta 6ptima son:

1—s1 sisi <1
[0,1] sisp=1

1—59 sisy<1

0,1 siss=1 7 Bm@”:{

BRl(Sg) == {

La tnica forma de aprovechar mejor las ganancias es cuando la suma de ambas estrategias es
igual a 1. Si la suma fuera menor, entonces cualquiera de los dos jugadores habria preferido elegir
un nimero mayor para obtener mayores ganancias. Por lo tanto, si s; + s = 1, el perfil (sq, s2)
es un equilibrio de Nash. Ademas, asumiendo sin pérdida de generalidad que el jugador 1 elige 1 y
el jugador 2 elige a < 1, entonces el perfil (1,a) no seria un equilibrio de Nash, ya que el jugador
1 habria preferido elegir 1 — a para obtener mayores ganancias. Del mismo modo, (a,1) tampoco
serfa un equilibrio de Nash para a < 1. Por otro lado, si ambos jugadores eligen 1, ninguno tendria
motivos para cambiar de nimero, ya que no obtendria ganancias adicionales. Por lo tanto, (1,1) es
un equilibrio de Nash.
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Dado que las funciones u; y us no son continuas, el teorema [7.3.1no es aplicable. Sin embargo,
existen equilibrios de Nash en este juego. Este ejemplo muestra que las condiciones del teorema [7.3.1]
son suficientes pero no necesarias para que exista un equilibrio de Nash.
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CAPITULO 8

Conclusiones

La axiomatica de von Neumann y Morgenstern, que son la base de la teoria de juegos, afirman
que no siempre existe una funcién de utilidad U que represente la relaciéon de preferencia »=. El
teorema [5.0.1] afirma la existencia de U cuando el conjunto de preferencia es finito. De lo contrario,
se requiere encontrar la funcién U que representa a la relaciéon >. Si no existe U que represente a >,
entonces no se puede hacer uso de la teoria de juegos clasica.

El equilibrio de Nash se interpreta como un acuerdo entre los jugadores, donde todos maximizan
sus ganancias a la vez. Supongamos un juego donde existe al menos un equilibrio de Nash, en el que
todos los jugadores acuerdan jugar un perfil de estrategias que sea un equilibrio de Nash. Si solo un
jugador i decide cambiar de opinién y no jugar la estrategia segin el equilibrio acordado, entonces
el jugador ¢ recibird un beneficio menor. Y como es un jugador considerado racional, que toma sus
decisiones en base a los beneficios, buscando optimizar sus utilidades, la alternativa més conveniente
es jugar la estrategia acordada del equilibrio.

Los equilibrios de Nash son una herramienta para negociar con otros jugadores e intentar conven-
cerlos de jugar algin equilibrio de Nash. Si consideramos un juego que tenga al menos un equilibrio
de Nash, por ejemplo, con tres jugadores, basta con convencer a dos de ellos de que jueguen un
equilibrio de Nash. En general, en un juego de n jugadores, bastarid convencer a n — 1 jugadores
para que se lleve a cabo un equilibrio de Nash. De esta forma, el ultimo jugador no podra negarse
al equilibrio de Nash. Asi, los equilibrios de Nash ayudan a crear alianzas y que todos los jugadores
estén conformes con el juego, sus decisiones y beneficios obtenidos.

Un equilibrio de Nash no necesariamente maximiza las posibles ganancias para todos los jugado-
res. En un juego donde se acuerde jugar algiin equilibrio de Nash, aparentemente todos los jugadores
1 estdn obteniendo el maximo beneficio posible, pero es posible que algin jugador, por medio de otro
perfil que no sea este equilibrio, obtenga mayores ganancias. En otras palabras, jugar un equilibrio de
Nash no maximiza las ganancias para todos los jugadores, pero cuando se conoce de antemano que
todos los jugadores van a jugar un equilibrio de Nash, entonces la mejor alternativa sera participar
en ese equilibrio.

En un juego de informacién completa, donde sélo existe una tnica solucién, es posible pronosticar
el perfil que se jugara. Como el acceso a la informacién esté disponible para todos los jugadores, cada
jugador seria capaz de encontrar la solucion existente. Asi, la reducciéon de estrategias dominadas,
en un juego con una unica solucién, predice las estrategias y utilidades asociadas a cada jugador.
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Debido a que el teorema[7.3.1] tiene mas condiciones que el teorema[7.4.1] para afirmar que existe
un equilibrio de Nash, aumenta la dificultad para determinar la existencia de un equilibrio de Nash
para estrategias puras que para mixtas. Si comparamos ambos teoremas, vemos que determinar la
existencia de un equilibrio de Nash en estrategias mixtas requiere menos condiciones, inicamente
que sea un juego finito, por lo que es més factible determinar un equilibrio de Nash en estrategias
mixtas que en puras.

Los teoremas de existencia de equilibrio de Nash para estrategias puras y mixtas tienen condi-
ciones suficientes para asegurar la existencia, pero no son necesarias para que exista un equilibrio de
Nash. Si un juego no cumple las condiciones del teorema [7.3.1] o [7.4.1} no implica que no exista un
equilibrio de Nash. Los teoremas de existencia de equilibrio de Nash, en estrategias puras y mixtas,
son de utilidad para determinar la existencia de un equilibrio de Nash y no pueden afirmar la no
existencia de un equilibrio de Nash.

Cuando se busca determinar un equilibrio de Nash, los teoremas de existencia (teorema
y podrian afirmar la existencia de uno de estos equilibrios, pero no nos indican qué perfil
hace un equilibrio. Los teoremas de existencia no proporcionan la herramienta para el calculo de un
equilibrio; inicamente nos indican que es posible encontrarlo.
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