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RESUMEN

Sc presenta una solucion numérica del problema de la braquistocrona al utilizar un
algonitmo de sobrecalentamiento simulado.  Para ello, se desarroll6 una aproximacion
discreta de las curvas que representan posibles trayectorias de una particula entre los puntos
inicial y final; se determiné una funcion discreta que depende de estas curvas y que aproxima
¢l tiempo de recorrido de la trayectonia por parte de la particula; y por ultimo, se desarrolld
un algoritmo de sobrecalentamiento simulado para minimizar dicha funcion.

El algoritmo de sobrecalentamicato simulado es un algoritmo para optimizacién
combinacional en el cual se simula el proceso de sobrecalentamiento, en el cual un matenial
cs llevado a altas temperaturas y luego enfriado lentamente, de tal forma que se considera
que siempre estd en equilibrio térmico. Debido a csto, sc espera que la mayoria de las
moléculas que conforman el materal se encuentren en su estado de menor energia. En la
simulacion, ¢l valor de la funcién representa la encrgia y s¢ obtiene la solucién al problema
dc minimizacion plantcado.

El algoritmo se implementd en MATLAB® 'y se realizaron varias corridas al utilizar
distintos parametros que afectaban la rapidez de enfriamiento, obteniéndosc curvas discretas
de once puntos, como soluciones numéricas para el problema planteado. Se compararon los
resultados seglin su rapidez de convergencia, la probabilidad de aceptacion de soluciones alo
largo de la cjecucion del programa, y también sc compararon los resultados con los
obtenidos con un algoritmo que utilizaba ¢l método de Montecarlo, del cual sc denva el .

método de sobrecalentamiento simulado.

' MAT1.AB® ¢s una marca regjstrada por 'The Mathworks, Inc.

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

INDICE

e 11y o | DO SR EERR I S TTOR U0 O UL GNP ST INCRNNPLS SN P U SR PRI Xt
T OB soviamdasesiimmmavisasisondihne A SRR RO VRTINS O PR RS A R i Xiit
indice de graficas y tablas ..... ” xvii
I. Introduccion....... AR R RARRRRSS008 1
1. El Problema de la Braquistécrona 5
A D EIO0 s arssa s i ossvssrios s sompobsiossbonisd 5
B. Solucién Analitica del Caso de un Potencial Constante. 6
111. Fisica Estadistica dcl Sobrecalentamicnto ... PR 20 9
A. Naturaleza de la Fisica Estadistica .. 9
B. Meccanica Estadistica ClASICA. cw..vvvrmsnressrmssnesssnsserenaee : 10

1 Teorema I para Sistemas en Equilibrio 12

% ananBlc CABBHICO Liiisimmimmmramimsivismsivins e et R hen 12

3 Otros Linsambles......... w13

4 Distribucion de probabilidades de la energia............. R 14

5 Sistemas Discretos y Mecanica Estadistica Clasica B

C. Sobrecalentamicnto (Anncaling).............. e A A e s sannsiis 17
IV. Optimizacion Combinacional y ¢l Método de Sobrecalentamicato Simulado.......19
A. Optimizacion ComBINACIONAL cuvieevesverscrssesssemsssessssassssasssssssssssssssssssnsssssssssssssssssssssss 19
B. Método de Sobrecalentamiento SImulado .oecenncsisnsrnnnnen, 20

1 Programas de Enffamient0..smimssssssmmmsmsssssssssssscnssssssassssssssssesssssssssss 22

5 Hlecrion deld Tetp Eratura T CHL o scisssisinmissssoinsssismisieimsmssissnsitss 22

b. Criterios para cl descenso dc 1a temMpPeratura.. .  emmsisessisssssssissssenns 23

¢ Criterios de Lquilibdio Térmico..... 25

V. Implementacion del Algoritmo de Sobrecalentamiento Simulado para cl

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Problema de 12 BraquistOCron@u i mmmmmmmisensssssssmimsisssssssssssstssssssisssssssssins 27

A. Discretizacion A 188 CULVAS cicssssssmsmsossussassssassosssassssassisassisssessossssssonsssssssastsase 21
B. Definicion del Problema de Optimizacion a Solucionar Numénicamentc.....uu 30
C. Cambio en la Configuracion del Sistema Termodinimico ..... .31
D. Algoritmo Utilizado ... R O SIS R PR PRl ST s i) N (o o 31
Ii. Implementacion en MATLAB®. 35
VI RSO0 assisiammmmisimmicmsiinaita s anisg ueiioimensiising 37
A. Solucion Numérica Para una Curva de Onee Puntos.. i a7
1 - SOICTORN DI DIALAR vovssavyesincensivivastosssassoodsssovsssbssuisiss abbmsosisb s aansmmsesssamasoseaviin 37

2 Presentacion de los Resultados 39

3 POMCR COTTHIN wosessseitosstsssesnasansnssises esbisssssass idsiss s @issussnisombions sdsbsssassonsiissnisassssanis 38

4 Scgunda cornda 40

S “Tercera CotnlAivsumwimamssiininsisiomms 44

(R OTV T W OaT o i - Pem—— a 46

7 Quinta Cornda........ ‘ .48

8 Sexta Cornda... 51

9 Una Corrnida del Método de Montecatlo...ciuinsinensienians 53

10 Comparacion de los Resultados de las Distintas Corridas del Método de

Sobrecalentamicnto SImulado e w57

a. Accptacion de Solucioncs...... 57

b BAfOaRICOt0 cusimsirsitiovesiurmiiseissisiimnimg 57

11 Comparacion de las soluciones numéricas de la funcion objetivo ... 57

VII. Conclusiones...... s R AR AR .63

KT DAl it i s b sk A i 65

Apéndice Az COdigo UIZAAO i 67
Xiv

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

1. Método de Sabrecalentamiento Simulado densusesaiassus e asisenieetsiRRIOss 67

2. Método de Montecarlo 09

XV

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

LISTA DE TABLAS Y GRAFICAS

‘TABLAS
'I'abla 6.1 Resultados para una curva de once puntos, primera COtada s, 39
T'abla 6.2 Resultados para una curva de once puntos, segunda corrida v, 43
Tabla 6.3 Resultados para una curva de once puntos, tecera Cortida. i, 44
"I'abla 6.4 Resultados para una curva de once puntos, cuarta corrida S 46
'I'abla 6.5 Resultados para una curva de once puntos, quinta COAdA. i, 49
‘T'abla 6.6 Resultados paca una curva dc once puntos, SCX1a COHda s 52
‘I'abla 6.7 Resultados para una curva de once puntos, método de Montecarlo..uuevrieeresnn 55
FIGURAS

Iigura 1.1 Trayectoria posible entre dos puntos .... TR ORI S 6

ligura 4.1  Discretizacion de una trayectoria en sicte puntos, donde (x,,),)=(0,0) y

(_x.,.y7) =(a,b) ..................... T RV NPT NI R Ry Py R T R 28
FFigura 4.2 Trayectoria entre(x, ,,y,.,) ¥ (x,,»,)en la curva discretizada 28
FFigura 4.3 Diagrama de flujo del algoritmo utilizado 36
GRAFICAS

Grifica 6.1 Solucién numérica para una curva de once puntos, PAMEA COTNdA wuvmmmmumminnnn 42

Grafica 6.2 Nimero de soluciones aceptadas contra nimero de iteraciones, primeras tres

COLNAR -.ammmnn L. DRI TR R e 43
Grifica 6.3 Solucién numérica para una curva de once puntos., segunda coffida ..., 4
Grifica 6.4 Solucién numérica para una curva de once puntos., tercera Corada w e, 47
Grafica 6.5 Solucién numérica para una curva de once puntos., cuarta CoOrrida e 49

Grifica 6.6 Ndmero de soluciones aceptadas contra nimero de iteracioncs, cuarta y quinta

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

COTAUAR isssossmsissenssssssis T I TRTWOR (ryy  e LY.

Grifica 6.7 Solucion numérica para una curva de once puntos., quinta corada v .. 9D
Grafica 6.8 Solucion numérica para una curva de once puntos., sexta cormda w35

Grifica 6.9 Numero de soluciones aceptadas contra numero de iteracioncs, sexta cornida ..56
Grafica 6.10 Solucion numénca para una curva de once puntos, método de Montecarlo .....56

Grafica 6.11 Numero de soluciones aceptadas contra nimero de iteracionces, método de

Montecarlo e, Sssavnsss 58

Grafica 6.12 Nimero de soluciones aceptadas contra nimero de itCraciones wu.eeeeseseesecsseesn 60

Grifica 6.13 Tempceratura contra numero de iteracioncs w61

Grifica 6.14 { minimo contra numero de iteracioncs 63

Girafica 6.15 f minimo contra nimcro de iteracionces . 64
Xvitt

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

I. INTRODUCCION

I.a braguistdcrona es uno de los problemas que surgen en mecinica que resulta de la
minimizacion de un funcional, ¢l cual depende del estado del sistema. Algunos de cstos
problemas y su solucién resultan cn principios variacionales, tales como el principio de
I Tamilton y el principio de Fermat'. El funcional que hay que minimizar para ¢l problema de
la braquistocrona es ¢l ticmpo que toma una particula cn recorrer una trayectoria entre dos
puntos fijos bajo la accion de un potencial dado.

Lin cl presente trabajo se tiene como objetivo solucionar numéricamente ¢l problema
dc la braquistocrona al utilizar un algonitmo de sobrecalentamiento simulado.

[l algoritmo de sobrecalentamiento simulado es una modificacion del método de
Montecarlo.  El método de Montecarlo para optimizacion consiste cn  scleccionar
alcatoriamente un estado (cercano al estado que se considera como la solucion actual) y
probar cl valor de la funcion objetivo (en este caso el funcional a minimizar) cn dicho cstado;
si la funcion objetivo tienc un valor menor cn cste estado de prucba que en el estado de la
solucion actual, se toma como nueva solucién al estado que estaba a prueba.

1il método de sobrecalentamicnto simulado introduce en ¢l algoritmo la condicion de
Metropolis, con la cual se permite aceptar estados en los que el valor de la funcion objetivo
cs mayor quc cn ¢l estado de la solucién actual, donde la aceptacién del nuevo estado
depende de una funcion de distribucién de probabilidad de Boltzmann y Maxwell.

Esta funcién de distdbucion de probabilidades de Boltzmann y Maxwell es una
funcion que rige ¢l comportamiento de sistemas cn equilibrio termodindmico a una

temperatura 7% el sistema cstd en un estado cuya cnergia es cl valor esperado de una

Ul YOURGRAU y MANDEISTAM, 1968, se cxponen distintos principios variacionales y sus origenes
y , P pnincip y 4

conceptuales, al examinar su relacion con la mecinica, la clectrodinimica y la teoria cudntica
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hstribucion de probabilidades que depende de la encrgia /2 de un estado o configuracion
nosible del sistema.  Esta distribucion es de la forma exp(—- %r) donde £ es la constante de
Joltzmann. Esta funcidn otorga una mayor probabilidad a los estados que tienen una menor
valor de energia, scgun la temperatura del sistema. A una alta temperatura, la probabilidad
Je cstar en un estado de energia alta no es despreciable, pero a una baja, si.

Metropolis® utiliz6 la distribucion de Boltzmann y Maxwell para hacer mucstreos de
estados y poder calcular ccuaciones de estado en mecinica estadistica. Kirkpatrick, Gelatt y
Veeehi® aplicaron después la idea para la optimizacion, haciendo una simulacion dcl
sobrecalentamiento. En el sobrecalentamiento, un sistema es llevado 2 una alta temperatura
y ¢s cafdado muy lentamente hasta una temperatura baja, de manera que sc considera que cl
sistema s¢ encuentra sicmpre en equilibrio termodinamico y que por lo tanto, esta regido por
la distribucion de Boltzmann y Maxwell. Cuando cl sistema alcanza la temperatura final, s
espera que cl sistema sc encuentre en el estado de menor energia.  El sobrecalentamicnto
simulado consiste entonces cn replantear ¢l problema de optimizacion como la minimizacion
de una funcién objetivo, que describe la encrgia del sistema, cuyos estados estin dados por
todos los puntos del dominio de la funcién objetivo.

Para cncontrar numéricamente una solucion al problema de la braquistocrona
utilizando ¢l método de sobrecalentamiento simulado, sc define una funcion discreta que
aproxime ¢l valor del funcional correspondiente, ya que las curvas que representan las
traycctorias posibles deben ser discretizadas para poder ser evaluadas por medio de la
computadora. Asi un estado posible del sistema ¢s una curva discretizada en varios puntos

ordenados, y ¢l tiempo que tarde en recorrerse viene a scr entonces la "energia” del sistema.

2 METROPOLIS, et al, 1953.

Y KIRKPATRICK et al, 1983,
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l.a temperatura viene 2 ser entonces un parimetro que debe ir disminuyendo lentamente a
medida que ¢l proceso avanza.

El algorntmo de sobrecalentamiento simulado ha sido utilizado en distintas
aplicaciones desde 1983, tales como disefio de microchips’, anilisis de proximidades’,
grificas y reconstruccion de imagenes’, redes ncuronales’. Por lo general se utiliza en

problemas dondc tenga que optimizarse funcioncs de muchas variables.

4 KIRKPATRICK et al, 1983.

5 TREJOS, J. y M. VILLALOBOS, 1997.

6 SUNDERMANN, E. 1995.

T FREEMAN, J. A. y D. M. SKAPURA, 1993,
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II. EL PROBLEMA DE LA BRAQUISTOCRONA

A. Plantecamiento.

lue planteado por primera vez por Johann Bemoulli en 1696. El problema original s
pucde generalizar y enunciarse en la siguicnte forma:  lincontrar la curva que restringe cl
movimicnto de una particula en cl espacio para moverse entre dos puntos dados, bajo la
accion de un potencial y de fuerzas no conservativas, bajo condiciones iniciales fijas, y que,
entre todas las curvas posibles, la particula tome ¢l menor tiempo posible en realizar cl
trayccto.

La braquistécrona sc representa como una trayectonia parametrizada

r(t)= (x(1), 7(0),2()) (11
la cual debe cumplic con el ‘Teorema de Trabajo y Energia, que dice que el cambio de cnergia
cinética T cntre dos puntos £ =(x(t,)0(t).2())) y r=(x(t,), ¥(t,),2(t;)) de la
trayectoria, es igual al trabajo realizado por la fuerza total F sobre la particula a lo largo de la

curva entre dichos puntos', es decir

dr

di 12
g (1.2)

h
I, -1, = [F()-
h

Por otra parte, la rapidez v de la particula esta dada por

ds

V= -.=

dt

dr

= (1.3)

de donde drs es diferencial de longitud de arco de la curva. A partir de la ecuacion (1.3) puede

obtenerse la relacion

dr = — (1.4)

FSYMON, 1971, pp. 103-105.
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Intcgrando ambos lados sobre toda la trayectoria r, tenemos que cl ticmpo total en que Ia

particula realiza cl trayecto es igual a

=[= (1.5)

La solucién del problema requicce minimizar ¢l funcional ¢ de (1.5) sujeto a la

condicion (1.2), para lo cual se pueden utilizar métodos vanacionales.

B. Solucién Analitica del Caso de un Potencial Constante

lin un potencial constante g, ¢l movimicato de la particula m se realiza en dos
dimensiones y las curvas posibles cstin descritas por una ecuacién y = ¥(x), donde y cs
positiva cn la direccidn del potencial 8, como sc muestea en la figura 1.1, donde los

o IR i

g

.

\ .(a,b)
y “NV{

Figura 1.1 Trayectoria posible entre dos puntos

extremos de la curva estan fijos en cl origen y en el punto (a,b). Integrando (1.2) del origen
aun punto (x,y), se obtiene que

T =Lmv’ =mgy (1.6)

por lo que

v=12gy (17)
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Al sustituir (1.7) en (1.5) sc obtienc
ds  $1+(y)
'{V}=I—=j——,_(y) dx (1.8)
s 4 0 zgy
Eiste funcional tiene la forma de

J}= f F(x,,y')dx (1.9)

%o

. X ’l . . 2 - . ..
mediante métodos vadacionales®, s puede demostrar que I debe cumplir con la ecuacion

diferencial de Euler-Lagrange’

Q’L__"_(?EJ -0 (1.10)

cuando J{y} es un valor extremo de (1.9).
Para minimizar /, cl integrando de (1.8) debe satisfacer (1.10), por lo cual después de

simplificar, sc obticne la ccuacion diferencial!,
2" y+1+y?=0 (1.11)
cuya solucion, en forma paramétrica es
x= g(a —-sena)

(1.12)
y= —g(l ~cosa)

dondc A ¢s una constante y @ es un parametro tal que & = 0 en el orgen. Las ccuaciones

(12) son las ecuaciones de un cicloide, donde A4/2 ¢s cl radio del circulo que lo genera. En el

2 BUTKOV, 1968, pp. 554-557.

) Iin BLANGHARD y BRONING, 1992, pp. 77-107 se desarrolla con profundidad la optimizacién de funcionales
del tipo de la ecuacién (1.9), incluyendo el principio de Hamilton con uno o varios grados de libertad.

4 ROV, 1968, p. 558.
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caso en que @> %b la curva desciende por debajo del punto (a,b), ya que la particula debe
tomar una velocidad de suficiente magnitud para llegar a cste punto en cl ticmpo mis corto

posible, por lo que dichas ecuaciones definen a la braquistocrona’.

Evaluando la braquistocrona en (1.8) se obtiene el tiempo minimo:

I J[x (@) +Lv<a)]

0

o Teer e,
| gy

NI;

=“f J_A_(l —2cosu+cos’a+sen’a]da 1.13)
o 148 1 - cosa
s uf J A (2 2cosa) I
o 14g\ 1-cosa
o [
28

donde @, es cl valor tal que (x(a,), ¥(at;))= (a,b).

5 Para la obtencion de la braquistdcrona existen otros métodos. Véase p. ¢]., SIMMONS, 1993, pp. 36-40.
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I11. FiSICA ESTADISTICA DEL SOBRECALENTAMIENTO

A. Naturaleza de la Fisica Estadistica

Iis cl cstudio de sistemas que consisten cn un nimero grande dc subsistemas, los
cualcs 1nteraccionan entre :ﬁi, de tal forma que producen que ¢l sistema sc comportc cn una
forma termodinamica’, s decir, en la forma siguicntc2:

e Iixisten estados de equilibrio’ del sistema.

e Un estado de cquilibrio del sistema consiste de una o mds regiones homogéncas®,

e Los ecstados dc equilibrios pueden ser descrtos por un nimero finito de
parimetros, llamados parimetros termodindmicos, los cuales determinan todas las
funciones de cstado del sistema.

e TPucden definirse “cocficicntes de transporte” a partir de respucstas de primer
orden de los sistemas a pequeiias perturbaciones del estado de equilibrio.

Cada uno de cstos subsistemas sc¢ describen mediante leyes fisicas, las cuales
determinan® cémo se comportari dicho subsistema. Debido a que el nimero de subsistemas
cs muy grande®, describir ¢l comportamiento del sistema al determinar el comportamiento de
cada uno de los subsistemas cs imposible en la prictica, debido a la gran cantidad de cilculos

involucrados.

I RUELLE, 1974, p. 1

2 RUELLE, 1974, pp. 1-2.

3 Si ¢l sistcma se encuentra aislado, este ticnde al estado de equilibrio asi como el tiempo tienda al infinito.

“ Iomoggéncos a escala macroscpica, es decir, para un nimero grande de subsistemas.

S kin ¢l sentido de la fisica modema, no se puede hablar de determinar exactamente el estado de un elemento
del sistema, debido al principio de incertidumbre de Heisenberg, pero si se puede hablar de determinar los
valores observables (o mis probables) de dicho elemento.

¢ Si consideramos el sistema formado por un litro de aire a una temperatura de 300 K y a una presion de 1 atm
ticne aproximadamente 2.444985789687x102 moléculas, considerando al sistema como un gas ideal y

utilizando la férmula de los gases ideales.
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Una forma de describir ¢l comportamiento del sistema es utilizando una descripcion
estadistica del mismo. Ll sistema sc encuentra restringido por las leyes fisicas y por
condiciones que deteeminan ¢l equilibrio termodinamico, lo cual conduce a una funcion de
distribucion de probabilidades que depende de los pacimetros termodinamicos, que son cl
resultado de las restricciones de equilibrio termodinamico.

Mediante cl uso de esta funcion distribucion de probabilidades pucde obtencrse la
descripeion del comportamiento de cantidades macroscopicamente observables que sc
relacionan con los pacimetros termodinimicos’ por medio de funciones de estado. Los
valores termodindmicos corresponden a los valores promedio de alguna propicdad de los
subsistemas, lo cual constituye uno dc los postulados de la mecanica cstadistica.”

Gibbs introdujo la idea de cnsamble, que cs una coleccidn de un nimero muy grande
de sistemas termodinamicos, siendo cada uno de cllos una réplica del sistema termodinamico
de interés. Cada uno de dichos sistemas termodinamicos cumple con las restricciones del
sistema original, por lo que si se obtiene ¢l valor esperado’ de una propiedad especifica sobre
todos los sistemas que integran el ensamble, el valor obtenido corresponde a la cantidad

termodinamica relacionada con la propiedad.

B. Mecanica Estadistica Clasica.

Sea L2 un sistema con N particulas. El movimiento de cstas particulas esta descrito por

las ccuaciones de Hamilton:

7 |os parimetros termodindmicos deben ser observables macroscépicamente, debido a que una definicion
operativa o prictica de equilibrio termodinimico debe darse en base a cantidades que puedan ser medidas a
nivel macroscépico.

* MCQUARRIE, 1973. P. 36.

* 1] valor esperado de la propicdad de interés se conoce también como el promedio de ensamble de la

propicdad.

10
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oH _ dq,

op, dt ™
,a-}:l_ a fll’, ) = l,2....,3N (ZI)
o, d

donde q,,4,,...,qyy definen las coordenadas genceralizadas de las N particulas y los
momentos generalizados estin dados pot py, Pa,..-, Py, Y Hes el hamiltoniano del sistema.

Ll estado del sistema cstd descrito entonces por estas coordenadas y estos momentos
generalizados y la cvolucion del sistema por las ccuaciones (2.1).  [stas coordenadas y
momentos forman un cspacio 6N dimensional conocido como el espacio de fasc T del
sistena, conformado por puntos (¢, £) = (¢1,q2-+sGsns Pis Pase-os Py )

l.a probabilidad de que el sistema se encuentee en un estado (g, p) esta determinada
por una funcién de distibucién de probabilidades /7(g,p,f)la cual determina ¢l valoc

esperado de una funcion G(q, p) de la forma
(G)= & §6ta. PYPa, ot )l 02)
donde
Q= {F(g,p,1)dqdp (23)
cs la constante de normalizacién de la disteibucion, siendo dq=dqdq,---dg,y y
dp = dp,dp, ++-dp,y . Por otra parte, la distn'bﬁci(m debe satisfacer la condicion'
s 2.4)
lo cual se conoce como teorema de Liouville.
1 Teorema 1 para Sistemas en Equilibrio

Iil sistema 2 se considera en equilibrio cuando el valor de el Hamiltoniano H es

0 ISIIARA, 1971, p. 22,
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minimo y sc¢ considera que una disminucién del valor de H corresponde a aproximarse al
cquilibrio.  En 1872, Boltzmann presentd el teorema H paca discutic como cl cquilibrio cs

alcanzado por un sistema termodindmico. El teorema H dice asi:

St la funcidn de distribucion de probabilidades satisface la condicion
1 :
o §H(q,p)(q, p,1)dgdp=U 2)

cntonces H es un minimo para cada punto (g, p) cuando

F(q, p) =M 26)

donde U, 4 y B son constantes independientes de las coordenadas del espacio de fasc.

lLa funcion de distabucion dc probabilidades dada por (2.6) se¢ conoce como

distabucion de Maxwell y Boltzmann para particulas libres.
2 Lnsamble Candnico

Iis una coleccion de A sistemas, donde 9 ¢s grande y los sistemas son réplicas de un
sistema quc tienc N particulas libres", ocupa un volumen V'y ticne temperatura constante 7.
Para quc un sistema asi exista, debe ponerse éste en un bafio témmico a la temperatura 7, y
csperar por un tiempo lo suficientemente largo para considerar que el sistema ha llegado al
cquilibrio térmico y la temperatura sca uniforme ¢ igual a 7. Debido a que no existe
restriccion alguna sobre las condiciones iniciales, no debe haber restriccion alguna para cl
momentum lincal y la posicién de la pacticula. De esta forma, el valor del Hamiltoniano del
sistema puede variar de cero hasta cl infinito, y cs cxactamente igual a la suma dc la energia
cinética de cada una de las particulas que conforman el sistema.

Si cl sistcma estd en cquilibrio termodinamico, ¢l Hamiltoniano debe ser un minimo.

lintonces, por cl teorema H, la funcién de distribucién de probabilidades que rige al sistema

11 1 a fuerza neta sobre cada una de cllas es cero.

12

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

es ladada en (2.6). La constante B es igual a 1/kT, " dondc k cs 1a constante de Boltzmann®,

por lo que

l‘ [ -
F(pg)=e  =ee ¥ @)

Al utilizar esta distribucion de probabilidades, el valor minimo de U ¢s entonces

U=3NkT 2.8)

quc representa la energia cinética de todas las particulas. Asi, la encrgia cinética promedio de

cada particula s

u=3kT 2.9)

Nétese que en las ccuaciones (2.8) y (29) la cnergia promedio cs proporcional a la
temperatura.
2 Qtros Ensambles

Similarmente, para otros sistemas con ¢l volumen, el nimero de particulas y la
temperatura fijos, ¢l Hamiltoniano puede escribitsc como la suma de varios términos, cada
uno correspondiente a la clase de encrgia a la que pertenezca, tales como la energia cinética
traslacional, la energia cinética rotacional, la energia potencial vibracional, 1a energia potencial
clectrOnica, ctc. Ast

"H=) H, (2.10)

1

y la energia promedio ¢s entonces

1 5 1
U= § T H . pa)dgdp = T §H . pt)lgdp = 30, @11
1 | 7

dondc U, cs ¢l valor promedio de H,.

12 Una demostracion de que B = 1/k7" puede encontrarse en MOHLING, 1982, pp. 261-262.
Nk = 1.380658(12)x 107 JK!
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Si cada H,tiene 7, grados de libertad, el tcorema de la equiparticion de la energia® dice

que

U =4 fkT (2.12)
lintonces

Ukl = —16 (2.13)

4 Disiribucidn de probabilidades de la encreia

1a funcién de distribucion de Boltzmana y Maxwell dada en la ecuacién (2.7) define
también una funcién de distdbucién de probabilidades de los valores que toma el
[ Tamiltoniano del sistema. Utilizando esta funcién de distribucién de probabilidades puede

calcularse ]a probabilidad de que el sistema tenga una energia igual o menor que un valor £:

HeE _E
—kT[e a —l] "
0 =l-e® (214

SN 7E] kT(O - l)

E H _H
Ie“e Tgy  —kTe ¥
P(H<E)= &, = P

Ie“e "’dH —kTe
0

11=0

Si los subsistemas del ensamble no intcraccionan entre si, se tiene que ¢l Hamiltoniano

del sistema puede escribirse como

H=3h @.15)

=l

donde Ayes ¢l Hamiltoniano dcl i-ésimo subsistema. En esta forma, la funcion dc

distribucion de probabilidades dada en la ecuacion (2.7) esta dada por

N LI
F(p,g)=Tle"e 7 = [1/(p.9) (2.16)

W LINDSAY, 1941, pp. 124-126.
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donde  f(p.q)es una funcion de distribucion de probabilidades correspondiente al
Ilamiltoniano del i-ésimo subsistema.  Si los subsistemas son distinguibles, y el

IHamiltoniano ¢s el mismo para todos, entonces las distribuciones de probabilidades son

iguales” y

F(p,9)=(f(p.q)) (217)
donde
B _a
f(p.g)=eNe T (2.18)

Si los subsistemas son indistinguibles, entonces la funcién de distribucién de probabilidades

uede aproximarse™ por
P

N
F(p,q)= Up.a) 1;;!’)) (2.19)

Fin cualquiera de los dos casos, la probabilidad de que un subsistema tenga una encrgia
menor o igual que 0, esta dada por

P(h<g)= =l-e ¥ (2:20)

5 Sistersas Diserlos y Meinica Fistadistioa Cldsica

Para sistemas termodindamicos en los cuales ¢l Hamiltoniano toma valores discretos,
los resultados son similares a los de un sistema continuo.

La funcién de distribucién de probabilidades para el ensamble candnico de un sistema

discreto ¢s

15 MCQUARRIE, 1973, pp. 69-70.
1 MCQUARRIE, 1973, p. 71.
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‘
5
¢ if

l)

g™ X/
AT
Zc

donde P, cs la probabilidad que el sistema se encuentre en el estado £, donde los & son
todos los valores que puede tomar ¢l Hamiltoniano del sistema. Ll mismo resultado se
pucde obtener para otros ensambles, y las ccuaciones (2.8) a la (2.12) mantienen su valide
en sistemas discretos que satisfagan las condiciones necesarias descritas en la seccion 2.2,

St los subsistemas no intcraccionan entre si, entonces ¢l Hamiltoniano del sistema
satisface la condicion dada por la ecuacion (2.15), por lo que la probabilidad de que un
subsistema se encuentre ¢n un estado €, esta dada por

b L
e I

Py e2)

L
AT
2.0

donde los €, son los valores que puede tomae ¢l Hamiltoniano del sistema.  Si gyes el

minimo valor que pueden tomar los €, entonces si

Ag, =g, —€, (2.23)
sc ticne que
. 5.5} 8.
e e il e T oW "
- i s o < kg T @

por lo que la distribucién de probabilidades para los estados de energia & es la misma que
para las difcrencias Ag,.

lista distribucién cs cquivalente a la dada en la ccuacion (2.18).
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C. Sobrecalentamiento (Annealing)

Il sobrecalentamicnto es un proceso donde un sistema termodindmico se lleva a una
temperatura muy alta y después sc enfria hasta llegar a una temperatura baja, con una raz6n
de cambio de la temperatura respecto del tiempo lo suficientemente pequeiia para considerar
que ¢l sistema se encuentra en equilibrio termodindmico en cada etapa del proceso.

lin cste proceso, cada uno de los subsistemas ticne una encrgia y la probabilidad de
que éste sc encuentre en un valor abajo de un valor [1 cstd dada por la ccuacién (2.20) en cl

caso continuo o bien por

P(e, S€)=.p, (2.25)

LyE

en el caso discreto, donde p, es la probabilidad dada cn (2.24).

“n ¢l caso continuo,

H(p,q)=¢ (2:26)

describe una superficic en ¢l espacio dc fase donde cada punto (p,q)definc una
configuracion que posce una encrgia 0. Ln ¢l caso, disceeto, sc tiene que para cada uno de
los valores € existe un cicrto nimero de configuraciones del subsistema que poseen energia
€,. A cste nimero de configuraciones sc le conoce como degencrancia del estado €. La
degenerancia de €;aumenta a medida que el valor de € aumenta. Asi, en el estado de
minima cnergia €,, la degencrancia de este estado debe ser minima.

Dc la misma forma sc define la degencrancia de un sistema discreto para cada estado
E,, y csta sc comporta como la degencrancia de los subsistemas.

Al inicio del proceso de sobrecalentamiento, al tener la temperatura un valor alto,
debido a las ecuaciones (2.20) y (2.25), la probabilidad de que un subsistema sc encuentre a
un cstado de alta energia tiende a ser uno. A medida que la temperatura desciende, la

probabilidad dc cstar ¢n un cstado de alta cnergia ticnde a disminuir y al mismo tiempo
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aumenta la probabilidad de cstar en un estado de baja energia. Cuando la temperatura tiende
a cero, la probabilidad de cstar en un cstado de baja energia ticnde a uno. Lo anterior indica
quc la degenerancia del sistema debe haberse reducido.  Ademds, como resultado de haber
enfriado cl sistema tan lentamente, pucde considerarse que sc encucntra ¢n cquilibrio
termodindmico cn cada etapa del enfriamiento. De no realizarse en esta forma, no puede
garantizarse que el estado del sistema tenga la minima degenerancia, ya que cl sistema no sc
cncontraba en cquilibrio termodinamico en cada uno de las ctapas.

Similarmente sc puede observar que al inicio del proceso, cada subsistema ticnc una
cnergia dada, la cual por tener la temperatura un valor alto, cstd permitida en la distribucion
de Boltzmann. Al disminuir un poco la temperatura, cl equilibrio termodinamico sc picrde,
por lo que si se deja el tiempo suficiente para que el sistema alcance el equilibrio
termodinimico, existe una mayor probabilidad de que la energia de cada subsistema
disminuya cn vez que aumente.  Asi 2 medida de que la temperatura disminuye con una
razon de cambio con respecto al tiempo lo suficientemente cercana a cero para que cl
sistema sc cncuentre en cquilibrio termodinimico, la energia de los subsistemas tiende a

disminuir. A una temperatura final cercana a cero, la probabilidad de que un subsistema sc
cncuentre en un estado de energia bajo es muy alta.

La combinacién de lo anterior conduce a que el sistema, al final del proceso de
sobrecalentamicento, sca, probabilisticamente hablando, cl sistema compucsto por una gran

mayoria dc subsistemas con minima degencrancia y minima energia.
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IV. OPTIMIZACION COMBINACIONAL Y EL METODO DE
SOBRECALENTAMIENTO SIMULADO

A. Optimizacion Combinacional

lis un conjunto de téenicas que buscan encontrar los valores dptimos de una funcion

de muchas vadables (lamada funcién objetivo o funcién de costo), al utilizar técnicas

computacionales.

St f es la funcidn objetivo y X = (x,,X,,...,X,) cs el vector de varables, ¢l problema
de optimizacion combinacional pucde plantcarsc cn la siguiente forma:
Minimizar f(X) (3.1)
sujcto a las condiciones

()

(w)
Vi

L8, Im12 .0 (32

A partir de un vector inicial X, debe generarse una sucesion de vectores X% X ... tal

que converge al vector solucién X . Si X denota el punto actual, cada valor x{’? se

modifica en una forma aleatonia y uniforme, entre los valores de ¥y y™ ! para obtener
un valor z,; como resultado se obtiene un vector Z,

si f(XY)2 f(Z) entonces XY* =Z; (3.3)

cn caso contrano, un nuevo vector Z debe ser calculado.

Iil método anterior se conoce como método de Montecarlo para optimizacion, ¢l cual
¢s la base de todos los métodos de optimizacion combinacional.

Ahora, bien la funcién objetivo puede tener minimos locales, es decir que existen

puntos Y, para los cuales existc un valor r tal que

|Z-Y|<r=7(Y")< £(Z) (3.4)

' 1Los cuales dependen del valor actual de .xf’ h
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Dependiendo del vector inicial X, existen succsioncs {X("’} quc pucden converger
a un minimo local, en lugar del minimo global que cs la solucién al problema planteado en

(3.1) bajo las condiciones (3.2)".

B. Método de Sobrecalentamiento Simulado

Consistc en un método de optimizacion combinacional, en el cual en lugar de la
condicion (3.3), sc utiliza la condicion de Metropolis®, la cual dice que si XWes el punto

actual, entonces la probabilidad de aceptar a Z como cl siguiente vector XY*"de la sucesion

csta dada por

8 si f(X)2 f(Z)

"7 o LX) - 1) 5
exp i f(X) < £(Z)
kT
donde k cs 1a constante de Boltzmann y T es la “temperatura” del sistema.
La condiciéon de Metropolis define una cadena de Mackov tal que la sucesion de
estados {X("’} define en cl limite al infinito* una distribucién discreta’ de probabilidades

exponencial® para los valores de {/(X™){. Si el valor minimo de esta funcién se denota
P P

2 | as condiciones (3.2) pueden definirse en términos de una norma, tal como la hipétesis de la implicacion
3.3).

' Metropolis y sus colegas (METROPOLIS ct al, 1953) desarrollaron un método de muestrco en sistemas
termodindmicos; utilizaron la condicién (3.5) para generar una mucstra cuya distribucién tiende a ser la de un
ensamble canénico, por lo que utilizando la distribucion de la muestra pueda estimarse numéricamente la
funcion de particion del sistema, promedios de ensamble y ecuaciones de estado del sistema. Kirkpatrick,
Gellat y Veechi (KIRKPATRICK et al, 1983) desarrollaron la idea del método de sobrecalentamiento simulado
para mejorar el método de Montecarlo en optimizacién combinacional.

4 Viste s ¢l cquivalente termodinamico a hacer tender el valor de tiempo al infinito.

$ Se consideran tinicamente casos discretos, ya que computacionalmente no existen casos continuos.

¢ Valleau y Whittington (VALLEAU, y WHITTINGTON, 1977) muestran que la cadena de Markov obtenida en

ésta forma es una muestra de la poblacion de un cnsamble canénico, sobre la cual puede realizarse los
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por [y, la distnibucion en el limite puede describirse como
-4
e M

=gy k=12 (3.6)

¥p ¥

donde f;, = f(X"), paraalgin i,y donde f; # f,, sik#m,y f; < fi. .7

Iista distribucion de probabilidades cs andloga a la (2.24). Con basc cn csto, puede
definirse un sistema termodinimico candnico, donde la configuracién X, representa un
estado del sistema, f(X)representa ¢l valor del [Tamiltoniano en X, y 7' s la temperatura
dcl sistcma termodinamico.

La distabucidn de probabilidades (3.6) asigna una mayor probabilidad para los valores
de f, cercanos al valor de fj, por lo que con la condicién de Metropolis se obticne una
sucesion {X(")} donde el valor de (X)) tenga una gran probabilidad de cstar cerca de fp,
a medida que # tiende a oo,

Liste sistema termodinamico puede “sobrecalentarse”, en analogia a un sistema fisico
con ¢l objetivo de obtener la configuracién de minima energia. Al igual que el proceso de
sobrecalentamiento, el sistema termodinidmico ahora creado puede iniciarse con una
temperatura alta, para la cual, la probabilidad de estar en un estado donde ¢l valor de la
funcion sea alto no sea baja, en tal forma que el estado inicial’ tenga una probabilidad no
despreciable. Al utilizar Ja condicion (3.5) se generan otros estados, hasta llegac al equilibrio
termodinamico; la temperatura debe disminuirse cntonces de tal forma que pucda

considerarse que la perturbacion del equilibrio termodinamico es despreciable; se lleva el

promedios a los que se refiere la nota 3 de este capitulo.
?"T'odos los valores posibles que puede tomar f, sin que se repitan.

* Jiscogido por lo general en forma aleatoria.

21

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

sistema al cquilibrio termodinamico al utilizar otra vez la condicion (3.5); se enfria un poco

mas ¢l sistema y sc vuclve a llevar al cquilibrio, repitiéndose csto hasta llegar a una

temperatura baja.

Iin ¢l proceso, sc obticne una sucesion de cstados {X(")}pam la cual, 2 medida que n
riende a infinito, el valor de /(X)) tiende estadisticamente al minimo global de Ia funcién f.
1 Programas de Lnfriamicnio

lin ¢l método de sobrecalentamicnto simulado debe establecerse un programa de
enfriamicnto, ¢l cual consta de tres partes principales:

. La eleciion de una temperatura inicial Ty, la cual debe scr tal que en el estado inicial, la
probabilidad de accptar estados que incrementan cl valor de la funcién objetivo sca alta.

. [I&l oriterio del descenso de temperatura, que indica cémo debe reducirse la temperatura del
sistema.

- Ll criterio del equilibrio térmico, que indica cuando cl sistema ha llegado al equilibrio térmico
y ¢s necesatio reducir la temperatura del sistema de acuerdo con el criterio de
enfriamiento.

a. Lileccion de la Temperatura Inicial

[ixisten diversas formas de establecer la temperatura inicial, de las cuales sc describen
tres a continuacion:

* Sc obticne una configuracién X cn forma alcatoria y se calcula el valor de f(X). Se

calcula
¢o = klo =M (X) 6.7

donde A cs un valor entre 0 y 1. A continuacion, se generan N, soluciones, donde
N,es ¢l nimero de soluciones que deben obtenerse, segin el caterio de equilibrio

térmico, antes de enfrar ¢l sistema a una temperatura un poco menor. Sc calcula
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cntonces qué porcentaje de estas soluciones produce un aumento en ¢l valoe de I

funcidn objetivo. St este porcentaje sobrepasa un valor x, se acepta ¢l valor de ¢
LR . . ae

como temperatura inicial’ en caso contrano, se multiplica el valor de ¢ por un factor

1> 1, obteniéndose entonces un valor nuevo ¢ de prucba®.

Sc generan N soluciones con una temperatura de prueba, en la cual se calcula

PO, - iy 09
In(x,)

Jdonde &f es ¢l promedio de los aumentos de la funcion objetivo ocurmidos por cambios

de estado, y T, es la razdn de soluciones que aumentan el valor de fsobre N,."

Sc geacran N soluciones con una tempenatura de prucba (que s¢ presume alta).  Se

calcula Af el promedio de los aumentos de la funcién objetivo ocurridos por cambios

de estado, con lo cual puede calcularse

¢:.,=1:1;,.—.lf‘{t
0

©9)

donde ®, es la razdn de soluciones que conducen a aumentos en la funcion objetivo
sobre el valor de N,."
b, Cniterios pana el descenso de la temperatura
Existen vanos cntenos de enfriamiento, eatre los cuales los mds utilizados son:

* Geman y Geman" demostraron que si la temperatum se reduce en la forma siguicnte:

* Por lo general, ¢l valor de %, es aproximadamente 0.8

¥ Un ejemplo de este procedimiento puede verse en GUTIERREZ ANDRADE et al, 1997, donde utilizan A = 0.2,
pn=LLym=08

"' Un cjemplo de este procedimiento puede verse en TREJOS y VILLALOBOS, 1998.

12 Un cjemplo de este procedimiento pucde verse en SUNDERMANN, 1995.

D GEMAN y GEMAN, 1984, citado por I'REEMAN y SKAPURA, 1993, pp. 197-198.
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T(’n) ST ety (3.10)

donde 7, es una funcién discreta creciente que representa la n-ésima etapay 7 = 7'(f,)
cntonces, cstadisticamente  hablando, la secuencia de cstados {X(") } converge
asintOticamente al minimo local. Lin la prictica, si sc utiliza este criterio, ¢l numero de
ctapas que hay que llevar a cabo para enfriar un sistema puede ser muy alto, por lo que
sc utilizan por lo general otros critcrios que requicran menos calculos.

Szu'* describe otro crterio, donde se selecciona la temperatura en la siguiente forma
Ay

Tt )=
() 1+1,

(3.11)

donde 1, es una funcidn discreta creciente que representa la n-ésima etapa y Ty = T'(f,).
Este criterio produce un enfriamiento mas rapido que el presentado en el criterio (3.10).
Desde la concepcion del método de sobrecalentamiento simulado, se ha utilizado el
siguicnte criterio® en la practica: la temperatura de la n-ésima ctapa se sclecciona cn la
siguiente forma

L=l (3.12)
donde0<p<1.

Otros criterios pucden considerarse, 2 medida que la temperatura descienda lentamente.
Por cjemplo, la temperatura en la n-ésima ctapa pucde calculacse por
Iy

= =€ Tos (3.13)

donde 0 < ¢ < 1. Nétese que cste criterio ¢s andlogo al anterior.

Sz, 1986, pp. 420-425, citado por FREEMAN y SKAPURA, 1993, p. 198.
B KIRKPATRICK et al, 1983,
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¢ Criterios de 1:quilibrio "I érmico

Un sistema sc¢ considera haber llegado al equilibrio termodinimico a una temperatura
T, cuando ha pasado un tiempo lo suficientemente largo. En una forma analoga, sc alcanza
¢l cquilibrio termodindmico a una temperatura 7, en la n-ésima ctapa de enfriamiento,
cuando se ha alcanzado un nimero de soluciones N, para esta ctapa lo suficientemente

grande.

Algunos de los criterios utilizados son los siguientes:

= Sc cstablece un valor inicial N, y en cada etapa calculac
N,=1"N,, (3.14)
dondc res menor que uno.'

= Se establece un nimero constante de soluciones para cada etapa”, el cual depende de la

naturaleza del problema.

16 Véase, por ejemplo, GUTIERREZ ANDRADE et al, 1997
1" Véase, por ejemplo, TREJOS y VILLALOBOS, 1998, y SUNDERMANN, 1995.
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V. IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO DE
SOBRECALENTAMIENTO SIMULADO PARA EL PROBLEMA DE LA
BRAQUISTOCRONA

A. Discretizacion de las Curvas

lin ¢l planteo ongnal del problema de la braquistécrona planteado en el capitulo IT se
hace referencia a cualquice curva que represente una trayectoria posible catre dos puntos
dados.  lintre cstas trayectorias s¢ encuentran algunas que se pueden descartar como
soluciones al problema de la braquistdcrona, ya que ¢l tiempo que toma la pacticula para
recorrerlas ¢s mayor que ¢l de otmas curvas.

Ln este seatido, s¢ pueden dejac de tomar en cuenta algunas clases de curvas para
facilitar la implementacion del algoritmo. Asi, se descartan las cucvas tales que tenga x'(f)
menor que cero' para algin tiempo ¢ ¢ algin punto de la trayectoria, ya que a partic de una
curva que cumpla esta condicion se puede encontear otea curva cuya pendicnte es positiva.’

Tomando en cuenta lo anterior, las curvas y = () que satisfacen la condicion de
conservacion de la energia (1.6) y que satisfacen la condicién anterior pueden discretizarse, al

escoger i1+ 1 puntos (x,y,),/=0,1,2,...,nde la misma, tales que

(X0, %) =(0,0)
TR @4.1)

(%0 Y) =(a,0)

donde la velocidad en ¢l j-ésimo punto esta dada por

! La figura 1.1 describe el sentido de la variable x

2 Puede pensarse en estas curvas como aquellas que en algin momento en el sentido del cje X, van hacia el
punto objetivo, después sc alejan de €, y después van de nuevo hacia el punto objetivo. En esta forma el
ticmpo que tarda esta curva en ser recorrida debe ser mayor que el de alguna curva en el que se tiene que la
particula va siempre hacia ¢l punto objetivo en ¢l sentido del ¢je X, debido a que el campo tiene componente en

X igual a cero.
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=, 12

La curva discreta {(X »Y ;)} ¢s una aproximacion a la curva y(x). Si consideramos que
la trayectoria entre el punto (X,._,p,) y ¢l punto (x,,)se puede aproximar por un

segmento de recta, st la distancia

d(i—l,i)=|(x,,y,)—(x,_,,y,_,)“ (4.3)

cs pequeia, entonces podemos decir que la componente del potencial sobre la trayectoria €8
constantc cntre cstos dos puntos.

(%6, Yo) X

v

(x, )

(*6:Y6)

(x5, 52) )

(xsv.”))

Y
\/

Figura 4.1 Discretizacidn de una trayectoria en ocho puntos, donde
('xo; yo) = (0’0) y (xh J’1) = (a! b)

Q.-.)

N (sen0)g

(*u )

Figura 4.2 Trayectoria entre(x, ,,y,,) ¥ (X,,,)en la curva discretizada

Asumiendo que la particula se encuentra sujeta a un potencial constante en la direccion
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de y y que no existen fucrzas disipativas que actiian sobre clla, de la geometria de Ia figura
4.2 sc desprende que la aceleracion entee los puntos (x,,,¥,.,) y (%,,);) es constante ¢
igual a gsend,. El tiempo en el que la particula recorre la curva discretizada entee los puntos
dados cs entonces

o anesll o by

gsen9 Y1 =X
\/(xl =X 1)2 +(Yi =Y )2

[\l )( \5;/7,‘)’)" \{/};)z]\f x=%a) + (- y,.)] (4.4)
(L]

El tiempo total en recorrer la trayectoria, puede aproximarse entonces por

e e I

Vi

Yi =il - y(x,)
X=X

Cuando n—o,

(4.6)

por lo que ¢l limite cuando n—0 de la suma (4.5) es

I3>8 —IlmZ( { If —::J,.y._)?&—y..l)’]

\f \F Y=Y y‘-
‘xl—xl-l)

= J_+Jy—l \

= Ixm

II—DO

29

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

1B

|OET

: n : g
{,’_’,Z;A“ = ﬁl_rzz 2\/}1‘ (x, _xl-l)

I=1

o i

Entonces, ¢l valor de la suma (4.5) aproxima al valor del tiempo que toma la particula en
cecorrer la curva Y(x), cuando ¢l ndmero de puntos cs lo suficientemente grande.

B. Definicion del Problema de Optimizacion a Solucionar
Numeéricamente

Para simplificar los calculos sc toma g igual a 2, a s fija sicmpre en 1,y b sc da como
un porcentaje del valor real de a.

Se define la malla C, como el conjunto de pares ordenados (x,y) tales que Xy y son

maltiplos enteros no ncgativos de €y 0<x<a, donde

a
£E=-— (4.8)
Fn
siendo /7 es un nimero entero mayor que uno, que se llama factor de fineza.

El problema a solucionar es minimizar la funcion discreta

Nt \/(—'x;'xl-x)2+(YJ“YI-|)2
’(x)=t((xO’yO)’(xl’yl)’""(xn’yn))_Z }’,'*'\[}’_,.T 4.9)

i=l

sujcta a las condiciones

Sl

" Fn

(xj’)’/)eCF

(%9, ¥0)=(0,0) (4.10)
X <x,Vi< ]

(% Yn) = (1,0)

€
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.c. Cambioenla Configuracion del Sistema Termodindmico

En cl método de sobrecalentamiento utilizado debe cambiacse la configuracién actual
X = ((:co, yo),(xl, y‘),...,(x,,, Vu )) por otra configuracion para que pueda aplicarse el criterio
Jde Metropolis. En el algonitmo utilizado se cambian los puntos en el orden de 1 an, uno ala

vez, cn la siguiente forma: para el punto (x;,y,) sc encuentea un puato vecino (x ),cl

o> Yor
cual pertencce al conjunto
[max{’rl - De,x, =% + E}‘mm{xl +De,x,, = X, —8}])( [ma.x{O,y, = De}'yl + DB]C Cl-' ’

@4.11)

‘donde D es un niimero entero positivo.
La probabilidad de escoger un punto en este conjunto depende de la cercania del
punto (x,,¥,) con los puatos (X5 Y1) 7 (X5 Y,) de la curva y del valor de D, y se

calcula como
l 4.12)

(mm{ﬂ+o,—-—x"'_x'-l}-méx{fi—D,x'—_ﬁi—l}+lI&+D—m{O,-&—D}+I)
8 -3 6 4 1 8

D. Algoritmo Utilizado
ENTRADA:
n, el niimero de puntos dc la curva discreta
I, 1a fincza de la malla
D, cl grado de vecindad
b, debe ser un miltiplo entero de €
N, el nlimero de ;.;olucioncs para la temperatura inicial
A, un nimero real tal que 0 <A <1
Ty, ¢l porcentaje minimo de aceptacion de cstados que incrementan t para aceptar la

temperatura inicial, 0 <7y <

)
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i, ¢l factor de aumento de la temperatura inicial, p > |
p, ¢l factor de disminucidn de la temperatura entre dos ctapas sucesivas, 0 < p < |
r, ¢l factor de aumento, entre dos ctapas succsivas, del nimero de solucioncs
requenidas para llegar al equilibrio téemico, 7> |
M, ¢l numero de ctapas de enfriamiento
1
E= —
Y Fn
b) (X y0)=(0.0).(x,,5,)=(1.b)
¢ Panj=1,2,.40 -1
) x,=jle
i) y,=€-random_entero
Jd X =((Io-)'o)'(xtv}ﬁ)"--(xn-.V.))
o Y=X

 1(X)= ’((-'ov}'o)v(xl 4 )-"--(X.v)’- » = g[‘j(xl —fj‘-;l,:)_’_t/(;:'-'-y’-l)

h) e=M
) k=0
k) contador_inc= 0

conlador_pas = ()
32
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) Parak=01,.N
1) Parai=12,.,n-1

(1) xpr, = c-mndom_cmcm[max{.‘:.:t = D.ﬁ_:r:'_‘!_:!. & I},mln{fé + D.ﬁzl.s‘.‘_‘i & |}]
@ ypr, = c-mndom_cmuu[mu{o. Xc'- - D}, !;- + D]
i) Xpr=((xpro. ypr ) (xpri, ypr ). (xpr,, 3o )
W) A, =H(Xpr)
W) Sie, S,
1y 1=t
) X =Xpr
@) k=k+1
v) Sit >,
(1) contador_pos = conlader_pos + 1
@) si exp|(t - 1r)/c]> random _real[0,)),
(@ r=1,
) X =Xpr
© k=k+1
(d) contador_inc = contador_inc + 1
vi) Sl<i,
) 1, =1
@ X, =X
m) Si contador _inc < n, - contador _ pos
i) Co = HCo
i) X=Y
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i)  Irscalpasoj)
n) m=|
0) ¢=pC
) N=rN
qQ k=0
) Micntras k <N +1

D Pami=1,2,..n-1

%

- =X
(1) xpr, =¢-random _ente mtx{fi—D.f‘-—':t'--+l}.mln{—+l),—l!'——'--I}]

€ [

Y Y
@ »ypr,=c- random_cnlau[mtx{o, E‘- - l)}, :‘ + 1)]

o Xpr=((wpr.pr)(n.ypn ). (pr, yrn))
W) 1, =1(Xpr)

i) St S,
() t=t,
@ X=Xpr
@) k=k+1
v) Si1,>1,
(1) si expl(r-tr)/e]> random _real[0,1),
@) =1,
(b) X =Xpr
€ k~k+1
v)  Siul<i,,
1) (=1

@ x_._:x

34
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s) m=m+l
) Sim<M,irsc al paso o)
u) PARAR
SALIDA:
X, la configuracion para la cual ¢l valor de t fue minimo
l.,clvalordela funcién ren X

la figura 4.3 muestra un diagrama de flujo dc cste algoritmo.
E. Implementacién en MATLAB®

El programa fue implementado en MATLAB®. A partir de un cédigo principal se
desarrollaron otros para la obtencién de datos cada cierto numero de iteraciones.  Fl

apéndice A muestra ¢l codigo prncipal utilizado.
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 JMICIAR ) P P
1lallar sleatonamente L) ¥=0 L =0

«l valor imicial de X X, =X dor_po=0
m=0 comtader_inc= 0
Facoger una \
= (X) r.-—n Lsd=NTY
P s e
’ \ x-
& .—-l-}-'l a:-t w—— =k
= oy M--TI
-

- K=

i=k+)
‘.
|
‘ .'.m

1'\ L ~

l/’/ \“.

‘ £|'sl'-ﬂoﬁ>—- {_’.“\_‘9“'7— »

que Oy 17 ;

'.
’ ?<. . ‘.k 3
!

( PARAR )

Fagura 4.3 Diagrama de flujo del algontmo unlizado
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VI. RESULTADOS

A. Solucion Numeérica Para una Curva de Once Puntos

A continuaci6n se presentan algunos resultados del algoritmo para una curva de once
puntos. En todas las corridas realizadas, se utilizaron sicmpre los valores b = 0.5, = 10,000

y D =1,000, por lo que £ = 10°,

1 Soludin a Comparar
La braquistocrona entre los puntos (0,0) y (1,0.5) esti dada por las ccuacioncs
pacamétncas
X= é(a-sen o)
2 6.1)
A
y= 5’(‘ —cosa)

donde A puede encontrarse al cvaluar las ccuaciones (5.1) para el punto (1,0.5) y resolver cl

sistcma no lincal resultante

1= g-(a, -sena,)

P ©-2)
05= -2—(1 -cosa,)

Al utilizar el programa MATLAB® sc. obtuvo que 4 = 0.51719992168655 y a,=
3.50836876852448, por lo que cl tiempo que tarda en recorrerse, segin la ecuacion (1.13)

para g = 2, cs 1 = 1.261549993896.
2 Presentacidn de los Resultados

Il algoritmo de la seccién V.D genera una sucesion de soluciones, de las cuales, sc
registra la mejor encontrada hasta ¢l momento. En la cornida del programa se registrd cada

5,000 iteraciones lo siguiente:

a Il nimero de soluciones encontradas hasta ¢l momento.
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g 1 menor valor de f hallado hasta ¢l momento.

a la diferencia entre un valor de ¢ calculado sobre once puntos de la braquistocrona y ¢l
menor valor de ¢ determinado hasta esc momento. Este valor se encuentra evaluando
(4.9) cn una curva de once puntos donde los valores de x coinciden con los de la mejor
aproximacién calculada hasta el momento y los valores de y correspondientes son
encontrados solucionando el sistema (5.1) para cada valor de x.'

o latemperatura de esa iteracion.

0 Lactapa de enfriamiento de csa iteracion.

Ademis sc presentan los puntos obtenidos para la mejor aproximacion encontrada se
presentan los puntos correspondicntes de la braquistocrona para los valores de x de dicha
mejor aproximacion.

2 DPnmers omida

Iin la primera cornida sc obtuvo un valor de £ = 1.264189926, que representa un ceror
relativo de 0.00209609977229 6 del 0.21%, respecto del valor reportado en la seccion 1.1,
obtenido en un nimero de iteraciones comprendido entre la iteracién 910,001 y la 915,000,
no encontrindose una mejor aproximacion hasta la iteracion 1,140,683, que fue cuando cl
algoritmo  completé 100 ctapas dec enfriamicnto, desde una temperatura inicial de
030962627, que representa un 10% del valor de f, para la aproximacién inicial.

Se observa que el porcentaje de aceptacion de soluciones disminuye a medida que cl
nimero de iteraciones aumenta.  Para las primeras 5,000 iteraciones, el porcentaje de

aceptacion fue de un 94.42%, micntras que para la iteracion 1,140,683 fue del 24.12%.

111l valor de f evaluado en estos puntos de la braquistocrona no seri igual al valor de tiempo que lleva recorrer
la curva, debido a que (4.9) es una aproximacién. [istos puntos, aunque son parte de la curva que minimiza el

problema continuo, no necesariamente minimizan ¢l problema discreto.

38

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Tabla 6.1 Resultados para una curva de once puntos, primera corrida

Scanned with CamScanner

Mreraciones | Soluciones | 11/ t mintmo |\ | | diferéneia de't ) | | Temperatora || 'abipa | 4 Aceptasion
] i 3.09262703| Ql.éidiéso:)7 T'"va' H“p!o ﬁwm
5000 a2l 1415118238  -0.120651843|  0.070130395| 24 0.9442
10000 9241 1350163438 0.052309634]  0.035506893| 35 09241
20000 17600 1.279207533]  0.012065371]  0.017977071| 46 0.8800
75000 21411 1.277554199] 001189819  0.014035584] 50 0.R564
30000 2509|  1.273307108]  -0.005038146|  0.011657731| 53 0.8365
20000 N2116|  1.272243798|  0.002910919|  0.008555656| 58 0.8029
45000 35478|  1.269608206]  -0.001486086|  0.008042317 59 0.7884
75000 53684 1.268756665|  -0.002612951|  0.004608206] 68 0.7158
100000 GO696|  1.268312458]  -0.000869613|  0.003597852 72 0.6670
115000 74070]  1.267043552|  -0.000391014|  0.003179062| 74 0.6441
120000 76316 1.266941128]  -0.001999398  0.002988318] 75 0.6360
155000 91407 1.266885441]  -0.000886083|  0.002482049 78 0.5897
160000 93078]  1.266163631 000127953 0.002333126] 79 0.5817
175000 ORR03|  1.265645269]  -0.000707087|  0.002193139] 80 0.5646
T95000]  106364|  1.265614676]  -0.000449243[ 000206155 81 0.5455
725000 116291 1.265488749]  -0.000738827| _ 0.001821586| 83 0.5168
360000 127365|  1.265324635|  0.000548319|  0.001609553| 85 0.4899
—300000] 139033 1265165033|  0.000606221| _ 0.001422201] 87 0.4634
330000 146712 1264990334 0.000389754|  0.001336869| 88 0.4446
7000001 164766]  1.26477031]  0.000513104]  0.001181258] 90 04119
ST5000] 1RRI7I| 1264710561 -0.000558G75|  0.000981134] 93 03658
535000 193730] 1264428574  0.00053251]  0.000981134] 93 0.3555
50000 241638 1264364631] _ -0.000315488|  0.000720058| 98 0.2843
515000 250035 1.264189926]  -0.000619627|  0.000676854| 99 02733
1140683 275171 T264189926]  -0.000619627| _ 0.000636243| 100 02412
x numérica | ynumérica o yreal Pardmetros utilizados
0 0 0 N 10
0.00497 0.04036] €0.030267929 I’ 10000
0.02894 0.10341] 0.095281075 D 1000
008212 20.19093|  0.182912438 B 0.5
0.18306 029079] 02918177 N 100
0.29605 0.37945| 0375015379 A 0.1
043098 043982 0443318918 T 0.8
053736 04781 0479720233 :; 0]9“:
0.66015 2050588 -0.505910752 R 1:05
080431 0.50894| 0517168162 M o
1 05 05
39
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lin la grafica 6.2 sc obscrva una tendencia a que ¢l cambio en el nimero de soluciones

por incrementos en cl nimero de iteraciones va disminuyendo a medida que ¢l nimero de

Gréfica 6.1 Solucién Numérica para una Curva de Once
puntos, primera corrida

0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

0
.

FTC ) v SSEES [SRERS SRS R, PR SRR S PR

e Solucién
Numérice
02 {—N- |-} o ()

—Valor Real

DA f—toe 0 NS I WSS S

-0.5 B ~e] _Li

-0.6

iteracioncs aumenta.

En ecsta corrda, la temperatura iba descendiendo a una razén de 0.94 por ctapa,
teniendo la dltima etapa una temperatura de 0.000636243. La etapa inicial tiene un nimero
de 100 aproximaciones, las cuales iban aumentando a una raz6n de 1.05, por lo que la dltima
ctapa consta de 13,150 = (1.05)'**100 aproximaciones.

1 Seunda cormida

Iin la segunda corrda sc obtuvo un valor de 1 = 1.26365232, quc representa un crror
relativo de 0.001666462775294 6 del 0.17%, tespecto del valor reportado en la scccion 1.1,
obtenido en un ndmero de iteraciones comprendido entre la iteracion 3,935,001 y la
3,940,000, no encontrandose una mejor aproximacion hasta la iteracidén 6,551,306, que fue
cuando ¢l algoritmo completé 114 ctapas de enfriamicnto, desde una temperatura inicial de

0.309786797 (similar a la de la cotrida anterior) que representa un 10% del valor de 4, para
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Grafica 6.2 Numero de Soluciones Aceptadas Contra
Nimero de Iteraciones, Primeras Tres Corridas
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la aproximacion inicial.

Sc observa en la tabla 6.3 que el porcentaje de aceptacion de soluciones disminuye a
medida que ¢l nimero de iteraciones aumenta. Para las primeras 5,000 iteraciones, el
porcentaje de aceptacion fue del 94.24%, mientras que para la iteracién 6,551,306 fue del
8.04%. En la grifica 6.2 sc observa una tendencia a que el cambio en el nimero de
soluciones por incrementos en ¢l nimero de iteraciones va disminuyendo a medida que ¢l
mimero de iteraciones aumenta.

Lin esta corrida, la temperatura iba descendicndo a una razén de 0.94 por ctapa,
teniendo la Gltima etapa una temperatura de 0.000267694. La etapa inicial tiene un nimero
de 100 aproximacioncs, las cuales aumentan a una raz6n de 1.05, por lo que la ultima ctapa

consta de 26,036 aproximaciones.

Grafica 6.3 Solucién Numérica para una Curva de Once
Puntos, Segunda Corrida

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
0

-0.1 e Solucién
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o o 3 N B —Valor Real
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Tabla 6.2 Resultados para una curva de once puntos, segunda corrida

Mreraciones | Soluciones t minimo ‘diferencia det | temperatura | etapa | % Aceptacién
T ] 3.097867966 8| 0309786797 0 1.0000
5000 aT12 1.48673445]  -0.215501095]  0.070166755] 24 0.9424
F“"umo 9218 1.32583503| 0047405224 0035525302 35 0.9218
15000 13495 1322672231]  0.037351114|  0.024507832] 41 0.8997
25000 21448 1.284294707|  0.005049493[ 0.014042861] 50 0.8579
—""30000 25080 1.27947808| 0.006305313|  0.011663775| 53 0.8360
35000 28621 1.273708542]  0.005312913]  0.010306112] 55 0.8177
[~ 45000 35383 1.272588921|  -0.006350738]  0.008046486] 59 0.7863
60000 44891 1.269441326|  0.004126828]  0.005905349| 64 0.7482
65000 47791 1.268577743|  0.002660738]  0.005551028] 65 0.7352
5000 SRROB 1.266901225|  -0.002721091]  0.004333959] 69 0.6919
95000 63968 1.266726624]  0.001491258]  0.003829486] 71 0.6733
700000 66345 1.266008743|  -0.001107164]  0.003599717] 72 0.6635
220000 114865 1265701532  0.001462191|  0.00182253[ 83 0.5221
225000 116303 1.264549827|  -0.000834817|  0.00182253| 83 0.5169
385000 159144 1264418308]  -0.000172329| 0001257309 89 04134
85000 214027 1.264386468| _ -0.000597688]  0.000867379] 95 03124
750000 224207 126a324413] _ 0.000608888[  0.000815336] 96 0.2989
1155000 276983 1264079763]  0.000326251]  0.000598379 101 0.2398
7295000| 366236 1264047031]  0.000196944|  0.000439153[ 106 0.15%
7470000] 375910 1263750129]  0.000240827]  0.000412803| 107 0.1522
3940000 446401 126365232 0.000279655]  0.000342868[ 110 0.1133
6551306] 526903 126365232 0.000279655|  0.000267694| 114 0.0804
X numérica | ynumérica y real Pardmetros utilizados

0 0 0 N 10

000138 2001563] 0.012971788 F 10000

001449 0.06347|  0.060988891 D 1000

0.05009 2013495 0.134831027 B 0.5

0.13435 0.24476]  0.244989951 ;\f lg(‘)

0.24637 2035039 0.342018945 . o=

0.39558 043092 -0.428024081 i ¥

0.56223 2048256] 0486327477 5 594

0.74846 0.5161] 20.515220241 R 1.05

0.86976 20.51406]  0.515608786 M 120

1 05 205
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5 Leneru Corrida

Iin la segunda corrida sc obtuvo un valor de 1 = 1.263537252, que representa un error
celativo de 0.001575251170081 6 del 0.16%, con respecto del valor reportado en la seccién
(.1, obtenido en un nimero de iteraciones comprendido entre la iteracion

Tabla 6.3 Resultados para una curva de once puntos, tercera corrida

F,Tm Soluciones t minimo diferencia do ¢ | temperatura | etapa | % Aceptacién
R ] 1 3.480516576 -2.20502188  0.348051658 0 1.0000
" 5000 4736 1.497945304 -0.229673447 0.078833751 24 0.9472
10000 9329 1.45686123 <0.181928503 0.039913387 35 0.9329
=" 15000 13697 1.430407488 <0.113287747 0.025882937 42 0.9131
20000 17823 1.298329281 €0.015495618|  0.020208076 46 0.8912
25000 21679 1.2862617 <0.019082867|  0.015777435 50 0.8672
30000 25306 1.274628666 £0.007906175 0.013104485 53 0.8435
40000 32390 1.27455254 <0.006278024 0.009617434 58 0.8098
50000 39250 1.273920601 -0.005758538|  0.007988087 61 0.7850
55000 42545 1.27319451 -0.003875552  0.007058274 63 0.7735
60000 45750 1.273132427 <0.004431608 0.006634777 64 0.7625
" 65000 48900 1.269575492 -0.002122455 0.005862489 66 0.7523
= 75000 54769 1.268778895 -0.003398925 0.005180095 68 0.7303
80000 57706 1.26836311 20002445333 0.00486929] 69 0.7213
[~ 110000 73826 1.267531556 -0.00164455|  0.003573591 74 0.6711
140000 88153 1.267000041 <0.00041141|  0.002968168 77 0.6297
150000 92206 T266896805|  -0.001050998]  0.002790078] 78 0.6147
— 170000 100623 1.266069836]  -0.000409844(  0.002465313 80 0.5919
185000 106773 1266028037 -0.000741403 0.002317394 81 0.5772
190000 108832 1.266025538 -0.000969254 0.00217835 82 0.5728
730000 123315 126583321 0001371651 0.00192479] 84 0.5362
260000 133500 1.264989958 0.000623362 0.001700745 86 0.5135

330000 152401 1.264869705 £0.001252783 0.001412611 89 0.4618
790000 165860 1264805357 20.00074994|  0.001327855] 90 04253
475000 185921 1364760537 0.000416495[  0.001102895| 93 0.3914
490000 188919 1.264338377 20.000350682  0.001102895 93 0.3855
525000 195958 1264040613]  0.000351564]  0.001036721] 94 0.3733
1860000] 320132 1263910248]  0.000313617[  0.000558394] 104 0.2193
2130000] 376636 1263901417] _ 0.000238405]  0.000463793 107 0.1768
3600000 461929 T263819503|  0.000237292|  0.000362106] 111 0.1283
4210000 486645 1.26371315 R.0812E-05| 0.000340379] 112 0.1156
5930000 547089 1.263601788 <0.000118224 0.000282714 115 0.0923
5935000 547157 1.263537252 0.000146539  0.005451488] 115 0.0922
059073 550199 T263537252]  0.000146539  0.000282714f 115 0.0908
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Tabla 6.3. Continuacién

[xnumérica | y numérica Y "Parimetros u |
0 0 0 N 10
0.00133 001334 0.0126581 F 10000
001369 0.06455|  -0.05877809 D 1000
00398 0.12004]  0.11675013 B 0.5
0.10769 0.22002]  0.21522436 ’;’ 'g?
021579 032334] 031905229 53
034048 0.40006]  -0.40063926 T 1
[~ 0.54451 20.47897]  -0.48169012 :: 5 9 4
0.69102 0.50924|  0.51004347 R 708
0.88382 0.51782]  0.51473149 M 120
] 05 05

5,930,001 y la 5,935,000, no encontrindose una mejor aproximacién hasta la iteracion

6,059,073, que fuc cuando el algoritmo completd 115 ctapas de eafriamicnto, desde una

temperatura inicial de 0348051658 (un 12% mayor que la de las corridas anteniores) que

representa un 10% del valor de 4 para la aproximacién inicial.

Se observa que ¢l porcentaje de aceptacidn de soluciones disminuyc a medida que el

nimero de iteraciones aumenta. Para las prameras 5,000 iteraciones, ¢l porcentaje de a-

Grifica 6.4 Soluclon Numérica para una Curva de Once
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ceptacion fue del 94.72%, mientras que para la iteracion 6,059,073 fue del 9.08%. Iin la
grafica 6.2 pucde observarse que cl cambio cn el nimero de soluciones por inctementos en
¢l nimero de iteraciones va disminuyendo a medida que ¢l nimero de iteraciones aumenta.

lin csta cornda, la temperatura iba descendiendo a una razén de 0.94 por ctapa,
teniendo la Gltima ctapa una temperatura de 0.000282714. La etapa inicial tiene un ndmero
de 100 aproximacioncs, las cuales aumentan a una razén de 1.05, por lo que la tltima ctapa
consta de 27,338 aproximacioncs.
¢ Cuaria Comida

Iin la cuarta corrida s¢ obtuvo un valor de 1 = 1.280628363, que representa un error
relativo de 0.01512295921391 6 del 1.51%, con respecto del valor reportado en la seccidn
1.1, obtenido en un nimero de iteraciones comprendido entre la iteracién 3,090,001 y la
3,095,000, no encontrandose una mejor aproximacion hasta la iteracién 3,366,254, que es
cuando el algoritmo completé 150 ctapas de enfriamicato, desde una temperatura inicial de

0320979753 que representa un 10% del valor de ¢, paca la aproximacion inicial.

Tabla 6.4 Resultados para una curva de once puntos, cuarta corrida

licraciones ]Solucbul] t minimo I diferencia de t | temperatura _ lwl%hm‘“.
1 1 3.209797528  -1.934302832  0.320979753 1.0000
5000 4801 170267073 0424064212 . 0249664908 25 0.9602
20000 19349 1614416095  0.334872957  0.198137637 48 0.9675
T 30000 29050 1500904328 0.299044G696  0.182830453 56 0.9683
330000 319277 1579891033 0.304274956  0.112859436 104 0.9675
T 345000 333526 1533736061  -0.262755244  0.112859436 104 0.9667
[~ 350000 338264 1456123475 -0.183971151  0.111730842 105 0.9665
785000 753335 1449559961 -0.180110344  0.095134094 121 0.9597
790000 757947 1357426355 0.08994739%6  0.095134094 121 0.9594
795000 762452 1.356734576 0.089086116  0.095134094 121 0.9591
800000 767036 1306519113 0.038620129  0.095134094 121 0.9588
845000 809275 129610451 0026800451  0.093240925 123 0.9577
3095000 2922319 1280628363 0.012149954 0071799535 149 0.9442
3366254 3175795 1280628363  0.012149954 007108154 150 0.9434
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Tabla 6.4 Continuacién

p——— % -
Resmirica. |,y semrien '] !/’ y real _/ Pardmetros utilizados
. g 9 n 10
[~ 0.02381 £0.10036] 0084079513 r 10000
" 0.1969%) 029086 0303747898 D 1000
036218 043128 041197172 B 0.5
039328 045511 0426970516 N 100
0061154 05078 0497443127 A 0.1
06169 0.50664] 0498507953 L) ?‘?
0.69204 0.53476]  -0.51016377 - 0 99
 0.85675 055807 <0.516249258 f 1. 0
098131 05262 -0.503286614 M l 50
B | K] 05
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Se observa en la tabla 6.4 que el porcentaje de aceptacidn de soluciones disminuyc a

medida que el nimero de iteraciones aumenta. Para las primeras 5,000 iteraciones, cl

porcentaje de aceptacion fue del 96.02%, mientras que paca la iteracion 3,366,254 fue del

9434%. En la grafica 6.6 se observa una tendencia a que el cambio en el nimero de

soluciones por incrementos en el nimero de iteraciones va disminuyendo a medida que cl

numcro dc iteraciones aumenta.
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lin esta cornda, la temperatura iba descendiendo a una razén de 0.99 por ctapa,
reniendo la Gltima ctapa una temperatura de 0.07108154. La ctapa inicial tienc un nimero de
100 aproximaciones, las cuales aumentan a una razén de 1.05, por lo que la dltima ctapa
consta de 150,798 aproximacioncs.
7 Quintu Corida

Iin la quinta corrda s¢ obtuvo un valor de f = 1.273961803, que representa un error
celativo de 0.00983853922877 & del 0.98%, con tespecto del valor reportado en la seccidn
1.1, obtenido en un ndmero de iteraciones comprendido entre la iteracion 12,680,001 y la
12,685,000, no cncontrandose una mejor aproximacion hasta la iteracion 39,925,721, que es
cuando el algontmo completd 200 ctapas de enfriamicnto, desde una temperatura inicial de
0.348051658 quc representa un 10% del valor de ¢, para la aproximacion inicial.

En esta corrida, la temperatura iba descendiendo a una razon de 0.99 por ctapa,
teniendo la dltima ctapa una temperatura de 0.046631848. La ctapa inicial ticnc un nimero
de 100 aproximacioncs, las cualcs aumentan a una razén de 1.05, por lo que la dltima ctapa
consta de 1,729,259 aproximacioncs.

Para las primeras 5,000 iteraciones, el porcentaje de aceptacién fue del 96.58%,
mientras que para la iteracion 39,925,721 fue del 91.26%. En la grifica 6.6 se observa una
tendencia a que ¢l cambio en ¢l nimero de soluciones por incrementos en el nimero de

iteraciones va disminuyendo a medida que el nimero de iteraciones aumenta.
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Tabla 6.5 Res

ultados para una curva de once puntos, quinta corrida

“Treracionce | Solaciones t minimo diferenciade ¢ | temperstura [ etapa [ % Acepracidn
1 1 3.480516576 -2.20502188|  0.348051658 0 1.0000
5000 4829 2.315504205]  -1.020115368] 0270722013 25 0.9658
L—0000] 9676 228857816  -1.005043803|  0.242387775| 36 0.9676
75000 14555 1893568118 0609201052 0225921246 43 0.9703
75000 33796|  1.791452922|  0.522814813 0.1923624] 59 0.9656
20000 18687 1.736814381]  0.462940034|  0.188534389] 61 0.9672
700000] 388312 1.659092196|  0.392150393|  0.117555979] 108 0.9708
705000]  393008|  1.438550345|  0.167945745|  0.117555979 108 0.9704
T70000|  397783]  1.430353554|  0.161857938|  0.117555979] 108 09702
790000] 474201 1337011518  -0.042550553]  0.112923804[ 112 0.9678
500000 483651 1330219968  0.064379991|  0.112923804| 112 0.9673
205000 775269  1.321645674|  0.040002494|  0.102126265| 122 0.9631
L —75000]  812450] 1298011792 0031884152  0.101105002] 123 0.9615
3860000 2718089  1.293507275| 001538741  0.07943599] 147 0.9504
—5345000]  5125458|  1.284355153|  -0.010037369|  0.069706751] 160 0.9413
—3755000]  7914723|  1.284344846] 001728876 0.063678319 169 0.9361
——3510000]  B915188|  1.281689858  -0.013234731] 006178701 172 0.9345
3595000 8919713] 1276531082  0.008114762|  0.06178701] 172 0.9345
17685000 11799947|  1.273961803|  0.007112759| 0058758831 177 0.9302
[jqzsm 6438204 1273961803 0.007112759]  0.046631848] 200 0.9126
[ x numérica | y mumérica y real Pardmetros utilizados
freer 0 0 0 n 10
[ 0.02869 0.12377 20.0947541 r 10000
—0.117% 036158] 022708283 D 1000
—0.19219 031828 029971709 B 0.5
031688 2039079 038745119 N L
0.54918 0502] 048294595 ; gj;
0.58989 0.50385| 04928821 i *
072879 05501 051381217 p 0.9
091107 054047 0.51248106 5 08
093608 2052942]  0.50977219 M 200
1 0.5 0.5
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de Soluciones
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Gréfica 6.7 Solucién Numérica Para una Curva de Once
Puntos, Quinta Corrida
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8 Sexta Comida

En la sexta cornda se obtuvo un valor de ¢ = 1.263363052, que representa un crror
celativo de 0.0014371670665236 del 0.14%, con respecto del valor reportado en la seccion
1.1, obtenido en un nimero de iteraciones comprendido entre la iteracion 40,665,001 y la
40,670,000, no encontrindose una mejor aproximacion hasta la iteracion 43,078,104, que cs
cuando ¢l algoritmo completa 81 ctapas de enfriamiento, desde una temperatura inicial de
0.348051658 que representa un 10% del valor de ¢, para la aproximacion inicial.

En esta corrida, la temperatura iba descendiendo a una razén de 0.9 por ctapa,
teniendo la dltima ctapa una temperatura de 7.60404x10°. La ctapa inicial ticne un nimero
de 100 aproximaciones, las cuales aumentan a una razén de 1.06, por lo que la ultima etapa
consta de 11215 soluciones.

Para las primeras 5000 iteraciones, el porcentaje de aceptacion fue del 96.58%,
micntras que para la iteracién 39,925,721 fue del 91.26%. En la grifica 6.9 sc observa una

tendencia a que el cambio en ¢l nimero de soluciones por incrementos en ¢l niimero de
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[reracionces va disminuyendo a medida que ¢l nimero de iteraciones aumenta.

Tabla 6.6 Resultados para una curva de once puntos, sexta corrida

~Jreraciones Soluciones t minimo difereaciade ¢ | temperatura | etapa | % Aceptacion
| eSS | 1| 3480516576  -2.20502188|  0348051658] 0 1.0000
—5000] 458 1497037267 0226938214 0034275114 22 0.9166
L—— 0000|873 1311685451|  -0.006051723]  0.013278882| 31 08723
L ——5000] 12276] 1272805365 -0.006438631]  0.007841047| 36 0.8184
L—30000] 15384 1268817296  -0.000561577[ 0005716123 39 0.7692
L —30000] 20603 1.26824334]  0.002492795|  0.003375314| 44 0.6868
L5000 22951 1.267965591) 0002930107  0.002734004| 46 0.6557
L —0000] 28127 1.267277028|  -0.001503979[  0.002460604| 47 0.6282
5000|2576 1266591033 0000823773  0.001614402] 51 0.5429
| —Gs000] 34142 1.266273941]  -0.000101572  0.001452962] 52 0.5253
L —0000]  35578|  1.266071165]  -0.000665206  0.001307666] 53 0.5083
—"75000| 36833| 1265087514  -0.000767052|  0.001307666] 53 04911
0000 38036| 1265066893  0.000907953 0.0011768%9| 54 04755
L —70000] 44362  1.265039384]  -0.000599891] ~ 0.000953288] 56 0.4033
| ——35000]  46929|  1.264799959]  -0.00094775|  0.000857959| 57 03754
160000 52222|  1.264530029]  -0.000370527|  0.000694947| 59 0.3264
230000 G0430]  1.264447125[  0.000482577  0.000506616] 62 0.2627
340000 61275| 1263838139  -3.10751E-05|  0.000506616] 62 0.2553
—1170000 94999 126375587  0.000234568  0.000242313[ 69 0.0812
| —co5000] 102571 1.2637539%8|  -0.000180748] ~ 0.000218082 70 0.0639
——775000]  103961|  1.263686711f  -0.000199301] 0000196274 71 0.0606
3575000 1234%4|  1.263683863  -0.000263391| 0000143083 74 0.0345
—3733000]  124147| 1263647714 0.000294141]  0.000143083 74 00333
—2875000]  130983| 1263572411 -0.000149907|  0.000128775| 75 0.0271
—3330000] 134482  1.263491386|  -0.000186121|  0.000128775| 75 0.0231
7915000] 142390 1263454371 -9.69462C-05|  0.000115898| 76 00180
T5145000]  160164|  1.263448856  3.01287E-05|  9.38771B05| 78 0.0099
[7940000]  162229|  1.263425459|  -9339926-05|  9.38771E05| 78 0.009%
30105000]  165780]  1.263399932|  -1.27S07E-06| ~ 8.44893E-05| 79 0.0082
20115000[ 165781 126339508]  8.66053E-06|  BA4BIELS| 79 0.0082
39365000]  176062|  1.263384898|  5.25443E0S[  7.60404E-05| 80 0.0060
20670000]  183526]  1.263363052|  -1.8986IE-0S|  7.60404E-05| 80 0.0045
43078104 186068]  1.263363052|  -1.898G1E05|  7.60404E-05| 81 0.0043
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Tabla 6.6 Continuacidn

real
< numénica | Y [t y Pardmetros utilizados
: . : n 10
0.00244 200228]  -0.018922704 I 10000
——30107 008209  -0.077048558 D 1000
005191 0.14066] -0.137872728 ) 05
16T 022651 022564328 N 100
—02100) 031603 0314631007 A 0.1
033513 04005| 0397730384 Ty 08
0.46271 045789 -0.455622093 (l);
— 0.67038 05134d] 0.50738615 5 l 65
— 08157 0.52142] 0517194612 W o
f—— 0.5 05
s
Gréfica 6.8 Soluclén Numérica Para una Curva de Once
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9 Una Cornida del Método de Monlecarlo

Se realizé también una corrida utilizando ¢l método de Montecarlo. Se obtuvo un
tiempo minimo de 1.263690303, ¢l cual se obtuvo entre la iteracion 38,325,001 y la

38,330,000; se realizaron 40,000,000 iteraciones. El error relativo para cste resultado ¢s de
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000169657097567 6 0.16%. En la tabla 6.7 sc obscrva que ¢l porcentaje de aceptacion

Jisminuye a medida que ¢l nimero de iteraciones aumenta, y que ¢l ndmero de soluciones

aceptadas fue de 248 cn 40,000,000 prucbas.
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Tabla 6.7 Resultados para una curva de once puntos, método de Montecarlo

ersciones soluciones t minimo T e g r——r
[ ' 330698402 -2.031489325 1.0000

— 5000 194 1.265869812 0.000211112 0.0388
10000 195 1.265837497 9R2151E05 0.0195
25000 196 1265690784 947281505 00078
""" 35000 201 1265255697 -2.45654F-05 0.0057
40000 203 1264999249 5.54512E05 0.0051
45000 205 1264899095 4.53422E05 0.0046
—" 50000 207 1.264863426 20.000132528 0.0041
" 55000 210 1.264598839 -3.05673E-05 0.0038
65000 211 1.264595381 0.00013090] 0.0032
70000 212 1.264557025 370511105 0.0030
90000 213 1264512384 0.000196778 0.0024
— 320000 214 1.264466486 0.000162575 0.0007
150000 216 1.264437735 -1.77161E-06 0.0006
355000 217 1.264410065 0.000105962 0.0006
— 370000 218 1.264376827 5.58549E-05 0.0006
375000 219 1.264351883 0.000236337| 0.0006
475000 220 1.264321927 9.25127E-05 0.0005
480000 221 1.264269098 0.000128125 0.0005
—"915000 222 1.264230449 0.00016165 0,0002
1520000 3 1.264211628 0.000129033 0.0001
— 2120000 224 1.264193834 0.000108403 0.0001
2405000 225 126417879 6.14161E05 0.0001
2450000 226 1.264114378 6.42093E-05 0.0001
2465000 227 1.264080551 3.29149E-05 0.0001
— 2595000 228 1.264071395 3.42274E-06 0.0001
2610000 229 1.26406417 1.98601E-05 0.0001
2640000 230 1.264049209 2.41992E-05 0.0001
2675000 231 1.26403385 3.14676E-05 0.0001
— 2715000 232 1264019654 5.44729E-05 0.0001
2785000 233 1.263995148 -2.21733E-05 0.0001
2795000 234 1.26397071 -5.81737E-0S 0.0001
2820000 235 1.26395285 8.99528E-05 0.0001
— 2890000 236 1.263914244 5.45266E-05 0.0001
2925000 237 1263862835 5.89199E-05 0.0001
3035000 238 1.263855541 5.02848E-05 0.0001
3070000 239 1.263854155 4.56347TE-06 0.0001
3125000 240 1.263844999 4.19842E-06 0.0001
3310000 241 1263812647 2.74055E05 0.0001
[ 3355000 242 1.263803601 3.81595E-05 0.0001
3910000 243 126376189 5.186545-05 0.0001
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Tabla 6.7 Continuacién

~erecionce soluciones tminimo diferencia t *A Aceptacidn
e 44 1.263750824 0000119182 00000
TSN 25 1263742644 SASRI12E08 0 0000
00N 46 1.263729527 4 49205E-08 0.0000
G000 W7 1.26369833 4 BAMEDS 0.0000
FTTRRIO0N 18 1.26369%030) 6.9507613-08 0.0000
N 8 1.26369030) 6.95076-05 0.0000
m y numénica y real
ez 0 0 0
0 00244 00228] 0.018922704
00819l 0.14066] 0137872728
[ Q1667 02265} 0225643182
0210 031603 0314631007
oS} 04005|  0.397730384
046271 045789|  -0.45562209) Parimetros utilizados
067038 D5134] 050738615 n 10
O RIST3 052142 0517194612 F 10000
S Tt g g D 1000
b 0.5
ST
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Como puede apreciarse en la grifica 6.11, ¢l nimero de soluciones aceptadas se

incrementa cada vez menos a medida que ¢l nimero de iteraciones aumenta.
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10 Comparucon de los Resultados de las Distintas Corridas del Mélodo de Sobrecalentamiento Simulado
J. /I«rpladdn de Soluciones

La grifica 6.2 muestra que la aceptacion de soluciones para las tres primeras corridas
fuc muy similar, lo cual s¢ debe a que los paramctros fueron los mismos ya que las
temperaturas iniciales fucron muy parecidas.  Similarmente, se pucde apreciar cn la grifica
6.6 ¢l mismo comportamicnto de la aceptacion de soluciones en la cuarta y en la quinta
corndas. La sexta corrida difiere de las otras dos, ya que puede apreciarsc en la grafica 6.12
un comportamiento a aceptar menos soluciones que las otras corridas y en la tabla 6.6 puede
verse que sc aceptaron 118,068 soluciones en 43,078,104 iteraciones, lo cual es muy diferente
de las otras corridas, en las cuales sc aceptaron muchas mds soluciones.

h. linfriamiento

lin la grifica 6.13 sc mucstra la temperatura como funcidn de las iteraciones.  Sc ha
omitido en la misma la temperatura inicial. Como puede observarse la temperatura del las
corndas disminuyé mas ripidamente para la sexta corrida, por lo cual el porcentaje de
aceptacion disminuye a su vez mas ripidamente que las primeras tres corridas, las cuales

ticnen un comportamiento muy similar, y en estds a su vez, disminuye la temperatura a una

razOn mayor que la cuarta y quinta corridas.
11 Comparacion de las soluciones numericas de la funcién objelivo
Iin las graficas 6.14 y 6.15 sc mucstra ¢l menor valor de f encontrado por iteracion,
segun las tablas 6.1 a 6.7, para cada una de las seis corridas del método de
sobrecalentamiento simulado y para la corrida del método de Montecarlo.
[in la grifica 6.14 puede apreciarse que la cuarta y la quinta corridas se comportan en
una forma similar, aproximandose al minimo mds lentamente que las demas..

Iin la grifica 6.15 sc obscrva que al inicio, ¢l método de Montecarlo sc aproxima mis
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Grafica 6.12 Nimero de Soluciones Aceptadas Contra
Numero de Iteraciones

100000000

10000000 W

1000000 1

3

E 100000

10000

= Primera
Corrida

« Segunda
Corrida

« Tercera
Corrida

+ Cuarta
Corrida

x Quinta
Corrida

« Sexla
Corrida

1000
10

’l
"‘
“)
IS—
,
d
x-/ ¢
5 /7
™
!l
e
]
00 10000

Namero de lteraciones

100000 1000000 1000000 1E+08

0

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Numero de Soluciones

Grafica 6.13 Temperatura Contra Namero de
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rj‘,idamcmc al minimo, pcro cventualmente, cerca del minimo, los resultados son mejores
4o la primera, scgunda, tercera y sexta corridas del método de sobrecalentamicnto
gmulado.  L.a primera corrida da un resultado mejor que el de Montecaro entre las
[eraciones 910,001 y 915,000; la segunda corrida da un resultado mejor que el de Montecarlo
ctre fas iteraciones 1,150,001 y 1,155,000; la tercera corrida da un resultado mejor que clde

Munlcfnfl() cntre las iteraciones 520,001 y 525,000; por dltimo, la sexta corrida da un

n‘"'md‘) mcjor que ¢l de Montecarlo entre las iteraciones 225,001 y 230,000.
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Grafica 6.15 tMinimo Contra Namero de Iteraciones
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VII. CONCLUSIONES

Mediante ¢l uso de un algoritmo de sobrecalentamicnto simulado se obtuvieron
liciones numéricas al problema de Ta braguistdcrona. 1l comportamiento estadisticos de
as soluciones dependd3ian de los parametros que regulaban la rapidez de enfriamicnto, los
anles eran ¢l factor de reduccion de temperatura entre ctapas sucesivas, ¢l nimero de
wluciones por etapa, y el factor de aumento en ¢l nimero de soluciones entre ctapas
QUCCSIVAS.

A mayor rapidez de enfriamiento, hay una menor probabilidad de aceptacion por
aapa. 1a probabilidad de aceptacion es un factor importante en la obtencion del valor
aptimo buseado: en ¢l método de Montecarlo Ta probabilidad de aceptacion disminuye con
ma mayor fapidez que en ¢l método de sobrecalentamicnto simulado, por lo que
gpidamente puede Hlegar al inicio a un estado que esté cerca del minimo de la funcion
objctivo a partir del cual pasen la rapidez de convergencia disminuya drasticamente o bien a
an minimo local de la funcion objetivo; en ¢l método de sobrecalentamicnto simulado Ia
pmbnbilidnd de aceptacion disminuye 2 medida que aumenta el nimero de iteracioncs, pero
e una forma no tan dristica como en el método de Montecarlo, por lo que cventualmente,
mejora los resultados del método de Montecarlo, debido a que pueden aceptarse estados que

a0 mejoren Ja solucion, a partir de Jos cuales pucdan encontrarse mejores solucioncs.
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1. Método de Sobrecalentamiento Simulado

APENDICE A: CODIGO UTILIZADO

los valores de n, F, D, b, N, 1lamb, pi0, mu, ro, r y M que aparecen en cl codigo

corresponden a los valores de n, 7, D, b, N, A, mto, 1, p, 'y M que aparccen en la seccidn

44

1amb=
pio=
mu*
[ {

-
"—

1l codigo principal utilizado fue

e=1/(F*n)

A-F*n

peround (b/e)

20=[0:F:A)2
W%round(k‘rand(size(xO))):
yo(1)=0;

yo(n+1)=B;

x=x0;

yryo:
t0=0;

min=x;

ymin=y;
for i=2:nt1,

tmin=t0;

c=lamb*t0;

ypr=y0;

xpr=x0;
contador_inc=0;

while contador_inc<l,

k=0;

contador_pos=0;
while k<=N,

tpr=0;

67

L0=L04sqrt (e) *sqrt ((X(1)=x(i=1))*24(y(1)-y(i-1))2)/(sqrt(y(L))+sqrtly(i-1)));
end
t=t0
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fot j=2t0,
,pmx-mn(lx(l)oo,x(hl)-l));
‘,.mn-nax(lx(n—n.xu-non),
w,u)-xprmx#u
yhile xpr(i)>xprmax,
xpr (L) =xprmin+ fix ((xprmax-xprmin+1) *rand);
end
ypr{1)=max ([0, y (1) =D)) +£ix{(y (1) +D-max ([0, y(1)-D])+1) *rand);
.p;-tpruqxt(e)'lqrt((xpr(i)-xpr(i-l))"2+
(ypr(1)=ypr(i-1))*2)/(sqrt(ypr(i)) +sqrt(ypr(i-1)));
od
w,.(pnsqrt(e)'sqtt((xpr(ml)-xpr(n))*2+
(ypt(nt1)=ypr(n))~2)/(sqrt(ypr(n+l))+sqrt(ypr(n)));
aetprety
(A=,
tetprd
x=Xpr;
yuypre
k=k+l:
end
if de>0,
contador_pos=contador_pos+1;
if exp(-dt/c)>rand,
t=tpr:
X=Xpr{
y=ypri
cont_Incwcont_incil;

k=k¢l;
end
end
if tpre=tmin,
tain=tpr;
min=xpr;
ynin=ypr;
end
o
i~contador_inc/contador_pos/
[pipio,
omu'e;
xx0;
yyo:
t=0;

tontador inc=0;
o

LR ]
« Mtote;

- '[w“."):
BT
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i e K<=N,

tpr=0:
for \=2:n,
xpraax=min((x(i)+D, x(i+1)-1])):
xpruin=max([x(i)-D,x(1-1)+1])7
xprii)=xprmax+l;
while xpr(i)>xprmax,
xpr(i)=xpruin¢ {ix( (xprmax-xprmin+l) *rand);
end
yprii)=max ([0, y(i)-D])+Lfix((y(1)+D-max((0,y(i)-D))+1)*rand);
tpretprésqrt(e) *sqrt((xpr(i)-xpr(i-1))~2+
(ypr (i) -ypr(i-1))"2)/(sqrt(ypr(i)) +sqrt(ypr(i-1)));
end
lp(-gpnsm’t(o)'lqtl”lpt(n‘l)*lpr(n))‘20
(ypr(nt1)=ypr(n))=2)/(sqrt (ypr(nt1)) taqet(ypr(n)));
ar=tpr-t;
if dt<=0,
t=tpr?
x=Xpr;
¥y ypIr:
k=k+l;
end
Lf A0,
1f exp(-dt/c)>rand,
t=tpr;
2expry
y-ype!
k=kels
end
end
if tpre=tmin,
tein=tpr;
xminexpr;
ymin=ypr;
end
end

pom 1

el

2

E

Método de Montecarlo

Los valores de n, F, D, y b, que aparecen en ¢l codigo corresponden a los valores de n,

D, y b, quc aparccen en la scecion 4.4. M cs en cste caso ¢l nimero miximo de

1CrACIONCS.

y-

1] eddigo principal utilizado fuc

69

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

r
"

r
{1/"‘“'

o
,.,nl““""’
04(\:!‘1”4‘
.rwmm,\."ndulu-(xO)))r
«”'0:
un‘”'m
(19:
ot
ol
ol {e2:nt],
! w.goosqrt(e)'sqrt((X(i)-X(l-l))"“(Y(i)-y(i-l))“2)/(sqrt(y(i))+sqrt(y(i-l)))l
v
ot
ainet0:
prea0i
ey
ontel?
LAlle cont<=M-1,
tpr=0;
for i=2:n,
xprmax=min( [x(i)+D, x (1+41)-1));
xprmine=max ( [(x(1)-D,x(i-1)+1]);
xpr(i)=xprmax+1;
while xpr(i)>xprmax,
xpr(i)=xprmin+fix ( (xprmax-xprmin+l) *rand);
end
yprii)=max((0,y(i)-D])+£fix((y(i)+D-max([0,y(i)-D])+1)*rand);
tpretpr+sqrt (e) *sqrt ( (xpr(i)-xpr(i-1))~2+(ypr(i)-
ypr(il))~2)/(sqrt(ypr(i))+sqrt(ypr(i-1)));
end :
tpretprsqrt (e) *sqrt ( (xpr (n+l)=-xpr(n)) "2+ (ypr(ntl)-
ypr(n))~2)/(sqrt(ypr(n+l))+sqrt(ypr(n)));
dt=tprt;
Il dt<=0,
t=tpr;
X=Xpr;
y=ypr:
end

@nt=cont+];
[}
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