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Introduccibn.

El presente trabajo no pretende ser original en ninguno cde los te-
mas tratados, pues ha sido mi interés prin;ipal el de exponer de
manera sencilla y corta la teoria de Programacién No-Lineal (prime-
ra parte), aproveché le oportunidad para exponer en la segunda par-
te una axiomatizacién de la Teoria del Consumidor, la cual se pres-
ta a ser un megnifico ejemplo para la aplicacién de la teoria ex-

puesta en la primera parte:

El nivel matem&tico necesario no va més alld de un primer curso de
4lgebra lineal y célculo diferencial en varias variables. En los mo-
mentos en que omito una.demostracién o abandono un tema citoyel li=-

bro se puede hallar la parte correspondiente.

Merhubiese gustado mucho penetrar méds en los campos tratados en el
presente estudio, pero por ser esta la primera vez que lo hago en
Modelos Econémicos y Programacién No-Lineal, me veo obligado a dejar

la profundizacidén para el futuro.



PARTE I

PROGRAMACION NO LINEAL




2. Concavidad de funciones.

Definicién 2.1. Diremos que el conjunto A es "convexo" si x, y estén

en A, entonces

ox+ (1-9)4 esté en A, Fe, 0z & <1

Se deduce de estd definicién que la interseccién de conjuntos conve-

X0S es convexa.

Definicidén B.2. Diremos queﬁuna funcién de DeE" en E, con D convexo

es '"'convexa' si
flox+ (1l-e)x') 2of(x) +(1- &)f(x")
para todo 0£€-<1 y x, x' en D. Ademds,si -f es convexa, diremos que

f es "cbnecava'.

Definicién 2.3%. Diremos gque f: E —=F , diferenciable, es '"pseudo-

cbnecava® si

7 f(x)' (y- x)2 0 = f(y) £ £(x) .

Adembs, si -f es psudo-céncava , diremos que f es '"pseudo-convexa'.
A
e

. . . . Ld . P .
Definicién 2.4. Diremos que f:E —%E , es '"cuasi-cbdncava", si para

tode ¥ en R, el conjurto

Fp = { =/ flx) > ¥} es convexo.

Funciones pseudec-cdncavas; intuiti-
vamente significa que si la deriva-
de.direccional indica una disminu-

/ ¢ién, la funciédn continva disminu=-
yendo en esa direcciébn.

Funciones pseudo-cbncavas.




Si f es diferenciable tenemos una definicién alternativa para con-

cavidad.

Lema 2.1. Sea f diferencable en E" , entonces f es céncava ssi

f(y)e £f(x)+ ¥V f(x)'{y- x),para todo x, y.

Demostracidén.Si f es cbnecava y 08 =1

fley+ (1- &)x) = 8f(y) +(l-e)f(x)

para © >0

floy+ (1- 0)x) = £(x) 4 fly) = £(x)
= = J

tomando limite

i3 f(eg+ (l— GJX) = f(x) e f(x+4&(y- X» - f(X)
oot © S b

2 f(y) - £(x)
o sea

¥ rix)'(y - x) 2 £(y) - £(x).
Para demostrar la conversa asumimos

fly) € £(x)+ ¥ £(x)' (y - x)

tomando x=€x' + (1l- €)x" & y= x' obtenemos

B4
£oo < $enr e » TEloxix (1- ot (X —ex + (=Y ") )

y si hacemos y= x"
Loy £ Sloxix (\-OXY) + 7 (&% +(1— &y XX "= (ex'+ (-3 xD ) (2.2)

como
X'— (&xX L (-@)x") = (=) (X V)
o (exy (1l-e) XY = (- (x!-X")

haciendo w =x' + (]—""‘e")X”



las”ecuaciones (2.1) y (2.2) se vuelven

x4 R(uy + T WY G-e) (X—x" (2.3)

SO") <4 %(uﬂ - v?;_(u:)\ o (xl-x'Y (2.4)
multiplicando (2.3)por >0 & (2.4) por (1-®)% 0 y luego su-

mandc obtenemos

Sf(x')+ (1-e)f(x") ¢ fEex' + (1-o)x").
g.e.d.

Lema 2.2. Si f tiene segundéé derivadas parciales continuas, enton-

ces f es céncava ssi la matriz Hessiana es negativa semi-~definida.

Demostracién. Lla expancién de f en serie de Taylor es
f(y) = £(x)+ T £(x)"(y- x)+ F (y- x)'Hix+-e(y- x))(y- x)

claramente

(y- x)'H(x+e(y- x))(y- x) €0 (2.5)
si y solo si

fy) ¢ £f(x) + ¥ £(x)' (y- x) . (2.6)
Si el Hessiano es negativo semidefinido, se cumple (2.5) y por lo

tanto (2.6), pero (2.6) implice que f es céncava por el lema (2.1).

Si f es cbéncava pero el Hessiano no es negativo semi-definido para
alguna x, entonces existe y tal que

(y- x)'H(x)(y- x) >0

por continuidad del Hessiano, se tiene para un y cerca de x y para

, todo ¥, 02 & £1
(y- x)'H(x+ &(y- x))(y- x)> 0.

pero entonces por la ecuacidén (2.5), nos damos cuenta (2.6) seria

falsc. La contradiccidn viene del lema anterior.



Observacidn. Los lemas (2.1) y (2.2) tienen an&logos para los casos
en que se trata con funciones convexas, con lo gque obtendriamos que,
si f tiene segundas derivadadas parciales continuas, entonces f es
convexa si y solo si la matriz Hessiana es positiva semidefinida.las
demostraciones se siguen de igual manera a las ya hechas, solo que

invirtiendo los signos de desigualdad.

Si definimos una funcién como "estrictamente cédncava''si la desigual-
dad de la definicién de concavidad se da en sentido estricto y o(iﬁ([,
obtenemos el resultado que una funcidn es estrictamente cbncava si y

L4
solo si su Hessiana es negativo defimido y en este caso por los te=-

oremas (a.2) y (A.3) del apéndice B, el mlximo seré absoluto.

Similarmente ocurre con la definicibén de estrictamente convexa, y la
conclusién serfa que una funcién es etrictamente convexa si y solo si
su Hessiano es positivo definido y, por lo tanto, su minimo seré

absoluto.

Formulacién del problema de programacién no lineal (NLP).

Sea f un campo escalar. El problema de programacidn no lineal NLP
aparece cuando tenemos gque maximizar (o minimizar) una funcién f

gque puede ser lineal o no lineal, sujeto a restricciones que limitan
nuestro dominio de busqueda, estas restricciones vienen dadas por
medio de funciones lineales o no lineales en la forma gz(x) > 0.

A la funcidén f se la llama " funcidn objetivo'" y a las funciones

g. "rest:icciones'.
13



Para tratar el problema de manera general, tomaré como dominio de f
al espacio euclideo n-dimensional E” .Un punto x° que satisfaga las
restricciones se dice que es "factible", y al conjunto de estos pun-
tos se le llama ''regidén factible'. si x°es factible y f alcanza su

méximo ,se dice que es un "optimo'.

El problema descrito anteriormente se escribi.& en su forma estandard

Max f(x)

sujeto a gi(xﬁ 2 0, 3= "1y asey Ba

Si el caso es g(x)fasabemos gue esto es equivalente a dos desigual-

dades del tipo g(x)> 0 y -g(x) > 0.

He puesto maximizar f,pues si el problema real indica buscar minimo
de f; esto se logra al maximizar -f; mé§afin si se tiene af(x)+ b,

con a»0, el problema de maximizacidén no se ha variado, por lo tanto,
el sumar constantes o multiplicar constantes positivas no altera la
solucién del problema. Supondremos,por facilidad, que todas las fun-
ciones son continuas y diferenciables, a menos que se diga lo contra-

rio.

Condiciones necesarias de Kuhn-Tucker (K=T) .

En esta seccidén me dedicaré a estudiar criterios que facilitan la i-

dentificacién de puntos optimes para el problema NLF.

N . ® n
Una "direccidn" serd un vectcr celumna "d" en E .Entonces x + td

4
ccn t en R, serd una recta que pasa por X en direccidn d.

3



Teorema 3.l. Si f es difenciable en x y si d es una direccién tal

que .¥ f£(x)'d >0 , entonces existe s> 0 tal que para todo t con
s>t >0 , f{z+ td) > £fix).
Demostracibén. Sabemos que

fx+ td) - £f(x)

1lim =Y f(X)'d
t>o - T

entonces
14m flx+ td )= fix) > 0 ;
+t—>0 t o

-
por propiedad de limite tenemos que existe s> 0 tal gue para todo

t £ 0

fix+ td) - f(x)
T

* 0, si s>t »-s5.

qg-e.d.
Intuitivamente el teorema es claro, pues el gradiente marca la direc-
cién de méximo incremento; por lo tanto, si V f(x)'d >0 , entonces d

va en el mismo sentido del gradiente y un desplazamiento em esa di=

reccidn nos dari un mayor valor de f.

Si el problema NLP no tiene restricciones tenemos el siguiente coro-

lario al teorema anterior.

Corolario %.l.1l.8ea’'f diferenciable .Si x° maximiza a f en E , enton-

ces ¥ f(x% = O.

Demostracién. Supongamos que V f(x°) es diferente de cerc. Hagamos

d = V f(x°); entonces

¥ f(x°)'d = V £(x°)'V f(x°)>0 .
Por el teorema 3.1 habria un punto en el cual f seria mayor que f(x°).

De esta contradiccidn tenemos el corolario.



El corolarioc 3.1.1 da una condicidn necesaria para que un punto x°

sea méximo de una funcibén f que no esté sujeta a restricciones. Es-
ta fue la caracteristica gque utilizamos en el corolario, pues esco-
gimos como direccién d al gradiente, sabiendo de antemano que todos

los puntos en esta direccidén eran factibles.

Si agregamos restricciones puede ser que en direccién del gradiente
todos los puntos violen al menos una restriccibén, y la prueba no es%

tarfia correcta.

En lo que sigue de la seccidén me dedicaré a resolver este problema,
por medio de las condiciones de Kuhn-dTucker, que son una generali-

zacibén del corolario 3.1.1.

Definicidén 3.1l. Sea F el conjunto de puntos factibles, entonces

D(x')={d/ Is»0,s>2t>0 =»> x'+ tdeF} .

Corolario 3.l.2. Si x° es optimal para el problema NLP, entonces

V f(x®)'d € 0 , para toda d en D(x°).

La demostracidn se sigue inmediatamente del teorema 3.1. El coro-
lario nos dice que en el punto 4ptimo, cualquier direccién factible

nos indica una disminucidén er el valor de la funcidn.

Antes de seguir adelante, recordaré que un conjunto cerrado es el que
contiene a todos sus puntos de acumvlacidén. La cerradura de A se deno-

ta A .



Corolario 3.1.3.81i x° es optimal para el NLP, entonces V¥ f(x9%)'d#£0,

para todo d en D(x°).

Demostracibn. Si d* - 1im dk‘ con dK en D(x°), entonces d"estd en

K—> 02

D(x°). “
v f(x°)'d £ 0, para toda K;

por lo tanto V¥ £(x°)'d™ = 1im ¥ f(x°)'a" £ o.

Trataré ahorz de dar una expresién de D(x°) en término de las res-
tricciones g;(x); las Gnicas gue interezan son las restricciones
donde gz(x) = 0, pues si eéﬁmayor cue cero, esto nos dice gue nos
podemos mover en cualguier direccibén y por centinuidad de la res-

triccién, si el movimiento es pequefio, no nos salimos de la regibn

factible.

Llamaremos"restricciones activas en x" a aguellas donde g [(x)= O;
el conjunto de indices de las restricciones activas lo denotaremos

por A.(x), es decir:

g N =0 ] & R(x),

gi(x) >0 i | id A (x).

Definicién 3.2.

Fe ={a/ve,aso, ik} .

Observamos que fy(x} es cerrado, y la demostracidén de este hecho es
snfloga a la del ccrolario 3.1.3. Por otres parte, notamos gue en 1la

definicién de £ (x) lo que nos intereza es el Angulo entre las res-
tricciones activas ( el gradiente de éstaé) y la direccibn d; no nos

intereza la magnitud de ninguna cantidad o vector.

10



Lema 3%.1.

5(X)C.é?kx).

Demostracién. Si d estd en D(x) y g ,(x)= O, entonces V gz(x)'d.<o
implica por el teorema 3.1 que para todo t suficientemente peque-

no
g‘.(x+ td) <g“_(x) =0 = & & D(x);

por lo tanto, ¥ 5§X)'d > 0 implica que D(x) ¢ & (x). Pero & (x)
es cerrado, de donde D(x)ec & (x).
#
Observacién. Existen casos en que d e (x) y d¢ D(x), pero estas co=
rresponden generalmente a situaciones gue no se dan em la préctica y

que son de fabricacién matemética. Por lo tanto, con poca pérdida de

generalidad asumiré que & (x)eD(x) es decir

Di(x) = L(x).

Llamaremos a esta suposicién " la caracteristica de restriccién'.
Con lé caracteristica de restriccidn nuestro objetivo de expresar

él conjunto de direcciones fuctibles en funciédn de las restircciones
est& logrado, y podemos resumir dicierndo que si x° es 6ptimo, en-
tonces

Dd = 09 = {a/ 7 g,(x°)1a 20, ¥ieh())
Cocn esto hemos establecide el siguliente lema.

Lema 3.2. Si x° es O6ptimo para el NLP, entonces bajo la caracte-

ristica de restriccidn

v £(x °)tae 0, ¥ deblx) = { a/ Vg, (x°)'d > 0, ¥ ieAG} . (3.1)




B ciendo uso del Lema de Farkas (ver apéndice C), tenemos gque la ex-
presién (3.1) es equivalente a la existencia de multiplicadores A>0,

i€ A(x), tal que

¥ E(x0)e L AV g, (x°) =0 (3.2)
(e Alx?) &
Se deduce inmediatamente lo deseado.

Teorema 3.2. (Condiciones necesarias de Kuhn-Tucker). Sea el pro-

blema NLF
Max f(x)

sujeto a gz(x) =, s e e AR
donde todas las funciones son diferenciables. Sea x° optimal, y a=-
sumamos la caracteristica de restriccidn. Entonces, tenemos las tres
condiciones siguientes
(1Y) %% es \factible;
(2) existen multiplicadores lzé O, ¢oB i= 1; «ssy B § tales gue
l£g£(x°) = By 320 somy B}

(3) Vexo)e 5 AV g (x°) =0

(=
Demostacidén. La condicién (1) es trivial; por otra parte si ifﬂ(xﬂ,
entonces gi(xﬂ >0y A;= O por la condicién (2), y esto hace que la

condicidén tres sea precissmente la ecuacién (3.2),
gs.e.d.

Las condiciones (1), €2) y (3) son llamadas " las Condiciones de

Kukn-Tucker'". Nctemos que las condiclones de Euhn-Tucker son equi-
valentes a decir VE(x°)d< O para toda d en A (x°). Su interpreta-
cién geométrica nos dice que en cualquier direccidén factible f de-

be decrecer.

12



En el punto optimal x°, el gradiernte de T esté expresado como una
combinacién linezl de los gradientes de las restricciones activas,
es decir -V f(x°) eszt4& dentro del cono formado por los gradientes

de las restricciones activas.

=VE(x)

Condiciones de K-T para restricciones de igualdad.BEscribiendo el pro-

blema NLP cuando aparecen restricciones de igualdad, la formulacibn

gueda

Maximizar f(x)

sujeto a g (x)

14
(&}
e
I
=
=

gi(x) O el oo Bet

Las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker son para este caso:

(1) x° es factible;
(2) exister multiplicadores A;® O, i= 1, ..., m' y multiplicadores AseR.
i=m4ly «ee, m ,tal que );gz(x°) = 0y d 2 Ly ecomy @Y

m
(3) ¢ £(x°) + ) AV g, (x°) = 0.

L=




Demostracién. Todo lo cue hay que hacer es expresar las condiciones
de igualdad en forms de desigualdades, ccnforme a lo dicho al princi-

pioc de la seccibn; y el teorema se reduce al anterior.

Opservacién. Las condiciones de K-T son necesarias pero no sufi-
cientes, o sea que nos sirven flinicamente para identificar puntos
optimales pero no para gnconfrarlos. Lamentablemente se tendrdn que
dar unas restricciones sobre las funciones de restriccibén y la fun-

cién objetivo. »

Condiciones de suficiencia.

Teorema %.3%. Supongamos que tenemos un problema NLP, donde f es di-

ferenciable y pseudo-céncava y las restricciones g; son diferencia-
bles § cuasi-céncavas, entonces las condicilones de K-T son suficien-
tes para optimalidad (x° satisface las condiciones K-T, entonces x°

es Sptimo).

Demostracibén. Tomemos un punto factible“y"en F. Como g; son cuasi-
céncavas, entonces F es convexo (def. 2.4), y por lo tanto la di-
reccién d°= y- x° es factible. Por el lema 2.1 d°e £(x°), y de

esto tenemos
Be et I i0E =0, 1 e A(x°).

Por otra parte, las condiciones de K-T nos dicen

0>V f(x°)'d, de H(x°);

como d° e L (x°) implica gque O 2V f(x°)'d° = T £f(x°)'(y- x°) ¥y

por pseudo- cenczvided de , fly) £ f£(x).

14



Observacién. La interpretaciédn geométrica del teorema anterior es
clara, al recordar que las ccrdiciones K-T nos dicen que en cual-
quier direccién factible d, la derivada direccional de f en x° nos
indica una disminucién de f. Al pedir pceudo-concavidad de f es pa-
ra gue decrezca en cualguier direccibn factible, y como las res-
tricciones son cuasi-céncavas, el conjunto'factible es convexo; por
esto, d°= y- x° es factible. De aqui que la derivada direccional nos

de f(y) £ £(x°).

3.3 La caracterfstica de restriccibn.

Quisiera en este punto profundizar en el significado geométrico de
la caracterfstica de restriccibn, sobre la cual no he hablado haeta
el presente. Ya que el objetivo sefialado me cbliga aintroducir cier-
to material que para el desarrollo posterior es dispensable, el lec-
tor puede omitir esta seccidén y continuar en la seccién 3.4 con Te-

oria Lagrangiana.

Una curva x(t) en una superficie § es una funcidn continua con do-
minio un interva15 de la forma {a, b} y comtradominio 8§, me inte-
“rezarédn las curvas cuya primera y segunda derivadas existan. Deno-
ta;émos a estas por %(t) y %(t), respectivemente. S8i x(t®) = =9,

decimos que la curva pasz por x°, donde a£ t& b.

-

Si x° estd en S, el ccnjunto de todas lus derivads de todas lus

curvas gue pasan por x° sge llama "Plano Tangente en x°" (T); né-
. L] 3

tese que I es subespacio de E° y que solo me interzan las curvas

diferenciables.




En lz seccidn 3.1 supuse que el conjunto de direcciones factibles

en x° era igual al conjunto & (x°); como en £ (x°) interezan los
puntos frontera de la regién factible S5, la suposicibén quiere de-
cir que pare cada punto frontera x° donde se cumpla la caracteristi-
ca de restriccidén , debe existir una curva suave (diferenciable)

gque pase por x° y que esté en S. Ademés, si x° es méximo, f(x) no
puede decrecer a lo largo de ninguna curva de este tipo. Para el
caso especial en que f(x) es cénecava y g (x) son convexas, lo an-
terior quiere decir que exfgfe un punto en el conjunto factible

que satisface todas las desigualdades en sentido estricto, es decir,

existe x° tal que g, (x°)>0 para toda i.

Empezaré la demostracién de los hechos citados con el concepto cla-
ve de punto regular; suponiendo que mi problema NLF solo tiene i-

gualdades hj . Denotaremos hixz) al wector (H %)y wess B AR)Ds

Definicién 3.3. Un punto x° que satisface las restricciones h(xe)= 0,

se dice "regular" si los vectores gradientes V h;(x“) son lineal-

mente independientes para toda i.

Teorema 3.4 . En un punto regular x° de § definido por nlx) = 0, el

plano tangente T es igual a

M:{y/Vh(xﬂ'y:o}.

Demostracibén. E° okvio que T<EM, no importando si x° es regular o no,

por lo tanto, sole gueda la conversa.

Para tener McT, debemos tener gue si y M, erntonces existe una

curve en S gue pase por x° con deriv.da y. Para construir la curva,

16



Consideremos la ecuacibn

h(x°+ ty+ ¥V h(x°)'u(t)) = 0 (3.4)

donde para un t fijo ccnsideramcs a u(t)e E” es la incbgnita.
Este es un sistema no lineal de m ecuaciones con m incbgnitas,
con un pardmetro continuo t, y para t= 0, u(0) = 0. La matriz Ja-

cobiana es respecto a u(t) en t° la matriz
¥ h(x°) ¥ h(xe)!

que es regular por ser x° regular. Por el teorema de &a funcién
implicita, existe una solucién continua u(t) en una regidn ade-

cuada (-a<t <a).

La curva x(t) = x°+ ty+ Vh(x°)'u(t) es una curva en S por cons-
truccidn. Si diferenciamos el sistema(3.4) con respecto a t en
t = O, obtenemos
0= Seh(x(e))| = ¥ nlx®)'y+ Fn(x2)Va(x®)" a(0).
ize
Por definiciénde y se tiene que V¥ h(x°)'y = 0, y como Vh(x°)Vh(x®)

es no singular; por lo tanto u(0) = 0; com lo que concluimos
x(0) = v+ ¥ w{x2)wle) =5 ;

habiendo construido una curva, con derivada y en x°.

g.€.4d.
Es importante reconocer que la condicidén de ser punto regular no es
~una condicibén en la superficie de restriccibén, sino més bien en la
representaciér de un punto en términos de h;(x). El plano tangente

se define independientemente de las restricciones, mientras que M no.

17



En el caso gue hayan restricciones del tipo g, 30, las que nos inte=
rezarn son las activas en x°, pues no me podré mover en cualquier
direccidn arbitraria; si g;(x°)>(3, por continuidad de g, existe

un entornd en x° en el cual me puedo desplazar libremente éin vio-

lar la restriccidn.

Concluimos de lo anterior que bajo ciertas advertencias, puedo con-
siderar mi problema NLP en su forma estandard, como si realmente

estuviera formado nada més por igualdades como restricciones.

Como una observacidn mls al teorema 3.4, tenemos pues que la supo-
cicidn de la caracteristica de restriccibén védlida en x° se puede
interpretar como 6 lé suposiciédn de que Er x° es punto regular. Tal-
vez el lector se pregunte que significado tiene en la definicién

de oJ (x°), la expresiém

Ve, (x°)d=0 (3.5)
y como la adaptamos a la teorfa de esta seccidén. El problema se re-
suelve al recordar gque la expresién (3.5) nos implice, por el teo-
rema 3.1, que existen puntos en direccién 4 donde g alcanza un
valor mas alto gue en x°; por lo tantc estos puntos no violan la
restriccién,'y son factibles. Hemocs obtenido pues, una generali-

zacibn del teorema 3.4, pero antes de ernunciarlo daré una defini-

- £
ClOn.

Definicion 3%.4. Sea x° un punto de £ tales que el conjunto de los

gradientes de las condiciones activas en x° es linealmente inde-
pendiente; entonces, decimos que x° es "punto regular de las res-

tricciones activas'.
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Teorema 3.5. Si x° es punto regular de las restricciones activas,

entonces

D(x°) = F(x°) .

3,4 Teorfa Lagrangiana.

LLamaremos 'funcibn lagrangizna' o "Lagrangiano" del problema NLP a

wi
Li{x, X )= f(x)+ Xeglx) = £{x)+ Z ﬂ.;g‘:(x),

i=i

P I LR g T R S T I

Si x €X<cE" y leYcE”, decimos de (x°, X" ) que es un"punto de silla

de L" o que"L tiene un purto silla en (x°, l')”si
L(x, X) ¢ L(x°, A%) € L(x°, A ), para toda x &X, y le¥.

Para simplicidad de estudio supondré que tiene sentido hablar de

méximos y minimos de L.

Definimos dos funciones siguientes:

Lﬁi):mmcL&,l).y Lgx):nﬁnL&,lL
xeX AeX

Una propiedad importante de estas dos finciones es

L) 3 Bl 2 > Iix), (3.6)

asl gue

L*(L) > L*Sx) para cualquier (x,X) er X xY. (5.7)

Daremos las definiciores de punto silla en funcién de L y L,
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Lema 3.3. Las siguientes tres propiedades son equivalentes:

I) min max L{x, A) = max min L(x, 4 );
eY xeX xeX JLe¥
TL) M) = L*(x"), Tek, xo&X;

III) L(x, ) 2 L(x°, A" ) £ L(x°, 1), para todo x €X, d4Y,

Demostracién. La expresién (i) se puede escribir como

min L¥(A) = max L(x) (3.8)
Ley xeX

$i A’ minimiza L™(2) y x° maximiza L, (x), entonces (ii) es cierto.
o

por ecuacibn (3.7), (ii) iﬁplica (3.8) y de aqui (i).Por lo tan-

to, debido a (3.6), (ii) es equivalente a (i).

LX) = L(xS ) = Lyfx°); (3.9)

reescribiendo (3.9) en términos de la definicidn se tiene

fan L%, ) = Ez?, ) —wman Lz, 2 ) s
xeX AeY

Debido a (3.6) se tiene que esta Gltima ecuacidbén es equivalente a

(iii); es decir (iii) es una reformulacidén de (ii).

De esta manera tenemos varias maneras de identificar un punto silla.
Hay que tomar en cuenta gue existen funciones que no tienen puntos

X
silla pues min L (A) >max L, (x).
aeY Xg X

Antes de seguir adelante defin iré la "funcién primeal'" como

L*(x) = Hin TAx, 4 )
AeY

y la "funcidn dual" como

I

L*(l) max Llx. X Ya

xeX
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El siguiente problema es el determinar un punto x° llamado "op-
timal" tal que

L,(x°) = max L,(x),

xeX (N
\vﬂu\‘L

o ¥ ~o ’«';é‘ ;
y el de hallar A° tal que L°(7A°); a la primer busqueda se le lla-

ma "problema primal" y a la segunda "problema dual'.

Problemas primal y dual. Si nos damoa cuenta,

£LxY &i g:(x) 3 os¥i

L*(x)z m}@.in i fx)+ Z l;gi(-x) } = : (510)
i ik ~oiagd siJdi con gi(x)< 0

Esto filtimo pues ,A;20 )V'i. Por lo tanto, si gz(x) 20 . k= 0O

minimizan. Sin embargo, si g.(x) 40, L es minimo cuando A —>» ¢09

Si trabajamos con el problema NLP el caso que nos intereza es el
pfimero, de esto se llega a& que el problema primal queda dado por
max L*(x) = max f(x) sobre x e€X, tal que gl(x) > 0 para toda i (3.11)
X€ X

es decir el problema primal se nos vuelve un problema NLP si X = E ;

por esta razbn a veces se le llama de esta manera al NLP.

Por otra parte, una pareja (x', X' ) se dice que es "factible para
el problema dual' si
*(2') = L(x',2).
i X es 6ptimo para el dual y (x°, " )es factible, entonces la pareja

(x°, ') se llama "optimal'.
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Lema 3.4. 8i x' es factible para elNLP, entonces Lgdnr) = 2izv N5

mis atn, si (x",A") es factible para el dual,

Llxt) = fix*) % Hx")+ 2 AL g(x") = L(x", A") = L*A(,'L"). (3.12)

Demostracién. 8i x' es factible, por (3.103 L*(x') = f{x*}, ¥ por

ecuacién (3.7), L (x') £ LA,

Teorema 3.6. Sea (x°, A°) un punto silla del “agrangiano, esto es

max L(x, A°) @-"L(x“,‘;l“)@/alir% L(.x°,1);
€

X € X =
entonces, (x°, 1% ) resuelve el prpblema primal ¥ el dual (NLP si
L& BN

D™mostracidn. Se deduce inmediatamente del Lema 3.3.

Teorema. 3%.7. EL punto‘x' es optimal para el problema primal si se
cumple una de las siguientes condiciones. M&s afin, si X = E", una Ae
las siguientes condiciones es suficiente para gque x' sea optimal
del problema NLP.
i) L_,_b(x') = L™(A") para alguna x'e€X y Xe¥;
ii) x'es factible para el problema (3.11), (x", A" ) es factible
para el dual y f(x')= th”,ﬂﬁ);
iii) 1. x' es factible para el problema (3.11);
m : i
D Eljkg:(x') = 0 donde };2 0]

L=
3. Li=Y, Ay - omax Li{x, A');
xe X
iv) 1. x' satisface las condiciones K-T para el problema NLP y x'€ X;

2. 81 A= (2;) sor los correspondientes multiplicadores de K-T

VL(x',A'") =0 = L(x',Xx'") = max L(x, A" );
xeX
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v) las funciones f y g; para toda 1 son cbncavas , x'e X, x'

satisface las condiciocnes K-T.

Demostraciones. Todas las condiciones se deducen del teorema 3.6
despues de verificar que un punto silla existe.
i) del lema 3.3, esta proposicidén es equivalente a la exis-
tencia de un punto silla.
ii) usando el lema 3.4, f(x') = L*EX') = L*(JP), pero entonces
estamos en la parte {i) de nuevoj;
iid) de (ddi-2) y (iii=3),
- *
f(x') = f(x')+}_2{gi(x') = L(x',A) = max L(x,)) = L7(A"),
b xeX
de donde (x',X’) es factible para el dual, y estamos en (ii) de nue-
VOo.
o vy .. r = .
iv) Como las condiciones K-T se dan, x' es factible y }:;Lgi(x)z (@]
=
mis atin, la tercera condicién K-T es V L(x', 2 )2 y hemos cai-
do en el caso (iii);
v3 por concavidad de g:ﬂx), f(x‘, Q;QVO, el lema 3, , tenemos

que

Lix, &) = £+ 3 g, ()

=1

es una funcidn cdncava en x; por lo tanto
Vils', 2 ) = 0 = L(x'y A’ ) 2 mmx Bix, X ) = max Lix, X )%
x€E xe X

" 3
como X €E, estamos en el caso (iv).
gecada

De esta manera, con los dos 0ltimos teoremas hemos dado una serie

de condiciones suficientes para un punto optimal.
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4, Teorfia del consumidor racional.

El problema que trataré es el relachonado con la decisidén gue debe
hacer un individuo -el consumidor- al tener que escoger entre varios
bienes con el fin de satisfacer sus necesidades. Se tomard como
"bien" cualguier cosa que el consumidor deséa tener mis. Este pro-
blema surge al reconccer gue las necesidades de un individuo son

ilimitadas, y por el contrario,sus recursos son limitados.

=

He sefialado que el consumidor es un individuo, pero tambien enten=-
deremos como consumidor a la familia como unidad, o cualquier gru-
po pequefio de personas que tomen decisiones en conjunto debido a

sus intereses comunes.

Las decisiones son, por ejemplo, qué debo comprar, cianto he de
pagar, debo ahorrar, si o no, y en qué forma, cGando debo hacer una
compra, etc. lLas respuestas a estas preguntas estan sujetas a la
informacibén que en un momento dado se posee, al tiempo que se tiene
para escoger, a. la duracién que va a tener el efecto de la decisibn,

etc.

Empezaré,por lo tanto,haciendo una serie de suposiciones: (1l)el
consumidor posee una cantidad fija de dinero, llamada ”ingF%o”,para
hacer sus pastos, los cuales son hechos en un periodo determinado
(un dfz, una semana, un mes, etc.); despues de este periodo el con=-
sumidor recibird otro ingreso; (2)el consumidor estlperfectamente
informado de los precios de todos los bienes y conocoz las circuns-

tancias relevantes para hacer su decisidn; (3) estas circunstancias
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y otras, llamadas también condiciones calificantes o parémetros,

se mantienen constantes en ei intervalo de tiempo establecido; por

ejemplo, si A es preferido a B en t, pudiera ser gue en t' ya no se
verificara, sino que en t' se tuviera que B es preferido a A. Esta

situacibn queda, por lo tanto, excluida.

Para finalizar, quierc hacer notar que los axiomas de la teorfa de

la eleccibdn que se daran mas tarde pueden dejar de funcionar; el

proceso de selccién mental puede ser llevado a cabo de manera diferen-

te, dependiendo de la situacibn de eleccién, o se podrfa actuar alea=-
toriamente y romperrasi con las condiciones propuestas por los axio=-
mas (transitividad, por ejemplo). Y por filtimo, si la seleccibn es

a nivel individual, no se puede dar una regla arbitraria para llegar
a la seleccibén de grupo, ya que se puede llegar a contradecir algin
axioma; por ejemplo, si tenemos tres individuos y sus preferencias

sobre A, B y C son:

A-P-B-P-C (A es preferido a By B preferido a C)
B-P-C-P-A (B es preferido a C y C preferido a A)

C-P-A-B-B (C es preferido a A y A preferilo a B),

La regla de la mayorfia da entonces A-P-B, B-P-C y C-P-A, lo cual
ncs lleva a una contradiccién con la transitividad de la relacibn de

’
preferencia que més adelante se estudiara.

Como no estoy haciendo teorfa de la decisién, me veo forzado a dejar
este interesente tema, y paso enseguida a establecer los axiomas ce
la teoria.
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Como dije anteriormente, el ccnsumidor se encuentra ante un conjun-
to de varias alternativas, llamado S={ x , x', ...& y tiene que es-
coger una de ellas. Cada alternativa le da a la persona un grado de
utilidad (satisfaccibn); entonces, qué alternativa escogerf?. Légi=-
camente, la que le de mayor utilidad; pero lamentablemente no siem=-
pre se escoge la que mds se prefiere, y esto es debido a las restric-

ciones que aparecen en el momento de decisibn.

Las alternativas son conjuntos de bienes; asil, la alternativa x tiene
una cantidad x del bien 1, una cantidad x -del bien dos, y asf suce=~
sivamente hasta agotar los bienes con que estamos trabajando; x' tie=-
ne cantidades x) , X% 4 seey X del bien uno, dos, hasta N, respecti-

vamente.

Lo primero que tiene que hacer el cocnsumidor para resolver su proble-
ma es ordenar su conjuntg de alternativas de acuerdo a sus preferen-
cias, Por lo tanto, por ahf comenzarf nuestra teorfa, dando unas
propiedades que se deben cumplir en esta categorizacién, o sea que la
relacién de preferencia (Begﬁn grado de utilidad) de las alternativas
tendrf una serie de propiedades que serfn, en filtima instancia, nues-

tros axiomas.
L ]

Asf, decimos que el consumidor siempre puede definir una relacién R,
y diremos gque x es considerado tap bueno como x' si x estl relaciona-

do con x' (x R x').

Antes de seguir adelante, tendremos gue hacer una idealizacibn bzas--

tante difficil de aceptar, pero nos traeré resultados muy fructiferos;
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supondremos que los bienes son infinitamente divisibles, esto es,
podemos adquirir cualguier cantidad del bien que nosotros deseemos;

expresamos esto escribiendo

S:{ X =(J{

\

3 ...,X“)/X.‘.i'oy i-_'-l' soay nj

Axioma I (Completitud)

Existe una relacibn R en S84 tal gue x R x' & x' R x & ambas.,

El axioma nos dice que por lo menos se debe tener una de ias alter-
nativas anteriores, o sea que dos alternativas siempre se podrén rela-
cionar; si se dan ambas diremos que "x es indiferente a x'" y escri-
biremos x I x'. Por otra parte, si tenemos x R x' pero no se cumple
x' R x, diremos que "x es preferido a x'" y se denota x P x'. En re-
sumen entre doslalternativas siempre tendremos gue una es preferida

a la otra, o que es indiferente a la otra.
Corolario. Para toda x, x' en S se tiene

i) una ¥ solo una de las siguientes se cumple: x P x', x' P x,
¥ L %3
1i)% I %3

iii) x I x' entonces x' I x.

El significado intituitiveo del siguiente axioma nos dice que si x se
considera tan bueno como x' y x' tan buenc como x'', entonces, x es

considerado tan bueno como x'.
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Axioma II (Transitividad).

Para toda x, x', x" en S, se tiene que si: x R x' ¥ x' R x", enton-

ces, x R x".

Corolario.

i) xPx!' yx* P x " ,entonces x P x" ;
4y = I ¥ y =" T " ,ﬁptonces % T &0 &
i53) x B 2 yox' P 2 ,entonces x P x" ;
iv) x P x' y x' R x" ,entonces x P x" ;
) % Rt yxt IoxM ,entonces ¥ R Mo
vi) x I x' y x' R x" ,entonces x R x" ;
yif) x Pt y xt I 2" ,entonces ¥ Bogh g

La relacién de indiferencia I es de equivalencia y por lo tanto, nos
induce a una particién en S. A cada clase de la particién la llamare-
mos ''clase de indiferencia" (el consumidor es indiferente entre dos
eleﬁentos de la misma clase). Al mismo tiempo,las clases pueden ser
ordenadas de acuerdo a la relacibén de preferencia P. Més tarde, se
darén unos axiomas cue van a determinar a las clases de indifegécia

e

a ser funciones continuas, ademés de tener otras propiedades.

Axioma III (Continuidad).

Para cualquier x°, el conjunto U ={ x/ x R x°} y el conjunto

L = {x/ x° R x| son cerrados.

Se deduce del axioma anterior que el conjunto lx/ x I x°} que es

la interseccidn de U y L es cerrado.
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Axioma IV (Convexidad).

Si x' Px"y 0 <«£%*<1, entonces (1 -«)x' +Xx" P x" ,

Axioma V (No aaturacibmi.

No existe x# tal que x° P x, para todo x en S.

El Axioma de Continuidad garantiza que la relacién no cambia brus-

camente, esto es, la relacibn entre dos alternativas se mantiene si
nos movemos un entornc muy pequefio alrededor de estas, por ejemplo;
si x' P x", entonces, exisfen vecindades N' y N" de x' y x" respec-
tivamente, talque x P x", para todo x en N' y x'" P x para todo x en

Nll .

Lema I.
(a) Para toda x' en S,existe x" en S arbitrariamente ceecano a x!
para el cual x" P x\

(b) Para todo x°, el conjunto {x/ x P x°f es convexo.

Demostracién. (a) Por A. V existe x"' P x'. Por A. IV, x"=(1-)x"'
+ax"t P x', 0¢X<], si hacemos « tender a uno, x" queda arbitra-
riamente cerca de x'. (b) Sean x' y x" pertenecientes a {x/ xR x°{
y sea x= (1l-ea)x'" +xx", O$x41l, Probaremos que x R x°. Si & =0 8
=1 es trivial., Si O<«x <1, entonces de A. I podemos. suponer gue
x' R x". Si x*estd arbitrariamente cerdno a x' v x*P x'. Ertonces
x* P x" por transitividad. Si x**=(1l- o)x*+& x".Por A. LV x*p x" y
por transitividad x**P x°, en particular, x*%{x/ x R X“} . Como x™

®*¥ ostd arbitrariamente cercano

Esté& arbitrariamente cercano a x', X
a x. Por lo tanto x es punto de acumulacidn de { x/ x R x°} ¥ por

el axioma de continuidad pertenece a este conjunto.
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Nota:Del lema anterior se desprenden resultados muy interegantes, en
la parte (a) se probdé gue no hay saturacidén localmente. Por otra par-
te ,sabemos que el conjunto de indiferencia para una alternativa es
una curva en R", en la parte (b) se probd que esta curva es conwvexa.
Se puede probar que de los axiomas anteriores y el lema se deduce la
continuidad de la curva de indiferencia,.pefo me limitaré nadamids a

hacerlo notar.

Funcibn Utilidad.

Definicién 1. Una funcidn U de S en R se llama "funcién de utilidad"

si cumple con la propiedad: x' R x" si y solo si U{(x') * U(x").

Se deduce de lo anterior que si x' I x" entonces U(x') = U(x")
igualmente x' P x" si y solo si U(x')>U(x"). En ia siguiente sgeccién
se veréd que las preferencias gue ur ccnsumider tiene, no sclo se
pueden ordenar por una relacién de tipo cualitativo, sino tambien

por medio de una de tipo cuantitativo; quiero decir con esto que por
medio de los axiomas anteriores sé demuestra la existencia de una

funcibf de utilided.

Existencia de la Tuneddn kil adad.

Primero, tomemos un puntc x° en 5 y sea C(x?):{x/ X R x°g , la fun-
cibn P{x) = |x -x°| es continua y cemo C(x°) es cerrado §(x) alcanza

o u,d}‘ JCL. r L“-lﬁ
su minimo. Definimcs: d o per 2t

Ulx) = Min § (x") (1)
x'e O
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Mix) = ¢lx) N {x'/ §(x') = U(x)§ . (2)

Como M(x) ¢ C(x), entonces x' R x para todo x' en M(x). En realidad
terdremos x» I %', pues 5i x' P x,por continuidac se tiene gue en una
vecinded de x',x" P x, para todo x" er la vecindad de x'. Escojamos

A >0 tal que (1 -ot)x' +®x° R x, en partigular si &< 1; pero:

w0
3
H
]
X
o
»
i.
8
b
a
()
|

[(1- A)xt - a&x®= x° | = (1- A} x'= x9

i

(31— =) (') = (1=-2AJ0(x) .

\ -
Por (1) sabemos que U(x) < Flia- a)x' s+ %] ¢ asi gue (l—ok)U(x)&U(x))
pero entonces, U(x) ¢ 0, es decir U(x) = O por ser U una funcidén no
negativa. Por lo tanto $(x')= 0 6 x'= x°, ccmo supusimos X' R x°,

llegamos a la conclusibn que es falso x' P x°. Resumiendo:
8i xVe M(x), entences x' I X L5

Para probar que U es en efecto una funcidn de utilidad hay gue probar
que x' R x" implica U(x')> U(x") y gque x' P x" implica que Ulx') >U(x")
Lo primero se sigue immediatamente de (1) y de la transitividad A. II

que asevera que C(x') cC(x").

Por otra parte, surongamos gue x' P x"jentonces M(x')e C(x')e G(x").
Si W(x')= U(x"),entonces M(x')e M(x"), por (2). Si x"' esté en
M(x'), entonces por (3), x'~x™ y tambien x"'asx", asi que x'rx'
que es una contradiccién? Ademés , se tieme U(x')2 U(x")y se probd
que U(x')# U(x"), es decir U{x)>U(x"). Por lo tamto U es ura fun-

¢idn de utilided.

Es suficiente probar que {x/ Ulx)2 u} ¥ {x/ U(x)£ u Y son conjun-

tos cerrados, pera probar continuidad de U.
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Sea {x'% una sucesién tal que x~ —=x y U(xY)= u.Sea x'e M(x) por el
lema lpodemos tomar x'" cercanc a x' y x" P x', adema$ U(x")< §(x").
Por otra parte cemo x" P x' y x' I x, entonces x" P x. Por A. II£,
x" R x¥ ,paray suficientemente grande, U(x")= U(x')> u, asi que
U(x")> u; pero x" est4 arbitrariamente cerca de x' y como S (x) es
continua, podemos gue ug $(x')= U(x), con lo que probamos gue

ix/ U(x) > u§ es cerrado.

5i tenemos la sucesibn {kvi‘tal que U(x”)£ u, para todo V, y x%—= x.
Para cada ¥ escojamos x™ en M(x¥). Como E(X'V)z U(xV), tenemos que
$(x'Y)eu para todo ¥, asi que la sucesidn }x"t es acotada y tiene.lfX

V—+x, se sigue

mite x', con $(x')¢ u. Como x'V I x¥ , por (3) y x
x!' I x donde hay gue hacer uso de A. III. Entonces por definicibén de

U(x) y por ser funcién de utilidad
U(x)= U(x'")¢ S(x')¢u ,

asi gue {x/ U(x) € u§ es cerrado y por %o tanto la continuidad de la

funcidén de utilidad ha sido establecida sobre el conjunto ix/ % R x°§.

Si hacemos gue el punto x° ceincida con el origen, la funcidén de uti-

lidad gueda definida y es continua para todo S.

Finalmente, en lo que sigue supondré que &a funcidén de utilidad no
solo es conGivé, sino que tiene sus segundas derivadas parciales
continuas. Para esto hay que agregar unos axiomas que omitiré para

no desviarme del tema principal.

1a teoria expuesta se puede aplicar pa a el caso en que el conjun-

to de alternativas no sea tode 5; como sucede en general. Si se
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desea profundizar en este teme el lector puede recurrir al librode

Arrow y Hahn citado en la bibliogfafia.

5.2 Maximizécién de la utilidad.

En las secciones anteriores se vidé gue el grado de preferencia de un
individuo se puede representar perfectamente por medio de un campo

escalar U, que madia el grado de satisfaccidn.

Nuestro objetivo serd ahoré maximizar el grado de satisfaccibn del
consumidor, sabiendo su funcién de utilidad y las restricciones que
pesan sobre el; en este caso serd el ingreso I. 81 p; es el precio

del bien i-ésimo la restriccidén queda
P, X, F eee + D XS I

donde x4 es la cantidad del bien i que se va a comprar. Esta ress
triccibn es un plano, pero en el caso de dos bienes es una recta.
Como la funcién objetivo es céncava y las restricciones nos dan

un conjunto-factible-convexo; por el teorema 2.3 tenemos gue las

condiciones K-T son suficientes para garantizar optimalidad.

oA
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Escribiendo el problema NLP tenemos

Maximizar: U= U(x,,Xp, «ce9Xp)

sujete a : P X+ sev + P E,E 1L

X:?—D ,para toda j—= l, LU ] no

Utilizando notacién vectorial el Lagrangiano del problema es:

Ule, 2} =" 0ix) 5 AT px)

las condiciones de K-T son

il 3
2L .y el %
5% = 2% A'P ==
(A1)
2L . 1 _ox =0
DA 38
En dos dimensiones esto es

ou

5;\(&,)(;) "'kﬂ. =5

o (xlsz)"- Ay =

= %2
(4.2)

I— lel . ngz =O

/ Por otra parte, si tomamos una curva de indiferncia particular,U es

constante, por lo tanto dU= O; i. e.

Y 4 Y
pe——— X —_— -
e axzdxl o
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esto implica que

2U

——

e I ..
__9_2_,_ dx‘ (4-3)
24X,

de (4.2) resulta
24
2%,
—__——'-'
2U
3,

ﬁ”i;ﬁ

(4.4)

de esto filtimo y de (4.3) podemos concluir

Shp g Fe
ax, P,

En el punto 6ptimo la pendiente de la recta de ingreso y la pen-

5

diente de la curva de indiferencia son iguales.

Si llamamos a o "ytilidad merginal del bien i" (lo denotaremos i),

L

de (4.4) tenemos

esto no es mids que enel Sptimo, las utilidades marginales son propor=

cionales a los precios. Esto era de esperar, ya que de otra manera,

: : Uz U ¥ 4
s1 por ejemplo — -+ , entonces nosotros podriamos lograr alin un
R ‘

grado de mayor utilidad sacrificando cantidades del bien uno y ccm-

prando bienes del tipo dos.
De la ecuacién (4.1) obteremos en general

] Ux ..
S = eee =3 = A

Para entender mejor el significado de A derivencs el Lagrangiano con

respecto a I y valuamos en el punto Sptimo
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de donde

en la ecuacidn anterior se observa que A indica una medida del pro-
medio en el cual la utilided cambia al variar el ingreso. Por esto

se Be 1llama a A "utilidad marginal del dinero'.

Por el teorema 2.5 maximizar U equivale a maximizar L y por las con=
diciones de segundo orden se tiene que la siguiente matriz es nega-

tiva definida

r-_ < -P, £ e‘ e a2 ?“
P o BED A
4 i 6 IXE WK S
, (4.5)
"P. K . = 3
=P 2%L DL ?_.z-é‘
L axex, axgx, T PXa
>

donde H es el Heesiano de U y por lo tanto negativa definida; i.e.

p Hp'4 0 , para todo p # O

Es fécil probar gque

(4.6)

i H B K I ﬂ/{’}upy-’_;.“'
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donde

, =4
g S A

Podemos volver a formular las condiciones de K-T (4.1)

P(A,x yp 41 Y 2T -px=0

(4.7)

U :
e,(A,x , p,I) 2%_@ -lp =0

Este sistema tiene solucidén ( por el teorema de la funcidén impli-
cita), si el deteminante del Jacobiano es diferente de cero. pero

el Jacobiano del sistema es

TS % 2X 7

= \‘erz 2 D, =t 5
e —_—

2 2 X

y como vimos en la ecuacién (4,6) el inverso de la matriz de la de-
recha existe, por lo tanto el determinate es distinto de cero. De

; n
donde encontramos como soluciones a las siguientes ecuaciones (fun-

ciones)

{

x* & x%p,1]

;LQ( (4-8)

)-*(1393)

A las n fmunciones X se lee llama "funciones de demanda"; el teo-
rema de ls funcién implicita tambier nos garantiza gque las funciones
(4.8) tienen derivadas parciales continuas en una regidn ce la solu-

cidn de (L4.7).
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6. Funciores de demanda.

Una propiedad importante de las funciones de demanda es la homoge-
neidad. Decimos que una funcién f(x) es homogenea de grado k si

flexXx) = ak®F(x).

Si suponemos gque todos los precios se afectan por medio de un fac-
tor multiplicetivo k, y el ingreso tambien aumenta en la misma pro-
porcibén, entonces nuestras funciones de demanda ro varian, por lo

7 /—- . -
tanto son homogeneas de grado cero; la prueba sigue asi:

El Lagrangiano del problema se torna

L(x,d) = U(x) + A(kI - kpx)

las condiciones K-T son entonces

9L _ 31 X

e e -2kp =0 (5.1)
L

—— = - kT - k =10 )
= px {(5:2)

La ecuacibdn (5.1) da como resultado la (4.4)

_%: = q s pAra teds A= I, L1
y la (5.2) nes da el resultado previamente obtenido de
T = T% = 8

con esto hemos llegado al sistema inicial (4.1) y resuminds el re-

sultado en un teorema
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Teorema 1.
La funcién de demanda para cualquier comodidad es una fiancidn uni-
valuada que depende de los precios y del ingreso; adem&s son funcio-

nes homogeneas de grado cero.

Xy = x;(p‘,pz,...,pn;l)

Definimos "elasticidad dela funcién x4 con respecto al precio p3 H (Eq\

P
como la derivada parcial de x; con respecto a Pi y por —ﬁ-
g

A veces se le llama "elasticidad propid‘si i es igual a j y "elasti-

cidad cruzada"en caso centrario.

Si en vez de derivar x, con respecto a Pi J1o hacemos con respecto
a I, obtenemos la elasticidad de la funcién demanda con respecto al

ingreso (M) :

Tecrema 2.

_.Elé.g.i.‘. . _R“‘ aX: +—I _23.‘ =0
X-lDP' % 2P, X 2
1.
L)
E: Eﬂ + é;ﬂﬂ =0 , para toda i= 1, ..., n.

a=!

La demostracién se basa en el teorema de Euler, el cual establece que

si fi(p‘, «++3p, 31 ) es una furcién de grado r, entonces:
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-

2k
Fr-‘g—i:-é—---*fvmg_‘% = r‘ﬁi(-?uj'--;?w‘,m)

en nuestro caso f; es la funcién de demanda X, que sabemos que es de

grado cero y de agui le ccnclusidén del teorema.

Para demostrar el teorema de Euler basta con derivar con respecto a

k la siguiente ecusciédn

£, [kp, o »ounkpaskI) = €, 4p, , o T4

lo cual nos da A

Slpent, o BH BEN .
KA 'BK+ +B\<N\ Pl ¥ :r'f (?\l"'JP\A ';M‘) 3

haciendo K = 1 llegamos al resultado.

7. Anflisis de sensitividad y ecuacién de Slutsky.

Supongamos que el consumidor ha escogido el punto x como su mejor
alternativa, esto quiere decir que para todos los puntos x' de la
curva de indiferencia en que estéd situado x,se tiene la siguiente
relacidn

PX & px' (Bl

Si el precio cambia de p & p', entonces la recta de ingreso varia.
"En la figura 6.1 se esté trabajandc con dos bienes y se supuso gue
el precio bajé para el bien uno y se mantuvc ccnstante el precio

del bie: dos.
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Tj- G. |

=
ql

Como el consumidor tiene una nueva recta de ingreso el punto éptimo

il

=
R :
serd un x" situado en una curva de indiferencia de mayor utilidad.
Nosotros podemos imaginarnos una reduccién en el ingreso del consu-
midor de I a I' de manera que contrarreste la baja de precio y man-
tenga al consumidor en la misma curva de indiferencia, en un punto

nuevo x'; em este punto se mantiene la relacidn
p'x' < pix (6.2)
D, (6.1) y (6.2) llegamos a la ecuacién

(p'- p)(x'- x) <0 (6.3)

En el czso de n bienes, se supone que solo se hace variar el pre-

¢io del bien iy p. , con 1o cual cbtenemos
(p! - p)(x!=x) 40
1 L 8 L

/ y se deduce qgue X! esS distinto de x,siempre que las curvas de indife-
rencia sean estrictamerte convexas. Por lo tanto dividiendo ambos

lados por (x;— x1}1 :
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D1
o (6.4)
con Ap, = p_"- B 2 Axy = x4Y'-X%; .

Hasta el momento hemos maximizado la funcién de utilidad U, y como
consecuencia se obtuve n+l funciones gue corresponden a las condi-
ciones de primer orden. Bstas n+1'funcioneé son las de demanda y la
de utilidad marginal del dinero gue tiene como parémetros a los

precios y al ingreso,{(p;,T).

Me preocuparé de estudiar como varian estas funciones al,variar los
pardmetros, a este estudio se le llama anflisis de semsitividad y

ya hicimos algo de esto en el comienso de esta seccién.

Para comenzar sustituimos nuestra solucién al problema de optimiza-
cidn en las condiciones de primer orden; esto es sustituir 'las e-

cuaciones (4.8) en las (4.1) y por el teorema 2.2,

I= p¥ipsE) =0
2 (6.5)
Z20(. D)= Xp,)p = 0

Consideremos los efectos de un cambio en el ingresc, diferenciandc

(6.5) con respectc a I

v
o X
L= 4 P=T?¢ = 0]
T=0 g 21
(6.6)
& U 24 aX .
& PP% 2 ¢ 21 & S
Ho x*
si hacemos 2x™ . (e_f.\ e ’9_)&‘:‘
> i ¥ 2T



la ecuacibn (6.6) se nos vuelve

Hye?*
B L
(6.6.a)
S B B
P oE 5. %

o, equivalente en notacidén vectorial (matricial);

2" |
A S [i—(l
= (6.6.Db)
/51 " |

Como segundo paso consideremos un cambio en los precios y sus efectos,

diferenciando con respecto a Py (¢.5)

(6.7)

donde éjl.es 1z delta de Xroenecker (vale 1 si j es igual 1 y O si

4 es distinto de 1). Si hacemos

S B e
9P1 an : aﬁn
X
2% . . . (6.8)
2p
X
PXr axk | 2xx
l_aP, oF, S P



< ¢ 3
oA _ 22 24 6.81
ek ) i

22X
P Do
(6-?.'&)
- 2 x®
-p' H = I
i Ry Aln
o, equivalentemente
= %
24
o e 2P x-ﬁ;l
T (6.7.5)
-P H ax* ﬁ\ A &l
L¥F X

Finalmente consideremos como lo hicimos al principio de laseccidn

un cambio en el precio, donde el ingresc se varia de manera tal que

la utilidad se mantenga constante

av = %%% dx = A p(dx)
(6.9)

daI

1l

p(dx) +(dplx

como dU es igual a cero, entonces p(dx) es cero; por lo tanto para

otener U constante hay que asegurarse de que dI sea igual a (dp)x

Si derivamos las ecuaciones (6.5) con resgpecto a P, » pero hacemos

al mismo tiempo dI = (dpﬂ)xj , nos da

g



: 2
=t 175 L Oy
.10
A 2
g et . 3R ke b .
ket 2XPX 2P ) AR 4 T
estas ecuaciones pueden ser escritas
2
-p (l’f ): 0
= comp
(6.10.a)

*
24 > ('3 xi)_ *
Pég;c,"LH apw;f,)\l"‘

alf* 2 x
donde | —= ) y‘(——— - son las derivadas parciales de (6.8) y
D P Jeomp 3 P/ eomp

o

(6.8'), pero con el ingreso compensado para mantener la utilidad
constante. 0, eguivalentemente;

- Gl

lewmp £ &

ol (6.10.b)
it R A Ty

©€ / toup

e

Resumiendo las ecuaciones (.6.b), (6.7.b) y (6.10.b) en una sola

matriz es

kW Sl (@3*)
J - X ° | (6.11)

¢ o I8 L)

ox* ax™ (3 X ke
o1 oP ° P owmp

—_—

Este resultado es llamado "Ecuacidn Matricial Fundamental de la

Teorfa del ccnsumider'.
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Recordamos que nuestro objetivo es recordar come varian nuestras

. oy * p '
funciocones x y,l con respecto a los parametros, por lo tanto des-
pejando en (6.11)llegamos a

F""B-gx- %K- 4 | —
C 2p A

\

= X
“"f' k& © *Ivl ] .l»\

owp
(6,12)

ox* or¥ rox
X 29 B P /lomp _|

Ly

=

sustituyendo (4.6) en (6.12) y efectuando la multipligacidén,el re-

sultado para los cambios de la funciones de demanda son

= <
':2‘}% =t p' (6:13)
RS T |
S5 = pE D ¢ Eptpl A A (6.14)
9 %t -1 % -1 3R
B x s a® ¢ X (6.15)
(; T )CDMP s

en particular estas ecuaciones se pueden combinar para dar la

"Ecuacibn de Slutsky"

x * *
J x; £ J %, .
o g i o f o SRR 0 D S oy (6.16)
P S ST
,Q { ComP
en notacibn vectorial es
* * *
b 2 ¥ .
iR < = o e g (6.16.a)
27 OF Jowp 21
X'* 5 *
al término 25k se le llama '"efecto total, al término

5%
2R O 2 fo owp
"sfectc sustitucidn"” y al Gltimo (}75;?‘)X& ¢l"efecto ingreso".



Volviendo nuevamente al inicio de la seccibdn, notamos que el re-
sultado (6.4)es el cambio compensado para variaciones de la fun=
cién de demanda del bien i con respecto a variaciones del bien j;
haciendo que las variaciones sean infinitesimales (6.4) se torna:

9 X, .
(?}I—:-:) £ 0 v ey wmay Bs (5.”)

(Dh\f

Ademé&s hociendo una comparacién de la ecuacibén (6.16) para el ca-
so de dos bienes y la figura 6.1 vemos que el efecto total es el

cambio de x a x'", el efecto sustitucidén es el cambio de x' a x".

En la fig. 6.1 que x" esté a la izquierda de x', esto quiere decir
que al aumentar el ingreso de I a I', el consumidor deja de comprar
el bien tipo uno, a esta clase de bienes cuyo consumo disminuye al

‘N2
contrario serfa si aumentara su consumo al aumentar el ingreso, a

*
aumentar el ingreso se les llama "bienes inferiores" 2 X < 0)1

>

D Xs
estos se les llama 'bienes superiores" <:E;f4'> O .Comoc x'" no
puede ser menor que Xx', deducimos que en general tiene gue haber un

bien superior.

Notamos tambien gue la demanda del bien uno disminuyb al disminuir
el precic, a este tipo se le llama ''bien Giffen", en el cazso con-

rio se le llama "bien normal''.

Por filtimc, en el ceso de n biemes puede suceder que una reduccidn
compensada del bien i, baje la demanda del bier j, ertonces decimos
gue el bien 1 y el bien j son "sustitutos"; en csso contrario, si

un cambio ccmpensado en el precio cdel bien 1 induce a una reduccidn

del bien j, decmos gue el kien 1 y el bien j son "complementarios'.
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En resumen, hemos hecho la serie de categorizaciones siguientes:

f ncrmal } e 2 -
: si S£—=—3a
Giffen gru >

[ superior o g >
: s el 0
Z inferior 21 4
sustitutos *
. %si (_3 x")ii‘wo 14 ]
complementerios 2 D
) Cﬂur

Con esta nueva terminologia podemos seguir adelante. Si multipli-

camos (6.15) por p' nos da

35 )
== p' =0 (6.18)

en notacidén de suma esto es:

. *
Z(__Q__E;) B B 0 g i ey e (6.18.a)

| i U’Rr

~

Por la ecuacidén (6.17) ssbemos que los elementos de la diagonal son

negativos, es necesario que para alguna i suceda

(% S0 e Tl hs B (6.19)

queda demostrado el teorema siguiente

Teorema 6.1
Para cada bien existe un sustituto. En particulzr, si solo hay dos

bienes ecstos son sustitutos.

Antes de seguir adelante, podemos verificar el teorema 2 de la sec-
cibn 5 si sustituimos laz ecuacidén (6.18) en la ecuacibén de Slutsky

(6.16.a)

=
O




* »*
(%% )p. . (.2__}( )1 _0 (6.20)

adem4s multiplicando por la izquierda la ecuacién (6+13) por py en~

tonces
X
P —e;-?['): 1 (6.21)
en notacibn matricial, paséndolo a sumatoria esto es
=1L g
X
2 2 (35)- 1 WOrE iR

~.
-

=
lo que nos dice este resultado es que por lo menos un bien es supe-
rior, pues uno de los términos de la sumatoria tiene gue ser posi-

tivo para que el resultado sea uno, enunciamos la propiedad;

feorema 2.

Al menos existe un bien superior.
Se deduce de la ecuacidn de Slutsky(é(&zm);

Teorema 3.

Todo bien superior es normal

Y para finalizar, citaremos la cocmdicién de sumatoria de '"Cournot'.

Teorema L. |
Ls cantidad demandada del bien j es el negative de le comyinacidn
lineal de los precios de cada bien 1 por el cambio én le demanda del

bien i ccn respecto al precio cdel bien j, esto es
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Para la comprobacién, multiplicaremos la ecuacibén de Slutsky (6.16)

por p y utilizamos los resultados (6.21) y (6.18), llegando. a

Dx? " -
p(55) + = =2
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Apéndice

A. Conceptos de &lgebra lineal.

En todo mi estudioc se toma al espacio vectorial V = e BY. Res

cordamos que un producto interior definido-en V es una funcién f de

VxV en R con las propiedades siguientes:

i) flx, ¥) = ¥ly, =)
ii) f(x, y+z) = f(x, y) + f£(x, z)
iii) £lex, y) =|efix, ¥)

iv) f(x, x) = 0 si x #Z 0, donde x es un vector columna nxl, ceR.

Un espacio vectorial con producto interior se llama "espacio eucli-
deo". Si tenemos un operador lineal T simétrico definido en un es-
pacio euclideo tal que (T(x), y) = (x, T(y)) para todo x, y en V.

Este operador induce una forma cuadratica Q,
Q : V—w»=R con Q(x) = (T(x), x).

Se puede probar que si A es la matriz nxn asociada con el operador

T, entonces

Q(x) = x' A x.
Si tenemos una matriz A cualquiera nxn, se puede probar que
x' A x = x' Bx, donde B = V2(A + A'),

es simétrica, y A' indica la transpuesta de A.
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En resumen, toda matriz induce una forma cuadrdtica.

Por Gltimo, si A es una matriz simétrica real,
”

]
Q(y)xy'Ay=zZa,-- LY. .
ey d’:-i e |

Si se tiene

Q(y) »0, se dice gue es una forma cuadrdtica positiva definida;

Q(y) >0, se dice que Q es una forma cuadrédtica positiva semidefinida;

Q(y) £0, se dice que Q es una forma cuadrética negativa definida;

-5 RN B N B B 2

Q(y) £0, se dice que es una forma cuadritica negativa semidefinida.

B. Maximos, minimos y puntos silla.

Definicién. Llamaremos ''campo escalar' a una funcidén que tiene como

. . 4 n s .
dominio & un suvbconjunto de R* y como contradominioc R.

Definicidén. Un campo escalar tiene un "méximo" (absoluto o global)

en el punto x° de un conjunto S en R si
f(x°) 2 f(x) , para todo x en S.

Si la relacién anterior se comple para todo x en una vecindad de x°,

decimos que x° es un "maximo relativo'.

Nota: las definiciones yara minimec (absoluto o glokal) y minimo re-
lativo son andlogss, s6lo se cambia el sentido de la desigualdad en

la definicidn.

Definicién. Llamaremos "punto extremo'" de f a un punto que es méxi-

mo o minimo relativoc.
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Definicidén. Sea f diferenciable. x° es "punto estacionario de f"

“gd WElxs) = 0.

Definicibn. Urn

punto estacionario x° es '"punto silla' se para toda

vecindad de x° existen x & y tal que

f(xe°

) > £{x) R 2 o O () I

Férmula de Taylor para campos escalares.

Si f es un campo escalar diferenciable y "a”un punto del dominio, la

férmula de Taylor nos da para una aproximacidén de primer orden:

f(a

+y) - f(a) = V&(a)'y + W ylE(a, ¥),

donde E(a, y) tiende a O si y tiende a O.

5i‘a" es un punto

estacionario, Vf(a) = O y tenemos que

fla+y) - f(a) = Wyh E(a, y).

. . . o o M .
Para tener mis informacién del punto estacionario a’, hay que anali-

zar el miembro derecho de la ecuacidén. El siguiente teorema garan-

tiza que si las

"
a" se da

A

meror quelkyul,
Llamaremcs '"metr

H(x)

segundas derivadas parciales de f son continuas en

n

P
Ela, y) = (¥2) Z_E: Dﬁ f(a)y.y + términos de orden
S

T Jsr

donde Dﬁ Bild = ED;(DJf)l (a).

iz Hessiara de f" a

v
= ﬁ%if(aﬂﬂrt
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Podemos enunciar ahora el teorema para la férmula de Taylor de se-

gunce orden para campos escalares.

Teorema A.l. Sea f un campo escalar con segundas derivadas parcia-
les continuas en una vecindad de a. Entonces, para toda y en R tal

que a+y esté en la vecindad de a, se tiene
fla+y) - f(a) = ¥f(a)'y + (V2)y'H(a+ y)y, 0L A<L1;
ésto Giltimo se puede escribir también

flat+y) - f(a) = ¥f(a)'y + (V2)y'H(a)y +llylle=(a, ¥,

Naturaleza de puntos estacionarios.

Si'a" es un punto estacionario, Vf(a) = 0 ¥
fla+y) - f(a) = (¥2)y'H(a)y + ﬂy“‘E,(a, Ve

’ b z
Como el términc E,(a, y) va a cero mds réapidamente que Wy , podemos
esperar que el signo de f(a+y) - f(a) esté dado por el de la forma

cuadréatica (¥2)y'H(a)y.

Tecrema A.2. Si A es una matriz real simétrica y @ su forma cuadré-

tica asociada, entonces

%] Q(y)?QO para todc y # O ssi todos los valores prcpios son positi-
vos;

ii) Q(y) 4 0 para todo y # O ssi todos los valores propios son negati-
VoS, |
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Teorema A.3. Sea f un campo escalar ccn segundas derivadas parcia-

les continuas en una vecindad de un punto'a® Entonces

i) 8i los valores propios de H(a) son positivos, a es minimo re-
lativo de £;
ii) Si los valores propios de H(a) son neéativos, a es méximo re-
lativo de f;
iii) 8i los valores propios de H(a) son positivos y negativos, a es

punto silla de f.

Las demostraciones a los anteriores teoremas se pueden encontrar en
Apostel "Calculus", Vol. II, N. Y., Blaisdell Publishing Co., 1962,

que es el libro que he tomado como base para esta seccidn.

C. Programacién lineal.

E1l problema sigulente:

maximizar q'x
(Al) sujeto a AX = b

x 20,

donde A es una matriz mxn, es el problema tipico de la programacidn

lineal (PL). EL problems dual es

minimizar b'u
(A.2) sujeto a A'u »q

u sin restricciones.

Si cualquiera de los problemas (A.1l) y (A.2) tiene solucidn éptima
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dualidad, (A.5) se satisface cor valor de la funciédn objetivo igual

a cero. Perc esto implica que (A.3) es cierto. ‘
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finita, entonces el otro lo tiene y el valor de las funciones obje-

tivo es el mismo. Al par de prcblemas se le denomina "problemas dua-

1:3511 L
Qéorema (Lema de Farkas). La expresién
(A.3) q'x £0 para todo x, tal que Ax » O

es equivalente a la expresiodn
, '

(A.4) Existe u 2 0 tal que g + A'u = O.
Demostracidn. Consideremos el problema

maximizar q'x
(4.5)
sujeto a Ax 2 0.

El problema dual es

minimizar O
(A.6) sujeto a -A'u = g

u > 0.

Si la expresién (A.3) es cierta, haciendo x = O obtenemos la solu-
cién 6ptima finita para (£.5), con valor de la funcidn objetivo igual
a cero. Por dualidad tenemos que (A.6) tiene solucibn, y esto impli-

ca que (A.4) se verifica.

Conversamente, si (A.4) se verifica, entonces (A.6) tiene solucién
éptima finita, pues ocupamos el valor de u dado por (A.4) para sa-

tisfacer (A.6) y que hace que la funcién objetivo valga cero. Por
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