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I. INTRODUCCION:

La Termodindmica es posiblemente la dnica parte de la Ficica
gue debido & su esctructura exiomdtice ha resistido los cembics cudnii-
cos y relativistas.

El cdlculo de las propiedades macroscépicas de los cuerpos =
ha sido hecho cldeica y termodinédmicamonte partiendo de postulados este
blecidos en forma experimental.

La Mecédnica Estadistica permite calcular las propiedades ma-
croscépicas a partir de propiedades moleculares teéricas una vez se ha
establecido una funcién apropiada de distribucidén. La biisqueda de es=-
tas funciones de distribucién se hace por medio de la teorfa de ensem=-
bles.

La teorie de fluctuaciones a su vez, justifica y explica tam
bién itebricamente porqué es legitimo el uso de algin. - ensemble, 8
si{ como proporciona los medios para que estemos razonablemente segurcs
de que una cantidad obtenida en el laboratorio es efectivamente la que
corresponde a2 una determinade propiedad de la materia. A la vez permi
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te el endlisis de algunos tépicos importantes como la dispersidn de -
la luz, la teoria de scluciones, la trensicién liquido gaes, etc.

Las anteriores consideraciones han sido algunas de las moti
vaciones que me hen llevedo a escoger como Tema de Exdmen General el
estudio do Fluctuaciones en Mecdnica Estadistica.

A 1o largo de este trabajo me propongo describir la tsoria
de ensembles y fluctuaciones para la bisqueda de funciomes reducidas
de distribucidén que describan a la materia en equilibrio térmico. A
ia vez busco el encadenamiento entre la Mecénica Estadistice y la Ter
modindmica, estableciendo las releciones fundamentales y justificédndgc
las por medio del estudio de fluctuaciones. Por vltimo pare enfati-
zar sobre la importancia de este tépico, pongo algunos ejemplos de a=-
plicacién de estas teorias,

Pretendo que este trabajo sea de utilidad, en su carécter -
monogréfico, pera todas aquellas percones que investiguen dentro de -
este campo de la ciencia, y precisamente para un mejor logro de este
objetivo aperece 2l final del mismo un epéndice que auxilia en forma
apropiada a los temas de importancia ceniral del trabajo.
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II.

1
ENSEMBLES ¥

Def: un ensemble es una /coleccién de un gran nimero de sistemas equi-
velentes (equivalentes’= igual Hamiltoniano), cade unc construido de
manera que sea une réplica a un nivel termodindmico (macroscépico) -
del sistema termodindmico verdadero.

Como caracteristicas del ensemble podemos citar:

i; El nimoro // de ensembles es erbitrariamente grande (ff— = );

ii) cada sistema del ensemble satisface las mismas condicti:ones cono-
cidas y satisfechas por uno de los sistemasj esto es, cada sistg
mea debe estar sujeto al mismo experimento que el del sisteme con
siderado}

iii) el hecho de que los sistemas tengan el mismo Hamiltoniano no im-

Plice necesariamente que estén en el mismo estado cuéntico.

En un sisteme que consiste de mwc has partficulas, como por e=-
jemplo un gas ideal de N particulas, un sistema de N spines, un 1liqui
do o una pieza de cobre, no es posible hacer una prediccién uvnica a-
cerca de la conducta de cada una de las particulas del sistema., De -
esta guente, cuando hablamos de un gas bajo ciertas condiciones macros
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cbpicas, no nos ostamos refiriendo a un estado individual, sino & una
coleccién de sistemas, idénticos en composicién y condicién macroncé-
Plca, pero existiendo en diferentes estedos.

£l oncomble eatd gooméiricaments representado por umna ‘distribucibdn -
des puntos representativos en el espacio fdsico, usuaimente comoc una -
distribucién conitinua. Puede ser convenientemente descrito_por una -
funcién de densided @ (p, q, t) tal que ¢(p, q, t) a3®; @3By es o1
atmero de puntos represen ﬁtivoF que en el tiempo ¢ estdn contenidos

en el volumen elemental d-"p d'¥q del espacio fdsico centrado alrede-
dor del punto (p, a)e (Un estado del gas puede ser especificadc por:
las 3N coordenadas canénices Q.5 csc @y ¥ loo tree N momentos cenéni-
co8 Pys oso D, de las N molécu-las, El espacio 6-N dimensionel genergs
do po% los ve torea-{ﬁi, - 3& s ﬁl’ 600 3&} es ol espacio fédsico del
sistema) . .

Los valores subsecuentes del sistema dedo por £ (p, q, t), estén de-
terminados por la dinémice del movimiento de las perticulas y sl II es
el Hamiltoniano delsistema (que depende de las coordenadas cenénices),
le evolucién temporal de las propiedades fisicas del sistema esté go-
bernado por las ecuacilones?

aqi 1 opl (I 1)

(1-@:1y coos IN)

Si asumimos que el Hamiltoniano H no es una funcién de las derivadas
con respecto al tiempo de p y q, las ecuaciones (I-1), son invarian-
tes respecto al tiempo .y determicnan univocamente el movimiento de
un punto representativo en el espacio f£ésico.

Oréficemente podemos determinar la conducta de un sistema k del ensem
ble y la . descripcién probebilistica de éste. En el grédfico de la fi
gura I-1 representemos la evolucién temporal del k-ésimo sistema, que
estéd representado por una fila y la probabilidad de ocurrencia del en
comble que queda determinada por la fraccién de sistemas que exhiben
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algune conducte particular en un tiempo dadoj esto es, por medio de un
conteo verticel del gréfico.
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Fig, I-1l.Cada fila horizontal representa la evolucidn temporal de un
sistema., Cada colummna vertical proporciona .. '=:° - 1la probabi
lidad de ocurrencia de algin evento en el ensemble, pa.ra un tiempo f:.

Joo
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La Mecénica Estadistica no describe la forme cémo un sistema =6 apro-
=ime ai equliibrio,; ni determine 81 ol sistema pusde ser encezntrede -
en eguilibrio. Lo idnico que le interesa es que el pistema se encusa-
tre on oquilibrio. Entonces pera que el sistema no presenis cembios
temporales se necesita .gue le deonsidad do fase del migmo saibisfaga -
la ecuacién de Liouville (Apéndice F-2):

LD=0 (1-2)

Tormodinémicamente hablando, nos interesen particularmente, tres sis-
temas?

a.,) Un sistema aisiado (¥, V, E dadosj N: ndmero de particulasj Vi vgo
lumen) que recibe el nombre de ensembls microcanénicoj

bo.) Un sistema isotérmico cerrade (NV, T dadosy Ti temperatura) que -
constituye el ensemble canénicoj ¥

c.) Un sistema isotérmico ebierto (MV,T dados?’hpotencial quimico) que
es el llamado onsemble gran canédico.

II.1 Construccidén del Ensemble Microcandnico.

Un sistema termodinémico posee una serie de esimdos que le son accesi
bles, pero ninguno de ellos posee una importancia meyor que cualquie-
re de ios demds. De esta cuente Tolman en 1938 fundementa su descrip

cidén por medio de su postulado de igual probebilidad = priori que di=-
ce que cuando un sistema macroscdpico se encuentra sn equilibrio tere.
modindmico, la probabilidad de encontrarse en cualgquiery de los esta-
.dos que le son accesibles es la misma para todos y cada uno de ellos,

esto es,
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{c ci-ECEn ¢ E + & F
Pp = (1-3)

1 0O para todo caso diferente

(Pr; probabilided de ocurrencia del estado "=")

o bien, como en la Mecdnica Estedistica trotamos ds
hallar propledades de un sistema, mediante la intro
duccidén epropiada de funciones reducidas de disiri=-
bucidbn, por medio del principio de igual probebilii-
dad a priori sabemos que a volimencs eciementales i-
gualos on ol especio de fese les correspondo la mig
ma prxrobebilidad. Entonces, en términos de la fun-

cién de diatribucién, (I-BS se escribe

constante si H (§, ¥) = (B, E +4E)
F (8, ¥) = (z-1)
0 e1 E (8, F) # (B, E +&E)

En términos de la funcién de densidad y =
do manerea similar a (1-2) y (I-3) podemos escribir :
1 81 E¢H(B, §Y <E +46E
f(;' E) = (1‘5)
(o] de otra forma .

( H: Hamiltonieno; P, @» T, coordena-
das goneralizadas cenénicas

Como homos restringido nuestras consideraciones a =
ensembles cuya funéién de densidad no depende expli
citamente del tiempo, mientras que solo depende de
(8, §) a través del Hamiltoniano, entonces
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o5 5) =oln (3:3) ) (1-16)

1
con P(H) funcién de H. Esto nos lleva a que

%@(;,3) =0 (1-17)

o sea que el ensemble descrito por § es el mismo ra
ra todo tiempo (més detalles en apéndice F.2). E1
postulado de ilgual probabilidad a priori es onton=-
ces consimtonte con la i1des de equilibrio; Por cone
siguiente, la funcién de equilibrio se construye ae
signéndole igunl peso estad{stico a tedas las funcig
nes compatibles con nuestra informecién.

En el caso cudntico y para el sistema aislado, los =«

sistemas dol ensemble estén distribuidos uniformemen

te, 10 cual estd de acuerdo con el principio de igual
probabilidad e priori o seea que cada estado cuéntico

tiene la misma frecuencle sobre todos loes posibles es
tados cuédnticos consistentes con los valores especi-

ficedos de N, V y E,

Ademés, postulamos que el valor de E debe ser uno de
los niveles de energia del sistema mecano-cuéntico dg
finido por N y V. Comc N es extromadamente grande,

loe niveles de energia son muy cercanos y précticamente
continuos. Cada nivel de energia puede sor extremada
mente degeneradoc. Denotaremos el nimero de estados =
cudnticos, (degeneracién asociada al nivel de energfa
E) por L)k con

LH.= L2 (N, V,E)

Existe una complicacién de orden operacio
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nel, v es gue el valor de E no puede ser conocido
con certeouza debido al principio de incertidumbre, -
pero para propdsitos termodindmicos y por simplicie
ded, tal complicacién eerd ignorada. 3

. S1 el nivel de ecnergia E para ol sistema .
dado por N y V posee £ degeneracién, esto nos lle- )
va a que existen<. funcionss de onda i , ortogonales !

y lincalmente independientes que satiafacen la ocug

cidn do Schroodinger H-¢'= Ety « La escogencia per-

ticular de las funciones de onde ¢ es arbitraria. .
En todos los casos, loe . ostados cudnticos mencio- |
nados se refieren a algian conjunto deiu ortogona= :
les que pertenecen al mismo estado E.

Por otrm parte, en ol caso cudntico busca
mos un sistema de funciones propiac o oigenfuncio-
nes del Hamiltonieno, (vémse npéndice F.3) por lo =
que la funcidn de densidad en oquilibrio ¢*j debe -
ger diagonal. Por lc tento debe cumplirse

mwn = o0 Am 6"\“\"\
g (1-8)

donde .. es la constante de normalizacidén y £X' am
son numeros no negativos por su carfcter probabillig?
tico que representan la probabilidad de hallear al =~
sistoma en el estado m. Como no posecemos mayor in-
formacién utilizamos el principio de igual probebi-
lidad & priori por lo que también aqui debe cumplir
ges
1 para E L E; 4 FE + &E

am = (1-9)
0 para E; de otra forma,
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Ademés y debido 2 la condicidn que doben lienar les eigenfuciones del
Familtoniano, le traoze de la matriz de densidad debe ser unitaria, i.e.

P
Tr S’ a1

gue nos conduce po:r condiciones de mormeiizacidn a

Tref=latamnzn?PyEtia=11 (T-11)
m pd -

donde £) represente como ya fuera sefialado, el nimero de estados cuidn
ticos entrs E & E + &E,

Si 1o que queremos es la termodindmice del sistema debemos postuiar =
que la entropfa del mismo ee

S=k In 00 (1-12)

con Si1 entropiaj ki cio. do Bolismann y Lt segidn lo sefialado. Este -

poptulado no es absolutamente necesario establecerlo ya que es posible

dorivar (I-12) de otra manera. Como se veré més edelante el ensemble

microcanénico o8 un caso particuiar que pucde derivarse del onsembls

?anén%co o dsl gran canénico, esctablecicndose plenamente la cxpresidén
I- 12 L]

Teniendo formulada 12 entropim del sistema pare el ensembie microcand
nico “es posible derivar les demds funciones termodindmicas, asi como
ios potenciales. Estoc serd realizado on los ensemblos que tratamos a
continuacidén.
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TI.2. Conmtruccién dol onnomble canénico., Relocién del eneombie cané-

e N PRy
nlco oon 1o vormedinémict.

Como habfumos poficlado antes cl enmsemble canénico comstituye un siotg
ma isotérmico cerrado, esto os, son conocidoa el nimero de particulas
N, el volumen V y la temperatura T.

Sea U un sistema aislado muy grande como se muestira en la figura I=2
y apumamos que estd descrito por un emsemble microcanbéuico para que
nos sea posiblo aplicar el principio de igual probabilided a priori.
Soe S un subsistems de U considerado pequefio respecto de i y que ade=
méo ostd inmorso on un ambientc externo W, E1 ambiente externo W es
ol complemento de S respecto del universo U,

=222ZCregidn de interaccién

R 2 diémotro mdximo cardce
teristico del subsistg
ma S

Toniendo en mente estas ideas introductorias, estamos en capacidad de
analizar tros aspoctos fundamenteles relacionedos con la congtruccidén
del ensemble canénicos

1.) Estudier la ﬁooible intmraceién entre las particules del esubsiste
ma S v el ambiente externo Wj
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2.) Encontrar la probabilidad do que el subsistema S so encuontiro en
un estado particular de emergie EVy

3.) Construir ia herramiente nocesaris quoe nos permite calculer el ve
. lor promedic do las variables mecdnicas, tales como la exzergie ¥
.. la presidén, o sea formular su termodindmica.

II.2.1. Para ostudiar la posible interaccién entre las parifcules del
subslsteme S y el embionte exteorno ¥, cnusideraremos que no cxioton -
fluctuaciones violentas, por lo que la energia total de U ¢s la suma
dec todas las energims que poses; esto es, la emergia propia de ceda u
no més la posible omergia do intersccién Vgy entro elloe, © ses

Eu = ES + Ew <+ VSW (1-13)

Analisaremos por separado el valor de le energia de interaccién itoman
do un ges molecular y estudiando la interaccién de dos de sus mclécu-
las. Le relacidén entre ol poitoncial y la distancia de interaccién es
como 10 muestra la figura I-3 siguilentes

Y(v)

o

&
| ; v
Vo 1

@° *=lvey oy . ®
'
Fig, I-3

Potencial de interaccién entre dos moléculas
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cqui, la distancia S8 represente la regién del "nicleo durc! (hard co
re), quo os aguolle regidén donde 2 las partfculas no les os permitido
acercerse méds una s la otra. Como la fuerza es

F=a_0V (z-184)
or

entonces en la regi6n(:)po:'zer la pendisente negativa, la fuerza esc
epuleive, mieniras que en la fuerze es de atraccidn, En la ragién
el sistema de dos particulas ye no.exisits como tal, El ndmero de =
particulae en S e¢s muy grande, pero relativamente pequefic rospscio de
las de W, por lo quo ol didmotro de la regidén de interaccidénm r _ eas mu
cho menor que el didmetro de la regién RS' o seat o

sl ro« RS = rg« Rg 5 y como VS lo ol Rg = rg ’ L4 'v’s (1_15)

Por otra parte, la energfa de interaccidén del corredor estd relaciona
de proporciocnalmonto con la energfie dol sistema S como el volumen dsl
corredor lo estd con el volumen de S; o bién el didmetro de las molé-
culas que interactdan en el corredor, es proporcional al didmetro del
sisteme., Mntemdticamente.

Vv v R, 22 o : 5
S g P - ° o (1T-16)

nr =2 n
E v R R vi/3

S S S S
de lo cuul sacamos en conclusidn que & medide que aumenta cl volumen
Vs -y se puede considerar tan grande como sea nacesario- la razdn se
vielve muy pequefla, por lo que V w s tan pequeiio que para situaciones
reales puode despreciarse., Se d§ce tembién que en el limite termodi

némico la interaccién es despreciable.
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3 or

Do 1lc¢ anterior concluimcs que slempre que el sistema S sea 1o suficiez
tomente grande y les interacciones de corfo elcence, el sistema S con-
tribuyec con un término despreciablie a le cnergia toisl del universo,; -

pudiéndose consicderer como no_acopliado al mismo y por lo tanto eiclado

Acdemdés, oi hecho de que no exista interaccidn, o mds bien gue sea des=-
prociable, significa que la resoiucién de 1le ecuacién de Schroedinger
es posiblec.

Entonces (I-i3) podemoe escribirla como

Ey 2z Bg + E (x-17)

y consecuentemente., 81 S estd en estado m con energia E , W debe estar
en cualquier estado tal que hega que se cumpla la relacidén enterior.

IX.2.2. Parm hellgr la probebhilidad de que S se encuentre an un ssta-
do particular do enorgia E , podocmos llegar a ella utilizando dos cemi
nos, uno descriptive y el otro tal gque nos asegure la paiticipacidn de
la matriz de demsidad. '

Pare c¢i primero, consideremos que S puede ser tal que tenga mucho: més
grados de libertad que ol ambiente externo Wi podrie ser un cistema ma
croscépico relativamente poqueilo como una botella de vino en una pisci
na o bien un sistema microscédpico distinguiblie como un dtomo en aligune
posicién de une rod cristalina, Imaginemos <+ sistemasmacroscépicos,
ceda uno con N y V tom-ados Junios, como lo muestra la figura Il
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Aislamiento Térmico

12 _ Sistema con N y V

oo o i &

Fig, I-h

lap peredeos scon conducicras del calor pero impermeables al peso de las
partficules., Como el sistema S forma parte del encemble microcandnico
U, cada posible estado cudntico de é1 ees igualmente probable. Los po-
sibles estades do un gistema con N y V en orden incrementeél son los ei
genvalores El' E.s 0200 E,o Si existe degoneracién, los E ta tienen ol
mismo valor, y-l%s valorids de energia ocurren () veces aéc@sivas°

Cada E, 65 una funcién de Ny V. Si V cambia muy despacio, cada E, cam
bia endforma continua, pero como el n¥mero de particulas solo puedg cax
bier discontinuamente ~una a la vez por lo menos- enionces los niveles
de enorgie deben cambiar discontinuemente si N cambila.

Como cada sistema tiene el mismo N ¥y V;, todos los sistemas tienen el =
mismo conjunto de estados de energia dados por E,, EQ, o0e E,y ssa Sue
pongemos que observamog simuliénoamente los oataéoa de esnergia de cada
pistema y que contemos sl ndmero de sistemas hslledos en cada uno de =
los estados. Saa m, el nimero de sistemas hallados em estado El’ soag
n, en sstado E,; ..o etc. E1l conjunto de nimeros - n., N,y eceo N, noo
se ileams una "gistribucién" y existen muchas posibles distribucionés -
pare un mismo esistema, pero todas doben cumplisxs?
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an = A (1-18)
bX n, By =E (z-19)

Hagemos un sjemplo: supongamoe que oxisten cuatro sistemes A, B, C, D
{ ®t = #) ¥y que los posibles esiados de energia de cade sisiema son Eqs
Esp E3" Un ponible estado para el onsomble o8

c D
2 %q Ep Ey

9t

A
E
y de acuerdo a (I-19):

E, + 2B, + Bg = Bg (conocido)

=
o sca que n, = 13 n, = 2; n3 =1, Tres do loz 12 poeiblese estados son
A B Cc D
E2 E2 E3 El
Ez E3 E2 El
E i E E

3 2 2 1

pero existen cuatro conjuntos de este tipo que corresponden a los cua=
tro diferentes lugeres que puede ocupar E.,. En general; el numero

L£15(n) de estados del ensemble consictentes con una distribuciénin Ngeee }
lo hellemos por medio de la férmula combinatoria (ver epéndico &S
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QS(n) = (n_

'Y ! 4
i + nz < uoo)!t “ - ¥ . (I"zo)

-
-
-

S ssé Trd nd i

I'n

I 2

1

donde T significa producto, Como nos interesa hallar lc probabilidad
ce obepervar un estrdo cudnitico dado ¥ en un sistema del oensomble caqg
nico, o bien la fraccién de sitemas en g{ ensemble que_ostén en tal eg

tadoj para una distribucién particular ‘Nog N, s oceo } la probabilil=
dad es 1 2 2

P = n

J d . (T-21)

pexo como ecxisten mézhas distribuciones, necesitamos un prcmedio sobre
todo el onsomblo, basades on darle igual peso estadfsiico a cada esta-
do del mismo. Supongamos en el ejemplo anterior que existen dos die-
tribucionos asi:

n1=l[n2=2;n3=1.°. _n_t= “o' = L g = 12
Ly 21
& n; = 1 n, = (o} n3 = 25 i) ¢ = T = 31 = 6
. : 03
ﬂj ﬂa

{’a probabilidad de observar E3 es en le primere dietribucidn

y on le sogunde
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P 2 = 1
J h 2

y el promedio sobre todos los valores

e
By

TIX12 + 2 X6 = I & 12 = -B4
12 + 6 18 18

<n37=

(W}

I
]

<n
P =P (E = .____2_7___ = 14/3 1
«“ h 3
y por consiguiente, la probabilidad pare la observacidén de un estado
cudntico E‘:| en un sisteme cualquiera del ensemble candénico es:
. Lo _ 1 E‘C)‘S(ﬁ') 113- (m) (1-22)

“ o

Z gy

Como debemos tomar Y\ =<co, la distribucidén més probable y las que di
fieren sélo despreclablemente de ella, son las que dominen completamen
te el cémputo del promedio de la relacién (I-22). Por distribucién -
méds probable n¥ tomaremos aquellis a la cuel los £.s(n) mée grandes -
pertenecen. En ol limite “lL - c0 1lo0s otros pesos £x S(n) son despre
ciebles comparados con -£*S{n). Con = grande pero finito, se encuen
tra une delgada distribucién Gaussiene centrade alrededor do n = n¥*,
pero en el 1fmite -Hiwc esta distribucibén es la funcidén delta ( & ) de
Dirac. (En el limite termodindmico los promedios de ensemble dependen
solamente de la razdén nj/-n aunque ceada uno de estos valores —— .in

dependientemente a &

Por lo tanto (I-22) le podemos escribir sin pérdide de generalided co-
mo
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Byts o LA I L g(n*) n * - Bg*
n s _n_t(ne;)

(1=23)

Ahora nos intercsa beliar cual de todos loe conjunitos de n,' gus sa=~
tisfacon (I-18) y (I-19) nos dan le mayor L1 _. Para 0118 ® penssmos
gudo 21 lm x se incrementa monoténicemente con %, ia dlstribucidn que
da el mavor L. . es tambidn la que da ol mayor in L. _ y entoaies do
(I~20) y utilizéndo la aproximacién de Stirling (Apéngice E.1):

in !]_t(n) = (‘:" ni) in (z‘“ni) - E.‘ni 1n n, (x-24)

dondo los Indices corridos se han cembiado de J a i, Cowo estamos ine-
toroeados on el 1fmite i , esto es n, — °® , gata aproximacidn es e~
zacta y comc queremos hallar el méxzimd velor de 1m ‘O‘t (n), lo encontra
mos aplicando

? [111 £ (n) -oez;_:ni-pgn 'rl:

+B ] =0 (=25
37\3’ =1,

2; 200

QM

donde o{ y f son iddeterminados (véase apéndice D), Efectuando ia dg
rivacidn percial hallamos

In ( £ n,) - In ;% = c{ =~ E, =0
T 4 f J
J =1, 29 won
n ng¥ = X/ﬂt:(%ﬂiﬂ)'—éz; ’3Ea‘
’pEé ; J =1, 2, «os (1-26)

'

¥ - of
o sea Nn:' = ne €
y i sustituimos (I-26) en (I-18) y (I-19):
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Dok 1L W T
i d
e ME 7 o~ P g 0 S % ¢FEy (2=27)
] |
o (1-19)! t
E‘;‘nd* Ed =Et
Rie E E
- - el Y
§ = “ s -—-:.F-r
g:'ﬂ(_a"d‘:- PEVE
n(T e PE)am BB 5, =icer
4 7 2: '1555
e Ez
(Ey= _J 4 (z-28)
si0 ° £ Ey
J

¥ como fuo citado on el apéndice A, pegin ecuacidn (A-2)

{E» z%:pj B

Yy segin se heliéd
° < % p e F;EJ

por 1o que rocurrigndo a (I-23)
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* '3
Ple My gl hgge®™ e By e PRy (z-23)
Tl T -E o~ [ Dj
dondo o ﬁ bj oz ol fector do Bolizman,’y
"d -
o = z®™Le P EJ (1-30)

[

. Lu
es la funcidn do particidén o disiribucién cendnica (Zedmgsiandsunms)

La otra forma de lliegar e
S en un eccitado m do eacrgi

i2 E

iz obtoncidn do la probabilidad do hallier a
(I-29) ¥ & la funcién de pariicidénm o -

distribuciéa canénica (I-30) ©s partir de las sigulentes cocmaideracio

nes:
pociciones cigulentes:

4

oo

como lo muectra la figura I=5, E puedes ocuper cualguilera de iae

FERaa FL"'AE
____Jii____ Ea

-
=t el

PoaioiGn del sstado B de cnergia
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nteacos, 1o probabilided do halier un esiado m es

. No, de configuraciones de U en las gue S esté on estedo m
No., toial de exsimiias del umiverso

-
]

o= O wlBy ~By1 AE)
oylBye  AE)

Como hemoe hecho la hipdiesis

ES(( Eiy

loo estados, o0 6l logar{itmo de los estados, tlomon desarrollo en gerie
de potencias con centro L, ecuacidn (E=7) ¥ los términos no linecales
por la hipdtesis pefizaladn pucden desprescierses entonces

AN, (Eu'ﬁ“:ﬂ

in QW'(:Eu'é Ea'; BE) lh.s."i.?f‘(tf,; aE) =
T Ofw J
Ew: Eu
y liemando ﬁz a
p- Qin OECE,LE)
o Ew Ew i‘ €y =

4 - £

-O-w(Eu.'- B i AE)S{B‘.C;.#( EU)AE) e’ B By (I-ﬁi)

y como L1, es una constante independiente de m, la probabilidad .' P
os pruporclonal e eﬁE"‘; gi tomamos como constente de proporciomali:

ded gZ~! , podemos escribirs
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(T-32)

¥ por la condicidém de noxmalizacidn para la probabiliidad (apéndice G)

Eszi

1z ™ & }?’Em =4 S Z2 = T w ﬁ“Em (1-30)
™

-
e

A epto podemos agrecgar aqui quo ai uno de los ssiadocs se emcusnira e,
i1

vecos dagenesado,

Z =

obteniendo enionces

g e F’Em (z-33)

m

suma pobre todos los niveles de onergis, Do

ia
coneiguiente, segin (I-32), la probabilided buscada es

P s

e PE,

m

o~ P =y (1-29)

m

En términos de laws funciones propias del Memiltoniano

Aa
i
Cd

o rg= PE, Ko (z-30)

o0 sca que la probabilided de hailar ai sistema S en algin estecdo m es
dedo por los elementos diageonales de la matriz do damsidad. A los va
lores antieriores estd relacionado el Eraket

¢ [T =)

7
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que nos lleva wl operador

A
A
B H

5‘3(3 g e

pero le funcidn de particidén ec la suma de los elementos diagomales

.’T
z To e-ﬁh

A

v por comsiguiente ia obsorvadble (acuncién s- 3%, Apédndice Fnj} es!

- I~ —f}?
b e

As
B e CEY =T D 9(‘).-.2 Tr (z-35)
que en el caso clédsico queda reducildo a
z = a0 (W5) jda p orefl 2] (1-36)
F(c)(q, p) = 52 1)~V g~Ve" B #(a, p) (z=37)

gpeglin ecuacidén(F-6), apéndice F=1

IX.2.3, Hasta ahora _hemos establecido deos principilos fundamentales:
uno, gque para sistemes roalee el potencilal de interaccidn oe dospre-
ciablo y dos; que la prebabilided de encontrar a un sistema en un &g
tado ospeciml de energia esté caraclerizado por su respoctiva funcidn
de distribucién Z. Nuestro interds ahcora se centra en la bilsquada de
iae propicdades microscépicae del sistema y la teymodindmica del siste
ma que perd descrita por las variables y los potenciales termodindmie
cos que doscriben les propiedades macroascépicas,
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Supongamoee pera e3ilo que existen dos subsistemas S, ¥y 52 en contacto
tdrmico tzlies quo son le suficicntemente grandes como para que el ela
cance do las fuerzes intermolecularees soa dosprecieble, La probebili
dad de que sucedan dos eventos mutuamenie independientes (probabilidad
compuesta) ee igual al producto de les probebilidades recpectivasy (e
cuacionee {F=8) y (F-S), apéndice F) entonces, le probabiiided p__ de
enconirar al subasistema S, en el estado "n” con energfaz E_ y al aiubsig

teoma 82 en estado "m" con“emergia Em es, de acuerdo coa (3-29):

- N1 -
an:pnpm= 1 e PIED -——J'——eflm

% Zy

Si S, & S2 estén en equilibrio térmico,; le energfia de ambos subsictemas
Juzt%s es igual a la suma de ellas, ¢ soa

En + Em = Enm

puosto que 1la energfa interma es uaa propiedad extensivaj por lc tanto
-REn -ﬁzEm - (En-l' Em)
: \L'e pl e (‘.e' = 1 & e p
Z1 22- z
pero, para gue la igualdad anterior se cumpla, necesariamente

'81 = Pz = P (1-38)

y ademéds

z2, Z, =12 > Log Z; + Log Z, = Log Z (x=39)
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Do las relacicnes anteriorcs extracmos les importantes conclusiomes:

a.) Las distribuciones canénicas que representan sisitomas en equilil-
brio térmico deben tener el mismo pardmetro P H

b.) Segiin el axioma O de la termodindémica (apéndice B), dos sistemas
en equilibrio térmico deben tener lea misma temperatura, por lo tan
tp ei pardmetro ‘5 debe ser necesariemente una funcidén de la misma

c.) Como el logaritmo de Z es aditivo, la funcién de particién Z es u-
na funcidn extensiva de los sistemas en contacto térmicog

d.) Supongamos que existe una funcién F tal que
F s F(T, V,N)

¥y que
Zae- PF

1o que implica que

z = z(T, Vv, N)

entonces

‘3 F = « log Z

2 3f _agOP
T e g En ePEn

= (pF) woo & JogpBmw © {log 3 e-PE“ }
n

S’ﬁsn T e Piw
Pero,segin la definicién de promedio para variables ‘discretas, y le e-

nergia interna lo es, esta expresién es la energfa interna promedio, -
' BIBLIODTECA

DE LA
ONVERSIDAD BEL VALLE DE GUATEMALA
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esto es, el valor de equilibrio de la energfia interne, y por consiguilen
to podemorc cscribir:

o

op
por otra parte, do le Terncdindmice podomoes obtoner, derivandc parciale
mente wespecto de 1/T

(P Plyy acey (z-L0)

©  (r/r) = (T-51)

Como (I=40) y (I=l1l) con oxpresiones para la misma variabls, osioc os,
ia energiza interna, notamos que p debe ser directemente proporcilieonal

a 1/T. Si llemamos k=l a la constante de proporcionaiidad podemos es
cribir

p = (k 'r)"1 (T=42)

6.) Dol pdrrafo anterior conclufmos que F_ep la onorgis libre y como

e log Z = =kT log 2 (z-43)

€ soa, en dliima instancia que la funcldéa de partioi(u; (x=30) ee

i
z,e-uTF nepr

(T-44)

En cuento a la constante de proporcionalidad k de la ecuacién (I=42)
al eplicar el ensemble canénico a un gas idorl obtenemos que lss va-
riables esién relacionadas por
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PValNKT

Pero por condiciones experimentales sebemos que

PV = 2,ART °, k=a0w R vasto que NrT=ny RT
% ) P

y si tomamos

N, = 1; (NOo do moléculas /meol )
k = R__ =8.31k x 107 erg/ ¢X mol (constente de Dumes)
N, 0023 X 10<2 moiec/mol (N6, de Avogrado)

X = 1,380 ¥ 10’16

erg/eK

que 63 c¢l valor experimental conr cuatro cifras significativas para la
constante de Boltzmann y gue es la constante de proporcicnalidad gque
relaciona al parémetro & con le temperatura.

Hebiondo encomntrado la relacién entre la energia libreo y la energie in
terna para el sistema, es posible determiner loz otros povenciales uti
1dzande lag rolacionos tormodindmicar que aparecon on el apdndics cee
rrespondients.
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II.3. Ensemble gren cendnico

II.301l. Consideromos ahora el caso de un sistema isoidxr
mico abilerto, para 1o cuel podemos penser en un sistema
S Qo volumen fijc V que sstd en contacto com un gran ba
fio o depébsito (sistoma §), con el cual puede intercame

bier perticules y cnorgfa. Por consiguientec no podenos
fijar ie energia E ni el mimoro de particulas H del sig
tema S, sino que tnicamente conocemcsz la energis total

E_ 5y ol afmero total de particulas dol sictema combina-
a So = 8§ + S-, cato ob

O]

* En = Eo {cte)

(1-45)
N + N =N (cte)

Como ya 10 hicimocs antes, nuestroc interds se centra en
ie bidequeda des

1.) La probabilided P,y de hallar al sistema S en algin
estado particular "m" que coatenga "RT particulas y
que possa una energia E."z > 4

2.) La relacién entre 1la funcién de distribucidén cerac-
teristice del sistema y la termodinémica del mismo.
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Si designamos por L5, al nimero de estados accesibles
del sistema S; y por .S, al nimero do estados accosi-
bles al universo So)la probabilidad buscada es

/ :

g . *-Sm (B = Em, No = Np3 &F)
mN T 8o (Bo» Noj OF)

51 asumimos que S, es muy pequefio comparado con Sp, ©
sea gue

En< B, & Np« o

podemos desarrolliar en serie de Taylor el logaritmo del
. numerador obteniéndo:

in A-8, (B, = Ey, Ny = N3 AE)= In S, (B, N,)

(2-15)
-( -aln-asm>Em-( aln Asm)Nm oo
aEm Em:so BNm Ewmz Eo
Nm = No Nwm.= Ho
Como lee dorivadas estdn calculadas para E,=E, ¥N = No.
son constantes que caracterizan al sistema Sm. Tales
derivadas las designaremos por
31n -(].Sm r wik . aln Q0O.s
3% = m o)o(_ £ m (1-47)
m Nm = N 9 Ny Y= N
o o
Em=Ee
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por lo tanto, (I-4%) podomos escribirla comos
inas (B, -E,N «Nj3 AB) £ 1 s (B, N) - fE - <N
. — - E - N
e (Eo - By W = Nm; &) =='nsm (Eo’ No)e P - < 'm

P... e-F’Em-c(Hm

mN
- -1 - F «oA N
pmn o, == E e P m m
i3 (z-48)
donde [/ es una constante de proporcionalidad, [3 es
el pardmetro de temperatura que ya fue encontrado (iguei
1/xT) y e le expresién:
M= kTl = - b = 1 (.a.ln.ﬁ.sm ) (z-%9)
| p P o,
le llamaremos potencial guimico del depés-ito de energia
Tambidén es urual definir el potencial gquimico como
b= (=3%) |
- J/’E, V, N (1-49e)
e
o= SF )
o & N7/T,V (1-49v)

en todo caso Y estd midiendo el cambio en el nimero de
estedos occesibles da energia con respecto al numero de

particulas del sistema.
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Utiiizando condicionos de normalizacidn podeomos sumar
{Z-48) sobre ol nldmerc de particulas y sobre todos los
ostades de enorgila para obtensr

E: §i Paun = :E:-l§;

= W=0

=M

(1-50)

.o ,._,(-rv ) Z -ﬂEm-'-M‘N«-: Z é(Em—FN"‘)/RT

o, 4
que o8 lm funcidn ggan cendénica ’ funcién de Egran par
tieién, o suma gren cendnica.

Entonces, la prcbabilided de hallar al sictema S en al
gén estado perticular de energie m con energia E y con
N, particulas es

o “Ep (¥ v) /T JH /T

pﬂN (Ns Ve T:/* )=
E: e Em GN”(/RT
(z-51)

Si heblemos en términcs de le matriz de densided, le pro
babilided es dada por los elementoe diagonales do la mis
me, quedando sustituida la energia E_y el nimero de par
ticulas por los operadores ilamiltonianos y ndmero de
particulas N respectiivamente (ver apondic, F) Por 1io
tanto :

-1
@ == em(-p 1, + B K (1-52)
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Asimismo, la funcién de gran partfcién es la traza de la
matriz, o sea

‘==t e Pl +ppp (1-53)

Lot
siendo las funciones respectivas en el espacio fésico:

Py (0 p) =8 "V (wy) "1 2 -1 om Py (@ p) +ppN
| 2% (Z=54)
E: = E h .SN(NS) o F}‘N f dq dp ® - ﬁ’ NH (q' p)
N : -

(Z=55)

Habiendo establecido la probabilidad, buscamos ahora la
relecidn entre el ensembie gran canénico y la termcdidé
mica, para lo cual tcmamos c:mo base el gran potencial
termodinédmico,

IX.3.2. E1 gran poteucial termodindémico quedSé definido
oen el apéndice C como

J = UeTS8 - }.‘N
que en términos de le energia libre es
g B P }( N

io cual nos lleva a
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=

(5.]’) R

\ 2

\H v
Por otro lado, sl derivamos con raspecto a /—g la expresién P"1 in E
obtenemos

o

>
%
&

E) =1/ ﬁ-m{g,: ST A

""l’ —a—’:-"-- E:’. + b
-‘/Paﬁ"‘a—ﬁt'; mi P"

=-1/p S"r':_oj BN = N

donde N es el mimero observable de partfculas{N ». Por comsiguiente
el gran potencial termodindmico J lo identificamos con

I= P“ ImE = X g (1-56)

que es la relacién buscada entre el encemble gran cenénico y le termo-
dinédmica.

La relacién (C=1i6) nos proporciona las variebles termodindmicas S, P y
(N} en funcién del granipotenciali o sea, s8i

aJ = =S4T - P av -<NPdu

'g'%‘)v.ﬁ — (1-57)
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o b

SJ ) — (1~-58)
oV Te‘l—i

oJ

Qp ) Te V= -(NY (1-59)
Pera definir las cantidades mecédnicas haciendo uso del emsemble gran

candnico, podemos proceder segin las reglas de promedios que eparecen
en el apéndice A, abteniendo para la energia y el nimero de particulas

BagEy(=5Y) =F By, (5, V) "L R £ Lo P BN
mie
(1-60)
(Wy=<NY (= Y=L pmis N=e T (13> ¥ "¢ inmend Lol T Y
Y por dltimo, si =e tr;:: de la me*cla de "C" especies do particulas

caracterizadas cada unq por su respectivo potencial quimiceo, ia suma
gran candnica (segﬁn Fisher, Jjunio 1972) es dada por

E; (T, v, F.,.,o,;&g) { § f dp ¢q .h ‘25'&" [7" (ne ‘_)]

=0 Hzzo Ne=O Szt

exp{g, =Hy o000y (a.p) Z}“Nf } (1=62)
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IIT. FLUCTUACIONES

En el capftulc amferior cousirulmos tres ensembles gque corresponden in
dividualmenito a condicionees termodinédmicas diferentes y que seon partie
cularmente dtiles pera resolver diferontes problemas de le Mecénica Es
tadistica,

Ahora bilen, ghaesta gué punto es més apropiado utiiizar un ensemble an-
tes que otro?; ;qué criterioc debemos segulr para utilizar daste u otro
ensemble?; soxiste alguna forma de medir en el espacio ffsico del labo
ratorio veriesbles microscépicas tomando como base observables macroscz
picas?,

Estas y otras preguntas més podemos contestarlas conocilendo las fluc-
tuacionee o verieciones de las veriables mecénicas, energia y ndmero -
de perticllas deniro de los ensembles. Esto lo hacemos a continuacidn,
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IIT.1, Fluctusciln rolativa.

Consideremos una cantidad b reolaciocnada con un cuerpo macroscépico o
con parte de 81. En el itranacurso del tiempo esta cantidad varfa -
fluctunandoe alrededor de su valor medlo {b) . Tal fluctuecidéz pode-
mos mediyla haciendo uso de alguna medida de dispersidn estadistica.

La disviecidén media Ab = b « {b) no noz os muy Gtil porgue pudleres

gor que las diferoncias tomada= on promedic dileran coro aungue las -
desviaciones particuleree respecto del promedic fueran muy grandes.

Esto debido al signo de la desviacidén.

En cambilo ia desviacién (&b)2 es silempre gositiva, por lec que su va
lor medio tiende a cero solamente sl ( Ab)< tiende a cero: ssto es,
su valor medio tiende a cero unicamente cuando la probabillidad de deg
viaciones considerebles de b respecto de {b) es pequeiia,

La cantidad (b-'b)2 se llame rafz modia cuadrdtica de fluctuacidn
de la cantidad b,

Si desarrollamos el promedio {( b‘o)z) notamos que

L &L)") = ib” =2 EBYy +B° Im ) =2 EBYGY + (HY©

A R TR 4" Lt TIPE ¢ T RE N ¢ K3 PR G B (ITT-1)
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¥ por comsiguiente, la desviacién media cuadrédtica osté determinada
per ia diferencia entre la media cuadrédtica de la cantidad y el cuadrsado
de su media.

En 61 desarrolio de (III»i) tomamos en cuenta las propiedades del prome-
dio eritmético desarrolladas en el apéndice 4.

§é llama fluctuacidn relativa de la cantidad b a la expresiém.

V(au)® _ Yy - ¢p>2
{Db3 I

{b?> (zxI-2)

Supongamos %hora que la caatidad b es adltiva e imaginemos a un cuerpo da
do dividido en un gran nimero de particulas aproximadamente iguales, En-
¢onces ‘

=
b = Zbi
A=1 .

donde b, ostd relacionada com cada parifcula., De consiguiente tembién

N
<pY =} (o)
A
o sea gue el promedio es directamente proporciomal al nimero de particulas,

Determinemos la fluctuacién usando la rafz cuadrdtice media
2 7 2
$Cap)=71{{as,)%)
p

pero,dibido a la indepndencia estddistice de las Wiferentes parée: del =
cuerpo, (véese apéndice F, 1) y a las caracteristicas de la desviacién me
dias -
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{Ab,. Ab >=(ab 248D > = 0 (i # k)

Entonces

: M
(av)®=T ((av)%>
iel

o sea gque{( A_‘b)z)también aumenta proporcionalmente & N, y por lo tanto,
la fluctuacidén relative es

i
\](Ab)fm A {E55.3)

{b> N NE

o sea que cuendo comnsideramos un cuerpohomnegéneo dividido .en partes, la
filuctuacién rolativae do una cantidad aditiva :: ---(extensiva) disminuys
on forma invorcamante prepercicnal o la rain cuadrada dol numare da E
cuies del cuerpo. Por comsigulente como el ntmeryg de particulams conside-
rades en Mecénice Eastadisitice es por io menos 10 5 (1as contonidas en 1
mol). ia cantidad extensiva D debe ser tomada como, précticamenie, couns-
tante ¢ igual & su valor medic. ( tras consideraciones respecic a promg
dios las hacemos en el apéndice F.)

ITXT.2. Fluctunciones en el ensemble cendndno. Eguivalencia entre el on-
semble candtnico v ei microcandémico.

Comec estéd desarroliado on el apéndice F.l1l, ol estado del sistema podemos
deceribirlio per una funcién de distribuciba, {ecumcién {(F<6)). En el caso?
canénico, ia funcién es, como ya habiamos sefiaiados

2(e) o p =S¥ oy =1 z=1 -PE(as p)
donde le funcién canénice como sabamosz eo
Z = e‘P_F
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La normalizacidén de la funcién de distribucidn f(c) al tomer en cusnta to
do el espacio de fame da

n®N (n3)~? qu e P¥ = BFlegb up

derivando =2mboe miembros respecio de que ¢s independientelde dg y dp:¢

nS (w3)”? qu ap e PF = pHla, P) [PF - BE (q.p)] =0
= (51)? qu is & pET= p H(a, p)[—( F;F) - H(a,n)]= )

(IxI=k)
= S( B r = H(a p) ._ (11I=5)
perc, por la c’.ﬁ“inicivSn de cnergia interna (I-ho) 2

S(BAF) =%

por io que E(q. p) ee ia energia interna del sistema.

\ .
Derivendo nueovamente (IIIT4) respecto de : RN

o gy~ qu ép {e “F’Ad(P*'ﬁE)}=°

=N (5" j : { (;:_,F- H)—- pE= PpH

PFF’PB(PrpH\} " =0
-SN(N!Zﬂ{? dp{ |2"( pF-pH)ePF'P'H LpF-pR
vo PT-PEZ(pr-pm} -

SN (w)” 1jdq dp { pr Pﬂ[ap(ﬁl"' pn)] P pF)]-o
n=SN (yn3)=? /(dq { PF'P“[a (PI‘)-H] (,’51-‘)}-0'
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que-utilizendo (IXII.5) podemos escribirln, transponiendo un térmimo

hiial (Nz)"qu dp oo fSF i PH (7 - E)2 =
= = 1™ (n3)"! qu apio »PEE ‘Ms%(FF)

pero el primer miembro norresponde al concepito de promedio o valor de
expectacifén y ean sl segundo miembro, como ﬁ no depende de @ y p y esta=-

mos tomando todo ol espacio de fase: 4
2 % ~S -
{( B - E) )=-éq,(lSF)h . N:)’qudp

{( 1 -£)? )--—- <—-,e ) =-2E

Se (1 -E£)® —--§-- 3 ® (111.6)
Per otra parte, utilizando (ITT.1):
(H-E)?) « <B)2 .5
obtenemos .
Y e e e (1I1.7)

off
que es la desviacién cuddrica media de la energfa respecto de su prome=
dio.

En el epéndice B-7, definimos termodindmicamente hablando, al calor espg
cifico . wolumen constante como

oE
entonces
SE 3 E=__'§_E= 2(§E)=-k'rc o,
) - o7 = 3
BP a(h‘r) 2 = IZ&

<H } =F k¥ ©C, , (111.8)
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v por lo tento, lia desviecidn media cuandrdtica de la energfe interna res-
precto del promedio en un sisgtema, podemos medirla fécilmente en el labo-
ratorio conociendo el caloxr especifico de la sustancia y su temperatura,

La relacidn (III°8) da respuesta entonces a otra de las interrogantes plan
teedas.

Por otra parte, como ya sabemos que la fluctuacién de una cantidad fisica
aditiva respecto de su promedio es inversamente proporcional a la rafz cuzs
dracda del ndmerc de pariticulas, tonemcs en este caso que

1 Zuy = '»2* )-7‘7 N 142
<E) w %

or lo tanto, la probabilidad de hallar a un sistema del ensemble cand=-

nico de manera que su energza difiera significativamente de (Etses casi

nula, o en otras pelabras: el ensemble canénico es equivalente al microce
nénico.

III.3, Fluctuaciones en el ensemble gran canénico. Equivalencia entre el
ensemble gran cendénico y el micromanénico.

En el tema anterior demostramos cémo la fluctuacidén en energie en el ensem
ble candénico exra ten pequefia que prédcticamente equivelie a tomar como comns
tante a2 la energia, y por lo tanto, no se establacia una gran diferencia

en cuanto a asumir a los estados como pertenecientes al ensemble microcang
nico.

Ahora, de manera similar, demostraremos cémo las fluctuaciones en la otra

varieble mecénice fundamental como lo es el nimero de particulas y al cone-
siderar al ensemble gran .candmnico, son de indole tal que précticamente &s
te equivale & un ensemble cerrado como el microwandnico o el canénico.

También estableceremos relaciones entre las variables microscépicas y las
macroscépicas.
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Para hacerlo, salimos de la funcién de distribucién para el ensemble

gran canénico, tomando en cuenta la condicién de normalizacién; esto
es:

K=o N=go
Derivando rospocto deo H obtenemos:

e {):h'SN (w1)"! (m, dp om PH* UM} =0
Eh‘SN (m)""" dq c1pa -Ppr+PpN =0
Zh"SN (n1)=1 ! [d g PB+PP“.B_( - pPHy +pRN) = 0 (111.9)
Re” —_;:( PHy+ pHN)-—(-PHN ) + pnao
e (HN = N=<(N)
v como eegﬁn (1-59)
3!‘ = (N>

el otenciai termodinémico corresponde al Hamiltoniano del sistema en
el ensemble gran canzn;co,

i dq ap £(® (q, p) = f,‘ n~SN ()t S-'f&?Jre'PH‘“ +PMY _

(111.10)

Si volvemos a derivar respecto de H la expresién (III.9) obtenemos:
ey gl (N')q“" {dq ap2e- PHu +pH¥}= O
o {% -SN (m)-n_.-dj i dp}'_‘ PH +Prm a (= PH,.+ PHN)
por conaiguiente
.33'.‘(- PHy +pPpN) o PHu+pUN .§.( PHy+ PHN) +
e” Pﬂu'fPl‘N.@_( P HN +PPN) = o

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

IR o T e (pn) = o
.2 oa gl g e o B ra
( aypHuN) 2"'§‘~3"’°°°p( 55 P N)—paP:Hu,
oo P (= (Ny+1N) =:§Fi J
2 - S % ’
N =« {N»>“ = {5 ( Spt )v,-r ‘(111.12)
pero segin (I-59) y (ITI.11)
2 _ d¢u>
{N NP> = xT (al* e (II1.13)

El dltimo término, con el auxilio de la regla de la cadene podemos es
cribirlz como

<a<_~>) = (3w 2P )

M Jur ( oy )v,'r ( o v, T

pero si tomamos el potencial termodindmico, ecuacidén (C-16)
szSdT-l-Pdv-l-(N)dr‘

y derivamos

Wy (i . e fuaE
F (av )1-,,4 o =10 )v,r

y con la ayuda de la desigualdad de Schwarz

2P ) ___‘(3<~>)
2 oV
por lo que H H¥ ° T)F

(Bgu))v N (auz) ( a<r=>)
ap T a°P & Y N (TII.14)

Como {N» y V son extensivas y T, H intensive$§ el nimero observable de
particulas podemos expresarl: como el producto del volumen por alguna
funcién desconocida de T yr4. esto es:
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(N> =V \?(TIH)

entonces

3(N> SO(T' . ) = (¥
Yy poxr comnsiguiente

_jﬁ) LH (a\’w;f) o <N>( >
_ v ap vy vV vt (T1I.15)

Por oitra parte; si ccnsideramos al nimero de particulas como funciém
de las variables V, P y T, tenemos

<N> =V G(Pn T)
donde g(P,T) es una funcidén desconocida

n.o <%> = g(P. T)

{ll> es idependiente de {(NY» , por lo que pusde cambiarse V por N sin

que cambie la relacidn, o Bsea:

(a <> ) (_a_ {ud = (N)( L)
sp Y v,T ep v Vv
por lo tanto (III'.J.S) es igual ag <“>'T /<N?’T

) - (3 ), 2o
( VT ) Fs ¥ v ¢ )‘(W)
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0o sea

Yy por

pero,

es la

-

—— /E<té>) - ey [ v
v, - \

N o

=] \'2
consiguients <wxT
(NZ) - (N) = « kT ((N.)) ( )(..7 (III-16)
' T

segin (B-33) del apéndice B, la expreaién

(3

<u>,1'
compresidén isotérmicaj y entonces
2 2 2
{N ? -<N) = = k T? KT (III"17)

o sea que la fluctuacién en el nimero de particulas estd determinada

por la densided de la sustancia, la temperatura y la compresién iso-

térmica (a temperatura constente ue son pardmetros medibles en el
laboratorio.

Otra consecuencila de particular importancia que se saca de (III?17) es
que como la fluctuacién es positiva, el pardmetro de compresidén isoter
mica debe ser necesariamente megativo o cero, FEsto es:

Rooif 0 (1II-18)
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‘Entonces, henos probado gue las fluctuaciones en energia y en mimero
de particulas son despreciables (excepto en la regién critica como sge
vord més adelante) y por consiguiente podemos utilizar en razdén a su
me jor disposicidén matemética, el ensemble que mejor se acomode al pro
blema estudiedo, come 1o heremos en el capitulo de las apliceciones.

IIT.4 Lae Fluctuaciones y ia distribucidén de probabilidad Gaussiena.

Albert Einstein (1910) encontré que la probabilidad de que une cagt%;
dad x ecté en el intervalo entre x y x + dx, es proporcional a e
donde S(x) es la entropia escogida formalmente como una funcién del -
velor exacto de x. O sea que la probabllidad es:

p(x) = cte. eS(x) (111.19)
Estos argumentos indican que x se comporta en forma cldsica, De la
Mecdnica Cudntica, sabemos que la relacién AE.Ax ¥ H % existe entre
las incertidumbres cudnticas de la energia y alguna cantidad x, con
x como la razdn clésica de cambio de x.

Sea § el tiempo gue expresa la razén de cambio de la cantidad x y que
no tiene un valor de aquilibrio, por lo que

S wn

x5 % & AE.ax:m b x
G

Entonces puede decirse que x tieme un valor definido solo si su incer
tidumbre cudntica es pequefia, esto esstAxLL %X, por lo que

N
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Entonces, la incerticdumbre cuédntica de la energia debe ser grande en

comparacidén con _;/5 o« La entropfa del sisteme deberé tener pon» consi-
guiente la incer-—-tidumbre.

asy _h_

o7

Si la férmula (IIX.19) est4 comstrufda apropiadamente,es necesario pa

ra que la incertidumbre de la entropia sea pequefia comparada con la u
nidad, que también se cumpla que

T % = 5»%

que son las condiciones requeridas., Cuando la temperatura es muy ba-
ja, o cuando x veria muy rdpidamente (lo cual ocurre cuando § es muy
pequeﬂo), las fluctuaciones no pueden ser tratadas termodinémicamente,
volviéndose poz id:tantojiess fluctuaciones cudnticas puraa)de la mae-
yor importencia.

Por otra parte, si X B¢x3= 0, la entropia S tiene un mdximo, por lo que
ES/ 2x =0 & 6‘5/ ¥3x“ €0 para x = O, Asimismo, las fluctuaciones
de la cantidad x son pequefias, por lo que sl desarrollamos s(x) en PO
tencias de x reteniendo solo los términos arriba de los de segundo or

den, obtenemos

s(x) = 8(0) - 1/2etx?

donde ¢ es una constante positiva.. Sustituyendo en (III.19) obtenemos
1a distribucién de probabilidad en la forma

il
p(x) d= = A e “ dx

donde la contante de normalizacién 4, la hallamos por medio de

%

Bl e dx = 1

-
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déndonos la integracidn:

<
A = ,g_ﬂ..
2T

Y por consiguiente, la probabilidad de distribucién de los valores de le
fluctuacidn x, es

-t etxtdr
p(x) ax = \’.5—;— e © (II1-20)

Para evaluar ¢ encontreremos la fluctuacién cuadrdtica media (xz)in§e-
grando de =@ a o la funcidn de distribucién hallada, con el valoxr X,

segln la definicidn de valor promedio o velor de expectacién (apéndice
(Fel), o seas

2 ’ it 2 —Ed A
&
{x)= e J;ao = e dx

y von el auxilio de tables de integracidén (véase bibliocgraffa), se encuen
tra que

2>___1_.'a<=____'___.-
N e o JEE?

pulidndose entonces escribir (IIT-20) de la forma

E: Froys - l x—z
p(x) dx = —=~ oxp ( = —7 ) ax : (IxI-21)
Jznx' P A

que es bisicamente la funcidén de distribucidén Geussiana desarrollada
en ol apéndice G.2,5. siendo en esto caso x la diferencia entre dos va-
lorss dados, comoc se supuso al princigio del tema, Ademds notamos que
tal y como fue sefialado, (.1 menor {x%», corresponde al miximo de p(x)
y asimiemo &dste corresponde a x = 0. dieminuyendo rdpidamente cuando
¥ se incrementa a zu lado.
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ITI.5 Tas fluctuaciones v la distribucién de probabilidad de Poisson

Si tenemos pequefias fluctuaciones en el nimero de pdriiculas N, enton
ces la distribucién de probabilidad Gaussiana (G-18) en la forma
(TIT.21) es:

p(N) dN = —— expd - (N = <w)? Lan (III.22)
2N Cy

que es védlida sélo parae -pequefias fluctuacionee, o sea que la desvia-

cién N - {N) debe ser pequefia comparada con el nimeroc promedic de pax
ticulas {N.)

Consideremos que Vo vy Np sean ol volumen total del gas y el nidmero de
particulas respectivamente y V una parte.del volumen que sea pequefia
comparada con Vo . Como el gas se supone uniforme, la probabilidad =
de que una particula se encuentre en el volumen V es obviamente propor
cional a la razén V/ Vo, y la probabilidad de que N particulas astén
simultédneamente presentes:(v/vo)N ya que cumplen con el lema fundamen
tal del andélisis combinatorio (apéndice G). Similarmente, la probabi
lidaé de que una particula no esté en el volumen es{Vo<¥Y)/¥ v la corres
pondiente probabilidad para las Ng - N particulas restantes[(""-") o]“"?"”
La probabilidad es claramente binomial, por lo que podemos aplicar
(G-16), obteniendo:

N \No =N
Py = Hol (x) (1 5 _y_) (III.23)
N: (No = N) ! Yo Vo

En el caso baJjo consideracién, V<¢ Vo, ¥y el mimero N aunque difiere -
considerab. lemente de su valor medio (N ) se asume pequefio comparado
con el nimero total Ng de las particulas en el gas. Egto nos permite
poner
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Nel = (me-n)) No® 50

y despreciar N en el exponente No - N, obteniendo

Py = MC -.1“_>N°
- N¢ Ne

y, finalmente usando la férmuies (E-11), podemos reemplazer (1 - N )‘No

No
pare No grande. por 2~ N2 y obtenemos la distribucidénm de probabilidad
requerida ‘en la forma

Py LY " N2 (TIT.24)
N}
que - ‘€2 . . la distribucién de probabilidad de Poisson (apéndice G.2.4)

Usando esta distribucién podemos calcular la desviacién cuadrética media
en el nimero de particulas, para lo cual podemos usar umn concepto simi-
lar al de valor de expectacidén pera variables continuas, puesto que en =-

este caso el nimero de particulas es siempre una variable discreta. Tal
concepto podemos expreserlo asi:

2 - 2
{x75y= ‘Z. N py (1T1.25)
Hao
Tomando py como en (III.24), obtenemos:

- vl o L o L )
(3= oW Y N S 2 N2 L NI (uy
E ek L-' (n-2)t L (D!

—a? (M) - o

y, despejando
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(( AN2)= (N2> - (NP = (N> (I11.26)

que segin 1o sefialado en el tema III,1 referonte a la disviacién cua
drética, es la fluctuacibén cuadrdtica media en el ni¥mero de partfcu-
laso .

Por lo tanto, (III.26) sofiala claramente que la fluctuacidn cuadréti
ca media es igual al valor promedio de N para cualquier wvalor de N
y no solamente para valores grandes.
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IV, APLICACIONES

En los capftulos anteriores hemos establecido formmlmente las caracte-
risticas de algunos de los ensembles mfs dtiles en la Mecédnica Estadis
tica. Asfmismo, hemos analizado las fluctuaclones alrededor de valores
promedio, lo que simulténeamente nos ha permitido esiteblecer la relacién
estructural entre la Mocdnica Egtadistica y la Termodinémica,

Este capftulo lo ponemos como ejemplo de algunas aplicaciones de los on
sembles y de las fluctuaciones pesra recalcar sobre la importancia de =
estos conceptoe para la descripcién de algunos fendmenos fisicos.

IV,1, Aplicacién de Ensembles a gases cuénticos.

IVelale Gas de Bolitzmann

Un gas de Eoltzmann es un sistema formado por N particulas 1ldénticas e
independientes, esto es, sin interacciones.

La energfa de configuracidén del sistema es por lo tanto:
1}

E = g' é‘a:) (TVv-1)

Dondse Q(J)es la energfa del nivel ocupado por la partfcula "j",
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Tn primer Iluga», queremos calcular la suma de los esiados, pera lo cual,
como conocoimoe N fijo usaremos el ensemble candénico.

Una distribucién de particulas em los diferentes niveles €5 estd carac
terigada por el almero de ocupacidémn W, ¥ por lo consiguiente  une mismae
configuracidn puede realizarse de

Ni
nk: nd » voo

formas diferentos mediante combinaciones entre las diferentes particu-
las, (segin férmule (G-6)); pero, por el principio de no distinguibi-

lidad en Mecdnice Cudntica, todas estas configureciones son equilvalentes -

vy debemos contarlas como una sola, Por lo tanto, la suma canénica de

estados es, segin (I-30): ] €&
A oo R R e” TRT (TV-2)
Ll by T

En (IV-2) notamos que & bajes temperaturas, los términos dominentes de
1a suma vienen dedos por los niveles de muy bajas energias, pues para
energias mayores a kT, el factor exponencial es muy pequefio e a, o)
Esquemé&ticemente, las particulas estardn distribuidas asi:
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OO GG Niveles

> I de energia
e 00000

Fig, IV.1l Distribucién de per

ticulas en el gas de Boltzmann
a bajas temperaturas

Mientras qize a altas temperaturas, el mimero de niveles que contribuyen
significativamente & la suma de eatados e@s grande, y por comnsiguiente,

las N particulas tienden a distribuirse en todos ellos, siendo entonces
los nilmeros de ocupacién O y 1, o sea que ! = 1 para la mayoria de con
figuraciones, convirtiéndose entonces, la sum?a.)de los estados (IV-2) en

‘ ’ €

) s T Bl o Tea (1v-3)
PORPO) ™

que se llama aproximacién de Boltzmann y que es el limite de las distri
buciones Bose-Einsteln y TFermi-Dirac.
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Como les sumctorias ds (IV-B) son independicntes y como la expomencial
de une sumz e8 6l producto de les exponenciales, Z ee el producto de N
factores iguales, pudidéndose escribir entonces:

.. - ¢
z=(N)"" WU (L e "RT ) (zv-4)
{:! e@
pero como todeg las parti

iculas son idénticas los N factores del produc

to son igualee, por lo que &

z = ()" (; e AT )N (zv-5)

donde la sumatorie resulta sobre las energies de una sole perticulea.

Teniendo le suma candénica de los estados, podemos encontrar :ahora sin
mayor dificultad, la snergia libre del sistemaj para’lc cual la escri-
biremos usando (I=43)

F(T, V) ==kT 1n Z(T,V)
i €
= kT 1n(N!) + N In }, e "RT (Tv-6)
e
y, 8i usamos la férmula de Stirling (E-B) para N grande, en la forma

In N!* 2] N 1n =N
e

obtenemos
&
E(T, V) = = KIN 1n (—ﬁ- )3 e’ 'R'T») (Tv-7)
€
" 81 consideramos al gas como molecular, entonces la energia € estd for-
mada por la energia de ¥raslacidén §€{, del centro de masa y €4 que

es la energfa asociada a los grados internos de libertad, como la rota-
cién, la vibracién, la excitacidén electrénica, etc, etc. por lo que
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L

= tr + 6,
i

Comc los términce dependen de variebles distintas; los Hamiltonianoe co
rrespondientes actian en espacios diferentes y por lo tanto conmutan, -
es decir que podemos escribir

Z 5 Ztr Zi

¥, en susencia de campos externos:

2 2 2 2
€er = DX+ Py Py o T

2m 2m

estando el momentum cuantizado por ser un microsistema. Por comsiguien
te:

2
Px_-_h‘l-l"'nx' nx=0,$l. :2.3-.0.

donde L es la longitud de la arista del cubo que encierra el gas.

Para sistemas moleculares de dimensiones macroscépicas, la distancia en
tre dos velores permisibles consecutivos de la energia(dada por p2/2m
o3 despreciable comparada con la energia térmica kT, por lo que el mo=-
mentum podemos considerarlo como continuo. pudiéndo escribir:

w3 -
Ztr j dq/ e 2wmAkT

que nos lleva a

ztr
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donde motemos explifcitemente que Z__ a. V. Esto es consscuencia de que
ia energia de tiraslacilibén es indpendiente de G, y por lo tamto, la inte=
gracidén sobro ella nos da udnicamente V. (Al estar presontesc camposexter
noe, tel dependencie simpile ya no es posibla)

VTolviendo a la enorgia libro:

’ - e
P{Ty V) = = KTN 1in ( 3 B zi) a
= = kTN ln{gL 2 T_mkr Y7z, (Tv-9)
N T n?
cdonde .
Zy= 2: © Rt (Iv-10)

que al usario nos permite resolver el problema conociendo otras esitruc-
turas del siestema, como sus ceracteristicas atémicas, por ejemplo.

Como la suma interna deo estados no puede depender del volumen del siste
ma, puesto que por definicidn, les variables intermas caracterizan al
sistema para una posicidn dada del cenirc de masa, y por otra parte, los
niveles de energia no dependen de la megnitud del : sistema =n la forma

que dependen de la energia de itraslacida, podemos concluir que necesaria
mente:

Z, = £(T) (Tv-11)
Por comsiguiente, (IV-9) puede escribirse:
F(T, V) = =N {k’l‘ ln-:!l—+kT+%-kT in (”___i;._nk'l‘)+f('r)} (Tv-12)
: h
con £(T) = 1mn Zi(Tj
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Para perticulas sin estructura comc slecirones o moldculas momoatdmicas,

podemos desprecilar la ener

= 0.

gia do excitacidn electrénica, por lo que £(T)

En este caso; la energia iibre por particule es

F(r, v)_ _fur L 4+ kr + 367 1In
N v N &

Yo

1im % = cte
N— @

V-dico

(Iv-13)

==

como en el limite termodindmico:s

la energia libre por melécule estd perfectamente determinada en el T-lim

Con el auxilio de las ecuaciomes del apéndice B, podemos determinar o-

tras cantidades

termodindmicas, como por ejemplo:

Pm g: = FEE e PV =NkT (Tv=14)
S F =N{"ki'1n e gy 2 yabk dn (2 > ) + f'(T)}
= -(ﬁ N % 2 h
(Ty=15)
3
E=F+TS=-E-NkT-N{f(T)-Tf'(T)} (Tv-16)
que es la llamda ecuacidn caldrica. Para pertfculas ain estructura:

> 3
E = e N X T

que es el  teorema de Equiparticidn de_la Teoria Cinética.

(Tv=-17)

(Es a ia vez

la energia interna por grado de libertad).
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££§)M95 cntonces una correccidn a la termodindmica de cstos sglstemss de-~
ida_ & sus gstructiura.

El calor especifico a volumen constanite es

CV=%(%)V=%k+Tf'V(T) (Iv-18)

v, para particuies sin estructura:

Cy = g x - (Iv-19)

que es la ley de Dulong-Petit. T f£'° (T) es entonces una correccién a
esta ley, ocue se_sebia daba un caior especifico constante.

IV.1.2, Ges de Bosge-~Finstein v de Fermi-Dirac.

Cuando consideramos sistemas ideales a bajas temperaturas y comn densida
des no muy pequefias, la aproximacién de Boltzmann (IV-3) ya no nos es
dtil, puesto que ésta fue utilizada para altas temperaturas, y en los -
bosones y fermiones, su naturaleza especifica hace necesaria la conside
racién de otro tipo de sistema.

El Hemiltoniano para un sistema ideal escrito en la represmsntacién de
los ndmeros de ocupecién, es decir con operadores de creecién y destruc
cldén es

3 4
H =93, € QA 0» (xv-20)
F o= wm==
donde (Zp representa destruccidén de una pariicula con momentum p
Como las particulas pueden temer también spin, p represente el Indice
doble (p. 6‘) de momentum-spin. Si no existen campos magnéticos exter-

nos, el spin no contribuye a la energia, por lo que no debe aparecer en
el Hamiltoniano méds gie como un indice de simetria.
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Sabiendo cual ees el Hemiltonieno, tratemos de resolver el problema utili

zando en primera instancia un ensembie cenénico, buscando la suma cané-
nica de estados:

M
PP i Ze—%"“"e"/’hf
mpl
zP:np=N

Si las particulas tienen spin, cada estado se encuentra degenerado, pues
puede realizarse em 2 G + 1 formas diferentes y por comsiguiente, cada
estado de energia debe contarse G veces en la suma de estados, con

G=2¢+1

Supongamos que las particulas pueden distinguirse y consideremos la suma
de Boltzmann en la segunda cuentizacién:

Zg = E — ¢ — We™ Gf.nrlh'?

n
Anpt 'r'r P
%; np =N
donde N ! = coeficiente multinomial, que puede ser calculado de la
T2, o
4
manera que se describe en el ejemplo siguiente:

2 2

2
Sabemos que {(a + b + ¢)” =a" + b2: + ¢ + 2ab + 2bc + 2ac

entonces

Coeficiente de a2 = coeficiente de b2 = coeficiente de 02 =21 =1

Coeficiente de ab = coeficiente de bc = coeficiente de ac =
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de forma similier,

los cceficientes de (a + b + c)g, calculados en la for
ma antorior, son:

Coeficiento de a’ = Bl 1

3¢
Coeficilente de a2b = 3¢
21 17 =3

Coeficiente de abec = 3¢ Sok
1 1y 1y

que coincide con el desarrollo

(a + ® + c)3 = a4+ b3+ o) 4 38%b + 3b28 + .es + 6 abe

Por consigui¢nte, la sume de Boligmann (IV-Zl) es:

Zg = (&7 € /rr + e Eafht  cee e'é“/g? =
= ( E e- EPIRT )N (IV-QZ)
P
resultiido que es igual a la suma de Bolizmann (Iv-3), excepto que no apa
rece el término (N!)' s que :8e originé en le primera suma por el hecho
de que las particulas no eran distinguibles.

La dificultad en los casos Bose~Eistein (BE) y Fermi-Dirac (FD), radica
precisamente en la ausencia del coeficiente mvltinomial, por lo que el
uso del ensemble canénico no es ol mdés apropiado.

Como ya sebemos que podemos utilizar indistintamente el ensemble canéni
co o el gran canfnico, utilizaremos este dltimo para obviar la dificule
ted anterior.

Utilizando la funcién de gran particiém o funcidén gran candnica, ecua-
cién (I-50), podemos oscribir:
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o=t ,4?‘.,, /R T <L« SaTlp
o= y 2 P RT TV’
{Tz‘o g} . (1v-23)

Escribiendo las sumatorias como productos de sumas sobre n, tenemos?

Z - E}eﬂ""erym' - -E- (; e"(p-ér)/h‘f ) ay

donde la transformacién no es trivial, pero podemos verificarla median-
te un ejemplo: =ea un sistema con solo dos niveles de energie posiblies:

- e(ll-(n)/hﬂ'

]
[
N

b o ol H-€)ur
— L . . cc N
o= L LN v =)L), R

Hz0 7, M. Nso m=o
n."'.+n.'z'.=N o'e By =N = ny
Aqui le receta dada por la sumatoria es: fijar N y sumar sobre n desde O

hesta N; luego sumar los resultados parciales desde N = O hasta N = &0
o sea qua o‘btenemou las sumas seglin el arreglo siguiente:

= 55 E s (TV-25)

Nso "z0 . mz=0

pueato que tememos ~~_ _

N (o) \1\\

= .
~
\\\ - -
N=1 ~ \\a +\b\ -
2. B e b2~
ol s Siag = +\\? +\\ N~
\\ ~ S
N=3 ~ . a3‘+\ 2b\ -v-\\a‘b2 +\b3 W
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que 8i se suma y factoriza nos lleva a (IV-25), que en general puede e§
cxribirses

iEZ”' Z a™ &% ., a™

W mn
con n;°§"hé“3'i-p+jnj = N (1v-26)

Por lo tanto, la suma gran canénica, de acuerdo a (IV-25) y (IV-26), po
demos escribirla:

2= e

P ) (Tv-27)

En el ceso de que las particiiias sean fermionee, =molo ies es permitido
que a lo sumo haya una particula por nivel, o sea que n puede valer

0
n = = (Tv-28)
1
' o= (14 o) nT) (1v-29)
e P
mientras que en el caso de bosones:
| n€zt v {o} (Iv-30)

por lo que

‘s = o (H-€p)/rT 5Py B V¥ ag1  (Iv-3l)
n

e l - a
Aquf utilizemos
Ty e(g-e p)/hT
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por lo gue (IV-31l) queda definitivamente como

= Tl1e e(t“"et’)/‘” =t (zv-32)
& P
Cemo 1z validez de la reincidén (IV-32) exige que
a1l =
MWBT & 1 M <o (zv-33)

por 1o que también sacamos de aqui la importante conclusién de que el po-
tencial guimico»ﬁ debe ser necesariamente negativo.

Ambas relaciones (IV-29) v (IV=-30) para fermiones y bosones pueden con=-
densarse en una scla que es:

5 @ v p) =T -a e (1@l =2 (2v-31)
1 (bosones)
con &-=
-1 (fermiones)

En (IV-Sh) notamos que la suma de estados gran candnica estd factorizada
de nuevo (caso Boltzmann), pero los factores individuales se refieren a
los niveles energéticoe y no a las particulas individuales, dé&ndonos un
producto OO

Conociendo la suma gran candnica, podemos :comstruir la termodindmica del
sistema, para lo cual partiremos del gran potencial termodindmico en la
forme dada por (I-56):

J(T,v.v)gpv=P" mE %
PVs~-&kT ‘E: in (1 --fe}e(l’"s!')/h'r) (zv-35)
Psl
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Como la separacidén on el momentum os mﬁy poquefia respecto del volumen,
Podemoe tomar

2
Eo sl
2m

recordandc que estamos en el caso ideal. Entonces podemos eustituiw le
suma por le integral:

K
PVeowdgk TES dp in (1 -Ge (M i /p'T)(IV-BG)
h

donde g es la interaccién de spin. Para hallar la integral (IV-36) po-
demos usar coordenadas polares tomando.

2
T( = TomkT

obteniendo -

PV =

3 5 -n+ -

- e V2 Tm? (xT)% v d'bz\h_L 1n(1 -0) e N1 AT
3
h

Si ademds introducimos la variable |

A= A(m) =( 2 ﬂ:kT )z

win

podemos llegar a 3
kTgV e (xv-37)
= PV = )
’ A VW J AL .

gque es la ecuacidén de estado para un gas cudéntico ideal.

Si queremos una expresidén en términos de la demsidad n, podemos calcular
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113

/
N P £21 3J‘ _Eg _2 7
] N - v ( ar] /T, Y = AB W d\‘( e”{-*}-‘l;;-r‘_‘e,
¢ (xzv-38)

pudiéndose interpretar tanto (IV=37) como (IV-38) como une representacién
paramétrica de la ecuacién de estado, siendo el pardmetro el potencial
quimico r

La entropia es 3

S-,b_s_,__z__;:s_: me b (G Ik {v-39)
3 '( "ro S

T e P o st LetFIr

y la energia interna

e L ohe o=

Si comparemos (IV=-40) con ( 37) notamos que
PV = -g— E (TV-41)

que se cumple para todo sipteme ideal, ya sea un gas de Boltzmann, uno

formado por fermiones u otro formado por bosones. Lo notable es que to

das las funciones termodindmicas para los gases de fermiones y bosones,
son totalmente diferentes de las funciones cldsicas, o sea, gque estos
ases no son perfectos en el marco de la termodindmica clésica.

Si asumimos altas temperaturas:
1
e H/5°T <<. 1
puesto que H r4(T V 5 il ae%mir esto, la integral de (IV=37) queda

| z.-q rﬁ“
= . d & (IV-bz)
] d.'( e'l‘t‘/#-’v"' *l 1

gue puede calcularse haciendo un desarrollo en serie como sigue
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~T SRfRT ansep /ot
_lv B ("-+-‘3‘&(r/ -!-‘5-‘1 J +)
et1ths L
y donde notamos que-g- = G- eee =1, por lo que

IR

I =
L aq 7 (1 +0-e

que Bnido a los restantes términos de la ecuacidn (Iv-37) dé para le

presidén. & i
< kT -z 2p/[AT
P = ..i;krer’/“r (v +@2 © er/ + 3% et‘/“l-“')
A

(Tv-43)

- £ 2H/RT
R T F/*m)

Y para le densidad de particulas:

3 ; -3
n = -% el‘/“' (1 02" % e"ln'f-i- 3 zezrln'r + ees)

Si invertimos y despejamos: 5
3 -z 83 6 2
ePImg_A_. n [1 s = A e o S e ]
% & i g%
por lo que la presidn es

3 ' 6
; oo+ (-.l_.- 3{%‘ )—A-;’- n2+oot]
=nkT [ 1 — 0.1769-—1—-:1 - 0.0033-32n2 + ...] (Tv-i5)

P=nkT [1--0-2"

Es neceserio y conveniente insistir sobre el hecho de que la desviacidén
del gas cudntico (como puede notarse en la ecuacién anterior) respecto
del comportamiento del .gas perfecto se debe a la Estadistice Cuéntica y
no a interacciones reales. Notemos que la primera corseccidén a la ley
del gas perfecto es de signo diferente para fermiones que para bosones.
Para fermiones a densidad y temperatura dadas, la presidén es mayor que
parae el gas perfecto, esto es, que gl efecto de la ostadistice FD es si-
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milar al de una fuerza repulsiva entre las particulas, siendc claro que
esta peeudo fuerza de carécter repulsivo &s_debida al principic de exclu

sidén Jde Pauli que no favorece confi aciones ra las cuales las partl
culas estdn muy cerca unas de las otras. Fn el caso de bosones, la situa

cidén es contrarie, ya que el efecto _es similar a una pseudo fuersze airac-
tiva.

Para analizar la validez de la aproximacidén de Boltzmann podemos intro-
ducir una parémetro de degeneracidn adimensional

3
== (IV-46 )

siendo entonces védiida la aproximacién de Bolitzmenn para

X’ L1

o sea que un une densidad dada corresponden altas temperaturas y a una T
dada, bajas densidedes.

Landau y Feynman encontrarongue existe uma dependencie importante en la

masa, 1a cual, debida a efectos cuidnticos no puede detectarae en la ma
voria de gasecs molsculeres con excepcidn de los m&s liviahos como el He
que es el caso tipico

Iv.1.3. Funciones de distribucidén para un gas perfecto en equilibrio.

Pasando a analizar las funciones de distribucién con un poco de méds de-
talle, podemos observar algunas cosas interesantes como las siguiontes:
pertamos de la ecuacién (IV-8) que nos didé la suma canédnica para la enexr
gia de traslacién en el gas de Boltzmann. FEn este caso sélo considera=~
mos tres grados de libertad. Si consideramos N grados de libertad, po-
demos obtener la funcidn de diatribuci6n canénica en equilibrio que es:

09()((1 p)-vN(z'rrmk‘r) "“)f’ -é P, (Tv-47)

2mk T
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dondec notamos lo signiente:

i.) Feq(c) (a,p) es un producio de factores que dependen exciusi
vamente de una sola pexrticula, por lo que (IV-47) 68 igual a

N
F%Uai ) = N = £3% (a0 py) (Tv-48)

lo cual es una consecuencia de la forme del Hamiltopiano (que
solc depende de p)

ii.) 7°? (q,p) es independiente de q. Sin embargo, en presencie
de un campo externo ya depende de ella, esto es de la posi=-
cidén, por 1o que podemos escr%?irla como

f;_q(Q- p) =n (2 ¥ mk T) N e ETAT

=a ¢%Up) (zTv-b9)

que es la distribucidn de Maxweil, que dice que las velocida
des de un _gas perfecto en equilibrio estdn distribuidas al
azar en tornoc al promedioc {pPS = 0. Por lo tanto tiemne 1la
forma de una distribucién Gaussiana.

iii.) Con la distribucién de Maxwell, podemos determinar la densi-

dad de energia. que se define como la energia cinética por
particula, 1i. e.

Eud /dq ]dp el £39 (ap) (1v-50)
N N 2 ™

vy donde ademds nos hemos auxiliado con el concepto de valor
da expectacidén definidc en el apéndice F.1l. Si sustituimos
por (IV-49) obtenemos:
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b4l
I

_3 o
N (2TmxT) % dq]dp 2 e ZmhT
v
2

3
(wrmkr)*'vu:rfdpg o am!k.'i‘
[~]

dl= =i

2m

que, si integramos sobre el d&ngulo sdélido en poleares nos da:

B 1 —
- = ey [}
N 2 R
que es, como xa se habia encontrado sogin (IV-17) la Ley de

Equiparticién de 1a Energia.

IV.2. Fluctuaciones en un gas ideal. Radiacidén del cuerpo negro.

Consideremos un ensemble de n, particulas en el k-ésimo estado cuédntico,
donde n5 es el nimero de ocupacién. Como este conjunto de particulas

es estadisticamente independiente de las particulas restantes puesto que
no existen interacciones en el gas, podemos escribir usando (III-l) Yy
(IITI-13), expresiones para la fluctuacidén media cuadrdtica en el niimero
de particulas, o seas

2
{(an)>= T ( 'Q;T) (Tv-51)
obteniendo por lo tanto, para la fluctuacién en el nimero de ocupacidén
la relacién

2 3<nh>)
A )= T N N IV<52
(aa)?) (2 (1v-52)
Para un gas de Boltzmann, al aplicar (IV-52) en la expresién

M-€r [T

(o= e
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2
C(any)™) = (ny) s
como es de esperarse.
Mientras que en ua gas de Fermis
i
(% = —gem,
le aplicaecién de (IV~52) nos lleva a

{(Bn)?) = ¢n > (1-¢ny) (1v-58)
Y, en forma similar podemos hallar para un gas de Bose:
{an)% = Lay (14 <0 (1v-55)
Sumando (IV-54) v (IV-55) sobre un grupo de G, estados vecinos contenien
irtud de la independencia

do todos N, = n, particulas dadas, por v
estadistici, podémos escribir:

2 - -
a =. ; IV-56
{(an)®y = &;<my> (1 Foay) =LN;3>(1FN/ey)  (IV=56)
donde n‘j es el valor comin de los vecinos nyy
(NJ>=<nj> GJ .
que podemos aplicar en particulagp a le radiacién del cuerpo negro, que

es un gas de fotones (Bosones) en equilibrio, para lo cual debemos tomar
ﬂ = 0 en (IV—55) llegando entonces a la distribucién de Planck:
{
= IV~
{ny? Fon /T (zv-57)
e - |
puesto que la condicién més importente es que la emergia libre sea un
mf{nimo para T y V dedos, por lo que
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Paera obienor la flucituacidn en la rediscidn del cuerpo negro, podemcs

razonar esf: el ndmerc ds estados cudndicces para el fotdm enm un volu-~

men V con frecuencilas vecinas en umn peguefic intervaloﬂ»ﬁes

VWA?' LHuwa -

G, = % & (1v-58)
J 72 e3 g

esto porque ol nimero de modoes de oacllacidn del vector de onda L gue
se encuentra aen los intervalos dfx’ dfy. dfz es

VvV af _ art daf
R S 4 Z
=z v ) ‘
¥ el nfimerc de modos para el cual la megnitud absoluta del vector de
onda en ol rango df,es,

v e ar

(z 7 )°
Usando le frecuencie W = ¢ f y multiplicando por las dos direcciomes
de polarizecién de las oscilaclones {(que son independientes) el nudmero

de estadoe cudnticos de los fotones con frecuencias entre W yuwiaw es
precisamente (IV-58)

Le energfas total del cuanto en esie intervalio de frecuencie; es:
B . = N, %%

Multiplicande (IV-56) pox (h w )2 y omitlendo el sufijo "j% obtenemos
le fluctueciédn para lia rad“miaci&n del cuerpc mnegro en un intervalo de
frecuencia Hwd: :

2 4 g 2
{{aEpw )2Y =F wEy,+ x v (T ) - (zv-59)
v qu dw

relacidn que fue derivada por primera veé por A, Einstein en 1924,
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IV.3. Fluctuacionss on scluciones.
§°m§m°3 une pequefia parte de la solucién, tal que contenge un ndmero da
[\] de moléculaa solventes y tratemos de calcular la fiuctuacién media

del nimeroc n de moléculas soluto en aquella parte de la solucidén, o lo
que es 1o mismo, le fiuctuacidn en ia concenirecién

C. =

=ZIB

de tel parte. Para ello, debemos comsiderar el més completo equilibrio
poeible en ia solucidédn para un valor de n, tomando un valor dado de la

concentracidén que no afecte &l equilibrio entre las pequefies pariee con-
sideradas y las restantes y como una estimacién del intercambio de ener
gie entre elles, o del cambio en sus volimenes. Esto significa que le

temporatura permanece constante a través de la solucidn., Entonces para
calcular le media cuadrdtica {Q&C)z) es suficiente considerar fluctua-

ciones de la concentracién que ocurren a temperatura y presidén consten-
tes.

Este efecto en sf{ mismo significes gue las Tluctuaciones de concentracién
son estadisticamente independienies de la temperatura y de 1la presién,
o sea?

((aT)(ac)y= o {{ac)ar)p=0 (1v-60)

El minimo trabajo que se necesita para cembiar n en An, a pxresién y tem
peratura constante podemos escribirlo

wmin = A§- H An (IV—G].)

donde es el potencial quimico del soluto. Expandiendo la funcién
A.§ en potencias de Hn, tenemos que
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o~ 2 & " ®
ad=(SE), 0 ans (ZR), L an?

= pan+ (5E) 0 4 an)?

por lo que sustituyendo en (IV-61)

s arko f O ( an)?
LSS (an )PT (Tv-62)
b)
Esta expresién podemos sustituirle en
P wn o VI Ts.

domnde wmin es el traﬁajo minimo necesario para obtener reversiblemente
el cambio dado en las cantidades termodindmicas en la pequefia parte con
siderada.

Comperando la dltima expresidén con la distribucién Gaussiena ( M- %! )
obtenemos para la fluctuecidén en "n"

2 T
{(an)“»= | (Tv-63)
( N (3p/3n )¢
que dividido entre N , da pare la ffuctuacién cuadrética medie de la
concentracién que buscébamos:

{(ac)®= N (aﬂT/ac,)pT

donde notamos especialmente que la fluctuacidén cuadrdtica media es inver

samente proporcional al mimerxo de Rarticulas en la pequefia parte consi-
derada.

(Tv-64)

Como en soluciones débiles se cumple la relacién

2B . X (Tv-65)

aIn n
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entoncas (IV-63) aa

(\( An)2> =n

que 8s8td om com

Pleta analogia comn (IIT-26 : filuctuaciones en el
atmero de par 8 ¢ ( 2 ) para las i

ticuies de un gas ideoal, como era de o8pPErarso.

IV.4. Pluctuaciones en la regién critica.

En 1872, ven der Walls enconiré que existen puntos criticos. Un poco
antes se habia encontrado que existen gases que no licdan eun & presio
nes muy altes, siendo la razén (oncontrada posteriorments) que se en=-
cuentran a una temperatura arriba de la eritica. Un ejempic de ello o
curre al He que séio licda a temperaturas memnores 2 5.2 K.

Anelizeremes a2 continuaciédn lc que ocurre en los llamados estados fluf
dos, donde la ecuacién de esiado defime una superficie tridimemnsional
con cooxdenadas (P,f T), y cade unoc de los puntos de esa superficie de
fine un estado de equilibrio del sistema.

Le proyeccidn de esta superficie sobre un planc P-T es de la forma que
aperoccen la figura IV.2, donde C es oi llemedo punto triple, Pc es la
presién critica y Tc temperature critice.

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

-

/ Liquids—~
J
P
& :,D
e
- >~
C

Sé1ido

——— Curva de sublimacién
s==== Curva de fusién

~-—=— Curva de vaporizacién
Gaseoso

M9

T

c
Fig. IV.2. Proyeccién de 1la
Superficie P.y T, sobre el
plano P=T !

En esta proyeccidén podemos observar las tres fases del flufdo: la fase
sélida, la l1fquida y la gaseosa. Notamos que las fases sdlida y gaseo-
sa estédn _en equilibrio a lo largo de la curva de sublimacidn, la sdélida
y la ligquida a 1o largo de 1a de fusién y la liquida y gaseosa & 1o lar
go de la de vaporizaciénm,

Todos y cada uno de los puntos de estas tres curvas, representan un es
tado de equilibrio en los cuales dos de tres fases coexisten.

Sin embargo, notaremos que la curva de vaporizacidén no se extiende ili-
mitadamente, sino que termina en un punto. Este punto se llama punto -
critico y tiene por coordenadas (Pc. §c Tc).
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E1l hecho de que la curva de veporizacién termine en un punto critico sig
nifica que podemos convertir liquido & gas en forma continua gin cruzar
ia linea de tramsicidén de fase, 10 cuel tambidén significa que no existe
une diferencia fundamental entre ambas fases. Esto podemos interpretar

lo diciendo que un liquido y un gas difieren i‘nicemente en el grado de
interaccién de sus moldculas.

o se ha podido probar hasta la fecha (1971), que existe ﬁﬁ punto criti
co terminal para la curva de fusidén, en el cual haebria un cambio conti-
nuo de sbliido a2 liquido y viceversa. '

Pn el punto triple (C en le figura) las tres fases coexisten.

La proyeccién de la misma superficie tridimensional sobre el planc P-¢
aparece en la figura IV.3

c
r & T 2T '
i
|
T
c
PV= nkT —2
T T,
s sy e 8
Regién' de coexis
///7£;ncia de iles dos fapes
___.____L___._.____E:: '
/1/?—— : | L Curva de existencia
X L 2 -

% Su. ¢

Fig. IV.3 Proyeccién de la curva P,-g)T.
sobre el plano Pr¢
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En este gréfico notamos que hay gran diferencia entre las densidades del
liquido y del gas a bajas temperaturas, pero, & modida que nos aproxima
mos a la temperatura critica, la diferencia de densidades tiende a cero.
La exiatencia de esta difersencia, que no es cero abajo de T Y cero en-
cima, es una caracteristica ligada a2 la existencia de los pﬁntos criti-
cos., Por lo tanto se define como perémetro de orden del punto critico
gas=-1{quido la diferencia ?L - P

Otra caracterfstica importante de hacer notar, es la curvatura de las i
sotermas. A muy altas temperaturas se cumple la Ley del Gas Ideal y las
&zotermas se vuelven lineas rectas definidas por su correspondiente e-
cuacién de estado. Entonces podemos concltiir que la curvatura de las i
sotermas es una manifestacién de las interacciones entre las moldcule
constituyentes del fluido. :

Como en el punto critico se aplanan las isotermas, debe cumplirse la re

lacién
(ap
of -

Y si tomamos la funcién de respuesta)que en el apéndice B llamamos come
presibilidad isotérmica:

Kp = =P
(3?1'

notamos que en el punto critico la compresibilidad es infinita, por lo
tanto podemos sefialar que la re 1én critica estéd caracterizada

crecimiento abrupto de las funciones de respuesta.

or un

Puesto en otras palabres,en la regién critica podemos esperar fluctuacio
nes enormes en una cantidad para cambios infinitesimales en la otra, co
mo ocurre en el fenémeno de opalescencia critica que analizamos més ade
lante.
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Detalles similares a los descritos anteriormente pueden ser encontrados

al estudiar la proyeccién sobre ol

plano § =T de la superficie tridimon

sional mencionada. Esta proyeccién aparece en la siguiente figura:

9 4

Liquido

- —

Regidn de coexistencia

bunirew do toreiodenedar

Pe—

en doble fase

GAS

Fig. IV.4. Proyeccién de la superficie
P, ?)T aobre el plano g - T

Tv.4.1. Comportamioento de los potenciales de Gibbs Hblmholtz en el -
punto critico. ;

A continuacién hacemos un andlisis
ciales en virtud de las relaciones
algunas cantidades termdodindmicas.
definiciones que nos serédn dtiles:

de elgunas propio@adea de estos poten
de derivacién que poseen reepecto de
Para ello daremos primero algunas =

Una funcién f(x) es convexa si estando definida la derivada dentro de un
intervalo x; <X <X, la segunda derivada de f es positiva dentro del in

tervalo.
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Una funcidén £(x) es céncava si -f(x) es convexa en el intervalo %, < X< X,

Treneicidén de_primer orden, es el punto (T, P.) en el cual el potencial
termodindmico correspondiente tiene una digcon%inuidad en su primera de
rivada.

(Teorema) E1 potencial de Gibbe G(T, P) es una funcién céncava de la
temperatura v de la presidn.

(Teorema) E1 potencial de Helmholtz A(T, V) es una funcién céncava de
la temperatura y convexa del volumen.

(Corolerio) La curvatura de G(T,P) con respecto a P y para T fijo, es
la reciproca negativa de la curvatura de A(T, V) respecto de V, para T
fiJot ’

Con las anteriores definiciones y teoremas, podemos hacer una interpre-
tacién geométrica de los potencierles G y A,

G y A estén relacionados por:
G=A+ PV

por lo que dado uno de los potenciales podemos encontrar los otros por
medio de una construccidén geomdétrica como la de la figura IV.5 para u-
na temperatura mayor que la critica, Nétese que las relaciones de con
vexided pare G y A implican que la segunda derivada respecto de algin

ergumento ticne igual signo para todos los valores de éste, lo que nos
garantiza que no existen ambigliedades en la construccién. Los argumen
tos usadoe son el volumen y la presién que aparecen en (¢) y (d).
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Fig. IV.5 Interpretacidn geométrica de los potenciales G y A
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Le  construccidn, adaptada de Morse (1969) y Griffiths, se basa en la i=-
dentiuad

A=Ga=-PYV

y en 1la derivada
oG
V‘( S )T

La distancia veriical entre las lineas de rayas en (a) y (b) es el pro-
ducto P V que restado de G de A. Nétese que la construccidén no presen=-
te ambigliedades como ye hebiamos sefialado, porque ademds de lo dicho, =
sabemos que G(T, P) es une funcién céncava de P, para todo P, y A(T, V)
es una funcién convexa de V, para todo V. T, mbién notamos en el gréfi-
co el volumen como una funcién de la presién (obtenida al derivar G reg
piaoto de P) vy a la presién como una funcién del volumen (que so obtiene
al derivar A respecto de V).

Por otra parte, y por definicién, una tremsicidén de fase de primer oxi-
den estd caracterizada por une discontinuidad en la primera derivada del
potencial de Gibbs. En la figura siguiente (IV.6) G estd dibujado como
una funcién de P para una temperatura fija menor que T . Aqui notamos
que a cierta presidén, la tangente de la curva cambia dfscontinuamente.
Este cambio continuo en 1la primera derivada de G corresponde a una cur=
vatura infinita en G, y por consiguiente, & un valor cero en la curvatu
ra de A. Esperamos entonces que el gréfico de A como funcién de V ten-
ga una porcién de lfnea recta como en (b). Las isotermas V<P y P = V,
ajarecen en (c) Yy (d).
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Fig. IV,6 Trensiciones de primer orden para los potenciales G y A.
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NOtEmOE también que el valor de P en el cual ocurre la discontinuidaq
en Vv 10 o8 ia presidm critica, pero sf .aicanza el velor de ie presida
de vapor saturado dado por la curve de vaporizacién (ver Fig. IV.2).

Entonces se dice gue el sistema tiene une trensicidn de primer orden al

cruzay le curva de veporizacién a T constante Yy TLT .

Por dltimo, en la figura IV.7 mostramos la dependencia de la temperatu
ra do G (o de A) que puedeo resultar em une tramsicién de fase com una
discontinuidad en la entropia o en el calor latente que ez ume transi-
cién de primer orden también. En (b) se muestra el caso del ceaior la-
tente cero que ya es una transicién de alto ordem. En (¢) y (a) epare
ce la dependencia de T respecto de S para ambos casos.
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Fig. IV.7. Dependencin de G 6 A respecto de T
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Entonces, el sistema muestra une transicién de fase a T= T acompefiada
de calor latonte que es una discontinuidad enm la entropia {b) igual que
en (&) excepto que la transicidén de fase no tlene calor latente.

Notamos tambidén que dS

/dT parece ser divergente en T pera ambas trane
slciones. c

IV,4.2. Fenémeno de opmlescencia eritica

Tue descubierto por Andrews hace alrededor de un siélo mientras hacia
medidas sobre la conducta crftica del didxido de carbono.

El fenémeno podemos observarlo en la serie de fotografias de, la figura
IV.8, debidas a Ferrel (1968) citado por H. Stanley. i
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Fig. IV.8 Conducta de un fluido a temperaturas cercanas al punto critico
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) la temperatura es mu{ superior a T ,
1

.C

c d ia temperatu-

ra va siendo cada vez més baja noténdose en el(f;ugdg una fuerte incan

descencia; en (e) la temperatura estd por abajo de T formédndose un me

nisco ontre la fase 1fqu Ademés existén globulos 1fqui-

@ del menisco, y por dltimo (f)

R complete entre ambas fases, lo que ocurre a tem
peraturas muy por abajo de Ty e

Los cambios habidos en 1a de
de un aparato consistente e

critica.pc. Les cambios en la densidad
del fluido eparecen regisirados en la serié de fotografies debides a
itados también por Stanley:
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Fig. IV, 9 Conducte del diéxido de carbono cerca del punto critico
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Como observamos, dentrc del bulbec hay tres peclotas con densidades prede
terminadas que son: ligeramente menor, aproximadamente iguel y ligera-
mente mayoree que £ . En (a) la temperatura es mayor gque T , conpig-e
tiendo el fluido de una fase simple y relamtivamente homogénga que sélo
posece ligeras variaciones de densidad debidas a la gravedad, por lc que
la pelota més pesada estd en el fondo y la mds ligera en el extvemo svu-
porior del tubo., En (b) la temperatura ha descendido haste quedar jue
tamente oncima de T , observéndose le opalescencia critica ya que la ~
totelidad del tubo Toma un coloxr blanquesino lechoso. Comoc la compre-
sibilidad es grande, la distribucidén de densidad es muy sensitiva a los
gradientes de Eresign. notdndose que la pelota medisna ya no estd en -~
el centrc del tubo, puesto que ha bastadoc unpoguanisimc cambio baromée
trico para alterar su situacién anterior. En ?c) la tcmperatura ha ca
ido justamente abajo de T _noidndose que se forma un menisco, mientras
que en el estado final (d?. la temperatura ha caido muy abajo de T vy
las tres pelotas flotan en un menisco bien definido. °

El efecto de que el menisco se forme en el centro del tubo puede atri-
buirse a la llamada ley del diémeitro rectiiineo, en virtud de la cual

P - Pe = ¢c

Un modelo para la opalescencia critice, debido a Matsura=Matsubada (1956)
es el que mostramos en la figura IV.10,que es un diagrame del modelo -
reticular gasocoso de un sistema flufdo cuando la temperatura se acerca

a T . Cade celda estd coloreada de negro si estd ocupada por el cen-
trocde una molécuia y le asociamos un spinéa esta situaciém. La longi
tud de correlacién puede ser tomeda como el difmetro paramétrico que -
mide la intensidad de la conducta critica.(f)
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Fig. I¥.10. Modelo de Matsura-Matsubada para sl modelo reticular gaseo
8o de un sistema fiufido. Estudiado también por Einstein-von Schmolukow
eki, Diagrama por D. L. Njus, citado por Stanley.
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IV.k.3. Transiciones de fese en otros sistemes

El estudio de la opelsecencia critica corresponde a la llemda era cldsi
ca de los fendmecnos criticecs. Ademde de los estudlos de Andrews, van
der Walls, Einstein-von Schmolukowski que correspcnden 2 ecsta ere, es-
tén tambidn loe do Ormstein y Zermike.

La era moderna talvez empiece con el estudio gque Guggenheim hizo al res
pecto de la curva de coexistencia de los sistemas flufdos y que dio ori
gen a dos tendencias: una basada en la Mec#énica Cuéntica (en la cual ha
trabajado el Dr. Suger al lado de G.Ananthajrishna) y le otra de cardc-
ter fenomenolégica llamada de Exponentes Criticos que parte del experi-
mento (como la curva clésice de Guggenheim) y utiliza Serie de Taylor
para el ajuste de la curval

& _TT:_'EC (1v-67)
[+

por lo que todas las funciones tienen la misma forma con exponentes cri
ticos diferentes.

Muchos de los rasgos de los superfluidos, la superconductividad y les
transiciones ferroeléctricas son similares a las transiciomnes gas-liqui
do.

Una mezcla de dos fiufdos diferentes exhibe une temperetura critice a-
bajo de la cual ambas componentes no se mezclan en forma homogénea en
todas sus partes, pudiéndose definir una regidn bicomponente limitada
por una curva de coexistencia que en muchos aspectos es andloga a la -
regién de doble fase de un fluido monocomponente.

Sin embargo, estas analogias debemos tomarlas con cuidado. Por ejemplo,
existe una lfnea completa de puntoscriticos en un superfluido, a lo lar
g0 de la cual ocurren varios fendémenos criticos. Esto podemos obser-
varlo en la figura IV.1!, donde aparece la superficie P =« V -« T del’He
Y su proyeccién correspondiente sobre el plano P-T.

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

&
P P
Séiido
¢/ _Linea de Tran- ______
sicidén A
25 atm i TR, S S e oL |
HI J
2,25 @tl . ol Ne @ b Punto Criticd_
HeIX
GAS
o

93

GAS

Fige.

Ty = 2.17°% 7T
IVAY;

v

Superf£icie de equilibrio del &Ha en la regidém de baja

temperatura y su correspondiente proyeccién en el plano P-T. (.
Huang, 1963). -

—

La l1inea de trensicidén )\ termine sobre la curva de vaporizaciénm en un
punto llamedo punto A .

Leas transiciones.de faso on eote caso estdn caracterizadee por el pard
metro de orden, as{ como por una anomalia em el calor especifico a en-

tropia ¢

onstante.

Esta anomalfe en el calor especifico respecto del pardmetro de orden
» puede observarse en los diagramas que aparecen en la figura
IV. 2, donde notames que-la forma de lm cdurva es parecida a la letra

T = T,

griega ), , de aqui el origen del término "transiciémn A ".

(Segin Buck

ingham y Fairbank (1965) citados por Stanley).
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Fig. IV.12 Calor especifico dethe como una funcién de T - Ty
Nétese que a poquisimos grados Kelvin de temperatura, el calor especi-
fico varfe grandemente.

IV.5. Fluctuaciones en un plasma

Un plasma es un gas completamente ionizado. Puocde estudiarse desde el
punto de vista de un gas ideal que obedece la estadistica de Boltzmann,

asumiéndose ademds que estd lejos de la degeneracién.

El problema de un plasma real es que éste consiste en muchos cuerpos,
por lo que hasta la fecha no es posible ressolverlo, puesto que las fuer
zas sobre una particula dependen de las posiciones instantdneas de las
otras y alin de los efectos retardados de éstas.
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Aqui consideraremos iinicamente el caso de un piasma neutro y que no g
té afectado por un campo magndtico. Por neutro entenderemos gue an un
volumen grande que contiene muchas particules, el nlimerc de cergas po=
sitivas y megativas ssid equilibrado, por 1o qus podemos decir gue el
campo eléctrico promedio ¢8 cero. Sin embargo, en un peguefio volumen
elemental, ol ndmero de pariticulas com cargas de cilerto sigmo flucitdan
y la neutralidad nc se cumple, excepto tomada como promedio en el tiem
po y en el espacio.

Tomemos un volumen elementel JV'y calculemos la probabilidad p(n, m)
de que contenga n electrones y m iones, estando los iones individuala
mente cargados. Si las particules no ejercen fuerzes entre sf, la pro
bebilidad p(n) de que exisian n electrones en dV es dada por le pro-
babilidad de Poisson, puesto que n —» ® y la probabilidad se mantiene
constante, entonces:

2
p(n) = == [.exp(-ail (Tv-68)
nid
donde a2 reemplaze al XA de la ecuacidén (6-17)
La ncrmalizacién de la probabilidad, segin sabemos por el apéndice G,
es:
<2
Z p(a) = 1
“m30
y el némorc promedic de clecirones, segin (A=3):
<D o @
Z a p(n) = [exp(-az,Zn i - |exp (-aiw d a?
wia ni da n!
(< Tns0 TsO
= |le -a a d a =& d a
["p( 2] Y e=e uwz— e =a (Tv-69)
Entoncee escogeremos ol parédmetro a deo manera que
=N &v (1v-70)
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donde N er el mimero promedio de eiectrones por unidad de volumen.

Si no existen fuerszes entre las perticules, entonces la distribucidn de?
Poisson, tomard en cuenta em forma indcpendisnte a las mismas, puciic‘nég_
s6 escribim:

[exp(-2a)] (a™™) (Tv-71)

I’o(n' m) = n! m!

De esta expresidén deducimos que la carga promedio (que es proporcional

e (m = n)) desaparece y por lo tanto el campo eléctrico promedio también
debe desaparecer.

Por otfa parte, el promedio de (m - n)2 es
{(m -~ nf} =¢m®y+¢n®) - 2¢(mn}Y (1v-72)

expresién donde fueron utilizadas las propiedades del promedio del apén
ce A, y como

<m2> = (n2)= [exp(-a).] fi“ 7", a

b n!
- = [exp(-a)] a _?l_a a d: g ::; . a(a + 1) (zv-73)
b 4
{m n} =(my{n) =a° (TV-74)

Por consigulente, el exceso medio cuadrédtico de iones sobre electrones
ess

{(m - n)2)= 22 T 2NV (IVv-75)

pare particulas sin interacciones.
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Estudiemos ahora el efecto que las fuerzas de Coulomb sjercsn sobre la
distribucidén. _La probabilidad po(n. m) dede por (IV=71) es une proba-
bilidad apriozxrdi. de que &V contenga n electromes y m iomes. Lo -
que estamos dejando de tomar on cuenta os la existencie de una energia
potencial U(n. m) asociade a la distribucidén, ya que hey muchas formas
de poner n elactrones vy m iones en :5V, dependiendo preciseamente de 1ia
forma en que estén colocadas las particulas en dv. Si el volumen ele
mental dJV fuera esférico com radio r y si el exceso de carga (m - n
estuviera locelizado fuera de su suparficie, la energia potencial serie

1 & (m ~ n)2 (Tv-76)
2 -

U(n, m) =

Como (IV=76) es la energfa potencial més baja posible para un radio da
do y un exceso de carga, la energia potencial promedio para condiciones
dadas debe Ber un poco mayor. Conjeturemos que la energia potencial -
promedio ©8:. 342 véces mayor (el ractor 3/2 puede hallarse promediando
1/r frente a r2 dr). Esto es por supuesto una mera conjetura en este
caso.

Cuando tomamos en cuenta a la energia potencial, la probabilidad halla
da (IV-71) debemos multiplicarla por el factor de Boltzmann, exp (-U/ET).
—obteniendo entonces:

; n +m
A 9"2“":{3) (a ° "'U(nl m)/kT

n{ m!

p(n, m) =

donde A puede determinarse por condiciones de normaiizacién de p(n, m)

Aproximando los factoriales de le relacidén anterior por la férmula de
Stirling(E-5), obtenemos:

[exp(-a)] ( &/ a1) = (2/ J2Ta ) (ah )" ex (n-2a) (TIV-78)

Y como la dependencia de n en los dos 1ltimos factores es mayor que la
de Vn, podemos expresar las relaciones anteriores en la forma de una
funcién £, donde
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fn) = _a_ ™ [exp (n - a)]
n

Desarrollendo esta funcién eirededor de su méximo, pers 1o cuel tomerg
moes su logaritmo natural, hallemos que

Inf =nina-n Inn+n - a

d
- In £f = ina - Inn
Por consiguiente, el médximo de f es en n = a, ya que en este punto

d
In £f =0 & an iIn £

la segunda y tercera derivadas para n = a, es

0

2 3
da = 1 H d 3 b
an=x. An:f cmp= iy dn In £ = o2

Entonces desarrollando f alrededor de n = a, tenemos:

£ {.: (n - a)? 1 - a)3
exPi a n a J’T(n a) }

Za a

El primer término en la exponencial se vuelve importante cuando n - a Ve
En este punto, el segundo término es menor en un factor 1/3 T?. De a

quf que si a es grande (a podemos tomarla como el nimero promedio de
electrones o iones en -4V), podemos despreciar el segundo término. Con
estas aproximaciones, la distribucién de Poisson (Iv-78) se vuelve Gau
ssiana (G-18), pudiéndose escribir en la forma:

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

99

exp (-a) __0::_5 S e::p{- (n - a)? } (xv-79)
n 2T a n

Donde ademés hemos reemplazado Jn por da, ye gque 4n varia lentamen
te comparade con la exponencial, . 3

Por lo tanto, la probabilided p(m, m) ecuacién (IV-77) le pocdemos escri

bir:
! n[zl
T
}

P(nv m) mes 'n'Aa GXP{- fza- ala - ‘m ;aa[2 -2_ 92 ?

W

y cambiando (m - n)2 por (m + n) vy (m - n):

p(n, m) = A exp {.: ((m + = & 2a)2 s m- n)?2 ne 8 azjrn 22‘
(tIv-so)

(] 5]

2T a2 La La L kK

Esta .ecumcién muestra claramenite que el promedio de m + n es 22 y que
el dem « n es cero, De agui que los promedios de m n son cada uno
iguales a &, y por consiguiente a debe ser dado por _ o

Los dos dltimos términos de (IV-80) son proporcioneles a (m - n)z. vol
viéndose muy imporiesntes cuando:

11 r kT

3 R

e =

por lo que con el uso de (IV-70):
N(& W /3) 2 =1/3rkT1/ &

llegamoes &l radio del volumsn elomental que os

r = T‘i_\’k—NI:z—E RD (zv-81)
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que desempefia un pepel de primerisima importancia y que se le ilama lon-

gitud de Debye.

Cuendo r es algo menor que A, el término de energia potenciel de (IV-80)
es relativamente poco importante, puesto que a ~ rZ, En tales voldmenes
vemos que el nimero deelectrones y de iones permanece esencialmente sin®
correlacién aivn cuando la energfa potencial sea tomada en cuenta. Sin
embargo, para voldmenes con r->A_, la energia potencial se vuelve oxr
tante, y el resultedo es que las fluctuaciones en lea centidad (m -izg
estédn reducidas en magnitud por un factor:kD/r. lo que podria ocurrir -
en el caso de gue los electrones y los iones estuvieran sin correlacién.

El andlisis anterior se vuelve inseguro cuando el nimero de particulas
en la esfera de Debye, con r= A,s 8e vuelve pequeiia, o sea de un orden
de magnitud unitario, puesto que, en primer lugar las aproximaciomes con
las que construimos la distribucidén de Poisson pierden seguridad y lue=-
go nuestra estimacién de la energia potencial no hace ninguna asigna-
cién para la naturaleza discreta de las cargas, la_cual se vuelve impor
tante cuando séio hay pocas cargas en el volumen &V, Por lo tanto la
condicién para la validez del anélisis es:

9
-—'3‘-11' Ap N»1 ,

0o, de la ecuacién (IV-81):

Lo (3612 5 (xv-82)
e

Ahora bien N1/3 es el ,reciproco de la distancia media entre particulas
vecinas, o sea que N1/3 2 g5 1a energia potencial media entre parti-
cules vecinas. La condicién (IV-82) se cumple entonces cuando kT es =
algo més grande que la energia potencial media entre vecinos.

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

101

IV.5.1. Avantaliaemiento de campos cldctricos por plesman

La importancia do le longitud de Debye pueds verse em otro problema
relacionado con las fluctuaciones ya mencionadas. Supongamos POr G«
jemplo que_ tenomos un electrodo metido en un plasma y que epllicamos un
potencial Son respecto al plasma. Estamos interesados entonces en =
determinar la distribucién del potencial alrededor del electrodo.

Asumiremos que no hay campo magnético y entonces les partficulas carga-
das son libres de responder al campo eldctrico.

La solucidn al problema depende de lo' que sucede a2 las particulas del
plasma cuando golpean la superficie del electrodo. Asumiremos por sim
plicidad que el electrodo es un perfecto reflector de particulas, lo
cual nos lleve a que el plasma estéd en equilibrio térmico. La densi-
dad de electrones y iones podemos escribirla

N _ =Nexp ( -e § /xT)

N _ =N exp ( +e § /xT)

Donde N es la demnsidad y la hemos tomado igual en ambos casos, lo cual
no significa pérdida de generalidad puesto que si los factomes $naxaa

(zv-83)

Iniciatmente diferentes, podrian volverse iguales sumando una constante al po

tencial § . En (TIV-83), § eatd definido como igual a cero cuando las
densidades iénicas y electrénicas son iguales.

Asumiendo simetria plana, la ecuacién de Poisson se vuelve

__d;ﬁ _ 8TN senh (__o%) (Tv-8L)

dx

que puede hacerse adimensional sustituyendo

r -t
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F introduciendo

t

1
C

Entonces hallamos
]

[:aenh(

Cuando J 8 un poco menor que 1, senh "=}, lo cual implice que la 50
jucién de (IV<84) es ’ F=e fpidon que =

& Texp (2 x/2) (TV-86)

Cuando f* > 1, § crece o decrece on x en la misme forme que oxp (+ x/A)
Pare un plasmae de muchas longitudes de Debye, la solucién serd obvlamen
te de las formas (IV-86) que decae cuando ncs movemos dentro del plase

ma desde los bordes. Notamos tembién que el potencial peneira en el -
lasme alrededor de una longitud de Debye y que el plasma apontalle al
campo eléctrico en su parte principal como une suporficie laminar de car
£a.

La longitud de Debye es entonces tipicamente una dietancia corta. Un
nomograme para calcularlia aproximaedemente aparece en el gréfico de la

figura IV-13(debido a Longmire, Op. cit.)
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ig. IV.13 Nomograma para la determinacién de la longitud de Debye, A
D
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V., CONCLUSIONES.

i.) La ecuacidn de Liouville proporciona un modelo mecénico.apropilg
do para ie descripcién de la materim en equilibrio termodindmie

CO-n

ii,) Las funciones de distribucién son soluciones de 1la Ecumcién de
Liouville, .

i44,) Toda funcidén del Hamiltoniano representa una soluocién estaciona
ria a la ecuacién de Liouvilie, La teorie do ensembles nos per
mite obtener funcilones estacionarias de distribucilén.

_iw,) La suma de estados candnica y gran candénica son ejemplos de fun
ciones de dilstribucién proporcionadas por ia teoria de ensembles.

v.) Los valores observables de las cantidades temodinémicas medidos
en ol espacio fisico del laboratorio, corresponden a promedios
de cantidades definidas a nivel microscépilco.

vi,) Como lae observables macroscédpicas poseen un cardcter estadfsti
co, su natureleze probabilfstica es indudeble,

vii.) Debido a la naturaleza de les observables macroscépicas éstas =
. poseen fluctuaciones alrededor del valor central.
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viii.) La toorfn do fluctuccicnos nos garantiza la firmeza de un valor
promedlio tomadec como representativo del sistema complotus

ix.) La teorfa de fiuotuaciones demuesira que es iicito eplicer e un
pisteme el ensemblie més adaptado o sus nccesldades, sin que la
apiicecidn de 8oto o agqudl infiuya sobre los reosultados obteni-
dose

Xs) No se puede habiar de fiuctuaciones en variables no mecdnicas -
como la entropfa y la tomperatura, puesto que estes no estén -
bien definidas en cada estado de energfa, mientras que sz{ estu-
diamos fluctuecinnes en E y N por ser variables mecénicas:

x1,) Las fluctuaciones dependen del ambiente real del sistema y por
lo tanto dol ensemble u%ilizado., Por ejemplo, si el sistema es
isotérmico y cerrado, habrén fluctuaciones en la presién y la -
onergia pero no en el ndmero de parifculas y en ol volumen.

x1i,) Las fluctuaciones alrededor de valores medios se vuelven impor-
tantes bajo cilrcunstancias especiales, como es el caso de fluc-
tuaciones en un gisteme de dosz feses, deonde a pesar do que la =
fluctuacién en cada fase es normal, la fluctuacidn puede ser e-
IIOCTMO o

xiiio) In Mocédnica Eztadfsitica podomos seoleccionar cualguiexr funcildén -
de particidén para poder calcular propiedades termodindmicas o =
sea que partimos de condiclones moleculares microcdpicas para -
llogar a propiedades macroscdpicas.
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VI. APENDICES

Apéndice A. Valores medios de ensembles Y _Dpropiededes

Supongamos que una variable v de algin sistema puedo msumir alguno de
los & posibles distintos valores

Vl . V2' eee vo‘
con probabilidades respectivas
I“1 ’ Pz. vee Py

Esto significa que en un ensemble def gistemas similares (/f-" == )
la variable v asume el valor particular v_ en un nimero /rr = /rPr de
estos sistemas. L

La especificacidn de las probebilidades P_ para todos les € posibles
valores de vr.dé 1z variaeble v conatituyerla descripcién estadistica
més completa del sistema.

E1_valor medio de Vv en 6l ensembls estd definido por la multiplicacidm
de cade valor posible de v por el nidmero A de sistemas en ol ensem-
ble con este valor, sumando los productos resultantes de todos los <X
posibles valores dev y lusgo dividiendo la suma por el admero total

de sistemas en el ensembie, o sea LS

P P TR X I b
,r s

Y c°moﬁf= P_ es la probabilidad de ocurrencia del valor vl (A-l) se
transforma a *

o
>= TRV, (a-2)

Tat

(a-1)
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De manera similar, si f(v) es alguna funcién de v, el valor medio o pro
medio de censemble de £ estd definido peor

s
£(v)) = F‘Pr £(v,) (a-3)

La anterior definicidn, unida a las propledades de la sumatoria nos con
ducen a las siguientes propiedades de los valores medios de ensembles!

si £(v) y g(v) son dos funciones de v,

(£ + g) = }; P [f(vr) +g(vr)] -

= L:; P, flv ) I Poo6(v) =<1Y + (o) (a-h)
ue el valor medio de la suma de funciones, es igual e le suma de
De manera similar

O_sea
los valores medios de las mismas.

< o
{ec f)zz P [c f(vr)] =c £ By f(vr) = c {f)

a3 1] g1} (Aps)

Si f es igual a 1, (4-5) indica que el valor medio de una constante_es

igual & la constante.

Supongamos que tenemos dos variables u y v que pueden asumir los valo-
TeB U,y U, ) eeey Uy & vl. vg. esey Vo respectivamente. Sea P_ la pro
al

babilidadzde que u asuma el or u_ ¥ P_ la probabilidad de qus v asu
ma el valor Vs Si la probabilidadrde qge u asuma alguno de sus valo=-
res ez independiente del valor asumido por v, esto es, sl las variables
u y v son estadisticamente independientes, la probabilidad de comexién
Prs de que u asuma el valor ur Y que v asuma el valor Vi es
Prs =P_P ; (A-6)
r's
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Supongamos ahora que f(u) es alguna funcién de u, mientras que g(v) es
algune funcidén de v. Entonces el valor medio del producto f.g es por

(a-3) s B
g <£(u). g(v) 3L L P 2(u). glv,) (4-7)
y=| $=I

donde la sumatoria es sobre todos los posibles valores u_ y v_ de les
variables. Si son estadisticamente independientes, (A-ﬁ se transforma

en: {£.8) =§ ; B Pe f(ur). g(vs) =

=§ E[Pr f(ur)] [ R G(Ve)]
(R )] [ 2, 600)] =<ee>  (a-9)
A% S

esto es; el promedio de un producto es igual al producto de los prome=-
dios.
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Anéndice R, Conceptos termodindmicos

B.1l. Nociones dtiles de Cdiculo

Sea F = F (xl. 32, es s xn)

e.) diferencial parcial:

Def

9x, F = lim F(2)Xayeee X, Xett ) o o0 Xn) (p-1)
- A0 Axy

b.) diferencial total

Daf
n

dF = E BF d=x
=1 313‘
c.) propildad
2'F 3°F (-3)

=
2%, 3% P O b
d.) Difefencial exacto 3

(B-2)

Lema:

pera que dF sea un diferencial exacto de la funcién F(=x, y))osto
es que

aF = u(x, y) dx + v(x, y) dy (B-4)
deben cumplirse las condiciones:

1.) @z vy)'= (—-g—:——-) = v(x, ¥) '—'(_%:'—)7_

14.) oM\ 3F = DF =/ Y (condicién de Schwarz)
dy Jx Ay oy N x4y
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e.) dencminador integrante

See ad = G(x y) éx + Qa(x, ¥) dy, tel que d§ no es diferencial
exacto. Entonces d% es holondmico si existe T(x, y)a es
un diferencial exacto. T(x, y) es un denominador inie= 11i,?i‘

grante.
B.2. Axiomas de la termodindmica

Axioma O. Si de tres sistemes A, B y C, los dos primeros se encuen
tran separadamente en equilibrio con C, entonces A y B se encuentran
en equilibrio uno con el otro.
Axioma 1. Segin el principio de conservacién de la emergia

dU = dQ + dW (B-5)

donde dU es el cambio en energia interna, dQ la cantidad de calor
y d¥ el trabajo mecédnico.

Si se trata de gases

dW =-P a4V (B-6)
y por lo tanto

dU = dqQ - P 4v (B-7)

Axioma 2. dQ es un diferencial holonémico R

e

R (5-8)

donde S es la entropfﬁ y T la temperatura absoluta. Lo anterior
Permite hallar

dQ = T ds (8-9)
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v nor conpisuilente (B-7) podemos escirbirloe

QU = T dS =« P dV

(B-10)
5.3. Potenciales toermodindmicos
Son d:i"e,roncialee oxactos y pucden moncionarse como talea:
la energfa interna: E = E(S, P) =U +P V (B-11)
el potencial de Gibbs: G = G(T, P) =U-TS + PV (B-12)
la energia libre de Helmholtz: F = F{T, V) = U -~ T S (B-13)
B.-4. Reiaciones entre los potenciales
a.) tomando el diferencial de la energia interna
dE =dU + P dV + V 4P
usando el axjoma 1 y sustituyendo
dE = TdS - P dV + P dV + V dP
dE = T dS + V dP (B-14)
b.) sacando el di{'erencial del potencial de Gibbs:
dG = dU - TdS - S AT + P dV + V 4P
usando el axioma 1
dG =T dS = PdV - TdS = SAT + P dV + V 4P
dG =-S dT + V dP (B-15)

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

c.) tomando el diferencial de la energie iibre
dF = dU « T dS - S dT

usando el axioma 1

dF = TdS =« PdV « T dS -~ S dT

dF = - P dV = S dT (B-16)
B.5. Primeras relaciones termodindmicas
De la ralaciéns Se obtiene
dU = T dS - P dV T = -%—)v (B-17)
= - (-3Y B-18
I (av )s ( )
dE = T dS + V dP T = ("ag (B-19)
P
- L 2E " (B-20
g ( a7 Js ( )
dG = ~ S dT + V dpP s=-(-%), (B-21)
= G L.
V= (_g.r)T (B-22)
dF = -~ P dV - S dT P = -g_\f_)f (B-23)
5 = ik B-24
- ( T )v ( )

Estas relaciones pueden obtenerse fdcilmente haciendo uso de un cua
dro mnemotecnico como el siguiente:

v A T
U><G
s E P

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

113

Pera obtenerlae se utilizan derivudes mixtes (condicidn de Schwarz)

i.) de {B-17) y (B-18)

59, = -39,
ii.) de (B-19) y :(B=20)

(aI = (av)
3P ) 25 /p (B-26)

1ii.) de {B-21) y (B=-22)

—%_)1-= (-%%_ d (8-27)

iv.) de (B-23) y (B-24)

e e (—Z—:—.—)v - (—23—),. (B-28)

*

(B-25)

También es‘p§sible usar una cuadro mnemdnico como el citado amnte-
riormente para encontrar estas relaciones. Un ejemplo es el cdlcu

lo de: :
'.35)_,_ zps
YV ) <3T v

que puede hallarse rotando convenientemente el primer cuadro:
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G u = G U
[z} 4 v T

-
ciones de respuesta.
gl
nombre lo indica, estas funciones mi
den 1
30 2% Gatiaulon do corkoter termodindmicer  Baiseon smineiroties

calore s especificos, que miden la cantid i
ae) bajo est mulos de temperatura. a0 g culnp abeorbids

Pyede
y a pregian constante; u n ser a volumen constante
b.) Cogreaibilidadeu. que miden la respuesta del volumen a la pre
sién y que pueden ser a temperatura constante y a entropfa cons
tante; =

ce) EE.P_“.DP_i.éBo que mide la respuesta del volumen a ia temperatura.
k,) Para dete_minar el calor especifico partiremos de 1a canti
dad que quoremos medir, esto es ’
' [
(3x ;(—g,%—)x s donde x puede ser P o V

entonces, para determinar el calor especifico a volumen cons
tante, partimos de lasecuaciones, (B«7) y (B-10), ' sea

dU = dQ = PdV = T dS = P dV

como V es constante
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2y _ (=2 -1’ LR s
(_?;)v 5o ( AT /v & ( aT }V =t A (

k. a5
Oy = = ( aT )v

v ademds, por otra parte:

s (30, -3,

Cy==T QtF
2T= v

115

a'r)v s

(B-29)

(B-30)

que es un resultado muy importante para Mecédnica Estadistica.

Para el calor especifico a presién constante, salimos de (B=7)

obteniendo

dQ =dU + Pav=d( U+ P V) = dE

a9 dE
dT ~ 4T

pero, de (B-14)

"
6, = T ( o5
Yy usando (B-15)

c, = - 7 36 )
P F—a,r,_ "

(B-31)

(B-32)
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b.) para la determinacién de las compresibilidades, partimos ds
la base que .miden la respuesta del volumen a la presidén y
por consigulente tenemos quet

i.) a temperatura constante
B o 5 i ( 3V ) _ - __! 3’6) (8-33)
Ep v 3P J. v 37

- &

y como m = 9V con como densidad unitaria
29
B = 9(7:3‘ T (B-34)
1i.) a entropia constante
{ av [ ( E )

S = e = e > B-

s - 3P Js 7 57, (3-35)
y usando densidad de masa

e o ! ( dF (B-36)

S S5 ar S

/ ’
c.) por tltimo el coeficiente do expasion Larmica €2

! oV
odp = e '—s'.'r—)P (B-37) .
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Ecuacién de Euler. Transformaciones de Logendre otros

potenciales termodindmicos.
Cc.1 La ecuacién de Euler.

Apéndice C.

El hecho de que la relacién fundamental para la energia sea homogé-
nea y de primer orden, nos permite que sea escrita en una forma par
ticularmente conveniente llamada la forma de Euler.

Del concepto de propiedad homogénea de primer orden o linearidad, -
tenemos para algin A

U( XS' lx g oee )\X_'c) = AU(S. xlg ce e Xt)
diferencié"do con respecto a A y utilizando ia reé:l:a de %a cadena

Bl i iXiowis (A s) < OU(eee X oo0) (A X3) , e
AN

° 8 a(hxd) A
= U(S, X ... xt)
O sea
3U(eee Xy s ) S, oo _OU(... AX P U(S, Xy eoer Xy)
d(As) (A XJ)

que es una ecuacién cierta para cualquier A y en especial para A = 1,
tomando entonces la forma

dyu QU
—a—s-— S 4 eee a_f‘;— XJ + ocee = U(S. xlo esey xt) (C‘l)

=~ pero QU _ T & 81 QU =PJ' entonces
o8 BXJ
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U=TS+§|PJ X; (c-2)
En particular si se trata de un sistema simple tencmos:
U=TS-PVae |-4|N1 +---+|ler (c+3)
En la representacién de la entropfa, la relacidén de Euler toma la
forma i
B
§=
']
. T
i ] » K c-
s=(g)Uu+(R)v |:,:;-l(.l‘;__) N, (c-5)

C.2. Transformaciones de Legendre.

La cnergie y la entropia que son pardmetros extensivos' desempefian
el papel de variables independientes, mientras que los parédmetros =
intensivos residen en conceptos derivados. Esta situacién estd er -
marcado contraste con la situacién préctica dictada por la convenien
cia en el laboratorio, donde el experimentador encuentra que los ra
rédmetros inteniivos son méds féciles de medir y de controlar y por =-
lo tanto més deseables de encontrar, mientras que los parédmetros ex
tensivos se prefieren como cantidades operacionales derivadas.

El extremo de la situacién es dado por las variesbles conjugadas en=-
tropfia y temperatura. Ningiin aparato prédctico existe para la medi-
da y control de la entropia, mientras que los termémetros y termos-
tatos para la medida y control de la temperatura son aparatos comu=
nes en el laboratorio. El problema es entonces como llegar por me-
dio del formalismo metemdtico a que los pardmetros intensivos reem-
pPlacen a los extensivos como variables matemdticamente independiene
tes. Esto es posible y nos lleva directamente a los potenciales ter
modindmicos que son otras representaciones termodinémicas diferentes
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e lae ya consignadas en el apéndice B,

La introduccién de las representaciones transformades es s6lo cues=
+idn de convenlencia, ya que la termodindmica esté légiceamente com-

pleta y bien contenide dentro de las representaciones de la entropie
o la energia,

Los aspectos formales del problema son los siguientes: hemos dadc u
na ecuacidén fundamental de la forma

Y= Y(XO' x1. eesy xt)
v es deseable hallar un método por el cual las derivadas
dy
%

puedan ser consideradas como variables independientes sin sacrificar
ningin contenido de la releacién fundemental.

Py

Por simplicidad, consideremos primero el caso matemdtico en el cual
ia relacidn fundamental es una funcidén de la variable unica X:

Y = Y(X)

Goométricamente, la relecién fundemental esté ropresentede por una
curva en un espacio con coordenadas cartesianas X y Y, y la derivada

P__2Y
- X

es la pendiente de esta curva. Si descamos considerar a P como una
variable independiente en lugar de . X, nuestro primer impulso podria

ser simplemente eliminar X de las dos \dltimas relaciones obteniendo
Y como una funcién de P, esto es

Y = Y(P)
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Sin embargo, 2l hacer esto podriamos sacrificar algo del contenido
matemético de la primera relacién fundamental; por ejemplo, desde
un punto de vista geométrico, el conocimiento de Y como una funcién
de le pendiente dY/ dX no nos permitirfa recomstruir la curva Y=Y(X)
En efecto, cada una de las curvas desplazadas en la figura VI-1l co=-
rresponde correctemente a la relacién Y = Y(P) que desde el punto -
de vista analitico es una ecuacién diferencial de primer ordem y su
integracién da Y = Y(X) solamente dentro de una constante de integra
cién indeterminada. Sin embargo, la aceptacién de Y= Y(P) como una
ecuacidén bdsica en lugar de Y= Y(X) podria resultar en el sacrificio
de alguna informacién contenida en la relacién fundemental.,

¥/ v}

x x
A pesar de lo deseable de tener P como una variable independiente,

el sacrificio en el contenido de la informacién podria ser por com=-
Pleto inaceptable.

La solucién préctica estd deda por la geometrfia. El1 concepto esen=-
cial en la geometria lineal es que una curva puede ser representada
igua%monte bien como la envolvente de una familia de lineas tangen=
tes

fig. VI-3) o como el lugar geométrico de los puntos que satis-
facen la 'relacién Y = Y(X)
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.

Fig, VI-3

Justamente como cada punto en el plano estd descrito por los doe ni
¥ su intercepcidén con el eje

meros P y <y donde P e3 la pendiente
Y, entonces como una relacién Y= Y(X{ selecciona un subconjunto de
todos los posibles puntos (X, ¥), una relacién VY= V¥ (P) seleccio-

(P, ¥ ). Un conoci

na un subconjunto de todas las posibles lfineas .
miento de las intercepciones ¥ de las’ lfneas tangentes como una fun

cion de las pendientes P nos permite cannstruir la femilia de lineas
tangentes y entonces la curva de la cual son envolventes. Entonces

la relacién
Y= v (P)
es Edﬁﬁiéf&mente equivalente a la relacién fundemental Y = Y(X). En

esta relacién la variable independiente es P, entonces la relacién
Y = ¥ (P) de la solucién completa y satisfactoria del problema.
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Como esta relacién es matemdticamente equivalente a la relacién Y=Y(X)
puede ser también considerada como fundamentalj esto es, Y = Y(x) -
68 unarelacién fyndamental en la "representacidén Y", mientras que

4= % (P) 1o oc la "representacién y ".

El1 asunto estd ahora en cémo computar la relacién V= V¥ (P) si he-
mos dado la relacién Y = Y(X). La manipulacién matemdtice se conoce
como transformacién de Legendre. Consideremos una linea tangente -
que pasa a través del punto (X, Y) y tiene una pendiente P. Si 1la
intercepcién es Y , tenemos (fig. VI-k4)

Y - ¥
Pux-o

¥Y=Y-PX

Supongamos que hemos dado la ecuacién
T = T{X)

y por diferenciacién hallamos
P = P(X)

Entonces por eliminacién de X y Y entre la ecuacién de V¥ , de Y vy
de P obtenemos la relacidén deseada entre Yy P, tal y como lo po=-

ggg:.gglgei"en el siguiente ejemplo

sea Y = 2 X° ~ Y= Y(x)

entonces

d
]

dy/dx = Ux - p= P(X)
1yazx"z-(!uc)xﬂ-zxz--" VY=Y-PX
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X = P/!&

Y = -2 (p/8)? = (P%/16) (-2)
Y =- P2/8

Como puede notarse la identidad bdsica de la transformacién de Legen
dre es 1la ecuacién V=Y - P X que puede ser tomada como la defini-
cidén analitica de la funcién 4 . La funcién Y es la transformada

de Legendre de Y.

y [

Fig, VI-4

El problema inverso al anterior es reconstruir la relacién Y = Y(x)
si se conoce la relacién ¥ = <y (P). La relacién entre (X, Y) y
(p, ) es simétrica con su inversa, excepto para un signo en la e-
cuacidén de transformacién. Tomando la ecuacién diferencial de Y
¥y recalcando que dY = P dx, hallemos

dy = @« Pdx -« X dP + 4dY
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o
J a3y
e Boda

Si las dos variables VY y P son eliminadas de la ecuacién dada
?-Y(P) y usamos la ecuacién de ¥y de =X podemos reconstruir Y = Y(X)
como lo vemos en el siguiente ejemplo

Ejemplo 2:
¥=-P%/8 “— Y=1(P)
. =X =d+y /dP = a(-P?/B) / dP = - 2p/8 aP/dP = - P/l 4 Y= Y-P(x)
Y=Y-PX

-p2/8=Y-Px=Y-hx(x)=Y-hx2=zx2
2
Y=2X 4—»Y=y(x)

La simetrfa entre la transformacién de Legendre y su inversa estd in
dicada en la comparacién esquemdtica siguiente:

Y = Y(x) Y=1% (P)
P s g;r e gpx_y (c-6)

af--px‘;y Y-XP+\{I

La eliminacién de P y ¥ da
Y = Y(X)

La eliminacién de X y Y dd
v = v(P)
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El principio do Logrange garantiza que una funcidén particular, 1le
Lagrangiena. caracteriza completamente la dinédmice de un sistema me
cénico, La Lagrangiana es una funciénde 2 r variables, r de las =

cuales son coordenadas generalivadas y las otras r, valocidades ge
noraiizadas. Entonces la scuacidn

L= L(vl Vor see Vi Qye Qe ees q_-r) ' (c=7)

desempefla el papel de una relecién fundamental. Los momente genergs

lizadosd estén definidos como derivadas de la funcién Lagrangiena,
esto es

= (c-8)

Si se desea reemplazar las velccidades por los momenta como variables
independientes, debemos hacer una transformacién parcial de Legendre
con respecto a las velocidades. Entonces introducimos una nueva fun
cién llamada la Hamiltoniana y que estéd definida por

v
Ka

Un formalismo dindmico completo puede entonces estar basado en la =
nueva relacién fundamental

H= H(Plg Pzg XXX Pr H qli ng X} qr) : (c'lo)

Sin embargo, la derivada de H con respecto a P, es la velocidad v,

que es una de las ecuaciones hamiltonianas dinémicas. Entonces si
una ecuacién de la forma (C=7) estd considerada como una ecuacién
dindmica fundamental en la representacién Lagrangiana, la ecuacidén

Hamiltoniana (C=10) es la ecuacién fundamental equivalente .en la
representacién Hamiltoniana.
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c.3 Potencilalos termedindémicos

En tormodindémice, ol formalismo antorior puede ser aplicado
forma esiguiente. La relecién fundamental Y = Y(x s Xq0 ... en el
lenguaje energético es la relacién U = U(S, X,, X, o X,) o bien
U=U(S, V., N s) que se acomoda muy bien é log eiatemgo que nos
intoresan. L& de%ivadas Po' P., «es correspcnden a los parémoetros
intensivoe T, =P, M, r y  eee Entonces los gotenciaﬁa termodi-
nédmicos_son las funciones transformadas de lLegendre. -‘Entre los prin
cipales potonciales podemos mencionar:

‘de la

1.) E1 potencial de Helmholtz o energfa libre de Helmholtz, que tige
ne por variables naturales- a T, V, 1. Nz. ese O 8€a que la re-
lacién fundqmental es F = F(T, V, N ees) Por lo tanto,
la transformada correspondiente pod%mos hallarla haciendo una
comparacién esquemdtica similar a (C-6) esto est

=U(s, v, N 1°* N20 -c-): F=FT V Ny Ny, cen)
T = BU ’ .s = -a—F-
38, . 2T

F=U-TS U=F +TS

Eliminando U y S obtenemos La eliminacién de F y T da

= F(T. V. NJ,' N2| .oo)

e o o o

U= U(S, V, Nli Nzo -0-)

Si sacamos el diferencial total de F obtenemos:
AF OF QF

an-a—T-dT+av av -é—N—l-led-ggz sz...

pero
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AF OF -1 S
—a—'r—-=-S'-—av = =P &"""‘—a" —,4

por lo tanto

4F = =S .dT = P AV + M N, + Joay, (c-11)

Como el trabajo desarrollado en un proceso reversible,(para un
sistema en contacto con un depésito calorifico) es igual a la
disminueién del potencial de Helmhcitz, algunas veces se le 1lla

ma también trabajo disponible a temperatura constante.

2,) lLa entaipfa. es la transformada parcial de Legendre que reem=-
plaza al volumen por la presién como variable independiente.
Las variables naturales en este potencial son S, P, Ni' ﬁ. ode
a eiita

y por consiguiente la comparacién entre la energia y h

pia es

- v=us, v, Nys Nypoood) . H=H(S, P, Nis Npi ooe)
H=U+PV U=H=-PYV

Eliminando U y V se obtiene Eliminando H y P obtenemos

H=H(S, P, Njy Nyy +o0) | U =TU(S Vi Njy Npy o)

(el cambio en las derivadas sé debe a que <P es el pardmetro
intensivo asociado a V).
Sacando el diferencial total de H, obtenemos

OH 3H OH OH aee

dHuas dS-—s—P—dP-(-aNl dN1+-ﬁ—2‘dN2
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pero _°oH
EX]

=T;-——gg aV & —'——gg =‘{ .porloqua

GH =TdS + Vap + |M ANy, +  [hdN, ... (c=-12)

Le entalpfa puede ser tomada como el traebajo disponible de un
sistema que ectf en contacto con un depésito de presfdéng esto
es, el trabajo liberado en un proceso reversible por un siste
ma en contactorcon un conjunto de depésitos (con pardmetros

internos Py, P, , eee) 8 igual a la disminucién en la energfa
Ue 2

3.) La funcidén de Gibbs o energfa libre de Gibbs, es la transfor-
mada de Legendre que reecmplaza simulténecemente la entrcpia por
le temperatura y el volumen por la presién como variebles inde

pendientes. Las variables naturales son '1‘, P, Nl' Nz. Enton-
ces tenemos

[ ]
U = U(S, ng NZ. VJ") . G = G(T. p. ng NZ. o.o)
dU k Y
T = e " «S o e
o8 Cz=U=TS+PY , o’ Vs G+TS5+ PV
-P = OU V='ga-g—-

2V
Eliminandp VU,S y V obtenemos:
» G = G(’T. P

Eliminando G, T 'y P obtenemoss
[ Nl' Nzo Otc)

U=1T S, V. Nl. N2' .o.)

e O o o

S1i tomamos. el diferencial total 'dG obtenemos

dG 3G oG o6
dG = 3T dT + 2P dP + aN1 le + _BN,_ szo.o
pero

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

129

26 QG 3G ' .
3T =-S;-—-§—§—=-Vg aN:‘A 3p0_rloque

dG = - S T = V 4P + \4, le * V.,_auz b o5 (c-13)
Esta funtién es perticularmente convenlente en el anflisis de proble
mas que tienen constante T y P, Los procesos qufmicos que se reali-
zén con frecuencia en roecipientes abiertos necesitan comenzar y termi
qnar con la presién y temperatura atmosférica. La funcidédn de Gibbs de
sempefia un papel preponderante en la qufmica teérica moderna.
Para un sistema en contacto con una fuente de traba,jo'reveraible y con
depbsitos de calor y presifn, la funcién de Gibbs actua como un poten
cial para trabajo., Isto es, esta funcién mide el itrabajo disponible
en un proceso reversible de un sistema con T y P constante.
La funcién Gibbsiana estéd estrechamente relacionada con el potencial
quImico por
que con el uso de la relacidn de Euler (C-3) U=TS=-PV+ Hl N, +
e ’»41_ N, +s¢) da como resultado '

G s '4. Nl + '41,“2 a0 . (C-ll“)
Y en particular paia un sistema de una componente, la funcién molar de
Gibbs es

i ~ - (c-15)
8 = T = . A
webes (iR

o sea que es idéntica al potencial qufmico, Por ello el potencial -
qufmico se conoce a veces como la funcidn molar de Gibbs en suisteman
de_un componente o como la funcién parcial molar de Gibbs en srstee
mas multicomponsntes.- .
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h,) EL g=en potencial cenénico o potencial temocdindmico. Proviene
de 1la teoria mecénico estadistica de un sistema de una compo=-

nente. Sues varicbles independientes son T, V y 3§ e8 decir
se reecwmplaza a la entropia por la temperatura y al nimero de

pexrticules por el potencial qufmico., Para este potoncial te-
nemos entonces. :

2

U = U(s, V, N) P Jad(T, Vv op)
QU , 83
TaSS i %
k-3 3J
A 1T

J=E2U~=TS~- ]

U= J +TS+ N
Eliminando U, S y obtenemos

Eliminendo J, T y '4 obtenemos

J = J(1, V, H ) « U =1U(s, V)N)
y si tomamos el diferenciel total:
oJ aJ dJ

dJ=-5-,F—dT+-5-‘7-dV+-5P—d'4
o sea, utilizando las derivadas del esquema

dJ = «S @T - P aV - N du (c-16)
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A;géndice D. Multiplicadores indeterminados de Lagrange.

Si queremos localizar el méximo o minimo de la funcién F(x, y, z) es
condicidén neceserie (no suficiente) que

oF OF JF 1
2 =0, 2 =0, -5 =0 (1)
la relacién (1) nos da tres ecuaciones para determinar las coordena-

das x, Yy, 2 del extremal.

Supongamos que queremos localizar el extremo de F(x, y, Z,), no inclu=
yendo todos los posibles valores de x, y, z como antes, sino solo aqug
llos valores que satisfacen alguna relacién o condicién, como por ejem
plo c(x, vy, z) = C, donde C es una constante, En este caso en el ex-
tremo condicional localizado en x , Yor 2 debemos tener la rolacién
como en - Ei. pero ahora dx, dy ¥ dz no Son independientes pues debe-

rén satisfacer le restriccidén G(x. ¥, z) = C, Ellas estén relacionadas
por la condicién: ’

3G p-Xe) oG
dx

3= LB T e T

que debe ser satisfecha también en el exiremal condicional desde el momento

que G(x. Y z) estd tomado como igual a una constante. - 3

dG =

dz = 0 (2)

Segiin Lagrange, en el méximo condicional:s dG = 0 y también ol dG = 0,

donde ol es cualquier constante. Ademds, dF = O y entonces: dF =, & dG =03
esto es! i &7

~—~

OF - 3G Ydx +/{OF - 26 \dy +( 3F_ = 3L)dz=0 (3)
ox can) (ay % ay) (az o(bz

Solamente do‘s de las variaciones dx, dy & dz son independientes aqui,
ya que (1) o (2) tembién deben ser satisfechas. Se sobreentiende que
las derivadas tanto en (3) como en (1) y (2) deben ser evaluadas todas
en el extremel x 4, Yy o 2_. Ahora 3) puede resolverse para algin va-
lor de < . Escogeremos < de manera que
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()

A estas alturas xgyo & z, no son conocidas por lo que el valor de X
esfa indeterminadd, Al escoger ok como en (5), el dltimo término de (3)
se cancela. Los dos restantes términos contienen solemente dx y dy.
Como dx y dy pueden variar independientemente ya que para algidn dx y
dy, dz estd fijado por (1) o (2), y como la suma de dos términos debe

ser siempre O, tenemos como en (1), que el problema queda reducido a un
extremal 1libre$

OF = =X}
== d-%-x—.-ao (5)

= 0 (6)

oF oG
3y oy

donde o s dado por (4) y las derivedas estén evaluadas en X0 Y, Y 2,

En la prédctice ocomo x ’y & z - no se conocen por adelantado, el proce=-
dimiento es considera®’ (8) a fravées de (6)

oF 9,{36 o OF = A 3G oF - of G (7)

o =0

3x dx -~ 3y 2y " o= 92

como tres ecuaciones con tres variables desconocidas x o Y, » B e Por

supuesto, la solucién de (7) dependerd de ol , entonceS obfenefRos como
rafces de (7) =_ (K )y ¥ y 2 ( & ). Pero entonces = puede ser
evaluado por suStitucién &n G(x, y,%2) =.C. Esto es, X ee sigue de

Gz (et )e y (X )y 5 () ) =C
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Si existen dos condiciones en el médximo, G (x, Yy 2) =C, & G, (x, ¥, 2) =
C,» las tres relaciones del tipo 1 2

BF BGI - paGl
9X

deben ser resultas para x ( A,

L P).y(d,ﬁ)&z(o( ). Evalua
mos los multiplicadores ifdeterminados® Ay (.’,por austituc:ldn de x _, y
y =, en G, = C, & G, = C, dando dos ecuaciones en las dos incésnit8s °
¥ P

El1l método puede generalizarse hasta un nimero indefinido de variables

Xs Vs Zs eeo y condiciones G, =C., = C a1 see Por smpuesto, el nimero
de condiciones debe ser meno!‘ qll.i mimero de variables independientes.
Para el caso general, se define la funcidn principal de Lagrange por
§(X|’X:'.- o’xﬂjo‘. )o(&) ...,q‘)g F(xl)-oo,x-n)-}-O(lGI(XI)ooc’Xn)-'puoo d&@‘(XI,ooo X-n)

=E con k <n
o

-

El extremal (X., x-;., cee X-n ) so calcula del eist‘ema de mMtK ecuacio-
nes:

38

au =:0 (,(‘, = l,..n,-n)
29 :
a.a_‘ =0 (3="""")

As{ pues vemos que la funcién § se introduce para reducir el problema
el caso libre de restriciones
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Apéndice E. 1. Férmula de Stirlings

Por definicién, el factorial es
n! =1x2x3Xe0x(n-1)xn (E-1)

y por lo tanto
Inn {§ =1nl1l 4+ In.2 + cee

ms=)
Si se lleve & un gréfico la suma anterior, tal suma es la parte som-

n :
+lnn=) lnm (E=2)

Inm

breada que puede sustituinse por el drea bajo la curva continua, es de
cir por el integral. Esta suastitucién es huena en lz zona en que m eS8
grande ya que 1ln m varie muy poco el eumentar m en una unidad. Con es

ta aproximacién (E-2) se transforma a

n
Inn ! =~ Inxdx = [xlnx-x]
1

o sea
Inn!nlnn-n para n —» 00 (E-3)
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roximecién dol factorial podemos lograrla si la relacién an

Tna mojor g
3) la integramos de cero a infinito, esto en:

terior (E-

©

D
nl:fenlnx-x._. 2" o™* ax (e-1)
° °
Ademés, notamos que segin la releacién (E-3), existe un méximal para

X = n

por lo que podemos sustitulr, haciendo uso de

X=ne+y

y de otra relacién recursiva para n! que es la funcién M (n + 1). En-

tonooa haciendo las sustituciones correspondientes, (E=-l4) podemos escri
birlas

M (n+ 1) = 6™ fw,n In (n+y) -y dy: = e-n[tn inwen 1n(1 + y/n) =¥ ay

-n (-]
e n® B [ enln(l-ry/n) =¥ a
-n

Usando el desarrollo en serie para 1ln(l + x), relacién (E-12) del apén
dice E-~l y ademds tomando

x = -E— & y =ayn.v
podemos obtener
2/2n + 3/3n I
P(n+1) =n ™ dy

=n" o z f:,- / e v/3 (@ = oe dy
-V

(=

Y ahora, tomando n —» ®
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e 2 136
r'(n+1)=nnenﬁ fog'v/zdv

nl = \!2 Tn o e (E-5)

donde adomés hicimos uso de la integral definida

(2] _011 ﬂ’
- 5
]o e de = 3

s (2-6)

obteniendo para la integral del problemas

ajje—v‘/zdm_= 3('7'.‘ 7172)= i
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< Apéndilco E.2. Dasgarrollecs on seria.

Upa funcién F = [a. b] —= R, es analitica en z, € (e, b), ai:

1.) Fi{x) = F(x) + F'x)e (x = =) + Fr(x)e (x-x)% s 00 s

ol .4
2%
- 1) n-1
. an x = X "
xo) = % ) | + Rn (E-7)
ii.) 1lim R, =0
n —eso

La expresidén (i) para F(x) recibe el nombre de Serie de Taylor, para la
funcidn f‘x! con _centro _en X,

Para les funciones de dos variables, es decir para

P uTIesR, T CR

el desarrollo en Serie de Tpylor con centro en (x°. Yo) toma le forma
F(x, v) = Flx, v} + (x = x)) P x, v)) + (v = v,) Fyxsv,) +
2
v L [ = mm)% r(xge vp) + 2(x = x) (7 - vp) B (xg, v)
2
+ vy - y,) 7y (=, Yo)] + oo (e-8)
Como ejemplos de desarrollos en Setie de Taylo. , podemos mencionars

E.2.1. Funciones exponenciales:

x 2 3 (E-9)
e =1+ x, X x -0 < 0o -9
+——2‘ +—_3’ + oo0e X <
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ax=e"1na=1+x1na+lenalz‘.(xlnalj‘_... (E-10)
24 31
-0 XL & o
e = 1lim (1 = _X_) (E-11)
n—>ao n

E.2.2., Funciones logarfimicas.
2 3 L
o = —— see -, é -
1n(1 + x) = x :; ¢ ; TURTE 1¢x41 (E-12)

ln x = 2 x =1+ 1 [x=1 "'l(.x_.‘__ll.)s"‘"'} (E-13)
x 1 3 x + 1 5 x +
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Apérdice F. Espacio fédsico. Teorema de Limuville. Matriz deo donsi-
dead. .

F.l. Espacio fdaico, funcidn de distribucién estadistica y valores de

expectacién.

Los eatados de un sistema podemos representarlos por puntos en el lla=-
mado espacié fdsico., Las coordenadas en el espacio fésico son las co=-
ordenadas de posicién QY los momenta p, del sistema considersdo. Ca
da sistema posee su propio espacio féaicci) con un nimero de dimensiones
igual al doble del nimero de grados de libertad. Un estado particular
del sistema estd representado por un punto en el espacio de fase y és-
te corresponde a valores particulares de la coordenada q, y mementa Py
del sistema. El estado del sistema cambia con el tiempo y por lo tan=
to el punto fédsico se mueve en una curva llamada trayectoria fédsica.

Un subsistema es un sistema mecénico no cerrado. Por el contrario, €és
te interactda en varias formas con las otras partes del sistema., Debi
do al gran nimero de grados de liberted de estas otras partes, tales

interacciones se vuelven muy complejas, por lo que el estado del sub=-
sistema considerado variard con el tiempo en una forma también muy com

plejea.

Sea A qApalgin pequefio "volumen" del espacio fésico del subsistema que
corresponde a las coordenadas q, y momenta p, permaneciendo é§ste en cor
tos intervalos Aqi y Ap,. Poéemoa decir qi'le en un tiempoc ,T suficien
temente largo, las trayec%or:laa fdsicas extrsmadamente complejas pasan
muchas veces a través de tal volumen. Sea At la parte del tiempo to-’
tal T durante el cual el subsisiema estuvo en el volumen Aq Ap. Cuan
do el tiempo total T se incrementa indefinidamente, la reazén At/'l‘ tien

de a algin 1fmite!

lim At P (F=1)
T-po0 T
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cantidad que de acuordo a (G-B) podemos escogerla como la probabilidad
de que, si el subsisiema ece observado en un instante arbitrario, tal =
subsistema serd encontrado en el volumen dado 8q Ap del espacio de =-

fase,

Tomaxido el limite de un volumen fédsico infinitesimal
dq dp = dq,, dq,s +ee dg_,dpyy dp,, «eey dp, (F-2)

podemos definir la probabilidad de estados dw representada por puntos
en este volumen elemental, i. e., la probabilidad de que las posicio-
nes q, y momenta p, tengan valores en intervalos infinitesimales dados
entre Qy P, Y a i dq,s P, + dp,. Esta probabilidad podemos escribir
la como 1 2 & i i -

dw = f(qi. ecey qs. pi. XX ps) dq dp (F-ﬂ)

donde £(q, ) es una funcién de todas las posiciones y momenta., La fun
cién £(q, pg representa la "densidad" o la distribucién de probabilidad
en el espacic fésico y se llama funcidn de distribucidén estadistica, o

simplemente funcidn de distribucidn del sistema. Esta funcién por ser

probabilistica debe satisfacer la condicién de mormalizacién.

{#(a,p) aq ap = 1 iila (r-4)

donde la integral estd tomada sobre todo el espacio de fase y expresa
que la suma de las probabilidades de todos los posibles estados del sub
sistema es 1.

La distribucién estadistica de un subsistema no depende del estado ini-
clal de alguna otra pequefia parte del mismo subsistema ya que en un =
tiempo suficientemente largo, el efecto de sus condiciones iniciales es
tard completamente excedido por el efecto de las partes restantes del
sistema que son muchas. Es también independiente del estado particular
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del sistema conslderadec, ya que con el tiempo esta parte pasa a través

de todos los estados posibles, alguno de los cuales puede ser tomado co
mo su estado iniclal., Sin tener que resolver ol problema mecdnico para
un sistoma y para lo cual debon tcmarse en cuenta condiciomnes iniciales,
podemos hallar la distribucién estadistica para pequefias partes del mis

mo. Esto, como se comprende fécilmente, tiene une importancia fundamen
tal en Mecénica Estad{stica.

Entonces, la determinacidén de la funcién de distribucién para algin sub
sistema es el problema fundamental de la Mecénica Bstadistica y de hecho
en este trabajo, toda la primera parte estd destinada a la busgueda de
tales distribuciones. :

Podemos calcular los val_ores medios o valores de expectacién de algunas
cantidades fisicas b(q,p) miltiplicando cada uno de sus posibles valo=-

res por la probabilidad correspondiente e integrando sobre todos los es
tados, esto est

{b) = cﬁ,(q, p) f(q, p) dp dq (F-5)

donde C es una constante. (F=5) permite calcular los valores medios <b)
a partir de la funcién de distribucién,

Para encontrar el valor de C, recordaremos que la estadistica cldsica
es el limite de la estadistica cudntica, por lo que tomando en cuenta
los principios de esta \ltima podemos valernos de la primera, por su
mayor sencillez, para el estudio de los problemas pertinentes.

Entonces, de acuerdo con el principio de incertidumbre, el estado de un
sistema no puede localizarse en el espacid fdsico mds cercanamente que

dentro del volumen Aq Ap de orden h, o sea que mediante una identifica-
cién podrfamos decir que

h Z, Q'H(‘h B) gty rdq dp o‘“(‘lop)
2ot ewdnt
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En genoral, si oxiotgn s grades de libertad, la integral de Zose debo

ser dividide entre hpara que de la funcién de perticién cldmics. Es

to es consistente con el principic de incertidumbre que pide un h para
cada producto dq dp. Si odemfs es un sietemsn de N particulas indistin
guibles, el valor de C es :

¢ a (n®Mm1)"!

porque como existen N particulas indistinguibles, hay NI COnti;ibucio-
nes dadas por las perrmutaciones de las mismas (vemse apéndice). Pgr
consiguiente (‘F=5) quedaré en la forma

£v> =_1 __ \v(qs p) £(qs p) aq dp (F-8)
n®¥ny

Esto esté de acuerdo con el punto de vista de la Mecdnica Cuéntica don
de las particulas son indistinguibles y el intercambio de las mismas =
no lleva a nuevos estados. Como el volumen de fase puede ser tomado -
tan pequefio como se ‘'quiera, se evita la complicacién de que dos o mds
particulas estén en el mimmo estado clésico,

E1 wvalor de expectacién o promedio, haciondo uso de las funcionas de =
distribucién, nos libera de la necesidad de seguir la variaciéa en ol
tiempo del valor real de la cantidad fisica b(q, p) para encontrar su
valor medio., Es obvio también que por la dafinicién de probabilidad
el promedio estadistico es exactamente igual al promedio respecto del
tiempo, es decirs

T
(b)Y = lim _;_fb(t) dat (F-7)

T-+»o® T Jo
Por otra parte, la razén para el uso de valores medios es que si un cuer
po macroscépico (en condiciones externas independientes del tiempo) 1lo
observamos durante un largo perfodo de tiempo, encontramos que todas las
cantidades fisicas macroscépicas que lo describen,, prédcticamente constan

aon
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tos ¢ iguales & gusz valoros medios y sufren raramesnte cambiocs aprecia~
bles.

Si un sistema macroscépico estd en un estedo tal que las cantidades fi
sicas "macroscépicas® son con un alto grado de soguridad iguales a sus

valores medios, se dice que ol sistema estd on equilibrio estadfstico,

equilidbrio térmico o eguiibrio termodindmico,

Ademéds, o1l hecho de que lozs subsistemas puedan ser considerados como =

teniendo interacciocnea débiles, nos permite comsiderarlos ccmo estadis
ticamente independientes. Por independencia estadistica entendemos que

el estado de un subsistema no afecta la probabilidad de estados de o=
tros subsistemas.

Consideremos dos subsistemas y sean dp(l)dq(l)y dp(z)dq(izs voliimenes
elementales en sus espacios de fase correspondisfites Si consideramos
a los dos subsistemas juntos como un subsistema compuesto, entonces la
independencia estadistica de loa subsistemas significa matemdticamente
que la probabilidad ? io 1stim?s pyestos en sus volimenes fé-
sicos elementales dpll2) 4q 12 =dpkl 3 ?23 123 puede escribirse -
como el producto de las rgba i :ldad pa a los dos subsistemas estan-
doc respectivamente en dp? z ) , cada una dependiendo sé-
lo de las posiciones momenta de loa auba:lstemaa concernientes. Enton
ces de acuerdo a (A-6 podemos escribir:

£, ap(12)gq(12) fldp(l)dq(1)~ £, ap(aq(?)
o bien )

12 =5 1, (r-8)

donde f e8 la distribucidén estadistica del subsistema compuesto y f
y f2 la} de los subsistemas separados. Lo contrario también es c:l.ert%.

Si b, y bz son does cantidades f{sicas, entonces segin (A-8) y (F-8)
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(blb2)=(bl)<b2)

F.2. Teorema de Liouville

(F-9)

En lugar de considerar puntos reprosentasrdo estados de algin subsistema
en diferentes instantes de tiempo, podemos considerar simulténeamento -
un gran ndmero (en el 1fmite, infinito) de subsistemas exactamente idén
ticos, o sean los ensembles estadisticos, los cuales en algdn instante
estédn en estados representados por los puntos Al' Az, eoe

Seguiremos el movimiento subsiguiente de los puntos fésicos que repre=-

sentan los estados de estos subsistemas sobre un intervalo de tiempo no
muy grande, tal que un subsistema casi cerrado pueda, con suficiente se
guridad, ser tomado como tal, El movimiento de 10s puntos en el espa=-

cio de fase obedecerd las ecuaciones de movimiento que envuelven las po
siciones y momenta de las particulas en el subsistema.

Es claro que en algin instante t estos puntos estarédén distribuidos en
el espacio de fase de acuerdo a la misma funcién de distribucién f£(q, p)
de la misma manera que .em t = O, En otras palabras, como los puntos =
fdsicos se mueven alrededor en el curso del tiempo, permanecerdn distri
bui . dos con densidad constante en algin punto, proporcionalmentse al coe
rrespondiente valor de f4

El movimiento de los puntos fdsicos puede ser escogido formalmente como
un flujo ecstacionario de ua "gas" en ol espacio fésico de 2S dimensiones
y la ecuacién familiar de continuidad puede ser aplicada ya que expresa
la constancia en el ndmero total de "particulas" (en este caso puntos =
réuicos) en ol "gas". La ecuacién de continuidad sabemos que es

af >

Y—— =

3E * v (gv)=o0

donde { es la densidad y ¥ la velocidad del gas. Para flujo estacionario

op
ot
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1o que implica
av (pV) =0

y para un espacio de muchas dimensiones éato se vuelve
25

: (9v)ao

— au

En el presente caso, las "coordenadas®" x x, eon las coordenadas de posicién
q y los momenta p, y las "velocidades" vy = %, son las derivadas respece-
to al tieupo ay p dadas por la ecuacidnde naviniouto. Entonces tenemos

;l[ 3 (99e+ 38 3t (gp) ] =0
Expandiendo las derivadaa se obt:lon

E[‘]a 291 +f’f- ] S)Z[aql_ %L*::]

Con el uso de las ecuaciones de movimiento en la forma de Hamilton (I-l)

3. = oH 3 . QH
1 3pi vl YT
donde H = H(q, p) es la Hamiltoniana para ol subaistaua conaiderado. vee
mos que ads _ 3% s 5 it
349z ¥ 394 3pi "' 3 pl

por lo tanto, el segundo término en la expansién de las derivadas es i-
gual a cero y el primer término os la derivada total de la densidad, es
decir, de la funoi6n de distr:lbuc:l.dn respecto del tiempo, o sea

'E 2 (aqz‘f 3 P P‘) = > (F-10)

A=
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Liosamos sntonces a la importantisima conclusiéni que la funcién de dise
tribuciZn es_constants & lo lergo de las trayectorias de face dol subsis
tema. Este es ol teorema ds Liouvilie, Como los subsistemas bajo consi=-
doracién son casi cerrados, el resultado ( F=10) es vdlido para interva=-
los de tiempo no muy largos, durante los cuales el subsistema se conduce
como si fuera cerrado con suficiente aproxzimacién,

Fe3. Matriz de densidad,

La descripcién mecdnico cuédntica basada sobre un conjunto incempleto de
datos concernientes sl sistema se efectdia por medio de la llamada matriz
de densaidad. El conocimiento de ©olla nos permite calculer el valor me-
dio de cualquier cantidad asociada al sistema y también las probabilida-
des de varios de ostos valores. La incompletitud de la descripciém radi
ca en el hecho de que el resultado de varias clases de medidas que pue=
den predecirse con cierta probabilidad o partir del conccimiento ds la =
matriz de densidad podria predecirse con la misma certeza de un comjunto
completo de datos para el sistema del cual su funcién de onda podria de-
rivarse.

Para derivar le matriz de densided en la reprecontacién de la energia,
consideremos algin subsistema y definamos sus "estados estacionerios®™ co
mo los estados obtenidos cuando todas las interaccionss del subsistema =
con las partes que lo rodean son completamente desprecisbles. Seen ’\}‘n(Q)'
las funciones de onda normaliszadas de estos estados,q. convencionalmente
dsnota'el conjunto de todas las coordenades de posicién del subsistema y
@l sufijo n el conjunto de todos los mimeros cuénticos que distinguen a
los varios estados eostacionarios; las energias de estos estados serén de
notados por En’

Asumamos que on algin instante el subsistema estd en un estado completa-
mente descrito por la funcién de onda 11 « Esta puede ser expandida en
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términos de las funciones *n(q) que forman un conjunto completo; escri
biremos esta expansién como

¥ = L Cayn (r-11)

£l valoxr medio o valor de expectacién de b cuando el sistema estd en el
» puede ser calculado por medic de los coeficientes Cn, toman

estado
do como dgfinicién de valor de expectacidn {b) el producto escalar

vy = (§,5) (r-12)
que desarrollado nos lleva a

(b)Y = (W, b¥) = (CCnyn, T BCm¥m =

T L CHCm (Pn B ¥m) =

) = L L G Gn bnm (F-13)

donde bnm es Catm
(r=1l)

A Aa
bam= ((Yym, b¥m ) = f%* bym d=
y representa a los elementos matriciales de la cantidad b G es 8l opera
dor asociado)

El cambio de una descri:picién mecdnico cudntica completa a una incompie
ta puede ser escogida como una clase de promedio sobre sus varios esta-

dos 'qf. Definiendo mn = Cn* Cm, obtenemos

{b) =§§ Veab:

Donde el conjunto de cantidandes v ( ue en general son funciones del =
tiempo) es la matriz de densidad 'en la re resentacidn de la ener iaj en
tadfotica.

Pisica Bstadistica también se le llama mitriz est

(F-15)

Si escogemos wmn como los elementos matriciale'g_ de algin operador estadis

tico 47 vy lo multiplicamos por el operador b, obtenemos
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L Dottnban = DD by )= L (B

S
”
donde T es la traza de la matrizj entonces

Esta férmula tiene la ventaja de pormitirnos calcualr promedios hacien-
do uso de algin conjunto completo de funciones ortonormales, pues la tra
za de un operador es independiem te.t@l ccnjunto particular de funciones
con respecto a los cuales los elementos de la matriz estdn definidos.

Las otras expresiones de la mecénica cudntica que contiener las cantida-
des C_ son modificadas similarmente, los pr:ductos C_# C_ son siempre re
emplazados por los valores promediados w 'n‘ " o

C * C <P W

n m n

Porxr e.jcmplo..la probabilidad de que el subsistema esté en el enéeimo es=
tado es igual a los correspondientes elcmentos diagonales v de la ma-

triz de dansidad (en lugar de los médulos c.adrados C¥* C ).""D

2 Co >s evidente
que estos elementos, que denotamos por w, son siempre positivos.

wn = w 5 > (o]
Yy que deben satisfacer la condicién de normalizacién
/- 2
Tr v = ; LB 1

{esto corresponde a la condicién Elﬁn |25z 1)

n
Debe hacerse énfasis que el promedio sobre varios estados t}' que hemos
usado para ilustrar la transicién de una descripcién mecano-cudntica com
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pleta a una incompleta tiene solamente un significedo formal. En par
ticular es incorrecto suponsr qua la descripcién por medio de la matriz
do densidad signifigueque el subsistema pucde eatar en varios eatados
con varias probabilidades y que el promedio es sobre tales probebilida-
des. Tal tratamiento estarfa en conflicto con los principlos bésicos -
de la mecédnica cuéntica.

Los estados de un sistema mecdnico cudntico que son descritos por funcipo

nes de onda se les llama estados puros, para distinguirios de los gsta-
dos mixtos que son doscritos por una matriz de demnsidad,

El hecho de promediar por medio de la matriz estadistica tiene doble na
turaleza., Comprende tanto el promedio dado por la naturalesza probabie
1fstica de la descripcién cuéntica (tan completa como sea posible), co=
mo el promedio estadistico necesitado por la incompletitud ds nuestra
informacién concerniente al objeto considerado. Para un estado puro sé
1o el primer promedio subsiste, pero en los casos estadisticos siempre
entdn presentes ambos tipos. Debe tomarse en cuenta, sin embargo, - que
estas componentes no pueden estar separedasj debe tomarse el promedio -
completo y no puede ser representado como el resultado de promedios su-
cesivos, uno puramente cudntico y el otro puramsnte estadistico,

La matriz estadistica en la estadistica cudntica toma el lugar ds la fun
cién de distribucién en la estadistica cldsica., Toda la discusién en
los temas anteriores que conciernon a la estedistica clésicayala natu-
raleza determinista (en 1la préctica) de sus prediccicnes se aplican In-
tegramente a la estadfstica cudntica también. La prueba de que las fluc
tuaciones relativas de las cantidades fisicas (uccidn III,1) editivas
tienden a cero cuando el nimero de particulas se incrementa, no hace u-
so de alguna propiedad especifica de la mecédnica clésica, y entonces per
manece totalmente védlida en el caso cudntico. Podemos por consiguiente
decir que las cantidades macroscépicas permanecen précticamente iguales
a sus valores medios,

En la estédistica clésica, la funcién de distribucién da directamente la
distribucién de probabilidad de los varios valores de las posiciones y
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momenta de las partfcules del cuerpo. En la Estedfstica cufntica &sto
no 68 realmente ciertoj las cantidades v dan solemente la probabilidad
do encomnirar al cuorpe en un estado cuénBico particuler, cin indicacién
directa do los valores de lag pesiciones y momenta ds las particulas.

De 1la naturaleza do la mocédnica cuédntica, la estad{stica bdaseda en elle
puede tratar sélo con la doteorminacidn de 1 distribucién do pmobabili.
dad para las posiciones y momenta separadamente, no juntas, ya que és=-
tas, para la partfcula, no pueden tener simulténeamente valores definie
dos. Las distribuciones de prcbabilidad requeridas deben reflejar ambos
capos; la incertidumbre estadfstica y la incertidumbres inherente 2 la =
descripcién mecanoe-cuédntica., Para hallar estas distribucionss repetimos
los argumentos anteriores. Asumamos que el cuerpo estd en un estado
cudntico puro con la funcién do onda (Fe11) La distribucién probabilfs
tica para la coordenada de posicién es dada por el médulo cuadrdtico?

I¥I'=C Cofe, ¥a* Ya

entonces, la probabilidad de que las coprdenadas tengan valores en un in
torvalo dado dq = dq,, gqe eee dq_ o8 dv_ = |7F|* dq. Para un estasdo -

mixto, los productos C son rﬂeuplazﬂdos por los elementos o de -
la matriz estadistica,”y |%r|7' se vuelve

2 E Van 1’*""1"'"

" m
Por Ia definicion de elementos matricialess

“Wmn m= o e = y’ * A
Entoaces ln‘.“'"' Yﬂ 3 dﬂl # Y'""'r ¥n d1

oL Y F ya @ (r-19)

(En esta expresién las funoiones Yn pueden ser algin conjunto completo
de funciones de onda normaliszadas).
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Doterminemos chora la distribucién de probabilided para ol momentum.
Los estados cudnticos en los cuales todos los momenta tienen valores do
finidos corresponden a movimiento libre de todas las partf{culas, Deno-
temos las funciones de onda de estos estados por VYp (q), el sufijo p
representa convencionalmente el conjunto de valores &e todos 1oz momene
ta, Como vimoa, los elementos diagonales de la matriz de densidad son
las probabilidades de que el sistema esté en los correspondientes esta-
dos cuénticos. Entonces teniendo determinada la matriz de densidad con
respecto al conjunto de funciones Y , obtenemos la distribucién de pro
babilidad para el momentum de la férBula

F=20
dwp = wpp dp = dp f"l’p‘w% dq ( )
donde dp = dpl dp2 coe dp.

Es interesante notar que ambas distribuciones (F-19) y (F=20) pueden ser
obtenidas integrando las mismas funcifin:

I= T:(Q) /‘7 ‘\yp(q) (F-Zl)

Debe hacerse énfasis que ésto no significa que (F=21) pueda ser escogie-
da como funcién de distribucién para posiciony y momenta simulténeamen-
te: (F=21) es compleja y ademds el tomarla ansf ostaria en conflicto con
la mecdnica cuéntica.
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Apénaice_ G.

Ge.l. Andlisis combinatorio,parmutaciones vy combinaciones.

Loma fundamental: "si una cperaciém A  puede realizarse de nn, formas di
Terentes Yy otra operacién A_ puede reiilizarse de n_, formae diferentes,
ambas operaciones pueden reaiizarae de nye n, formag distintas".

De acuerdo al lema anterior, oi tenemos dos conjuntos S y R cuyo niimero
de elementos son respectivamente nzsg y n(R), el némero de elcmentos =
del producto cartesieno S X R es n(S).n(R).

G.l.1., Permutaciones.

Supongamos que tenemos un conjunto S que consta de n elementos y que qug
remos canlcular el ndmero de agrupaciones diferentes formadas cada una -
por x elemontos. Diferentes significa en este caso que dados dos agru-
paciones del mismo nimerc de elementos, una es distinta de la otra por
el orden que poscej por ejemplo: mbc es diferente de Dac.

La condicién para x es entonces:

T as, B, & e

Para formar una permutacidn tomaremos un primer elemento de los n elemen
tos dadoes, luego un segundo elemento de los (n - 1) restantes, un tercse

xro de loe (n - 2) restantes y as{ sucosivamente hasta llegar al clcmon-

to de orden x. Por lo tanto, la primera seleccién puede hacerse de n =

formas distintas, -la segunda de (n - 1) formas diferentes, la tercera de
(n - 2) y asi sucesivamente hasta llegar a la de (n-x + 15 formas distin
tas.

Si eplicamos ¢l ioma fundamental, obtenemos

P(n, x) =n(n - 1) (n = 2) ... (n=x + 1) (G-1)
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dondec P(n, x) nlgn iflca: permmtacioncs ds "n" elementos tomados en agru
peacionss de "x". (T mbién os u=ua1 utilizar la notacién an o In, ::Srr

tn el casoc que intervengan loa n elemsnton, tenemos:
P{n, x) =P(n, n) =n(n - 1) (n=2) ... (n~n + 1)
=n(n-1) (n=-2) .e. 1 =n!?
P(n, n) = P(n) = n! (6-2)

La férmula (G-1) podemos transformarla en una férmmla equivalente muy o
til, que queda en funcién de factoriales, asfi:

P(n, x) =nfn = 1) (n = 2) see (n e x+1) = nn=3) (n=2) e00 (n=x+1)°

(nex) (nex=1) --.

N1 = X 2,10
eeo Jele 10

P(n, x) = '(xTn'i"i')! (6-3)

Si los elementos pueden repetirse en la misma agrupacién entonces cada
uno de ellos puede escogerse dentro de los n mismos elementes aunque ya
haya sido anteriormente tomado, dando por consiguientes

pe (n, x) = Nellelle e o = l'lx (G‘h)
Goele.2, Combinaciones:
Aquf buscamos el nimero de agrupaciones que pueden formarse con n elemen
tos tomdndolos de x en x, considerando como iguales a los que tienen los
mismos elementos gpunque el orden sea diferentej por ejemplo, las permuta
ciones ebc, acb y bca consituyen la misma combinacifn,

Construyamos un ejemplo para llegar a la férmula fundamental: tomemos un
conjunto.formado por les 5 elementos diferentes a, by ¢, d, 6, y formemvy
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cen ellos las combinaciones respectivas que sont

abec abd zbe acd ace ade
bed bee bde
cde

o sea que

(FH3)-

dende. . n)es el sfmbolo de combinacién,

Ahora bien, las permutaciones de es

tos 5 elementos ‘tomados de 3 en 3 son)usando (c=1) o (G-3)

P(5,3) = 60

Por supuesto que entre estas 60 posibiles permutaciones ®e encuentran ine
cluidas las permutaciones de cada tres elementos, que entre las 60, fue=-

ron tomadas como diferentes
que hay '

P(3) =33 =6

debido al concepto de permutacién, es decir

Por consiguiente, notamos que las combinaciones multiplicadas por las pexr
mutaciones de 1o0s x elementos dan como resultado las permutaciones tota-

les. Isto nos permite escribir

n
(s -

x)§ xi

Para el ejemplo dado tenemos entonces
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El uso de las combinaciores es particularmente dtil en el cflculo de agru
paciones formadas por particulas idénticas 2 indistinguibles,

Supongamos ahora que 1o qus tenemos son n elementos entre los cualez hay
x, elementos iguales a A, %, elementos iguales a B, x, elemeontos iguales
a“C, etc,; entonces, al eatgblecor una diferoncia ent;e los elementos, -
el némero de combinaciones se reduce en cl némero de permutaciones que -
puaden hacerse con los x.,, x,,

bfan sido diferencindos.l

eec X

% 0lementos izuales a K que antes ha
Pof consigiiiente (G=5) se transforma a

(xl I-l.. xk)= xlﬂ x:: e xk! (6-6)
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Goe20 Distribuciones de probabilidad

Ge20lo Definicidn de pmobabilidad

Definicién clasica de Laplace "probabilidad a priori”: si en un espacio
muestral S hay n resultados igualmente posibles y dentro de éstos; m son
favorables a la realizacidn de un evento F, entonces la probabilidad p(E)
de ocurrencia de E: es:

p(E) = =+~ (c-7)
1 problema de la definicidn clésica es que existen muchos ejemplos en =

los cuales no es poegible determinar el ndmero total de resultados posi-

bles ni tampoco cuéntos eventos favorables pueden existir, como por ejem

plo conocer cilantas personas morirdn en un determinado afio, o bien si u=-

na partfcula radiocactiva emitird una partfcula elemental en el siguiente
segundo de tiempo, etc., Otro . problema lo plantea el hecho de que para

que se cumpla la condicifn "resultados igualmente posibles", se necesita

de la existencia de condciones de simetrfa que en la mayorfa de los ca-

B808 no se ercuentra.

Por consiguiente R. von Mises formula su teorfa de probabilidad partiene
do de una serie de experimentos u observaciones que deben cumplir coni

i.) la existencia de un lfmite para la frecuencia relativa de cada e=
vento particular;

ii.) el reconocimiento de que ese lfmite no varfa al tomar una parte cual
quiera de la muestra,

Entonces la definicién estadf{stica "a posteriori”, dice que le prcbubilidad
de ocuerrencia del evento I debe tomarse como

p(E) = 1im M (G-8)
n-ow n
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GeZo2. Postu lados de probabilidad

Se deben & Alexis Kolmogorov (1933), quien en =su teorfe parte de un espa
cioc muestral S y de una familin de subconjuntos que son los eventos alea
torios F que deben cumplir:

1,) el espacioc muestral S es un elenento de la familia Fj;

2.) si los eventos A y B (que son subconjuntos de S) son a la vez elcmen
tors de ¥, los conjuntos A UB, ANDB, A y B también lo sonj

3.) el conjunto vacfo también es un elemento de F, puesto que es igual a
Ss Por lo tanto los eventos gozan de la propiedad clausurative.

k,) si los eventos Al' Az. A3 oso de S son elementos de F, entonces Al U
Az A-gU ese Y Al N A3 oo tambigﬁ lo son,

A este conjunto F se le llama campo de eventos de Borel

Por otra parte, un experimento se define como:

i.) un conjunto S de resultados que constituyen el evento cierto y que
coincide con el llamado espacio muestralj;
11.) un campo I' de Dorel formado por los subconjuntos de S o eventos;

iii,) un némero p(E) que se asigna a cada evento E y que se llama proba=
bilidad de F que satisface los poatulados

p(R)? o (c-9)
p(s) =1 A (G-10)
p(E, UE,) = p(E,) + p(r,) st £, N E, = ¢ (esto es, s1 Fy y F, son e-
ventos independientes) (6-11)
B
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De los postulados anteriores deducimos las conclusiones siguientes:

as) 1ia probabilidad de ocurrencia de un evento imposible es cero, puesto
que segin (G=10) v {G=11):

p(su g) =p(s) +p(d) =1+0 .. p(d) =0 (c-12)

b.) la probabilidad de no ocu rrencia del evento L o= el complemente a=
ritmético de p(E), puesto que si

S=EUT &EN®E = ¢ o :

" p(S) = p(E) + p(E)y y como p(s) =1
= p(E) = 1 -p(E) (6-13)
c.) si B €4 .. p(B) € p(a) ‘ (G-14)
d.) S1ANB ;‘ ;f, ensto es, si los eventos no son independientes
p(avUB) =p(4) + p(8) - p(ans) (c-15)

que se puede demostrar haciendo usoc de los postulados y con el auxilio
de un diagrama de Venn=EFuler como el siguiente:

5
A B
4
ADB
Entoncess
AUB =AU (B - ANB) B=(ANB) U (B - AN B)
p(A U B) = p(4) + p(B = AN B) (a)

p(B) = p(An B) + p(B - A NB)
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p(B « 4 NB) = p(B) - p(a N B) {v)
¥y sustituyendo (b) en (a):

p(A UB) = p(A) + p(B) - p(A N B) qed

Go2230 Distribucién de probabilidad binomial

IEsta distribucién estd basada en las sigulentes condiciocnes:

a,) sélo existen dos posibies alternativas para la realizacién de un even
to: E y E, esto es; una favorable y otra desfavorablej}

b.) la probabilidad de ocurrencia p(E) es constante;

c.) los eventos son independimntes ,

De acuerdo a las condiciocnee sefialadas, si tenemos n pruebas de las cua-
les x son favorables a la ocurrencia de E, entonces (n = x) no lo son.

Al efectu ‘ar el experimento vemos & tensr entonces
EE +es E [x veces]
& T T gua E [(n - x) veceaJ

como la probabilidad favorable p(E) y la desfavorable q(E) permanecen cons
tantes y son eventos independientes, podemos aplicar el lsma fundamental
del andlisis combinatorio obteniendo:

pipepninsveld qag- p= o2 To%)

Como todes los posibles arreglos de p y qy por ejemplo:

p(EEE-"...EE)pqqq.-uPP
P(EFEET .. .EE)qPAdqoeecoqq
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se excluyen mutuamonte, la probabilidad de uno cualquiera de estos es da
da por la suma de las probabilidades respectivas, quo segin las condicio
nes, son iguales, Por consiguiente las posibles formas ds los arreglos
sen tipicamente las combineciones de los “mismos, y por consiguiente:

b(xy 8y P) = —gy P T (6-16)

donde b(x. n,p) es el simbolo que emplearemos para la distribucién de pro
babilidad binomial.

G.2.le. Distribucidn de probabilidad de Poisson

Es el 1f{mite de la distribucidn de probabilidad binomial cuando n = @ vy
p —> O, permaneciendo constante el producto np

Para encontrar las relaciones fundamentales, haciendo uso de la definicidn
tomeremos en primer término

7\= np 2% p= :\l

Sustituyendo en la distribucién binomial esta expresidén y usando (G-13)
)n-x ng Ax 4(1 - l/n)n

Xy N, = -————%L—-T- - - =
o " 7] xI (n=x]7 P S x§ (nex)! n* (1 =A/n)*

simplificando nj, escrito de la forma:

n} = n(n - 1) (n - 2) XX (n - X + 1) (n - X) vee 3Je2e1,

con (n = x)} del denominador: 5
_ _n(n=1) (n-2) ... (nexed) _A (1= A/n)®
b(x' o p) C nonononooo n - x} {1 - 7\/"):
x

]

i
1(1 = 1/n) (1 = 2/n) «es )(1 - ::;1) A (- am™
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Aplicando lim 1 =+ ¢ a la dltima ©XPregidn:

1im b(x, n, p) = 1(1 = 0) (1 = 0) o (1 = 0) hx 1 1im (2 -

T et €0 z) (1 - 0) "2

Como lim Avia
(1 -%‘)-n/x= e nlj;lfh @ (1 -;;) = 6-x

n -— 00
y por consiguiente:
-A 11
x§

T
AT e (Gux7)
r

Go2,5., Distribucién de probabilidad Gaussiana

Para la obtencién de la relacién fundamental, partimos de la distribucién
de Poisson (G-17), tomando A = m, esto es

-m X
2] n

x}

ng—i-vmcv b(x, ny p) = plx, X ) ===

p(xs A ) =

P(xvm) =

Reemplazando el factorial de x por la férmula de Stirling (E-5)s
p(x) = S—2=
x e 27TWx

y usando logaritmos:

lnp(x)g;x-m+x1n(—_£-)-1n 2 T x

- m - x lfm = x .
in &’%) = 1ln (1+m x)% = = '5( x )+ t
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v poxr consiguienve -

2

In p(a)as 1{x = m)  « 1y 2 ¥ x
2 x
p(x) . ___1 e~ dx= m)? (c-18)
N2 "

Como las propiedades de la distribucién de Poisson son
media = M = A= m
Varianza = ¢ % = A
desviacién tipica = ¢ = \ﬁt_'

Cntonces, la distribucién Gaussiana o normal podemos escribiria
M )2
1 u(x - N
x) = > C=19)
=) = =¥7m —~ ° ot Vi

donde como pasc intermedio tomames x ~m para valores de x muy grandes
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