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l. a. INTRODUCCION:  

La noción de un espacio topológico compacto es una abstracción de 

ciertas propiedades importantes del conjunto de los números reales. 

Los clásicos teoremas de Heine-Borel-Lebesque, afirman que toda cu-

bierta abierta de un subconjunto cerrado y acotado del espacio de los números 

REALES tiene una subcubierte abierta finita. 

Este teorema tiene extraordinarias y profundas consecuencias y asf 

la conclusión se convierte en una DEFINECIOH. Un espacio topológico ea com-

pacto si de toda cubierta abierta se puede extraer una subcubierta abierta 

finita. 

b. NOTAS RISTORICAS: 

Frechet en su libro "Sur Quel ques Points du Calcul Functiannel" 

fue el primera en usar el, término "compacta." El aplic5 este érmino a espa 

dios métricos en los cuales cualquier sucesión de puntos  contiene una subsu-

cesión convergente o, equivalentemente, en el cual cualquier conjunto infinito 

tiene un punto lfmite, Aplicando esto a espacios topológicos generales, se 

definen asf los espacios sucesionalmente compactos y los espacios contablemente 

compactos respectivamente. 

}ausdorff en su libro "GrundeUge der Mengenlehre" da la primer noti-

cia de la definición actual de compacidad, en términos de la condición de 

Heine-Borel, y esta definición es equivalente en espacios métricos a la definiciÓn 
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anterior. Fueron Aleeandrofj': Urysohe en su obra "liurtheorie dee T000le-

gischen nume" quienes epliceeon esta definición a enpecios topológicos en 

general; ellos los llamaron espacios bicompactos. La definición de bicompa-

cidad tuvo mayor importancia que la de contablemente compactos y sucesionale 

mente compectos cuando Tychonoff en sus obras "Uber ele topologishe Erweiterung 

von Zliumen"; "Ubew einen leuletionen raum proL6 que ee uweeervaba bajo el pro-

ducto, Este resultado falla para ].a compacidad suceeional y para la contable. 

La compacidad puede ser descrita usando la propiedad de la inter-

sección finita que fue señalada por primera vez por Riesz en "Stetigkeits 

brgriff und ubetrakte Mengenlehre." 

Los espacios Maximal-compactos fueron estudiados por Ralachadra en 

Ninimal Zicompact Space" y por Ramanathaw en  9Yinimele3icompeet Speces." Da 

compacidad local fue definida en forma independiente por Tietze en  u3eitráge 

zur allegemeinen topologia 	y por Alesaadroff en "Ubew die Metrisation der 

imkleinen Mompakten topologishe nUme." Este concepto ea indispensable hoy 

en  .(;.arfa de integración y en el estudio de grupos tcpológicos. 

Dos espacios parecompactos fueron definidos en 1944 por Dieudonné 

en "Une Généralisetion de Espnees compacto" y elevados a la presente situacidu 

poe A, H. Stone que probó que todo espacio métrico el paracompacto. Sorgenfrey 

demostró en 1947 que el producto de espacios paeacompactos no es necesariamente 

paracompacto. 



le ce DEF,HECIONES GENERALES 

Ciertas esferas cerradas en un espacio Euclidiano 3-dimensional, 

por ejemplo la esfera y•el towoide, están contenidas en una pezeiÓn finita de 

espacio; otros tales opimo el paraboloide, se extienden al _infinito. El tée 

mino compacto emtá propuesto para superficies en las categorice de arriba, 

Le noci6n topológico de coispacidad está basada en esto, Sin embargo se re-

quiere una definición más• estricta, esto ea, une definición que no dependa del 

espacio circundante como la idea intuitiva anterior. 

1-rimero consideraremos eubconjuntos que seen cerrados y acotados 

en un espacio Euclidiano. Por un estudio de estos conjuntos nosotros obte-

nemos una caracterización de la compacided en términos de conjuntos abievtoe 

y podepos llegar a una definición estricta de compacidad aplicable a especial 

topológicoe ea general, 

En cualquier eepacio m.lerico k, un subespaco X,. con la topoloe5.14 

in Nacida, decimos que es acotado ei existe k> o tal que'd 1Pp IDIk para t'el° 

PeQ pertenecientes a X. Por ejemplo la esfera unidad en R3  Ix2  -e y2  + m2  - AJ) 

en un espacio Euclidiano -3 dimensional, está acotada, porque la distancia entre 

dos puntos sobre le superficie es e lo sumo 2. 

La propiedad de estar acotado o limitado, no tiene significación en 

espacios topológicos, en general, no es un invariante topológico, esto ea, no 

lo usamos D/RECTAMENTE para obtener la definición de compacidad, 

gin emb(9:1-go, ussndo el teora7/2 de convergencia da Dore', la propiedad 



de ser acotado de un conjunto cerrado en un espacio luclidiano puede ser 

relacionada a ciertos sistemas de conjuntos abiertos, que conocemos como 

cubiertas abiertas, y esto nos da un fundamento para nuestra requerida defi-

nición. 

Un sistema 141 	de subconjunto:3 de ln espacio topológico 

X es una cubierta de X si. xcp  Wi, esto ea si para toco :›1.,  e Y, existe 
1£r 

ttf~ e;  )14 tal que w-Ettlí. En particular, si cada conjuntoUp  es  abierto, 

la cubierta ea llamada unacubiazta abierta de -X. y el la cubierta consiste 

en un niimero finito de conjuntos, es llamada una cubiarta finita. 

El sistema de todos los conjuntos abiertos en un espacio topológico, 

es una cubierta abierta; más general, cualquier base 30  una cubierta abierta. 

Recordemos el teorema de 3orell "Si Y es ul espacio cerrado y aco=-

tado de un espacio Euclidiano n-dimensfonal, entonces cualquier cubierta 

abierta VIky
ll119A 

 de YZ contiene una suboubierta ablerta finita; esto es, 

de los conjuntos abiertos de 	(1,11  que cubren al( 9 poda os eztaer Pm 
11 

armero finito de conjuntos que cubren a X." 

En virtud del teorema anterior, nosotros deinimos que un espacio 

topológico X o un subespacio, es compacto si de cual.Juier cubierta abierta de 

Xpodemos extraer una cubierta abierta finita. Entoacer podemos concluir que 

aubespacios cerrados y acotados de espacios Euclidianos son compactos. 

Fara mostrar que la idea intuitiva de eompaeided concuerde tanto coro 
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ea posible con la delinici6n general dada anteriormeete, es necesario probar 

el inverso del teorema de Dore', es decir ie'', ea un subespacio compacto de 

un Espacio Euclidiano, entonces es cerrado y acotado, Esto se sigue de loe 

siguientes teoremas 

aY) "Un aubespaclo compacto V:. de un espacio de Hausdorff ea cerrado." 

b;) n'Un subespacio compacto X de un espacio métrico M es acotado. 

Como un espacio méteico es un cepacio de Heuedorff, loe teoremas 

anteriores implican que un subespacio compacto de un espacio métrico es cerrado 

y acotado. Esto es, en partieuler, un subespacj.o coepacto de un espacio Eucli-

diano es cerrado y acotado. 

De donde un subespacio de un espacio Euclidiano es compacto si ee 

cerrado y acotado. Sin embargo este resultado no es cierto en espacios mftri-

cos en general, el teorema de lorel no ea n cesl:riamente cierto para espacios 

no Euclidianos. 

i

Por ejemplo sea M infinito, con la métrica 

d la, bY) 	19 	si a = b 

	

d la, b); ú l 	al a 7í b 

El espacio total es acotado ya que la distancia entre cualesquiera 

dos puntos distintos es igual a /, Es tambien cerrado, pero el conjunto fun-

ental es infinito, esto en no ea compacto. 

al Definición de Compacidade  (Dicompacidad) 

Un  espacio topológico t( 	(0) es compacto /M.compaete '̂e5(• 	para 

toda  cubierta abierta de .Yk_ eeiate ena sebcublerts abieeta Dente. 
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13Definie"n"C°1"229jlacL12922121.--.1111) 

Un espacio topológico Q >t,;Z; 	se dice qte es sucesionalmente con. 

pacto cuando toda sucesión de puntos contiene una sntsucesiffir convergente a 

un punto de éste, Dicho de otra forme cuando para tolo conjunto infinito d 

A se tiene que A,113,1 , donde 	es el conjunto dervado de A. 

Esta es la noción que se debe e M. Yrechet, Rendic, di 7'alermo 22 

(1906 p.6. Y debe notarse que el término "conjuntos compactos" es  empleado 

por diferentes autores en un sentido distinto al empleado por Frechet, ya que 

se entiende por conjunto compacto, un conjunto en el «mal cada sucesión de 

puntos contiene una subsucesión convergente (pero no necesariamente hacia 

un punto del conjunto consideradoI 

Esta definición dejó de ser la más aceutadl. y usada cuando se vió 

que la de bicompacidad era más apropiada para el producto de es lelos com-

pactos, eunque algunas veces sobre todo para analizar si se tiene la propie-

dad de compacidad sea ésta, de sucesionalmente compactos más útil, 

1. d. DEFINICWIES EQUIVALENTES Y SUS DEMOSTRACZONES 

Definiciones: 

Una familiajl de subconjuntos tiene la prcA.,Edad de la intersee-

ción finita si y solo si la interseceiCn de cafft subfamilia finita es no vaca. 

Teoremas: 

•Sea ()(X) un espacio topológico y 113(92 
	 una cubir-,a 
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abierta pera X, entonces la colección de los compleavAltos de los miembros 

tiene intersección vacia. 

Demostración: 

Supongamos que existe X.1 (1 C c/ 

entonces DC. 11/: X- Cel 	y, como 1 )11,  7  C714  (( 

r 	tal C1 	Ir 1.119 	
U \TIA 1„ 

nc,,=>1. 

dorde los C.64 	-5 V <1,zi 

esto implica que existe 

obteniendo una contradicción. 

d 

Lema: 

Las siguientes proposiciones son equivalentas 

i") X el compacto, 

3,13 pare toda colección 	de conjuntos cerrados con intersecciÓn g7I  

vicia tal que existe una subcolección it k, ,I 	 PA  t.....1,4al  que 	9.  -.../ k 1  43,  l io 
pa 

Demostración: 

Demostraremos primero que i.s ~1) 	Sea 	una cubierta 

abierta de 	por el teorema anterior la familia 	c',:e los complementos de 

G  tiene intersección vacia, por hipótesis existe una subcolecciónilh., k,1,_ 
nn 1s =1s tal que aplicando de DeMorgan tenemos 

(-)11=$¿ c 

A  s  
= XG74X o Val%  sizt  

,z olí. 	 obtenido una snl-Iclblarta finita ara X 



:-X es compacto. 

Ahora demostratemos que i) ...11̀ 1•1**) 

Sea X compacto y  11/i/In  una colección de conjuntos cerrados con inter- 

'lección vacía. Como por de Morgan 

	

.11,1  k 	e 

	

Lrz, 	74 x  

es una cubierta 

abirta de X. Por hipótesis E es compacto, IG que implica que existe 

D111-14 	- •  ,s-20-1 	tal que 

por de Mórgen. 
lz% 

ó 	x 
jd 

- = // 

Teorema: 

Un espacio (X,%) ea compacto WJC  para cualquier familia  -4  de 

conjuntos cerrados con  la propiedad  de la intersección finita, 	tiene= 

'. intersección no vacía. 

Csraostración: 

C71 
e) Sea 	una .2amilia de conjuntos cerrados en un eopacj.o compacto 

ett 
Asuma que la interscción de todos los miembros deiCii•4  so vuela. 

Queremos concluir que 	no tiene la propiedad de la intersección finita. 

Le eoleción de conjunto 
	

'vH blti 	/ ea cubierta del 

espacio compacto (1,1). Eni-~em existe una subcubierta finita ded, ó sea 

que existen 	% 	• - •r, 	 )•  V-A,  a  V-h2 	 tskn 

cubren aX: U X  — 	 e€ tonces. 
kJ.-2 s 

zz, 



Por D9 ITZI:go.r.2. 11 ("1 	. 	 93 

no tiene la propiedad de- la- interkle07.`Zión finita. 

b) Sea. 9 	 r cualquier cubierta abierta de X y con 	la familia 21 

9- sh(-01114  Como i  es cubierta abierta yemas que la intersección 

all  de todos los miembros de a es vacia. Usando do Moruan át  no tiene la pro- 

piedad de intersección finita, O sea que hay un número finito de abiertos 

a; 	 ,-r de Morgan ;16\X., 1012, , 

es una eubcubierta de X en  
aya corDacto. 

Teorema 

Un espacio topológiac) es compacto wsi cada red en X tiene 

un punto de acumulación. 

Demostración: 

Fen 11C1,( 	unl: red en un espacie topológico compacto X, y 

para toda  n elb 	An  el conjunto de todos lbs puntos Sm para riit-s:>,..n 	En- 

tonces la 	 () 	krá 	tiene la propiedad de la interlaccion finita, 
to 

porque D está dirigido por lb.  y y por consecuencia la familia dg todos los 

conjuntos An  también tiene la propiedad de la interscocidn finita. 

Como X ele compacto existe un plAnto 	95C1.:nInpor teoremal Wfin 

31Snix,peolAnS red en un espacio topológico X y *>..neri sea An  el conjunto de 

todos los puntos S M'ilrr›r). 3ntonces e el un punto le acumulación de):,:mL.1.5  

cp .›5 Gli1 un punto de anumulaci61 



ui) Sea (XD0-) un cspacio en el cual toda, red tiene un punto de 

acumulación y sea 
	be

( 
 zna TImilia de subconjuntos cerrados de )(:).(i 

tiene la prooiedad de la intevescción finita.. Definimos ¿N...) como la familia 
s 

 
la 	) 	 1)\ .., 

de todaS/finites intersecciones de los miembros de C; entonces .....0 tiene 

la propiedad de intersección fJ.nita 4 	c  ; nos ke.sta mostrar q»e(V51 
r's  
gI5 ea no vacia. 

Z:Ja intersección de dos púa:labras deql es UP miembrólagfy por lo  

tanto 35 está dirigido por 	contención 	. Si eecogemos 

" 
en t wiAces ) su ,,x 	es una red en X y por consecuencia tiene un punto de acumm- 

laciÓn  s. Si 	a 	zIsl' 	5,4  c.  {301 
 entonces g.)  c 	C 3e,? 

y por lo tanto  yle,wit.  está eventualmente en el conjt:Ato cerrado »,,x y por lo 

tanto el punto de acumulación s  a 19,,,1  

eltz, 

Consecuencia: 

X es compacto asi toda 	en X tiene una eubred que converge a 

algdn punto de X. 

Definición 

Un punto es un U5-punto de acumulación de un conjunto A si cada 

vecindad dezc contiene infinitos on.ics de A. 

Cada espacio topológico tiene un punto de a-mmulación asi cual uiev 

conjunto infinito tiene un punto de (.15-acumulación. 
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Lema: 

Si X es un eepecio de Lindelof y cada suceeión en X tiene un pun-

to de acumulación, entonces 1: es compacto. 

Demostración 

Es necesario mostrar que cada cubierta abierta de X tiene una sub,  

cubierta abierta finita. Por ter 	X espacio de Liedeldf se puede suponer 

que ee4mne cubierta abiertaleztá formada por 	A o o Ana .. para YlE leY 

:Por un procedimiento inductivo; sea 'Roe Ae y para  todo sleut, sea 

2 ea el primero da le sucesión de As que no ea cubierto por Mo 	UZ p-1. 

.%r otra parte es posible seleccionar un punto b E ifsp  para cada 

etui yt5p1E31 para i La  p, See x un punto de  acunulaci6n de la sucesión. 

Entonces x 8 13 para algún P r-  ccee x us un punto de acumulación,IDIG  e II? 

para algún 11:> p. POYO esto : una contradicción. 

X en compactó 

Teoremai 

Si X s un espacio topológico entonces las condiciones de abajo 

se relacionan cono sigue: Para todo espacio la:) es equivalente Cal' y 

implica W. Si X satisface el primer axioma de contabilidad, entonces la, 

OD y 1cl son equivalentes. Si X aatieface el eegundo axioma de contabilidad, 

entonces las cuatro condiciones son equivalentes. Si X es peeudom4teico, 

entonces cede una de las cuatro condiciones implica que X satisface el  A

guando axioma de contabilidad y lea cuatro Ion equivalentee. 



(a) Ceda subconjunto infinito de X tiene uf_. punto debj-acumulación. 

(b) Cada sucesión en X tiene un punto de acumulación. 

(e) Para cada sucesión en X 1 una subsucef:1611 convergente a un 

punto de X. 

(d) El espacio X es compacto, 

• 

Alexande:c): Teorema: 

Si 	es una subo tse para la topología re  de el espacio topclógico 

( YL,14), -1,• cada cubierta de X formada por los miembros deÁ tiene un sub-

cubierta finita. Entonces X es compacto. 

Demostración: 

Para ser breves acordemos que una familia de subconjuntos de X es 

inadecuada sal no cubre e X9  y es finitamente inadecuada si una suYfamilia 

finita no cubre a X. 

Entonces de le definición de compacidad de X podemos establecer: 

cada familia finitamente inadecuada de conjuntos abiertos es inadecuada. 

Observe que 2.e clase de familias finitamente inadecuadas de conjuntos abier-

tos está contenida en una familia maximal por el lema de Tukey's: "Existe un 

miembro mawimal en cada familia de carácter finito no vacía." Tal que la 

familia maximal finitamente inadecueded)  tiene una especial propiedad que 

es establecida como sigue: 

Jkl
siq 	yees abierto, entonces por la propiedad maxlnal existe 
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una •subfamilia finita A9  A2o o  0 A1,€ "iren UAtls  0 0 MAIN  al  X0 	Por lo tanto 

ningdra conjunto abierto que contenge a e tiertenece a 	o Si D ea otro con 

junto abierto y < (.1-) entoeceo exioten W 	ks e 	DtA3 	mim ee5, 3= X 

en ,D3 	u„ ocere,nweel  ,0  ajze te X por simples cálmales de teoría de conjun- 

toa. De esto se sigue que Cenr.) t 	• 

:. si ningún miembro de une familia finita de conjuntos abiertos per- 

tenece a 	Entonces ningún conjunto abierto conteniendo la intewleeción 

parten ce e 	en otras palabras, si un miembro de ,' contiene unli en tek'- 

sección finita CIACIAC.10.31(:\>  de conjeutos abertos, entonces 

Demostrecidn1 

Supónganse que 	es une subbaso tal que ceda cubierta abierta de 

eLementos de la subbase tiene una subcubievta finita l'esto es, cada subfamilía 

finitamente inndecua) y sup6ngase que 	es una famila finitamente inade- 

cuada de subconjuntos abierto de X. Entonces existe una familia lizalzinal, 

„,/, 	 Ot de  suerte que contiene a cle> y esto eo suficiente paula mostrar que e'é es 

inadecuada, Le femiliaiL el 	91T, toros los wiembroe de 	que pertenecen 

a 2 es finitamente inadecuada y por lo tanto00 no es una cubierta para 
, 

X. Solamente £nita us'ot ar cua cada punto a L1 N.<1, -_, i114€ 	pertenece a mx  
ilcausa de que 	es una subbase en ceda punto x de un 

Weembeo d de i pertenece a alguna inteeseceidn fin te de miembros de ) 

que está contenida en A. El párrfo abajo mueztrIl Atta Agena de estas famllia3 

u 11  A \ 	nAl 

fj_nitzs pertenecel 



SEi•PrEliO DE LA 3EFLNICION 

Existen de criterios diferentes para definir la compacidad de 

subccnjuntos, estas criterios son 

al Definición: Un subconjunto KCX es compacto en (X11) si , 

el bespacio forrado por E y le topologia relativa es compactIG 

b) Definición: Un subconjunto KCX es sucesionalmente compacto 

cuando E es un conjtato en el cual cada sucesión en E contiene una subsu- 

cesión convergente C.~o no necesariamente a un punto del conjunto considerado). 

1.VI. DEFENICIONES DE CLASES DIFERENTES rE ~ACIDAD: 

a) Espacios contablemente comnactos: Un espacio es contablemente 

compacto ssi cada secesión de puntos tiene un punto de acumulación (tpor esto, 

si cada sucesión tiene una subred convergente). 

bl Defin5ción de subconjunto compacto: Sea un subconjunto K de 

5Z le es compacto ssi.  de toda cubierta abierta en K se puede extraer una sub-

cubierta abierta fillta. 

C) Definición de Espacio Coupacto Waximall Jn espacio coupacto 

$ 
(X $ 7,:,) es maximal s.1 toda topologia  u  estrictamente mayor quot te9  decir 

no es compacta, 

d) nefini4IRAtAlpacio Sucesionalmente compacto: Un espaco 

X es 2ucealonzinte cowpactc, si fi: Ida sucesián en X tiene una subi.,xicelJidin 

convergente. 

e) De.tinl'ión de E9 wios Real-conpactos: Todo especic.,  de !ausdorff 

es Tychonoff. Es de:ir está inmerso en Ilgún cubo. Esto hace claro que un 



- 16 - 

espacio X es compacto y de Hausdorff, si puede ser inmerso en un subconjunto 

cerrado S C 	(donde X r.I.ID0,11 ). Y-esto conduce a la definición: X es 

real-compacto si puede ser inmerso en un subconjunto cerrado de algián pro-

ducto de la linea 

fl Definición  de 0,-compactos: Un espacio 	se dice que ese- 

compacto si puede ser escrito como la unión contable de muchos subconjuntos 

compactos. 

g) Definición de Espacios hemicompactos: Un espacio X se dice 

que es hemicompacto (o denumerable al infinito), si existe une sucesión K1 
9 

de subconjuntos compactos de )( tal que si es cualquier subcon-

junto compacto de )1, entonces }C En  para algún a. 

Definición de Espacios Pseudocompactos Un espacioX es pseudo-

colpacto si toda función continua de valor real enX es acotada. 

J.) Definición de espacios numerablemente compactos: Se dice que 

(X,110 es numerablemente compacto, si de cualquier cubierta abierta numerable 

se puede extraer una  cubierta abierta finita. 

Nota: La compacidad numerable 01> 2..51  axioma de numerabilidad 1 compacidad. 

j) Definición de Espacios Localmente cona actos: Un espacio (X,11 1 

es localmente compacto en un punto PII.X ssi P tiene por lo menos una vecin-

dad compacta en )( 

Un espacio es localmente compacto ssi es  lczalmente compacto en 

todos sus puntos. 
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kl Definición de Espacios Paracompactos: Un espacio IX, rde ) se 

dice que es Paracompacto  asi  toda cubierta de X tien un refinamiento abiertc 

localmente mito,  es decir un refinamiento que es une cubierta abierta local-

mente finita de )( 

Nota: SE DICE que unn familia de subconjuntos es loTalmente finita si para 

R cada  71:E.Y4cada 	\ 	inter secta un ¡Amere finito de elementos de 

conjuntos de la colecci6n. 

UNIDAD # 2. DEF1NECEONES MENOS GENERALES 

2. I. DEFINICIONES PARA: 	LA TOPOLOGIA DE LA RE TA REAL 

b; LA TOPOLOZIA DEL ESPA IO EUCLIDIANO 

2.11. Espacies Sucesionalmentesalagtoe.  Propiedaees de  Bolzano-WaleretevEe 

2.£11. Espacios Compactos-contables. Teorema de Lineel3ff 

2. 1V. 	 Locals ente  

2. V. Espacios  Paracompactoe 

2. I. a) DEFINICIONES PeSte LA RECTA REP,L:  

DEFINECION: 

Un subconjunto 11 de la recta real WIL es cempacto si para cada 

cubierta 1
1 	et 

de II con conjuntos abiertos Ai existe una familia 

finita Ai, A 	..0 A.ia   que 
cubre a K. 

4 



DEFINICION EQUIVALENTE: 

Un subconjunto K de  sk  es compacto si y sólo si, pera cada familia 

Vilti tIde conjuntos cerrados Ilt tales que  14 n w.A )(111,.. 54 
AS' 

existe una subfamilia finita. 

tal civil& . )n v. =0 • 
A.,4( 

Por la proposición que dice: Un subconjunto F C K es cerrado 

relativo a X si y sólo si, es la traza sobre )( de un subconjunto cerrado 

de R.  0  Se puede decir que K es compacto soi, para cada familia  )11,11riti  

de conjuntos C k cerrados relativos a K tales que n Á  7.$6, 
existe una subfamilia,, 	

111.1.) 	
'e< 	:3(.\ 

Utilizando la propiedad de los námeros reales que dice: "queNtct.  

existe una sucesión de vecindades particularesít4n, a saber, los 

intervalos-i_ 	0...*J-Itales que cada vecindad del punto a contiene 
resgl ' 	5-Mj 

por lo menos una vecindad My.t ." Se puede dar una forma un poco más sencilla 

a las características hasta ahora descritas. 

Se llama traza de  A sobre X al conjunto islnY( 	considerado 

Nota: como subconjunto de X. Donde X es un subconjunto fijo de R, y A 

cualquier subconjunto de R. 

r 

Proposición: 

Sea K un subconjunto de R. Las siguientes proposiciones son equi- 

valentes: 
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para ti e, 
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a) K es compacto 

b) Para cualquier sucesión  )%1  kytli 

	

	 m 	una cubierta abierta 
h tá 

de subconjuntos de K abiertos relativos aE, que verifican Ane Any 1 pera 

n  et4  y 	,) An ár- K ° existe un indice 5 a  h4 	111,51: 
nlbsi 

c) Para cualquier sucesión 

tivos a K, que verifican 

un indice s  E thi 

Demostración; 

i) En primer lugar, le condición /a) ~ce las condíciMnes (b 

y 	En efecto, si K es compacto, entonces existe una subfamilie finita 

Ant  1\k:ti 	de 	11.715.„ZKY 14.1% 
respectivInzente una familia finita 

a2 
F
nn 
 do 'oman o para s el mayor de 

los enteros nl, .....ns  se tiene AsD  A nk Fnk  para ‘1111,511".5 

es decir, 
yn 

1.51- 	 T5 r1 
"Y. YIK Krzt 	 kt.uk 

ii Demostraremos ahora que las condicione.: (b) y (c) son equiva- 

lentes. En efecto por De Eorgen tenemos que si haceos Fn 	An, las 

2p u ly„, v,  se vuelven equivalentes raspee-
nEk4 

2,  n n=1  Y  
bel! 

cerrados relativos a K ya que An  es abierto relativo a E y finalmente As  E 

es lo mismo que decir TtI ll 

condiciones An  ‹: Ad> I 

tivamente a -rytt  D 	% además loa conjuntos Fu  son 

iii) Falta demostrar que b) ==1> a). Supónase que lb) ea cierto 

iltIleT  y sea una cubierta Ehierta de E, o sez: que A.),  son abiertos 
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a K. Consideremos 9,  como un f.ndice fijo y x un pun ..o de Pu 0 Puesto que 

P.: 	y  es abierto relativo a K, 5 un intervalo I= ( 	I' .' )...3,31-nvc 
) 

donde K es un número entero I. 

y por consiguiente 

, f-J.emais, 	pan número racional 9, -.5k1f...-€114-1,_ 

E 	
r‘. 

) 

Ahora bien los conjuntos (13-1 
al / 

R —L )  t  ve,  9  donde rj,  e  

kke N 
	

que estén contenidos en algdn conjunto A t forman una 

colección numerable, ya que 	y 1.1 son conjuntos n•unerables. Desde luego, 

es posible ordenarlos en una sucesión que llamaremos )tly.l x yvvz. . Los conjun-

tos Bu  son abiertos relativos a K. Por hipótesis, onda puntoZ. 1.-¿ k< está 

contenido en 

Si para cada 

ievI t( rIqt  

algdn Bn; por lo ant.o 

Y1 El  h4  escribimos 

es una cnbierta o un 

es un recubrimiento de K. 

, entonces 

los conjuntos en 

(: 
t<=0 

recubrimiento para RE A  

son abiertos relativos a K y se  CLB311)19. que Cu  C.- 	pava n 

Por hip6tesis, existe un fndice 	e :v•I 	 es decir 

ft. Si a cada Indice ..)1Z con  ity  1-- X.  44. :".• 	se hace corresponder 

un conjunto f-< sa,  que contiene a 13.11  , entonces la familia 	
13410 	ke- 

cubre aK, lo que muestra que K es comoecto. 

Proposición: 

 

Un subconjunto K dr IR es compacto 11P0., pava cada sucesidu 11Xnie 

de puntos "Xsn  g, V, existe una subsucesión 	z(r que converge a un 

punto de K. 

Dem3stracidn: 

Obsérvese en prIller lugar nue  -1Xillt tiene una subsucesidn. que 



' 
	 • r 

: 
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De ostración: 

1),Sea K un subconjunao acotado y cerrado, en-'7;oncea por el teorema de 

Heine-Monel dada una cubierta abierta de  119 siempre 'e puede extraer una 

cubierta abierta finita 

lig Sea E CR un subconjunto compacto esto implica que E ea cerrado 

y acotado, ya que: 

CÓMO CKD cl') ea un eapacio de Hauadorff por el teorema que dice 

que todo espacio de Kausdorf y compacto es cerrado 14  E ea cerrado 

Sea 11 	VI) 
	

es una cubierta  abierta para E como E es sub- 

conjunto compacto, puedo seleccionar una subcubierta abierta finita 

F 
 V.4) ( r E es una cota de K 
) 

:0  K ea acotado. 

?./ 

El hecho de satisfacer cada conjunto cerrado y acotado de la recta 

real a la condición de: »un subconjunto K de IR es compacto asl, para cada 

guaezión 1 z 
	

de puntoa 3t.va E. V: 1 	una subsucesión 

que converge hacia un punto de 	es Muy clásico y se llama a veces 

Teorema de Balsano-WeírestranIL 

El hecho de implicar la condición de la proposición anterior, se 

le llana teorema de Morel-Lebeaque por algunos autores y teorema de Heine-

Zorel por otros., 

Yinalmente la proposición que dice 9 

 'Un subconjunto K de 

1 a< es compacto sal, piara cada familia - 	{y es  da conjuntos cerrados 
1 (e. 
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tal que ( velT, )AIC-'51 se  
te=i 

1 	

....-. 
existe una subfamili finita 	(5 1  • . .  • 	41 yin  

suele llamar teorema de intersección de Cantor. 

2. I. b) DEFINICIONES PARA EL ESPACIO RUCLIDZAM 

DEEINICION: 

Un subconjunto K del espacio numérico*, -;-e dice collpecto si, 

para cada recubrimiento b§/1(.9mc.  de 11 con conjunte abiertos 	) 

existelmesubfamiliafinitakl_..klyn  que cubre a K. 

En virtud de la proposición: (un subcoujwIto A de X .Q1 abierto 

«, relativa a X ssi, es le tralza sobre X de un subconjwIto abierto de wkt) 99  

la definición anterior equivale a decir que K ea compacto si para cada 

recubrimiento 
	

11,Q't 2Cr de K conjuntos kQc 
	

A)iertos relativos a K, 

exillte una subfamilia finita 4 fl 	 que cubre a 

Proposición 

n.<1  
Un subconjunto K de ne es compacto s .  y silo si para cada Lanilla 

)1'1,12 de conjuntos cerrados Gel  -3. ( (I 	)(11(,-: 	existe una 

subfamilia finita 	y:1k . . . 911m 
 tal que( 'Ir IQ j n  h; ,,,,--  51 • " Wz; 

se puede decir: que K es compacto sol. para cada familia 
 ,; 

1 

TIN  C k ,,z4 
de conjuntos 

 
cerrados reletivon a C. tal que U1 —  

Qat 
C 	

vt 
una subfamilia finita rZO 	.. e>  tad 27,1/?  n, ,, ,,..,6 ) 	 «  g„ y., 
Proposición: 

Sea K un subconjunto de ÍR?  , las siguientes proposiciones son 

equivalentes. 



de su:r#conjuntos de K, cerrados 

n -47  TI 42 Ak4  
u  Te IV 

para 

a) K es compacto. 

b) Para cualquier sucesi6n 	1111.  IN ( 
	

de sub-,:onjuntos de K abiertoa 

relativos a E, que verifican An  C Aa.1.1 para  t.)a 
/NEN 

existe un indice 5 a .14 	tal que As  x K. 

c) Para cualquier sucesi6a V( NNEVA 

n' relativos a E, que verifa icn vy.) zsivI1  

anigte un indice S ,,1•11,1 tal .fit19. T = 91 

Proposición: 

Un subconjunto de 99  ce compacto 13.5i  parza cada sucesión 

de puntos 
	z 	existe una subsucesi6n /1-.)Cyl%1( 	que converge hacia 

un punto de K. 

Teorema: 

Un subconjunto de 1ln n-espacio Euclidiano En, es compacto sai 

es cerrado y acotado. 

Demos traci6n1 

i) Sea A un subconjunto compacto de En. 3ntonces A es cerrado 

porque En  es de Hausdorff. Por la compacidad de A, A puede ser cubierto 

con una familia de esferas abiertas de radio 1, y ceuo cada esfera es acotada 

A ea acotado. 

ii) Por otra parte suponemos A r" 0 cerrado y acotado. Sea ili  

la imagen de A bajo la proyección sobre el i-avo espacio ordenado. Mote 

que cada Bi es acotado porque las proyecciones acortan distancias. 

Entonces  ilpW 0-3_1i d a,t. r,ku  este conjunto es u:i subconjunto de un pro- 

dueto eje .ntervn7kom rcotadoo y cevrados de r , 0111 
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Entonces la demostración se reduce al demostrar que 	aph:1 ea 

compacto (por el teorema de Tychonoff)). 

Sea  h una cubierta abierta de  t.  a lo  á y sr:a c el supremo de todos 

los miembros x de ta,b1  tal que una subfamilia fin .te  deh  cubre a 	e,x-,1 

leste conjunto no es vacío porque  c  1. -XI,  todos los uiembros) escoja  a4 

en  dlp  , tal que, C 	is\A  y escoja un miembro d dei. intervalo la,c 

3- Di, G.) 	CIA • 

Hay una subfamilia de 	que cubre a 1. MI y ésta junto conC cu- 

bren a £: a,c1 

A  menos que c oca igual a b la misma 3ubfarAlia finita cubre a un 

intervalo a le derecha de e, lo cual contradice la elección de c lporque 

era el supremo y también es abierto. 

S,  A es conecto. 

Comentario El teorema de ne±ne-Moreel es una aplicación de este teorema 

IHeine-Borel-Lebeoque). 

2. X. Co DEFINICION PARA LA TOPOLOGIA DE ESPACIOS METRICOS: 

DEFINICION2  

Se dice que un espacio mátrico E ea compacto si para cada recu- 

brimiento 	i' (  ALEX 	de E con conjuntos abieztos A  º  existe una 

subfamilia finita 	 Aja n 	que cubre E. Se dice que un sub- 

conjunto E de un espacio métrico es compacto si, provisto de la métrica 

inducide ea un espacio compacto. 
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Nota: Marica Inducido: 

Sea E un espacio métrico y X un subconjunto de E. Denotemos por 

d la métrica sobre E. Háy una manera muy natueal de definir una métrica dx  

sobre el conjunto )( :• para cada pareja de puntos 21e,Ile)( ese pone 

dx  /x, y) e d (x,y), Es evidente que dx  satisface lea condiciones para una 

Métrica. De esta muere X se vuelve un espacio métrico y dx  se llama la 

métrica inducida sobre )( 

Proposición: 

Sea E un espacio métrico. Las siguientes condiciones son equi- 

valentes: 

i) E es compacto, 

ii) Para cada familia.  11  9 	de conjuntos cerrados  59. 	tal que 

n ; existe una wubfamilia finita  c 
Q1X 

(T 	-z  
iii) Para cualquier sucesión  INn 	tn rt\ 	de subconjuntos abiertos 

de E tal que An 	Pheeik para h  E net existe 

un indice S  E.  w4 	tal que  lks= E 

cr!  1 iv) Para cualquier sucesión)1  -11i.1%  N 'NI n e n4 do subconjuntos cerrados de E 

tal que  gn  D III,1  1  para 	 t n 9 " -z--' .  
existe un indice e a h 	tal que 55  --et0 

v) Toda sucesión de puntos de E  tiene una subsucesión convergente. 

Proposición: 

Todo aubconjuntc compacto de un espacio métrico es acotado y cerrado. 

Pero la inversa ya no es cierta en espacios métricoe, como lo veremos más Ade-

lante con un ejemplo. 
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2, II. ESPACIOS SECUENCIAWAENTE COMPACTOS. PROPIEDAD DE BOLZANO WEIRESTRASS 

Un subconjunto A de un espacio topológicojk ea secuencialmente 

compacto si para toda sucesión en A contiene una subsucesión que converge, 

a un punto de A. 

En general existen conjuntos compactos que no son secuencialmente 

compactos y vice versa, sin embargo en espacios métricos son equivalentes. 

Eistóric mente los espacios métricos fueron investigados antes que los 

espacios topológicos, de aquí. la  razón por la cual la compacidad secuencia' 

se usa algunas veces como sinónimo del término compacto, 

DEPINICION: PROPIEDAD DE BO,AANO WEIRESTRASS: 

Se dice que un espacio topológico (X T,) tiene la propiedad de 

Molzano-Weirestrass si para toda familia hZ1.41/ 	) 
	xy, 	tiene 

puntos de acumulación, 

Teorema  

Sea E un subespacio topológico del espacio OZ,T, con la propie-

dad de que cada colección infinita de subconjuntos de E tiene un punto de 

acumulación en E. Entonces toda cubierta abierta contable de E tiene una 

subcubierta 

Demostración: 

Asumamos que una subcubierta abierta contable de E está dada en 

0„On )0•5 - an' • ' ' 

abiertos de )( tales que 	 ab 

c (D„, 
n t 	° 

la forma de una sucesión de subconjuntos 
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Supóngase que E no está cubierto por ninguea subcelección finita. 

r.N.11  
Entonces para cada entero E, el conjunto 	L-) (IN 	no cubre a E, 

= 

/-011  
De donde para cada entero E exiote un punto mc/.  a E. 	tal que 7e1:1,.. 	reJy. 

Entonces el subconjunto A n ly)(.1 5,1,2 	• ,Cn 	 de . debe 

ser infinito. Sea ure a  El  un punto de acumulación d A. 

Como  De. 11 E )W,- 	 para algla indice pes una 

vecindad de x y tembién muchos de los infinitos puntos Le A pertenecen a& 

En partteular pura algún le> po Tendremos que "JC
W  () 

C r-s9F- ce  d- - r 
contradiciendo la forma en que escogemos Xv.,. 

De donde debe existir una subcolección fin ta de abiertos de 

Wk U,r, Sigue cubra a E. 

e-E era compacto. 

Teorema: 

Un espacio topológico satisface la propiedad de i,eleano-Weirestrass 

si y solo si ea numerablemente compacto. 

2. XXI, ESPACIOS COHTABLEMENTE COMPACTOS: 

PEFINICION 

Un subconjunto A de un espacio topológico X es contablemente com-

pacto si todo conjunto infinito R de A contiene un pinto de ecumulación en A. 

La relación entre compacto, secuencialmente compacto y contablemente 

compacto está dada por el siguiente diagramal 
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compacto 	contablemente compacto <------eecuencialmente compacto, 

y por el teorema que dices Sea A un subconjunto de un espacio topológico X, 

Si A es compacto o secuencialmente compacto, entonce3 tembián es contable-

mente compacto. 

Definición: 

Se dice que  1107,3 es numerablemente compacto si de cualquier 

cubierta abierta numerable se puede extraer une cubierta abierta finita. 

Notas La compacidad numerable 0:1> 2a, axioma de eumerabilidad y compacto, 

.-J?eoremas 

Un espacio topológico es numerablemente compacto si para toda 

colección  1 5.111,,,,.  numerable de cer:'ados con la ?ropiedad de le inter-
sección finita tiene intersección  no vacía. 

Las demostraciones de estos teoremas se hacen en la misma forma 

que para el caso general. 

Teorema de Lindelt5fs 

En todo espacio segundo contable toda cubierta abierta posee una 

subcubierta abierta contable. 

Demostracións __a- 

Supongamos A un conjunto y C( ea una cubierta de A, sea 

una base contable para la topologia, Debido a que cada miembro de 151 

es la unión de miembros de 	existe una subamilis 91 	 dell la 
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cual también cubre a A, tal que cada miembro dees un subconjunto de )11:1  
algún miembro de ál . Para cada miembro de 	nosotros podemos seleccionar 

un miembro deque lo contenga así obtenemos una subfamilia contable g) el 

de 
	

Entonces 9.) es también una cubierta de A porque 	cubre a 

A. De donde tiene una subcubierta contable. 

  

2. IV. ESPACIOS LOCALMENTE COMPACTOS: 

DEFINECION: 

Un espacio es localmente compacto en un punto ?el( ssi p tiene 

por lo menos una vecindad compacta en X. 

Un espacio (X,cit2) es localmente compacto ssi es localmente 

compacto en todos sus puntos. 

Es conveniente notar que la compacidad local no implica la compa- 

‘ 
cidad, por ejemplo los hl . En otras palabras, podemos decir que el in- 

verso si es verdadero, esto es, que todo espacio compacto si es localmente 

compacto. 

Teorema: 

Todo subespacio cerrado de un espacio localmente compacto es 

localmente compacto. 

Demostración: 

Sea E un subespacio cerrado de un espacio localmente compacto 

sea p un punto arbitrario de E. Como X es localmente compacto en p 

existe una vecindad compacta de p,  Vp en X. Sea Hp Vp()  E. Como Hres 
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un subconjunto cerrado de X,  Rp  es compacto. 

M.Ine 5. 	‘ke 	VII  es compactt 

:* E eá localmente compacto. 

2. V. DEPINICION DE ESPACIOS PARACOMPACTOS: 

Los espacios paracompactos fueron introducidos por primera vez 

por Dieudonné en 1944 como una generalización naturvl de los espacios com-

pactos, reteniendo todavía suficiente estructura paya poseer muchas de las 

propiedades de los espacios compactos, y ser suficientemente general para 

incluir una más vasta clase de espacios. La noción de paracompacidad tomó 

importancia con la demostración de A. H. Stone, de que cada espacio métrico 

es paracompacto y la utilización de este resultado ea la solución de pro-

blemas de metrización por Bing, Nagata y Smirnov. 

DEFINICION: 

Un espacio (X, jai se dice que es Paracompento ssi toda cubierta 

abierta de tiene un refinamiento abierto localmente finito, es decir un 

refinamiento que es una cubierta abierta localmente finita de '11., 

Nota: 

Todo espacio ( 71,1Z,) compacto es también paracompacto. 

Teorema: 

Todo espacio parecompacto de Hanadorif es regular. 



- 32 

Demostración: 

Sea X un espacio paracospacto de Hausdorfl y sea U una vecindad 

abierta de un punto p en X. Para cada I.  de lb 	" scoja abiertos IQ 

Cede X con las propiedades de que c4E. e1/45.91. 
 17  V>  5\1 94tales que 

(94(1 

t 

Los abiertos 6\11:1 \ q 	%c. 1( junto con U forman una cubierta 

abierta 
	

de X. Por definición, como x ea paracon,:acto, 	tiene un re- 

finara iento abierto 	que es localmente finito. 

Como l) es localmente finito 4 una vecindad M del punto P Ame 

corta solo a los miembros de una subfamilia finita 	de) 

Sean W1......, Wo los miembros de (...) que no están contenido en61.4. 

Entonces existen n puntos q, 	gInn  tales que, 0.11 	• 

\ialjtCaits'l  para cada 1 	1 .... n 

Sea N  - vit l i  gtIn .%.5 

Palta mostrar que N c du 	para ello sa W la unión de todos 

los miembros de D que no están contenidos en (k1 	Entoncee Wn\N/Ĉ.. 

0\1909 \illy:In'£,G1 akhu 

n'o  VQvl 
a 

\= (  

porque  \\IC4.n  GX5r;::: 
	

para toda i 	1 ... n. 
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,!:zzb.  N. está contenido en el conjunto cerrado Z-Vt7  CU 

\r=1( -71)c  y -\,/q 

X es regular.; 

Teorema: 

Todo espacio parecompacto y regular es no2mal. 

Demostración: 

Sea X un espacio paracompacto y regular y sea  A  1 B dos conjuntos 

ajenos y cerrados de X. Para cada punto de p de A escoja una vecindad ce-

rrazZa llp  de pl  en el espacio X contenida en el conjunto abierto Be. 

Sea U) t1.- 21 -e (1p) 

Las abiertas *1 al ‘1 "e Q,  bs t( 	con el coujunto abierto AC  formau 

una cubierta abiertajb del espacio paracompacto X. De dónde, por defi-

nición,10 tiene un refinamiento ablerto,.del cual ea localmente finito. 

Sea U la unión de los miembros de D que no están contenidos en Ac. 

Entonces U es un conjunto abierto de X conteniendo a A. 

Sea q un punto arbitrario de PI  corno D es localmente finito exis-

te una vecindad No de q en X que corta solo a los miembros de una subfamilia 

finita de D que es <9  . Sea Di D2 .... Da  les miembros de  N. 	que 
no est1n contenidos en A°. 

Entonces existen n puntos 	 pa de A tales que Di C U pi 

para cada i m 1 ....o n 



11,_1 Sea Ve! 341,101) f ogDnUkyz,.... 	vt‘  )jentonces 

A ".° es una vecindad abierta de cip tal que vLJUIl1n 
7 

Sea V la unión de todos los conjuntos abiertos de X conteniendo 

AB y tal que CU t"V'q 

UNIDAD: 3. EJEMPLOS DE ESPACIOS COMPACTOS. PRODUC20 

3.1. EJEMPLOS DE  CONJUNTOS  COMPACTOS: 

a) Ejemplo de Conjuntos compactos. 

b) Ejemplo dé subconjuntos compactos de los reales. 

c) Ejemplo de conjunto compacto de espacios Euclidianos. 

d) Ejemplo de conjuntos secuencialmente compactos, 

3.12. EJEMPLOS DE  ESPACIOS COMPACTOS Y DE OTRAS CLASES DE COMPPCIDAD 

a) Ejemplos de Espacios que no son suces:71.onalmente compactos. 

b) Ejemplos de Espacios compactos de 

c) Ejemplos de Espacios localmente compactos. 

d) Ejemplo de Espacios y conjuntes contablemente compactos. 

e) Ejemplo de Espacio que es localmente compacto pero que no 

es compacto, 

f) Eje; lo que ilustra que un espacio métrico cerrado y acotado 

no implica que sea cempacto. 

3.11/. PRODUCTO DE ESPACIOS COIPPCTOS 
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3, I. EJEMPLOS DE CONJUNTOS COMPACTOS 

3. I. 	al Ejemplo de Con:untos Compactos. 

1, Por el Teorema de Neine-Borel, todo itervelo cerrado y acotado 

de la recta real es compacto. 

2, Sea A un subconjunto finito de un esp¿clo topológico Kg es 

decir A r; alD 	 am 	. Entonces A es neceariamente compacto. 

Ya que sea O-•-• 	Gi(t una cubierta áblerta de A, ‹ntonces cada punto de 

A pertenece a un mienbre de Gp digamos CS 	á 4 ) CA2,e• Gq/ • • 

Ckre, e Clikyll  '"-"."11 	C 	6:2.0 • - • k•,/ 	rr% 

3. El intervalo A lo, 13, de la linea real con le topologia 

usual no es compacto. Considereos, por ejemplo, le clase de intervalos 

abiertos. 
C•1= 	CJL3) 	,)  (11: 3 1...) - 	2. • ) 

Observamos. que 	 C..,T.n  
V)  k 	

donde 	 vsk 2. 7 v‘  

entonces O es una cubierta abierta de 

44  4 3 

"094.  

C 
tpwcza.aracr......mragar...s...m.rzuu. 

. 	• 
•• ..1.141-,13....elar..ovvrans.e...slan.....1.•stsmrcunra  ws.e>nctwn..,rer.m. 

Pero O no contiene una subcubierta finita, 

) 	 k 
sea 	 '3t) )  (a?  ,\-z.) 	 , rrk una subclase 

finita cualquiera de O. líe  E 	min (al  ....o am) 4 
1.1 

( 	k) (0,2. slocu 	 CG vv• )1e>51) 	, 

-4) 
	

t• 
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pero (Cl l E17.5 ‘‘.111 175 son ajenos, Z. G* no es une, cubierta para A. 

*,;1 A no es compacto. 

b) Ejen221212_SubconlInto  compacto de los Reales 

Todo intervalo cerrado y acotado de los al7sleros reales es un 

conjunto compacto. 

c) Ejemplo de conjunto compacto de Espacios Euc/idiinol 

Poderlos decir que i.oda boie cerrada ea U(' , es coupacta. 

d) Ejemplo.  de conjuntos secuencialmente compactos  

13 Sea A un subconjunto finito de un espacio topológico 

Entonces A es necesariamente sucesionalmente compacto, ya que pare 

;4114111„..,kuna sucesión en A, exister  po lo menos un elemento en A, 

digamos Ata  que aparece un námero inifnito de vecel en la sucesión, 

entonces  1100)(10— .- 	es una suhsucesión de 
	

9iry 
	y converge a 

su punto Q®  PA 

2. El conjunto de loa ~ tos 	!I 2n  I t  I 	e 	. . 	c: le 	es 

sucesionalmente compactos  para cualquier sucesión in7ectíva o sea que 

para h vil 	formada con estos puntos contiene una Embauca- 

si6n que converge a cero. 

3.IX.  EJEMPLOS DE ESPACIOS COMPACTOS Y OTRAS CLASES DE COMPACIDAD 

a) Ejemplos de  Espacios que no son sucesionalmente compactos. 

1. El intervalo A 	(o, 1), de le linea E?.allíg con la topologia 

usual no es sucesionalmente con:pacto. Consideremos _por ejem lo, la sucesión 



da esta subsucezión de coordenadas 

sigue. Ea fácil ver que la sucesión 

2. 

)71% ) 91% — • - 

y ast se 

. es una subsucesión 

también conrge a s 

1)  C3 II  I(  ..r"' 	112 11-5 
,'/ 	 en 	Obgervelos que 	/1Cwrit(  converge 

a o y por consiguiente cualquier subsucesión tambAn converge a cero. 

Pero cero no pertenece a A. En otras palabras la r.,3ucesi6n 1)ey,^1( en A 

no contiene una subsucesión line converja e un punto. de  A,  es decir no ee 

sucesionalmsnte compacto.' 

aQ 
2. Los espacios 	 no son suces.onalmente compactos, 

para cualquier subsucesión que no es la sucesión de puntúa 7Ckri =a0/ 0,)°' -

que es acotada, no hay en consecuencia subsucesióne convergentes. 

b) Iipmplo de  Espacios Compactos  de  

 

    

1. La esfera unidad en V) ea compacta. 

2 El cubo de Hilbert I, -• •11-0 -  — donde 

% I = 1 3t. 9), 12:5 / 	 - 	 sea 

£.°) Vs ES)  )112--5 X £.1))933 	 • C9 YUT 	 es, co pacto, 

ya que Ir  son cerrados en 	Sea "XI I)C2 	cualgulier sucesión de 

Use  
puntos de 	o Si 1Cw)eS (10  Iv1  ...... )entonces tiara cada 19 fijo 1:91 11 	2.   

coordenadas ( 	 l9r)  son un conjunto acotado de 	9  1.1 	 1.  

Por consiguiente podemos construir una primera sube icesión 	 cuyas 

, coordenadas convergen a cd" entonces una sud; ucesión `7.C2i31 9C92 ,, 

de )PC111( y por la propiedad de que para cada ( f:,..jo de 	c.otirdenada 

converge a o¿ 	> "Xxi/ 
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Ejemplo de Espacios  localmente  compactos 

1. Consideremop la llnee real! con su t °logia usual. Ob-

sérvese nue el punto 1.7.,e,UZ  es interior del interv :o cerrado; por ejemplo 

E? 	p 	y el intervalo cerrado es compacto :por el teorema de Heine7- 

Sorel, Entonces MI. es  localmente compacto. Por ot 1 parte, iré; no es  un 

espacio compacto, por ejemplo, le clase. 

(-S, -1),&2, 0),(1, 1:), (c  2), (1, 3) 

es una cubierta abierta de R ,  pero no tiene una Abcubierta abierta 

finita. 

Espacios y 	compactos 

1. Clualquier intervalo cerrado y acotado A Y/111,bl es conta-

blemente compacto, oí 1 es un subconjunto infinito de Ay entonces 3 ea tam 

bién acotado y por el teorema  de 3olmano-Weierstrasa, U contiene un punto 

de acumulación p. Y como A es cerrado, el punto de acumulación p pertenece 

a A., es decir A es contablemente compacto. 

2. El intervalo abierto A = (O, 1) no es contablemente compacto. 

consideremos el subconjunto infinito Ta )11- 
)  -ti 

Obsérvese que contiene un punto lfmite que es  09  ,Aro O no pertenece a á. 

:0A no es contablemente compacto. 

dYi Ejemplo de espacio que es localmente cote Acto pero que no es coulr. 

El espacio Euclidiano es un espacio que e localmente compacto pero 

que no es compacto. 



O Ejemplo que ilustra que un espacio métrico cerrado y acotado 

1144,que sea compacto. 

En el espacio 1Z-  que es el conjunto de todas las sucesiones 

4— t; 
O 	Zo 	\ 

lt,11:) 

1=  1 tyll( de meros reales tales que la  serie 

116 tel 
positivos converge. Definamos una norma como 

con los términos 

e 

e.  et  
in 2 K. 

Denotaremos por 	elemento 	-e 111. ( 	 tal que 	 7-“)y t 11,1  

139179  In 4- k o El conjunto 	
,41 9..  vti 
	no es compactos  ya que 

a ce,,, e„),„ 	parta 	o 

(?): 

B  
cerrado. En efecto sea t un punto de ek tal que cada bola r")  

contiene un elemento en.  Entonces, para y)4:152  cada bola 
2.  

contiene el mismo elemento 	%fi 	ya que si  13 ( 1-c)  contiene 	eyyl 

se tiene que También el conjunto es 

• 11(t)'eontiene 11 K 	ee tendefe 
e 

r A 	9- 

De esta manera, 	(  ) vi-;) 

(ertn, e tc..) 	p-k-ck(Ev,  ) 

que es ieposibie si •,-," 

parra todo r 
	

de donde 

d 	o ea deeie, 	 pertenece al conjunto itlEet\ 7r 2. 

3. III. PRODUCTO DE ESPACIOS COMPACTOS: 

El clásico teorema de Tychonoff ¡lobee el producto de espacios 

compactos ea sin duda el teorema más útil en compacidad. Este teorema es 

probablemente el teoreue ras importante de la topologia general. Por esta 

razón lo consideraremos en este trabajo. 
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Teorema de Tychonoff: 

El producto topol¿5gíco de una fami2ia de espacios compactos 

es compaTto. 

Para la prueba del teorema usaremos las siuientes nociones de 

teoría de conjuntos: 

Postulado de Zermelo: 

si
5 
 .. es una famil:l.a de conjuntos ajenos y no vacíos, entonces,  1)  

existe ua conjunto  A  tal que 1:1 G  consiste exactamente en un punto para 

cualquier  G'  perteneciente a 

Equivalente el postulado anterior es el principio de buena 

ordenaciÓn: 

Principio de la buenaOrdenac:i.6nz 

Todo conjunto puede ser bien ordenado (ordenado por la relación ¿ 

"conjuntoestgtotall l "X'.›-•  ^c 

Un conjunto está bien ordenado cuando todo subconjunto no vaco posee ur 

elemento menor. 

El principio k'j.e lo buena ordenación es equivalente al princ:Lplo 

maximal. 

Principio Maximal: 

Existe un miembro moximal de una familia 	de conjunto, pro- 

1A veniente de qué para cada nido en),Ity existe un miembro de 	que contiene 

a cada miembro del nido. 
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Nota: Una familia .Tes ua nido si pera cualesquiera fk 11 5  miembros 

de //Y A, C E o E C A. 

Lema: 

(7: 	1 n—  L 
Sea S Un espacio y sea  tr  =  1 yakt1

e1.' una familia de it-n- 

conjuntos cerrados de S , que satisfacen la propiedad de la intersección 

finita, Entonces existe me lamAia maximal de subconjuntos V i  de 5 

que conliene a -  y satisface la propiedad de la  intersección finita. 

Demos ración 

C4'  Sea 	 (3m1  o sea lat colección de todas las coleccio- 
'«- 

nes de subconjuntos cerrados deCD que satis-  Yacen la propiedad de 

intersección finita. 

Definamos un orden. parcial en 

si todo conjunto d0 c./ / 	pertenece a 

C-7-) 
a not anclo 

C1, 

pero no recíprocamente. 

La familia 	es una subfamilia totalmente ordenada de 

por el principio maximal se nos asegura que existe una subfamilia total- 

mente ordenada 	dejL que contiene a W, es decir GIC-£1.1, entox- 

ces la familia oue buscamos 	resultará ser el elemento máximo de  -XL' 

cuya existencia hay que establecer de la siguiente forma: 

Sea ala unión de todos kes elementos de 	queremos demostrar ove 

a) 	esto ocurre entonces es un efecto elemento máximo 

de 	to 	e1e11u.1. 
	

)11 por la definicliÓn de  „si 	EC.i.emás 
si  ..0D 
	

A.1)  es subwajuntc oropi.o de aingda z)_/.111 aleweat-; de 

-5- 
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b) Supongamos que C.t 	son conjuntos de o  Para 

cada j, 	4,7",q es un conjunto de cierta familia 

Como 	está totalmente orden :do alguna de ellas, por ejemplo: 

ee, 
contiene a todos los demás, por tanto W w.  contiene los conjuntos 

Ct... Cn. Entonces por saeisfecer 	la propiedad de intersección 

finita resulta que 	c_¿,;¿ 	o  De aqui vemos que 	satisface la 

propiedad de la intersección finita y esta en la familia 

Además 
1 

es comparable con todo elemento de r,, luego pertenece a 

J es le familia 1/71  exigida en el lema. 

Corolario 

Si IV ,---  ,\Ccikuna familia de conjuntos de un espacio q:y 

es maximal entre los que satisfacen le hipótesis de intersección 

finita, entonces: 

al toda intersección de un nlimerc finito de elementos de 

b) todo conjunto que interseda cada uno de los ea pertenece 

Demostración; 

a;) Sean cl, c2..... en elementos de Crt  y sea n C á= 

(:x  4 	QWtenemos qee C 	 C C1 1:11  Cd  .. •  1-VC12  J19-¿ 
,-1 

5 q 	• 

Poro  este es precisamente el conjunto CreordenadoY. 

(_;J 
Ct Ctl  rk Clq 	• C ("I C 	lo cual prueba a) porque as  es maximal 

entre los que satisfacen la hipótesis. 

b ).  Por otra parte si un conjunto 11 intersecta a todo ele:write 

C7.íá de C2 - entonces W. 	- 	 Ven eliC,12) v este no es vaelJ 



1Ze 
porque (C:e 	está en 	por a).- 

.% 

Teorema de Tychonoff: 

El producto de una lemiIie arbitraria de espacios compactos es 

compacta. (con respecto a le topología del producto). 

Demostración: 

Suponga-Mos que O' m ''1Y-e¡ es una familia dé conjuntos cerrados 

(ke y< N  2(s ‘a.e.  t.,„/.  satisfaciendo la hipótesis de intersección finita, 

por el lema anterior existe una familia = Dee  i( de subconjuntos de 

5X  ;5 )1% 	ck 	ik 	y 	que  A  contiene a 	y es mazimal con respec- 

to a la hipótesis de la intersección finita. Para cada e le familia 

C pit)1  es la familia de las proyecciones de Dp satisface la hipóte- 

sis de intersecclón 

1 ere 	e. 	k. Le familie  ft ‘115:( taulbién satisface la hipótesis de inter- 

sección finita luego existe un punto que es coman a todas las proyeccioaes 

Pe QD¡ 	por le compacidad de Xa. 

Sea  WA un abierto de Xa conteniendo a xa. Puesto que pare todo 
_ ("I- Ekk.ftve,.(9,/eliteaces  se deduce 	1 

que pa 0.11.,10._) corta a todo  Tya 
_0 1 Ahora por el corolario anterior h-  (&) es elemento-  de 5) . , 

Sea p el punto de g Ncdtk: '11Ak IT 	cuyos coordenadas son eos -puntos xa 

sea 	INcel  cLe  itsell--:\Si un elemento de le liase conteniendo dicho punto. 

Unicamente un nUera finito deVal o  o  e Van de subconjuntos de 

Va son subconjuntos propios Je s-is correspnrjentes espacios y eera ellas 



tenemos que 

- 

	

TodoV.0.571  e\jaa;) z--parece en 	Y por lo tanto pertenece z+ ..pb 

(por corolario anterior). Pero esto significa que ‘A,  Pertenece a 

luego \V corta todo:: los Ca. 	Como 	es arbitrario, p tiene que ser 

un punto limite de Iodos los C1, todo Ce es cerrado luego 	a todos 

ellos, 

«() C.G.Vque el producto de espacios posee la propiedad 

de iuteraeceión finita. Se concluye 

o t producto de espacios compactos es compaco 

UAZDAD f 4. APENDICE 

4. 1. CONCLUSIONES 

4. 17.. );LIGUNOS CONCEPTOS 

4. III. BIBLIOSRAFIA 

4.1. Conclusiones 

A travel del estud:;_o de las diferentes clases de compacidad y ?n 

especial de la bicompacidad y 12 compacidad sucesional -podemos llegar a 

concluir lo siguiente: 

1. La propiejnd de bicompacidad es un inveriante topolSgico 

para el producto de espacios. 

2. La definición de sucesionalmente compacto es útil para ver si 

un espacio t.1.7171e la propieC 	de compacidad, sobre todo en a 
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3. En espacios métricos la definición de secuencialmente 

compacto es equivalente a la de bicompacidad. 

4. La compacidad local no implica la compacidad. 

5. La compacidad sl implica la compacidad local. 

6. La compacidad sucesional y la contable no se preservan 

con el productó topológico. 

7. La definición de compacidad numereble es ecuivalente al 

segUado axioma de numerabilidad y compacidad. 

8. Un espacio es localmente compacto si y solo si es local 

mente compacto en todos sus puntos. 

9. La propiedad de ser compacto en los espacios Euclidianos es 

equivalente a ser  cerrados y acotado, esto no se cumple en 

general para todo espacio topológico. 

10. Tod0 subconjunto compacto de un espacio métrico es acotadr,  

y cerrado. Pero el inverso no es cierto. 

11. En eeneral existen conjuntos compactos que no son sueesional-

mente compactos. 

12. Un espacio topológico que satisface le propiedad de Bolzano-

Weirestrass es enumerablemente compacto. 

13. lodo subespacio cerrado de un espacio localmente compacto 

es Localmente compacto. 

14. Todo espacio métrico es naracompacto. 
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zye, ut estudio de le compacidad 

tiene grandes c,Yase.:_ses, e-re elas p:-T:ews mencionar le compactifl.-

cacidn. En el 93L, _Lo de al es)Fio topl(e.-Iico no e:impacto X es a menudo 

muy conveniente constrcir 	espa;:lo que contenga p X como un subespacio 

que sea ademfs compacto, pot. ejemplo: Zreouentemente es dal adjuntar d-  ,s 

untbs, Jr  <yo 	q.vo , el espacio c7e les nImers reeles, el-resultado es un 

espacio que alunes veces os llamado los reales e:xtendidos, es decir que 

agregando -CPal 	 al meros nee:atw.ls y ÷  ,zo como el supremo do 

les ndmeros pl:siti.gcs, se ..3gra 	todos los subconjuntos no vacíos queden 

acotados con respecto a le Lopologfa de orden. Los reales extendidos son 

una compao'.incloa de un espacio de los ndmeros reales. 

Una ll'orMat sim*le de compactificacia de un espacio topoldgico 

esta hecíla por la simple adjuncidn de un punto, este procedimiento es 

familiar ea enIti'ls, dtil  para  la teorte de funciones, etc. 
7 

Entonces, podemos defin-.1r la compactificacidn por un punto de • 

un espacio topoldgico X, es el conjunto X*  m:)( O014 con le topolog.ta 

cuyos miembros son los conjuntos abiertos de X y iodos tos subconjuntos 

1.1  de tales que X*....e\A es- .'n subconjunto compacto de X. 

Otra de las censezuenc:.as 	 la definicidn de compe- 

cided es la inverlancia topoltlge 	nat6n, por lo cual este nocidn 

es una de les Dula Importantes ea ...pc,logaa. 
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Algunos Conceptoal 

Definición: 

Si X es un espacio topológico y A un subconjunto de X diremos que 

e5 abierto en X sol es is troza sobre X de un subconjunto abierto da R. 

Pdsopositlón: 

Un conjunto M e X es cerrado relativo 51 set X- M el abierto. 

pToponiciónI 

Ok;,1  z,t  es una familia arbitraria de conjuntos abiertos 

relativos a X entonces 5.3 1\-:, 	es abierto relativo a X. 

Ileu157275/2236gic° 

Sea ti un conjunto no vacío y sen 	una colección de subconjuntos 

de X .„ 

5\  h  

ti° 	, 	 "ro 	e:ro 

ez 

ley. par (21,9; es un espacio topológico, Los miembros de se 

Ilamanfra -abiertos. La clase  101.0  se llama topologla. 

Definición 

Sea Aun elementu de Irip a  em, oucco X-A se llame un corred°. 



De :4.? 	de Cubierta AbieKa: 

(Z). dót.-.11,1,1,, una cubierta ableRáto de 71 	c:C. 	%._(•° ,z 	1- e • eg 

para alguna 1 %1C 	5:51 	• 	c 	P.5,;?... ) 

si ed eg numerable, ee decir 171')ág )1Bi/e 	se dice que a:„./.• es U" 

cubierta abierta numerable paro X. 

Derinic6a de Primer Axioma de ContabiliCadt 

e-"%- 

	

"Para cada punto pe X sY:sliste una clase 	p contable de con- 

juntos abiertos contables conteniendo a p 	todo 	conjunto abierto conte- 

niendo a pi  también contAene un miembro Ce 	p. 

Definicidu de Segundo Axioma de Contabilidad: 

Wa esPecio toPo15gieo (X5 re,;) que tiene una base contable se dice 

que satislace el segundo axioma de contabilidAd. 

Definici6n de Espacio de' reckett 
• 

Un espacio topológici:: C1,111 ) es espacio de rechet o espacio. 

T si satisface: 

que o_ e Gu. 

-L 	r•1 que para todo.a, b a  X ta -il que  a  -áb existe k.,%1541otal 

Definición 

Un espacio (Xor a ) el de 

`lean ep h, 	tal que e416 exlete 

;3 `41 	(51.11 

Havsdorff o T2  jai sglo si, paro 

,r1 3 
ká 13  y \I <Z- 	 oulei ot e (11 



Definición 

Un  espacio (X, 	) es' un espacio regular si y solo si, pare toa° 

conjunto Y cerrado (Q un punto pe. X tales que o 	o seapEX- F 

existe G 	Elt (E. .(0. -1-,ales que C-t- 	) 	t, 	ce 

Definición 

. Un espacio (X,71j9 ) es 	sí es regular y. T1 

Definición 

Un espacio (X,'19) se dite que es completamente regular en el 

puattl  p e: 3c  si para toda xiecindad W1011-)11. 

t\I 
tinue 	 tal glte.  

existe una 2unclón can- 

9 

  

De2inición 

 

   

Un espacio que es coa pletaxeate re:zular ea 1;ello p 	X es 

compleíawene regular. 

Definicióa 

Un espacio qurd el completamente regular yyk  se le llama 

espacio de Tychonoff. 

Definicidn 

Un espacio topológico IX, 11) es norWal sí y solo si satisface 
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.: -1 que para coujunos tN, 	v2, pertenecientes a los z,erredos tales que 

'-ScWentonces existen GYAsbiertos tales que 

y  9,, 	14-  • 

Delinicinn 

Un espacio topológico que es normal y l'y  se llama espacio  Tgy, 

Defíni,?,:idu 

(X:15 ) es de LindelDft si para cada cubierta abierta de X exis-

te una aubcubierta numerable abierta. 

Criterio de Insesti,Tación de Zases: 

La condicidn necesaria k.-.3  y suficiente para que 1 tz5_1e 4E.T. sea 

una base ele x es que  14-  i'74_ e ‘',Z. y para toda Wt-s.2) perteneciente a los 

alliertos exista lack 

Definic:1.6n de nese: 

Uno familia 

tal que- -:41:1.11/1), t¿) 

de conjuntos es base para, une topologia 1  2,15511, 

es una Eubfamilis d 17G y pero cada punto del espaio y cada vecinda& 

' -te  1r0 esnk=, 	- 	 \a“;  (SU 

Teorema: 

Una familia  4 	de conjunos es 

101:1. 	tjá 1\1 
	

y para todo 	Izo n ®/ 
tal que 

Dc• \19 c Itikoc‘i 

N t-> A 	base ea 2E si '141:= 	L.11  
ir4?-1 

ex-ó. 	\,N1 ) o, 



Definici6n: 

Una red en un espacio X es una función . 1.2.)---4 14  

(del conjunto dirigido ti) º X). En particular D 	dirigido por.'. 

) en el sentid 	k." c usual. 	es una sucesión en X. Una red L se dice 

que está evezttualmente en  di zsi  -1-  un conjunto residual E un D 

Definici6a: 

Una red 1: 

punto p de X ssi \4/ está eventualmente en todat (p). 
Y 

nefinici6n: 

La l'unción ei„...1E: 	de un C012,11411t0 dirigido E a otro di- 

rigido ilCh se dice que  Go  colinal ssi pare todo subconjunto residual 

'1a 	• ., 
k'by de y?  4  un subconjunto residual a de E  '..),(9 ,,Q En otras - 	 r 

palabras 	4:Z 	, l'c 9.. 11...-'.."'-- )1,,,(x>_21.  "k1 ;•,,C :::::g7 
•,.. 

4 ' 1. TI 	
,. 

4 

Ylefinición; 

donde X es un espacio, converge a un 

l'uncida  coi:21.1;1a/ 1-1? C. 	-:1› C011 

Una . subred OB 11111 In9a1 

En particular si E es 

11) 	, 	p  

un subconjunto confina/ de D y  ars :d dirig9..de por 'la aísma ordenación 

de EID entenceel -Asa gunción conteuct6n: 

."1. 
it es una sub red 

'Co- .;;;IT la restricción 



DefiniciJn  de Subbase: 

Sea 

  

(: '-,(1 un espacio 

tales que para toda c ¿ 
) 	( 

Itopulógico. Sea 

es decir/ 	es.una subbase pa- 

va una topologia %; ea X ssi 	inters,JociÓn dé 1ogs miembros de 

una base »ara rT{,1?) . 

Definición: 

Una relación binaráa 	en un conjunto D dirige a D sed, D 

no es vaclo y las siguientes condiciones se cumplen. 

i) si a  E  D enteros a 	a 

ji) si ap by  1,e 
	 c b- C 
	c 

iii) si a, blD entonces elzste un miembro c cleb 
12  

Definición de Coajnnto 

Un conjunto dirigido por Ztes un conjunto Ion esta relación 

que lo dirige. Asi (T 	) es un conjunto dirigido. 

Definición: .  

bes D un conjunto dirigido consid re un subconjunto arbitrario 

E. de D., Si 	5.9 t) 	 ...„-11e1-01-1tonces Y1,1 se llama subcon- 

juntos residual de D. 

Si Veklb 	 .773, c. "a ck 	entonces E se llama subconjunto 

ocy?inal de D. 



-- 

Definici6n: 

Sea 

. acumulaci6n ce 

un a red. U punto de p de X es planto de 

soi ,. 	esta frecuentemente en toda vecindad de 1:0 

  

e  dice que la 5'ed 	está frecuentemente en V ssi 	un conjunto co- 

DEFEKCIOZ DE ESPACIO EUCLIDIAITO O ESPACIO WIMERICO P-DIMEHSIONAL: 

Sea p un número a 2?.  Los elementos del espacio numérico 
1%.? 

P-dimensional 	sou las eneadas ordenadas 2:.=Cmo...XA 	. • C.1:D) 

de ndweros reales ZI".. • 	k 	.  Los elementos c 
llamen también vectores o puntos y el número 1CS se llama la j-ésins 

coordenada o componente del vector x. 
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