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1. a. INTRODUCCION:

La nocidn de un espacio topolégico compacto es una abstraccidén de

ciertas propiedades importantes del comjunto de los nlmercs reales.

Los clésicos teoremas de Heine-RBorel-Lebesque, afirman que toda cu-
bierta abierta de un subconjunto cerrado y acotado del espacio de los nimeros

REALES tiene una subcublerts sbierta finita,

Este teorema tiene extrsordinarias y profundas consecuencias y asf
la conclusién se convierte en una DEFINICION. Un espacio topoldgico es com-
pacto sl de toda cubierta azbierta se puede extrazer una subcubierta abierta

£inita,

1. b. HOTAS HISTORICAS:

Frechet en su libro "Sur Quel ques Pointis du Calcul Fuactisnnel”
fue el primer> en usar el itérmino "compacto.” El aplics este é&rmino a espa
cios métricos en los cuales cualquier sucesién de puntos contiene una subsu-
cesibn convergente o, equivalentemente, en el cual cualquier conjunto infinito
tiene un punto limite, Aplicando esto a espacios §0p016gicos generales; se
definen as{ los espacios sucesionalmente compactos y los espacios contablemente

compactos respectivamente.

Hausdorff en su libro "Grundzige der Mengenlehre" da la primer noti-
cia de la definicidn actual de compacidad, en términosz de la condiciédn de

Heine-Borel, y esta definicién es equivalente en espacios métricos a la definicidn




ante;ioro Fueron Alexandroff y Urysobn en su obra “Zurtheorie der Topolo-
gischen R¥ume"” quienes apliecaron esta definicidn a espacios topoldgicos en
general; ellos losg llamsvon espscios bicompactos. La definicidn de bicompa-
cidad tuvo mayor importsncia que la de contablemente compactos ¥ sucesional-
mente compactos cuando Tychonoff en sus obras "Uber die topologishe Erweiterung
von Riumen”; "Uber einen Funktionen raun” probé que se preservsbs bajo el pro-

ducto. Este resultudo falla para la compacided sucesional ¥ para la contable.

La compacidad puede ser descrita usando 1la propiedad de l2 inter-~
seccién finita que fue seiislada por primera vez por Riesz en "Stetigkeits

brgriff und sbetrakte Mengenlehre.”

Loe espacios Maximsl-compactos fuercon estucdiados por Balachadre en
"Minimal Bicompact Space” y por Ramanathaw en "Minimel-Bicompact Spaces.” La
compacidad local fue definide en forma independiente por Tietze en "Beitr¥ge
zur allegemeinen topologie 1" y por Alesandroff en "Uber die Metrisetion der
imkleinen Kompakten topologishe Ralime.” Este concepto es indispensable hoy

en teoria de integracibn y en el estudio de grupos topalbgicos.

Los espacios paracompactos fueron definidos en 1844 por Dieudonné
en "Une Généralisation de Espaces compacts" y elevados a la presente situacida
por &, H. Stone que probé que todo espacio métrico es paracompacto. Sorgenfrey
demostrd en 1847 que el producto de espacios paracompactos no €s necesariamente

Paracompacic.




L. ¢. DEFINICIONES GENERALES :

Ciertas esferas cerradas en un espacioc Buclidianoc 3-dimensionsal,
por ejemplo la esfera y el torcide, estén contenidas en una porcién finita de
@spacio; cotros tales como él paraboloide, se extienden al infinito. E1 tér-
minc compacto esté propuesto para superficies en las categorfas de arriba,
La nocién topoldgice de compacidad estd basada en esto. B8in embargo se re-
quiere una definicién ﬁés-eatricta, esto es, una definicién que no dependa del

@#spacio circundante como la ides intuitiva anterior,

Primero considéraremos subconjuntos gue seen ceirados y acotados
en un espacio EBuclidisno. Por un estudioc de estos conjunios nosotros obte-
nemos una caracterizscién de la compacided en términos de conjuntos abiertos
¥y podemos llegar a wna definicidn estricta de compacidad aplicable & espacios

topolégicos en general.

En cualquier espacio métrice ¥, un subespacio X, con la topologisa
:lnaucida, decimos que es acotado si existe k » o tal que d P, Q<k para todo
: 3 ., 2 2 2
P,Q pertenecientes a X. Por ejemplo la esfera unidad en R” (x < y“ + 2° = 1)
en un espacio Euclidisno -3 dimenmional, esté acotada, porque la distancia entre

dos puntoe scbre la superficie es a lo sumoc 2.

La propiedad de estar acotado o limitado, no tiene significacidén en
espacios topolégicos, en general, no es ua invariante topoldgico, esto es, no

lo usamos DIRECTAMENTE para obtemer la definicién de compacidad.

Sin embargo, ussndo =i 1leorema de convergencia de Borel, la propiedad




de ser acoiado de un conjunto cerrado en un espacioc Euclidiano puede ser
relacionada & ciertos sistemes de conjuntos abiertos, gue conccemos como
cubiertas ablertas, y esto nos da un fundamento pars nuestra requerida defi-

nicidn,

Un sistema {_w’; ("GI de subconjuntos de un @spacio topolégico
} 3

X es una cubierta de X si XCU rwi, esto es si para todo X € K existe
A =

Wk e %m‘i\ tal que x&hi}_a En particular, si cada conjunto LJ;; es abierto,
AL

la cubierta es llamada uana ‘cubiesta abierts de x y g1 la cubierta consiste

en un nimerc finito de conjuntos, es llsmada une cubierta finita.

El sistema de todos los conjuntos abiertos @n un espacio topoldgico,

@8 una cubierte abierta; mfs general, cualguier base 38 una cubierta sbierta.

Recordemos el teoreme de Borel: 'Si X es ua espacio cerrado y aco-
tado de un espacio Euclidiano n-dimensional, entonces cualquier cubierta
abierta [&m NeT de ‘)( contiane une subcubierta abierta finita; esto es,
de los conjuntos sbiertos de \lm“} qug cubren a )[. s bodamos extrasr un

nfmero finito de conjuantos qus cubren a X."

Ea virtud del teorems anterior, nosotros definimos que un espacio
topoldgico X oun subespacic, es compacto gi de cualquier cubierta abierta de
X podemos extrser unme cubierta sbierta finita. Entoncer podemos concluir que

subespacios cerrados y acotados de espacios Euclidianos son compactos.

Para mostrar que l2 idea intuitives de compacidad concuerds tante como




es posible con la definicidén general dada snteriormente, es necesario probar
el inverso del teorema de Borel, es decir si 2\ es un subesgpacio compactioc de
un Espacio Euclidiano, entonces es cerrado y scotado. Esto se sigue de los
siguientes teoremas:

aj "Un subespacio compacto X. de un espacio de Hausdorff es cerrado.”

b) "Un subespacio compacto X de un espacio métrico M es acotado.’

Como un espacio métrico es un espacio de Hausdorff, los teoremas
anteriores implican gue un subegpacio compacto de un espacio métrico es cerrado

y acotado. Esto es, en particulsr, un subespacio compacto de un espacio Bucli-

diano es cerrado y acotado.

De donde un subespacioc de un espacio Euclidiano es compacto gi es
cerrado y acotado. 8&in embargo este resultado no es cierto en espacios métri-

cos en general, el teorema de Forel no es necesarismente cierio para espaciocs

no Buclidianos.

Por ejemplo sea ¥ infinito, con la métrica
d (a;, b) =0 si a=>D0

d »

d (a, by =1 si a#b

El espacio total es acotado ya que la disteacis entre cualesquiera
dos puntos distintos es igual 2 1. Es tsmbien cerrado, pero el conjunto fun-

damental es infinito, esto es no es compscto,

2) Definicién de Compacidad= (Bicompscidad)

Un espacio topolégico (fﬁ;ﬁ5) es compacto (bicompacto) $SC , para

toda cubierta sbierta l}@)&& _de }{_ existe una subcubierts sbierta finita.
el :




b) Definicién de Cowmpacidad (Sucesional)

Un empacio topolégico ( X”?B J, se dice que es sucesionalmente com -
pacto cuando toda sucesidn de puntos contiene una subsucesiéir convergente a
un punto de éste., Dicho de oira forma cuendo para todo conjunto infinito de

A se tiene que A"¢ ﬁ s donde A es el conjunte derivado de A.

Este es la pocidn que se debe & M. Frechet, Rendic, di Palermo 22
(1806) p.6. Y debe notarse que el término “conjuntos compactos” es empleado
por diferentes autores en un sentido distinto al emplaado por Frechet, ya que
se entiende por conjunto compacto, un conjunto en el cusl cada sucesidén de
puntos coniiene une subsucesidn convergente (p2ro no necesariamente hacia

un punto del conjunto considerado).

Este definicidn dejé de ser la més sceptads y usada cuando se vid
que la de bicompacidad era més apropiada para el producto de espacios com-
pactos, sunque algunas veces sobre todo para anslizar si se tiene la propie-

dad de compacidad sea ésta, de sucesionalmente compactos més dtil.

1. d. DEFINICIONES EQUIVALENTES Y SUS DEMOSTRACIONES

Definiciones:

Una Iamiliacﬁi de subconjuntos tiene la propiedad de la intersec~

cién finita si y solo si la interseccién de ced# subfamilia finita es no vacia.

Teoremas

‘Sea (%,0) un espacio topolégico y s@&%‘ BB}( . una cubierta.
AE




abierta para X, entonces 1la coleccién de los complementos de los miembros

de% tiene interseccidén vacie,

Demostracidn:

Supongamog que existe XX § ﬂ ICO( S donde los C‘d =N~ B,, &qg:,
A&

entonces xg’ X-Cy ¥, como } X-_C.dis% esto im;';iica'.que existe

S X tal que > ¢ U )\’B*& AET ) obtsniendo una contradiccibn.
NC, =4 J
del :
Lema:

Las siguientes proposiciones son equivalentes

i} X es compacto.
ii) Pera toda coleccidn @J de conjuntos cerrados con interseccién

vacia tal que existe una subcoleccién \%\ ,2: gn\&“ que (V)\L -.:%
=l

Demostracidn:

Demogtraremos primero que A === l) Sea Gl una cubierta
ablerta de X, por el teorema anterior la fmiliaga de los complementos de
G tiene interseccidn vacia, por hipStesis existe unas subcoleccién"‘\ Q }Cg‘ :

tal que Q\ R’i = ﬁ aplicando de DsMorgan tenemos
02 =¢ <\l
010y

_U x-»h =k, 0 %ﬁh‘\“) Gi=X

Lz

con esio hemos obtenide una suboubierte finita para X




R es compacto.
; . )
Ahora demostratemos que 1Y =B Aij
Bea X compacto y ‘\Qihg—; una coleccidn de conjuntos cerrados con inter=-
A F

geceidn vacfa, Como n g - é por de Morgen

iQI.
Q=G
U *- Qk =
AEL

Sy H“Qsl( es una cubierta
abirta de X. Por hip-di:egiea % es compacto, lo que implieca .gque existe

} - 2 ¥

“;\{'9;‘1 Dk“‘is)x %23‘“- | iq\ tal que

\ X L — por de Moigan.
12

Quw-:ex
0y $

AT

Teorema:
Un especio (X,% ) es compacto 950 pars cualquier femilis g de

conjuntos cerrados con la propiedsd de la interseceiln finita, @l tiene

* interseccidan no vacfa.

Demostracidn:

2) Sea <3" una familia de conjuntos cerrados en wn espacio compacto
(X,%). Asuma que 1a interseccién de todos los miembros de? es vacfa.

P tien '
Queremos concluir que 0o tiene la propisdsd de la intevgeecidn finita.

Lz coleccidn de conjuntoﬁ: {X—-A \ A £ %J} o8 cubierta del
espacio cbmpa@to {X,@),e Eatonces existe uns subcubierts finita deﬂ s O Bea
que existen A\ 2 A A E@l 3 ‘I\A"f\\ j')("ll\z o Y“ An ‘t’
cubren aX: u %, - A = A entonces.

w=l
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Por De Morgan A\n A?_Qhﬂ_,- ﬁ A.“:.«ﬁ

e @ no tiene la propiedad de-ia interseccidén finite.

-

b} Sea )(p cualguier cubierta sbierta de X y considere la familis
CJ;—_ %X-{M\ng ’ﬂr Como ,ép es cubierta abierta vemcs que la interseccidn
de todos los miembros de geg vacia, Usando de Korgan ,Cy no tiene la pro-
piedad ‘de intergeccidén finite. O sea gue hay un nimero finito de sbiertos
Gu\ @*‘h -5‘&- &1\ ﬂxu&].!,,,(]kﬂ;»%or de Morgan :‘!‘m‘ \6“7_‘, T Gun%

es une subcubierte de X enj_p ‘Y ('*}‘6) @8 compacto.

Teorema
Un espacic topolégico (x,'& 7 es compacto ssi cads red en ¥ tiene

un punto de scumulacidn.

Demogtracidn:

Sea ’\%n‘i we > Une red en un espseio topolégico compacto X, y
para toda n e ® )Sea Ap el conjunto de todos 1os pgntos Sm para "Mhzn. En-
tonces la familia ﬂ :-.3'h“"(n€mtiene le propiedad de la interseccidn finita,
porque D eatd dirigido por % » ¥ por congecuencia la familis de todos los

conjuntos A, también tiene la propiedsd de la intersececién finita.

Como X es compacto existe un punto S J)%E Q%n’{'npor teorema:” gen
’\Sn{( “emmm ved en un espaclio topoldgico X y <~ né D sea 4, el conjunto de

todos los puntos 8, ‘Q‘mun . Entonces s es un punto de scumulacidn de’\%n\(m;
@l se A, ¥nen

°»s @8 un punto de acumulecidn




o

i1i) BSea (X, %) un espacio en el cual tods red tiene un puito de
scuwnulacidn y sea Cﬂﬁ‘; &“‘( uaa femilia de subconjuniocs cerrvadeos de x}tﬂ
tiene la propiedad de la intersecciési £inita. 'Definimos% como la familias
AR o) .
de todas/finites intersecciones de Loz miembros de Cﬂ Y entoneces tiane
la piropiedad de interseccidn finits ss J'},C% ; nog basia mostrar Que an

dET
> ’B‘ﬁ 9.% es no vacia,

\

La interseccidn de dos miembros de% es un mi.embro\@y por lo
tamto% esté dirigido por la contencién o 8i escogemos %%4%8@,,
entonces %%%‘( es una ved =20 X y por coasecuenciz tiens un punto de acumu-~
lacibn s. B8i %d 2@ Ebh’ E@ 3 By o Bo{ entonces Sy C Eg c Bq

¥y por lo tanto %‘5 estd eventuslmente en el conjunto cervrado B* ¥ por lo

8!

tanto el punto de acumuisciln s g B ol

peE L - BQ{ \Leg " OBq‘*ﬁ.
SIel

Consecuencisn:

X es compacto ﬁsi toda red en X tiene una =ubred que converge s

algiin punto de X,

Beiinicidn
Un punto 2C ez un W-punto de acumulacidn de un conjunto A gi cada

yecindad de ¢ contiene infinitos puntos de A,

Lemna ;
Cada espacio topoldgico tiens un punic de ecumulazcibn asi cualguier

conjunto infinito tiene un punto de GLWy~acumulacida.




- 1o =
Lema:
8i X es un espacio de Lindelof y cada sucezidn en X tiene un pun-

to de ascumulacién, entonces X es compacto.

Demostracidn:

Es necesaric mostrar que cads cubierta abicrta de X tienme una sub-
cubierta sbierta finita. Por ger £ espacio de Lindeldf se puede suponer

que exishune cubierts sbierts ,eaté formada por Ay, A'L" coo Bpoo. para NEWY

-

Por un procedimiento inductivo; ses Bo = Ac y para todo PEW, sea

Bp es el primero de la sucesién de As gue no es cubierto por Bo U8,... UB p=-1.

Por otra parte es posible seleccionar un punto bpe Bp para cada
PEW }bpf Bi para i & p. Se2 x un punto de scumulacién de la sucesidn.
Entonces x € By para algln P y como x es un punto de acumulaci&n,@:?@. BP
para alg(n %3 p- Pero esto es una contradiccidn.

> X sm compsacto

Teorena;

81 X es un espacio topoldgico entonces las condiciones de abajo
se relacionan como sigue: Pars todo espacio {a) es equivalente (b} y (d)
implice (a). Si X satisface el primer axioms de contabilidad, entonces faj),
(b) y (c) son equivalentes. 2i X satisface el segundo axiome de contabilidad,
entonces las cuatro condiciones son equivalentes. 8i X es pseudométrico,
entonces cads una de las cuztro condiciones implica que X batiamce el se-

gundo axions de contabilidad ¥ las cuetrc som eguivalsntes.
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(2) Ceda subeonjunto infinito de X tiene un punto delyf-zcumulacidn.

(b) Cada sucesidn en X tiene un punto de acumulacidn.

(c) Para cada sucesién en X & una subsucesién convergente a un
punto de X,

(d) E1 espacio X es compacto,

)

Teorema: (Alexander):
Si gg es una subbase parva la topologfia W: de el espaclo topelégico
¢ ﬁNWB},-y ceda cubierta de X formada por los miembros de)ﬂ& tiene una sub-

cubierts finita. Entonces X es compacto,

Demosiracidn:

Para ser breves scordemos que una femilia de subconjuntos de X es
inadecusda ssi no cubre & X, y es finitemente inadecuada si una sukfamilia

finita no cubre a2 X,

Entonces de la definicidn de compacidad de X podemos establecer:
cada familia finitamente inadecuada de conjuntos abiertos es inadecuada.
Observe que la clese de familias finitamentg inadecuadas dé conjuntos abier-
tos estd contenids en una familia maximal por sl lems de Tukey's: "Existe un
miembro maximel en cade familia de cavéeter finito no wvecfa.” Tal que la
fomilis maximal finitemente inad@cﬂadﬁ(&{ tiene una especial propiedad que

es establecida como gigue:

31 Cé(}} ¥y © ez sbleric, enitonces por la propiedad maxinal existe
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una subfamilis finits A, AE.” Aﬂi& :i.ffﬂﬁq Uk N.o Uiy = X, Por lo tanto
n?_mgﬁn conjuntc abierio gue contengs a Vc peritencce acq o 8i D €8s otro con-
Junto zbierto y Bégq ; entonces existen ﬁ\,...B“S&Z} DUO... UBm = X %;

(@ﬂ-Dj Uﬁtﬁj,“UAmﬁfB‘ .o.UBn = X por simples cédlculces de teorfa de conjun-

tos. De esto se sigue que CGD # J:i

¢+ 81 ningln miembrc de una familis finita de conjuntos abiertos psr-
tenece a cq . Entonces ningGn conjunto sbierto conteaiendo la interseccidn
periensce 2 Ji; en otras palsbras, si un miembro de H contiene una inter-

seccidn finita c,nc,.qc_}mnc\., de conjuutos ebiertos, entonces

Demostracidn:

Sixpdngane gue ﬁ es una subbase tal que csda cubierta abierta de
elementos de la subbase tiene uns subcubierta finita (esto es, cada subfamilia
finitamente inadecua) y supéngase que% es una familis finitamente inade-
cuada de subconjuntos abierto de X. Entonces existe una femilia maximal%
de suerte gue contiene a% ¥ eslo e8 suficiente paras mostrar que v.% es
inadecuada., La familia é(\g{ de todos los miembros de ‘H gue pertenecen
a )é ez Tinitamente inadecuads y por lo tanlo ﬂq ne @s una cubierta para
X. Solamente falta proler que cads punto £ \Jé ‘5‘* 3 F‘d.Q .S:l pertenece &

[/} l\& \Agﬁ ﬂS{t A causa de que é eg una subbase en cada punto x de un
miewbro £ de \% perienece a alguua 1ntéa~secc16n finita de miembros de ,é
que estd contenide en A. El pérrefo sbajc muestra gue algunas de estas familias

finitas perteneces a J{

- Ui A Aed}{=U R he gha q\(lf




1.V, SENTIDO DE LA DEFINICYON PARA SUBCONJUNTOS:

Exigten dcs criterios diferentes para definir la cpmpacidad da
subconjuntos, estos criterios son:

a) Definicién: Un subconjunto KC# es compacto en (X, ) si
el subespacio formado por K y la topologia relativa es compactd.

b) EEﬁlﬂlEiéﬁg Un subconjunto KCX es sucesionslmente compacto
cuando K es un conjunto en el cual cada sucesidn en K contiene una subsu-

cesién convergente (pero no necesarismente & un punto del conjunto considerado).

1.¥I. DEFINICIONES UE CLASES DIFERENTES DE COMPACIDAD:

a) Eapacios contablemente compsctos: Un espacio es contablemente

compacio ssi cada sucesidn de punios tiene un punto de acumulacién (por esto,
sl cada sucesidn tiene una subred convergente).

b) Definicién de subconjunto compacto: Sea un subconjunto K de

X, K es compacio ssi de toda cubierta ebierie en K se pusde extraer una sub-

cubierta abierta finita.

c) Definicién de Especio Compacto Maximsl: Un espscio compacto
: :
(X ,'C,E} es maximal si toda topologfa Tp estrictamente mayor quaz ; @3 decir

'ZOC.‘G‘ no es compacte.

d) Definizién de Espacio Sucesionalmente compacto: Un espacio

X es sucesionaluente compacto si cada sucesién en X iiene una subsucesidn
convergente.

@) Definicibn de Espacios Real-compactos: Todo espacic de Hausdorff

es Tychonoff. Es decir estd inwmerso en slgin cubo. Esto hace claro que un
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espacio X es compacto y de Hauzdorff, si puede ser iamerso en un subconjunto
cerrado 8 C Il (donde 1 =10, \j }. Y esto cenduce a la definicidn: X es

real-compacto si puede ser inmersc em un subconjunto cerxrado de algfin pro-

ducto de la 1f{nea Real, W¥ MM eo..

£} Definicién de P*~compacios: Un espacio se dice que es (®-

compacto si puede ger escrito eomo la unidn contable de muchos subconjuntos

compactos.,

g) Definicién de Espacios hemicompactog: Un ezpacio A  se dice

que es hemicompacio {o denumerable al infinito), si existe una sucesién Ky ,
Kl <0000 G2 subconjuntos compactos de X tel que gi K es cualquier subcon~-

Jjunto compacto de ){ entonces KC K, para algfn n,

h) Definici8n de Espacios Pseudocompactos: Un espacio % es pseudo-

compacto si ioda funcidn contiinue de valor resl en x es acotada.

i) Definicién de espacios numerablemente compactos: Se dice que

(X, ¥p ) es numerablemente compscto, si de cualquier cubieria abierta numerable
ge puede extraer una cubierta sbierta finita.

Nota: La compscidad numersble =P 32 axioma de numerabilided &) compacidad.

J} Definicién de Espacios Localmente compactos: Un espscio (X,% )

es localmente compacto en un punto Pg y\ s8l P tieme por lo menos una vecin-
dad compacta en x o
Un espacio es localmenie compacto ssi es locaimente compzcto en

todos sus puntos,
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k) Definicidén de Espaciog Paracompsctos: Un espacio X, ) se

dice que es Paracompacto sgl toda cubierta de X tiens ﬁn refinamiento sbierto
locelmente finito, es decir un refinamiento due es8 unz cubierta sbierta local-
mente finita de X .

Nota: SE DICE que una fsmilis de subconjuntos es localmente finita si para
cada QCEKQCMM \!1 3 Vx intersecta un nfmerc finito de elementos de

¥ s

conjuntos de la coleccidn.

UNIDAD # 2. DEFINICIONES MENOS GENERALES

2. I. DEFINICIONES PARA: a} LA TOPOLOGIA DE LA RECTA REAL

b) LA TOPOLCGIA DEL ESPACIO EUCLIDIANOC

2.II. Espacios Sucesionalmente compactos. Propiedades de Bolzano-Walerstraes

2,111. Espacios Compactos-contables. Teorema de LindelBiff

2. IV. Egpeciosg Localmente Compactos

2, V. Egpacios Paracompactos

2, L. a) DEFINICIONES PsR4 LA RECTA RE:ZL:

DEFINICION
lin subconjunto K de la recta real VR‘ es8 ccompacto si para cada

cubierta &‘\‘i.
2 Viex

finita Ai: Ais~ oo Ain que cubre a K.

de K con conjuntos sbiertos Ay existe una familia




DEFINICION FQUIVALENTE:

Un subconjunto X de R eg8 compacto si y sblo si, para cada familia
&S‘i\itx_ de conjuntos cervados gj tales que la( n %)ﬂ\('—‘-*#;
isl

existie una subfamilia finita.

%I g; WA g b gr taiql\lﬁ_x (ﬂ'g‘ )OK ’6

e ¥=)

Por la proposicidén que dice: "Un subconjunto F C K es cerrado
relativo a X si y a6lo gi, es la traza sobre X de un subconjunto cerrado
de R. ® Se puede decir que K es compacto sgi, para ceds familia H &51
de conjuntos g' C K cerrados relativos a K tales que r\ gi ﬁ
existe una subfamilia, . ‘i ’g R ﬂ“e'(o -g'\g_) O k -—ﬁ

Utilizando la propiedad de los nimeros reales que dice: “que ‘Q‘q_

exigte una sucesgidn de vecindadeg particulares J\m ﬂ&, & saber, los

el el

por lo menos una vecindad Q\},, .’

intervalos LO.-*_L Oc\'..l._ ’gtalez que cada vecindad del punto a contiene

' Se puede der una forma un poco més sencilla

8 les caracteristicas hagta shors descritss.

L —_
i

Se llama traza de A sobre X al conjunto Aﬁ)f- congiderado
@ Nota: como subconjunto de X. Donde X es un subconjunto fijode R. y &

cualguier subconjunto de R.

o

Proposicidn:

Sea K un subconjunto de R. Las siguientes proposiciones son equi-

valentes:
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a) K es compacto

iﬂ - ’\P\ht e= una cubierta sbierta

de subconjuntos de K abiertos relativos aK, que verifican ALC Apt 1 para

b} Para cualquier sucesidn )\E\n&he

nefw v U A, = K, existe un fndice 5 & W > ks"K
nehd

c) Para cualquier sucesidn ‘\-ﬁ,&“& de subconjuntos de K cerrados rela-

R

tives 2 K, que verifican Fn =23 Fo+ 1l parang (N | 0 .:Fn =¢ ?.'
‘l A€ vl

un indice § & ™ 3 xs?.;‘

Demostracidn:

i} En primer lugar, la condicién (a) implice las condicianes (b)
y (e). En efecto, 8i K es compacto, entonces oxiste una subfamilis finita
{ ]
A .- respectivauente una familia finita
By ) Mz = ‘knmd““n‘(agf'nkky %
Fnl, Fnzu‘,” an de H'F“\‘ 3 ﬁ 'F*:,-% Tomawdo para s el mayor de

wal
los enteros ny, .....ng se tiene Ay ) Ay ¥y Fy C Fy, pars VeUs W,

Wy "
es decir, As" \v:J A“v. ZP Fo= () .Fhm
=1\ __\c'.*l

ii}) Demostraremos ahoras que las condiciones (b) y {c) son equiva-
lentes. En efecto por De Horgan tenemos que sf haceuos F, =X~ A,, las
condiciones Ay C Apt 1 ?g \',;éNA“m K\ se vuelven equivalentes regpec~
tivamente a ¥y, = Tnay ?g N ;;\-_a;# y ademfs los conjuntos F, son

hE M

cerrados relativos a K ya que A, es abierto relativo a K y finalmente Ag = K

es lo mismo que decir ?ﬁ =" ‘

iii) PFalta demostrar que b) ==t» 2). Supbngase que (b) es cierto

y gea & Bﬂ“i er una cubierts sbierta de K, o sea que AJ‘ son sblertos




et S e

a K. Consideremos ﬁ come un fndice fijo ¥ x un punio de A_Q . Puegto que

Ag 5 es abierto relativo a K, % un intervalo I= (7-"-“.%: )%*—é\-;. Iﬂuc Ag

B

IR

donde k @8 un nimero entero = 1. Adends, 3‘ un otfimero racional R.-;}\'UL-RI‘-

¥ por consiguiente = € (Q-.‘Eg R‘*E\&\):Ir{ 3 IRF%\(, 6 bgg,
p|

Ahora bien los conjuntos (R-A R+t ) < , donde W&
J Ix b3 aR ﬂ ’ﬁ 3 g @

¥ hi N ; }{5.:1 s que estén contenidos en algin conjunto Ay forman una
coleccién numerable, ya que (Q ¥y N son conjunios numerables. Desde luego,

es posible ordenarlos en una sucesidn que llamaremos l‘%h& Los conjun=-

el

tos B son abiertos relativos a K. Por hipdiesis, cada punto £ & \( esté

contenido en algln B_; por lo tanto RB & e3 un recubrimiento de X.
% Alae 3

1 13

n
8i para cada vig B escribimos C‘ﬁ = L) B\i s entonces
K=O

{e ‘( es una cubierta o un recubrimiento para K, lcs conjuntos C
h NeT t

son abiertos relativos a K y se cumple gue Ch e Cpn+ 1 para ne M.

Por hipbtesis, existe un fndice S € N Cs = X e’ decir

o)

S
\,J BK = K. 8i a cada indice J2 con o4 & S se hace corresponder
=0

un conjunto AR gue contiene a BR » entonces la familia ’)kn ‘1 R k‘-%

cubre aK, io gue muestra que K es compacto,

Proposicidn:
Un subconjunto K de ﬂ% ea compacio gsl, para cads sucesiénl)xn%
de puntog ALnp € K existe uns subgucesidn Rx““t( gue converge 8 un

punto de K.

Demostracidn:

Qbsérvese en primer lugar gue ?,xn‘; tiene una subauncesidn gue
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Demostracidn:

i)Sea E un subcenjunto acotado ¥ cerrado, enionces por el teorema de
Heine=Bonel dada una cubierta abierta de K, siesmpre se puede extraer una

cubierta abierta finita.

ii) Sea K CWR un subconjunto compacto esto implica que K es cerrado

y acotado, ya que:;

i) Como (K, d) es un espacio de Hausdorff por el teorema que dice

que todo espacio de Hausdorff y compscto eg cerrado :‘!‘ K es cerrado.

i1') BSea l](_-an,n\l( 23 una cubierta abierta para K como K es sub-
conjunto compacto, puedo seleccionar una subcubierta abierta finita

,l (*-N,N) ; (-[N-ll’ﬁqu) ,...{-t,i)\donde N es una cota de K 2o K es acotado.

4

El hecho de satisfacer cada conjunto cerrado vy acotado de la recta
real 2 la condicidén de: "un subconjunto K de iR es compacto ssi, para cada
sucesidn ] 2%nY de puntos Tm & YN ¥  una subsucesidn 12w v.kf
que converge hacia un punto de K." es muy clégico y se llama & veces

Teorems de Balzano-Weirestrass.

El hecho de implicsx la condicidn de la proposicién anterior, se
le lisma teorema de Borel-Lebesque por algunos autores y teorema de Heine~

Borel por otros.

Finalmente la proposicién que dice: "Un subconjunto K de

es compacto gsl, para ceda familia )\Tg-ﬁhil de conjuntos cerrados
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N (ﬂﬁ \)0 N 9{) existe una subfamilia finita &‘. i ggm
QL '

tal que ( ag“t}p\k;—‘p se suele llamar teorema de interseccidén de Cantor.
K=

2. I. b) DEFINICIONES PARA EL ESPACIO EUCLIDIANO

DERINICION
e
Un subconjunto K del espacic numéricoﬂl se dice compacto s8i,

para cada recubrimiento &kg‘( de k con conjuntos abiertos A [} )

AEL
existe una subfamilia finitab.g ko bﬁ'q gue cubre a K.
i 148

En virtud de la proposicién: {un subconjunto A de X es sbierto
relativa a X ssi, es la tragse sobre X de un subconjunto abierto de Rp s
la definicidn anterior equivale a decir gue K es compacto si para cads

recubrimiento ‘)&Q*Q de K conjuntos AQC K s @blertos relativos a K,
<X ‘

exizte una subfemilia finita ﬁ k"\AQ que cubre a K.
d_g.t.xn

Proposicidn:

Un subconjunto K de TQ? es compacto s# y solo si para cada familia

)lfsx tt&ttde conjuntos cerrados g 5 (Q‘xﬁ)nk ¢> St ik
subfamilia finita ﬁg”g}a. P Si'gm tal que ﬂ qu)q K= ¢

se puede decir; que K es compacto ssi para cada familia. ﬁﬁi ((Q?:J:

de conjuntos 8& ) K cerrados relativos a K, tal gue ﬂﬁl @ 3 axiste
&e.'r.

una subfemilia finita a g se e tal us
i) ¢ i ngﬂ

Propogicidn:

¥
Sea K un subconjunto de [R ; las siguientes proposiciones son

equivelentes.
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a) K es compacto.

b) Para cualquier sucesidén ‘, & de subconjuntos de K abiertos

\h(( LR
relativos a K, que verifican 4, (. Ay para wEm Y . An"m,
nem
|
existe un {ndice & £ W tal que A; = K.

¢} Para cualquier sucesién {g“(l de subconjuntos de K, cerrados

nE W

rehtivos a K, que verifican STt'“"g%'i“-“ para v € i ‘3 Q;’f\q "ﬂ‘#_,
™

existe un fndice Sg¢ ™ tal que '?s-_-_ # :

Proposicibn:

Un subconjunto K de m? e@ compacto ssi para cada sucesidn
de puntos ¥#n € ¥ existe una subsucesién ’\vaw_‘( gue converge hacia

un punto de K.

Teorema:
Un subconjunto de un n-espacio Euclidiano BB, es compacto ssi

@8 cerrado y acotado.

Demostracidn:

i) Sea A un subconjunto compacto de En. Znionces A es cerrado
poerque E? es de Hausdorif. Por la compacidad de A, A puede ser cubierio
con una familla de esferas abiertas de radic L, y como cada esfera e acotada

==, A ea acotado.

n
ii) Por otra perte suponemos A { B cerrado y acotado. Sea By
la imagen de A bajo la proyeccidn sobre el i-avo espacio ordenado. Note
que cada Bj es acotado porgue las proyecciones acortan distancias.

Entonces AC '&’( '\'B,L \3,-.::\,\. . \n}‘y este conjuntc es va subconjunto de uan pro-

ducto da iatervalos reetados y cerrados de T (§ -0




- 25 -

Entonces la demostracién se reduce a demosirar que [ a,b-] es

compacto (por el teorema de Tychonoff).

Sea jp una cublerta sbierta de ta,b'l ¥ s2a c el supremo de todos
los miembros x de T_a,b‘l tal que una subfamilia filnita deﬁ) cubre a L a;,x'l
(este conjunto no es vacfo porque Q. & . todos log miembros). Escoja m
en 19 ; tal que, C € &A ¥ escoje un mismbro d del intervalo (a,c)
3 U, o) <« Q.

Hey una subfamilia dejp que cubre s t a,d:\ y ésta Junto conG“ cu-

bren a [ a,c} .

A menos que ¢ sea igual a b la misme subfamilis finita cubre & un
intervalo 2 la derecha de ¢, lo cusl contradice la eleccién de ¢ (porque ¢

era el supremo y también es sbierto).

L2
L ]

¢ A es coapacto.

Comentario: El teorema de Heine-Borel es uns aplicacién de este teorems

(Heine-Borel-Lebesque}.

2. L. C. DEFINICION PARA LA TOPOLOGIA DE ESPACIOS METRICOS:

DEFINICION

Se dice que un espacio métrico E es compacto si para cads recu-
brimiento )} ﬁq\ RET de E con conjuntos abiertos A‘ existe una
subfamilia finits A%”If““ oo AQy gque cubre E. Se dice que un sub-~
conjunte K de un espacio métricoe es compacto gi, provisto de la métrics

inducida es ua espacio compacto.
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Note: Métrica Inducida:

Sea E un espacic métrico y x. un subconjunto de E. Denotemos por
d 1a métrica sobre E. Hay una manera muy natural de definir una métrica dy
gobre el conjunto )( 3 pura cada pareja de puntos x,ge_ K se pone
dy (x, y) =d (x,y). Es evidente que d, satisface las condiciones para una
métrica. De esta maners X se vuelve un egpacio métrico y d, se llama la

métrice imducids sobre ¥ .

Proposicidn:
Sea E un espacio métrico. Las siguientes condiciones son equi~
valentes:

i) E es compacto.

ii) Para cada familia \ ‘é?'&\(“x de conjuntos cerrados Cgﬂ. tal que
n g -;_(# existe una subfemilia finita g:g R -gﬂm B
R J '
ter
m
Q,S:l! = ¢
iii) Para cuslquier sucesién K kﬁn\(‘ " E W) de subconjuntos abiertos
de E tsl que 4; C A“ﬂ para NE W Ep k)e‘“ An= B existe
"

un {ndice S & W4 tal gue Ls-.: e

iv) Paras cuslguier sucesgién \ ‘E“\ wE de subconjuntos cerrados de E

(o
tal que 8.‘:“3 8:;\” para ?? &N&nzﬂ
exiete un fndice & & M tal que ST -,;96

v) Toda sucesién de puntos de E tiene una subsucesién convergente.

Proggs icidn:

Todo subconjunto compacto de un espacio métrico es acotado y cerrado,

Pero 12 inversa ya no es cierta en espacios métricos, como lo veremos més ade-

lante con un ejemplo.
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2. II. ESPACIOS SECUENCIALMENTE COMPACTOS. PROPIEDAD DE BOLZANC WEIRESTRASS

Un subconjunio & de un espacio topolbgicoA es secuencialmente
compacto si para toda sucesidén en A contiene una subsucesién que converge

a un punte de A.

En general existen conjuntos compactos que no son gecuencialmente
compactos y vice versa, sin embargo en espacios métricos son equivalentes.
Histéricemente los espacios métricos fueron investigados antes que los
espacios topolégicos, de agquf la razén por la cual la compacidad secuencial

se usa algunas veces como sinfénimo del término compacto.

DEFINICION: PROPIEDAD DE BOLZANC WEIRESTRASS:

Se dice que un espacio topolégico (X,'() tiene la propiedad de
Bolzano-Weirestrass si para toda familia \3¢nT C X b) % JL"Y tiene
neY

puntog de acumulacidn.

Teorena:
Sea E un subespacio topolégico del espacio (X,'(,) con la propie-
dad de que cada coleccidén infinita de subconjuntos de E tiene un punto de

acumulacién en E. Entonces toda cubierta abierta contable de E iiene una

subcublerta finita.

%o

Demostracidn:

Asumamos gue una subcubierta abiertza contable de E estf dada en
la forma de una sucesién & ()“()1 ,()3 kg ()h“" ¥  de subconjuntos

abiertos de 7( tales que <o

Ecu O,

ne |
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Supbéngase que E no estd cubierto por ninguna subcsleccidn finita.
e '
Entonces para cada enterc K, el conjunto OK. = UJ Oh no cubre a2 E.
n=1\
( W

De donde para cada entero K existe un punto x. E B tal que Ty ¢ Qv\
Entonces el gubconjunto A = l}x‘ B TR SN R (’ de E debe
gser infinito. Ses 2 g | un punto de scumulacidn d: A,

como 2 € E y &= €& O? para algtn indice p. (QP @8 una
vecindad de x y también muchos de los infinitos puntos de A pelrtenecen aKD‘s

*°
En particular para algfin k > p. Tendremos que X € (:)[_.C O: (3 OK

contradiciendo la forme en que escogemos JC‘,\,

De donde debe exisgtir una subcoleccién finita de sbiertos de
\0\-"011“*(}“9 cubra a E.

.» E es compacto.

Teorema:
Un espacio topolégico satisface le propledad de B>lzano-Welirestrass

sl y solo sf es numerablemente compacto.

2, XII. ESPACIOS CONTABLENENTE COMPACTCS:

DEFINICION:
Un subconjunto A de un espacic topolégico A es contablemente com-

pecto sl todo conjunto infinito B de A contiene un punto de scumulacién en A.

La relacidn entre compacto, secuenciaslmente compacto y contablemente

compacto esté dada por el siguiente diagrana:
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compacto == contablemente compacto & 3ecuencialmente compacto.

y por el teorema que dice: Sea A un subconjunto de un espacio topolégico X.
Si A& es compscto o secuencislmente compacto, entonces tembién es contable~-

mente compacto.

Definicidn:
Se dice que (X,'%) es numerablemente compszcto si de cualquier
cubierta abierta numerable se puede extraer ung cubierta abieria finita,

Hota: La compacidad numerable 4F==b 29 axioma de aumerabilidad y compacto.

Teorema
Un espacio topolégico es numerablemente compacto si para toda
coleccibn {g‘.j' t{ier numerable de cerradogs con la propiedad de la inter-

secciéu finita tiene interseccidn noe vacia.

Les demostiraciones de estos teoremas se hecen en la misma forma

gue para el caso general.

Teorema e LindelVf:

En todo espacio segundo contable tcda cubierta abierta posee una

subcubierta abiertia contable.

Demostracidn:

Supongamos A un conjuato y Cq es uns cublerta de A, sea%

una base contable para la topologfa. Dsbido & que cada miembro de «q

es la unidn de miembros de % existe una subfamilia j) de@ la
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cual también cubre a A, tal gue cada miembro de /ED 28 un subconjunto de
algién miembro de ¢S} . Para cadz miembro de /ég nogotiros podemos selecclonar
un miembzro detq gue lo contenga asf obienemos una subfamilia contable @
de (q b Entonces@ es también uns cubierta de A porgue /@p cubre a

A, De donde (q tiene una subcubierta contable.

2. IV. ESPACIOS LOCALMENTE COMPACTOS:

DEFINICION:
Un espacic es localmentie compacto en un puato ‘38 X ssi p tiene

por lo menos una vecindad compacta en X.

Un espacio (X, ) es localmente compacto ssi es localmente

compacto en todos sus puntos.

Es conveniente potar que la& compacidad local no implica la compa=-
1
cidad, por ejemplo los R . En otras palabras, podemos decir que el in-
verso s{ es verdadero, esto es, que todo espacio compacto si es localmente

compacto.

Teoremas
Todo subespacio cerrado de un espacic localmente compacto es

localmente compactc.

Demostracidn

Sea E un subespacic cerrxrado de un espacio localmemte compacto
sea p un punto arbitrario de E. Como X ez localmenie compacio en p

existe una vecindad compacta de p, Vp en X, Sea Hp = p(’\ E. Como Hres




un subconjunto cerrado de X, Hp es compsacto.

;-‘%PQE ; “(: > \'\'F es compacte

:» E es lLocalmente compacto.

2. V. DEFINICION DE ESPACIOS PARACOMPACTOS:

Los espacios paracompactos fueron introducidos por primera vez
por Dieudonné en 1944 como una generalizacidn naturel de los espacios com~
pactos, reteniendo todavia suficiente estructura para poseer muchas de las
propiedades de los espacios compactos, y ser suficientemente general para
incluir una més vaste clase de espacios. La nocidén de ﬁaracompacidad tomd
importancia con la demostracidn de A. H. Stone, de que cada espacio métrico
e3 paracompacto y la utilizacidn de este resultado ea la solucién de pro-

blemas de metrizacibn por Bing, Nagata y Smirnov.

DEFINICION:
Un espacio (x,qu se dice que es Paracompscio ssi toda cubierta
abierta de )('tiene un refinamiento abierto localments finito, es decir un

refinamiento gue es una cubierta abierta localmente finita de % .

Nota:

Todo espacio }&f?;) compacio es tarabién‘paracompacto°

Teorsma:

Todo espaclio paracompacto de Haengdorif es regular,
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Demcstracidn:

Sea X un esgpecio paracompacto de Hsusdorfi y sea U una vecindad
cuc
abierta de un punto p en X. Para cada C_L de ; escoje abiertgs_ @Aq{ >

?[,\Ig\_de X con las propiedades _de que 9‘_’3 6\1 Q‘_ i{’ g 8\] gftales aue
§uq g =

Los abiertos\ml}‘_ \%_‘E. mcx Junto con U forman una cubierta
gbhierta dee X. Por definicidn, como x es paracompscto,% tiene un re-=

finamiento abierto@ gue es localmente finito.

Como® es localmente finito % une vecindad M del punto p gue

corta s0lo a los miembros de une subfamilia finita Cg’ de@ o N

Sean W‘“ ssosop Wn los miembros decgr que no estén contenido enm.

&
Entonces existen n pumtos g, co. «. <. Qm tales que: g & GV

W-\.C@.‘q* para cada i = 1 .... n
SeaHzMﬂ\)gﬂﬁ“q'z-«“w ﬂ\]qrn 35 \r.:- (N)

Falta mostrar que N ¢ QU y pera ello sea W la unién de todos

los miembros de D que mo estén contenidos en m . Entonces N VWG

TMNg 0 Ng A0TWg U Mg 0. . Qg A=p

porque \l(h.(\ @.\g,i':¢ pars toda 1 = 1 ..... R.




=% N. estf contenido en el conjunto cerrado A-W CU

s T=(M)c %-W cqu.
X es regular.; =

Teorema:

Todo espacio paracompacto y regular es normal.

Demostwracidn:

Sea g un espacioc paracompactc y vegular y sea A g B dos conjuntos
ajencs y cerrados de X. Para csde puanto de p de A escoja una vecindad ce-
rreda Mp de p, en el espacio X contenida en el conjunto abierto B,

Sea Up gxu\‘c (iip)

Lasg abiartasl{ m?‘ f; @ Ai con ‘el conjunto abierto AC forman
una cubierta abierta)ﬁg del especio parscompacto X; ée donde, por defi-
nicién./ﬁg tiene un refinamiento zbierto, del cual es localmente finito.

C
Bea U la unidn de los niembrosz de D que no estén contenidos en £ .

Entonces U es un conjunto gbierto de X conteniendo & A.

Sea q un punto arbitrario de By comc D es localmente finito exis-
te una vecindad Ng de q en X que corta solo a los miembros de una subfemilisa

finita de D que es é;;;. Sea D3y Dg .... Dy los micmbros de E;rg_ que

no estén contenidos en AS.

Entonces exigten n puntcs Pgecsess DA de A tales gue Di C U pi

pare cada i = 1 .c0s50 B




]
€23
!

Ses Vq *Ihjf%iﬁq} N ?;)('%(})fﬁ?z‘}., L% ﬁg‘ ; entonces “\Jg

es una vecindad abierta de g, tal gue fL{fﬁﬁégéﬂzjﬁ

Sea V 1la unibn de todos los conjuntcs asbiartos de X conteniendo

4B y tal que
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EJEMPLOS DE ESPACIOS COMPACTOS. PRODUCTO

3.L. EJEMPLOS DE CONJUNT(OS CQMPACTOS:

a)
k)
c)

d)

Ejemple de Conjunics compactos.
Ejemplo de subeconjuntos compacios de los reales.
Ejemplo de conjuato compacto de sspacios Buclidianos.

Ejemplo de conjuntos secuencialmente compactos,

3.11. EJEMPLOS DE ESPACIOS COMPACTOS Y DE QTR:AS CLASES DE COMPZCIDAD

2)
bl
c)
d)

e)

£)

Ejemplos de Egpacios que no son sucesionalmente compactos.
Ejemplos de Espsacios compactos de

Ejemplos de Espacios localmente compactos.

Ejemplo de Espaciocs y conjuntes contablemsnte compactos.
Ejemplo de Espacio que es localmente compacto Perc gue nc

es compacto,

Ejemplo que ilustra que ua espscio métrico cerrads ¥ acotsado

no implica gue ses compacto.

3.1LI., PRODUCTC DE ESPACIOS COMPACTOS




3, I. EJEMPLOS DE CONJUNTOE COMPACTOS

3. k. a) Ejemplo de Conjuntos Compactos.

1. Por el Teorems de Heine=B8orel, todo intervalo cerrado y acotado
de la recta real es compacto.

2. Sea A un 'subconjunto finito de un espscio topoldgico K, es
decir A = {al,, T [f . Entonces A es necesariasmente compacto.
Ya que sea G = -l' G:i.(( una cubierta g@bierts de A, entonces cada punto de
A pertensce a un miembre de G, digamos U\ & G\'i; ) Q& Gﬁ-?& Ot

G € G, D ACG UGLL .- VG

3. El intervalo A = (0, 1), de la linea resal con la topologfa

usual no es compacto. Consideremos, por ejemplo, la clase de intervalos

abiertos.
G={ 4,0, (58, L) - -
o o
Observamos gque ;&.::.\%f‘(%n donde. G (:"v‘}_';‘.,_ )l;;>

entonces G es una cubierts sbierta de A.

1?
le

3
Jﬁ
i)

A

-q

1 %

TR

i § -

Pero G no contiene una subcublerts finita.

Sea @w‘!—% (On ,\OI‘) : (R*z ,\arg\, v (-th )\)“\3 ({ una subclase

finite cualquiera de G. Se & = min (23 c.... ay) ehtonces €0 *j
(8 1)V ozyke) . o VGmWm) € (&,V)




e e

pero (0 ) E‘l \3\_8.\1 son ajenos, . G no es uns cubierta para A.

2 A no es compacto.

b) Ejemplo de Subconjunto compacto de los Reales

Todo intervalo cerrado y acoiado de los niaeros reales es un

conjunto compacto.

c) Ejemplo de conjuntce compacto de Espscios Buclidiano:

L =}
Podemos decir que toda kols cerrads en \R‘ ; @8 compacts.

d) Ejemplo de conjuntos s#cuencizlmente compactos

1) Sea A un subconjunto finito de un espucio topolégico
Entonces A es necessrismente sucesionalmente compactio, ya& que paré.
&4"31“, ! ,runa sucesién en A, existe por lo menos un elemento en A,
digamos qe s Que aparece un ndmero inifnito de veces en la sucesidn,
entonces RQQ ,Qn v e w \v @s uns s‘u‘baucesidn de E‘%‘ c;m* y converge a

su punto Qg © Y %

2. El conjunto de los puntos 1\0, \, qﬂ;' ‘fﬂ,} - Lt (( < C‘R es
sucesionalmente compacto, para cualquier sucesidn invectiva o sea que
L %;;(m para W :‘Lm formada con estos puntog contiene una subsuce-

sién que converge = cero.

3.1¥. EJEMPLOS DE ESPACIOS COMPACTOS ¥ OTRAS CLASES DE COMPACIDAD

a) Ejemples de Espsacios que no son sucesiopalmente compactos.

1. E1l intervalo A = (o, 1), de la 1fnea Eealm con la topologfa

ususl no es sucesionalmente compacto. Consideremos por ejemplo, la sucesidn




e

l\q’hli = ‘\\"2,\/3 ‘/L\ s ok k en A. Observenos que ‘}(.m% converge
r
a o y por consiguiente cualguier subsucezidn tembién converge a cero.
Perc cero no perienece & A. En otras palabras; la sucesidn !}%ﬂ% en A
no contiene una subsucesidn gue converja 2 un punitc de A, es deecir no es
sucesionalmente compacio.
’ » p L :
2. Los espacios R & "\ 5o son sucesionalmente compactos,

para cualguier subsucesidn gue no es lg sucesidn de puntos 3(.“‘:(0;0)0" )

que es acotads, no hay en consecusncia subsucesidnes convergentes.

P
b) Ejemplo de Espacios Compactos de R g

P
1. La esfers unidad en m 2g compacta.

s Z o+ oy
[0 il R
2. El cubo de Hilbert . = 4% 111‘ ?' *S- donde

i \ % 3] :
L-Do & ¢ ?"-'-' /l i L=Y9, %23 % gzsfa et o sea ¥
s ' . ; W |
l = [")‘3)‘ E’J"i-& % ‘:.")‘,'5.5 ke s Bt B C?; /'-ﬂ"}; es eompacto,
\ad ¥ ;
ya gue 1 son cerrados en H . Sea ‘2&,)(2 coooo cualguier sucesidn de
u” ( By
puntos de I . 81 HALnes ‘_% % B )emonms para cada Vg_ fijo las
"y Ty
coordenadas ( ) son un conjunto acotado dsl @js %3 )
V\% ol
Por consiguiente podemos comstruix una primera subsacesidn "JC., "xgla‘---.«. cuyas
X
?i cecordenadas convergen a a( < & ; entonces una subk:sucesidn ‘JCQ.;‘ ,'x?z S
de esta subsucesidn de coordenadas ?2 también converge a "{2 y asfi se
sigueo' Es fécil ver que la sucesidn ’4‘&!‘ ngfz )’l:,/,, s w s @3 una subsucesidn

de )\Iu% y por la propiedad de gque para cada %_ fijo de %% - codrdenada

converge a o{g_ = "J"-“/“"'"ﬁ of.




T

¢) Ejemplo de Espacios localmente compsactos:

1. Considercmos la lfnes real R con su topologfa usual. Ob-
gérvese que el punto T:g,“z eg interior del interv:lo cerrado; por ejemplo
E?-é ) %:)-}&3 ¥ el intervalce cerrado es compact.o noxr el teorema de Heina-
Borel, Entonces ﬁl es localmente compscto. Por otia parte,‘“ﬁ ne es un
espacio compacto, por ejemplo, la clase.

‘S)l =deeenes -3, -1, 62, 0), 61, 1), (0, 2), @, 3) g(
es una cubierta abierta de 'lep pero no tiene una rubcubieria abierta

finita.

él Ejemplo de Espacios y conjuntos contal lemente compactos:

1. Cualquier intervalo cerrado y acotade A x‘;a,b-l es conta-
blemente compacto, si B es un subconjuntc infinito de A, entonces B es tam-
bién scotado y por el teorema de Rolzano-Weierstras:, B contiene un punto
de acumulacibén p. Y como A es cerrado, el punto de acumulacién p pertenece

a A., es decir A es contablemente compacto.

2. El intervalo abierto A = (0, 1) no eg contsblemente compacto.
consideremos el subconjunto infinito B = N ‘\i' -\5; g i (( de A= (00‘}
Obsérvese que B contiene un puanto 1fmite que es 0, r12re O no pertenece 2 A.

se A no es contablemente compacto.

d) Ejemplo de espacio que es locelmente com acto pero que no esg cowpacto

El espacio Buclidiano es un espacio gue e: localmente compactc pero

que no s compacto.




e) Ejemplo gue ilustra que un espacio métrico cerrado ¥ acotado

;és; que sea compacto.

L
En el espacio & que eg el conjunto de tcdas las sucesiones
| S
wr ‘ %Y\\( de niimeros reasles tales que la serie 2 con los términcs
nE ™ e &2 e lé
positivos converge., Definamos un2 norma como i ? \\ = (2 %h
: =D

Denotaremos por fnel elemento %: \%\ﬁl(k 2 tal gque %h.:( 4 %K::o
€

s B t oe t
para 1 ’ﬁ- 178 1 conjunto 'ﬁgh\ch% i no es compacto, ya que
se tiene que & (E‘.W, &m)-__ ) para ¥y . Tawbién el conjunto es
. ¢cerrado. En efecto sea % un puanto de &'L tal gue cada bola BF(?)
contiene un elemento &y. Entonces, para PLLﬁ cada bola 'B’p(%)
2

contiene el mismo elemento Svi , ya que si 3 C%) contiene o &wm

9 \?:Ggi}:ontieme &\ - 9o tendrfa o\ (Em, E%) £ A(Em, ?)-&-c\(f‘g, %)

5("&@ ¢ﬁ+ﬁ ._.._ﬁ ) gue es impesible si W"#‘K
R
De esia manera, a ?) %W\) L—'[‘J para todo (7 >0 de donde

0\ ( % )Q_ m\::o es decir, ?-:.: €vn Pertenece al conjumto k&h\‘ﬂﬁm%

3. ILI. PRODUCTO DE ESPACIOS COMPACTOS:

El clésico teorema de Tychonoff sobre el preducto de espacios
compactos es sin duda el tecrewme més til en compecidad. Este teorema es
probablemente el teorema més importente de la topologia general. Por estea

razén lo consideraremos en este trabajo.
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Teorema de Tychonoff:

El producto topoldlgico de une familia de espacios compactios
es compzczto.
Para la prusba del teorema usaremos las siguientes nociones de

teorfa de conjuntos:

Pogtulado de Zermelo:

Siég es une familia de conjuntos ajenos y no vacfos, entonces,
existe un conjunto & tal que Ai“ & consiste exactamente en un punto pars
cualdquier & perteneciente a g&f o

Equivalente al postulado anterior es el principio de buens

ordenacidn:

Principio de 1a buena Ordenacifn:

Todo conjunto puede ser bien ordenado (ordenado por la relacién 4 ).
Un conjunto esté totalmente ordenado ssi para todo =X, %E'C ) ‘:C’:.tbo ?f.‘i‘é
Un conjunto esté bien ordenado cuando todo gubconjunto no vacfo posee un
elementc menor.

El principic de la buena ordenacidn eg equivalente al principio

maximal,

Principioc Maximal:

Existe un miembro mazimal de una familia Jéj de conjunto, pro-
veniente de gue para ceda nido enjéd existe ua miembxro de}éd que contiene

a cada miembro del nido.




Nota: Uae femilia a_\Lj es un nido si pera cualesquiers & (Z: QD miembros
c=o=====m» (2

deﬁjg,c B° 9B ©C A

Lema:
See 5 un espacio y sea g:\ = ,IFFC“HGEI,' una tamilis de sub-
conjuntos cerrados de S s que satisfacen la propiedad de la intewvseccidn
\
finits. Zntonces existe una familia maximal de subeconjuntos %‘ de 5

®

gue contiene = (()I: y setisface ila propiedad de la interseccién finits.

Demostracifn:

Sea ....O..‘-'- )\g‘%‘f o sea lg coleccidn de todas las coleccio-
Bex
nes de subconjuntes cerrados de C_-; cue satigfacen la propiecdad de la
interseccidn finita.

xR .G
Definzmos un oxden parcial en .-Q., anotando ol (‘b

gi todo conjuato de Cg\et perienece & c&}a pero no recfprocamente.

La familia 2:{ es una subfemilia totalmente ordenada de ~{L 5
por el principio maximal se nos asegura gue existe una subfamilia total-
A g,'\‘ K
mente ordenada -»n-. de._ﬂ,. que conticae a ; ©8 decir é"C.ﬂ,‘, enton-
R ~.
ces le familia que buscamos resultaré ser el elemento méxime de —fL.
cuya existencia hay que establecer de la sigs.aient'e forma:

. o \
Sea Q’d la unidn de todos Lcs elementos de -{L gueremos demostrar que
b i

1
a8} Si esto ocurve em:cnces,& es un efecic elemento méximo
\ ‘ ¥os "L s g 4 2
de _[). pues todo elemento ds Sk c/Q por la definicidn de s adenfs

si ’Q\j Z __ﬂ_‘ » N0 @8 subconjunic propioc de ainglin otro slemenic de
. :

- o R
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b)

Supongamos que C4i, .....Cn son conjuntos de ﬁ . Para
cada j, 14« &m

) ’C& es un conjunto de cierta familia gil de ..-ﬂ..\. o

Como _.{L\ esté totmlmente ordenado alguna de ellas, por ejemplo;

i T
Eﬁm contiene & todos log demés, por tanto

C'f‘K contiene logs conjuntos
€4 .- Cn. Entonges por saiisfacer

¥, la propiedad de interseccidn
n
finita resulite que 0 C,{,‘-f 5?'( - De aguf vemos que 5& satigface la
W=h :
propiedad de la interseccidn finita y estf en la familia ML .

\ i
Ademfis /aﬂes comparable con todo elemento de J& , luego pertenece a _ﬂ.. .

\
q‘}é‘} es le familia gj exigida en el lema.

Corolario:

Si %’t = J\Colruna familia de conjuntos de un espacic & .

g:\l es maximal entre los que satisfacen ls hipStesis de interseccidn

finita, entonces:

Qe g‘:
a) toda interseccidn de un nGmerc finito de elementos de E}‘S
b)

todo conjunto gue interseda cada uno de los Ca pertenece

. R

Demostracidn:

4}
a} Sean ¢;, Cp..... en elemsntos de? y sea ﬂ Cj =40 si
aA=1

| | \ 1
Gy .C-zl '*‘-C‘fcgtenemos que &0 ¢Cgp ... 0CLOC, acsd ... aCy #}6‘

Porg este es precissmente el conjunto (reordenado),

\ \ .
GAGNCN0NG ... .Ck_ﬂc\“ lo cual pruebz a) porgue %’ es maximal

entre los que satisfacen ls hipbtesis.

b} Por otra parte si un conjunto K intersecta a todo elemento
de

V‘
C&\ entonces \(QC‘(\ SRS ﬂcht KQQ?C"\ vy este no es vacio




L e 5"- .3

A oy
porgue i1 ‘:; estd en CA por a).

Tecrews de Tychonofl:

El producio de una familia arkitreria de espacics compactos es

compacta. (con rbspecto a la tepclogls del producto).

Demosiracida:

SupongEmMos gue = {3 { e8 une familis dé conjuntos cerrades 5

de ﬁ( <\ \l(q \a?. P‘k satisfaciende la hipéiesis de interseccién finita,
3
por el lema anterior existe una familia '%j“ﬁ-% Dplr de subconjuntos de i 3

{ / e |
}:{( 3\ ‘XQ\C\E ,53,.\( y tai queéj contiene a CS'( y es meximal con respec— - m

to a la hipStesis de la interseccidn finita. Para ceda & y 12 familia

it

{R\(,be)!( es la familis de las provecciones da 'DP satisface la hipbie-
sis de 'interseceifn finita.

: 2w
Le femilia }“ Vo, L“F’W también setisface la hipbtesig de intev-

seccidén finite luego existe un punic gue es comfin & todes lzs proyecciones

Pa {DP)"par le compecidad de Xa. ; :

Sea G\/\q un gbiertc de Xa conteniendo a xa. Puesto gque para todo
(b a0 ?o\{@llgf}éntouces se deduce que P (m'a\) corta = todo ’ng,
Ahora por el ‘:orolari.o anterior‘ E?a"\ (6l) =3 elemento degg.
Sea p el punto de %{( '\,V\&.\C’V él\\[ 'c:gyos coordenadas son Los puAntos xa 'y

sea % '{\}q\ ag ;\&::W un elemento de la base conteniendo dicho punto.

Unicamente un nfmero fieiio de Va\ eeey Yan de subconjunlos de
]

Va son subconjuntos propios de sus correspondientes espacios y sara ellas
|



n
tenemos que 0 rpa: (\}Q&) - j
3T

Ea | 4
Todoqaai (}JQ5) aparece enjéj y por lo tanto pertenece a 4%3

(por corolario anterior). Perc esto gignifica ﬁue AV perienece a Qij
luego W corte todos log Ca. Comow és arbitrario, p tiene que ser
un punto 1fmite de todos los Ca, todo Ca es cerrado luego fnéé a todos
ellos.
:. ﬂ Cﬁ";‘i y)que el producto de espacios posee la propiedad
a

de interseccidn finita. Se concluye

ge el producio de espacios compactos es compecto.

UNIDAD # 4., APENDICE

4, I. CONCLUSIONES
4., II, ALGUNOS CONCEPTOS

4. III. BIBLIOGRAFIA

4.I. Conclusiones:

A traves del estudio de las diferentes clases de compacidad y en
especial de la bicompacidad y la compecidad sucesional podemos llegar =
concluir lo éiguiente:

i, La propisdad de bicompacidad es un inverighte topolégico

para el productc de espacios.

2. La definicidén de sucesionalmente compacto es dtil para ver gi

un espacio tisne le propieddd d= compacidad, sobre tado en eg-




10.

11,

12.

13.

14,

En espacios mdtricos la definicidn de secuencialmente

compacto es eguivalente 8 la de kicompecidad,

Le compacidsd locel no impliea la compscidad,

Lz compacidad sf implica la compacidad local.

La compacidad sucesicnsl y Lla coantsble no se pregevvan

con el producto topolégico,

Le definicién de compacidad numersble es equivalente al
segundo exioma de numerabilidad y compacidad.

Un espacio es localmente compacio si y sclo si es local-
mente compacio en todos sus puntos.

La propiedad de ser compacto en losg egpaciocs Buclidianos es
equivalente a ser cervados y acotado, esto no se cumple en
general para todo espacio topoldgico.

Todo subconjunto compacto de un eSpacio métrico es acotado
y cérrado. Pero el inverso no es cierio.

En general existen conjuntos compactos due no son sucesional=-
menée compactos.

Un espacio topoldgico que satisface 1la propiedad de Bolzanc=-
Weirestirass es enumersblemente compacio,

Todo subespacic cerrsdo de un esgécio localmente compacto

es localments cumpacién

Todo espacio mélrico es paracompecio.




Por Gitimo guiero hacer notfar que, el estudioc . de la compacided

.

iiene grandes consecuenciss, eaire elies podemos menciopar la compactifi-

cacidn, En el estudic de un gspecio topolépico no compscto X es & menudo
v
muy conveniente gonstrulf un especic gue conienga & X comc un subespacio 7

{

gue ceg ademfis camdacic, pov ejenplos frecueatemente es Giil adjuntar dos
PINLos, +&° , -~ P , 8l espacio de los nimerss veales, el-resultado es un

espacio que algun

o

8 veces e¢s8 lismado los reales extendidos, es decir gue

.
¥

agregendo ~ P el Fingl de log afmeros negetives y + o= como el supremc de
loe ofimeros positives, se logra que todos los subconjuntos no vacios queden
|

acoteacos con respecto & la topologfa de orden. Los reales extendidos son

una compacilificscidn de un espacio de los afimeros regles.

Una forma simale de compactificacidn de un espacio topoldgice
estd hecha por la|simple adjuncidn de un punto, este procedimiento es

familigr en anéligis, dtil pars lg teorfe de funcicaes, =2tc.
|
Entonces, podemos definir la cocmpactificacidn por un punto de
un espacic topolégico X, es el conjunto X*'a'Vi\)ﬁ=ﬁtcoq is topologfla
cuyos mlembiros son los coajuntes tbhiertos de X y todes los subconjuntos

Q\}, de X* ‘tales que .-G\ es un subcenjunto compzcto de X,

cided es la inveriancia itopoldgica de axte nacifn, por lo cual esta nocidn

es una de la&s més imporiantes en fopologfa.

-
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UNIDAD APENDICE

4.11. Algunos Conceptos:

Dafinicidn:
81 X es un espacio topoldgico y A un sudbconjunto de X diremos gque

es abierto en X ssi es la traza sobre X de un subconjunto sbierto de R.

Proposicibng

Un conjunio ¥ C X es cerrado relativo X ssi X- K es ablerto.

Proposicidén:
8i “\;‘( ies ©8 una fawilia arbitraria de conjuntos abiertos

relativos a X eatonces ‘&E)-F A‘i eg abierto relativo a X.
X

Espacio Topolégico:

Sea X un conjunto no vacio y sea una coleccién de subconjuntos
de X 3
1) Xe'%
il) ¢ )
111) A By By oA e B =D éi!\_,:ezo
iv) A, i\q_,kg,.“. " &b = UA,Q €l

olet
El par (X,(, ) es un espacio tcpolégico, Los miembros dez ge

1lamsn Q; -sbiertos. La clase 'C, se llmma topologfa.

Definicidén

S8ea Aun elemento de '¢p , en:onces X-A se llams un cerrado.




Definicidn de Cubieria Abieris:
X e
Y 2 e 7 . :‘-% u %
Eg)w Bal.  une cubierta gbierte de X si.g\%‘fm & G S ﬂ% b % B€ 3
T deg

pers elgune i % 2 (e % SE ) B

LES,

4 Tben, 3 2
sl c%;! 28 nunersble, =g decir :3 = )\ B-a,i’ se dice gqus % &8 una
LEE

o

cubierta sbleris aumerable parsa X,

Definicida de Priwer Axioma de Contebllidad+

"Para pada punie P g X sxiste uas clase % p conteble de con-
Juntes sbiertos comtables zonteniendos a p = todo conjunic abierto conte=-

niendo a p, tewbién contiene un wmiewbro de % .

Definicidn de Segundo Axioma de Comtabilidad: e

Ua espacic topoldgico (X,% ) que tiene una base contable se dice

que setisface el seguado azioms de contabilidad.

Definiciba de Especio de Pechet:
Un especio topoldgico (X,'0 ) es espicio de Fechet o espacio
Tl 81 satisface: que para tods a3, b & ¥ tel gue a "J-‘-b existe G&Et@tal

‘gus o. & Q.

Definlcidn
ﬁfa: espaclo (X, } es de Havsdorsff o Ts 81 { solo si, para

toda &, b, £ X tal que ol existe (Su y\"‘;’-’,% talex gue,Cr Qm 3

beV B QUON =g




Definicida
Un espacio (X,ﬁ) es un eszpacic regular ei y solo si, para tado

7 ‘ : s
caonjunto ¥ cerrzado ’l.@‘ un dunto p £ X isles que pﬁ Foseapg X¥-F

existe @ %H‘?_,rz; tzles gue f-;rﬁ"ﬁ:’-?é )‘5?:-:'..6% % '?E'f Y.

Bezinicibn

Un espacic (X, & ) es _Tﬁsi es reguler y Ti ,

Definicisa
Un espdcio (K,"Q;) se dice gue es completamente regulay en el
pusio p & X ssi pera toda vecindad N{@ﬁk existe una funcidn con-~
Y ! :
tinue ;{.‘ tel que 12_‘){ b [0, 1) 5
| X (p=o
y { ¥ “‘_’T’!{;} = A

Befinieidn

u s s

Ui espacio que @8 sompletamente vegular en todo p & X es

completamente repular,

Definicién
Un espacio gue es completanente regular y Ty se te llaums

aspaclio de Tychonoff.

Defincidn

Un espacio topoldgico {X,% ) es normal si y solo si satisfece




naas

-t W
~ - ? A = 2
aue pare conjunios 't \é; 'i'”t‘ pertenceientes & loz cervradcs tales qgue
A .

e
B -E‘:, entonees existen (:5: ‘}J\H abilertos tales que Q»C’i .H:fé 4 T.‘ﬂ: @
\Q 3, v

Un espacic tepoldgico gque es novmal y T, se llama especic Te.

(X, G ) es de Lindeldif si para cada cubierts abierte de X exis-

te uns subcubleria numersblie abierta,

Eriterioc de Investigacifdn de Beses:

La coumdicidn neceseria ¥y suficisnie para gue )193,&{(’ dex Sea
uina bess de ¥ es que '\"(}' 2 £ \;‘!f.. ¥ pers tods @df."&\) perteneciente a ios

sbiertos exista %r}\ tel que wE Wy C U ()

Befinteidn de Rase:

Una fama’alia% de conjunics es bese para ung topologia ?a 883

| es una subfamilia de r‘i:'s ¥ pere cads punio del espacio y cada vecindad

Gu =) ewiste %%‘E—%g %,gf"g%‘cwi‘w}

Teorema s
¥
Una femilia :‘1} %C‘it de conjuntos es une base en X si ‘,{‘:’:» U t’%{’

ofel
¥ 88l \5- é\j ‘25\] g ﬁ‘?{‘,}:}? pars todo ~C € @‘}1 O \_f exigte W = %af

tel gue

see < GUOY,
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Definicidn;
;! : \ij A iping ittty }f
Una ved en un espacic X ez una funecidn | 512 e
; 7
(dei conjunto dirigido ! & X). En particular D = ¥ dirigido por:

:9 : s A
en el sentido usual. "'if as una sucesidn en X. Use red \ID se dice

: A i =
que =£if eveniualmente en (_ll B8l :,g: un comjunto residual E un D =3

DEred

Befin;c;éu°

\ 4

Una red B T N ﬁ donde X es un especio, converge a un

punto p de X ssi ‘u? estd eventualmentie en toda U (p).

Befinicida:
- :
Le funcidn !@i"iE; ~d {3 de un conjunto dirigido E a otro di-

vigido D se dico que es cofinai s8i para todo subcoanjuato residual

£

'\L\ de D f; un subconjunio residusl R de E 3}.{5{\3 C*Q En otres

palabras ‘% ae D ?"s‘. % ‘:.:'.:"'-‘5,, A(ﬁ}éc& 5‘\*3 K TC W E

Defigjoidn;

W, i S
Una subred l?:a D =¥, es wa md"’%’ tE }iaéuna
i o QP (Q F“ . -
funcidn cofinal A Ew—wﬁ,ﬁ con = M /L . Br particular si B es

un subeonjunic confinal de D y esté dirigi@ia por la misms ordenacidn

de D, entoncss La funcifn contencida: }., el Dy ia rﬂatriccaon

: LN
\?\g = ‘""fﬁ }-{ ®s una subred de ' .




3w

Sea (X ;’{'IJJ un espacio topollgico. Ses )f) = "]\%d\‘(
s iy 3 1 a7 A :
tales qus para tods @} tng € f;e ;@8 d@mrc’yg“ FCB &8 una subbase pa-
s??r PR 2 e i 3 « #] 1 3
ra ung topologfe (o en X asi la interseccifa de los miembros de son

?-—;3‘
une bage para {n .

Definicida;

Una rvelacida blasria .2 en un conjuato D dirige a D ssi, D
uo es vacio y ies signientles condiciones se cumplen.
1) si a ® Dentexros s = @

i) si e, 5, 2D 3y axb % brc =bax¢

i11) si &, bg D eatonces existe un miembro C de D a
N : :

0 T
LRa il CEW

Definicidn de Conjunto Divigido:

e

g = :
Un conjunto dirigido por Zes un conjuntoe Deon estn relaciln

que lo dirige. 4Asi (K %3 ) es un conjunto dirigido,

See D wn conjunto diriszido considere un subconjunte axbitrario
The o X 4 ; o
E de D, 8i B Ds +d <o 3 QZdo =dsFEntonces B se 1loma gubcon=
Juntes residusl de D.
}‘}Q‘ Ra e e iy :
81 By Hci B o= [ eaionces E se ilama subconjuntio

ety

cofinel de D.




Definicidng
Sea \a?i X una red. Uz pusto de p de X es punio de
“gcumuiacidn de KP s8i ‘~P esta fyvecueniemente en tode vecindad de p.

-
"Se dice que la rved \{) estf frecuentementie en U ssi ;} uir conjunto e~

cifinal }39 de D “?{,Qp) o’

DEFINICION DE ESRACIO BUCLIDIAND O ESPACYO NUMERICO P-DIMENSIONAL:
Sea p un nduwero £ 2.% . Los eleamentos dsl sspacio aumérico
g :
p-dimensional m. son las eneadas ordsnades W =2, Aa, 2~ .., m\o)
de nfweros reales % (i< \o) . Los elementos »¢ g MP se
llsmen iesabiéa vectores o puntos y el nimerc Wi se llame la j-ésima

ccordenada ¢ componenie del vecior x.
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