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I INTRODUCCION

Este trabajo monografico, previo a optar el tftulo de licenciado en Fisica por la
Universidad del Valle de Guatemala, fue motivado por el terremoto que sufrié6 Guatemala el 4

de febrero de 1976.

Se pretende estudiar en forma breve, —matematica y ffsicamente—, la naturaleza y
forma de propagacién de las ondas que acompaiian a un sismo. Para ello se parte del estudio de
las ondas eldsticas en un medio infinito, luego en un medio semi-infinito y una capa, para
terminar en la propagacién de las ondas elasticas en una tierra esférica y estratificada. Para cada
uno de los casos se analizan las ecuaciones de movimiento de estas ondas y las condiciones de
fontera que tienen que cumplir dichas ecuaciones.

El trabajo es algo extenso, debido a que se procur facilitar al lector, los conocimientos
necesarios para la comprensién del tema central, que podrfa restringirse a los capitulos 9, 10y
12. Por esta razén, la parte operatoria estd muy detallada, haciendo su lectura y asimilacién
mucho mas réapida.

Para estudiar —matematica y fisicamente— las ondas sismicas, —objeto propio de la
Sismologfa—, es necesario tener una base sélida de Teorfa de la Elasticidad y por ello se le
dedicé la mayor parte de este trabajo a ese campo.

La parte fundamental de este trabajo estd basada en el libro de los autores Landau &
Lifshitz titulado ““Teorfa de la Elasticidad”; y la parte especifica de Sismologia se basé en el
libro de Bullen titulado “Introduction to the Theory of Seismology’’.

Se comenzé con una base de Matematica del Medio Continuo, en la cual, los tensores
ocupan un plano primordial. Se continué con una introduccién a las constantes elasticas,
especialmente las de la Tierra. Y, por ultimo, se parte del analisis de las ondas en medios
elasticos infinitos, para termirar en las ondas en una tierra esférica y estratificada, que presentan
una gran analogfa con las ondas sismicas.
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I CONCEPTOS BASICOS

1. Introduccion a los vectores y tensores

1.1  Algebra de los vectores:

En una forma sencilla se dice en Fisica que un vector se caracteriza por tener magnitud,
direccién y sentido, mientras que un escalar tiene sélo magnitud. Ambos (vectores y escalares)
pueden ser abstractos o tener dimensién.

Los vectores obedecen las siguientes leyes:

a) Cerradura: Si &eV y beV , s+ =T g ceV

b) Conmutatividad de laadicién: a+b=G+d _ _

c) Asociatividad para la adicién: la+5)+C = Q+lb+E)

d) Existencia del vector cero: 310 5 &40 = 0+a=a e -
e) Existencia de simétrico: @&V, 3, (-3) 5 G+(-d)=(-8)+a=0
f) Siey<z € IR,Z€Ventonces (K1+ XN = SGQ &+ QA

q) SiseIRyd,be Ventonces o4 (G+b)= A& +otb

h) Si oy %R, 3€ Ventonces o (o) = (*ix)q

i lia=a. l=a

1.2 Vectores unitarios y convencién de suma:
Un vector unitario 7 tiene la propiedad que A.A=1.

Cualquier vector 3 puede ser expresado como 3=a.fi, donde 7 es un vector unitario en la
direccién y sentido de a y a es la magnitud de a. Por lo tanto,

B (1.2.1)

En un espacio Euclideo de tres dimensiones, un vector se especifica por tres niimeros
independientes y se puede representar asi:

a= (a1, ap, ag) (1.2.2)

donde a; son las componentes del vector 3 en un sistema de coordenadas, e i toma los valores

1,2y3

El vector 3 se puede expresar en términos de sus componentes, en un sistema cartesiano
cuya base es 2= (1,0,0), ¥=(0,1,0), 2=(0,0,1), asi: ©oa=z ak+a.GronR

o L?'I&V\‘ 3 A A ~ A
—Qr Z eai= € 0Q,+e.0, + Q4
(S]]

ta

Sistema Carlesiano

e

"F\Q. 1.2.4
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Introducimos ahora la convencién de suma iniciada por Albert Einstein ep la cual s
sobreentiende que los subindices repetidos se suman de 1 a 3; podemos expresar 3 como 3= 8a;
sin importar cual es la letra utilizada para el subindice repetido. v

Alos subindices no repetidos se les llama libres.

1.3 Definiciones formales de vectores, escalares e invariantes:

Vector:

Conjunto de tres funciones de posicién en un espacio que se transforma de acuerdo a =

Si bajo transformaciones ortogonales y, ademas, obedece las leyes algebraicas basicas
establecidas con anterioridad en 1.1. (S.:=coseno del angulo comprendido entre i primada y j sin
primar). Esta definicién estd dada para vectores en una clase particular de sistemas de

coordenadas. El concepto de vector puede ser extendido a sistemas de coordenadas
generalizadas.

Escalar:

Es una simple funcion de posicién en el espacio y, por lo tanto, su valor en un punto
dado no depende del sistema de coordenadas en el cual 1o estemos calculando.

Un escalar que posee la misma forma algebréica en cualquier sistema de coordenadas se
dice que es invariante.

14  El producto punto:

Sean 3 y b dos vectores. El producto escalar, punto o interno se indica ab y esta
definido por

O.+b = Qibi=ado + 0,10, + Q,loy (14.1)

El producto punto es un invariante, o sea que,
]
Qb = Si3SikQ3br = S0 be = akbe
Interpretacion geomeétrica:

a.B = Q‘b\ + sz:.

a = Qleosed)b s+ Qsensx) b w«en (s
= = ab (wsw c.os(ﬁ*« EL S ‘«ﬂ(%)
,\9 .
e " = ab ws (o(-(&\ = abcos®
F\a 1.40

O sea que el producto punto multiplica la magnitud de un vector por la componente del
sequndo vector en la direccién del primero, o viceversa.
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1.5 El tensor Delta de Kronecker:

Este tensor es de los mas utiles en el calculo vectorial y tensorial. Estd definido de la

siguiente manera:
§y = | ¢
0 (1.5.1)

y por ello al trabajar en un sistema de dos dimensiones este simbolo es 1itil para dar la condicién
de ortogonalidad de funciones.

1.6  El simbolo de permutaci6n:

Es un tensor de tercer rango que se llama algunas veces densidad de Levi-Civita, tensor
alternante o indicador; est4 definido por:

&&\l= A siijk son una permutacién par de 1.2, 3
&g\m =-1 siijk son una permutacion impar de 1,2,3
éi3h= O i se repite cualquiera de los subindices

Los tensores Delta de Kronecker y de permutacién (& 5y é jjk) estan relacionados de
la siguiente manera:

étﬁh $ilwm = 330. Sevn — é;ém Sk (1.6.1)

Ademas, el tensor de permutacién tiene la propiedad de tener el mismo valor cuando sus
subindices sufren permutaciones ciclicas, por ejemplo: 5
Supe= S3kt = Okiy

1.7 Producto vectorial:
El producto vectorial de dos vectores 3y b es un vector ¢ = 3 x b cuya magnitud es
c= 1|2\ = laxbl = \a\\b\ «eno=abeens  (1.71)
donde B es el anqulo entre 3y T), medidodea a bde tal formaque ©& T

La direccion de ¢ es perpendicular al plano formado por 2 y b y su sentido es segun la
regla de la mano derecha aplicadaa Ty b

El producto cruz es anticonmutativo, esto es:

ax o= -(bxa) (1.7.2)
La definicion algebraica de el producto cruz es
- - A A ~
c= axb = Ggeg x oy €r = O"abb. (eaxé\a\

= a% o é;é\.‘\ é\ cgcah Q‘a bk €
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La componente i del vector ¢ es
- A‘ - é .
Ci= €-e = Sk Qybn (1.7.3)
El producto cruz entre vectores unitarios cartesianos esta definido por

A A A
@x € = dize ey (1.7.4)

A pesar de que el producto vectorial se transforma como un vector bajo rotaciones, no
se comporta en todos los aspectos como un vector ordinario.

El vector € es el producto de dos vectores. Cada uno de los vectores que interviene en el
producto vectorjal cambia signo cuando se reemplazan todos los vectores de la base @il por
sus negativos,- @ (Inversién del sistema de coordenadas).

Vectores como el vector de posicién T y el momentum lineal p cambian de signo bajo la
inversion. Estos se llaman vectores polares u ordinarios.

Un producto vectorial de dos vectores polares no cambia signo bajo la inversién y por
eso nos da por resultado un vector axial o pseudovector.

El producto escalar de un vector polar y un vector axial es un pseudoescalar que se
caracteriza por cambiar de signo bajo la inversiéon.

Su interpretacibn geométrica es la siguiente:

b
B a
=)
Nt -
° . ®
4 3{-\%, 1.3\

Dados dos vectores @ y b introduciremos un sistema de coordenadas de tal forma que el
plano XY coincida con el plano formado por estos vectores 3 y b. Como el producto cruzde a
con b (axb) da por resultado un vector perpendicular al plano formado por a2y b, dicho vector
resultante no tendra componentes en los ejes X y Y y tendremos, desarrollando & i kajbk, sélo

K\‘z (Q\‘Oq, -.Q‘\O\\
Como QR = Qosx Oy = O.Senct

b\ :boos(s blz\ORV\P
$2 = (0\\01-02‘0.\ = ab(wsx smf - Gene ws(&\
¥2 = Qb aen k(&_—ot) = gb wne

Por lo tanto, el vector resultante sera

entonces
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El producto cruz para los vectores unitarios esta regido por la siguiente relacién:
Euw €= Siyebu

1.8  Tensores y transformacién de coordenadas:

Los tensores son entes matematicos independientes de cualquier sistema de coordenadas
y por esta propiedad son utilizados para representar cantidades fisicas que son independientes
de cualquier sistema de coordenadas. La mecanica del medio continuo hace mucho uso de estas

cantidades, pues expresa sus leyes fisicas por medio de ecuaciones tensoriales.

Un tensor queda especificado mediante un conjunto de funciones conocidas como sus
componentes. Si estas componentes las especificamos en cierto sistema de coordenadas,
quedaran determinadas las componentes en cualquier otro sistema. En nuestro caso, para la
Teoria de Elasticidad, utilizaremos sobre todo los tensores cartesianos, por lo que al referirnos a

ellos, lo haremos con la palabra tensor solamente.
De acuerdo a la forma de la ley de transformacién que un tensor obedece, podemos
clasificarlos por su rango u orden.

El numero de componentes de un tensor varia de acuerdo a la dimensién del espacio en
el cual estamos trabajando. Como trabajaremos en un espacio Euclideo tridimensional, el
nimero de componentes de un tensor sera 3" donde n es el rango del tensor.

Los tensores de rango cero se conocen como escalares y tienen una sola componente,
con la cual quedan completamente especificados. Los escalares son independientes del sistema
de coordenadas.

Los tensores de primer rango tienen 3l=3 componentes en el espacio Euclideo de
dimensién tres, pero sus componentes si dependen del sistema de coordenadas en el cual se

expresen. A estos tensores se les llama vectores.

Consideremos un vector 3 definido por sus componentes . en el sistema de
coordenadas K y por sus componentes ‘?1 en un sistema de coordenadas l% Las componentes
de este vector a son funciones de posicion de las coordenadas i del sistema K, o sea,

Y, = ¥ (%, %, %) (1.8.1)

y por otro lado, las componentes ‘{’ de a3 en el sistema K’ son funciones de posicion de las
coordenadas % del sistema K, o sea,

lpi (%~ » B ‘%3\

Ademas, las coordenadas qj del sistema K’ estén relacionadas con las coordenadas x; del
sistema K, medxante las funciones

4i (%, %, X3)

(1.8.2.)

(1.8.3)

que constituyen la ley de transformacién de las coordenadas.

El Jacobiano de la transformacién anterior (1.8.3) esta definido por:

J = det (_2%&_\ (1.8.4)
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Cuando el Jacobiano de una transformacion no es nulo, esto es, J#O para todo punt,, en
cierta region tratada, la transformaci¢n de coordenadas se llamara admisible en dicha regign gg)
espacio.

Como “6{ = %\(%. .\(1,‘&3\ entonces,

%‘= gﬁ'i A (1.8.5)

Vemos pues, que los coeficientes de transformacién son derivadas parciales que a su veg
son funciones de las coordenadas X;.

La ley de transformacion anterior (1.8.5) esllamadaley de transformacion contravariante
y a partir de ahora la escribiremos asi’:

. [ .

‘i‘\; = 2% At (1.8.5)
U’

donde hemos utilizado los supraindices para distinguir coordenadas que se transforman de esta

manera, de otras que se transforman de acuerdo a la ley de transformacién covariante.

Volviendo al vector @ que estabamos considerando, si sus componentes ‘Pi Yy Tjen los
sistemas K’ y K respectivamente, estan relacionados mediante:

\

@(%.%1,46\) = Vol se s ) %% (1.9.6)

Dicho vector se denominara vector o tensor contravariante de primer rango y el conjunto de las
tres funciones \oi que se transforman de esta manera bajo una transformacién de coordenadas
generalizada, se llamaran componentes contravariantes del vector a.

Pero si las componentes Pi y ‘P j del vector a en los sistemas de coordenadas K’ y K
estan relacionadas por:

Yilgy qe.q0) = ¥ (o %) 2% (18)
8%‘;
el vector se Jlamara vector covariante y el conjunto de las tres funciones Y)i' componentes
covariantes del vector a.

Utilizandg las abrevﬁaturas
. t 4
P’A = 3& P‘. =
2yl
tenemos
L Lok
R (1.8.8)
y .
(]
Y = ! ¥, (1.8.9)

para expresar en forma abreviada las funciones (1.8.6) y (1.8.7).

Al observar la ecuacion (1.8.5), vemos que el Jacobiano definido por la ecuacién (1.84)

es el determinante de los coeficientes de transformacion de dicha ecuacién (1.8.5) 6 (1.8.5)-
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9

Para asegurarnos que una transformacién tiene inversa y con una correspondencia
absoluta de las variables para una regién R son suficientes dos condiciones:

a) Que las funciones que relacionan los dos sistemas, K y K’, sean tnicas, contfnuas y
que tengan sus primeras derivadas parciales continuas en R; esto es,

QD‘\': C(): L\(\ RS .%‘5\ € C‘L

CP es la clase de funciones que son continuas junto con sus n primeras derivadas
parciales.

b) Que el Jacobiano de la transformacién definida por (1.8.4) sea distinto de cero para
todos los puntos de la region R. O sea,

J*O ) N (‘/\n,‘k\,\(s\ yass R

Si J» O, la transformacién es propia; esto quiere decir que un sistema dextrdgiro es
transformado en otro dextrégiro mediante dicha transformacién.

Si J€ O, la transformacién es impropia y transforma un sistema dextrégiro en uno
levégiro.

Como J#O, existira el inverso de (1.8.5'). Cuando una transformacién de coordenadas T
posee inversa T"* y si J y K son los Jacobianos de ellas respectivamente, entonces J*K=1.

Considerando la transformacién que estamos utilizando qi=i:1i (xlerrXS) en forma

diferencial . . .
d%‘ = .._3,.-9 Y

oLt

y asumiendo que JAO, para J definido por (1.8.4) concluimos que tiene inversa:
%, = %4 (4 V% G (1.8.10)

que expresada en forma diferencial resulta ser,
) 9 k
Ax% = _3Xh CQ% (1.8.11)
Sustituyendo ahora (1.8.11) en la ecuacién (1.8.5') tenemos
&ob‘ = 29 ax dlct (1.8.12)
ax‘k =) %\a\
y luego
¢

3 da
2%, axk = % (1.8.13)
ox* a4 dqf

El Gltimo término de la ecuacién anterior toma el valor de 1 cuando los subindices i y k
son iguales, y cero cuando son diferentes. Por esta razén podemos escribir (1.8.13) en la forma

YY) (1.8.14)
ax® gt
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donde Sies 1a delta de Kronecker.

Por otro lado, el Jacobiano de la transformacién q;= q; (x, X9,Xz) es
a&(§£\=
c}y J

inversa x ; = X; (q1,42,93) €S

del %’%\ =K (1.8.15)

mientras que el de la transformacién

Sabemos ademds, que

del (_2_‘.;; ) det (g'ﬂ (a% ) (1.8.16)

ypor (1.8.14),(1.8.4) y (1.8.15) tenemos

dek ké;\ = J-K (1.8.17)

pero det (65!\ =1y porlo tanto, JiK = 1.

Los tensores de segundo rango son llamados también diadas. Un tensor cartesiano de
sequndo rango es un conjunto de nueve funciones de posicién que se transforman de acuerdo a:
\

Ay = SieSy Mg (1.8.18)
bajo transformaciones ortogonales.

A _los tensores los representaremos con letras mayusculas y una pequefia linea sobre
ellas, asi A. Sus componentes seran las funciones .11\.1J

Varias cantidades importantes en la mecanica del medio continuo son representadas por
tensores de segundo rango.

Un ejemplo de un tensor es la delta de Kronecker que tiene la caracteristica de que sus
componentes mantienen el mismo valor numérico en todos los sistemas de coordenadas. Si un
tensor tiene esta Ultima propiedad, se le llamara tensor isotrépico.

Algunas veces, el tensor delta de Kronecker es representado por el tensor identidad I
dado por:

1 0 0
I=10 1 © (1.8.19)
0 0 1

Un tensor de segundo rango puede construirse a partir de dos vectores, pero no siempre
puede descomponerse en dos vectores.

Al producto de dos vectores 3 y b para formar un tensor de segundo rango A se le llama
producto directo de @y b 6 producto diddico de ay b, y se representa asi:

A=3b (1.8.20)
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donde Ay; = ajb; son las componentes del tensor A. O sea,

v A'l\ A\l A\'s C\\b. Q‘bz_ O\bz
1 A= A An_ A“ - Qz‘O\ Q.. Ozb;
Aa\ Ay, A'-‘-‘h /O-; b, Qa\o'z. Q3\°2

Si tomamos el tensor B = ba y comparamos sus componentes con las de A veremos que
B es la matriz transpuesta de A, o sea

L0 Bk (1.8.21)

o bien o B'Lé = Ai\.‘ (1.8.22)

a a B le llamamos conjugado diddico de A.

Cuando un tensor A es igual a su autoconjugado diddico A, A=AC, se dice que es un
tensor simétrico y sus componentes cumplen la condicion

(1.8.23)

Ay = Ay

o en notacién matricial
A=A (1.8.24)

donde A es la matriz que representa las componentes de A.

Pero si un tensor A es igual a su antiautoconjugado o negativo de su autoconjugado,

—A., A = —Ac, diremos que A esun tensor antisimetrico cuyas componentes cumplen

Ry A (1.8.25)

o bien, en notacién matricial
= -A (1.8.26)

La simetria y la antisimetria son propiedades invariantes. Ademds, cualquier tensor de
sequndo rango puede ser expresado como la suma de una parte simétrica y una parte

antisimétrica, esto es,
A= L (hgehg) + 4 (0 - Ag) (1.8.27)

donde las componentes

By = L (Np- A@L\ (1.8.28)

son simétricas, mientras que las componnetes

Ci= L (Ay- Ag) (1.8.29)

son antisimeétricas.
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Por otro lado, un tensor simétrico tiene 6 componentes independientes, mienras que un
tensor antisimétrico tiene sblo tres.

Un tensor de sequndo rango tiene asociados tres invariantes, El niimero de invariantes
asociadas con un tensor de segundo rango es igual a la dimensi6n del espacio en el cual est4

definido.

Una de las tres invariantes es la traza del tensor que no es mds que la suma de los
elementos de la diagonal, esto es,

tr A= Aj=A1) + Agg+ Agz (1.8.30)

Examinando ahora las transformaciones para tensores de sequndo rango, vemos que para
las contravariantes son

u _ -
't (%“%,_.%3) =™ %, ¥ Xa) i&;‘% g (1.831)
. . * axﬂ
mientras que para las covariantes son

l@a% (4 .%t,%\\ = ‘km (%1 X2, %) %X_v:\ %iﬂ_ (1.832)

donde lpﬁ = \P (a1,92,93) son las componentes del tensor A en el sistema de coordenadas K’
yWon= ‘{’iﬁﬁ 8‘1"‘2"‘3) son las componentes del tensor en el sistema K.

Las q; son las coordenadas en el sistema K' y las X, las coordenadas en el sistema K.

La transformacién de coordenadas esta dada por
%’\ = %. (¥ ) Xt,\(ﬂ

También pueden definirse tensores de rango mas alto. Estos tensores se llaman triadas
(los de tercer rango), tetradas (los de cuarto rango) y asi sucesivamente. Los tensores de orden
tres y cuatro aparecen frecuentemente en la matematica de la mecanica del medio continuo.

Un tensor de tercer rango, por ejemplo, es un conjunto de 33 = 27 funciones de posicién
que se transforman de acuerdo a

Ay = Su Sy Stin At (1.8.33)

El rango de una cantidad tensorial particular es iqual al nimero de subindices libres que
ésta posee.

Para los tensores cartesianos no existe la diferenciacién entre tensores contravariantes y
tensores convariantes.

 En genergl un tensor cartesiano de rango N en un espacio de dimensién n es un
conjunto de n"' funciones Aﬁ m aue se transforman de acuerdo a las siguientes
transformaciones:

Nii..om = Apq..k SipSig oo St
Kiyom = Aoyt S5y . S
N !wdius N {actoreg

donde Sips S:q.... sON los cosenos de los dngulos comprendidos entre los nuevos y los antiguos
. )
eJes de coordenadas.

(1.8.34)

Nota: Para nuestro propésito trabajaremos, como ya hemos dicho anteriormente, en un
espacio euclfdeo tridimensional y nuestra definicion anterior tendrfa que decir: “‘enun
espacio de dimension tres es un conjunto de 3N funciones..."”"
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1.9 Algebra de Tensores Cartesianos:

Para sumar o restar tensores cartesianos del mismo orden deben sumarse o restarse
componente por componente de acuerdo a la siguiente regla:

Ae... * Buk... = The.. . (1.9.1)
donde el tensor Tiih-- es un tensor del mismo orden que los tensores sumandos.

Para multiplicar un tensor por un escalar, se multiplica este tiltimo por cada componente
del tensor y obtenemos asf, un tensor del mismo orden ; as:

b= Yo b=V¥a (1.9.2)
Bey= P Ay s  B= VYA (1.9.3)
El producto externo de dos tensores de cualquier orden es un tensor cuyas componentes

se formaron multiplicando cada componente de uno de los tensores por todas las componentes
del otro tensor. El tensor resultante de este producto es de un orden que es la suma de los

rangos de cada tensor factor. Asi, por ejemplo,

Qloy = Ay (1.9.4)
Qi A = Eigh (1.9.5)
Aiy Bre = Pyt (1.9.6)

(1.9.7)

g‘\.&h Qe = Wiike
Para poder entender bien el producto interno de dos tensores es necesario conocer antes
en qué consiste la contraccion de un tensor.

La contracciéon de un tensor con respecto a dos subindices libres es la operacién de
asignar a ambos subindices la misma letra cambiandolos de libres a repetidos. La contracciéon
reduce el orden del tensor en dos. Algunas contracciones corrientes son las siguientes:

a) Contracciones de A‘% ) Qi ba

AL.L= Au + Azz <+ A3‘5 (1.9.8)
Qi = Qulos +0xloz + 0505 (1.9.9)
b) Contracciones de A\a b\z
A‘gb& Qi (1.9.10)
\

. 1.9.11)

Ai'a o, = CQ (
(1.9.12)

Aubr, — de
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e)  Contracciones de A~t Bue

Ay B = Cie (1915

Ay Ba = Die (19,14
Ai Bt = B (1915
Ay B = Ty (1.9.1¢
Ay Bl =G (19.17)
Ay By =t (19.1

Un producto interno de dos tensores es el resultado de una contraccién, envolviendo
indice de cada tensor, llevado a cabo sobre el producto externo de dos tensores.

Listaremos varios productos internos que serdn de utilidad por ser muy importantes e,
la mecénica del medio continuo.

PRODUCTO INTERNO
Producto externo Notacién con indices Notacion con simbolos
L Qb Qi i (199
T &GBk 0By = ¢ @-8=C (1.9.20)
By =4y ®-6:=4 (192
3, A B Aiy %y =Cu AB=C 922
A Aa Aig Ayl =T XK= (1.9.23)

Por ultimo definiremos lo que es el vector dual.

Elvector dual de un tensor cartesiano de seqgundo orden Au esta definido por:

b= Sige Age (1.9.24)

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

15
2. CALCULO VECTORIAL Y TENSORIAL
2.1  Gradiente, Divergencia, Rotor y Laplaciano:

Sea \P una simple funcién escalar de posicion, o sea, un campo tensorial de rango cero,
\V.,.= \P (x1,%9,%3); el gradiente de Y es un vector dado por

V\P — %‘f&& b= %&Q+ %,,% + _%;D‘_s% (2.1.1)

en coordenadas cartesianas. El simbolo V es un operador vectorial llamado del o nabla, que
trabaja asi’:

V: Q 8, + %31 -+ % 33 (2.1.2)

donde SGi= 2 __

2%l
Las componentes del vector \¢ ‘P son @ ; Y

Si  es un campo vectorial, su divergencia div @ 6 J 2 viene dada por

divg=V:a= 30 L 38z 4 243 - A (2.1.3)
ax| 8)(-., g\/\'s' o

y corresponde a la traza del tensor de segundo rango con componentesg;a;

Sia=VVY, To3= TaV Yy tenemos asi un nuevo operador llamadoLaplaciano Qz
= {-\/ que trabaja de la siguiente forma:

2
W=V'T=3 +2,+3 = 33 (2.1.4)

y aplicado a una funcién escalar ¥ tenemos:

div %m& ‘P=quj=ﬂ+§7‘_\k-\-ﬂ

3 M =) B3 (2.1.5)

Y por ultimo, el rotacional o rotor de un campo vectorial a esta dado por:

vo} @= Ux{ = (8_94 ~20 \ R 420 -9_3;3%»,(8_0& .@3;\% (2.1.6)
=2 S ) S X M1 AN =) OO -) 8%

y en notacion tensorial

(<« &3( g'\a\z 3’80\‘ =Q (2.1.7)

donde <IxQ = C (2.1.8)
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29 Férmulas e identidades integrales vectoriales y tensoriales:

Los teoremas, identidades y/o férmulas que mds utilizaremos son:

1. El teorema de la divergencia de Gauss

jv.'c' dr = § ¢-hde | (2.2.1)

v - % . - ,
donde € es un campo vectorial y €-A< esel flujo de € a través del diferencial de 4rea do .

Si A es un campo tensorial de sequndo rango, podemos escribir este teorema asi:

S’ag A'z; dz = § Ay i d@ (2.2.2)
N S
2. El Teorema de Stokes
Q . S - e g A G-
§ Q.43 Sv +a-Ad (2.2.3)
[\ )
donde a es un campo vectorial y § a.ds es la circulacién del vector a.
3. La primera identidad de Green
q N/ v
4. La sequnda identidad de Green o Teorema de Green

Jwv”p-‘bv‘&&v E(#V‘\'-‘PVW‘?‘A“' =S(¢§—f\ -bap )de (2.2.5)
)
=

2.3 El Tensor Métrico:

Consideremos un desplazamiento infinitesimal arbitrario ds. El cuadrado de su magnitud
en coordenadas rectangulares es:

ds’ = Ax' A (2.3.1)

y utilizando las transformaciones .
dxt = ax' dq® | Ax'z X dqt 2.3.2)
o9 K R a9 R (

2

podemos expresar ds“ en la siguiente forma:

e a_x"_ .@ﬁ‘. a%'a &%\1 %A dﬂ?‘ AC{“ (2.3.3)

Q@ o
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donde hemos definito a gjk como

L L
W= Y
A= 2K 2% (2.3.4)
9%% 29
esto es, un tensor de sequndo rango cuyas componentes covariantes son las dadas por la

ecuacién (2.3.4), y que recibe el nombre de tensor métrico porque todas las propiedades
meétricas del espacio euclideo estdn completamente determinadas por él.

En un sistema de coordenadas cartesiano, el tensor métrico toma la forma de la delta de
Kronecker, o sea,

ARk = Sik (2.3.5)

Si ; son las coordenadas de otro sistema de coordenadas y las funciones de
transformacién son las siguientes:

A= gl e, e, e) (2.3.6)

los diferenciales totales seran

d)@é = §§_ Qe (2.3.7)

= 39 Aok (2.3.8)
26

ds = Ay &oé &r-é (2.3.9)
sustituyendo (2.3.7) y (2.3.8) en (2.53.9) obtenemos

ds’ = Q4 ga,; a7 detad (2.3.10)

2% ase'

Como d52 es:

CEENR
As = Ane de*de (2.3.11)

donde hemos tomado a gj] como

= Qu " 5qd (2.3.12)
Bl 7 ¥ o T,
o bien,
. ws o 2.3.13
%‘ ?\2 ?n_ ( )
donde

4 i 3
B = = 29 (2.3.14)
- %é“ eI

De la definicién del tensor métrico puede observarse que es un tensor simétrico, esto es,

* Cnd o 2. .15
Qi = Qeq (23.13)
teniendo, por lo tanto, sélo 6 componentes independientes.
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La informacién que proporciona el tensor métrico es la distancia entre dos puntos. Este
tensor, llamado también tensor fundamental determina la geometrfa de un sistema de

coordenadas.

2.4 Teoremas fundamentales sobre tensores:

Teorema 2.4.1:

Si todas las componentes de un tensor son cero en un sistema de coordenadas, también
lo son en todos los demés sistemas en correspondencia con él.

Teorema 2.4.2:

Las combinaciones lineales de tensores del mismo orden dan por resultado un tensor del
mismo orden.

Teorema 2.4.3:

son tensores y se cumple que A=B para cierto sistema de

Si Aj.n ¥ Bu'k...n . ! X
coordenadas, entonces A = B para cualquier otro sistema de coordenadas en correspondencia

con él.
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3. ESFUERZOS Y DEFORMACIONES

3.1 Deformacion:

La teorfa de la Elasticidad estudia la mecanica de los cuerpos sélidos considerados como
medios continuos.

Antes de estudiar la mecanica de cuerpos deformables, es conveniente considerar un
cuerpo ideal llamado rigido. En un cuerpo rigido, un elemento cualquiera de €l guarda una
distancia constante de cualquier otro elemento del mismo a traves del tiempo, siendo su
movimiento resultado de la superposicién de una traslacion rigida y una rotacién rigida.

Pero en la realidad, todos los cuerpos son mas o menos deformables. Estas
deformaciones pueden ser de cualquier magnitud. Consideraremos sélo pequefias deformaciones.

Decimos que un cuerpo rigido esta deformado cuando la posicién relativa de sus
puntos esta alterada.. El cambio en la posicion relativa de sus puntos es una deformacion.
Consideremos un cuerpo solido no deformado que ocupa la region R en un sistema de
coordenadas cartesianas fijo K. La posicion de cualquier punto P de este cuerpo estard dada
mediante el vector T con componentes (x], X9, X3). Si lo sometemos a la accion de fuerzas, éste
se deformard, es decir, cambiara de forma y ge volumen. Al deformar el sélido, cada punto se
desplazara y el punto P pasard a ser el punto P' cuyo vector de posicién seré t'. El cuerpo
deformado ocupara ahora la regién R’ en el mismo sistema de coordenadas.

El desplazamiento del punto considerado debido a la deformacién sera T’ — T, al cual
llamaremos vector de desplazamiento y lo representaremos por u.

X2, 3
[
= ¢ - (3.\-,&)

u: = X — X (2. 1.2)

> \
/0 xL
F{a‘ 2,001
LAY

4 vV - (U\,Ut.us\=ﬁlét)' ¢ = (*‘\,x:z,“"s.\: X et

- N
€= (%%, %) = We

Como lagscoordenadasx! del punto desplazado son funciones de las coordenadas x; del
mismo punto antes de desplazarse, entonces el vector u; es también funcion de las coordenadas

xi.

Trataremos con deformaciones continuas de R en R’ con las siguientes ecuaciones que
caracterizaran la deformacion.

= (X %) T Q) (= 1258 (3.13)
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Suponiendo que las ecuaciones (3.1.3) son funciones biyectivas, obtenemos la invers,.

T o= GG %) 2 AR Jemisn 2y (3149)

La ecuacién (3.1.3) representa un movimiento de cuerpo rigido y una deformacién pura,

3.2 Transformaciones afines:

Las ecuaciones en las cuales las funciones de transformacién son lineales, definen las
llamadas transformaciones afines.

Las propiedades de las transformaciones lineales generales de puntos son:

X = Ko+ (&g roig) %y | wa §,3=1,2,3  (32))
donde los O(‘i son constantes conocidas y estudiaremos su interpretacién mds adelante.

Una deformacién que se caracteriza porque las diferentes partes del cuerpo, cuando ests
sujeto a la transformacién (3.2.1), experimentan la misma deformacién independientemente de
la posicion de las partes del cuerpo, es llamada deformacién homogénea.

Después de haber visto el tensor de esfuerzos y el tensor de deformacién consideraremos
algunos casos simples de deformaciones homogéneas.

Por otro lado, una transformacién del tipo (3.2.1), en la cual, los coeficientes son tan
pequefios que sus productos (términos de orden superior) pueden ser despreciados al compararlos
con los términos lineales, es llamada transformacién affn infinitesimal.

3.3 Deformaciones infinitesimales afines:
El problema ahora es separar la transformacién afin infinitesimal definida por:

JY‘; = \(:\‘ -G = oq'tr‘ (3.3.1)

en dos transformaciones componentes: una que corresponda al movimiento del cuerpo rigido y
la otra que sea una deformacién pura. Si consideramos la Fig. 3.3.1, la primera transformacién
é? (deformacién pura).

pasafen R aFen R' (Ifnea punteada) y la sequnda da por resultado
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Bajo las transformacmnes (3.2.1) el vector T ,que unfa los puntos P(x) y P9(x°), lo
pasamos al vector T’ que une ahora los puntos P'(x") y Po(Xo)

El vector T tiene componentes = Xj — x; (3.3.2)

y el vector T’ tiene componentes ry’ = x;' — x%’ (3.3.3)
21) Tenemos entonces utilizando (3.3.3) que "i' =xi'-x?' y haciendo uso dela ecuacién
(3.2.1),

\'" = ' -y \
VX=X = (e % sty =i e 4 oty %5 (3.3.4)
= (W =)+ oy (xy - Xa)
- xSy (3.3.5)
y por lo tanto, comoT' = 7+ &F
deu = ' - i = O(L% \":h
(3.3.6)
Para el caso que acabamos de analizar tomamoss 1’ = (r{, rz, r3), es dec1r _con
componentes r'; = x xl, Ir= (r1. rp, r3), es decir, con componentes I[=X{—X;y OoT= '—T

con componentes S r; O sea,
St= (q'-n BT SR A R

Cuando por facilidad tomamos el origen de los vectoresT y T’ en el origen del sistema de
coordenadas tenemos que
= (% , Y, ‘Aa) , e decwr , N componenles Xi
T = (\('\ , x{,\('ﬁ) es dec'm, con wv«:poﬂen'\t«; \(\L
SF — T'-T =9 ¢ton componeores Exu asi
z Sz W -% = SRg Ry
Volviendo a nuestro problema, vemos que una condicién necesaria y suficiente para que

la transformaciéon infinitesimal (3.3.1) represente el movimiento de un cuerpo rigido es
que o«a =— 0‘31 (i,j = 1,2,3), o sea que (. i3 sea un tensor antisimétrico.

El conjunto de cantidades O(‘“% pueden ser descompuestas segun las ecuaciones
(1.8.27), (1.8.28) y (1.8.29) en:

iy = L (Sfigoci) + L (ot - i) (3.3.8)
y las ecuaciones (3.3.1) pueden escribirse como
St = oxig = [ {o6g v o) + 3 (5g- =49 (3.3.9)
o bien,
"G e 3.3.10
de = Uy wy (8:3.10)
donde
. N v " (3.3.11)
Vi = V4 = _\?_’ (O(La"f 0‘2\\-)
y (3.3.12)

UJL‘Q = — Wy = l'l_. (o('\'%— o‘h‘\
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Los coeficientes antisimétricos Wiy corresponden al movimiento del cuerpo rigido
Se. = wiy A\ (3.3.13)
Los coeficients simétricos U‘\i corresponden a la deformacién pura
&0 = Uiy 0 (3.3.14)

Los coeficientes simétricos Ot} son llamados componentes del tensor de deformacién y
caracterizan a la deformacion pura.

34 El tensor de deformacién:

Al deformar un cuerpo, las distancias entre sus puntos no se mantendran constantes
como en el caso de un cuerpo rigido.

Tomaremos ahora en consideracién dos puntos muy cercanos entre si, a los cuales los

une el vector con componentes d% i antes de ladeformacién y el vector con componentes & %'y
después de la misma. Este ultimo vector estd dado en sus componentes por:

AxL = Ay + dw (34.1)

La distancia entre los puntos antes de la deformacién era

Al = JANE vdx? rdxi (3.4.2)
y después

&' = ST AT+ Ay (3.4.3)

que podemos escribir, sequn la convencién de suma que hemos estado utilizando, como:
A0 = dvd A= A = (Awirdw)’ (344) y (345)
Como W = UilX) = Ui (% %e,%s) (3.4.6)
duv = 2% dyy (3.4.7)

3%,

T
y podemosexpresar d®  de la siguiente forma

AT = A = (da +dG) = Ayt 2 A0t + Jud

A7 = dvd 42 20 didwg 4 B BUL A%y A (348)
=1 Y Xy IXw

Podemos escribir, ademés,

Ui dxidxy = 895 dw dry (3.4.9)
%y ML

debido a que la sumatoria del segundo término de la derecha se extiende sobre los subindices i y

j.

il
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En el tercer término de la ecuacién (3.4.8) haremos un intercambio en los subindices i y
k para obtener

Y% | 3V o s, v 3V (34.10)
Ahora %y Bk A Ny
A= Ak + 20 dwdxy U g~ 20 0w dx 4 Axi (3.4.11)
Como 9% 2
Axs = dR
A" = AU 2wy dxdig (3.4.12)
donde
Oy = L | 29« 244, 2V 23Uk
DT T L axs+ sg*%+ %L ax{') (3.4.13)

es la definicién del tensor de deformacién Uiy

Estas ultimas expresiones dan la variacién de una longitud infinitesimal cuando el sélido
se deforma.

El tensor de deformacién es un tensor simétrico y por lo tanto
puede ser diagonalizado en cualquier punto, esto es, que en cualquier punto del slido puede
elegirse un sistema de ejes de coordenadas —los ejes principales del tensor— tal que sdlo las

componentes diagonales uj 1, U%Z Yy uzz del tensor sean diferentes de cero. A estas conws)nentes
se les llama valores principaﬁes el tensor de deformacion y las representaremos por u'‘’/ u(2) y

u(3). El tensor sélo puede diagonalizarse en un punto del cuerpo.

Si el tensor de delformacibn estd diagonalizado en un punto, en sus proximidades el
elemento de longitud dQ " serd:

a0 = A+ 204 Jmax% =&t * 20 dadxy = k&&a-?- Uvo dxdry  (3.4.14)
dQ,\z = 6\\ CQ)(; dX. - '?.\J“ d‘l.&\(\ * ‘z-\')\'l- d~‘\&"‘L ¥ '2'\)“ &X‘ dx;
+ 2\ dX; A% + gzz &5("&)(’- * V0w d\h&x‘ + TV &Y-;a"g

+ 2 V3, AX3dX, + 2V dxsBxe * Sa3 A1 Ay + W Axa A3

Considerando que A% &‘LQQ = a‘*} AL “\ iy = Q{"
= AEr 20 AnZs BUr dndty + 4Ua QA% + AXE (3.4.15)

+ 2’“'&1&\/\: + 4-\.)7_3 axza‘fxa -\-&)(‘;' ¥ ZU'&}\%Y\;’ .
&% = (20 At « (L a2u™)dvq + (1 > 2V YAy (34.16)

donde al diagonalizarlo hemos hecho Ui/'&= é‘h u;.& y por ello se ha vuelto cero para uj p,
uzz yu)s.
Como los tres términos son independientes, la deformacién de un elemento de volumen

puede considerarse compuesta por deformaciones a lo largo de 3 ejes mutuamente
perpendiculares, los ejes principales del tensor uij 0 ejes principales: de deformacién.
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Vemos ademss, que CQX‘ (w20 ‘))&X\ y por lo tanto,

= J1x 209 ANt (3.4.17)

El alargamiento relativo a lo largo del i-ésimo eje principal serra

dz‘; - Ax; = J1+ 205‘::&*‘ -dxi J\ F 22U ZA (3.4.18)

Generalmente, alargamientos relativos son pequefios comparados con la unidad y
también ugq en todas sus componentes serd pequefio, por lo que para pequefias deformacmnes
despreciaremos el término de sequndo orden del tensor de deformacién, queddndonos as{:

Wi= (3% ., 9 \ 3.4.19
‘4 > a%\-\-_a_%t ( )

y las dilataciones relativas de los elementos de longltud a lo largo de los ejes principales del

tensor (en un punto dado) seran J\42® -1 =~ U W ,0 sea, aproximadamente los valores
de la diagonal del tensor uy , que son las unicas componentes que quedan cuando el tensor

uiy  estd referido a los ejes principales de la deformacién.

Consideremos ahora un elemento infinitesimal de volumen dV y calculemos cudl ser4 el
volumen después de la deformacién.

Si coinciden los ejes de coordenadas con los ejes principales del tensor en cierto punto
considerado, los elementos de longitud después de la deformacién seréan:

dxi = dw + A (3.4.20)

El elemento de volumen estd dado por dV = dx, dxg dxz antes de la deformacién y por
dv’'= dxl dx2 dx3 después.

Tenemos que dV' = dxi dxé dxg; y Que
ax.'\ = CQX‘;“‘ d\li = &V‘ =(dX--Fa“'\(&deﬁs\(dm-\-&us) (3421)
Pero &Ut = _SU‘ ax%
AV = (ax o au. Axa\(dxw ?—"?; Ay + 3—‘1’-&*9 (3.4.22)

% b
Por otro lado, Uy = 80, - yY
28 U\)
U?.z = 9_0'- = Uu) U33 = 903 =U
%3

Nz
Como trabajamos sdlo con los elementos de la diagonal

av'= (1 +u”) &x \H-U”] A ¥z \\*-Um)dlxs

AN = A% Axa Ak (1) () +0%) = Ay (nd?) (40 ™) (148 (3.4.23)

y despreciando los términos de orden superior queda

AV' = AV (1 4+ WP+
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Como la suma de los valores principales de un tensor es un invariante, uiy = uy] +ugg
+ uzz es entonces igual en cualquier sistema de coordenadas y por lo tanto,

AN = AV uw) (3.4.24)

AV'= AV+ dyui = Ui = 4AVv'-4dV (3.4.25)
N

y por consiguiente, u\y  es el cambio relativo del volumen.

Interpretacion geométrica del tensor de deformacion:

Para ver la interpretacion geométrica del tensor de deformacién, sustituiremos
ori = U Y4 en rdr =r; & r; déndonos como resultado,

rdr = QUG = Va0 o \iew (3.5.1)
Syek
d\; = S4nG (3.5.2)

Considerando como primer caso que T es paralelo al eje-X, o sea, al eje-X1, tenemos que
r=r, ry=rz =0, o sea T = (rq, 0,0) y utilizando (3.5.2) tenemos:

La componente u
longitud por unidad deﬁ

14
c%‘ = \3\;(;\ = Uu (3.5.3)

1 del tensor de deformacion representa la extensién o cambio en
ongitud de un vector que estd originalmente paralelo al eje-Xj.

Cuando W = 3“/;;;,‘ es mayor que cero, uj] ? 0, el cuerpo sufre una extensién y si uj1< 0
sufre una compresién.

- A - A
Como segundo caso tomaremos un vector a = a, e, y un vector b= bz ez para observar
la interpretacion geométrica de la componente u,z del tensor de deformacién.

Después de una deformacién iy 83, los vectoresa y-b pasan a

A A
a - & dai+Cy A+ 80.) & 25 S04 (3.5.4)
N N
B — & Sb, +& S, ¥ €; oy +8bs) (3.5.5)
71? ”’/IQ
Lo R i = Q ¢
R T_ ______ - //
%
|
o ~ \B\ | /
b= b3es i/
3 v
 So.
o 'd-: Qzéz VP
-‘F\z_ 3.5.1

UNIVERSIDAD DEL VALLE Dt GUAiLmALA
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Sea ® el 4ngulo entre y b'y consideremos X0 =V3)=® como el cambi
el dngulo recto que habia entrea y b. Ademas, utilizando (3.5.4) y (3.5. 5), ambio sufrido en

6: .G‘ =Q b‘ s 0 =Sa.8\7v a g (01'\' 801\8&3;'\-Kb5*8533 %Q_-, (3.5.6)

Eliminando los términos de orden superior en las deformaciones —por pequefios—

tenemos: )
'8 B > Q8% + by &a, (3.5.7)
Q. Bb; X \03 80 3
[(8a)+ (au+Sas) 4 (6a) )2 ([N rl S+ og + §o)* 'k (3.5.8)
D%precxando de nuevo los términos de orden superior de las deformaciones

cos Oy G, 8h+028%3 o @, Sbor + by Ry (3.5.9)
(0, +&a,) Uos-\-Sbs\ - a oy +2,8by & bydaz* a8k,

ces 82 0,9 31‘03861; S\:t > és__s

donde despreciamos todas las deformacmnes excepto 5b2 y 8a3, ver Fig. 3.5.1

cos9= CL_Q

De las ecuaciones §a; = uig a R éb j ¥ tomando aj = ag=b; =by= 0
tenemos:

dai= Vi Oe Sb;= Vi 03

Como nos interesan  §az y &b, tenemos Sag=uzyayy sz Hom b
De (3.5.9) tenfamos 23 b3

C0S © = (o8 (Mo -Gy) = KN Koy T opy T ‘S\"" - 5_1 _111\0\0 ANy W
3 Q.\
Como Wj; es un tensor simétrico, Upz = U3Z2 = °<7.s s 2 0 23

En la figura 3.5.1 vemos que
<POP' = 4g POP' = &03.Uns ) 47 0R' S‘l-«g‘?.oﬁ' =8z - L
01. \>s .
El 4rea resultante de 3 x b es igual a la resultante de ' x b’ y por lo tanto tenemos una
deformacién llamada corte puro, que es aquella en la cual el cambio en volumen del cuerpo
deformado es cero.

3.6 El tensor de deformacion en un sistema de coordenadas cualquiera: -

Supongamos un cuerpo sdlido que sufre una deformacién pasando del estado I al estado
II. Si P es un punto de coordenadas (xy, xp, x ) antes de la deformacion, después de la
deformacién este punto pasa a ser el punto Q de coordenadas (ql, Q9 qs) La relacién entre los

dos sistemas de coordenadas viene dada por las relaciones E
4t = % (% X2, %) (3.6.1)
= %\ 4% 13) (3.6.2)
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Si en el estado primitivo los puntos P, P’, P forman un triangulo determinado, después
de la deformacién este tridngulo pasara a ser el tridngulo Q, Q', Q"'. La deformacién se puede

medir por el cambio de longitud en los lados del tridngulo.
Consideremos la longitud de uno de los lados PP'; sequn la ecuacién (2.3.3),
= Do dnidxg (3.63)
Después de la deformacién la distancia entre esos dos puntos QQ’ sera

\z - Y d H & .
QAR = %..3 R X3y (3.6.4)
donde hy; y g;; son los tensores métricos de los sistemas de coordenadas x; y q;. La deformacién
sufrida por el cuerpo vendré dada por:

e 8 — )
PP - v = aqr 3g: —i; |\ dve Ax;
Pr-QQ g ERA %3{ 3 \ ladala
en funcién de las coordenadas X; 0 bien, por:

ppt- AQ" = (g4 - e % %{Q dag da (3.6.6)

3

(3.6.5)

en funcién de las coordenadas g;.

A partir de estas dos relaciones podemos definir los tensores de deformacién de Green
E::, y de Almanssi ejj en la forma

)
Ew = _;-.( Us asrﬁ_ %% -D«,;»&) (3.6.7)
\ . . (3.6.8)
e\‘.x = _‘i(%u& - e % 83’%{-3

El andlisis de las deformaciones puede hacerse de dos modos:

lo. Utilizando los mismos ejes de coordenadas para el estado original I y el deformado
II; por facilidad se utilizan con frecuencia, coordenadas cartesianas tal como lo hemos hecho en

la seccion 3.4 y asi 0 - Qg = &5
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20. Utilizando en el estado deformado II un sistema de coordenadas tal que las

coordenadas de un punto q; después de la deformacién tienen los mismos valores numéricos que
las coordenadas del mismo punto antes de la deformacién x;. En este caso, toda la informacién
sobre la deformacién estara contenida en el tensor métrico que relaciona qj con Xx;.

3.7

Deformacién general infinitesimal:

Consideremos un punto material arbitrario p© (x, X2, Xz) en un medio contfnuo.

Después de ser deformado el cuerpo, la posicién del punto :Pf,_?(xf; }qz?'ng." .. (Ver Fig. 3.3.1)

Los desplazamientos pequefios del punto PP los denotamos por
¢ o o\ _ o' Q
U; (X' s X, X1 ) = A -] (3.7.1)

donde las u; son las componentes del desplazamiento.

con P.

Pes

5 \
Ui (%, K, La) ULORHTL XG0 YEaT) = 9 - U

Consideremos un punto .'P‘(xl, X9, Xz) del medio sin deformar y un vector T que une P°

SiP (x'l, xz', x:;v) es la posicién deformada de P, entonces el desplazamiento u; del punto

(3.7.2)
N ——

Las componentes del vector deformado - T’son 1= x,"x;’si llamamos T’ a este vector.
Las componentesde 9T=T' —Tson
Sti= Wi-2) - (W-1¢)= i-2) -0 - (3.7.3)
Se= Ui(x‘\’-m, L3+, %340 ) - UL (%, %2 w3)

Lo anterior no es més que

= (2w
S = k%_%a:‘g (3.7.4)

donde el “0"' en la parte inferior derecha del paréntesis indica la derivada valuada en el punto

PO,

En la ecuacién (3.7.4) no hemos escrito el resto de la expansién de Taylor de la funcién

u; (x] 4 17, X3 + 19, X3 + 13).

Podemos utilizar también la notacién

2 =43

%y (3.7.5)
Si escogemos a P cerca de PO, T serd muy pequefio y podremos tomar
. 90 %
Oni= 29\ (3.7.6)

CLe!
Comparando esta ecuacién con éri = X jj Ij vemos que

Ul

XKia =
ATy

(3.7.7)
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Si asumimos que los Qesplazamientos u;, y sus derivadas parciales son tan pequefios que
sus productos pueden despreciarse, entonces,
S, = 2V G
=209

define una transformacion infinitesimal affn de la vecindad del punto en cuestién.

Como se ha visto con anterioridad, la transformacién (3.7.6) puede descomponerse en
una deformacién pura y un movimiento de cuerpo rigido.

W G =[\ auL Yy L | 9Lt 2V; (3.7.8)
— " - —-\-9—%-)-\-—(_—-—-_—31\"‘
% 2 ( axy | o% ZANET axa.) 1 (3.7.9)

Sw = ey wLD G
donde
Uy = L kam + 303_\
A 3‘/\5 2XL
Wy = L 30\ - p=1OF 5
3.8 Ecuaciones de compatibilidad:

La relacién entre los desplazamientos y las deformaciones viene dada por
N \ . .
th - — k ‘;0; _\_ 904 -)
< %4 3%

ecuacién que representa seis ecuaciones diferentes.

Para encontrar los desplazamientos a partir de las deformaciones hay seis ecuaciones con
tres incognitas (v;).

Para que exista una solucién, las componentes de los esfuerzos tienen que satisfacer las
siguientes ecuaciones

" 3.8.1
Ny IR SV 2L =0 (58D
DRy IR SV SNy 250 DAL DAL

Soélo 6 de las 81 ecuaciones anteriores son esenciales y son llamadas Ecuaciones o
Condiciones de Compatibilidad.

El sentido de estas condiciones es que si en el Estado sin deformar tenemos tres puntos
que definen un tridngulo, si nos dan el estado de las deformaciones sufridas y a partir de ellas
determinamos los desplazamientos de cada uno de los tres puntos, éstos deben de ser tales que
formen entre si un tridngulo. Para esto, las componentes de las deformaciones tienen que

cumplir entre si las condiciones anteriores que redujimos a seis.
S1oN = 2 (_ SV 4 SV, 2Vn | + L 3IVq - 3 U x 3V

3K, IX3 3%\ 3 My M DBy OXY =R
0z _ 3 (. 2Vu 4 3V ,Nu) g o0y - 2on , 2w
3%y %, 5% \ 8w 9% o W58y, ol L
:;\.)}} - ’ C) ('_ ‘30)3 & 3\)13*8\)3\?) . 2 3“3\ = w x %’%
3%, 9% 9x%3 A oW, 3Bt /) axy % ?
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3.9 Yector de esfuerzos:

Consideremos un medio continuo en un sistema de coordenadas rectangulares,
ocupando un volumen © . Sea AT un elemento de volumen.

Si analizamos las fuerzas que actuan sobre este elemento de volumen tendremos que
tomar en cuenta los dos siguientes tipos d e fuerzas:

a) Fuerzas de cuerpo o volumétricas, esto es, las fuerzas que son proporcionales a la
masa contenida en el elemento de 'volumen AT.

b) Fuerzas superficiales que actian sobre la superficie AG del elemento de: volumen

Asumiremos que las fuerzas del tipo a) son funciones contfnuas de la clase Cly que las
del tipo b) son funciones seccionalmente continuas de las coordenadas (x1, %3, xz) de los
puntos del medio.

Sea el vector f= 'e\i f; la fuerza por unidad de volumen del medio. La fuerza resultante F

= 'é‘i F; donde _
k= [& e oben F= g& dz

2 _ _3
El momento resultante N =’$i N; debido a la fuerza f puede escribirse como

N = g(i‘ x[) de (3.9.2)

(3.9.1)

siendoT = @i X; ; o bien, en componentces,
Ni = SS% ’Ltgg. &C (3.9.3)

T
Consideremos ahora un elemento de 4rea AT situado en el interior o en la frontera del
medio, y sea la fuerza T &AT" la que actuia sobre el elemento AS

Como asumimos continuidad de fuerzas tenemos

Mﬁ&s Tﬁé\:’_ = 1 (% % %) (3.9.4)
-y

donde T es un vector que representa la fuerza superficial por unidad de 4rea que actia en el
punto (x;) y es llamado “vector de esfuerzos' o “tensién”.

3.10 El tensor de esfuerzos o tensor de tensiones:

Cuando un cuerpo no se encuentra deformado, sus moléculas estan distribuidas de una
manera tal que corresponde a su estado de equilibrio térmico.

Cada una de las partes de este cuerpo se encontrara, ademas, en equilibrio mecanico;

esto es que, la suma de fuerzas que actuan sobre una parte del cuerpo, debida a las demds partes,
es cero.

Al. ser deformado un cuerpo, la distribucién de las moléculas cambia y por lo tanto, el
cuerpo deja de estar en su estado de equilibrio normal. Al deformarse un cuerpo aparecen ciertas

fuerzas internas llamadas tensiones internas, las cuales solo existen cuando hay alguna
deformacién.

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

31

Las tensiones internas, citadas con anterioridad, se originan debido a las fuerzas
moleculares, esto es, debido a las fuerzas de interaccién entre las moléculas.

Como las fuerzas moleculares tienen un radio de accién muy corto, su efecto alcanza
sblo a las moléculas vecinas y actiia hasta una distancia del mismo orden que las distancias entre
moléculas. Por otro lado, la Teorfa de la Elasticidad es una teorfa macroscopica que sélo toma
en cuenta distancias grandes comparadas con las intermoleculares, por lo que en esta teorfa
consideraremos el radio de accién de las fuerzas moleculares como igual a cero.

Por lo tanto, las fuerzas que producen las tensiones internas son de corto alcance, por lo
que sblo llegan a actuar sobre la superficie de las partes vecinas. (Salvo en materiales
piroeléctricos y piezoeléctricos).

Consideremos la fuerza total que se ejerce sobre un volumen del cuerpo. Esta fuerza
total es la suma de todas las fuerzas que actian sobre cada uno de los elementos de volumen de

la parte considerada y puede escribirse como

F=Lfaw (3.10.1)
o lbien (( de (3.10.2)

donde f es la fuerza por unidad de volumen y fdC lafuerza que se ejerce sobre el elemento de
volumendq .

Las fuerzas que los distintos elementos de la porcién considerada ejercen unos sobre
otros, se anulan mutuamente por la tercera ley de Newton. La fuerza total requerida puede
entonces considerarse como la suma de las fuerzas que ejercen, sobre el volumen en cuestién, las
porciones del sélido que lo rodean.

Como estas fuerzas actian sobre la superficie de la regién considerada, la fuerza
resultante puede representarse como la suma de las fuerzas que se ejercen sobre todos los
elementos de superficie, o sea, mediante una integral de superficie.

Por lo tanto, para cualquier parte del sélido, cada una de las tres componentes SQ\&
de la resultante de todas las tensiones internas se puede transformar en una integral de

superficie.

Utilizando el Teorema de la Divergencia de Gauss en su forma 2.2.2, tenemos que
expresar a i como la divergencia de un tensor de sequndo rango, por ser £ un vector. O

sea,

fi = 2,G4 (3.10.3)

y g{'\ dg la expresaremos como

< 2,0, 4% (3.10.4)
y por 2.2.2 tenemos
( 54T = c§6‘.&~n%&¢ cgmz. As;

G
donde As, son las componentes del vector elemento de superficie %, dirigido segun la
normal exterior de la superficie.

(3.10.5)

El tensor &4 recibe el nombre de tensor de esfuerzos o tensor de tensiones.

Ty, A5 es la i-ésima componente de la fuerza que actua sobre el elemento de
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superficie &5 . La componente 03 del tensor de tensiones es la i-ésima componente de ]a
fuerza que actiia sobre la unidad de &rea perpendicular al eje Xj.

Calcularemos ahora el momento de las fuerzas que actian sobre una porcién del cuerpo.
Este tendra por componentes F; x; f‘)ﬁ siendo x; las coordenadas del | punto donde se aphca la
fuerza. El momento de la fuerza f se define como el producto vectorial fxT. ;

El calculo antérior era para una parte del cuerpo. El momento de las fuerzas que actiian
sobre el elemento de volumendT es ( {, %y ..S-;\u\ AT y sobre todo el volumen ¢ eg

Niy = (U - e de (8.106)

Este momento lo podemo;6 expresar como una integral sobre la superficie que rodea el
volumen.

Como f;_ = Qe ry -&‘\ = aq‘sx , el momento lo podemos expresar asi:

=) UN
3.10.7)
Nij = (| 2R 2; - 9% w)4de (
2 g \ =) {8 4= N \')
Por otro lado,
a(G'm'la‘\) _ T 2% 4 ’&aa_& (3.10.8)
DAL 3“
y
o(T&i) o TG dk o % 2%t (3.10.9)
UL 2l 9%

Sustituyendq_en Nij los segundos términos del miembro derecho de las ecuaciones
3.10.8 y 3.10.9 tenemos

Nij = ]'3\@'%'1%‘%0 1) dg - “cm. 9% Ty 24 43 (3.10.10)
o%e %
4 [ Y
Como X; ¥ X; son variables independientes S
39_%' = oL '__33')721 = S CE (310.11)
. 3 e
Luego , Tede=CQy 4 Q=G (3.10.12)
¥ por °°*_‘s‘g“M‘f‘fte (2L, - de - (@4 -G) Ao (3.10.13)
W= ML
Aplicando aho%a el Teorema de la Divergenncia de Gauss para tensores (Ec.2.2.2)
N W= @ k«cl'l.'z- SQ'K.D&SL-\-((@‘%; - Q"'\'e:) At (3.10.14)
) T

Como necesitamos que Nij se pueda expresar solo como una integral de superficie
entonces

f(q_"‘ - &) dz (3.10.15)
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debe ser cero y para esto qit - QI“\:?x =0
lo tanto,
por lo tanto Ty = Gt

Deducimos pues, que el tensor de tensiones es simétrico y el momento de las fuerzas que
actiian sobre una porcién del cuerpo, sera:

Nﬂtt = S&-(\ 7.% &'?(.&\cﬂc Cg&q.\Q.'LA ‘t Zl) dse (3.10.17)

Para una Seformamén arbitraria, las componentes no diagonales del tensor de tensiones
seran diferentes de cero.

3.11 Ecuaciones paralos casos de equilibrio

En el equilibrio la suma de tensiones internas en cada elemento de volumen debe ser

cero, O sea,
‘&: o y por lo tanto, a_QI% =0 (3.11.1)

9N

ser4 la ecuacién de equilibrio para un cuerpo deformado.

Si el cuerpo esté en el campo gravitatorio, entonces

[ pg =0 (3.11.2)

donde Q = total de fuerzas internas por unidad de volumen
e = densidad (para pequefias deformaciones usaremos df=°)
Q = aceleracién de la gravedad
La ecuacién de equilibrio sera pues:
‘Gt + P%‘; = 0 (3.11.3)
o sea,
oy, Py = (3.11.4)

‘Z.&

Como al tomar en cuenta las condiciones de contorno de las ecuaciones de equ111br10
aparecen las fuerzas externas aplicadas sobre la superficie del cuerpo, consideraremos a P como
la fuerza externa por unidad de area del cuerpo. Sobre un elemento de area ds actuara una
fuerza Pds la cual debera ser anulada, para el caso del equilibrio, por la fuerza —Q'\%&s A debida
a las tensiones internas que actuan sobre dicho elemento de superficie, o sea,

Rds -Tdsy =0 (3.11.5)

Sustituyendo dsa por Y\&&s siendo “’6 un vector unitario en la direccién de la normal
externa a la superficie, obtenemos:

Pds —~Tyngds =0 (3.11.6)

y por lo tanto

que es la condicion de frontera que debe cumplirse en cada punto de la superficie de un cuerpo
en equilibrio.
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Calculamos ahora el valor medio del tensor de tensiones de un cuerpo deformado

Multiplicando la ecuacién Sq- = o Ppor 'x'a e integrando luego sobre el volumen,

€ tenemos:

i ST, 4o G119
Como

ef(i;‘a 'x,:] = Tu 2% 4 'a{.ﬁ 2T (3.11.9)

2% 2% o
entonces T 2 a
ot 24T = = ‘L T -Qwdxiade = o
; o A& j —ir F N (3.11.10)
el T

Utilizando el Teorema de la Dwergencm de Gauss para tensores en la primer integral del
miembro derecho

{Mdc = §¢m15&5z (3.11.11)
oA s

y poniendo S'll - S;aq_ tenemos:

?Tu 'la&& gﬂ 2y AT = §<ﬁu«; dse - &cm e dt =o (3.11.12)
oy s :

Como (odee = Ve ds v Tevi= P

(3.11.13)
entonces &G"g 'X'b&se = &P‘%‘bas
teniendo ahora év“ .1_1 ds = g . e (3.11.14)
Como el valor medio de una cantidad tensorial en un volumen dado Ges
A‘k ‘—SL"A AT (3.11.15)
entonces - _ T (3.11.16)

siendo W;@ el valor promedio del tensor de tensiones en todo el volumen.

Dado que el tensor de tensiones es simétrico, CF.%= Ty ¥ que su valor promedio es

—

- , 3.11.17
T\,\ = _\% g)'R 'x_ads ( )
qzs lo podemos escribir como L kq_“&*-r{t)
[q&'c _LKGT\&B-H S(&L&a _Ljéﬂ‘ v T A (3.11.18)
( t
- 1 @(P%n\%%\&%- 2T, % (3.1119)
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con lo cual expresamos q-iﬁ en la forma simétrica

W = ﬁ t§> (P + x) ds (3.11.20)

3.12 Interpretacion geométrica del tensor de esfuerzos

~ Para tener una evidencia explicita de la dependencia del,vector de esfyerzos T dela
orientacién _del elemento de superficie, lo escribiremos ahora asf T. En general T no esta enla
direccién -y,

El estado de esfuerzos de cualquier punto de un medio estdi completamente
caracterizado por la especificacién de nueve cantidades que son las componentes del tensor de
esfuerzos.

A

Sea P(x) un punto en el medio, T el vector de esfuerzos actuando sobre un elemento de

superficie en P, con la normal I,

Consideremos 3 superficies planas, paralelas a los ejes de coordenadas, que pasan a través
de P, y un cuarto.olano ABC normal a ¥ y a una pequeiia distancia &, desde P.

Tenemos ahora la siguiente figura:

2
.\.
T
, T
X 'z
T ¥ N\ T
T
Sz/
] 4
G:u. .\-l’/ P E
/IT__ '-"q;‘:
/
G T _%_
A
3121
Yo
L %2 = 3
T

en la cual T es el vector de esfuerzos que actua sobre la cara PBC del tetraedro PABCy Ty
actian sobre las caras PAC y PAB respectivamente.

4 . ‘ . .
Entonces, T es el vector de esfuerzos que actlia sobre un elemento de superficie plano

normal al eje ’5 Cada uno de _ae-stos tres vectores tiene tres componentes y por eso tenemos que
¥

A
T =et: (3.12.1)

Es mds conveniente escribir % .
T = Gy (3.12.2)
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3 A
Yy por eso -
M= &Gy (3.12.3)

El vector de esfuerzos T puede ser calculado a partir de los O¢{ para cualquier
orientacién V' del elemento de superficie en P. El significado de los subindices en lag
componentes Ci del tensor de esfuerzos con respecto al vector de esfuerzos, es el siguiente: E]
primer subindice “i"’ indica la direccién de la componente del vector de esfuerzos ‘T , mientras
que el sequndo %ubindice “j" indica el eje de coordenadas normal al elemento de 4rea sobre el

cual el vector est4 actuando.

a b ¢
Si conocemos los esfuerzos a través de tres planos perpendiculares entre st Ti, Ti, Ti,
podemos escribir el esfuerzo a través de un plano cualquier cuya normal es i en funcioén de
estos esfuerzos. Si escogemos los tres planos normales a lgs tres ejes de coordenadas, ellos
definen las nueve componentes del tensor Q3 y el esfuerzo Ti a traves del plano cuya normal
es Y viene dado por

T o= Gy (3.12.4)

—|
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4. ECUACIONES FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE LA ELASTICIDAD

4.1 La ecuacion de continuidad

Con esto buscamos expresar en una ecuacion el hecho de que la masa de cualquier
porcién dada de materia se conserva

Sea m la masa contenida en un cuerpo o.region de volumen ¢, en un tiempo t. Esta
viene dada por

= g ek ,t) de (4.1.1)

donde P,4) es la densidad que depende de la posicion y del tiempo. La conservacion de masa
requiere que la masa de una porcion especifica del cuerpo continuo permanezca constante y por
lo tanto la derivada material de la Ec. 4 1.1 debe ser cero

La derivada material de una integral de volumen es

» ¥ *
d g?a‘;...(i,l:) Az = gl[dﬁa-éLb?'k\ Ry w8 %‘j&] & (4.1.2)

£
(@ (4

(3 (% &)
Considerando para nuestro caso P‘b (% /-L\ = P X,
o - %gemu o X(%% v QP |de (41.3)

L2
T 3

Como esta ecuacién es valida para un volumen arbitrario, la expresién entre corchetes
debe ser igual a cero, o sea,

ap 4 P =0 o oien. %E‘*' p (V) =0 (4.1.4)

Esta ecuacién es llamada Ecuacion de Continuidad Usando el operador derivada

material Q = 2_- \lP , podemos escribir la ecuacion 4.1.4 en la forma
at ot ¥ e
’_a_e_ + Ve a () 'a\h?. Lo Ey o Seq
’a'z.\g 9Ky (4.1.5)

;%+ 9( \“1 =0 o Bien _%%.-\-V'(QV\‘—‘O

Para un cuerpo contfnuo 1ncompres1ble la densidad de cada particula es independiente
del tiempo, por lo que _g_ o Y laecuacion 4.1 4 se convierte en J.V =0

Como la dwergencxa de cualquier rotor es cero, la velocidad ¥ (X, L) deun cuerpo
continuo incompresible puede ser expresada por la ecuacion ¥ = W xS  con componentes
Vi = 8;,&\._ 945e en lacual s (X,t) esllamado el vector potencial de W

La ecuaciéon de continuidad puede también ser expresada en la forma material o
Lagrangiana. La conservacién de la masa requiere que esta sea la misma al inicio y a cualquier
tiempo t, esto es,

f . (%,0)4%, =j9(§,s¢) e (4.1.6)
(A T
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donde las integrales se toman sobre las mismas particulasy X = (Xi, %2, %)
siendo x; las coordenadas materiales de un punto del cuerpo.

Tomando en cuenta que A= % (% | Xa, x‘;\_\ (417)
0 sea, AU = (R '-L) y por otro lado el elemento de volumen es
Az = Sije 9% 2% e A% A iy (4.1.8)

9% %L M

en el cual J =det ka“/axi)es el Jacobiano de la transformacion 4.1.7 y %= A% d¥adyq
podemos expresar la Ec. 4.1.6 en la siguiente forma:

g PR3 = Sg, (7,935 = [pRL%,9,1 Jac -.jg(n\s Az, (419
e} () [ o

Como la relacién anterior debe cumplirse para cualquier volgmen Co, entonces c=eV
lo cual implica que el producto (;J es independiente del tiempo siempre que el volumen sea

arbitrario, o sea que
4 (pJ) =0
ok

ecuacion que se conoce como forma diferencial Lagrangiana de la ecuacién de continuidad.

4.2  Leyde Hooke

Se tratard de‘expresar la energia libre F del cuerpo como una funcién del tensor de
deformaciones.

Al considerar sélo deformaciones pequefias se puede desarrollar F en serie de potencias
de Uij. Se consideraran s6lo cuerpos isétropos.

El estado no deformado de un cuerpo es cuando éste estd en ausencia de fuerzas
externas y a la misma temperatura. Cuando la deformacién es cero ( Vij=o ), las tensiones

internas son cero (T =o ).

Como &= 9Ffau;; entonces en el desarrollo de F en serie de potencias de Uy no
pueden aparecer términos lineales. Como F es escalar, cada término de la serie debe ser escalar.

Expresando F en potenciasde Uij —hasta el orden dos— resulta

F=Fo+ A Ity T Uiy (4.2.1)

o sea, la energfa lilg_re de un cuerpo isotropo deformado, donde F j es la energia libre del cuerpo,
no deformado, Vit es el cuadrado de la suma de los elementos diagonales, V13" es la suma de los
cuadrados de todas las componentes del tensor Uiy %1 A son los coeficientes de Lameé.

El A2 = cambio de volumen= Vi ysi Uit = 0 entoncesdT = 0 durante la deformacion
y por lo tanto, sélo hay cambio de forma en el cuerpo. A este tipo de deformacion se le llama3)
deformacién de corte.

Otro caso es cuando no cambia la forma del cuerpo pero si su volumen. A este tipo de)
deformacion se le lama compresion hidrostatica.
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Toda deformacién se puede representar como la suma de un corte y de una compresién
hidrostética.

U';.é = (Ui'i - 15 St& \m.\ + _‘5 6% U (4.2.2)
donde U‘i"‘a Sc‘j Uet es un corte puroy .5- &'} U es una compresion hidrostatica.

Utilizando la descomposicién anterior, Ec. 4.2.2, podemos expresar la energita libre de un
cuerpo isétropo deformado asi:

F=ulug - ) syom) + L o (4.2.3)

en la cual F, se consideré cero, K es el modulo de compresion hidrostatica y A el médulo de
rigidez.

Para que F dado por la Ec. 4.2.3 nos dé¢'la misma expresién que la Ec. 4.2.1 cuando F 0"
0, K tiene que ser igual adx + 2 A que es la relacion entre el Médulo de Compresion hidrostatica
y los coeficientes de Larné, la'cual puede ser comprobada asi:

7

F= mlog = L&) + deuy

/‘ ) 3% =

desarrollando el paréntesis y sustituyendo K =% + 3;5 A tenemos
= ‘..'7' -2 5t \ & L Ao 0
F /4.\)2S E/AU»\. +_,‘_/U)u. + Ao +-!_3/4.U\L
- II.L ‘\Lz 4.2.4
F -/‘AU»A + 1‘_‘- v ( )

Los médulos de compresién y rigidez son positivos. Para calcular el tensor de tensiones
(o de esfuerzos) usaremos la ecuacién

«’S s (9F ) (4.2.5)
SV /T
dF (a temperatura contante) es
dF = Kure dow + 24054 A0 = 1 e Sizdvyg = & v vyl )
dF-: W e due + 2/4 (0% dO‘v’d —%QQ&S\&&O‘;‘O
Como Ay = 5‘»3&053

AF = [consir o - g oe 83)] Aoy w26
AF _ \up sy + 2AWG - b5y )
doig
y por Ec. 4.2.5
G = WOy Su v (O‘C -\ U 5\.)
X AT (4.2.7)
Expresaremos ahora Uiy en funcion de iy
T = Kundic + 24 (Vi =L Suun (4.2.8)
Q‘il =3Ku) = UQ = -.;LK(F‘.‘ Y Nae = T}Q(Ym (4.2.9)
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Sustituyendo estas expresiones en 4.2.7 obtenemos
G-\l = K \ ';'LTQQ_ 3\3\ *r ?/"-kui“h - \_33_!- Q-u_&a\\
(R,

3 l_gq-u&‘u\ - 77‘4.\!3‘ - Z/%‘Q_&.&Ae
U = L SuS + A KQF' - A&y Q'in.\ (4.2.10
En la compresién hidrostatica de un cuerpo el tensor de tensiones es Tuﬁ—.- -V S'\i‘ 3
Qun = —'\Déu= -3P (4.2.11)
L = _L. W=
. e D\L 3\‘(\ =] 3‘% - - ?/K (4«2.12)
Dado que son cantidades pequefios podemos tomar
= 3, 42.1
%L T KG? < 4213)
yemo Wu= B o w A (@2.14)
\ 3 v 22
N _ Aoz (4.2.15)
: v (] ’5531‘

donde ’L/Kes llamado coeficiente de compresién hidrostatica o coeficiente de compresién.

Viendo la ecuacién 4.2.10, el tensor de deformacién Vi es una funcién lineal del tensor
de tensiones G'\%, o sea, que la deformacién es proporcional a las fuerzas aplicadas al cuerpo.

Esta ley se conoce como Ley de Hooke y se puede aplicar a casi todas las deformaciones
de tipo elastico.

Otra forma de expresar la energfa libre de un cuerpo deformado es usando el teorema de
Euler

'-X. 8@ 28  donde X es un Yencor (4.2.16)
CH<

tenemos \)gt F —~ ¥ (4.2.18)
'a\)\.\
como SF - W o F= Gou (4.2.18)
U K —AA
Aplicando de nuevo el Teorema de Euler GI\ _e_f_ = (4.2.19)
EL
2F= TGOy = Wy = 2E (4.2.20)
. =3 XY

4.3  Ley de Hooke generalizada

A El estado de esfuerzos en un medio continuo estd completamente determinado por G‘BY
el tensor de deformacion Ui»’\.

-ll
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Asumiremos que cuando un medio elastico se mantiene a temperatura fija hay una
relacién uno a uno.

W\% =¥'v‘h k e\ " ez?., o 'e\-z_\ (‘\., *k -:.\'7_‘3) (4.3.1)

entreq'%{)y Uc‘ y los Q‘:@ son cero cuando los Uai son todos cero.

Esto ultimo significa que en el estado inicial no deformado el cuerpo no esta sometido a
esfuerzos netos.

Si expandemos las funcions R4 en una serie de potencias en Ui{ v sélo retenemos los
términos lineales, en la expansién tenemos

Ty = Cuynt Ve L4, &= 0,2,3) @432

Los coeficientes Ct{ &R variardn de un punto a otro del medio. Si son independientes de
la posicién del punto, el medio es llamado elasticamente homogeneo.

La ecuacidén 4.3.2 es una generalizacién natural de la Ley de Hooke y es utilizada en
todos los desarrollos de la teorfa lineal de la elasticidad.

Como Tt:\-.-. T4t podemos usar C%Qw, = Cﬁ\&,q,

Como consideramos que Ctéka ha sido simetrizado, entonces a lo sumo habra 36
constantes independientes en la ley general esfuerzo-deformacién dada por la Ec. 4.3.2

Introduciremos la notacién

Q'“ = (ﬁ Q"ug T-,_ q-za‘ q-s q-v;"- ¢4 q-g\rq-s q:'z.‘q-b
On = 4y ut‘L:Uz Vg = Uy 20uw= Vo Wy=Vs 0=V,

y escribiremos las ecuaciones 4.3.2 as!
aQ = Culy * Gz V2 & CialUn * Cialy + Cis\Vg &+ CiuYy

T, = G + Gy + Cia Uy + CuaVa + Cuglg +CrlUe
o bien QL = Ct-‘a U‘.b U.’&.-: \, 2, “.'b‘) (4.3.3)

Las relaciones entre los Ui y los \)i{ debn ser reversibles y por eso
\ Cud\ * O L= Cy T (4.3.4)

Las constantes C.\lQ con llamadas constantes elasticas o modulos de elasticidad del
material.

Como los Ui son adimensionales, los Ci; tienen las mismas dimensiones que las
componentes de los esfuerzos.

El numero (36) de las constantes elasticas se reduce a 21 cuando existe una funcién

F = 1\ Cy Vi, (4.3.5)
7 T A
con la propiedad de que
S\ B 6 (4.3.6)
2\t
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Si suponemos que la forma 4.3.5 es simétrica, entonces

Fe Gwny, 4 %_E, = Cy\i= T (4.3.7)
por lo tanto T = C‘W'a ) (4.3.8)

Lafuncién  esllamda funcién de densidad de energfa de deformacién.

Para el caso mds general de un cuerpo elastico anisotrépico el numero de constantes
elasticas independientes en la Ley de Hooke generalizada es 21.

Si el medio es elasticamente simétrico en ciertas direcciones el numero de C‘-t'.°
independienteen T =0y se reduce mas.

Si hay simetrfa con respecto a un plano nos quedan 13 constantes. Si la simetria es con
respecto a 3 planos mutuamente perpendiculares, las constantes se reducen a 9.

Cuando las propiedades eldsticas de un cuerpo son idénticas en todas direcciones, o sea,
si el cuerpo es elasticamente isotrépico, el nimero de constantes eldsticas esenciales se reduce a
2,

44  Medio isitrépico homogéneo

Cuando un medio es isotrépico sus propiedades elasticas son independientes de la
orientacién- de los ejes de coordenadas. En particular los coeficientes Ct; deben permanecer
invarientes cuando introducimos nuevos ejes de coordenadas x; obtenidos por rotar el sistema
X]-Xg-X3 un dngulo recto sobre el eje x;.

La Ley de Hooke generalizada para un cuerpo homogéneo e isotrépico puede ser escrita
de la siguiente manera.

Ty = Ay Yy (,4=122 (44.1)
donde 19 = Ly

Haciendo \V::K en 4.4.1 y definiendo &= T}, tenemos
os G= A0+ 'L/A\Jh‘. = AT+ = (“51-\-17013’ (4.4.2)

A partir de la ecuacién 4.4.1 podemos expresar los U {4 en funcién de los Wu“ as1

Uif\ = q-h' 1 &"i k>
o bien, ;{"' ;)‘ ‘
U""k = ﬁ z/.g\‘a R '9&‘
Las constantes A y /A son 1as constantes de Larné.

‘4.5  Deformaciones homogéneas

Una deformacién es homogénea cuando el tensor de deformaciones Uii y por
consiguiente el tensor de tensiones G't‘t son constantes, es decir, tienen el mismo valor en todo

punto del cuerpo.
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Estudiaremos ahora una varilla colocada sobre el eje z asi:

i%

>4

®

En las tapas de los extremos de la varilla se aplican fuerzas en sentidos opuestos
actuando uniformemente en toda la superficie de los extremos. Sea P la fuerza por unidad de

area en los extremos.

En la superficie lateral de la varilla no se aplica ninguna fuerza por lo que g N4 =0,
Adema4s en las superficies laterales Y\ 3= O .

Como sélo nos interesa la componente z de las fuerzas que se aplican sobre los elementos de
drea perpendiculares al eje z, entonces CF\% = o salvopara TRa

En las tapas tendremos S2iYi= P ycomosolo Tze 2 O resulta Tee= P

En la ecuacién 4.2.10, cuando _i* a entonces &g:o y Txa= O quedando

solamente
o= L SuGe+ A (-1 S&G'u\
QA 2 3
(4.5.1)
T = q;.% ’\‘q:” * q.z% = Tag
Calculando Uxx  a partir de 4.5.1 tenemos
(4.5.2)

O = T AT = oy )
o= - (- AP

La componente \)\N del tensor de deformacion la calculamos en forma similar y

nos resulta.
= = B 453
Oy = =%\ AT s 14:53)

Por ultimo la componente \Jzo Serd

1
- L (sna)* 4 (T - L83 Ge)

Qe 4 L %@z)h\.&.k_\- *;\q-a

Use
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La componente Uzz da el cambio relativo de longitud de la varilla siendo ¢
coeficiente de P el coeficiente de extensién y su reciproco el médulo de extensién o de

Y .
oung Uiz: _E_ s
£ (4.5.5)
donde ) 9K«
Ez —"Y~ o (4.5.6)
G

Las componentes ;¥ Uﬂf{ dan la contracci6n relativa de la varilla en la direccién
transversal.

El cociente entre la contraccién transversal y la extensién longitudinal es el llamado

coeficiente de Poisson ("~ . Uxx: - Q"Uzz
v/ [ gl KX P
U= -5 ( zu 3x)P Uaz = 3(3K+A )P
SK-24 -
U o Jin 1 sk 24) _ & (4.5.7)

—U:; = A+ 3K -2 IK+4

K
Como K0y ﬂ?é"l (" tiene como extremos los valores para los cuales K=0© y

_MU=0 ,los cuales ddn "=-1 y = !/z respectivamente siendo estos los lfmites que
indican el rango de variacién de ¢~ , ; o0 sea

-1 T &Y

El aumento relativo de volumen de la varilla es
|

WAL
Ui =y~ - 30) P 3 (1)
Ug=(-2+2+-L 1 L)p= L
Uit = Znt ek T gk %)P 3
La energfa libre F= 0—% U/.'f se reduce a F= _il_ 2z Usz

Vaz= e 2 (- P
2 459
F= Pz s

Si utilizamos las £ 'y (" envezde K y 4 podremos expresar F '0:3“ y

U;Jen funcionde Ey T - (
3K=-24)
3K+

A7 gr-e ,(3K—6K#?K-E
- mientras que =2\ 3k +3KE/IK-E )
2
20 = R?7K"= BKE _¢KE
PR
CTK= 3Kk-E > K= E

3(:--20‘)

(4.5.8)

Partiremos de E=

3k-€
3K
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2
Sustituyendo K en/a - 3KE tenemos/q-; 3 E /3 (’ --20')__ 3E (4.5.10)

IK-E 9E /3 (1-20)-E  ¢+6T
E
s = —_— (4.5.11)
) A 2(1+-T)
Ademis )\= K- 274 ; sustituyendo las ecuaciones 4.5.10 y 4.5.11 en la anterior
tendremos que 3
- E 2 E
30- 3 (2)(
y simplificando (' 20‘) ( )(' +a)
X = ECT (4.5.12)
(1-20)(1+0)
Sustituyendo ahora >\ y /,1 en la Ec. 4.2.4. obtenemos
ET 2 E 2
F= U:- + = Uis
20-2¢)(1+0) 2(1+c) ! (4.5.13)
E ( T 2 2
— U“ + Ut’_')
. 20+¢) \1-z¢ T A
Si en la expresion
Tt = KUedy+ 24 (Vg -5 iy Ute)
sustituimos K y /u obtenemos
- EUp &! + E Uti - = Ji_i UCC)
HE 1+ \ 973
3(1-2¢7) +
y después de un poco de algebra obtlejndr:}r_nos
G—"z E ( Ul ¢ Uee ‘l )
Y |+ i + (I- 2() (4.5.14)
4 4
U = _'__[ (H-a‘) OZJ - 0 Tee c(,:j (4.5.15)
g = E
4.6 Ecuaciones de equilibrio para un sélido elastico isotropico
Este sistema de ecuaciones se basa en las ecuaciones siguientes:
a) Ecuaciones de equilibrio
90
— d =- O
o%; + T«
b) Relaciones esfuerzo-deformacion Ukt
Gp= ANGO+24Uy  donde = UL
. 1 f dVi 4 JUs
Ug = 2( ox * %;
Las ecuaciones a) er satisfechas en todo punto interior del cuerpo % yen
lasuperficie S del cuerpo. Los esfuerz%s deben llenar las condiciones de equilibrio
RVENE: (4.6.1)
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donde \?.i son los cosenos directores de la normal exterior \) con la superficie S v D
es el vector de esfuerzos que actua sobre el elemento de superficie con normal ) T

Deben ampliarse ademds las ecuaciones de compatibilidad

aly ol _ U _ 22Ut _ 4 @62
9XkIXe XN} IX; ke IRt XKk
La primera de las ecuaciones de b) la podemos escribir ast:

N v , oU
G = Ay 3—,‘3,’j+/4(a£;+ 37{¢ (4.6.3)

Sustituyendo (J¢ (]] en la ecuacién a) tenemos

V) vt =
:.:x.D‘l gx:‘L/u(a Tt g%]-‘.# }
G oUk + 2% Uz o=
l
CIE) A 9”‘ tA a;’:taxf fi=0 (4.6.4)
/«vm(?\w)@ +¥z o

donde
fp = 2% < V U= = Uee

La ecuac1én 4 6.4 se llama Ecuacién de Navier para el caso de equilibrio.

o bien

Trabajaremos ahora el mismo tema considerando las ecuaciones en funciénde £ y (.

-
ixj’ +PJi=0 (4.6.5)
Q= = o (Ug+ -2, “Jf) (4.6.6)
Ly Uk QUJ J (4.6.7)
U= L% 7 ax ‘

Tomando °Utj tenemos, después de sustituir Ec. 4.6.6 en 4.6.5

CR ..
o0_ ECT Slee vﬁ E_ 9
ox (19 (- W) &% “E al L-l/—cf o
ET
3% (1+0) (1-27) 9Xt T+ e T X vk
Consngrando Ust kj dado por Ec. 4.6.7 y sabiendo que Uct = S%e
tenemos Qutl ( QUQ J ‘ ) Ue
ox: ~ K\ e ¥ OXe (4.6.8)

por otro lado i -
AUy _ _L_9_(_8ﬂ+ 8)0)_ i (a Ve, 27U ) 569
o =2 o aw Tou) = 7wt amax: .

-
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Sea ET =a yE _ b delaecuacion 4.6.5 tenemos
(1+7)(1-20) I+0
& a_U“ + b a(/éf . =
oxXe OX; + Fg"
cL SzUt é_ o Uc. o ‘ZI ) L=
oxean T 2 OXF o")s oK +F
Tomando gzae g‘a’ por ser los subindices independientes obtenemos.
EC 5Ye . E e + £ ok +Pfi=o
(+O) (-2 ) X% ' A (HT) ox % 2(1+c) BN
2
E S L ___F ole  , ffe=0
2(+¢) W 2(1+0)(1- 20) X%y
Las iu_‘:_ son las componentes del vector VzU y Q_Ue = Wl
por lo que oXe
SUr (QUe ) = - P9 2(1+0) (4.6.10)
¥ 1—20‘ %z ~ e £
serd en forma vectorial
i 2 ( 1+0)
- v ( Vo u) = - F? (4.6.11)

I- 20

Esta es la Ecuacion de Navier para el caso de equilibrio similar a la Ec. 4.6.4,

Analizaremos ahora la ecuac1on 4.6.11. Usando la identidad

v(vou) VU-{— VX(VXU) (4.6.12)
sustituiremos Y D= V(V-U) -Vx (V)(U)en la Ec. 4.6.11 y nos quedara

v(v-v)- vx(vxv) + 20‘ v(v-U)= - 2P§ GM‘)
multiplicando esta ecuacién por ( --?G') obtenemos.
20-r)
~ (+0)(1-20)
V(V- -)- ( zq') VX(VXU)" - ? E(I-O‘) (4.6.13)

que es la ecuacién de equlhbrlo para un campo gravitatorio uniforme.

Cuando la deformacién del cuepro es causada por fuerzas aplicadas sobre superficie, la
ecuacion de equilibrio sera:

(-200V0+ Y (9.V)=© donde 4= (4.6.14)
o bien, haciendo la sustitucién VZJ Vv (Va U) VX(V XU) (4.6.15)
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tenemos (I'ZO‘)V(V-(-)-)- (l-zq-)VX(VXU)‘{‘ V(V- U)-: o)

2(-0)9(90)- (1-ar) Yx(¥T)=0 419

Aplicindole la divergencia a la ecuacién 4.6.16 nos queda

2(6 ) 9:(9(W0)) - (1-20) V(WX (VxT)) = 0

Como la divergencia de un rotor es cero y la divergencia de un gradiente es el laplaciang
’

tenemos 2 _
\Y ( WU )=0 (46.17)

Si aplicamos ahora el laplaciano a la ecuacién 4.6.14 obtenemos:

(|-2.¢)\7"V2(7 + V(WU )j =0 (46.18)
e o o2 (o]
°“laE°('|4_'6£€.)‘°{‘;§.“°vsaJ+ o[y (. 0)]-vx[vxv ( V-UZ] =0

(-2 Vv + V(@ 0)] ~Vx [7 9 (9-0)]= 0

Tomando en cuenta que el rotor de cualquier gradiente es cero vy que
2/9.17) -, nuestra ecuacion 4.6.18 se reduce a
v({90)=0

2 - - n
Vyv=0=AAV (4.6.19)
La ecuacién anterior quiere decir que el vector de desplazamiento, en el equilibrio,
satisface la ecuacion biarmoénica.
Consideremos ahora el caso de una deformacién plana en la cual Uz = O'?lpunto del

aun

cuerpo y tanto Ux como Uj son funciones sélo de “x"' y de “'y"’.

Como Uz:o , las tres componentes del tensor de deformacién en la direccién “‘z”
(perpendicular al plano xy son cero. Las componentes del tensor de tensiones en la direccion z
son cero menos (Jzz  debido a que Ul;-_-o esto es, no se desplaza el cuerpo en la
direccién z, es decir, su longitud en esta direccién permanece constante.

Cuando las fuerzas externas de volumen son cero

oy _
591 =0 (4.6.20)

¥ como stu (]31 =0 Vlos QJ - no dependen de 2, la ecuacién anterior se convierte
en las ecuaciones

aﬁ;l(_l, 9@1 =0 ?_q_-:_’.).(--}-—@@::o

ot oy 00 ax o (62
La forma més general de las soluciones es: .;(

_o% __ % L@y =2
G_X)‘ ajz J Q;J - aTay J J axz (4.6.22)

donde X = X(.‘C, g) es una funcion arbitraria,
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La ecuaci6n 4.6.6 tomara4 las siquientes formas al escribirla explicitamente.

E
e = (+¢)(-21) (-0 0 (U Uz) ] (46.23)

b - (a+<rE)(:—z<r) [G-0) Uy + T (Vset U”)] 46.24)
Grxs Gy = & (Uy,x-l- Uyy+ 20'Uzz)

(+©)-20) (4.6.25)
pero como u:.zz (0]
(4.6.26)
Get+Ty= = Uy + Uyy)
e G+7)(1-27) (
Tomando las soluciones dadas en las ecs, 4.6.22
Oxx + Gy = L éz = I%X (46.27)
e
Ademis A 97 2t U
U# = = % + i)ﬁé = JUx
y 2N My A 9Zx
- ou 22Uy
- U'J'Jé %C .;»/y\ + 2% 5= 2%y
por lo que ) oy gu 5; )(‘)5 s, — (46.28)
Upx+ Uyy = * 4 9H = X, =<V
Sustituyendo 4.6.27 5194.?&‘28 en;t}l,%?% obtae)x:emos aj
2 E -—
= — AVA Y, - (4.6.29
577( Q+c)(1-aq) v (4.629)

Como VeU es armonica, esto eer'{V,fl]:ﬂ“ aplicamos el Laplaciano a ambos

miembros de la ecuacién 4.6.29
2__2 2 Xt
ViUiX = (—E v(v:0)
yporlotanto , H-d\) (]-20‘) (4.6.30)
Ity =0
siendo')( una funcién biarménica.
AXse le llama funcién de tensiones.

Después de calcular X' podemos calcularG}e a partir de la ecuacién 4.6.6 para el caso
apropiado 0;2 tomando U-Z-Z: O .

(ez= —= [(I-T>lke+ (T(U""‘FUHH)]

O (-2r)
(2z = El (Ux)‘ F Uyy) =0 (ﬁﬂ' @5)
0 sea que ( 1+0) (—26) o o O"VZX (4.6.31)
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4.7  Ecuaciones dinimicas de un sélido elistico isotrépico:

Las ecuaciones de movimiento de un sélido eléstico pueden obtenerse a partir de ],
ecuaciones de equilibrio dadas por 4.6.5 y, ademds, tomando en cuenta e] principio ds
D'Alembert y agregando las fuerzas de inercia a las componentes f de la fuerza de volumen. e

Si (xq, x9, X 3) es la densidad del medio, entonces las componentes de la fuerza de
inercia actuando sogre la masa contenida dentro del elemento de volumen d son:

~pouLd2
ey (4.7.1)

Si consideramos la expresion anterior por unidad de volumen y la agregamos a ]
ecuacién 4.6.5 obtenemos

I _\_Qc&_ ea‘d\ -0 (4.7.2)

Las ecuaciones dindmicas en términos de los desplazamientos u; resultan ahora después
de sustituir a(/c U ur

Gy =Ny Dk 1 4 (54* 3%
asi, .o

e + (o) P + P = PUE @73)
A estas ecuaciones hay que agregar las condiciones iniciales y de frontera.

En notacion vectorial la ecuacion 4.7.3 tiene la forma

YU+ [7”/“) V(i) + PI=F ] (4.7.4)

Si las fuerzas que dependen del volumen son nulas en la ecuacién 4.7.3 obtenemos la
ecuacién de Navier para el caso dindmico,

U+ ( 7\-1;1/)‘7 (V’U) P U (4.7.5)

4.8 Solucién de la ecuaciéon de Navier:

La ecuaciéon presupone un sélido infinito perfectamente eldstico, homogéneo e isétropo
en el que los esfuerzos y las deformaciones son infinitesimales.

Si una region es tan grande que los efectos de frontera pueden despreciarse, es posible
representar la perturbacién como una suma de dos ondas que se propagan con velocidades que
dependen sdlo de la densidad y de las constantes elasticas del medio.

Por consiguiente el vector de desplazamiento u puede representarse como una suma de

dos vectores, uno de los cuales es solenoidal y el otro 1rrotac1onal es decir, consideraremos dos
tipos especiales de perturbaciones para una de las cuales §.u= 0 y para la otra Vx u=0.
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Considerando el primer caso, / U= 0 en la ecuacion 4.7.5 obtenemos la ecuacién
AN = PU
o sea, &217
7] =0

v - (4.8.1)
gf‘/f’) ot
que es la conocida ecuacién de onda ¢ a velocxdad de propagacién es
F (4.8.2)

Este es el caso de una propagacién de onda equivoluminal.

Considerando ahora el segundo_caso, Y x u=0,utilizaremosla
identidad , ‘gx (Vx U)=w (V. 0) - -<J2( ylasustituiremos en la forma

J (9. u) = Ux (VXU ) + Vzu en la ecuacién 4.7.5 con lo que resultaré
UV T+ (npa) [V X (0XT)+ 970 ] = PU

como \¢x 0= 0 obtenemos
(M+84) 9T < PU
osea

’ 2= 9 U

U= 70—~ (4.8.3)
VYT Dgmp ae?

ecuacién de onda cuya velocidad de propagacién de onda irrotacional es
C, = I/ 22U’
2=
Para interpretar fisicamente las ecuaciones 4 8.1 y 4.8.3 haremos lo siguiente:

Para el primer caso en el cual \/u = 0, tomaremos el rotor de la ecuacion 4.7.5 para

obtener V'?(VXU)"' ()% > VXV (Vo U) P (VXU)
UV (wxil) = PZ; A (qu} (4.8.4)

| =
~xu uyas componentes son
2
| .
= §(va)K = = (gkt_( oty
que indican la rotacién sobre el eje k; la ecuacion 4 8 4 se convertira en
<) Sw
AV W = Fia
0 sea, a2t a LI)
v W = (/A(/p) YT (4.8.5)

La deformacién elastica que se propaga con esta velocidad representa una distorsion sin
cambio de volumen ya que W = 0. Estas ondas transversales reciben en Sismologia el

nombre de ondas S ya que son las ‘‘sequndas’’ en recibirse.

Como
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Para el sequndo caso, en el cual Y x W= 0, tomaremos la divergencia ge 1 ec

Ve (e e @0) = P2, (30)

- z -
QD)+ (Mu)V(W0) = P2 (3-9)
Comouyq == V¥ U tenemos 2 9
omou)j /uV279+ (7\.‘_/“) V 19' = P—'a‘éz
o _ oD
Vo= ((MZ/‘,)/P) ot (468)
La perturbacién el4stica que representa la ecuacién anterior es el aumento o disminucién

de volumen de acuerdo con que Y= dll sea pgsitiva 0 negativa, sin distorsién ya que ella estd
asociada con el otor y el rotor de la divergencia es siempre cero. Las ondas elasticas que se

propagan con velocidad A+ 1
Ca P

reciben el nombre de ondas longitudinales o de compresién. En Sismologta reciben el nombre
de ondas P ya que son las primeras que se reciben.

Uacion

0seq,

Otra manera de reducir la Ecuacién de Navier a dos ecuaciones de onda en las que I
deformacién eldstica queda dividida en dos partes —una que lleva consigo cambio de volumen
sin distorsién y otras acompafiada de una distorsién con volumen constante — es utilizando el
Teorema de Helmholtz. Este teorema dice que para un campo vectorial, el vector en un punto se
puede expresar en funcién de un potencial escalarqo y otro potencial vectorial "Uz de acuerdo

con la relacién
U= §£ + J;JK a_suﬁ
e a% (4.8.7)

Us = 34 +J oy Yl

o bien, en notacién vectorial

U=VP+IxY (489

Para que lf, quede completamente definido es necesario que V.W:D y entonces al
tomar la divergencia de 4 8.7 tendremos

%‘;-ﬁ: 9= g;’é —Un (4.89)

VU= 4810

ecuacion que indica la relacion entre el potencial escalar le la dilatacion cabicauy;.

estoes

Si tomamos ahora el rotor de la ecuacion 4.8.8 obtenemos

VXD =% (VP )+ 7x VP @s1)
VXU= YxIxy
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pero I x (IXP) = (9 9)- VY ’
yeomo  ¥.g=0 =» IX(VXP)= =V

(4.8.12)
Sustituyendo 4.8.12 en 4.8.11 y tomando en cuenta que W=

ElVXU tenemos
~— - z-
WXV = 2= <~ YWY (4.8.13)

con lo cu-al_ hemos relacionado el rotor de 4.8.8 con el potencial vectorial -';Fy larotacién deu
dada por w.

SUStituyendo ahora 4.8.8 en la ecuacion de Navier obtenemos ) -
P'g"szV P+ VW)= (N H) 9Tv-(9p+ vx PUUT (VP4 V%)
az . az rd FA i)
P Z, (VP)+ P (9xP) = (npu) (IV°p) 44 V9 W+ UTXY) .
Agrupando los términos en {p ¥ @Y 1a ecuacion anterior podemos escribirla asi:
2 p- 2 G TT ) =
V(Patz(P (7\+;}LL>VZLP>+VX(98_{:Z(‘¢J/(,V lﬂ)— O  (4814)
Una solucién de esta ecuacién es cuando las cantidades entre paréntesis son cero y as!

= A+ 2, _
£.P- 49&) vi¢g=o0 (4.8.15)

y
ST AL a7
L= -_£2 =0
at” Y P vy (4.8.16)
Ecuaciones que podem;)s escribir de la siguiente forma >
20 < V=0 =4
AV r+2.0) afch ¢ (4.8.17)
donde C = O + 3&(.2: P_ qu_)_
J 2= = =
VY - Mjp ot ¥=0 (4.8.18)

donde Ca = 1//4L/Pﬁ

las cuales tienen la forma de la ecuacion del movimiento ondulatorio. Estas ecuaciones son para
los potenciales y no para las deformaciones elasticas y tienen soluciones con la misma forma que
las de la ecuacion de onda. La velocidad asociada al potencial qo es ). Esto es l6gico ya que el
potencial escalar (P estd asociado con la dilatac:on cubica uj la cual se propaga con la velocidad

Cl.
La velocidad asociada con el potencial vectorial W es la misma que la asociada con w, o

sea, Cy.

Resolviendo las ecuaciones 48 17 y 4 8. 18 obtenemos (P y 517 y conociendo éstas
obtenemosu a partir de 4.8.8.

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

54

4.9  Lafuncion de energfa de deformacion y su conexién con la ley de Hooke. .

El estado no deformado o natural de un cuerpo es un estado estandar de temperatura
uniforme y desplazamiento cero, con respecto al cual todas las deformaciones serén
especificadas.

Si el cuerpo estd en el estado natural al tiempo t = 0, y si esta sujeto a la accién de
fuerzas externas, entonces mas tarde se producird una deformacién del cuerpo y se realizara un
trabajo.

Si (x X9, x3) denotan las coordenadas de un punto material arbitrario P en un cuerpo
enel estado no deformado, entonces a cualquier tiempo t, las coordenadas de P seran

K +Uz(7<:,)(z) Y3, ¢) (49.1)
Como el desplazamiento del punto P en el intervalo de tiempo (t,t + dt) estd dado por
U 4t = U, dt
== de= Ued

se sigue que el trabajo hecho en dt sequndos por las fuerzas volumétricas actuando sobre el
elemento de volumen df , localizado en P, es

420, dzat (92

El trabajo efectuado por las fuerzas superficiales externas en el mismo intervalo de
tiempo es
o
‘f,'; U: dsdt (4.9.3)
siendo ds el elemento de superficie.

Denotando por W el trabajo total hecho por las fuerzas volumétricas y superficiales,

tenemos “(‘# Ut Jedis @ 4_ Ubdth
(ﬁ Utd 8 +(§ ‘f U;ds (4.9.4)

Utxhzando el teorema de la Dwergencla de Gauss en el seqgundo término del miembro
derecho, tenemos que

fﬁ% Ugds =<§C@JU Jnsdls = §'8J-CG§ 0c) 9% (4.9.5)

ﬁesanollando esto ultlmo tenemos

Sa.r Gy Uzd +§( G U + @ 0 )dé (4.9.6)
donde hxclrzllos uso de 5 UL 2 (/J U _ DU
Y = =~ ;XL ) ¢ 1< 3 oK I
como wj; = —wJ entonces q' jj Wij = O pues

0y Wg Ty +<ﬁz 22 6331.035.4.0}&),:-{- (23 'wz.s + 03 War
+ 6-3 w’.‘? + G:wz:-l— V3Z¢D3g
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Comod?qu“._ y W= 0 cuando i = j entonces
0.(,' ’u')12(. Giz u.),z + 6;31&23 -613W3 +0737*‘JI3 -Gizwrz - GZszs‘ (%

Tenemos ahora la ecuacién 4.9.6 de la siguiente forma
§+Ud5 YC OI&U""O:{U‘J)OIE (4.9.7)
81 multlphcamos Os q}_J ;= PU“ por (L obtenemos

4y U; = (Pl-4:) U

expresién % e podemos sustituir en la ecuacion 4.9.7 y tendremos

&1 0:ds = S(Pd G- 0 "'GZJ U:')dé
g?*fuLds.;-f#zU,.dg (P U,.d6+50%01,;a16

Tomando en cuenta la ecuacxén 4 94 tenemos

aw _ Cpl:u:d @G Ut d B
= gf’ ke Uk 6+g iy Uty (4.9.8)
La energfa cinética del cuerpo esla' definida pot
g P Uy d G (4.9.9)
Si calculamos dK tendremos g‘FU‘t vide (4.9.10)
A R
donde asumimos que 2P_ o y entonces la ecuacion 4.9.8 la podremos escribir asi:
¢ R
dw _ dK o fﬁ& iy Jg (4.9.11)
Considerando de nuevo la notacion utilizada en la seccion 4.3 para 01&’ y U/g’
(i,j=1, 2, 3) transformados en @ 3 Ui (i,ij= 1, 2,...6) y suponiendo que existe una
func16r1 F F(u;) tal que SF = 0 entonces la ecuac1on 4.9.11 podemos escribirla ahora
como oue = {/ (’ OF dg
oF oUL + =y .
aw _ dk dk f 2F o0 d 2 It
(49.12)

W _ dK S‘Fde
Como F es la dens1d§'c-i volumétrica de la energfa de deformacién, o potencial eldstico,

entonces S'Fd 6= U (4.9.13)

donde U es la energia de deformacion.

La ecuacién 4.9.12 queda de la siguiente forma

éw dK , du

t T dETdt

e integrando esta ecuacién con respecto al tiempo desde t = O hasta t = t, donde t .= 0
corresponde al estado natural, obtenemos

W= K4+U (4.9.14)

Esta ultima ecuacién se lee como: “‘el trabajo W realizado por las fuerzas externas para
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‘alterar la configuracién del estado na?ural a,l, estado al tiempo t es igual a la suma de la energta
cinética K mas la energta de deformacion U

La energfa de deformacion U puede considerarse como la energfa almacenada en ¢]
cuerpo cuando va de la configuracion del estado natural al estado del tiempo t. Si al tiempo t ¢]
cuerpo est4 en equilibrio, entonces K=0y W=U.

Asumiremos ahora que la funcién densidad de energfa de deformacién F puede
expanderse en una serie de potencias  2F= Co+ K1Y + Cyp Ut ++ o0

donde despreciamos todos los términos de orden tres y superior en las deformaciones. Si nes
interesan sélo las derivadas de F podemos despreciarCo también.

Tomando 2F = ([ tenemos Gr=C: + + (Ciy+Cjc e
T # 2.(4' 7<)y

Silos @7 tienen que ser nulos cuando y; = 0 entonces ¢; = 0 y volviendo a F tendremos

F=z Cylety (49.15)
y
| o0 4 [
0z = %lf’.;-: ECC% + Gyt) Y (4.9.16)
Si Gj = S al igual que en laley de quke generalizada, entonces
0z = C“"d: UJ (49.17)

Sustituyendo 4.9.17 en 4.9.15 obtenemos
F=2Ci €0 = 3Gl (4d= vaym, €) (4.9.18)
que también puede describirse como
Ny = (4.9.19)
F= L0y dy (Li=va3)

Cuando la ley esfuerzo-deformacidn se escribe en la forma

UJ. < c“:é. 0? (49.20)
la férmula de Clapeyron, dada por la ecuacién 4.9.18, es
= LCi 0 9.21
F= 1 Cyf 0 (49.21)
astque 3F _ C;s07 (4.9.22)
5@ = J.é. f‘—‘ Ui e

Este ultimo resultado se debe a Castigliano por lo que recibe el nombre de férmula dé
Castigliano.

Si el medio es isotropico, la ley esfuerzo-deformacién tiene la forma
G}{: >\Uu J‘:JJ- iﬂ/udl{
Como + = é (E&' Ui‘ = = é)\ UQCUQL‘S;J“_'/L‘(J:IJ MLJ
= i Vet uly’= A NUerp i

la cual desarrolléncgola nos da 4 - X ) 4 = i - ”
F=2z Nt 'f‘/l((/ll + Usa+Uss & Uha+Uaz+ Us +lhs+that Uﬁl)
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como Ui =i

2 2 o 2
F ol ,_|>\ U“ju [dli-i-d;aa +U3:+ Q(/IR + 9”:3-[-9{/3/)
K-

(4.9.24)

410 Equilibrio de un medio elstico limitado por un plano:

Consideraremos ahora un medio elastico que ocupa un semiespacio, es decir, un medio

elastico limitado unicamente por un plano infinito. Calcularemos la deformacién debida a las
fuerzas aplicadas sobre la superficie libre.

Aplicando la ecuacién general
a= -) -
(1-20)vad+v(wi)=0 (4.10)
con la condicién de que en el infinito no habra deformacién, pasaremos a resolverla.

Probaremos una solucién de la forma

U=f+ V¢ (4.10.2)
donde (P es un escalar yf satisface la ecuacién

V’;ZL o) (4.10.3)

Sustituyendo esta soluci6n en la ecuacién general tenemos
( -.w)Vz({'-f- vp)+ V(V- (F+vp))=0
(1-2c) [_v(v 99 )-TxI%TYJ+ V(Vf) +V[VZ‘P)= o
2 (1=0)v(7%¢) + ¥(TF)=0
a [20-)(*¢)+El=©
z2(|-C)Vp+v-f="0 —
(1-T)I°¢ 2(1-C) TP = _Of (4.10.4)

Eligiendo como plano XY la superficie libre del medio elastico, el dominio ocupado por
el medio seré el semiespacio 25 0.

Tomemos ahora

o _ 89y
X= -5% 5( ‘%- o3 (4.10.5)

Como f X \4 :fz son funciones armonicas se puede elegir 3$J_ 33 tales que

5 (4.106)
v&g}(=0 (4 V 33= (]
y en este caso 2(|-O")V2(p= I (?'é{;i"' i__‘_%-}- Qgé->:

= _(agx.}. ‘;’ﬁ‘f i 99‘-% :-%(%gxi-f%‘?--f-#&)

KA 6’5{ e

Por lo tanto

= —:?-@ (-.fa-f ag)_t_—f %}f ¥ @1

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

58
z\‘)__
donde ‘P satisface la ecuacién NV V=0 y por lo tanto, es arménica.

Por consiguiente, para determinar el desplazamiento U basta encontrar las funciones

. e
Iy f, v ¥, que satisfagan la ecuacién de Laplace. x

Ahora escribiremos las condiciones de contorno que deben satisfacerse en la superficie
libre del medio (en el plano €= 0). Como el vector unitario normal f*apunta hacia valores

negativos de z, usando la ecuacién ¥ = Q-._a M - tenemos Wz =-X donde Ma=4

Utilizando ahora Tv‘&-_: LW'- \Ub\ + %-_‘N‘ U 8‘2;)
X -

y expresando las componentes del vector U en términos de %- ,%‘ , (a y \P

obtenemos: Ge=-"R= B (Vg + T U éw.-)
£} \-2T :

-0 DP L e + T Ve dia
3

BIAY (4.10.8)
Sabemos que LViy = _\i (%?‘” + 89\1)(\ 2 )
d=1 (4
0-—‘(*.‘7‘0 ton compomentes Ox= §x {-\V‘?)x,,,,
o bien, en general Vi= 4_1\ + “P\\

0 sea, Oi= ,@ » 9\,\?
Efectuando los célculos tenemos:

20 .. _ = (o6, 39 . &
:‘a’g' 1\\-«)(&-* % oxd4 ) * %?;'

ﬁ::zu\%-w) (%;%7: N %%‘T*%) i gay'
Evaluando para z = 0 queda:
3§@]z=o= __2'(—\‘-"—“:) {({*‘* %‘ < 2%‘ ? %\%} \%—o
% % -
Ve (5 & _gg =1h\-q)‘}\—ﬂ)£% - 2 - 23%:_1 .\-%\%

L T
20
todo lo anterior evaluandolo paraz = 0.

Calculando las parciales de U’“/U‘A vy Ui Qquenos interesan para obtener .
Uxz , Uyz 4 Wea leviemos” kinolneak smda 3.4 a
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Uxz = _%.[ez" e 97-‘{) R (\\-7.@)9_(%__31 - 2'31)_\_ Ch

2T T W) X DN oMY ) E¥ 3

g = _\{9.9% :a;"la p i_\})(“ m)& 3‘3‘ \ %\V
b (-
o 2(\\-@ 9': el _%'-* 2t %z‘il ‘azt

Recordando que todo lo anterior estaba evaluado en z = 0 lo escribiremos ahora asf:

Wi = ?ﬁ’l * 9 {L—'E.{e (\a--t- ‘Q)-\v"’-_\&} ' U‘-“’-‘\)

32%" 209 20 =
2% 9 + 2.\ -2 3 4.0.10
o9t \1.-:0 %\LL\—@\ R rAQE) \i)—" & %'\*-1—9.\\ i )

k\-w) 0ur 23 ‘z. k(\ %) a& _3; _%:&\) X i oy %) %—5 (410

Déndole los subindices x, y & z al subindice ““i" en la ecuacién 4.10.8 obtenemos

- ("‘;_—ﬂe‘: Ure - g\w-) P\& = Uy .\.& . (4.10.12)
= (iéﬁp* b Ui‘ 4 T k\)“i-\‘“* Ul&) (4.10.13)
=T

Desarrollando esta ultima ecuacién tenemos

- L) P W=Dz + T Uxg+yy)

= \ -2
(4.10.14)

Utilizando la ecuacién 4.10.11 y sustituéndola en 4.10.14 tenemos

-2 \.\—G‘) = ?_‘_(_‘; .93__\.%‘ ‘—“_{13\\’ 4W§2+2¢V“’

% 2% 3%
Como l\) o
_Z_,:siJ (%-(as_ﬁ»%z)%w*:
h 3 2z (4.10.15)
Por ultimo, a partir de las ecuaciones 4109, 4.10.10 y 4.10.11 y de 4.10.12 y 4.1Q1%
bt 1 di de contorno
° gmos:sacon l-cvl-g‘nzs Ka_%- «-7’;‘21-) *«-"“’H = 2™ (a.r00)
az‘\i_o x| 2(11) z(s 0 0 3
) e g ) (28, ) Z?X}\ = -2aR a0
z%‘ . ;\3 00 | 20-D\ ex 2% %] |a= 3

'8—?:&&" ka: % %ﬁ 92“%{,: o Q*{l?* (4.10.'8)
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Las componentes P; de las fuerzas externas aplicadas sobre la superficie son funciones P,
= P, (x,y) tales que Pi\= 0.
-]

Como las funciones §«, a4, & y }  tal como las expresamos en las ecuaciones 4.10.5,
4,10.6 y 4.10.7 quedan determinadas univocamente, pueden escogerse con cierta arbitrariedad y
por ello, les impondremos una condicién como la siguiente:
| -2 \ kazﬂ +9.2») » v -0
T

T B L A e

o bien

\-2¢ _(9* ) \.\-4(\-@2‘:\2-0
(1-20Y¢, 2% —?ﬁa% =4 (4.10.19)
con lo cual las condiciones dadas por 4.10.16 y 4.10.17 se reducen a

_33,._\\_= —2 (0 & 3—1%\: AT N (4.10.20)
Z

9% \a=0o 3 93t \a=0

Estando ahora las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones 4.10.18 y 4.10.20,
con lo cual podemos determinar las funciones arménicas A% & y¥ y con ello llegar ala
solucién de la ecuacién 4.10.1 que tenra la forma

U:I-i—V‘P
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5. CONSTANTES ELASTICAS:

5.1 Constantes elasticas de una sustancia:

De acuerdo a la ley generalizada de Hooke, las seis componentes del esfuerzo en

cualquier punto de un cuerpo sé6lido elastico estan conectadas con las seis componentes de la
deformacién en el punto por las ecuaciones de la forma:

—t( =11 = Culu +CizV22 + Calx 4+ Ce Uiz +Cis Uy + CeVa

CuVu 4+ Crz V3 +C22 V3 CoqUn+ Cag L2z & Cu W

C21Un + Caz Urz4 Caa 03340 Uiz & Cas 023 + CaVay

T Car Ui+ CezVrn + Gz V34 Cea Uiz +Cas U3 + CaUn (5.5.1)
'& - 'i'; Cor Ui + Cez Uzz + Cos Usa+ Csa¥iad Css Uza & Cs U

-t: 7 = Cu Uiy + CuzVzz+Cus Usaa Gl +Ces Vs + G Usy

L]
Atk
R LI I T 1

_ Las coeficientes de estas ecuaciones, cyy,..., son las constantes elasticas de la sustancia.
5.2  Constantes elasticas y m6dulos de elasticidad de s6lidos isotcopicos::
Cuando la funcién de energia de deformacién esté4 expresada por
F= 1Oz g + L p (0% 408 #00 ~4Uselu 405 0u-4U,0,) (521

las componentes del vector de esfuerzos estan dadas por

-],:..‘ - -‘r‘ = ')\\»Q + 2}4-0%% %\a = %’L = /4 UL&
:\a‘a = -%z = Ave + 7—)4 Uzﬁ '\":: T = /M Oax (5.2.2)
< T

Un cuerpo de cualquier forma sujeto a la accién de una presion constante P, la misma en
todos los puntos de su superficie, estara en un cierto estado de esfuerzo, dado por

PRI TTRRAETT

De acuerdo a las ecuaciones 5.1.3, el cuerpo esta en un estado de deformacion tal que
(5.2.4)
Uxx = Oyy = Uz - *?/(61*-2/“)
-— > -— —1 2
-P= Aop +2MVxx 3 P ="Now MUy

pues

-P =V -\-‘Lj( O IPY (5.2.5)

de donde deducimos que Uy, =Uyy=u,,

Yy por lo tanto, u 1’?=3‘-‘xx=3uyy=3uzz
y o = =P/l +2p) (5.26)
La compresion cubicaes ~ Uel = 39/ (3 ‘\'7}&> (5.2.7)

- (5.2.8)
O sea, OQQ = ?/(7\ x+ _23_/«)
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Escribiremos % = A+% -4 donde k es la c.an_tidad que se obtiene de dividir la magnityg
de una presisn uniforme entre la compresion cubica producida por ella. Este es el llamadg

médulo de compresién.

Un cilindro o prisma de cualquier forma, sujeto a una tensién uniforme T sobre sus tapas
y libre de traccién sobre sus superficies laterales estard en cierto estado de esfuerzo.

Este estado estard dado por las ecuaciones
® _il 2 2 * :%_
Te=T 5y = T = T&= T% = \y=0 (5.29)
De acuerdo a las ecuaciones 5.1.3 el cuerpo estard en un estado de deformacién ta] que

Oe = T Oasp) ) Nyy= AT (5.2.10)
MBA r2p) ‘ 7‘(31*_2/0 2.

obtenidas de la siguiente manera

').UQE +z/&Utx =71

g 2ty =0 (5.2.11)

A0 +LUUn= O
De las dos ultimas ecuaciones deducimos u v Uzz ¥ considerando una de ellas tenem g
A Ore +20yy) +TR Uy =0

de donde - AL
Uyy = 2o
Sustituyendo este valor en la primera de las tres ecuaciones 5.2.11 obtenemos

o R 2 o

z (A ) Ao -2 N U * 4(x«7~‘) Ve = 2T (04p0)
(,}Jw“ +4/[‘0“ = 2T (i) b= T Ourp)

/4(31»17:4)
U\” - _ BN U xs - AT
z(/u-» kS z/;\\'sx -\-y)

Tomaremosahora & = M (5.2.12)
Ax
y S G A (5.2.13)

T 2
Vemos que E se obtiene dividiendo la medida de una tension longitudinal simple entre la
medida de la deformacién (extensién) producida por ella. Esta cantidad es conocida como
moédulo de Young.

El niimero T es larazén de la contraccién lateral a la extension longitudinal de una
barra bajo una tensién terminal y es conocido como razén de Poisson

AT

V)
T_ M (32 vz _ )y
Uy T A 2

/«('n &-z/q
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Sin embargo, el sistema de esfuerzos puede ser las extensiones en las direcciones de los
ejes y las tracciones normales que cruzan los planos que forman angulos rectos con los ejes y

estan conectados por las ecuaciones

Wles, = ;p“: ik ;"m\‘

) =
UQ - -\é- { i.% - q- k)fin *’-}‘Q}

Sin embargo, el sistema de esfuerzos puede ser también, la deformacién de corte
correspondiente en un par de ejes rectangulares y el esfuerzo de corte sobre el par de planos que
forman &ngulos rectos con los ejes y estan conectados por una ecuacién de la forma

J ? »*
U s _‘5(“’ —TKT;, +—\'*\\ (5.2.14)

Ix = Uy (5.2.15)

Esta relacién es independiente de las direcciones de los ejes. La cantidad /b( es llamada
la rigidez.

5.3 Modulos de elasticidad:

Podemos definir tipos de esfuerzos y tipos de deformaciones. Pgr ejemplo, la simple
tension Ty, el esfuerzo de corte T, la tensién media LT .ﬁ" +T1%)  son tipos de
esfuerzos. Los tipos de deformaciones correspondiente§ son la extensién simple Useyes la
deformacidn de corte Uyz ¥ la dilatacién cubica Uy)= Uy Uyy +u,,.

Podemos expresar la deformaciéon de cualquiera de estos tipos, que acompafia un
esfuerzo del tipo correspondiente, —cuando no hay otro esfuerzo—, mediante la ecuacién de la

forma

Esfuerzo = M x Deformacién correspondiente

donde M es llamado Médulo de elasticidad.

El médulo correspondiente a la simple tensién es conocido como médulo de Young para
la direccién de la tensién que se trata.

El médulo que corresponde al esfuerzo de corte sobre un par de planos ortogonales es
conocido como médulo de rigidez para el par de direcciones relacionadas (las normales a los

planos).

El moédulo correspondiente a la tensién media o presién es conocido como Médulo de
Compresién.
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6. DENSIDAD Y CONSTANTES ELASTICAS DE LA TIERRA

Posteriormente veremos que las velocidades de' propagacién de las ondas sfsmicas y,
r lo tanto, las trayectorias de las ondas por la tierra dependen de tres magnitudes: la rigidez
/( ,laconstante de Lamé "A .  yladensidadp..

En los medios isétropos N y /A son independientes de la direccién . Los materiales que
constituyen la tierra, si se consideran en grandes masas, son generalmente isotropos En la parte
cercana-a la corteza terrestre se puede admitir que la tietra es completamente uniforme a
cualquier profundidad y, por ello podemos considerar que A, /4, y (> estan en funcién de la

6.1 Razén de Poisson

Consideraremos a la tierra como un adisposicién uniforme de capas. Ademds ya pueden
localizarse las superficies de separacién que estdn m4s claramente definidas y que poseen mayor
extensién. Estas superficies de separacién se han localizado por medio de la variacién de las
velocidades de las ondas sismicas con la profundidad, estudiando las curvas de trayectoria
tiempo de los terremotos. De esta manera se conocen dos propiedades de las rocas a cada
profundidad dentro de la tierra: la velocidad de la onda de compresién Co y la velocidad de la
onda transversal Cy . A partir de estas dos podemos calcular la llamada razén de Poisson.

'l V2

G, = ‘Ju-ez. ?S Ty = ()%_) (6.1.1)

% - ' gv;:;@ 4"0':_] b _ k&/% )‘"‘ (6.1.2)

Sustituyendo los valoresde A y /4\ dado por
A Te 1 A= E
R YUY ) 2(\ %)

y elevando al cuadrado €% obtendremos

L (6.1.3)
2
(Cg = A 42 = WEZ(H-T)L\-ZT) +2=2-2C
Ce M- X B/ 201 44) =20

(Q)z - T (cefer) = 2-2T

Cck z
z( /) -2 (6.14)
la razén de Poisson en funcién de las velocidades de las ondas sismicas primaria y secundaria.

6.2  Variacion de la densidad con la profundidad

K. E. Bullen, en 1947, determiné aproximadamente la variacién de la gravedad con la
profundidad.

Si consideramos a la tierra esférica y que se comporta como un liquido, entonces
tenemos una ecuacién diferencial para la presién como funcién de ¥ dada por

aF - 6% (6.2.1)

dr
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donde el signo menos se debe a que la presién aumenta a medida que r disminuye.

Ademés, en el interior de una capa esférica de densidad uniforme, no hay ningin campo
gravitatorio, mientras que fuera de la capa la fuerza es la misma que si la masa de ella estuviera
concentrada en su centro. Por consiguiente, sélo influird sobre el punto considerado el material
que se halla dentro del radio r, siendo r la distancia desde el centro de la tierra hasta el punto en
cuestién y el campo gravitatorio g estaria dado por.

= G
% ‘ft

(6.2.2)
donde G es la constante universal de la gravitacién y m es la masa total de la esfera de radio r.

Por otro lado, hemos visto que el mdédulo de compresién & es la relacion entre el
diferencial de presién y la variacién fraccionaria dada en el volumen V , producida en
condiciones adiabaticas, o sea

= df _ 4P 2
[} N elo (6.2.3)

Considerando la q‘cuacién 5.1.8 y las ecuaciones 6.1.1 tenemos que
)\=(>CQ_27». Aownde )\apcf'
entonces A= p (e -2¢f) (6.2.4)
Sustituyendo los valores de '\ y M en & obtenemos

=2+ % /& = F(&‘-zq‘\ (6.2.5) .

Podemos encontrar ahora la variacién de la densidad con la profundidad utilizando
primero las Ecs. 6.2.1 y 6.2.3

o AR

y sustituyendo los valores para X y % obtenemos

df o _&z _ . 6“(’(\ N (6.2.7)
aF T pled-(actla)] et - atdh))

Esta ecuacién no puede integrarse directamente ya que p= {vac

) ; pero conociendo el
valor de p para una profundidad determinada podemos encontrar la razon de variacién dela

densidad para esa profundidad. Si suponemos que Ia densidad varia linealmente con la
profundidad para una unidad en longitud hacia abajo, podremos calcular la densidad para esta
nueva profundidad y sequir con el mismo calculo realizado sucesivamente.

6.3 Otras constantes clasticas

Ahora podemos calcular las demds constantes elésticas, A, M Jo, ¥ y & a partir de la
densidad y de las velocidades de las ondas sismitas y de esta manera tenemos

/4 = pC&& (6.3.1)

N = f’CQL-Z/(':’. ()((_Q?'-zu}) (6.2.4)
= 2. (3

= A+ tpo=p (& %G\) (6.2.5)
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Jd= G‘/C.{) - (6.1.4)
z(@f) -2
E = z/« (xS = zfci‘ k\ + () -2 ) (6.3.2)

€ =pat (3&‘- 4@‘) SR
CQ,?"‘C&-L

6.4  Presion y gravedad

Conociendo el valor de la densidad a cada profundidad, podemos calcular la aceleracién
de la gravedad para cualquier radio utilizando la ecuacién 6.2.2

%: §_€2r2 = _62_2 gA‘W‘fz()ar = 4-‘%? gF(ﬂY‘z&\"

o

donde F es la densidad a la profundidad 1€, osea %(?.)

Conociendo ahora la gravedad y la densidad, podemos calcular la presién para un radio
cualquiera [¢., utilizando la ecuacién 6.2.1 asf

= - JE%&\"

donde K\l es el radio de una esfera de volumen igual al de la tierra.
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7. ONDAS

=1 Nociones:

Trataremos 2n este capftulo sélo :on ondas mecinicas, :s decir, aquéllas jue se propagan
on medios Jeformables o eldsticos y jue se originan al desplazar aiquna porcién le esos medios
je su posicién normal, poniéndolo a dscilar con respecto a una posicién e 2quilibrio. Por sstar
ratando con medios 2lasticos, esta perturbacion provocada se transmitiri de una capa a la
siquiente y 2s lo que llamamos onda.

Las ondas mecéncias se caracterizan por 3l transporte de 2nergfa a través le la materia
nediante 2l movimiento de una perturbacién en 2sa materia sin jue haya un movimiento e
conjunto correspondiente de la materia misma. Ademads, para su transmisién necesitan e un

medio material.

Las propiedades de un medio jue determinan la velocidad de una onda a través de ese
medio son: su inercia y su 2lasticidad. La zlasticidad origina las fuerzas restauradoras y la inercia
indica cémo respondera la porcién desplazada del medio, a esas fuerzas restauradoras.

Para estudiar algunos conceptos acerca le las ondas utilizaremos una expresion de la

| k\) (x,4) = -(: (xx ct) (7.1.1)

la cual describe una onda unidimensional.

forma

Un caso interesante de slla es cuando la funcién \\’ (x, 'k)

es una funcién arménica como

P k) = A sen fe (x*ck) (7.1.2)
y generalizando mas
q) L)(' .L) = A’ M[QQ L\(-C‘t’) + ﬂ (7.1.3)

Si se reemplaza A por %+ 2T obtenemos para \P el mismo valor que cuando tenfamos
\P (w+ w/ﬂv. -cb) = b«%[ﬂo(x-\-zm‘/ﬁu —ct) +L(>]
= Kcow, [l txck) 0 vz ] = A o [ lnoct) + 4] = P (x-ck)

por lo que N =k g5 el periodo espacial pues la curva se repite cada longitud A . Esta
cantidad se llama longitud de onda. Por lo tanto,

Py = Asen B bx-ed) =Asenam (x-cb) (7.0

representa una onda sinusoidal o arménica de longitud de onda A propagandose hacia la
derecha segun el eje-X con velocidad &.

solo A

La ecuacién 7.1.4 la podemos escribir asi:

bx ) = Asen (Lo —wk)
w= fec = &€

donde (7.1.5)
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da la frecuencia angular de la onda y A su amplitud.
Por otro lado, sabemos que w=2vy siendo ¥ la frecuencia de vibracién. Entonces sj

W=We = £V Yy AV =¢ siendo ¢ lavelocidad de propagacién.
A >

Si T es el periodo temporal de oscilacién de cada punto

w = T T= 28 = v
_T = ) ~ (7.1.6)
y la lonqitud de on'da la podemos definir como la distancia que avanza el movimiento
ondulatorio en un perfodo pues A= C - e\
v

Extendiendo ahora \P = \P (X 'C‘k) sobre todo el espacio, para un tiempo t dado

lP tendra el mismo valor en todos los putos de abscisa x. Ademds, x= constante representa ux;

plano perpendicular al eje-X y por consiguiente b= (x-ct describe en tres
dimensiones una onda plana que se propaga en la direccion %.

Si q’ = \P(“ -ct) es un cam;o vectorial y es paralelo a & tenemos una onda
longitudinal. Pero si 'V es perpendicular a & resulta una onda transversal.

Lo caracterfitico en una onda plana es la direccién de propagacién, que indicaremos
mediante el versor n perpendicular al plano de la onda y orientando los ejes de coordenadas
arbitrariamente. La onda queda descrita ahora por

\V =} (V¥ - CJC) (7.1.7)

donde T es el vector de posicién de cualquier punto P del frente de onda y AT resulta ser la
distancia desde el origen en la direccién de propagacién.

X

%

b

La ecuacién 7.1.7 representa una onda plana que se propaga en la direccion .

Tomando como ejemplo de nuevo una onda armoénica plana

b=Awele (AT -ct) (7.1.8)

pasaremos a analizarla.
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-
—

A
El vector Jo. 1 =% se llama vector de propagacién y su longitud o= 2‘;—'

][4

numero de onda siendo su direccion y sentido los de la propagacién.

La ecuacién 7.1.8 cambiara a
q) =A tos (L‘; —w\:\ = L(‘os(kx‘k‘*'\ma\/\,_&-\ﬂ%‘/\g, —u)‘k) (7.1.9)

Tomando sé6lo
P = Acos (l - o) (7.1.10)

y con un angulo de fase \P arbitrario, obtenemos la onda
b= Acos ( Jox -wk +Y) (7.1.11)

que podemos representar graficamente por:

IQ— + T =
F\%, q-’ 1. . 2

Una onda plana de la forma
G <P (T - ct)
es una onda unidimensional pues su propagacién es en una sola direccién.

Hay otras clases de ondas que se propagan en varias direcciones, Las de mayor interés
son las cilindricas y las esféricas.
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En la: ondas cilindricas los frentes de onda son superficies paralelas a una lfnea dada
por ejemplo el eje-Z, y la perturbacién se propaga en todas las direcciones perpendiculares ai
eje-Z.

En las ondas esféricas la perturbacion se propaga en todas direcciones con la misma
velocidad siendo los frentes de onda esferas concéntricas cuyo centro es el punto donde se
origin6 la perturbacion.

Estudiando ahora los tipos de onda y considerando primero la relacién entre los
movimientos de las particulas de materia y la direccién de propagacién de las ondas mismas,
podemos clasificar a las ondas en: trasnversales, cuando ambos son perpendiculares y
longitudinales, cuando tienen la misma direccién.

El caso maés especial de onda periédica es una onda arménica simple que da a cada
particula un movimiento arménico simple. Si para una onda periédica trazamos superficies tales
que todos sus puntos estén en la mismna fase del movimiento, estas superficies se llamaran frentes
de onda.

Si el medio es homogéneo e isotrdpico la direccién de propagacién es siempre
perpendicular al frente de onda. Una linea normal a los frentes de onda que indique la direccién
y sentido del movimiento de las ondas se 1lama rayo.

Veremos ahora unas cuantas ideas acerca de la reflexién y la refraccién de ondas. Lo
haremos en una forma sencilla por 1o que quien desee profundizar mas en el tema debe remitirse
a libros que traten de él con mas detalle.

La velocidad de las ondas elasticas depende del médulo de elasticidad y de la densidad
del medio. Como la velocidad de propagacién de una onda depende de las propiedades del
medio, se dan los fenémenos de reflexién y de refraccién, que ocurren cuando una onda cruza la
superficie de separacion de dos medios, en los cuales la onda se propaga con diferentes
velocidades.

La onda reflejada es una nueva onda que se propaga en el medio en el cual la onda
original se estaba propagando.

La onda refractada es la onda que se transmite al sequndo medio.
La energfa de la onda incidente se divide entre la onda reflejada y la refractada.

Consideremos una onda plana que se propaga en el medio 1 en la direccién del versor ﬁi.
Cuando la onda alcanza la superficie plana AB que separa el medio 1 del medio 2, se transmite
una onda al sequndo medio y otra regresa al medio 1. Estas son las ondas refractadas ¥
reflejadas, respectivamente.

Cuando el angulo de incidencia es oblicuo, las ondas refractadas se propagan en la
direccién indicada por el versor ﬁr' diferente de u;, y la reflejada en la direccién indicada por el
versor ﬁr simétrico a ﬁ] con respecto a la superficie.

v

Lo anterior podemos observario en la siguiente figura en la cual B, , ©¢ % Or se

llaman angulos de incidencia, refraccién y reflexién, respectivamente.
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Las direcciones de '1}1-, Gr y ﬁr estdn relacionados por las siguientes leyes:

a) Lasdirecciones de incidencia, refracciéon y reflexién estdn en un mismo plano, que es
normal a la superficie de separacién y por lo tanto contiene la normal N a la superficie.

b) El angulo de incidencia es igual al dngulo de reflexién.

c) Se cumple la ley de Snell, esto es: el cociente entre el seno del 4ngulo de incidencia y
el del dngulo de refraccién es constante, es decir

; 7.1.12
% e\, - le\ - %. ( )

(S I9S,- P2 2
donde Ylz, es el indice de refraccién del medio 2 respecto al medio 1, constante cuyo valor
numérico depende de la naturaleza de la onda y de las propiedades de los medios.

7.2 Ecuacion de onda. Deduccion:

Consideramos el caso mds sencillo para encontrar la ecuacién de onda y luego
extenderemos esta ecuacién al caso tridimensional.

Para nuestro propésito, supondremos que una porcién de una cuerda, cuya masa por

unidad de longitud es /( , sometida a una tensién constante y de sentido opuesto T, en ambos
éxtremos,
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Ax
L N ¥4

F‘%. 1‘.1.‘,

~ Aplicaremos ahora la seyunda ley de Newton a cualquier elemento & x de la cuerda
desplazada, con el objeto de encontrar la ecuacion que describe su movimiento.

El movimiento de la cuerda ocurrira en el plano XY y tomaremos la funcién d!) =l‘\‘
(x,t) en vez de y (x,t) para poder hacer la generalizacion al caso tridimensional ‘Y =\\J
(x.y,2,t).

Asumiremos gque:

a) T ¥ T, (x,t) sino que T, = constante

b) El movimiento de la cuerda es sblo tr.ansversal.

c) El éngulo entre la cuerda y el eje X es pequefio para cualquier punto de la cuerda.
d) La Fuerza de friccion y el efecto de la gravedad son despreciables.

La componente en Y de la fuerza resultante sera:
~rl’ M o‘z‘ToWVW|=T°LMK1-%wO&|) (7.2.1)

mientras que la componente en X sera:

Yo we X — | o P& ) (7.2.2)

Como hemos supuesto que X9 y 0(1 son muy pequefios, podemos despreciar la

componente en X de la fuerza resultante y considerar a sen X = tgeX. Pero tg ©K no es mas
que S ox.
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Fa&,?.?..z. q e

i:)i :;1::\ ~\a6o&“=‘ _L‘-_S’_ = QP.

Tenemos ahora, que la fuerza resultante es

To ( ab. _ 9_‘4% )=TOH%°‘1- %) = To (somon- benst)  (7.23)

y aplicando la segunda ley de Newton, serd igual a la masa del segmento de cuerda por la
aceleracién ‘\’/a{'*- en el eje Y, 0 sea que,

To( % _ % ) AN 2 au (7.2.4)

X
donde /( Ax es la masa del segmento de cuerda.

Dividiendo la ecuacién (7.2.4) entre A xy tomando el lim A x —» 0 tenemos:
To %~ L ( o akb \ =
Ax-s0 AY 3% /“' ag
Enel primer miembro, por la definiclén de sequnda derivada, podemos sustituir

(gq),_ 94’ ) o (7.2.5)

=)

Ax -0 A%
Y tendremos
2

e T I
IRE

que escrita en otra forma nos queda
t -)_\E T
) q) — A ° =23 2 ll) (7.2.7)

T To =t* -1

& o [I/% YIL (7.2.8)

esla velocidad de las ondas trasnversales de amplitud pequefia en una cuerda.

(7.2.6)

donde
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Escribiendo finalmente la ecuacién de onda para el caso unidimensional tenemos

¢ 1 2
ot = € ar (7.2.9)
y para el caso-tridimensional es Q)
Y-\
AV \\) T (7.2.10)

7.3 Solucion de la ecuacion de onda

Buscaremos ahora la solucién general de la ecuacién diferencial del movimiento
ondulatorio dada por:

%* ' i
0 sea,
P 1 b _
Xt o\ (7.3.1)
Obien,: Dz" =0
_ donde
M 2. walise oo (7.3.2)
- 325 a el
g = Ct okt

esel operador de D'Alambert para el caso unidimensional, es decir lP:kl) (x,t) vy por
Para resolver laecuacién 2 \\J = 0 introduciremos como nuevas variables

=¥ L) M =M%, 4) (7.3.3)

envezdexyt.

Tomaremos f = %-ck \}S Yk_— X+ ¢k (7.3.4)
y tendremos ahora L\) - k{) (g \(0 (7.3.5)
'
Calculando 'g_ en funcién de las nuevas variables tenemos:
3
2. -2 %, M> - 3¢ 3, M2 (7.3.6)
X 35 X gy an ax 8¢ ox M
pero
o€ _ 7.3.7)
E 2.y |
E) S
por lo tanto,
%x = 5 aa—rt (7.3.8)
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,
Obteniendo ahora 38—;1 tendremos

a3 “3;\—(3 2 \ (7.3.9)
'{;;1- - axr as 3\1. ag an,
2.3 + 2 at
. _?_’_ 7222 2 2t (7.3.11)
S EET

pues

- e L S T
an 2§ % M

Trabajaremos ahora con @/ 3t para obtener 52 /52

2 =9 2¢

2t 3¢ 2t

2.2 = 283 _11_ 2 (7.3.12)
an ak % 2§ an

Como g Y M -+ (7.3.13)

a4

Similaremente a a?‘ /9 x

T
9{‘
[

ct

a"_=c(a,
avlai

2
L %: ~h _7-.9_-3_.\.9_1

=y > A 3?( ( )

2 obtenemos 32/ atz

3‘\1= &2t 23 3 .
ot ane% (7.3.15)

(7.3.16)
ant oM 3%  ag?

Sustituyendo (7.3.11) y (7.3.16) en (7.3.1) obtenemos

—éB +230 3%, 2P % aabev . b0
az

¢

aN o' 5wz on 85 oL

2% _ o (7.3.17)

agan

La ecuacién (7.3.17) podemos escribirla como

lo que nos indica que para que esto se cumpla,

(_‘E (7.3.18)
E3

a¥ / M debe ser independiente de 3 y

entonces podemos decir que __\2 ¢
)

Integrando parcialmente ‘&) con respecto a N tenemos:

e = ($uaaq + VL) (7319
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Siendo Q)\Yb un;'funcibn cualquiera de W\
S p)dw = N\ (7.3.20)
y PLE W= VIS + V) (7.3.21)

Sustituyando f yY’L en (7.3.21) obtenemos:
k\’bﬂ,ﬂ = (w-ck) +\ (xack)

que es la forma general de la solucién de la ecuacion UZ \\)= 0.

(7.3.22)

La funcién WV (x,t) dada por (7.3.22) es la solucién de D'Alembert de la ecuacién de
onda. En esta solucién, U = U (x — ct) representa una curva que se mueve hacia la derecha con

velocidad de fase o de propagacién ¢; y V = V(x + ct) representa una curva gue se mueve hacia
la izquierda con velocidad c.

La expresidn matematica k\) (xt) = U(x — ct) =+ V (x + ct) describe un movimiento
ondulatorio. '

Por otro lado, el teorema de Fourier dice que cualquier movimiento periddico puede

expresarse Como una superposicién de movimientos arménicos simples de frecuencia w, 2w, ...
,nw, ... operiodos &, /2, ..., T/n,..

Esto ultimo también lo podemos aplicar al movimiento ondulatorio periddico.

Supongamos que f(x) es una funcién periddica definida en el intervalo (-L,L) y
supongamosla de perfodo 2L. La serie de Fourier correspondiente a f(x) es:

Qo
2

+ 3 \Gacos mrE 4 loq wn VLX) (7.3.23)
n=t .

donde a, y b, son los coeficientes de Fourier y estandados por

- L LXK Ay
On = C \-i-lx) ws ¥

L
bn = & g{m wn NEX dw (7:3.29)
1S3 1Y -

(7.3.24)
y

donden=0,1,2,..

Pero en el caso en el que L —» mla serie de Fourier se transforma en una integral de
Fourier.

Supongamos que f(x) y f'(x) son seccionalmente continuas en cada intervalo finito y
@D
g £\ dx
-©

converge, es decir, f(x) es absolutamente integrable en (—~ @ , @ ). Entonces en cada punto X

donde existan las derivadas unidireccionales fD(x) y fi(x) la funcién esta representada por la
férmula integral de Fourier que en su forma exponencial es:

. ® ok
= Qe Sé‘” gmé fapas
’R*\ T y-»o |y _j (S (7.3.26)

que

donde -0 & x ¢ <o
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Formas equwalentes a (7 B 26) son:

i (%-
o PUNRRETE 7.3.28
y foo = ucg e &O\K{‘@e A 7:3.28)
Escogiendo nuestra funcién :omo LI’ (x.t) y aplicdndole 2{ teorema de la integral de
Fourler tenemos; P o= Qle-ck) & Vixred)
, Il Gag & -8
Dx-eb) = . \ SUL(&\ e ok &(5 d (7.3.29)
o = -‘.a (x+ck -a)
vV ()H-C'U = _Zl'(-e g _ g N [@) &(3 A (7.3.30)

LP(X 9= . ‘ao iw[\)L_F) Lﬂ[% x+cl) RV %\ éqlLr\a'-a— %) &e 2o (7.3.31)
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[II. ONDAS ELASTICAS

8. Ondas Elasticas en un medio infinito

8.1 Ondas Elasticas en un medio is()iropo

-~ Para obtener las ecuaciones de movimiento de un medio :lastico utilizaremos la sequnda
ley de Newton Je la siquiente manera:

gui = 204 (8.1.1)
L] 811;
donde P es la densidad del medio, Ut la aceleracion y
SN
3K
es la fuerza por unidad de volumen zc’Lebida a las tensiones internas.

La ecuacién de equilibrio para cuerpos sélidos isétropos es:

" N
V-2 e% | =
Por otro lado, Q_C'% - = L\)';-}i + T Ve SVQ)
T \ =27
Ny e 2V gl. B 294
M= ) 3y * .
axy L)) 2% T 3%
T _ ET 20 4 B 294y (8.1.3)
oz LDl ok W 9%
Ademas 5 -
% X (9 U:_ & S 0!.*. (8.1.4)
DUy 2 Cle CAYY 8?(»
d QU _ o\ (8.1.5)
SXL 2D¥Xi 22X
Después de sustituir 8.1.5, 8.1.4 en 8.1.3, la Ec. 8.1.1 queda asl
ET o' 4 E K-LU‘L ERY \_(,b’\=o(8.1.6)
hae) (1 -20) 2K exe  2UrD\ad]  oxyem
Tomando Eq _Q \a E = o
(W +T) LV -2T) P\,
Ob\rcne nos
z iy ZU' '6. .-
Q 2 Un +b_80u+\9_8_.1&. = pPor=o0
C) N¥=2 N3 ? oy 7 2% B G
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Tomando ahora 1'\]

2w '14"
ationy 2%y
(GU—h.) 3ut + 8 g | (3.0‘\. =0 ©  sea,
T RY 2 -—"-ax‘ A
: & B E 2t downde
Po‘ o ZhaD “g e 200a0) (1=2T)  SXL KR

0,  son las componentes del vector U
2 2=
QUL son lascomponentes del vector ¥ O

3
37\.‘ v‘U: _9-9_& . \'h _aay_‘ 83\3:&) son \O.Q mm?onen-\-gs de V(q,‘(j)
% .

La ecuacion en forma vectorial estaré dada por:
PG = £ g'u+ € v(9.3) (8.1.7)
2 w® 2(\+T) (1-20)
Como suponemos que las deformaciones son pequefias, los movimientos que tomaremas
en cuenta serdn pequefas oscilaciones u ondas elasticas.

Veremos primero el caso de una onda plana eldstica en un medio infinito e isétropo, o
sea, una onda en la cual la deformacién U es funcién de una coordenada, por ejemplo X%,y el

tiempo, y entonces para este caso 2 .
J'G=(2%0x 20y 20:)
axt ' awt | Taw
siendo las componentes de VZ Ode esta forma CXS
%t

Ademds, < kV- 6\ se convierte en el vector

3\, 2_8_9_*) 3——(3"*)\
axt ay \ o I oz | 9%

1
axl- ) )
Trabajando con la primer componente de la ecuacién vectorial 8.1.7 obtenex%c_)&s U
x

A 1) oxt 0 (V-2 S

el cual se reduce a (

El-c) 2%, _ 2°U% -oO

pL+e)(\-2r)  o® ak*
x _ 1 aﬂ{_x_ =0
axt g1 -T) ) ot
0sea (P(H.ﬂ(t-zq') (8.1.8)
&;— - J?_ 2% =0
° ¢ =
5. TR (8.1.9)

donde
Q = E(1-T)
ﬁ\w\ (\=2%)
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Para las otras dos componentes tenemos
vV =0 oy
(—> a_U.‘% = = ?ZU=

Cly 2(ag) ot
’3_7'01 = : X a"_\)\a =0
= k E \ Cl
osed Foy _ A gluy _ NS (8.1.10)

axt Ut gt

donde E \ (8.1.11)
Cy =UL
?.(: L\ <)

Lo mismo se cumple para Ug.

31'0; | 204
. ——x ——=0_ 8.1.12
Las tres ecuaciones anteriores, 8.1.8, 8.1.10 y 8.1.12, son ecuaciones ordinarias de ondas
en una dimensién y las cantidades (Q y C4 son sus velocidades de propagacién.

Por lo tanto, la velocidad de propagacion de la componente Ux es diferente de la
velocidad de propagacxén de \)\, y Us.

Una onda elastica consiste de dos ondas que se propagan con diferentes direcciones e
independientemente. En una ( \Ux), el desplazamiento es en la direccién de propagacién y es una
onda longitudinal que se propaga con velocidad Ce. En la otra onda (\y, Ugl) el
desplazamiento es en un plano perpendicular a la direccién de propagacién y es una onda

trasnversal que se propaga con velocidad Ce .

Las velocidades Cy y Ck se llaman con frecuencia velocidades longitudinal y trasnversal
del sonido y cumplen siempre larelacién ¢ ¢ > C th\

Recordando, sabemos que el cambio de volumen estéd dado por ViL= V=GO , .En
una onda trasnversal (o, Oy,Vz ) = Uy no hay componentes Ux Yy como tanto
Uy como Uz no son funcmnes de y % entonces V+©O = O para este tipo de

onda, y por lo tanto, en estas ondas no hay involucrado un cambio de volumen ,

Pero para las ondas longitudinales U,_— (Ux,0,0), V= aa—\-’: FOpues Uy =
Ux( X, L )y estas ondas provocan expansiones y compresmnes del cuerpo.

La separaciébn de la onda en dos partes que se propagan independientemente con
diferentes velocidades puede efectuarse también en el caso general de una onda arbitraria (no

plana) que se propaga en un medio elastico infinito.

Escribiendo la ecuacién

O~ _E S*0 & E v (9-3)
() 201+ 0) 20+) (1 -29)
y utilizando CJ: £ (\-9) Ct-_—_ M -V
PL\+¢)L\-Z¢) z(’“m
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vemos que X X E (1v-a) B
G -G ()(H-q'\(\"?-‘ﬂ 7_? (V)
2 T E
etk 29(\+¢)( \ - 29)
y entonces
Q= C: Vz' U + kc}_ > Ct\ N QV-U) (8.1.13)
Representaremos al vector U como
g = Vg + Uy (8.1.14)
donde J.0, =0 (8.1.15)
- 8.1.
y IxWey =0 (8.1.16)

ya que siempre es posible expresar un vector como la suma del rotor de un vector y el gradiente
de un escalar, aunque no se demostrard aqui.

U& lo expresaremos como el rotor de un vector y VR como el gradiente de yn
escalar y de esta manera justificamos las condiciones dadas por 8.1.15 y 8.1.16 ya que el rotor
de un gradiente tanto como la divergencia de un rotacional siempre son cero.

Haciendo la sustitucién de 8.1.14 en 8.1.13 obtenemos:
oo T - I
U+ U= &N (G + (- V(- (Ga+0) (8.1.17)
Tomando la divergencia de ambos lados:
.o [ o - T s
- Op +Ve Op = €8 VH(9-0e+9-0)+ (ct -d) ¥ (V.02)  quedando
V-8 = CFVHE-0) + lcd-cd) V(- Te)
0 sea, Ve (U - @ *U)=o
como AV Gl =0 . )
(T - GV 0) =0
Pero si el rotacional y la divergencia de un vector se anulan simultineamente, entonces el
vector tiene que ser nulo, con lo cual,
UQ - e =
. e o z - (8.1.18)
o sea U _ Yl =0 o bien O V=0
o\ g
Tomando ahora el rotac1onal de la ecuacién 8.1.17 tenemos

Ix Ue +VxU; SAL (VxUm-NxUk)-\'(Q NOORVAVALR Oy + Ve e 0y)

Oxii= & WV o Q- kT =0
como la YUy =0 =0 <., k(’)*_ - Qo) =0

y utilizando el mismo, razonamlento usado para la ecuacién anterior tenemos
U{.“C*v U(-."O (8119)
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— -
o séa, QQU;, - C:VZU& =0 o bien D U, =0
2
Las ecuaciones 8.1.18 y 8.1.19 son ecuaciones de onda en tres dimensiones y cada una
de ellas representa la propagacién de una onda eldstica con velocidades de propagacién.
WY & respectivamente._ La onda (W) ~ mo lleva consigo cambios de volumen pues
g.usovla onda (U,) st lleva consigo compresiones y extensiones de volumen.

En una onda elastica y monocromadtica el vector desplazamiento es
- - —iwl
U= Re{le S (8.1.20)
o sea, U = Uo o5 wt (8.1.21)

gj sustituimos 8.1.21 en 8..1.13 obtenemos:

R P
0= -wrUstoswk

Ademis, como el laplaciano, el gradiente y la divergencia llevan consigo sélo derivadas de

pOSiCibn'VzG = (V"Go} s wk 1 W(9-0) = V(9-3. ) cos ok

Finalmente tendremos que Uo cumple con

i (Vzﬁo) Cos uwk + (C&—C?)V(V-Go)wsw{-*— w Vo tos Wk =0

0 sea, 29, + led-ad) VT + Wl =0 (8.1.22)
Las partes longitudinal y transversal de una onda monocromaitica satisfacen las
ecuaciones g .
V O + kU =0 e (8.1.23)
Vil +hr U =0 (8.1.24)
donde = L
bv = wf, by = wf,,

Son los numeros de onda de las ondas longitudinales y trasnversal, respectivamente.
8.2 Reflexion y Refraccion de una onda elistica plana y monocromatica.

Trataremos este tema en la superficie de separacién entre 2 medios elasticos diferentes.
Lo haremos en una forma breve.

En general, durante la reflexién o refraccion se altera la naturaleza de la onda.

Si una onda trasnversal pura o longitudinal pura incide sobre una superficie de
separacién, el resultado serda una onda que contiene una parte longitudinal y una parte
transversal. Cuando la onda incide normalmente sobre dicha superficie, o cuando una onda
transversal —cuyas vibraciones son paralelas a la superficie—, incide sobre ella en cualquier

direccién, la naturaleza de la onda no varra.

Sean © vy e los angulos de incidencia y reflexién (o refraccién) y € y ¢' las
velocidades de las 2 ondas.
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Se cumple entonces que

Sem 8 C
I )

Consideremos, por ejemplo, una onda incidente transversal con velocidad

medio 1. Para la onda trasnversal reflejada tenemos
que 6<=6'

.= Gy en
'= Cw y utilizando 8.2.1 deducim
. O sea, el dngulo de incidencia es igual al dngulo de reflexion.
Para la onda longitudinal reflejada C =Co vy

X 6 = Q:‘L

sem B Gy

La velocidad de la onda transversal refractada sera

C_‘-_-CQ.LY ﬁ: 9&’_’

Qe 6 C.\.,_
y la velocidad de la onda longitudinal refractada sera C'= Ci cumpliéndose
M D o Cky .
m 8! G
8.3  Geometria de las Ondas Planas yS.

La forma general de las ondas plang: \(iene dada por la gacuacién:
i \W3%; -t +¢
¢ 4 ‘h
Ui = Ate ! (83.1)

donde Ai esla amplitud, ¢ la velocidad, <b el retraso de fase y Yh
directores de la normal al frente de onda, o sea de la direccién de propagacién.

En un sélido elastico infinito e isétropo existen dos tipos de ondas: unas viajan
velocidad C y las componentes de sus desplazamientos cumplen la condicién

Siite M (L4l =123 (832

donde el primer subindice de “‘a siénifica que la onda es longitudinal y el sequndo v

segun la componente. Esta es la onda cuyo movimiento esta en la direccién del rayo.

El sequndo tipo se propaga con velocidad <+ y su movimiento esta en el plano no
al rayo, por lo que sus desplazamientos cumplen la condicién

VW= 0 (8.3.3)

donde el primer subindice de Vi{ significa que la onda es transversal.

En un sistema de coordenadas cartesianas los vectores Ue¢ y U+ que represen

los desplazamientos de las ondas P yS, tienen sus componentes dadas por  Vei
U, respectivamente.

Definiremos un nygvo sistema de coordenadas \r, oV ,Sﬂ\donde ¢ es la direccién
propagacién del rayoo YU y sV y SR estin en el plano normal. SV es la intersecci

del vlano normal conelplano Xz ,o0sea, TY% , representando la componente vertical
laonda S ;y SW esla interseccion del plano normal con el plano *+*3, 0
X% , reprsesentando la componente horizontal de la onda © . Las componentes de

ondas P y S enunoy otro sistema de coordenadas vienen dadas por:

O = (Ley ,UQ‘L,UQs\ = (\m, 0, 0) (8.3.4)

_ (8.3.5)
W = k\)k\ ,utz‘ \31;3» = kO, Urey ,\)tsu.\
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=~ € =N

\
Jﬂs/\ % . P\dno de neidendia o plame veckel
<~ R /
N\—

R%. 8341\

El angulo que forma la direccién del movimiento de laonda © con el eje SN se llama
angulo de polarizacién (5 N

Ot sw
= OoxC
& i, (8.3.6)
Las amplitudes totales del movimiento de laonda ¥ y © vienen dadas por
Iy |
\Oed = (0% +ofex 0&)" = \Tar\= Ver (8.3.7)
(8.3.8)

- U Y
‘\)k\ = \Ot\-\—\).:.‘ \—Ut'g)r.: (Utsv *Uk:w)

84  El movimiento de la partfcula

La nomenclatura que utilizaremos para facilitar la comprensién de esta seccién sera la
siguiente, que hace uso de vectores:

P onda primana

§ onda secundaria

N

v vector unitario en la direccién de la coordenada ¢ del nuevo sistema

(r.sVv,5W)

vector unitario en la direccién de la coordenada S\

2y O

vector unitario en la direccién de la coordenada SW
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% X = vector unitario en la direccién norte
N N . . . . .
¥, ‘4= vector unitario en la direcci6n cenit
N N tae . .

X3 = vector unitario en la direccién este

SV componente vectorial vertical de la onda S

SW  componente vectorial horizontal de la onda é

R Proyeccién en el plano horizontal de la coordenada *
Yk componente’ de T en ladireccion de 2

SNe  componente de SN en la direccién de €

Los vectores de desplazamiento Y& y UL definen el movimiento de cada una de las
particulas de un cuerpo elastico al paso delasondas P y S .

En sismologfa es muy importante fijarse en el movimiento de la particula sobre la
superficie de la tierra cuando llegaunaonda Py S .

Definiremos ahora los ejes XX en las direcciones Norte, Cenit y Este respectivamente,
en el punto de observacién. La proyeccién de la direccién ¥ de un rayo en la superficie
horizontal (plano xpx ) es R . El angulo que forma la direccién R con el Norte (xl), y que
s6lo podemos observarlo en el plano horizontal, constituye el azimut 4) del rayo. El angulo que
forma el rayo con la vertical define el angulo de incidencia © y se encuentra, l6gicamente, en el
plano vertical (plano ¥ xj).

En el plano vertical, ¥ y x5 son perpendiculares y ambos se encuentran en dicho plano.

1 es la interseccién del plano vertical con el plano horizontal. En el plano vertical se propaga la

onda P que tiene una componente vertical, su proyeccién sobre x5, (e- ‘Az.{), y otra
horizontal, su proyeccién sobre {2, (P-©) . En este plano se propaga también la
componente vertical de laonda S, 0 sea, SV . Laonda SV tiene una componente vertical
\&v ,Sg,_\) y una componente en el plano horizontal en la direccién de & dada por

- R.

En el plano horizontal la onda . ©% tiene su direccién perpendicular a la direccién de
R . Las componentes de lasondas P y SN que aparecen en este plano son
N

= P.R % S\Np= SN-T®
o sea, aquellas que estén en la direccién de K.

Los planos vertical (¢ Xz,\ y horizontal (\(. Xs) los vemos a continuacién en la
siguiente figura.
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{\ K= CENT

Y A3=Esre
Plavne \/e.f'HCa\ —P\fmo \-\onz-o;\%o.\
F\%, 8.4\ -'\'-'.‘a' 8.4.2

85 Desplazamientos a partir de los potenciales

Para encontrar los desplazamientos utilizaremos los potenciales ¥ y ¥; que son las
soluciones de las ecuaciones de onda:

5 S VAl %
ol oot (8.5.1)
y % = % i (8.5.2)
respectivamente Y podemos expresarlos en forma de ondas planas.
’ (e = A e"”‘“i“% ~ak) (8.53)
Y - B etﬂekxm’rcdc) (85.4)
donde A y B sonlas amplitudes de los potenciales.
Como Li= a0 +g\3‘z 83 . Podemos encontrara O
Oy = 3= Alkemt @ OV (8.5.5)
; Li= Sy e (8.5.6)
puesto que 0= Qe + Uu (8.5.7)
¥ se cumple que Y % Ve =0 \A < -0t=0 (8.5.8)
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por lo que Ug = N ‘Q i (859
y W=V ¥ (8.5.10)
Desarrollando la ecuacién 8.5.5 tenemos que para la o)ndaP los desplazamientos sop:
: Ll (g - Cot
U = @i = (,QUJAYU (8.5.11)
) h(n x; - cok)
S -
Ug, = 8P _ 0= 1AV, (8.5.12)
ES x[,d(\m _ck)
Ueg = __‘ﬂ 2,9 = (kA @ (8.5.13)
=) &3
y desarrollando la Ec. 8.5.6 los desplazamientos para la onda S seran:
Ly %y - Cek
Uy = a% _ 3“’7_ > (BBYLZ"&Y[‘S)&,\ s LI )
= % 3‘/\3 ( _L) (8.5.14)
Uy = a‘l} _ . (Bt -Bat) bl Q (8.5.15)
X 6“\
e nyx -k )
U = ah sk _ (B ) et G, (8.5.16)
= § =) S

8.6  Velocidad de la particula

Las velocidades Cu y Ck representan las velocidades de propagacién de las ondas. Ahora
estamos interesados en saber la velocidad con que se mueve cada particula cuando pasan las

ondas.

Tomaremos una onda P propagéandose en la direccién del eje %, para mayor facilidad.
El desplazamiento de la particula esta dado por la Ec. 8.3.1 con i= 1, o sea,

U = Avcos (X =Cel) (8.6.1)

la velocidad, por lo tanto, sera:

Up = 2% = Akece v o (¥, - k) (8.6.2)

Para un punto sobre el eje Y1 (eje X ) a una distancia x] = xl del origen, asignando

valores a {'- podemos encontrar los valores correspondientes para el desplazamxento yla
velocidad sustltuyendo + en las ecuaciones 8.6.1 y 8.6.2 y sabiendo que T=_l
obtenemos asi la siguiente tabla
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Tiempo  LY) Uer ™
‘Lo - X_‘ A\ (o)
¥1 = é‘- + ;\—E C - A1 Qg,o(
l-?. = & + I _Al 0
[ 2
‘Ls = X » 3L o A\Daﬁ(
~ "4

Los méaximos y mfnimos de la velocidad estin desfasados en 174 con respecto a los del
desplazamiento. El desplazamiento va retrasado con respecto a la velocidad

El valor maximo de la velocidad, sustituyendo Jf, = FAYNE 2‘5/1'@( es

Ug, = i_‘f‘ (86.3)

La velocidad de la partfcula es, por lo tanto, independiente de la velocidad de
propagacion de la onda y depende s6lo de la amplitud y del perfodo.

8.7  Energfaen unaonda plana elistica

La energra total en una onda elastica plana es la suma de la energfa cinética T yla
energfa potencial \V , esto es

E=T*+\V (8.7.1)

Consideraremos, para ejemplificar esto, una onda que se propaga en la direccién
X1 = L y que tiene desplazamiento ( o, \);.I O) ,o0se, Y=Ugz

La onda estar4 dada entonces por

0= Acom o (x-cd) = U (x-ct)

(8.7.2)
) " .
La energfa cinética de la onda entre dos frentes de onda X y K esproporcional
a cuadrado de la velocidad Vo
T
T= La g k?&) Ax (8.7.3)
Z 2k
&

¥ la energia potencial en un cuerpo perfectamente eldstico es proporcional al cuadrado de las
O\

deformaciones
NV = X ké’i dx (8.7.4)

De acuerdo con el prin01p10 de minima accién, o principio de Hamilton para sistemas
Conservativos, todo sistema mecanico esta caracterizado por una funcién definida por

Lk%\,%-;_,.“,%v\’%’%y',.,%n) ) (8.7.5)
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o sea, L L%’%’{)

y el movimiento del sistema del tiempo lﬁ\ al iempo 'kz, es tal que la integral de linea dady
por te .
g = g\_kcx,c\,-’c) di (8.7.6)
t

tome el menor valor posible.

Lafuncien L sellama Lagrangiano del sistema y es

L= T=V (8.7.7)

mientras que laintegral S se llama acci6n.
La condicién necesaria de minimo de S es que su primera variacion se anule, esto es:

§e=9S Xt\%q\) L) &=0 (8.7.8)
L

\
El principio de Hamilton es condicién necesaria y suficiente para que se cumplan las
ecuaciones de Lagrange

%(@e_(\:\\ - _%\%: o) e79)

dondelas 4\ son las coordenadas y las Z\; las velocidades.

Aplicando la Ec. 8.7.9 a nuestro problema obtenemos:

z LY
L=T-N= J-Z"‘g\%\ dx - Jibg(%%\&x
x' X'

A= DV
N 1= .
x" < Xz
l‘-:o(@%dx a1 wk a('g_gdx
3 x‘ * X‘ \
3l _ _b(m\a N T Vdx = 2
XY 2 )Sax\' |3 dx %“(Px\ 1%{\ %i"dx BS %7% e
Porlotanto ) 5 _ oL = -1 e
2L - =Q'<>_°_ax_\o§°°°‘%=o
k2% g L‘ e S
i o 2V b aV)Adx=0
g ( YL a
integral que es cero cuando :
= e NV el
e b =2 =0 (8.7.10)
0 sea, Q 3V - b ’a?UL
3&1— 2N

. <
ecuacién que al compararla con la ecuacién de onda da h=ac
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Sj sustituimos en las Ec:‘.‘ 8.7.3 y 8.7.4 una onda de Ia forma de laEc. 8.7.2 tendremos.

T= ac_:lf gﬁ\‘ws‘ﬂ@m-ck\ dx (8.7.11)
x\
= bl (Kot Rixe
V = _% P‘ cost B (x-ct) dx (8.7.12)

2 X
om0 b=ac queda T.=\/ ) 0 sea que la energfa en una onda plana elastica esta dividida
 igual en energla cinética y potencial y es proporcional al cuadrado de la amplitud. La

energfa total es %!

E=T+\ = ok Yﬁ' cost Jo, (x-ck) dx -
X\
g8  Propagacion de la Energfa

Muchas veces es mas conveniente utilizar la densidad de energfa L, o sea, la energfa por
umidad de volumen. En ausencia de disipaciones de energfa y considerando que el cuerpo es
perfectamente elastico, la ecuacién de conservacién de la energia puede escribirse asf:

%, v 2 (wVi) = o (88.1)

donde N\ esla velocidad de transmisién de la energfa.
La forma unidimensional de la ecuacién anterior es

sw =0 8.
.+ %va) (8.8.2)

donde W es ahora la energfa por unidad de longitud en la direccién de propagacién de la onda.

Verificaremos ahora que cuando la onda es transmitida no cambia en forma y que la
_energia se propaga en el medio con la misma velocidad, o sea que:

'} T
= 1a(=v Lb (@2 (8.8.3)
w Jz_ g{) ¥ rA =23

ow- QWY 4 b 2V
oL 2% ot 2% 2x2%
Utilizando la ecuacién Q a_‘u - b 30 tenemos
St* aR*
ow _ bauaw 4 bawdy
2% 9%t 2% X 31(33:

W (- 2N
3t =X 2% o%
Colocando el valor anterior en la ecuacién 8.8.2
MW = g_(w\/) =_9_‘Q0_3_g§—0—> y por lo tanto
>t DA ok \ =t °%
Vw= - b3 av

20 2L
0 sea que B \”""\% 3L X%

(8.8.4)

(8.8.5)
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Sitomamos U= {(x-ct) y calculamos Wy , U 10
=Y %
y los sustituimos en la Ec. 8.8.5 obtendremos
s 0( +hk W= ¢ {ix-cd) 2V - f(*-c)
e B Cofied(Foret) | abe _ 2 ¢
T L (et £k SON
. J= G (8.8.6)

o sea que para el caso en que una onda plana se propaga con velocidad constante, la energia se
transmite con la misma velocidad con que se propaga la onda.
8.9  Ondas Esféricas

Le ecuacién de las ondas esféricas con simetria con respecto al centro puede deducirse a
partlr de la ecuambn de onda 7.2.10 poniendo el iaplaciano en coordenadas esféricas, haciendo
Y= AL X ‘k" y suponiendo que k\) =\ QL) para simplificar la solucién.

El laplaciano en coordenadas esféricas es:

Vo= m\,L"" z‘t\ +V\LthW¢a% d = .l (8.9.1)
o 44

Y = (_L = \ 9& (8.9.2)
y la ecuacién de onda estard dada para este caso por
\ 2_[¢* 3‘»\ ¥ _&_-_ a‘g; (8.9.3)
(zar\ or e 8k
e 4 ( 34) *‘?.‘(‘ 8\\’ X QQk
(“L 9(1 a" c,z' 8*3'
Lz | ﬂ (8.9.9
art | ¢ or ¢

Haciendo la sustitucién \,\)U’ Y= @ Qe L)

84’=l£— & i—la@

\
5 € ar " X T v

y por consiguiente 2
. ¢
oY

(8.9.5)

a" 2
arl Ky

i
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Volviendo a la Ec. 8.9.4 82§ o R T atd
¢

L
-

oY e
¢ _ 1 2P (89.6)
1t - okt

Esta ultima ecuacién tiene una solucién mas sencilla. Suponiendo que no hay fuentes en
J infinito, es decir, la energfa se propaga desde el origen hacia afuera, la solucién tendra la

- = ¢ (r-cb)
V= L\» E? \r-ct) (8.9.8)

Para este caso C=Ce pues no existird velocidad transversal al propagarse la onda en
forma radial.

(8.9.7)

La solucion ‘P que satisface la ecuacién sera

tUoe T —wk) e (0= ced)

b- & e ™ - Ae 899)
C

v
donde ,QQL es el numero de onda correspondiente a la onda de velocidad (&

Summerfield demostré que esta expresién se puede escribir en la forma:
. (= ]
ther A
o - gm, ) € & &k
C o Al
donde Jo qu') es la funcién de Bessel de orden cero, & y ¥ las coordenadas cilindricas y

Vsl - &t -

Esta expresién describe las ondas esféricas en funcién de las coordenadas cilindricas y es
muy Util en Sismologia.

(8.9.10)

810 Ondas Cilfndricas

El laplaciano de una funciéon U =U((‘\9 .%) en coordenadas cilindricas estd dado
por

Vz( )= A, © X 3V 920 aty
= e =AM I —\ A
(. = ‘r( ,_) \r'\‘. ~ E—; 53 F 3 (8.10.1)

Para escribir la ecuacién de onda en coordenadas cilindricas supondremos que hay
simetria con respecto al eje Z Yy entonces

TPrad)= P , 120 ., a0_ 1 ¢ (8.10.2)
' 3(t Y ar 9T (¢ okt
& _ b, 1L b b
VPlrad)= Zhe L e Thod o (8.103)

donde los potenciales p y \l} son sélo funcionesde ¥ ,Zy L.
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Los desplazamientos son ¥ en la direccién de ¥y Z enla direccién de =
pueden deducirse de los potenciales ‘PQ;@L)Y XU\%,%} de tal forma que: VY

R= _ 99X
—.3: o2 (8.10.9)
= 9% _ 1 alrX
Z Y C T\‘l (8.10.5)
donde }(-_-_ _%\"F

Los potenciales "P y X son soluciones de

0. L 2%
Ve = at okt (8.10.6)
T 2
V X,: A 2 K
Si hacemos XF -"ﬂ el nuevo potencial ,q’, es solucidn de la ecuacién de onda
or
(8.10.8)
N ¢ \k) =1 ﬂ
CC. ‘a,k'l.
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9. ONDAS ELASTICASEN UN MEDIO SEMI-INFINITO:

9.1  Leyesde reflexion y refraccion:

En la seccidn 8.2 se tratd este tema para ondas longitudinales y transversales. En esta
ceccién trataremos lo mismo utilizando ondas S y P e introduciendo una nueva forma de
trabajar con los 4ngulos de incidencia, reflexion y refraccion.

Sea © el angulo (acutangulo) entre la normal a un frente de onda y el eje-X para
cualquier tipo de onda (incidente, reflejada o refractada) y sea i su complemento. Sea c la
velocidad de la onda. Para todas las ondas involucradas se cumple que

vl o wr;g —_COT\.S‘\C« ‘e
; - " (9.1.1)

Con una onda incidente, i es llamado angulo de incidencia y @ angulo de emergencia.
Como trataremos con ondas P y S, en adelante denotaremos los 4nqulos entre las normales a los
frentes de onda y el eje-X por © para las ondas Py por ok para las ondas S en el medio M (esto

es, para ondas incidentes y reflejadas), y por 8 y o< en el medio M’ (esto es, para ondas
refractadas).

La siguiente figura nos hace visualizar mejor lo dicho.

(M' \ P\'e(v

Vo

Fia, 00

9.2 Reflexion de ondas internas:

Consideremos un medio elastico semi-infinito limitado por la superficie XY y ocupando
la parte inferior del espacio. cx es la velocidad de la onda P y ¢, la velocidad de la onda S.
Consideraremos tres casos para el tipo de onda de incidencia.

Caso 1: incidencia de una onda P

Utilizando 1a ley de Snell, ecuacion 8.2.1 y la ecuacién 9.1.1 obtenemos la relacion

1 wse . wsX
%L_ - === = (9.21)
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$©

F“Q‘ %L Seg

donde i es el angulo de incidencia, © el dngulo de emergencia de la onda P tanto incidente
como reflejada, y o es el dngulo de emergencia de la onda S reflejada.

Para representar los desplazamientos de las ondas P y S, y teniendo en cuenta que el
rayo estd contenido en el plano XZ y que los desplazamientos de las ondas P y SV tienen sélo
componentes en la direccién de x y de z y SH en y, definiremos los potenciales ‘P’ \J’.U-,_ asf.

LP dado por la ecuacién 8.5.3
como — Y, tomando en cuenta la ecuacién 8.5.4

Los desplazamientos en forma escalar seran las componentes de u
U= U 4+ Use

eisea, U= LU 4+ Uy
Desarrollando la ecuacién anterior tenemos
Vi=Up +0u = 29 3% 9.2.2)
ax =1
Uz = U, +U = 29 (9.2.3)
Uy = Uty 4 Upp = 9;& _ 2t (9.2.4)
donde ‘{ i ‘P y U, son soluciones de las ecuaciones de onda
v 2%
.@_QL - GNP (9.2.5)
) g
2 o o Vb
== (9.2.6)
o= 12
2°02 — & A\VLUS (9.2.7)
=% 3
Los cosenos directores del rayo incidente P son
(toz @, O, «m®) (9.2.8)
—raroTeTEeh
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En el medio M los potenciales pueden ser escritos de la siguiente forma.

‘P-: Ao e'n:{*a..%,\-za-vk) N A e:‘-\r.(x-'t*‘he-\l{) (929)
e (0 4 -~ e r-2dg o ~v
V=R, ¢ e Jc)*-%e ™ )

(9.2.10)
e (x & %-\%« -~ C QLK (1-%!&«(. -vi)
&

V2=Co € (9.2.11)

donde \l=¢'§§es la velocidad aparente del punto B en la superficie que se propaga de B a O
mientras el rayo se propagade Aa 0; % = %.cos © es el nimero de onda correspondiente ala
velocidad v. Ademas, los primeros términos del lado derecho de las ecuaciones 9.2.9, 9.2.10 y
9.2.11 corresponden a las ondas incidentes y los sequndos términos a las reflejadas.

Las tres ecuaciones anteriores resultaron a partir de la forma general de la solucién de la
ecuacién de onda. Por ejemplo: e (Y, + %M +%eMa - ck)

¢ = A QhtameY o ne
“P— N QLDQ (%058 4 (yeos 40" + 2 'cos (10-0) - ck)

Wk (koo © + 2 200 - c.Jc)
P=Ae
dividiendo y multiplicando el exponente por cos ®

\ez A QLkwsBLx + 2490 - et fiose ) _ AQ‘E‘ ()(4%.\%9 )

dondei’é= k cos® yv=c/cos®.

Como estamos tratando el caso en el cual la onda incidente es una onda P, tenemos que
B=Co=0y AXO. Ademis C=Cg w=V ¢\e=\eq v el dngulo de emergencia serd @ cuando nos
referimos al potencial © mientras que c=Ce v=Vi  k=luy el dngulo de emergencia serd &
cuando nos referimos a los potenciales Y y U, . Explicitamente ke = hgcos® y
R Cyws é)ara @ y Kr= o\ ansX "d
VizCtfoam  Pava ‘{’ y O

Haciendo las modificaciones correspondientes en los tres potenciales tenemos:

$. A e‘m, (» +H‘Be_ \J;;-E)*’ A éulx-%*ge -Vek)

" (9.2.13)
e (K- Bt -\
?:—. ge "‘6 5 (9.2.14)
. _ K =\
0o g% (x- 24y (9.2.15)
Por laley de Snell Cos © Lo &
Q ct
¥ por lo tanto, Np =t Y Ky = K
d
onde N = C!L/ cos © y Vi = C\;/COSO(

ke= L weo y Y= Jox o8 &
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por lo que utilizaremos indistintamente la notacién
K=\ =Ky \j N =V =\

en esta seccién y la siguiente.

Para evaluar las constantes A, B y C estableceremos las condiciones de contorno de]
problema Estas son, que los esfuerzos son nulos en la superficie libre z=0. O sea que para z=0,

T, C e G = (9.2.16)

Para evaluar C tomaremos la condicién ~ Tw3 =0

Como Gy = (A+% /0 o Sy + a (uiy - & $iqUee)

e
U= 20 _ =% e Q0L g b by

cE3 X
entonces _E)\);x,/a =0V por lo tanto 907-/81 =0 (9.2.18)
Tomando \)z dada por la ecuacién 9.2.15
Vo - *‘chew RSN A (9.219)
7

Pero q-?.'b tiene que ser nulo para todos los valores de © y <X y por lo tanto, C
tiene que ser igual a cero, es decir, si la onda incidente es una onda P, no hay onda reflejada SH.

Esto coincide con el resultado a obtener a partir de la ecuacién 9.2.3 ya que para este
caso ‘?# \Q(“)yporlotanto cA =o0= U,

)
Para evaluar A y B tomamos las otras dos condiciones de contorno
Qa = 2/«0‘3 /(kao‘ + a\h\ =0 (9.2.20)
y Taaz AV +2/4_L)3-5 = A Ve rTpM 4 o (9.2.21)

Sustituyendo los valores de u; en funcién de ‘(3 y \\’ en las ecuaciones 9.2.20 y
9.2.21 obtenemos las ecuaciones:

?,Ao%&e Qg% ZMere +(-\a&°( -DB eiﬂu- O (9.2.22)
y Ao(\+3'\°& e)Q +A(\+3\a:e)e ;ZG‘%U\Q ‘O (9.2.23)

Despejando B en la sequnda ecuacién y sustituyendo su valor en la primera obtenemos
después de agrupar adecuadamente los térmmos *ig

Ao [4#30&3« (aatoe e\L\gga&-\] A[“"Qe)“a“*‘(\*’ﬁ \ﬂée\('\%o( \ﬂ o
_ [dhelax-laaig 0)({eret~ Vle )
Ao ‘-%&91“@ + (r240) (g - -n)e

l%g (9.2.24)
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Despejando ahora en la primera ecuacién y sustituyéndola en la sequnda obtenemos

B - - 4440 (1+3%g%0) " (9.2.25)

R T PIIPE T ey

Como para muchos sélidos y en particular para la mayorfa de rocas de la Tierra, se
encuentra que los valores de los dos pardmetros elasticos .y A no difieren mucho,
consideraremos las siguientes aproximaciones en las cuales se desprecia todo tipo de diferencia
entre los valores de 2 y /«, y ésta es la llamada relacién de Poisson que podemos expresar asf:

7\7&-, \<=§£/u ; ¢=-2: ;Cn=~ﬁC¥ ;C}”/*le (9.2.26)

Como c est4 relacionada con el potencial te y ¢, estd asociada con los potenciales \p

v ), , entonces tenemos que z . 2
(0s B = dcos X (9.2.27)

A partir de la relacion anterior tenemos
|- SN0 = s X3 %) X = Me:z. .
Zx-\ = BRNK 4 = IO\ o 3‘”’9:“59
'kh et X ws*e =6
.;vg-.,(_\ = *s-\?;e x\ (9.2.28)

y por lo tanto, evaluando la ecuacién 9.2.24 para 2=0 y tomando en cuenta la ecuacién 9.2.28
obtenemos la relacién A/A | en la frontera entre los medios M y M'.

_ 4tledax- (1 +2igte)
%‘ 4190 Wt v (1+ 230y 5229)

De la misma forma obtenemos

B . _-4hplinige

Ao 4—*‘&6‘\'%“0‘-\- (‘*3"‘&7'9\1'

Para ®=0y © =T /2, B=0 y por consiguiente no hay onda reflejada SV.

(9.2.30)

A=0 para los valores que hacen cero el numerador de 9.2.29, éstos son, para la condicién
de Poisson, ©=12°47'y © =30°,

Caso 2: incidencia de una onda SV

Consideraremos ahora el caso de una onda incidente SV. Trabajando en una forma
semejante al caso 1, y teniendo A0=Coé0, podemos deducir que las ondas reflejadas son Py SV,
no existiendo onda reflejada SH.

Las relaciones entre las amplitudes de los potenciales de las ondas reflejadas con respecto
ala del potencial de la onda incidente, podemos deducirlas de manera similar al caso anterior ¥

tendremos que: A _ 4 -\g\u (v _\_3%7. 8)
Re 44%&7&“ NYPERCS e\‘z (9.2.31)
4&9 *‘au '(\'\'3*8‘8) . (9.2.32)
4 4ot ¥ (Lraiy'e)

8
®o
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Para una onda incidente SV, la relacién entre el 4ngulo de emergencia de la ond,
incidente y el de la onda reflejada P, viene dada, segtin la ley de Snell, por

Cosx _ wos8

G <!
donde ©< X ya que ¢ < €] El valor de & para el cual © =0 recibe el nombre de
angulo critico y viene dado por X = Qre cos % (%2553)
|
|
|
' v
[ te
o‘t& l J' q(‘.
| SN vef,
“Nine :
| T, 2.2
| ({
Para todos los anguidsde incidencia 04 <% sélo existen ondas reflejadas SV y no P.
A partir de larelacién 0 G
s 9 Cos &
-
oblenemos ﬁg - :/_: Y (9.2.34)
G (9.2.35)

Para valores del angulo % €%, de acuerdo con la ecuacién 9.2.35 obtenemos valores:de
cos © mayores que 1y porlo tanto WV /Q <\ ,esdecir, WV < Cep .

Si los valores de v se encuentran en el intervalo ¢, & v<cj,latgXesreal ylatg © es

imaginaria \f_ -
4% = = j @t (9.2.36)
. 27
%Ge = LS\ VY (9.2.37)

Sustituyendo los valores anteriores en las ecuaciones 9.2.31 y 9.2.32 obtenemos para B
una expresién compleja que podemos escribir de la siguiente manera:

donde ' B = %0 e . -
{%5 - 4 J\-V‘/&‘J" -1 (9.2.38)

La onda incidente SV se refleja como una onda SV de la misma amplitud con sélg un
cambio de fase.

Caso 3: incidencia de una onda SH

Para una onda incidente SH, la cual en el caso de un rayo contenido en el planzo XZ
solamente tiene desplazamientos U, representados por
L+ %ﬂoﬁ-\/’t)
U.= Co © (9.2.39)
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es facil demostrar, aplicando 1aS. condigiones de contorno, que sélo existe una onda reflejada
tambi¢n del tipo SH y cuya amplitud es igual a lade la onda incidente.

9.3 Movimiento del suelo ala llegada de una onda:

Basados en la seccién anterior analizaremos ahora el movimiento del suelo a la llegada de
unaondaPo S.

Supongamos que tenemos un sismégrafo sobre la superficie de la tierra y consideremos
gsta COMO un medio semi-infinito. Al llegar una opda P o S el aparato responde al
desplazamiento de la superficie libre. Este desplazamiento corresponde a la suma de los
desplazamientos de las ondas incidentes y reflejadas, asi:

VJp = Upge U?we{ + Usvof (9.3.1)

Usy = Vavine + Vay ve( \\ vef (9:3.2)

Usn = Usime + Vs vof (9:3.3)

Estudiaremos los tres casos como en la seccién anterior:
Caso 1: onda P incidente

El movimiento de la particula de la superficie libre a la llegada de una onda P es la suma
de los desplazamientos de la onda incidente Py de las reflejadas P y SV. Las amplitudes de estos
desplazamientos podemos deducirlas de las ecuaciones 9.2.2,9.2.3y 9.2.4 sustituyendo en ellas
los valores de los potenciales de las expresiones 9.2.9, 9.2.10 y 9.2.11 que rerpesentan las tres
ondas. A las amplitudes de las tres componentes del movimiento de la superficie las
designaremos UPL donde el primer subindice no es una variable.

ST O - 1K (k4 24,0 =V . A Yae
Upe[Z+ 28] =[ae € upiac 8t 1
\

=20

am
&N\p ?

Nota: Amp en la parte inferior derecha del corchete significa amplitud.

Upy= Aok +Ax-Brigec " i ix-ahork) | sletgany
3 2. ke kT L
amv )
Uh: Mo \L-\%g - A\L'\%e - B
y por ltimo, le _ ‘-2(& —0
9‘6 A p

Quedan asf las amplitudes

Ups= Ao xAx —Bk\ﬂdo& (93.4)

Upz=o0 (9.3.5)
Ups= Ao ige - fcq® - B (9.3.6)

La amplitud total de la onda incidclante Pes
\ kR J— -‘
2 2 i 3 — 1
Opn = (Lo vt ) = Ao Toge s

e

donde obtuvimos los uy: a partir de los primeros términos de las ecuaciones 9.2.2,9.2.3 y 924
usando los potenciales adecuados.

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

104
Los cocientes de las amplitudes de la componente horizontal (JP1) y vertical N P3)
del movimiento del suelo divididos entre la amplitud total de 1a onda incidente P ( Up
Un Ao+ A - Bigx 9.3.8)
UP.“ Ao J \-\4‘"9
ing
Ups - Aoe-Ate -9 (9.3.9)
U Pinc Ao H—J«ge‘

inc) son:

Si sustituimos los valores de A/A, y B/A de las ecuaciones 9.2.24 y 9.2.25 en estas
expresiones obtendremos las siguientes ecuaciones:

Un . \2%m@ '8 i‘&“ (9.3.10)
Uﬁﬂg E 2

Urs lpsen® “‘i (3 4ye) (9.3.11)
Upine

9.3.12
donded=4tg 0tg X + (1 + 3tg2e )2 ( )

Trataremos ademas dentro de este caso, el angulo aparente de emergencia de la onda P,
que se obtiene tomando el arco tangente del cociente que resulta de dividir las amplitudes
verticales del desplazamiento de un punto sobre la superficie entre las horizontales. Este dngulo
se obtiene a partir de las observaciones de las amplitudes medidas en un sismograma. Como las
amplitudes observadas en la superficie no son las de la onda incidente, sino las de la suma de las
ondas incidentes y reflejadas, el angulo obtenido en la forma descrita anteriormente no es el
dngulo de emergencia de laonda P, 0 sea © ,sino © |, osea, el angulo aparente de emergencia.

“Q-é = Upy . 1vddPe (9.3.13)
U?\ 'L*%e(

Caso 2: onda SV incidente

El movimiento de un punto de la superficie a la llegada de una onda incidente SV
podemos deducirlo de una forma similar a la utilizada para el caso No. 1. Dicho movimiento
estard dado por la suma de los desplazamientos de la onda incidente SV y las reflejadas P y SV.
Los cocientes resultantes de dividir las amplitudes de las componentes horizontal (Ugy 1) ¥
vertical (U SV 3) del movimiento del suelo entre la amplitud total de la onda incidente SV

SV inc) son: Vent _ A_qu “Bo '\‘)P\
Usvine Do (\+ *{JW’- (9.3.14)

_ - %o - Aﬁe 'B
05v'\n(_ %o(\ “r‘\'%}o‘\q;'

Sustituyendo los valores de los cocientes A/Bo y B/B, en funcién de los angulos y dados
en las ecuaciones 9.2.31 y 9.2.32, obtenemos:

U = blawc’e | m,ﬁge)

(9.3.15)

Osvine A d:ecus ] (9.3.16)
Ve -\Zheag;% 2 (9.3.17)

Wav .=
El 4nqulo aparé‘naac de emergencia & , serd

o= - -'?_ﬁe
4%0\ iy \+2\q0 (9.3.18)
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Caso 3: onda SH incidente

El movimiento del suelo a la llegada de una onda SH es en amplitud el doble dé la
amplitud del desplazamiento de la onda SH incidente

Pgr ultimo, conside.raremos el dngulo aparente de polarizacién de 1a onda S. El agnulo de
polarizac16n de la onda S viene definido por

P Gt B

Este ér}g\ﬂo no puede calcularse directamente ya que lo que observamos es siempre el
movimiento dé la superficie a la llegada de la onda S y no el desplazamiento de la onda S
incidente. El dngulo aparente de polarizacién est4 definido por el movimiento horizontal de la
onda S observado en la superficie libre.

“3 r= O (9.3.20)
Dsvr
Sustituyendo én la ecuacién 9.3.19 1a amplitud del desplazamiento de SV en funcién del
potencial tenemos
C

‘Li (6 = KBO.GP:.\%‘L“\‘I-; (9.3.21)

En la ecuacién 9.3.20 sustituimos ahora ) gpy2 ¥ U gg) por su valor en funcién de las
amplitudes de los potenciales de las ondas incidente y reflejadas, obteniendo asi:

43 _ 2Co 14
[ N v Bodgor (9.3.22) f

A partir de las ecuaciones .
A _ 4%“(\*3%"8) &_= 4&9-\30&—(\-\-3%‘9) -
Ro~ 49 Oiqckr (14 3iqte )’ 2BW 4 e o (u—sﬂ‘e\‘ e

deducimos A= Bo L 4,-\%“ ( \ -\-3-\1‘9) (9.3.23)

?= %ﬁa\ (adqoige- (12ige)’) (9.3.24) .

1.
donded = 4tg & tgex + (1 + 3t9%0 )
Sustituyendo 9.3.23 y 9.3.24 en 9.3.22 obtenemos

d
'l"ég § = %—C;K = sigxlisigie) L1 r\qte)

De la ecuacién 9.3.21 podemos obtener C/BoK ast:
C = \ LOO
e T8 Trewy
valor que sustituyéndolo en la ecuacién 9.3.25 nos da . \7'}
I PO RIS ) UV
T (L eaWre)(r\ge)

Esta es la relacién entre el 4ngulo aparente &,y el dnguloreal 3 de polarizacién de la
onda S. Si se cumple la relacién de Poisson (% =M ) podemos escribir la ecuacién 9.3 26 en

funcién del angulo de emergencia utilizando la relacién

-’cog o= —'—5 “‘z{'"“ 2) (9.3.27)

(9.3.25)
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que sustituida en la ecuacién_?.3.26 da \ X z
Loy o v (e Pz tes « Uege o) 1 e (0328
0 g - O e poos

expresién que puede tomar una forma mas sencilla al escribirla en funcién del seno y coseno de
X

'q\vé p= Logex - F o [entw o p
e O Cos % (9.3.29)

Para angulos de emergencia mayores que el angulo critico, el factor es solamente un
poco mayor que la unidad. En la practica podemos utilizar

(& = genm X ‘\‘%Oﬂ
Esta ultima relacién equivale a despreciar el efecto de las ondas reflejadas y considerar
como la proyeccién sobre la superficie libre del a‘mgulo(b .

9.4  Ondas de superficie:

Las ondas de Rayleigh son ondas elasticas que se propagan cerca de la superficie de un
cuerpo sin penetrar en él.

Escribiremos primero las ecuaciones de movimiento

Y LA VA P
g3 - V=0 (9.4.1)

donde u es cualquier componente de los vectores U}, ﬁt y c es la velocidad correspondiente ¢ o
Cy-
t

La superficie del medio elastico la supondremos plana e infinita. Eligiremos este plano
como plano XY. Supondremos que el cuerpo ocupa el semiespacio Z < 0.

Consideremos una onda de superficie plana y monocromatica que se propaga a lo largo
del eje-X.
Buscaremos un u de la forma

¢ Sex ~wk)
V= @ {12 (9.4.2)

Sustituyendo la solucién dada por 9.4.2 en la ecuacién 9.4.1 obtendremos . ]
é) = {ili _ziw A ..u.)z‘Q] e‘-(kﬁ-m‘:) = _ut g_ Q“ ext - w )
21t Yo 2t

VZO - ['af:i:,, R Q:{] e'ttlu-wk)
al%_CfVﬂJ=O==»-wﬁpuf§Et+(f&{ﬁﬂD

A _ 32 T L A4,
o Je § %4_(&-?)( (9.43)

Ahora hay dos posibilidades

o ,
a) Q-’ti‘-o ) Lo @ so
c"l.

s
Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

107

Para el caso a) nos resultard que f es una funcién periédica, o sea, una onda plana
ordinaria que no se amortigua dentro del cuerpo. Por lo tanto tendremos que suponer que se
cumple la posibilidad b), 0 sea, {5 _ w? g

ct
Si hacemos QL _u¥
QL

]a ecuacién 9.4.3 se convertira enz
Ar tr_
Qzt M=o (9.4.4)
Az Az
,F(%.\ = CG.e +rxCe

cuya solucién es

(9.4.5)

Como Z varia en Z € 0, cuando z — ~co el segundo miembro de la solucién no tendra
sentido pues corresponderia a un aumento ilimitado de la deformaciény por lo tanto,cp =0y

L= ¢ o® (9.4.6)

sera la solucién,

Volviendo a la ecuacién 9.4.2 nos queda la siguiente solucién para u
CRx-wk) Az
v= C e e (9.4.7)

Esta solucién corresponde a una onda que se amortigua exponencialmente hacia el

interior del cuerpo, o sea, una onda que se propaga solamente cerca de la superficie. El valor de

A determina la rapidez del amortiguamiento. El verdadero vector desplazamiento es la suma de
los vectores v ﬁt, esto es,

L - e+ (9.4.8)

cuyas componentes satisfacen la ecuacién 9.4.1 conc = C] parauj y ¢= C; para u.

En el caso de ondas de volumen en un medio infinito, estas dos partes representan dos
ondas que se propagan independientemente.

En el caso de ondas de superficie no se puede hacer la divisién en dos partes
independientes porque hay que tomar en cuenta las condiciones de contorno.

El vector desplazamiento U debemos poder expresarlo como una combinacién lineal de
los vectores Uy y U, sin considerar estosvectores como las componentes de T en las direcciones
paralela y perpendicular a la direccién de propagacidn. Para encontrar esta combinacion lineal
de &) y i1, debemos de utilizar las condiciones de contorno, las cuales dan una relacién entre k y
w y por lo tanto, determinan la velocidad de propagacién de la onda.

En la superficie libre la fuerza externa por unidad de superficie debe ser cero, o sea, P,
=0 y por lo tanto, Gi3 Ny =0 ahi. Como el vector normal fI es paralelo al eje-Z, esto es, sus

componentes son \ﬁ = (o, O'“ﬂ?__) = (o,0,W)
- (9.4.9)
entonces Tz =0 , © ¥R, Tua = Ne =N = (9.4.10)
Como

Ua«g: —\E‘ () T - q‘q&&‘ﬂ ) D=0 =y (9.4.11)
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b = (=) + T (Owx + Uy
v +6) (1-27) [ * “)-l (9.4.12)

. = 4 U dy
T= i mesd

segun la ecuacién

evaluada para i=j=2.

Como Q'“=O entonces
L -F) Vg + T (Oxx +Uyy) =0 (9.4.13)

Por otro lado, 0*0(‘-@ , 0 sea, no depende de "y" y tomando en cuenta la sequnda

condicién de la ecuacién 9.4.11 tenemos a4 9
-~ = \ | 9?0 A\ = L3y -0
U\'*_O"e. a%*'a\&\ -t N

Ly = Ve ~ Uy donde Ul;y Uky cumplen con la ecuacién 9.4.1 por ser
componentes de ovae\itores )y Txt respectivamente, y tendran la forma
(Rx-wd) Ak Clke-wk) A
U= G e e ; Vy=to e
_ W x - vok) De*d) T
U\a_ (C\-ﬁ-c;} e * e (QQ_ 0 e 1)3—
L X - A
om0y oo unwler)et T e
3
entonces uy =0 (9.4.14)

Por lo tanto el vector deplazamiento u en una onda de superficie se encuentra en un
plano que contiene a la direccién de propagacién (x) y es perpendicular a la superficie (plano
XY).

La parte trasnversal U; de la onda debe satisfacer la condicién VUi=0 o sea,

DUy Az =
= Y Tog 0] (9.4.15)
La dependencia de u,, y Uy, respecto de X y Z estd dada por el factor de la solucién
ex 2\t d

e : 2
donde A= - (9.4.16)
— ; = . {Qax-wk) A
Al sustituir la solucién en N-Ui=0siendo Oy = C@ e
SV - Ul Uex ] 0 = Ax Ui
aX T
y V'Gk = L%U{;K r AL Uz =0 (9.4.17)
o bien Uty _ _ At
relacién con la cual podgnco; e:cr‘b'
a B OSCIIDIL P £ Aa ik
Lix= Q@ :
Ty tex + At -lwk (9.4.18)
= —L Q Q
Ve (9.4.19)

donde “a" es una constante.
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Por otro lado, la parte longitudinal U) satisface la condicién V=g =O  osea,

dijk 930, =0 Oa = (0w, 0,019
VxLy _ % 0y _ 2V
3¢ ax
AU = Ag Vex . - Ui Utz
ot aX
Para que JrUL =0 se necesita que AL Ny - ‘\.L.Uu._ =0
d 1
donde o= fpEoud
. Q (9.4.20)
o bien, Uoyx - L% = Q"
relacién con la cual podemos escri?g* e ok
U = Lb € (9.4.21)
, ax+Aes ~iwk

donde ‘‘b"’ es una constante.

Considerando las condiciones 9.4.11 y 9.4.13 obtendremos |

Uxz=0 = 9VYx 4 3Uz
o2 9% (9.4.23)
y T (U ¥04y) + (=T Uy =0 = T 3Yx + (1-T) V2 _
> “) ) had B 22 i (9.4.24)
Esta ultima ecuacién podemos escribirla como
c- v ¢ -2¢) 2Ux =
o ¢ aégj (sﬂ ) o 1° . (9.4.25)
onde tomamos T _ A- ey ———
G = p Lixe) (1-20) K Z(’L 1+T) I
Sustituyendo Ux = Utk +Uex Uz = Lty +Oyy

en las ecuaciones 9.4.23 y 9.4.25 y evaluidndolas en la frontera, o sea, Z=0 obtenemos para la
primera condicién de contorno

Qe + iy +%\ + 2% o
2T |3=0 92 |z=0 ax lz=0 % |z=0 (9.4.26)
{ FANT =W
Do - Aedely @ e -t
°% 2 irg&* +’X&% ‘I\'U)'k
auk% = 'l{—Q e
°% dex + Nt —iwk
S
tex s A2 -t
W ,Q::a QL .
X
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Evaluando en Z=0 las derivadas parciales anteriores y sumandolas e igualando su suma a
cero tenemos:

%
ko +a (1 ) =0 (9.4.27)
Trabajando ahora con la sequnda condicién tenemos
it thx 4 N2 -lwk t&xﬂ\e% -k
e - -Lhb @ o e - _iknal
°% ) 9% AL
i%x +7v.-?: -lwt Ulaxs =R
_% - L«QQ be : SMix Q@
=) 4 3R :

Sumandolas, evaluandolas para Z=0 y aplicando la condicién 9.4.25 obtenemos
I N
20.Ci Nk + b (N-&) + 2 Ce%] =0 (9.4.28)

Dividiendo esta ecuacién entre c% resulta

20 % + b{% (-2 + zbo,]

y sustituyendo en ella 2 -

T
DI ISRV QU K 4 R
r ce

tomada a partir de las ecuaciones 9.4.16 y 9.4.20 tenemos
T 2 _ L X G 3 b
200 & + b[%; (-8 & +!¢]
20M% + b0~ k) =0 (9.4.29)

Para que las ecuaciones homogéneas 9.4.25 y 9.4.29 sean compatibles debe cumplirse
que exista cierta relacién entre los coeficientes de a y b de tal forma que su determinante sea
cero, O sea,

W+ N)a + 2hNb=0 4 2k A0k X)) b =0
de donde la condicion es f&, Y Al s =0
o sea B +) = A

3
o bien, elevando al cuadrado y sustituyendo A y

@) = W ot ) - )
Qr et

& 1
T 2 4 /.7 2 1
Ll - = \LMQA, v So, - w
( N CE‘) (Jn' q‘) ( Gt (9.4.30)
A partir se esta iltima ecuacion se determina la relacién entre w y k y para esto hacemos
w= G S

9.4.31)
Desarrollando la ecuacion 9.4.30 haciendo uso de 1a sustitucion 9 431 (

¢ -8e*s 248322 ce- L & +\l°;.§
G* (g
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fin almente

o @ (9.4.32)
En esta ecuacién puede verse que § sélo depende de la razén c/c; que es una
constante, caracteristica de cada sustancia, y que depende sélo del coeficiente de Poisson

& _ [i=c"
Co T\ -
La cantidad debe ser real, positiva y menor que 1 de tal forma que A. Yy Au sean reales.

La ecuacién 9.4.32 tiene s6lo una rafz que satisface estas condiciones por lo que para cada valor
de c,/c) obtendremos sélo un valor de 3

g“_s§4+8§1(3_zg;) _\b(ﬁ. - 9_‘.) =0

Tanto en el caso de ondas de superficie como en el caso de ondas de volumen la
frecuencia es proporcional al niimero de onda, siendo el coeficiente de proporcionalidad la
velocidad de propagacién de la onda,

VP = Qt g

(9.4.33)

Esta ecuacién da la velocidad de propagacién de la onda de superficie en funcién de las
velocidades ¢, y ¢] de las ondas transversal y longitudinal de volumen.

La razén de la amplitud de la parte longitudinal a la transversal de la onda se obtiene en
funcion de ¥  mediante la formula

Q 2-¢*
a - _<- (9.4.34)
b 2](\-%‘)

El cociente c,/cq varfa entre ‘/{T y 0, correspondiendo a variaciones de O entre Oy
1/2; € variara entre 6.8 4y 0.955.

l.co

oAas /

Ve

o ll 4 \l?.
F“}y Q.41

082S

Variacién de § en funciénde T .

9.5 La Tierra como un medio semi-infinito:

El modelo mas simple para considerar la tierra es como un medio semi-infinito, eldstico e

isdtropo. Podemos considerar el compor tamiento de la tierra como plana, con respecto a la
Propagacién de las ondas elasticas, para distancias cortas en las cuales la curvatura de la tierra no

influye mucho.

De acuerdo con este modelo situaremos una estacién con tres sismégrafos —uno vertical,
uno transversal y otro en la direccién radial—con el objeto de observar desplazamientos de la

superficie de la tierra.
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Consideremos un terremoto como un foco de ondas elasticas. La profundidad del foco
es h y su proyeccién en la superficie se llama epicentro. Sea R la distancia del epicentro a la
estacién y sean ¢, y ¢, las velocidades de las ondas internas.

Si el terremoto se produce en el tiempo t=t y tiene la forma de un impulso, las ondas
también tendran esta forma.

El primer impulso que se recibird en la estacién serd el de la onda P, el cual llegard a la

estacién en el tiempo
to= ko + Y, 9.5.1)

Esta onda es de compresién y por lo tanto no tiene componente transversal,
observandose solamente en el receptor vertical y en el radial.

El sequndo impulso que llegara a la estacién sera el de la onda S, en el tiempo

P F/Q‘ (9.5.2)
La diferencia entre el tiempo de llegada de la onda P y el de 1a onda S es
Lol o ¢ - xla-w (9.5.3)
P G Ce CeCe '

tiempo con el cual podemos calcular la distancia del foco a la estacién, o sea,
Y= Ce & U‘.s -'Lp)
Ce -Gy

(9.5.4)

El sismégrafo vertical y el radial registrardn la componente SV de la onda S mientras que
el sismégrafo transversal registrara la componente SH de la onda S.

Por ultimo, llegaré la onda Rayleigh en el tiempo

be = o+ B (9.5.5)

Un esquema de lo que hemos hablado puede observarse en las siguientes figuras:

E?ice.w\'ro L
—— t--% e
— e = —’ ———————

e
Yoco
F\%' ql%.l g% q.s.z
Nista LaTeraL V\&Ta  besoe  Aerioa

Podemos representar ademds en las componentes zt y 1 (vertical, transversal y
longitudinal o radial) del registro de los sismégrados, las graficas del movimiento de una tierra
formada por un medio semi-infinito elastico de pardmetros elasticos constantes en una forma
muy ideal que l46gicamente no corresponde con la forma de los registros en la tierra real.
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Hay tres caracteristicas principales que aparecen en los sismogramas y que no pueden
explicarse considerando a la tierra como un medio semi-infinito:

a) entre la onda P y S y entre la S y la Raylegh aparecen una serie de ondas o
impulsos.

b) la onda Rayleighno es observada como un solo impulso sino como un tren de
ondas.

c) en el registro transversal se observa también un tren de ondas superficiales.

Estas tres caracteristicas se pueden explicar si introducimos una capa sobre el medio
semi-infinito de parametros elasticos distintos de los del medio. Este sera el tema central de la
siguiente seccién.
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10. ONDAS ELASTICAS EN UN MEDIO SEMLIINFINITO Y UNA CAPA

10.1 Reflexién y refraccion de ondas internas

En el capftulo anterior nos habfamos restringido a estudiar la reflexién de ondas internas
habiendo tratado antes sobre las leyes de reflexién y refraccién. Antes de considerar el problema
de un medio semi-infinito y una capa, modelo con el que podemos representar la situacién dela
tierra, limitandonos al manto y la corteza, estudiaremos los fenémenos que se producen al

incidir un rayo en la superficie de separacién entre dos medios de distintas constantes elasticas.
La situacién se ilustra en la Fig. 9.1.1

La superficie de separacién de los dos medios, o interfasie est4 formada por el plano

2 =O . Las constantes elasticas de los medios M y M’ son

A R 4 yc ‘; resp‘ecu'vamente, ¥ las velocidades de propagacién de las ondas Py Sen
cada medio ¢¢ / oY y Ce | &

Una onda P incidente origina ondas reflejadas y refractadas P y S —utilizando el

principio de Huyghens en el punto de incidencia—. Aplicando la ley de Snell, tenemos
s 8 WX _ (os Q' s o
@ S a < SE - %l (10.1.1)

Para_estudiar los desplazamientos de cada una de estas ondas, las expresaremos en
funcién de los potenciales @ y P tal como los muestran las ecuaciones 9.2.2,9.2.3 y 9.2.4

donde W, U, tienen que satisfacer las ecuaciones
2 Tt
2Y _ VP (10.1.2)
a’fl' T v 1 4)
26% = G (10.1.3)
e L
v AV = G V O,
okt (10.1.4)
para el medio M;y las ecuaciones
T ‘e 2
Gag = (o V LQ (10.1.5)
kA q) . N t
2= L ¢ P (10.1.6)
S}
(A \ 1
9V o V"0, (10.1.7)

A"
para el medio M’.
Utilizando ondas planas, para el caso general con ondas incidentes P y S, podemos

escribir las soluciones para las ecuaciones de los medios, asi:

\p = A (% + 1-\%9-\:&) A etkkx-e-k&g -w)

< 10.1.8
i\ctx+%-\cQ°<-vL) e (- 20y -vh) ( )
L\ o -vk) e (-2l
Ve= Co € Stk sce R (10.1.10)
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ParaelmedioMY‘ “\(x_‘_%_\( Fagl)
V= \NeC ) (10.1.11)
{ o AERPTR \‘3 L

V= R © (10.1.12)

\\ckx r3 \%“ "\"C) ‘
U= C @ Para dwwadiin M (10.1.13)

Donde v es la velocidad aparente a lo largo de la iinterfase y viene dada por
\ [}

v= G _ G _ Ce  _ Ce

CRO Coax cos 8' cos ! (10.1.14)

Siendo k el niimero de onda correspondiente.

Para facilitar la utilizacién de las condiciones de contorno desarrollaremos los términos
que mds intervienen en ellas.

El tensor de tens1ones, expresado en funcién del tensor de deformaciones queda asi:

T = (Vs ¥ LoV S)
y espresando en forma explicita en componentes:
= j= LO-T) Uxx + WOy *Uet)]
0 AT -7) (10.1.15)
q_ - € t(\-ﬂ") U\)\.’ & (\)&x ‘\‘\)%%')]
W7 Gae) (1-20) (10.1.16)
w = = ‘-_(\ -Q‘) Vaz ¥ (Uxx + “Wﬂ
R4 - 27) (10.1.17)
E_V Tz =& Uz * Wa= _L Uya .
Vg = 2™y R 5g 0 : (10.1.18)
Por otro lado, el tensor de deformacién, expresado en términos de los desplazamientos
resulta asi: Ui = L k’aUt N a\JQ\
3 ) &

Trabajaremos con todas estas cantidades en el medio M primero:

U= 99, 2%
99X 2X
U= 3@
4
Va= ﬂ = ab
2 3K
Los potenciales estan dados por:

uﬁkx-»% & -vi) welx-2hg -vi
-hee o0 R

L\ & A -V (W74 -2t -\
q»._.iaoe‘”“a ‘v BeE K

_C e(v.(x\-z-kao(—vﬁ L C e Le(x - - L -vL)
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Obteniendo las derivadas parciales que utilizaremos resulta;
(X & :_v.*o(\g -9d) A.QLK (x- —'@.—\%9-\10

Ux =L = LKAO & T
(e - 2g i)

L (% +adg - VU
+ xR0 4 Be (10.1.19)
ua(x.s,.ﬂ o-vb L (- 2190 —uk) .
9 -tvhe AR =

0;: U‘z, L‘L'\%e Ao
beln ¢ 2dqe-vi) i3 % ixdx -’e\-%o& -vL)

"l“'-%o

(\o.1,20)

Uxx= = \C‘Ao )
v (x+ 29« —vl tre L i)
’Kz'l-o«*%o e "% "'\4”‘6“39“ ¥ - 2l =y

e ( o-vi)
%= %*% N +
L (X +3 x‘xﬁ -vb) W \x-%\'a" =N ‘L)

+ \Q e @ - aBe
4\3‘ -lkx \cl‘§rao\ Sty ) [UACIRVIA

e (x +2d 6 -uk)

rzhleC *&L\-*«Q&\Q +Ble T e .
i i\c%-\%m . -L\c%-\%ﬂ L (r=vk)

01%: %(lﬂ“&e -—L-\adsce : \’ e

Uxy = L (Co T e ém%%v % patie

Qxz = __E__ Uxw ’ (\0,\,2\\
\ T

fa® | _iwx
Teo _EXE [(Wte-xaen)(ue"‘a Ae ) o y

OES)
ety -k Uie (x=wt)
& \\ -7.@4-?\0'\ (Bo € -%Q de )-] eL & (X .zz,)

Los potenciales en el medio M’ estdn dados por:

@2 L‘ elu(xnkade‘ -‘N:)

\P _ B\ Qtv_(x +%‘\0Qo(‘ ~vk)

Oi= C Q (x«-%*oqd —vk)
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Obteniendo las derivadas parciales adecuadas.

Vol (x +%\%e' -vk) \x-\-%%fﬁv‘ - vi)

Lx= kN € *-\.\c.)(%ds 15} Q (\o.v.23)
v e Aok _yt
U‘= co x+2Aax i) (10.128)
" \\g(x«- %-‘%S -k m\xa:é@* k)
U = w.ﬂe -eR e (\o0.\.29)
" \..\l N\ « -V
O o -\&N}e‘\m“ 96'-vY) -\'-*‘y‘ %0 Vel e -vk)
_ , elxrrige -v \get* vl
Uza = ~*{o'e' N Q‘ *a +\¢ "‘hd% SRR T‘ ™
_ L (x * 2y’ —vk)
Ve = k‘?aL - ) @ K
DR e
3
\ w(x+zdax' —yld)
Uxy = WG @ "
e ( *2dgqat —ul)
= _E &\ *@o«) e 1 (\o.2b)
(CAVE
= ¥ [@‘ ) o' -We'- -9) Ae 1’\‘“-va-k\-vsﬁ\t\** B‘e“*%*
(Y20 o \2R)

Consideraremos diferentes tipos de ondas incidentes. El caso mas sencillo de reflexién y
refraccién de ondas es el de una onda incidente S que sélo tiene componente SH, o sea que su
componente SV=0.

Para este caso Ao=0 y Bo=0 en las ecuaciones 10.1.8. y 10.1.9.

Las condiciones de contorno son:

a) continuidad de desplazamiento (en z=0)

(L = Wdw (10.1.28)
b) continuidad de esfuerzos

Kﬁz\ g (Q':Q i (10.1.29)
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El problema que estamos tratando se ilustra con la siguiente Fig:

2
™' 4w
5
M <k J x
W
SW
1011

Utilizando kubn=(“‘\“" ,'(Us\n'-(\h\«‘para z=0 tenemos a partir de las ecuaciones
10.1.19., 10.1.20,, 10.1.23,, y 10.1.25.

U \
L\)hh-.-‘\K,t%ek"th%:\\ah\-\-\\l.-\%d‘g “ ‘ucbp*%e-i.v-Mrhe-Lv.Q,-_-L\chbe,\x%
de donde A = MOQB 6 — A =A=0
y -L\LE}—\\‘%‘\%O“ Nt = B=9=0

Igual conclusién obtenemos de las condiciones (Q" 3)»1 (Si'a\.\\y \q‘n\ "= (q-‘h)"\‘

Para el caso de una onda incidente P sequimos los mismos pasos que en la deduccién
anterior. Ahora Bo=Co0=0 y las condiciones de contorno son para z=0 (U D= (0Dw

(Giz)m = (Todw

Fl%. 101.3
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Aplicando las anteriores condiciones de contorno podemos evaluar las constantes
A,B,C,A,"B',C'. Para evaluar CyC' utilizamos

(V) = WU => C=C
_ C g
k“-u\n = \(}‘“\ » = "M C\b&o‘ )A %
y por consiguiente C=C’=0. Si la onda incidente es una onda P, las ondas S reflejadas y
refractadas tienen componente SH cero, es decir, tienen sélo componente SV.

U’tilizando las otras condiciones de contorno podemos evaluar los valores de las razones
Alpor A'llpor B/por B/ p,

en funcién de los 4ngulos G,Q', O‘%P‘\

Esto quiere decir que si la onda incidente es SH no existen ondas reflejadas ni
refractadas P y las ondas reflejadas y refractadas S sélo tienen componentes SH pues SV es igual
a cero. Por lo tanto, las ecuaciones se reducen a

. el - -\l{)
\Y.bﬂ-%.-l»&k& -v’c)+ C e" Lx %‘? en M

V=G @ (10.1.30)
i\c(xq-%%«ao(- vk)
UL =C en el medio M’ (10.1.31)
Aplicando las condiciones de controno dadas por
Ww = W e @) (10132
obtenemos
Co+C=C’ (10.1.33)

v /1,(-\%“ (C.-C) =/«' *?f*"' oY (10.1.34)
Resolviendo el sistema de ecuaciones 10.1.33 y 10.1.34 obtenemos
C g’ + o) = Colpiqamiqee)
o e C = /’(‘L&“ ] J‘f\d (10.1.35)

2H\‘A°‘ (10.1.36)

De acuerdo con la ley de Snell

G - Cy
o0 SX oS &*
[ ] . )
si Gielr 06 %, el rayo refractado se acerca a la normal y si Ce?C , &' & X ¢ rayo s
aleja de la normal Para este ultimo caso puede darse que para cierto valor de &%, k! 'sea igual a

cero. Cuando esto sucede no hay rayo refractado en el medio M'y es el caso de reflexion total.
Al valor correspondiente X se le denomina angulo critico ®¢ , que viene dado por

- Cx
Ae = Gve cod - (10.1.38)

(10.1.37)
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Estudiaremos ahora las ondats que se propagan a lo largo de la inferfase, para lo cual
consideraremos el caso en el que el dngulo de incidencia es igual, o menor que el angulo critico.
A partir de la ley de Snell podemos escribir las tangentes de los angulos de incidencia y

refracciéon en la forma. ;
A= Ny n
B = %
. (10.1.39)

'}“’(g"“ = /EC%- (10.1.40)

F“k- 10.1.2

Para el valor K =HK¢ , \l:ta\t y por consiguiente tgoX = 0, 0 sea OR'=0, es decir, la
onda se propaga con velocidad €y alo largo de la interfase. Esta onda se llama con frecuencia
onda de interfase (head wave).

Para valores de O\C & HKe, el cos Ke tendria que ser mayor que la unidad, o sea,
V ¢ A Ya que cos «'= G, y por lo tanto ""6“‘ dada por la ecuacién 10.1.40 es imaginaria

v . -
c 'Pao? =1 J L -V (10.0.41)
(N
Sustituyendo este valor y el de tg & dado por 10.1.39, en 10.1.35 queda para el caso en
que Gy <V oG USSR y .\
o _plE-N - ir0-Vie)

Co /Q )i (- )" (10.1.42)

Racionalizando la fraccién y pasando la cantidad compleja a la forma exponencial

obtenemos C Qz;e
Co (10.1.43)
El médulo es la unidad y el argumento 2 S, d‘onde © tiene el valor
(- Ver)™
e = \ (10.1.44)
7— y'_‘_ L I'L
/( k e )

Al producirse la reflexion total, la onda reflejada tiene igual amplitud que la onda
incidente con solo un cambio de fase de valor 20©. En este caso no h_aY onda refractada en el
medio M. Sin embargo, si hay una perturbacion elastica en dicho medio. Sustituyendo 10.1.41

en 10.1.31 obtenemos e v % - ek
\
v.=Ce (10.1.45)
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Esta expresién representa una onda que se propaga paralelamente a la superficie:.de
separacién de los dos medios, es decir, en la direccién x, con velocidad a < V& ¢y cuya

amplitud decrece exponencialmente al aumentar la distancia * desde la superficie de
separacién.

De acuerdo con laley de Snell

Ce G = & =V (10.1.46)
o5 © CoS oL com X
Las tangentes de éstos angulos vienen dadas por
|
tg© = i - 1) 7.= Q
Ce*
K3 \'
tgo = N_o A\
Qr

R v \
t9®' k%,_—t)h'_ a

_ & v
tgx Kﬁ&ﬁ_ - L\) =
y las ecuaciones resultantes de las condiciones de contorno son:
L) = (0D Do N +oB= A +B B
(O:)u = (Oz)u\ akko-k\—e = alk -%
\Sl.—:ys \ M= (q:ﬂ)n\ e C’:- ‘_“ Uoz-\) (_Lo *‘k\ S a2 be-l: c‘CS{}a’K *(.?- \)?;]
@) e (G 20WA-R) +(F-)B = PG Tk + (8- E)

A partir de estas ecuaciones se pueden deducir las expresiones para las razones de las
amplitudes reflejadas y refractadas a la amplitud incidente.

10.2  Ondas Superficiales en un medio y una capa. Ondas love

Consideremos un medio semi-infinito M de constantes elasticas X\ ,My @ y de
velocidades de las ondas internas C2 y Ci , sobre el que tenemos una capa de espesor %,y de
constantes ).') /4“ r‘ y velocidades Ct' y ¢4' de manera que ¢ <€

<

f

M AT

Vol O

F\% \0.7.._|
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A diferencia del caso de un medio semi-infinito, aparecen ahora unas ondas superficiales

con desplazamientos trasnversales a la direccién de propagacién. A.E.H 6 la
existencia de estas ondas y por eso reciben el nombre de onﬁag Love. Love descubri6

Para este caso sélo necesitamos considerar la componente Y2 = Uy del desplazamiento
y suponemos que la onda se propaga en la direccién de ¢, paralosmediosM y M’.

Las ecuaciones de movimiento son:

CH U S VAT

enM SLt (10.2.1)
enM’ falot Al Ve 2
24 GV, (10.2.2)

Consideremos una onda de superficie, plana y monocromatica, que se propaga a lo largo
del eje X. Buscaremos entonces U=U, enlaforma

y L Rex—wd)
= ‘Q(%) (10.2.4)

v, =
Substituyendo 10.2.3 y 10.2.4 en 10.2.1 y 10.2.2 respectivamente tenemos que:

y %%E = k,Q: : L*Jé\{ (10.2.5)

T
AL _ () W < (10.2.6)
. At %

Si D:_ - “’yoé <O, las ecuaciones anteriores nos dan funciones periédicas f y f’,
obteniendo as! una onda plana ordinaria que no se amortigua dentro del medio en el que se

propaga. Debemos suponer, pues, que %-%'/c& 7 O para el medio M, o sea que
w <G . yaqueenestemedio = «© . Paraelmedio M’ no hace falta limitar el valor de

R-wfelvaque ocz el

Las soluciones de las ecuaciones 10.2.5 y 10.2.6 son:
ME - E
_F(-z,) = he +Be (10.2.7)

, i y e
7 A = A et rme (10.2.8)

Para la funcién {2 ,dada por 10.2.7, ==&« O por lo que la parte de la
funcién con el signo menos corresponderfa a un aumento ilimitado de la deformacién cuando
2 —» - . Como esta solucién carece de sentido%= © y por consiguiente:

At +
f@y= K€ (10.2.9)

Sustituyendo 10.2.8 y 10.2.9 en las ecuaciones 10.2.4 y 10.2.3 respectivamente

tenemos: .
' (ex - 'l:) A
Uy = A et ® @ pate.  ELO 10210
Y U e ewd) N, tlkxewd) Az o
O, = A C e +ke e (10.2.11)

pava. ozl
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donde

b)

O sea

E
saL?%

/«lu\e

O Sea

O sea

Mok o

Mﬂﬁ_%)\" R k_%\)"

Utilizaremos ahora las condiciones de contorno:
en la superficie libre los esfuerzos deben ser nulos, o sea para &= 2
Ty = e =0 (10.2.12)

en la superficie de separacién de los dos medios debe de haber continuidad de esfuerzos
y desplazamientos, o sea, para *=0

(@) = (q-“\)H‘ (10.2.13)
W e = (Oz\n‘ (10.2.14)

Aplicando la condicién 10.2.12 tenemos:

q:a% 3 E U\“ = E a_u_\l_ A gUt E 80\1 __/&
\ T _2-(\ +7) \ °% e»a z\\w) 32

z=fo L Bex -wt) 1\-% L{x ~wt) Az

/4(?» W\Ye) AR e e )
PV S W (i

el L ol
Ae* -%e‘ =0

Aphcando la condlclén 10.2.13 tenemos:
(ex - w&)

-9 émb ):o

(10.2.15)

' Az, Wax-wd)

R I A T
/m = (N -%)

vy L i 5 B‘ Y h A =0
s Ak - M e DA (10.2.16)
aplicando, porl % A = ultlmo la condicién 10.2.14 tenemos:
t £ £
A e = A e Pava =0

=0

A=AN+B = LR —p=0 (10.2.17)
Las tres ecuac1on13s resultantes son
AQ ) e -
A N /« SR AR Ak i
A‘ + B - A =

i
O o O
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La condicién para que estas tres ecuaciones homo
determinante sea cero, es decir:

A A S
o ¢ _ At .
WA -Np wp =o
L -\

Desarrollando el determinante obtenemos

k;«m Al

géneas sean compatibles es que su

N Dy N Y
/m(e v = _/Au“”*’ ™"
N o Al -nm. .
R t‘(é‘*—he'“'») - xR

o Ak = Dk

(10.2.18)
Sustituyendo los valores de M y A, tenemos:

A U = /e )™ Yo'k W‘”}/‘*“)‘h 10.2.19

M = ey dozt

Esta es la ecuacién de dispersién de las ondas Love. En ella la velocidad € es una
funcién implicita de &, el numero de onda.

Considerando esta ecuacién de dispersién de la onda Love, podemos notar lo siguiente:
la funcién tangente tiene el mismo valor para valores de su argumento que se diferencien en
multiplos enteros de T

Si nos limitamos a los valores positivos de la tangente, ésta toma valoresentre 0 y € ,
para valores del argumento en los intervalos

P 0-%, W-3T ™ - .
it - (2na)E . ®
z

'

A cada uno de estos intervalos le corresponde un modo de la onda Love. El primero
recibe el nombre de modo fundamental y los demas modos superiores primero, segundo, etc

’ ’ .
Considerando el argumento de la tangente de la ecuacién 10.2.19 para cada modo, éste se
encuentra en el intervalo:

]
/QQ:L - w?. (;_) t L T
Modo fundamental Q < }") ( / G - 2

\

2 4 [4 2T
L - W \"-) L 2=
Primer modo superior T = Ru (‘Q@ /C* 2

‘h
T W\t L ST
Sequndo modo superior W & N («Q?- - Q)

J

1 2 1 \

Q | Q w L !‘LY\-\-\ L
n-ésimo modo superior A\ < k - (@ ) =
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La ecuacién de dispersién dada por la ecuacién 10.2.19 indica que la velocidad de las
ondas Love ¢ es una funcidn del numero de onda k, y de la frecuencia angular o , o del
pertodo T. Por lo tanto, podemos escribir

c=cll) | C=C(w) o c=c(3)

Si calculamos ahora los valores de ¢ que corresponden a cada frecuencia o perfodo, la
curva de la velocidad con respecto a las frecuencias o perfodos recibe el nombre de “‘curva de
dispersién’’. Para cada caso la forma de esta curva dependeré de los pardmetros que entren en la
ecuacion de dispersién u 74‘ , G ey b,

Consideremos de nuevo la ecuacién de dispersién.

_ Wy (":‘“.’1/6%‘)\'t donde M= v (M-
*%\L /4‘ U,@‘L _ “’74")"1 ( Ci )

Para el modo fundamental el argumento de la tangente, V_ , esta en el intervalo
[, 7] . Si hacemos C=¢¢ el sequndo miembro se hace infinito y W tiende a cero. Pero el
argumento de la tangente cuyo valor es infinito es ®(z , y como el radical en W, tiende a cero
tenemos que hacer que J tienda a infinito para que el producto sea constante e igual a T/ .
De esta manera obtenemos un punto de la curva, Cleo)= C&

Si hacemos ahora =< , el sequndo miembro es cero y por lo tanto, N, debe ser
cero. Como el radical no es cero, ya que & »ct , entonces k debe ser cero y por consiguiente
Clo)=C. La forma de la curva entre estos dos puntos depende de los pardmetros del medio y la

capa. -

Para los modos superiores el argumento de la tangente nunca es cero ya que el lfmite
inferior de ™ es W ,%T,3T,.., N, Por esto k nunca puede ser cero, sino que para
C=C+ corresponde el caso del primer modo superior

‘-“3 N=o Ro (9: - wl/ct‘).h =T

y despejando k
1 = 2
2\' kcan ‘Lyh’
Este es el valor lfm@te minimo de k para el primer modo superior. A la frecuencia
correspondiente se le denomina frecuencia limite. Para el YW modo superior lew  viene dada
por:

' \C/c& -L)h (10.2.20)

En las siguientes figura§ podemos ver las curvas de dispersién teéricas para el modo
fundamental y tres modos superiores con respecto a k, numero de onda y T, periodo.
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F \ T 3 2 2 L A =2
Ce
(:\ + 2
Qe‘ 2&; 2‘3 Ts T:.vT\
F\a& \0.2.2 F"Q‘ \0.2.3

10.3 Ondas Rayleigh en un medio semi-infinito y una capa.

El problema de la propagacién de ondas Rayleigh en un medio semiinfinito con una capa
superpuesta de distintas constantes elasticas es similar al resuelto en la seccidn anterior
para las ondas Love. Veremos solamente los pasos principales para la solucién de este problema.

z

/,c'l‘,(f ,Ca,Ch

o /\‘l,f,Q,Ce
10.%5.1

Como solucién a la ecuacién de movimiento escribimos los potenciales ‘? Y\P en forma
de ondas planas. ¥ uﬂ ) o D

EnM k() = A€ | e (10.3.1)

q) =C QLLQ“-(»Q Qj\& (10.3.2)

, : ' | illex-wk) -2
En M \P= Ké(%x-wae‘meﬂbg X )Q 1

\ ; . (10.3.3)
U (exewk) Rez | llexewt) S

b=C'e @ +D€ e (10.3.4)

Las condiciones de contorno adecuadas son:
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Las condiciones de contorno adecuadas son:

a) Esfuerzos nulos en la superficie libre
<= R\, , q:.rg =0 ;=0
b) Continuidad de esfuerzos y desplazamientos en la superficie de separacién de los dos
medios.

=0 (q:x\ w - (G
@T‘s) U (mﬁ)n‘

W)w = (V)

WAn= Ws)w

De aqur resultan seis condiciones de contorno de las cuales podemos evaluar las seis
constantes de las soluciones propuestas.

Los pasos a sequir son los siguientes:

a) Expresar los esfuerzos en funcién de los desplazamientos
T = OUx , Sa )
AR ax) Voo ‘€ax oy =R
b) Hallar las expresiones para los desplazamientos en funcién de los potenciales \9 \,‘p
U|=a_£-\-8*) U-s: 89 - ’a_\b
53 8 o o2 )N
c) Utilizar las condiciones de contorno para obtener seis ecuaciones homogéneas de A, C,
A',B,C'yD'
d) Para que exdista una solucién del sistema homogéneo la condicion es que su determinante

sea cero. Al poner el determinante igual a cero obtenemos una ecuacién que expresa la
velocidad € en funcién de la frecuencia. Esta esla ecuacidn de dispersién de las ondas

Rayleigh para un medio con una capa. La tnica dificultad, es lo tedioso de desarrollar un
determinante de seis por seis.

En el caso para el medio semi-infinito, las ondas Rayleigh tenfan una velocidad
constante C= Cg ; al aiadir una capa estas ondas presentan el fenémeno de dispersién, siendo
su velocidad funcién de las frecuencias. Ademds, en este caso aparecen los modos superiores
ademas del modo fundamental. Los modos superiores de la onda Rayleigh aparecen en pares de
modos llamados simétricos y asimétricos para cada orden. Para el orden n, los modos simétricos
se denominan M), y los asimétricos Mo . La curva de dispersion de la velocidad de fase de las
ondas Rayleigh para un medio semi-infinito con una capa tiene las siguientes caracteristicas.
Para k = 0, es decir, para frecuencias bajas, el modo fundamental tiene la velocidad de la onda
Rayleigh correspondiente al medio semi-infinito C=Cr . Para estas frecuencias que
corresponden a periodos muy largos, la onda se comporta como si la capa no existiera. Los
modos superiores tienen una frecuencia minima y para ella, la velocidad es la de la onda S en el
medio semi-infinito, C =Ct . Parak =co , o frecuencias altas, la velocidad del modo superior
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gende a la velocidad de la onda Rayleigh correspondiente a un medio semi-infinito de las
aracteristicas de la capa. Las ondas se comportan como si la capa fuera un medio semi-infinito.
La velocidad limite de los modos superiores esla de laonda S en la capa, C= Gt

c

G
C

F)%, \0,%.2

104 El fenémeno de dispersion, velocidad de fase y de grupo.

Para las ondas superficiales en un medio semi-infinito y una capa la velocidad de
propagacién no es constante sino que es una funcién de la frecuencia. Este fenémeno recibe el
nombre de dispersién. Consideremos que la velocidad de una onda superficial depende de la
frecuencia de acuerdo a la curva de la figura 10.4.1, con velocidades menores para las
frecuencias altas. Si la perturbacién en el origen (x =0) tiene la forma de un impulso en el
tiempo, se puede representar por la funcién delta de Dirac ~ ® (t), que vale cero para todos los
valores de t menos t=0 para el que valelaunidad. De acuerdo con el Teorema
de Fourier podemos representar esta funciéon como una superposiciéon de ondas arménicas de
distintas frecuencias entre O<&w <00 . Si suponemos ahora que cada onda arménica se
propaga con distinta velocidad de acuerdo con la distribucién mencionada con anterioridad, a
una distancia R del origen, las ondas llegardn durante el intervalo de tiempo "*/Q(’cc‘l/ k-
Ademds, de acuerdo con la distribucién de las velocidades, llegardn antes las frecuencias bajas y
luego las m4s altas. Los perfodos més largos se han adelantado a los cortos y la duracién de la
sefial que en el origen era infinitesimal, se ha estirado hasta tener la duracién & =% _®_ . La

onda se ha dispersado. & @

C
13 N
e |

UZ .'F\% \D. 4\ «w
v,
x=K
Xr=0
R/
\Z/Q : G
\0.4.2 0.4
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Veremos ahora la velocidad de fase y de grupo. Sea una onda arménica pura de una sola

frecuencia
U= A sew (fex -wk)

si hacemos Q&,‘-w\ = W_ despejando x tenemos, Y= \(l.+ w i = ‘(L red
'y

V) t=1o

H% 10.4.4

El punto P de la onda u = Asen W\ al aumentar el tiempo se desplaza en la direccién de
x con velocidad ¢ = w/k. Como es el valor de la fase, la velocidad de propagacién c se llama
velocidad de fase. En la Fig. 10.4.4, el punto P correspondiente a la fase k(x —ct) =M al
aumentar el tiempo se desplaza A x y la velocidad de fase sera

c= A (104.1)
Ak
Si' tomamos dos ondas de la misma amplitud y frecuencias un podo distintas, la suma de
las dos ondas vendra dada por

v+ = A \-_%(Dﬂ.* —UJ‘L)"" %(‘Q"*-w‘kﬂ (104.2)

Sustituyendo larelacion trigonométrica

A+ MDD = 2w a+b ws a-b%
2

tenemoi)+0\ _ 'ZAsen[QQ*'L; % - "{l Roe ' *_;2‘{] (\Q.4-3)
2 2 I 3 <

y la representacién grafica sera

F(%, 10.4.5

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

131

loea i " R
Ifa Inea interrumpida representa €0$ T Xe ‘%“.)Como la diferencia entre las dos
frecuencias es muy pequefia, la longitud de onda del coseno, Ac = 4“/&-\;‘), es muy grande si la

comparamos con lade seno'xsz"“/(k,\,;\ . La lfnea continua representa el producto del seno y el
coseno. La velocidad de fase de esta onda corresponde a 1a de las fases del seno y viene dada por

C= Wrw'
: e (10.4.4)

El tren de onda;, comprendido entre dos puntos donde el coseno se hace cero, es un
grupo de ondas; la velocidad con que avanza este grupo se llama velocidad de grupo y viene dada
por

V% = w -w'
/Q%_TA (10.4.5)

Si la diferencia entre las dos frecuencias es muy pequefia podemos representar el valor de
la velocidad de grupo por

\lak = _&_‘2
&% (10.4.6)

Sustituyendo w =kc obtenemos

\10\.—. Cy+ X %Q‘ (10.4.7)

Esta ecuacién da la relacidn entre la velocidad de grupo y la de fase. Evidentemente si la
velocidad de fase es constante, o =C . Del hecho que el méximo de la energia transportada
por al onda, corresponde al méximo del coseno y sehace cero en los puntos donde ésta es nulq,
podemos deducir que la energfa en una onda dispersada se transmite con la velocidad de grupo.

Si en lugar de dos frecuencias w, Yy w; tenemos una perturbacién g(t) formada por la
superposicién de ondas arménicas de frecuencia comprendidas en el intervalo wiewe¢ w; y con
velocidades ¢ distintas para cada valor de w> de acuerdo con el teorema de Fourier podemos

expresar G(t) en la forma Wa

CYRE f““’) s w (% - ) dw (10.4.8)
Consideremos ahora la ex;:‘:esién
N
P = SU () cos V(x) Ax (10.4.9)
M

en la que U(x) cambia muy despacio con x, mientras que V(x) cambia mucho ma'is répidamente,
de manera que con V(x) cambia rdpidamente de signo, mientras que U(x) cambia solamente en

uUna pequefia fraccién Vi
(x

L)

cos N(x)

NAAf—
J[\UAUnUmU R

F,'% 10,4.b
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Dadas estas condiciones, el valor de la integral 10.4.9 sera pequefio al anularse las partes
positivas del cox V(x) con las negativas. Sin embargo, esto no sucede para los valores
estacionarios de V(x), es decir, para aquellos valores de x en que

AN — o
S Ax

e puede enunciar-en la siguiente forma: en una integral
negativas se anulan mutuamente a excepcion de los
Si escribimos la integral para P en funcién de un

El principio de fase estacionarias
del tipo indicado, las partes positivas y
valores en que la fase es estacionaria.
parametro <X, o)

Pl) = SL) () a N (%, =) dx (10.4.10)

MM
La integral depende solamente del valor de K para el que V (x , &k ) es estacionario
N /97? 0, siendo cero o muy pequefia para todos los demés valores de = .

Aplicando el principio de fase estacionaria a la ecuaciéon 10.4.8,1a mayor parte de la
energia corresponde a

%:0‘:0 (& - %‘3}= \+ - %)+ % %%‘:0 (10.4.11)

y despejando x

W=y w Ae (10.4.12)
C 3w
Si hacemos x/t =V%' la velocidad de grupo esta viene dada a partir de la ecuacién
10.4.12 por

VR T (10.4.13)

Puede ficilmente comprobarse que esta ecuacién corresponde a la ecuaciéon 10.4.7.
Como la integral de 10.4.8 representa la amplitud total de la perturbacién y la energia es
proporcional al cuadrado de la amplitud, la velocidad de grupo Vq corresponde a la de la
trasmision de la energia. La velocidad de fase € esla que corresponde a la trasmisién de cada
uno de los componentes arménicos en que se descompone O
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IV. ONDAS SISMICAS

f1. INTRODUCCION A LA SISMOLOGIA. TERREMOTOS.

11.1  Definiciones y conceptos generales.

Geofisica

“Es la aplicacion de los: principios y practicas de la Fisica para la resolucién de los
problemas relacionados con la Tierra’, Howell (1962). La parte mas desarrollada de la Geofisica

es la Sismologia.

Sismologia

“Ciencia que trata de los terremotos y de otras vibraciones del subsuelo”, Howell
(1962). Unas de las aplicaciones de la Sismologia son el reducir los dafios materiales causados
por terremotos y conocer mas el interior de la Tierra.

Terremoto

Se entiende por terremoto, segin Howell (1962), un movimiento violento, repentino y
pasajero, o bien, una serie de movimientos del subsuelo en una regién limitada y que desde este
lugar se extiende en todas direcciones. Dicho de otra forma, es una ruptura subdita del

equilibrio elastico y que se propaga en todas direcciones.
El estudio de un terremoto se puede hacer:

a) mediante la observacién de la zona afectada, reconocimiento de los destrozos
producidos y de las deformaciones del terreno, comparando los mapas de la region antes y

después del terremoto. (Sismologia Geogriéfica).

b) mediante el registro en observatorios del movimiento vibratorio producido como
consecuencia de la conmocion. (Sismologia Fisica). Las ondas propagadas en esta forma se
llaman ondas sismicas.

Como las rocas son el medio por el cual se propagan las ondas sismicas, estas tltimas
deben ser elasticas, ya que las gravitacionales no son tan fuertes.

Epicentro y Foco

Cuando se presenta un terremoto, éste no lo hace simultineamente en todos los sitios
donde es observado. Las vibraciones se propagan con velocidades definidas y conmensurables y
actlian como si procedieran de una regién limitada, que es la denominada fuente de energia del
sismo. Esta region se denomina foco o hipocentro del terremoto. Los sismologos suelen
considerar el foco como un punto y, si bien la energia es generada en una zona extensa o en un
gran volumen de tierra, admiten que la radiacién se inicia en un punto cualquiera de este
volumen y se difunde continuamente al resto de la fuente. Esta teoria es consecuencia de la
observacion y por esta razén el foco generalmente se define como “‘punto desde el cual se irradia

la energia”, Howell (1962).

El foco de un terremoto se encuentra raras veces en la misma superficie de la tierra y
hasta la fecha no se conocen sismos que se hayan originado a profundidades de mas de 700 kms.
La mayor parte de los terremotos se originan a profundidades de unos 50 kms, siendo los 25
kms la profundidad focal mas comtn. Los terremotos cuyos focos se encuentran a menos de 70

1S se denominan normales, segin Howell. Otros autores toman los normales hasta los 60 kms.
Més de un 700/0 de los terremotos son normales.
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Los terremotos anormalmente profundos suelen reconocerse de varias maneras. [as
ondas superficiales son débiles normalmente. Los terremotos suyo foco se 2ncuentra a jran
profundidad, pueden reconocerse por bservacion directa de los dafios causados, ya jue @i sismo
se nota en una zona muy axtensa, siendo ei temblor de igual intensidad en todos los lugares. En
el caso de terremotos superficiales, la intensidad el temblor suele disminuir rapidamente con la
distancia de un punto de la superficie situado directamente :ncima del foco y que se llama
apicentro Jel terremoto. La situacion de un terremoto se especifica jeneralmente indicando la

latitud y longitud Jel epicentro, asi como la profundidad del foco.

Los sismélogos han descubierto jue los terremotos tienen una tendencia a ocurrir en
cinchos o fajas. Actualmente se han mejorado los métodos para detectar los epicentros, y las
fajas sismicas pueden definirse con mds precision.

Los epicentros e los terremotos estin iademas alineados a lo largo de fallas de
transformarién, donde las placas divergen una e la otra, como podemos verlo en la Fig. 11.1, en

la parte por donde emerge el magma.

Por otro lado, los terremotos jue se originan a profundidades de mds de 100 kms,
ocurren cerca de las mérgenes donde las placas colindan. Los focos de estos terremotos estan
distribuidos sobre planos bien definidos que se sumergen =n el mantoy estdn intimamente
relacionados con fosos profundos en 2l mar, archipiélagos, montafias recientes y volcanes. En
esto ha acertado la teoria de las placas tectonicas, pues estos terremotos profundos definen
actualmente las posiciones de las placas de convergencia. Gracias a ssta correlacion gue existe
entre la Topografia, la Geologia y la Sismicidad se tienen los datos esenciales para definir las

fronteras de las placas de la litosfera.

Cordillerg, oceamica = ,\
£ — m

ay
TR TS = Conbinenic

Oc¢eano 4

Fallg dc trans=
fovemacidn cicatvizada,

Aslenosfem

X dercemotos wpecizaby
o tercemotos profundos

Maﬂ&ma

T:“Qg A D \'odﬁ(qma. '\\o s-\vtmc\o la asocatdn de tecrermolon con \as
feonlcos de las Plaas ¢ codilleras ocednicas , fulas de
‘\'TOW\S{OMQQ.\O'{) l& &05@\.
Clasificacion de los terremotos.
Los terremotos podriamos clasificarlos de la siguiente manera:
A. Seguin el o_rigen de la perturbacion, Howell (1962)
Nat}lfa!: si es producido por procesos naturales de la Tierra.
Artificial: si es producido con intervencion del hombre.

Algqnos cientificos no incluyen las perturbaciones “artificiales” y uUnicamente
consideran como vibraciones de esta clase las ocasionadas por las fallas de las rocas.
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B. Sequn 15.1 c.listar!cia de-l epicentro, ala estacién donde se observan las ondas, Udias (1971)
Locales: si la distancia es menor de 1000 km.

Telesismos: sila distancia es mayor de 1000 km.

C Segun la profundidad del foco, Howell (1962).
Superficiales: si la profundidad focal esta entre 0.y 70 km.
Intermedios: si esta entre 70 y 300 km.

Profundas: si esta a mas de 300 km.

Udias toma 60 km como limite de los terremotos superficiales en vez de 70 km.

D. Segun su origen, Howell (1962) y Udias (1971).
Volcanicos: relacionados con la actividad volcanica. De poca intensidad.

Tecténicos: relacionados con los procesos de deformacion de la corteza terrestre que
dan origen ala formacién de continentes y montafias.

- Otros: relaconados con derrumbamientos de cavernas, caida de meteoritos, corrimientos
de tierra.

1.2  Causas de los Terremotos

En la actualidad se cree, en general, que la mayor parte de los terremotos son producidos
por reaccion elastica. No obstante, han sido sugeridas otras muchas causas y algunas de las cuales
se sabe son el origen de cierta clase de terremotos. Las interpretaciones mas plausibles pueden
dividirse en tres clases en funcion del mecanismo: tectoénico, volcénico y por impacto.

Podriamos entonces clasificar a los terremotos, por su origen, de la siguiente forma
siguiendo a Howell.

A. Origen Tectoénico
a) Reaccién elastica.
b) Fisuracion repentina durante una corriente plastica.
c) Plegamiento.

B. Origen Volcanico
a) Explosiones debidas a presién subterranea acumulada.
b) Cristalizacion.
c) Rotura por tension.
d) Intrusién de magma.
e) Excavacion.
f) Interrupcién o bloqueo de una corriente.

C. Porimpacto
a) Explosiones en la superficie.
b) Caida de meteoros, etc.
c) Hundimientos.
d) -Deslizamientos de rocas y fenémenos similares.

A. Origen Tectonico

La clase tectonica comprende todos los terremotos provocados por deformacion de
rocas, como las que forman los sistemas montafiosos.

La reaccion elastica es el miembro principal de esta clase. A grandes profundidades, se

cree que las rocas se encuentran en estado plastico, debido a la alta temperatura, por lo cual
ceden mas facilmente por fluencia, que por fractura.
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Las rocas plasticas, si el esfuerzo es suficientemente elevado, pueden fluir y fracturarse al
mismo tiempoO, de manera que tenemos como segunda causa pr gpuesta el rapido cizallamiento
de rocas plasticas profundas, ya sea a lo largo de un plano, o bien, en un extenso volumen. En
este caso el mecanismo es generalmente similar a la reaccion elastica en rocas mads rigidas, es

decir, tan solo varia la clase de roca.

El ultimo miembro de la clase, es la fisuracion y aplastamientos repentinos debidos a una
tension, que puede producirse cuando las rocas son plegadas independientemente de cualquier
reaccion cortante elastica de igual formacién. Como estas fisuras o grietas suelen ser pequefias,
puede ser yue esta causa sea probablemente de menor importancia, si es que no se considera

como del todo insignificante.
B.  Origen Volcanico

En general, los terremotos acompanan a las erupciones volcanicas. En ciertos casos, se
cree que los temblores son provocados por el vulcanismo, aunque la mayor parte de estas
vibraclones son de origen tecténico. El mecanismo por el cual el vulcanismo puede causar un
terremoto es fundamentalmente una cuestién especulativa, siendo las explosiones volcanicas la

unica causa concreta conocida.

Se han senalado otras cinco posibilidades por las cuales el vulcanismo puede ser la causa
de un terremoto, aunque no se ha podido comprobar que ninguna de ellas haya sido la causa de

lus terremotos reales.

A ciertas profundidades donde la presion es elevada y la temperatura uniforme, se ha
sugerido que el magma puede subenfriarse sin llegar a solidificarse hasta que grandes volumenes
s¢ cristalicen repentinamente con la consiguiente reduccion de volumen que da lugar a una
contraccion de extrema violencia yue, por si sola, ya constituye un terremoto. Aungue en el
laboratorio en ciertas condiciones puede producirse artificialmente un rdpido crecimiento de
cristales, no hay avidencia alyuna que demuestre que este fendmeno pueda ocurrir en la
naturaleza cun una velocidad que produzca una apreciable vibracion de la tierra.

Una de las causas logicas de los temblores es la rotura por tension, Cuando la lava se
enfria, se producen agrietarnientos. Si se forma una fisura suficientemente amplia en un
intervalo de tiempo cualguiera, este acontecimiento puede liberar energia suficiente para
producir un terremoto. De forma similar, la presion del magma intrusivo abriéndose camino a
traves de la roca, puede dar lugar a que sean fraccionados grandes trozos de rocas. Se ha
indicado que &l hundimiento, proceso por el cual se desprenden bloques aislados de roca del
techo para sumergirse en ¢l mayma— puede ocurrir con tal violencia que el techo, al retroceder
po: accion del desprendiiniento de una roca, puede causar un terremoto. Finalmente, si una gran
vaverna vacla subterranea se llena de magma, cuando dicha caverna gqueda totalmente llena, la
masa tluyente de roca liquida actuaria como un émbolo y al golpear las paredes causaria un
sisino. Todas estas hipOtesis sun pura especulacion.

Cualyuicra que sea la causa, ciertos terremotos que tienen lugar en regiones volcanicas
tienen caracteristicas suficientemente claras para pensar gue pertenecen a un grupo 2special.
Estos temblores se cavaclerizan por su extrema violencia en su localidad y por una rapida
disminucidn del movimiento del suelo al aumentar la distancia, lo cual indica que el foco es
anocmalinente superficial. Suelen acompanar al vulcanismo, =n la region de su origen.

‘ En conclusion, son extremadamente raros los terremotos que pueden ser definitivamente
cunsiderados como volcanicos.
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¢  Porimpacto

Los terremotos causados por impacto tienen lugar por causas superficiales. Han sido
registradas muchas explosiones importantes en diversas zonas de gran extension. La mayor parte
de la energia de una explosion superficial se transforma en calor y en oscilaciones del aire.

Se supone que los meteoritos al chocar contra nuestro planeta también pueden provocar
terremotos, aunque la distancia a que pueden ser registradaslas vibraciones resultantes suele ser
en general, muy pequefias.

También se ha sefialado la posibilidad de que el derrumbamiento de los techos de las
cavernas, asi como la caida de grandes declives de tierra, provoque una liberacion suficiente de
energia para causar un terremoto, aunque no estd comprobado. El fenémeno inverso suele ser
generalmente cierto, ya que los terremotos causan con frecuencia el hundimiento de cavernas y
el corrimiento de los declives pronunciados.

Podriamos afiadir a modo de resumen, que la mayoria de los terremotos se origina en la
cercania o vecindad de las fronteras, limites o contomos de las placas de la litosfera.

Los mecanismos de los esfuerzos que causan el movimiento en las fallas podemos
reducirlos a los tres que se ilustran a continuacion en la Fig. 11.2.1, que nos muestra la situacion
de la falla antes del movimiento (a); la situacién de la falla cuando estd sometida a esfuerzos de
tension (b); a esfuerzos de compresion (c) y por ultimo, sometida a un esfuerzo de corte o
cizallamiento{d.)

\nen. defal\a

s/ Sl e

lo esfuerio de

Q Yension

e.s.(w.ﬁo &f. ‘-04"1&

T A
h 1.2

Tomados del libro “€arth", de los autores F. Press y R. Siever.

Por ultimo, podemos decir, ademas, que los grandes terremotos n'qnen lugar en unos
pocos minutos, debido a sumas de energia de deformacion elastica que ha sido almacenada en
una forma lenta en las rocas de una zona de fallas durante decenas o cientos de anos. La fuente

de esta deformacién son los movimientos de las placas de la litosfera.
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11.3  Caracteristicas de los lerremolos

Temblores iniciales y temblores finales

En general, un terremoto no es un acontecimiento aislado. Los terremotos se presentan
en ciertas regiones con mas frecuencia que en otras y cuando se producen estos fenémenos lo
hacen conjuntamente. En algqunos casos, aunque raramente, los diveros temblores del conjunto
son de igual magnitud, aunque uno de ellos es el mayor y recibe el nombre de temblor principal.
Los temblores que proceden al terremoto se llaman iniciales y los que siguen, finales . Otros
autores les llaman precursores y replicas.

Los temblores finales son mas comunes que los iniciales. Todos los terremotos de
importancia van seguidos de un gran numero de temblores finales; sin embargo, no todos los
terremotos importantes van acompafiados de temblores iniciales, salvo en casos excepcionales.
En cambio el numero de temblores finales es del orden de los millares. La duracion del conjunto
de terremotos puede ser de varias semanas, meses e incluso afios, pues la frecuencia con que se
producen dichos fenémenos en general, disminuye hiperbélicamente.

En consecuencia, puede afirmarse, teéricamente, que el conjunto de terremotos no
desaparece nunca. No obstante, practicamente, cuando el tiempo entre los temblores posteriores
llega a ser de unos meses, ya no es posible diferenciar un temblor final de un nuevo principal. En
general, la magnitud final de los temblores, al igual que la frecuencia, disminuye, de modo que,
eventualmente, su magnitud se encuentra a un nivel de microsismo. De todos modos no se
produce una reduccion continua, debido a que la magnitud de los temblores finales varia
irreqularmente, siendo algunos de ellos mucho mayores que otros que se presentan con
anterioridad en la sucesion. El problema todavia se complica mas por el hecho de que no todos
los temblores del conjunto se producen exactamente en el mismo lugar; sin embargo, el origen
de toda la energia se encuentra normalmente en un volumen minimo de tierra cerca del origen
del temblor principal. Esta variacion en la posicion del origen dificulta el establecimiento de una
distancia clara entre un temblor final de un terremoto de gran magnitud en una regién, de un
temblor principal de poca importancia en una region contigua. Los temblores finales de la
catastrofe inicial de la formacion de la terra.
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mtensidad.

La violencia o intensidad del temblor producido por un terremoto es la medida de su
magnitud. El grado de violencia se determina anotando las condiciones en que el temblor resulta
perceptible por el ser humano, por la magnitud en que resultan dafiados los edificios construidos
por el hombre, y la naturaleza de cualquier deformacién visible de la tierra. La intensidad de un
terremoto se mide por una escala definida arbitrariamente.

En el caso de terremotos, las ondas superficiales estin formadas generalmente por una
Jarga sucesion de vibraciones casi de la misma amplitud, de modo que resulta mas conveniente
medir la intensidad con respecto al impacto, que atendiéndose a la aceleracién. Las ondas
internas, por otra parte, suelenllegar en forma de impulsos de corta duracién y muy
frecuentemente con sdlo un pico de maxima amplitud o unos pocos de ellos.

Se debe tener presente que la intensidad no es una medida de la magnitud del terremoto,
sino del grado en que fue observado y de los destrozos causados. Por esta razén, resulta dificil, y
en algunos casos imposible, fijar valores de intensidad a los terremotos que tienen lugar en
regiones despobladas o en el mar.

La intensidad en la regién mas violentamente sacudida o afectada por un terremoto,
suele considerarse, por lo general, como intensidad del mismo.

Magnitud

La intensidad de un terremoto varia de un sitio a otro y no depende solamente de la
cantidad de energia liberada y de la distancia al foco, sino también de la naturaleza del terreno
de la regién en que tiene lugar el sismo. Por lo tanto, dicho factor, a pesar de que los grandes
temblores suelen tener intensidaddes mayores que los temblores pequefios no constituye una
medida apropiada para determinar la magnitud del temblor. Sin embargo, la medida de la
amplitud del movimiento del suelo nos suministra un método relativamente preciso para medir
la magnitud de un terremoto.

Richter, en 1935, proyecté una escala de magnitudes para comparar las energias
liberadas en terremotos en California meridional y en las regiones circundantes. Definié dicha
magnitud en funcién del logaritmo de la méxima amplitud, medida en micras (0.001 mm), sobre
el grifico suministrado por un sismémetro normalizado de torsién del tipo Wood-Anderson, a
una distancia de 100 kilémetros del epicentro del mismo. Las magnitudes de terremotos
registradas a otras distancias pueden determinarse conociendo la variacién de la amplitud
maxima con la distancia. Para terremotos superficiales del sur de California, del orden de 200 a
1500 kilémetros, sirvié la siguiente relacién empirica entre la magnitud M y la maxima amplitud
de las ondas en el sismograma.

M = Q%k +3op b -3.31 (11.3.1)

en la que A es 1a distancia expresada en kilémetros. Para distancias mayores, la relacién resulta
mas complicada.

Esta no es la tinica definicién de magnitud y la variedad en el modo de medirse hace que
los valores asignados a un mismo terremoto varien a veces hasta en dos unidades.

Actualmente, no hay un acuerdo total sobre el modo de medir la magnitud, pero,
generalmente, se admiten dos escalas de magnitud, una utilizando amplitudes de ondas internas
y otra usando ondas superficiales.
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La magnitud a partir de ondas internas, de acuerdo a Udras (1971), viene dada por:

Wy = Qo%(k\ r TN (11.3.2)

A= Amplitud reducida al movimiento del suelo en micras de la onda P en la
componente vertical del sismograma de periodo corto.

T=  Periodo en sequndos de la onda cuya amplitud se ha medido.
T(A=  Funcién de calibracién que depende de la distancia.

La magnitud a partir de ondas superficiales es:

Mg = Q"’?S \b_‘_.\ £ VL6 R B (11.3.3)

A= es la amplitud de la onda superficial de mayor amplitud en el componente
vertical de sismografos de periodo largo.

T= es el periodo correspondiente.
es la distancia epicentral en grados.

Larelaciéon entre Ms y mb es:

Mp= 25 +0.63Ms (11.3.4)

Uno de los usos més importantes de la magnitud es conseguir un valor aproximado de la
energfa liberada por los terremotos. Para deducir la relacién entre la magnitud y la energia, hay
que admitir que toda la energfa del terremoto es irradiada en forma de ondas eldsticas y que
desde el foco se propaga en todas direcciones.

Periodicidad de los terremotos

Se cree que la mayor parte de los terremotos son de origen tecténico. Como estos
temblores son debidos ala lenta acumulacién de esfuerzos durante largos periodos de tiempo, se
podria admitir que dichos fenémenos ocurren con mas frecuencia cuando la tierra est sometida
a esfuerzos externos como la presion del aire y las mareas.. No se cree que estas fuerzas por si
solas sean de intensidad suficiente para producir terremotos, aunque sumadas a mayores
esfuerzos que provienen de fuentes desconocidas, pueden muy bien actuar como fuerzas
suplementarias e incrementar los esfuerzos en un pequefio incremento que el material es incapaz
de soportar. De este modo, se podria establecer el momento en que estos temblores tienen lugar.

En ciertas partes del mundo, es de creencia general que los terremotos se presentan con
mayor frecuencia con calor y tiempo bochornoso. Evidentemente, no hay base cientifica que
pueda corroborar esta creencia. Las investigaciones cientificas de los momentos en que tiene
lugar los terremotos no permiten establecer correlacion con las condiciones meteorolégicas.

Frecuencia de los terremotos

Segiin Gutenberg y Richter, en 1949, anualmente tienen lugar unos 18 temblores
aproximadamente de magnitud comprendida entre 7 y 7.9. En un afio tipico tendrian que
producirse unos 120 temblores de magnitud comprendlda entre 6 y 6.9. Los terremotos de
menor magnitud pueden tener lugar ficilmente sin ser registrados en ningin observatorio
sismografico del mundo, por lo que resulta imposible establecer el niumero total de temblores
que se producen en un afio.
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Gutenberyy Richter, en ese mismo afio, demostraron que la frecuencia de terremotos de
magnitud Ms (tolerancia & .1) puede representarse con cierta aproximacién por la siguiente
ecuacion:

,Q% N= o+ b(8-M.) (11.3.5)

en la que N es la frecuencia, a = 0.48, b = 0.90 para temblores superficiales;a=1.2,b= 1.1 para
temblores de profundidad intermedia y a=-1.9, b = 1.2 para temblores de gran profundidad.

TABLA 11.3.1

3’ 'y ESCALA DE INTENSIDADES MERCALLI MODIFICADA EN 1931
9 4 S (segiin Wood y Newrnann, 1931)
4> ’e %
0 g ¢ ? ‘})C
38 §%%
1] AN
Efcctos cn personas, estructuras y otros.
Unicamente perceptible por muy pocas personas en circunstancias favorables.

I 2.5 Lo perciben algunas personas cn reposo. Algunos objetos delicados suspendidos se balancean
ligeramente.

m Perceptible en interiores. Algunos autos sc balancean un poco. La duracion puede ser estimada.

v 3.5 Perceptible por lo general cn interiores. Sc despiertan las personas que se hallan en reposo. Se
balanccan los autos y sc mucven las ventanas.

\Y% Perceptible en general. Cacen algunos repellos. Se rompe la vajilla y los cristales de las ventanas. Sc
paran los péndulos dc los relojes.

VI Perceptible por todos. Empicza a cundir cl terror. Dafios en las chimeneas y cn los repellos de las
paredes. Sec mueven los mucbles y cacn los objetos pequefios.

Vil 5.5 Todos sc lanzan a la calle. Perceptible en automéviles ecn marcha. Dafios moderados cn las
cstructuras.

VIl 6 Alarma general, Efectos destructivos y dafios generales en estructuras débiles, Pocos daiios en
estructuras bicn construidas. Sc desploman los monumentos y las paredes. Se vuclcan los mucbles.
Sc esparcen cl fango y la arena. Variaciones cn los niveles de agua de fuentes y pozos.

IX Total destiuccidn de estructuras débiles. Daflos considerables en cdificios bien construidos. Daiios
en los fundamentos de los cdificios. Rotura de las tuberias subterrineas de canalizacién. En cl
suclo, grictas; crujidos perceptibles. Panico,

X Destruccidn general de estructuras de mamposteria y armadas. Sélo quedan cn pic los edificios
mcjor construidos. Fundamentos cn estado ruinoso. Panico.

X1 8 Pinico. Sélo quedan cn pic contados cdificios. Grictas estrechas. Fallas pronunciadas cn cl suclo.
Canalizaciones subterrancas fucra de servicio.

X1 8.5 Pénico. Destruccidn total. Ondas visibles en cl sticlo.
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11.4  Tipos de ondas sismicas

Cuando se estudiaron los primeros sismogramas se observé que estaba.n constituidos por
una larga serie de ondas de amplitud gradualmente creciente hasta uno o varios maximos y que
después disminuian con mayor rapidez. Estas ondas principales eran precedidas por un nimero
de impulsos relativamente débiles, que fueron denominados Vorlaufer o precursoras. Durante 135
ondas precursoras, los movimientos de onda eran mds breves que durante la ulU’ma parte del
registro (del orden de un sequndo en comparacién con 10 segundos); por esta razon, estas ondas

ultimas se denominaron ondas largas.

Durante la llegada de las vibraciones procedentes de un terremoto intenso y distante, el
suelo se mueve primeramente con gran intensidad hacia arriba y hacia abajo. Estas ondas se
llaman ondas primarias, abreviadamente ondas P. A continuacién de las ondas primarias llegan
las precursoras, con un movimiento que generalmente es perpendicular a los movimientos P.
Estas ondas secundarias (ondas S) son generalmente de mayor amplitud que las ondas P.

A diferencia de las ondas P y S, que se manifiestan por su iniciacién relativamente
abrupta, las ondas largas empiezan generalmente con amplitudes gradualmente crecientes y sin
un comienzo claro y definido. Las ondas largas iniciales son las que suelen tener los periodos
mas largos. En algunos casos, es posible reconocer una serie de ondas largas que llegan en primer
lugar con un periodo verdaderamente notable de mds de 25 sequndos. A esta vibracion se le
denomina G, mientras que las ondas largas normales se denominan ondas L. Al mdximo mas
pronunciado de las ondas largas se le llama M y la parte del terremoto que le sigue a este

médximo es lo que se denomina coda.

Haciendo una digresion sobre la propagacién de las ondas elasticas, vemos que, a través
de un sélido homogéneo, isotrépico y elastico pueden transmitirse dos tipos diferentes de ondas.
Las ondas de dilatacién (de compresién), —de las que las ondas sonoras forman un ejemplo
tipico—, comprenden movimientos de particulas que son paralelos a la direccién de propagacién
de la energia, mientras que las ondas transversales constituyen un movimiento perpendicular a
esta direccién. En 1899, R.D. Oldham y E. Wieckert reconocieron, cada uno por aparte, que los
impulsos P eran ondas de dilatacién y los impulsos S, ondas transversales. Como estas ondas se
producen dentro de la tierra, se denominan ondas internas.

Las ondas largas no son de tan facil interpretacién. Si se representa el tiempo de llegada
de las mismas en funcién de la distancia a lo largo de la superficie a partir de su manantial, el
grafico resultante es una linea recta, demostrandose asi que, a diferencia de las ondas internas,
aquéllas se manifiestan sobre la superficie de la tierra. Por esta razén dichas ondas se denominan

ondas superficiales.

Tedricamente pueden existir muchos tipos de ondas superficiales.

En 1885, Lord Rayleigh demostr6 que a través de una superficie libre limitada por un
semiespacio elastico, homogéneo, isotrépico o infinito, pueden propagarse ondas en las que las
particulas estdn sometidas a un movimiento eliptico de retroceso, con el semieje mayor de la
elipse generalmente vertical, como puede verse enla Fig. 11.4.1, si’ sequimos la trayectoria
indicada por las flechitas. Stoneley y otros, en 1924, demostraron que dichas ondas pueden
existir incluso en el caso de que los limites del espacio no sean libres o cuando el medio no es
homogéneo. Las ondas que se manifiestan a lo largo de una superficie limitada entre dos medios
densos se denominan ondas Stoneley.
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El movimiento que procede inmediatamente a las ondas M y en las codas de los
terremotos, es similar al pronosticado con anterioridad, con la excepcién de que la componente
horizontal del movimiento acostumbra a ser generalmente mayor que la componente vertical y,
en este caso, las elipses de movimiento suelen resultar inclinadas. A dichas ondas se les denomina
ondas Rayleigh o seudo Rayleigh para distinguirlas de las previstas teéricamente por Rayleigh en
las que la amplitud vertical es mayor que la horizontal. Cuando el movimiento de las particulas
es de retroceso se emplea la letra R para designarlas y cuando es directo, se utiliza la letra H.

Un movimiento que precede a H, que en su mayor parte queda limitado ala componente
longitudinal (en la direccién de propagacién), constituye un ejemplo del tipo de impulso
descrito por Leet, en 1939, y que dicho investigador denomina ondas acopladas. Este impulso se
representa por la letra C.

En los registros de terremotos se presenta también otro tipo de onda que suele ser
comiin. Se conoce por onda Love, de acuerdo con el investigador A.E.H. Love, que fue el que
dedujo la teoria de su propagacién en el afio 1911. Se trata de una onda transversal de
superficie, en la que el movimiento se realiza en direccién transversal (paralelamente a la
superficie y perpendicularmente a la direccién de propagacién).

11.5. Movimiento de la tierra debido a las ondas sismicas

Un terremoto consta de tres grupos de impulsos: P, S, y L. Durante algunos terremotos
estos tres grupos, pueden observarse aisladamente, en particular cuando el sismo es de
importancia. No obstante en la mayor parte de los casos estas observaciones aisladas no resulta
factible, pues el movimiento del suelo es muy complicado. En los casos en que se puede
reconocer, P consta generalmente de una oscilacién netamente .vertical. El 1r‘npulso de
compresién no suele ser tan perjudicial para las estructuras como los impulsos del tipo S y_I'J,.
Esto se debe posiblemente a dos factores: En primer lugar, al impulso de compresion
acostumbra a poseer una amplitud menor que las ondas transve:r‘sales o las largas. En sequndo
lugar los edificios se construyen para poder resistir la aceleracion de la g-ravedad, que es una
fuerza vertical. La fuerza ejercida por las ondas de compresion es del mismo sentido qlue el
movimiento del suelo, que, en general, es también casi vertical y solo en casos excepcionales es

mayor que la de la gravedad.

sos de otros tipos, en los que el movimiento
| intensa. Las ondas transversales puede.n
acién tangencial del suelo. .Co.n frecuencia
las que el movimiento principalmente se
nto més complicada.

Lo que antecede no es aplicable a los impul
e horizontal o posee una componente horizonta
Feconocerse, en algunos casos, por una violenta oscil
un observador las diferencia de las ondas largas, en las qu
diferencia en que su periodo es mayor y la forma del movimie
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La fuerza ejercida por una vibracién de un terremoto depende no sélo de la amplitud de]
movimiento sino, asimismo, de su frecuencia («w ), puesto que

(A
F=wa =" &d:‘ (11.5.1)

en la que x es el desplazamiento de la masa m. Si el movimiento es arménico simple y de
semi-amplitud x, maxima, tendremos:

wt
o= Ao 08 Wk = Ao O3 (11.5.2)
en la que T es el periodo del movimiento y
X3 T
MX = - MR (11.5.3)
T'L

A igualdad de desplazamiento, cuanto menor es el periodo, tanto mayor es la fuerza. En
general, S tiene un periodo menor que L, aunque este tltimo, ejerce, en muchos casos, la mayor
fuerza debido a su mayor amplitud de movimiento. Ademas, los dafios son también un efecto de
duracién del temblor de tierra (posiblemente del nimero de sacudidas) y las ondas mas largas
son de mayor duracién que las del tipo Py S.

La duracién de un terremoto es en gran modo funcion de la distancia a la fuente del
movimiento, aunque también depende del intervalo de tiempo en que la energia es radiada desde
la fuente. Es funcién asimismo de la importancia del terremoto, puesto que durante un sistema
de poca intensidad a gran distancia, la mayor parte del movimiento se pierde en el fondo
microsismico. Los diversos impulsos recorren diferentes trayectorias a velocidades distintas; las
ondas internas, por la tierra, y las superficiales, por el exterior de la misma. Las ondas P se
propagan con mayor rapidez, variando su velocidad desde menos de un kilémetro por sequndo
en un material de composicién poco compacta, cerca de la superficie, hasta 14 km/seq en el
centro de la tierra. Las ondas transversales se propagan en todas direcciones mas lentamente que
las de compresién, siendo las ondas Rayleigh las de propagacién mas lenta.

Las ondas largas son las ultimas en llegar porque se propagan por la superficie, donde las
velocidades son mas reducidas. Se observa una difusién de ondas debido a la dispersién que se
produce por ser la velocidad de propagacién funcién de la longitud de onda. En general, para
ondas sismicas superficiales, cuanto mayor es la longitud de onda, mayor es la velocidad. Para
ondas superficiales en la tierra de dispersién es fundamentalmente resultado de la mayor
capacidad de penetracién de las ondas de periodo largo, que son asimismo las de mayor longitud
de onda. La energia de ondas de superficie se propaga en su mayor parte por una capa contigua
a la superficie de espesor igual a una longitud de onda, cuya amplitud de movimiento disminuye
rapidamente al aumentar la distancia a la superficie. En la tierra la velocidad de propagacién
aumenta con la profundidad. Por consiguiente, las ondas que penetran a mayor profundidad
alcanzan los margenes mds elevados de velocidad y, en consecuencia, se propaga con mayor

rapidez.

El temblor del suelo o el de un edificio durante un terremoto, no sélo depende de la
naturaleza de las ondas sismicas que se reciban, sino también de la naturaleza de la estructura,
natural (geolégica) o artificial (mano de obra) que las reciba. Existen tres formas distintas de
transmitirse el movimiento de las ondas en un sistema cualquiera:

a) El sistema puede negarse a aceptar las vibraciones que llegan. Este fenémeno se
denomina reflexion.
b) La energfa puede pasar por el sistema, abandonandolo con la misma rapidez con

que entré y sin haber sufrido ninguna variacién por accién del medio. Este
fenémeno se denomina transmisién perfecta.
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c) La energia puede acumularse en el sistema apareciendo en otras formas. Este
fenémeno se denomina absorcién.

En el caso de un terremoto que sacude una estructura, es muy importante ademas “la
cesonancia”. Si la energia se transmite con mayor lentitud que como es suministrada, se
scumulard con un aumento gradual en la amplitud de vibracion. El resultado sera que el temblor
« hace lo suficientemente violento para provocar graves dafios, desproporcionados, como la
causa que los produce. Esto es comun en ciertos tipos de suelos, como terraplenes de relleno,
depdsitos de aluvién poco compactos y lechos de rios o lagos. En estos lugares el suelo vibra con
mayor intensidad que en regiones contiguas de rocas mas soélidas.

Los edificios poseen determinadas frecuencias naturales de vibracion y si son sacudidos a
estas mismas frecuencias, la amplitud puede llegar a valores mucho mayores que en el suelo
subyacente. El limite de amplitud se establece por el grado en que la energia resulta
transformable en otras formas. Si no es transformada de este modo o no es vuelta a emitir como
energia de vibracién, la amplitud aumenta hasta que el edificio es destruido.

Este almacenamiento de energia debido a la resonancia o a otros efectos, contribuye
también en la dispersion. El almacenamiento da lugar a un retraso en la nueva radiacién de la
eergia. Si el retraso depende de la frecuencia de la vibracién, la velocidad de propagacién
depende de la frecuencia (y por tanto, de lalongitud de onda), que es la dispersion.

El resultado final de la dispersién y de la propagacién de los diferentes impulsos a través
de distintas trayectorias, en un punto dado, es que el terremoto llega en forma de una serie de
vibraciones que tardan algun tiempo en pasar. Si dos terremotos se presentan casi
simultdneamente, puede que resulte imposible diferenciar uno del otro.

11.6 Otros tipos de sismos
a) Microsismos y microterremotos

Aunque etimoldgicamente estas dos palabras tienen el mismo significado, se emplean
para designar dos fenémenos totalmente distintos.

Microterremotos son terremotos pequeiios detectables solamente con aparatos muy
sensibles situados a muy corta distancia de su origen. Los microterremotos pueden estar
asociados a procesos de ajuste en las capas superiores de la corteza terrestre o a corrimientos
muy pequefios de fallas.

el término microsismos se reserva para perturbaciones continuas registradas en
sismografos y que son debidas a una variedad de causas. Gran parte de estas perturbaciones estan
asociadas con fenémenos meteorolégicos sobre océanos, como, zonas de baja presidn, ciclones
tropicales, etc. Estos ultimos producen microsismos que se propagan directamente desde el
centro de la tormenta.

b) Maremotos

Terremotos grandes cuyo epicentro esta en el mar o cerca de la costa pueden producir
olas que se propagan a partir del epicentro y que pueden alcanzar alturas hasta de 20 metros
sobre el nivel normal del mar. Estas olas se llaman maremotos o tsunamis. La generacion de los
maremotos no es todavia bien conocida. Se ha relacionado con movimientos relativos de

loques en el fondo del mar y con el derrumbamiento de materiales sin consolidar en las
rendientes de las grandes simas oceanicas.
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11.7 Registro dc ondas sismicas

Los aparatos utilizados para registrar las vigraciones de la Tierra producidos por up
terremoto se llaman sismégrafos. Los mas usados modernamente son del tipo electromagnético
Yy consisten de un péndulo o sismémetro y un galvanémetro. En ellos el movimiento de la masa
del péndulo produce una corriente eléctrica inducida en una bobina que luego es convertida de
nuevo en el galvanémetro, en un desplazamiento que se registra gréfica o fotograficamente, ver
Fig. 11.4.1 Larespuesta del sistema completo depende del perfodo del sismémetro y del

galvanémetro.

El registro producido por un sismografo se llama sismograma y representa la respuesta de
eéste al desplazamiento del suelo producido por un terremoto. En el registro de un terremoto las
cuatro fases que podemos llamar primarias son las ondas internas directas P y S, y las
superficiales Ry L. En general, la onda P se aprecia mejor en la componente vertical y la S en las
horizontales. Debido a la diferencia de velocidades, la diferencia entre el tiempo de llegada de
estas dos ondas es.una indicacién de la distancia a la que se ha producido el terremoto. De las
ondas superficiales, las R 1legan un poco més tarde que las Love y tienen desplazamientos en la
componente vertical, mientras que las Love solo tienen desplazamientos en el plano horizontal.

Ademds de estas ondas, aparecen en los sismogramas una serie de ondas internas
reflejadas o refractadas en el nucleo, o reflejadas en la superficie de la Tierra.
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12. ONDAS Y RAYOS SISMICOS EN LA TIERRA ESFERICA Y ESTRATIFICADA
12.1  Rayos sismicos

' C.onsideraremos la Tierra como compuesta por un gran nimero de cdscaras esféricas
concéntricas delgadas y homogéneas. Consideremos una porcién PP'P” de un rayo sfsmico,

' ” .
donde P, P', P” son puntos situados en las tres fronteras consecutivas entre estas cascaras.

§ea.r'1 Y", V" las velocidades del rayo alo largo de PP’y P'P", respectivamente y sean los
angulosi’, j', j", tales como se muestran en la Fig. 12.1.1.

PorlaleydeSnell __ ©
OP'wat _ oOF wnd
V‘ V\\

_Como puede verse en lafigura  OF'<en4'  esiguala OP"%al"  pues
OP\ ‘iM\%\ = ® = O?“ %&0\“.
Ahora tenemos que
P= c&nt

donde r es la distancia de 0 a cualquier punto P del modelo, v es la velocidad del rayoen P, i es
el angulo entre OP y la direccién del rayo en P, y P es constante a lo largo de todo el rayo. El
valor de P llamado el parametro del rayo, diferirda de miembro a miembro de una familia dada.

12.2  Propagacién de rayos en medios estratificados de velocidad constante

Hasta ahora hemos enfocado el problema de la propagacién de ondas en forma de
soluciones de la ecuacién diferencial del movimiento en un sélido eléstico introduciendo las
discontinuidades como condiciones de contorno. Si sélo estamos interesados en los tiempos de
llegada de las ondas y no en las amplitudes, es conveniente el uso de la teoria de rayos. En esta
teorfa se sigue la propagacién de los rayos de las ondas propagadas en medios elasticos por
medio del recorrido geométrico.

Consideremos un foco sismico en el interiorde una capa de velocidad vy superpuesta
sobre un medio semi-infinito de velocidad V. donde v &¥y. Si 5, es un punto de observacién,
el tiempo de llegada de unaonda a S desde F viene dado por

Lo e a\-,ﬁl"‘ (12.2.1)
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F\&A 2. 2.\ Ny

Al rayo que sigue esta trayectoria se le llama ‘‘rayo directo’’. Otra posibilidad es la de un
rayo que se refleja en la superficie de separacién de los dos medios. El tiempo de llegada para el
rayo reflejado en funcién de &, -la distancia desde el punto S a la proyeccion del foco sobre la
superficie —, el espesor de la capa (= ), y 1a profundidad del foco (h), es

z ] '!2.
- +
Lo ez %) (12.2.2)
A
Un tercer rayo es el que incide en la superficie de separacion el dngulo critico ( Lc ), se
refracta a lo largo de la interfasé y emerge con el mismo angulo llegando finalmente al punto de
observacién.

Para este rayo consideremos primero el caso cuando el foco esta en la superficie. Este es
el caso de la prospeccién sismica en la cual las cargas estdn colocadas sobre la superficie.

X —
F S
| ! T
| I W 2
& e
I : [
A B3
F\% A2.. Vs
El tiempo de recorrido viene dado por
= BS
bo= FA , AB, (12.2.3)

\II \,1 _V\
Sustituyendo el valor de estos segmentos en funcién del anqulo critico

'Ln_ = g_ + K-?.-'éi%i»c + 2z

N oS Le V2 W 005 L
'l:\';_ = % Z_-Z%ﬁtc

V\ s l{ \IL

o bien
(12.2.4)
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y en funcién de las velocidades

o= X, 2= o (12.2.5)
Vp N\

Para el caso en que el foco estd a profundidad h se puede ficilmente deducir que el
tiempo de llegada del rayo refractado es

J
L = %_ v (2-L(NVE-vE)® (12.2.6)
[A V\\IL

12.3 Propagacién de rayos en un medio de velocidad variable

Consideremos un medio en el cual la velocidad varfa linealmente con la profundidad de
acuerdo con la ecuacion:

V =VYo + K=z (12.3.1)

donde V, es la velocidad en la superficie.
Si la velocidad aumenta con la profundidad podemos escribir para cada punto del rayo

_ utilizando la Ley de Snell — la siguiente relacion:

e ot - (12.3.2)

enlacual Vm es la velocidad en el punto més profundo del rayo, y por lo tanto en el punto en
el que forma un angulo de /2 con la vertical.

Nl JL : ,--/‘"‘
;i%_ \2.3.1

- Para cada punto de la trayectoria del rayo podemos escribir el angulo de incidencia
correspondiente en la forma:

° _ N =R
v L= =
N Y\;T,I' (12.3.3)

Es facil demostrar que la ecuacién 12.3.3 se satisface si la trayectoria del rayo es una
circunferencia cuyo centro estd a una altura No/K  por encima de la superficie. Si
consideramos el punto de partida del rayo como origen de coordenadas y & positivo hacia
abajo, el centro esta en (W< , =Ve/k). El radio es: I

0= Yoy M= [@\HL\.’\?\‘] (12.3.4)
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La penetracién maxima del rayo viene dada en funcién de 2¢ y Ve por:

9 = [\% \7- ,,\\%2_8‘]"‘ (12.3.5)

y la velocidad en el punto més profundo Nm
N = [04%\‘ N \1;‘] . (12.3.6)

Para calcular el tiempo que tarda la onda en recorrer la trayectoria circular,
consideremos un elemento de arco 45 .

C\‘5=Y‘&9 = i%_

oS L

X»'vt_ 1232
El tiempo empleado en el riiorrido del rayo completo esta dado por:
T = az
o\l ws {
Este integral puede escribirse en la forma:
'R
sq
K| Vo« K%)Jl _ No+wd)™ \S Nej. (12.3.7)
° Vm®
Sustituyendo Vm por su valor en la ecuacién 12.3.6 tenemos:
T= 2 are sl Kx (12.3.8)
LS 2No
12.4  Propagacion de rayos en una Tierra esférica
En esta seccién utilizaremos los siguientes parametros:
A = distancia angular de Pa Q
T = tiempo que tarda la onda en llegar de P a Q
S = recorrido del rayo en el interior de la esfera
dT= = pendiente de la curva dromocroénica
an
35 = variacion de la distancia angular con el cambio del parametro del rayo.
P

J
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Las curvas més utilizadas que representan las variaciones de estos pardmetros, son las
siguientes:

(T , &\ Curva dromocroénica (tiempos de recorrido y distancias angulares)
(v, v) distribucién de velocidades con el radio de la Tierra

€ v) variacién del pardmetro & con el radio

(P; A\ variacién del parametro P con la distancia angular &\
( g} ' P) variacién de la pendiente de la curva anterior con v
P

El caso mas sencillo de propagacién de rayos en el interior de una esfera elastica es

cuando ésta tiene velocidad constante, Los rayos son en éste rectilineos y podemos escribir el
tiempo de recorrido as:

T= PQ _ R wen B
N Y 2

a partir de la figura 12.4.1 L

(12.4.1)

P[—\Q

i \
¥ A I’
\/—‘,’R

4

N S

?‘56 12 4\ ‘:‘% 2 4,2

<|m

&

donde & es la distancia angular entre el punto de partida y llegada del rayo y R esel radio de
la_ esfera. La distancia angular mdxima entre dos puntos es & =TC y el rayo que llega a esa
distancia tarda T = 2r/y . Las dromocrénicas para este caso tienen {a forma de la fig. 12.4.2.

Si la velocidad en el interior de la tierra aumenta con la profundidad, la trayectoria del

rayo sera curva, dependiendo la forma de la curva del tipo de dependencia de la velocidad con el
radio.
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Si el rayo se propaga de P a Q, para un punto Q' cercano a P, si la distancia angular entre
estos dos puntoses AA yelradio Yo podemos escribir

oqQ' =% dA (12.4.2)
Consideremos el punto N sonre la trayectoria del rayo para el que
lo = PN
wen o= P (12.4.3)

PR
Si la onda tarda T en llegar de P N la distanciamedida a lo largo del rayo entre
estos dos puntos viene dada por

PN = N 4T (12.4.4)

dondeV, es la velocidad en la superficie y como N estd tan cercano a % suponemos que en el
trayecto PN la velocidad es constante e igual a Vo .

Utilizando las ecuaciones 12.4.2, 12.4.3y 12.4.4 escribimos

Gen o = Yo 4T (12.4.5)

o db
La ley de Snell para la trasmisién de rayos en esferas concéntricas puede expresarse en la

forma . °
ro LN Lo \r____scn y 4 P
_—\Io = J (12.4.6)

donde P es el parametro del rayo.

Sustituyendo sen (o de la ecuacién 12.4.5 en la ecuacién anterior obtenemos

Yo o ar _ o (12.4.7)
o da
Esta ecuacién relaciona el pardmetro del rayo © y la pendiente de la curva
dromocrénica, AT / aA

Vamos a deducir ahora expresiones para A, distancia angular entre dos puntos sobre la
superficie de la esfera, correspondientes a los de partida y llegada de un rayo; S , distancia
medida a lo largo de la trayectoria delrayo y | , tiempo de recorrido.

AR v ,‘?""‘ Para un punto cualquiera sobre
drel TN el rayo podemos escribir a
L vde '\ partir de la Fig. 12.4.4
AN
d¢= detictdd (12.4.8)
5, B
- seni= Yo
\ :\ xe n= r (12.4.9)
'S
NN
F\% 12.4.4 N
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Sustituyendo la ecuacién 12.4.9 en 12 Ec. 12.4.7 tenemos

2
)
N %;f =P (12.4.10)

Por otro lado, a partir de la ecuacién 12.4.8
T 2
(@E) = d—s\ -xt
de de (12.4.11)

y sustituyendo en.esta ecuacién el valor de ds/dea partir de la Ec. 12.4.10 y haciendo
/Y =1 obtenemos

R R I 3 RET R Rt
%—g-" "P; W-¢ (12.4.12)

Suponiendo que el arco es simétrico con respecto al punto de penetracién maxima,
podemos integrar la ecuacién 12.4.12 para obtener el valor de la distancia anqular

Yo
p_de _ _ A
3:, Ive-pr 2 (12.4.13)

Expresando la Ec. 12.4.8 de la sig. manera

‘LSY' = L o+ ‘”‘-)L
ac s ar
y sustituyendo aqui 12.4.10 podemos obtener

N CE R

(t ar g \AY
ds - 1 = ds= _MNdr__ 12.4.14
ac T W )" e - P (2ald
Integrando obtenemos el valo‘x_' de la distancia a lo largo de la trayectoria del rayo
o &Y‘
s=2| 2 12.4.15
KWUL‘-P‘) h -

Si v es la distribucién de velocidades con la profundidad y 5= vV el ﬁempoT que
tarda el rayo en recorrer la distancia S es

Yo
T=71 L,me-e 0} (12.4.16)
A partir de la ecuacién 12.4.13 tenemos
r'_g_ QL
A = A g v 2 '-'..3"1 (12.4.17)
SR
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Expresando la A en funcién deW= */\j tenemos
A_ Y dav _
Eﬂ VT ae T N (‘ -3 &KV‘\
Sea §= L. d c N g f= 2/(\-';)
e -9 dr =» ar= ¥(1-8) AN
haciendo las sustituciones adecuadas tenemos
A= 2p (\“ (oey (g an
do =20 Sl o Qe
y tomando = -§) Ah= g?\{-\gh\.‘-?) aYL (12.4.18)
e
Integrando por partes la ecuacién 12.4.18 tenemos
" d g -
L=¢ 5 &= 2 Wﬁ" , \/=—avc.r_;s(\’/“\ . do=4¢g
A= S?YL AN ?‘) EYE [? °*=°°‘30’f0] = &m cos (tly) A€
"l? ? So
A= & orccos (v - €eore cos(.\’h@ — ggxc s | ffq) a4

P
Como Vo= p = % o cos(Pfy) = ome cos L =0
Ne €o (12.4.19)
A=¢ arc cos (Pfy,) - gm cos (Ply) A<

Derivando A con respecto al parametro 9 tenemos

_CLB_ = 's”o\'(,, [ P[m, [YC‘ (v- \’IvO ‘¢
LS R .
T = €& Mo -¢ F) i [Uﬁ-é‘)l &g (12.4.20)
o bien g (‘-o
44 = d€ d
& = (=&)Y G- ) B z)(\ 8y L‘q )\ ax ¥ 242D

12.5 Distribucién normal de velocidades

Cuando la distribucion de velocidades con la profundidad cumple las siguientes
condiciones:

A) la velocidad v aumenta lentamente con la profundidad
B) d"/dr cambia lentamente con ¥*, recibe el nombre de distribucién normal.

En este caso © es negativo, y su valor absoluto relativamente pequefio o <\S\ 205y
A8 /A¢ también pequefio.
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Con estas condiciones el sequndo miembro de 12.4.21 es muy pequefio respecto al
primero por lo que la expresion se reduce a:

- dA _

dap ("gé’W

Integrando llegamos a

e ™ (12.5.1)

donde las variables con subfndices cero representan valores en la superficie. A partir de la
ecuacion 12.5.1 podemos deducir que

P=Ne ooy (v-5.)] (12.5.2)
Como P= av /d A podemos deducir de 12.5.2 que
[>S

T= {‘:\9 cos E!i(\ -8) A] da - \3% %[Lz (\—‘Sg)bl (12.5.3)

Z4p 3
A - Lt\-s.)m&-w)"t JEECI L °°'°(P-

Para 5280 constante para todos los valores de ¥ , y utilizando la definicién de
€=x Qv podemos deducir que la velocidad en funcién de ¥~ tiene la forma
V Ar -

V= AC (12.5.4)

Para esta distribucién de velocidades obtenemos las siguientes curvas para

v,r), (8,0, (o,8) y (T,8)

S

Te T

Ft& 1z.5.4 F\ad 11.8.2

F.%_ 12847 Tiq 125.4
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12.6 Determinacion de las velocidades de las ondas P y S en el interior de la Tierra a partir
de la relacion (T A )

La Tierra estd formada por tres regiones concéntricas, la mas exterior, o corteza, de un
espesor del orden de los 30 kms; la zona intermedia hasta los 2,900 kms. de profundidad,
llamada manto; y el niicleo. En el manto la velocidad aumenta gradualmente con la profundidad
de manera que podemos aplicar las ideas anteriores para deducir la distribucién de velocidades
con la profundidad en esta regién de la Tierra, si conocemos las curvas dromocrénicas para las
ondas P ysS .

Para el manto el valor del radio terrestre esta comprendldo entre los valores
Yo>¢ 27" Y, es el radio terrestre eliminando la cortezay Y¥' el radio del nticleo. A medida
que Y dlsmmuye en este intervalo la velocidad aumenta de manera que _ disminuye

monétonamente. Como para ¥=r' K MN=N'  si P>W' el rayo estd en toda su trayectoria por
encima del nivel correspondiente a v=¢' . Laecuacién 12.4.17 expresada en funcién de W es:

=2 P ar 4
A L,“N‘-v‘)"z o (12.6.1)

Aplicando a los dos miembros de la expresién 12.6.1 el operador

Mo
s:t;é%’\}_\ U (12.6.2)

en el cual Yu= -‘3‘-; Y. es la distancia del centro de la tierra al punto més profundo de un rayo
determinado y \, es la velocidad a ese nivel, siempre que Yo 2> obtenemos

A o (Mo
( Adp -S “’g"‘ ap

-k o (- 2) PG (12.6.3)
A W e ‘

Car\:\\biarg‘ilo en el sequndo miembro el orden de integracién
° Y
= f&n glﬁ ((er ) t-#+)] ™ de g
r
W, " .
donde el cambio de limites en la integral sobre 0 es debido a la relacién entre Nye.

Integrando por partes, la primer integral de 12.6.3 obtenemos

%‘h A avc cosQ»(mﬂm‘—- {O.ﬂ, s 9»&%\&&
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gustituyendo los limites, la primera parte es cero, la segunda integral de la ecuaccién 12.6.3
resulta ser:

(] m 2 "'"7.
2‘%’ &l}[(\}'m)m“?ﬂ dr dp = T (wk-m\)
Moo - am Y.
La relacién final es A

ga“' cos (%,\ah = ThelZ) (12.6.4)

Esta es la férmula de Herglotz-Wiechert, que puede utilizarse para deducir la distribucién
de velocidades V (¢) para los valores de Y5> ¢* conociendo la curva dromocrénica.

En el primer miembro § viene dado por la pendiente de la curva dromocrénica, o sea,
?sz/au para cada valor de A . Para un valor fijo de B M, es la pendiente dX/AA en el
punto =51 . La integral puede valorarse numéricamente por cualquiera de los métodos
conocidos, ya que para los valores de & en el intervalo © & & ¢ & ,@puede derivarse de las
curvas (T, & ). Hecho esto, la ecuacién 12.6.4 dard el valorde ¥y correspondiente al valor de

D . Como Y(. es también conocido, podemos obtener facilmente ,

Nh = “lm

De esta manera obtenemos un punto en la curva V (¥ ); variando ahora el valor de
A\ obtenemos los valores restantes.

Conocidas experimentalmente las curvas de tiempo de recorrido de las ondas © y S en
el interior de la tierra, en concreto en la regién correspondiente al manto, podemos deducir de

la forma indicada con anterioridad la distribucion de las velocidades de estas dos ondas con la
profundidad.
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V. CONCLUSIONES

La Tierra puede representarse-para efectos de la propagacién de ondas en el manto y la
corteza terrestres- como un medio semi-infinito y una capa, teniendo ambos medios,
distintas constantes elasticas.

Los fenémenos que ocurren en la superficie de separacién —al incidir una onda— son los
que proporcionan las condiciones de frontera necesarias para la resoluciéon de las
ecuaciones de movimiento de las ondas en cada uno de estos medios.

La representacién matematica mas sencilla del mecanismo de un terremoto es por medio
de fuerzas actuando en un punto. Este mecanismo puntual se puede considerar como
una buena aproximacion para representar los procesos dindmicos del foco cuando se
examinan ondas elasticas a distancias grandes y de longitudes de onda mas largas que las
dimensiones reales del foco.

Los mecanismos puntuales mds usados son los lamados modelo I o un par de fuerzasy
modelo II o dos pares de fuerzas en édngulo recto y sin momento o torque resultante,
modelo equivalente a fuerzas de compresion y tensién en dngulo recto.

La Teoria de las placas o platos tecténicos es la que ha alcanzado mas aceptacién con
respecto al origen de los terremotos debido a que la mayoria de los terremotos se
originan en la vecindad de fronteras de placas. El mecanismo de los terremotos esta
regido por el tipo de frontera existente entre dos placas:

a) fractura por esfuerzos de tensién en fronteras de divergencia.
b) fractura por esfuerzos de compresion en fronteras de convergecia.

c) deslizamiento lateral a lo largo de fallas de transformacién.

Los grandes terremotos desprenden en pocos minutos grandes cantidades de energia
elastica de deformacién que ha sido almacenada lentamente en las rocas de la zona de
fallas por decenas o cientos de afios. La fuente de esta deformacién son los movimientos
de las placas tecténicas.

Existen tres tipos principales de ondas sismicas —ondas P, ondas S y ondas
superficiales— las cuales pueden ser recogidas o grabadas en sismoégrafos, y a partir de
estos graficos, pueden determinarse las magnitudes de los sismos.
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