ESTUDIO DE LAS VIBRACIONES EN
LA TECLA DE MARIMBA.

BIBLIOTECA
DE LA .
UNIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

BN RN R NN e

UNIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA

Facultad de Ciencias y Fumanidades

ESTUDIO DE LAS VIBRACIONES EN

LA TECLA DE MARIMBA

EFRAIN FIGUEROA LEMUS

Traba jo de investigacién oreaentado para ootar
al Grado Académico de Licenciado en *{sica

Guatemala

1985

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

|
L

SRR E B B R R R e e e

I.

II.

III.

V.
VI

ViI.

VIII.

CONTENIDO

INTRODUCCION

Pégina

EL CAICULO DE VARIACIONES Y LA FORMULACION

DEL PRCELFMA DE VIBRACICNES

MITODOS DE SCLUCION
A. Rayleigh-Ritz

B. Solucidn de la ecuacidn diferencial

del movimiento
C. Diferencias finitas

D. Métodos numéricos
HIPOTESIS Y PLANTTANIENTO
A, Geometriz analizada

B. Ccndiciones de frontera

RESULTATOS
CCMPARACION CON EL EXFERIMENTO

DISCUSION Y CONCLUSIONES
BIBLIOGRAFIA

APENDICES

A. Programa de computadora para

de Rayleigh-Ritz

11
14

19

23
23

26
84
91
94

el método

97

B. Programa de computadora para el andlisis

de diferencias finitas

102

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

I IR

I. IHfRODUCCICﬂ

Esta es una primera aproxiracidn al estudio da las vibraciones
de 13 tecla de marizba. Cen anterieridsd se han estudiadn otres
instrurentes »usicales, conlinesnisntos psrecidos a los seguidos
aqui. Fer ejeuple, un2 investigacidén sobre la respuesta de la
caja del vielin 2 exciticiones cen un transductor electromagnéti-
co ha side reslizada por Tayler ( 1979:3/5°33% ), El proce&i—
niento consiste en aralizar helogravas de las tapaderas excité-
das, TFletcher (1978: 1570-1576) trabajé las vibraciones en la mem—
brana del tarbor baje de una baterfa. En este case, se propone un
nodele para la membrana en vibracidm, se obtiene la ecuacién dife-
rencial del reviniento, y con las cordicienes de fronters apropia-
dss, se resuslve psra les redes rorrales de vibrsciém. Fletcher
tarbién conpara el tome fundarental y algunos s;bretonas calculades
teiric:nenﬁe con rediciones em el laberatorio. Em estes trabajes
se enfatiza 1a distribucién de las frecusncias de los diferemtes
nedos para deterninads georstria del problesa.

Esta investigacién trata principalrente con un xodele de b:rfas
¢en seccién transversal me uniferme. Se obtiene 13 ecuaciem dife-

rencial del waviviente cen les métedes clisices del cflcuio de va-

* riacienes y hacieddo use de consideraciones de energia. El andli-

sis seguide es ol rismo de Raylsizh ( 1945: 255-305), pere genera-
lizade a barras cen segci‘n transvarsal nn uniferme, Seo ebtienen
as{ visno, las cendicienss patursles de fron*era. Zn cuante z hi-

pétenis sobrs 1la barra risma, 2qui se trzbaja cmm 15 tecria de
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Buler para barras delgsdss. Una vez obtenida la ecuacidn diferen-
cial del mevimiente, se resuelve ésta con nftodos nunérices. Uno
de estes vétedes nunérices proviene del use de sucesienes minini-
zantes, wmieniras que elqtro es de diferencias finitss en la ecuacién
diferencial ordinaria. i’

Los resultades buscades aqui sen princip%lnénte relaciones en-
tre las frecuencias de difersntes modos de vibracién y la geomeiria
de la tecla. Estos resultades son tabﬁlados y graficades. El ob-
jetive firzl es construir un teclade basado en éstos resultaﬁas.

Ya que‘sélo se cuenta con equip¢ sencille para medicionss en
acistica, la parte experimentzlse limita a rediciones del tone fun-
damentzl de redeles de te2clcs construidos cen especificacionss a
partir de les resultados obtsnides en la parte tesrica.

Resefia histdrica: Las vibracicnes psquefias de uns barra cilindri-

ca con un extrero espotrade en la pared fueren estudiadas por Daniel

Bernoulli -entre 1734 y 1735. Encontré que la ecuacién del mpvinien-

to es:
\ Jd?
— T | _ &E
S R B 4 ve P Ci-1)

pere que las selucienes comecidas per é1l ( senes y cosenes, exponen-
ciales) ersn inapropiddas. FEuler, por su parte, encontré em 1735

la solucidén en forma de series a (|—| ) y trabajé con las condi-
ciones de frontera. Espscificanente, encontré su "condicidn del

péndule” para una barra;
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QE :’.xiﬂ. s (2-§) [ pyda
a2 0

. A 2
3 g‘:- gepé‘é/\_’PJg Yy P@) ena dens idadl

de fuerzq.

(1-2)
Comprendid que en el extremo empotrade, dy/dx = 0. “oté adex’s que

difer=nciznde dos veces ( 1-2 ) se obtendria. (I-—l)

Euler hizo pece por resolver la ecuacién ( 1={ ) y se linité 2 en-

contrar su solucién en serie de potencias:

W= Cot G2 +Co  ou, G A2y
&ey! dest
‘ . G-3)

Hay que hacer ver que Euler no noté que las soluciones a (1=t)

pueden escritirse coro:

Asence + Beoscz + Cepez +Dexp ~c2 KH=4)

y adends que no mencioné la posibilidad de modos surerieres de vi-
tracidn.

En 1740, Bernoulli resuelve la ecuzcidn ( =1 ) an forms srrexi-
nsda por el métodn de coeficiantes indetervinades y en la forms
(1-4¢ ). TIredice 1z frecuencis furd-rental de vitrseidn de una
agﬁja enpotrads en uno de sus zxtréuss, y confirus los resulisdes

experinentslmente. 11 completer egte %ribaja, toss el probdlenz de
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la barra con ambos extremos librcs; Calcula los puntes nedales y
las frecuencias pare les priwmerss 5 rdos. Rerertz experimantos en
les cuales se inducen difereptes nodes de vibracidn sestenierndo
ligéramente la barra an punfos nodales vredichos. In estos exre-
rinentas, Bernoulli escucha veries modes superpuestes, y da un ar-
Funento tedrico de que la superposicién puede ecurrir. Para mayer
detalle sebre la evolucidn inicial de la dindmica raferirse a la
Iy y Destrovsky (1981: 70 - 120).

En 1827, Navier hize la prirera investigacidn sobre las ecuacio-
nes genersles del equilibrio y vibracidn de sélides eldstices. De-
dujo, per asplicscién del cdlculo de variacion=s, no solo las ante-
riores ecuaciones sino tarbién las cendicienes de frontera en la su-
perficie del sélido.

En la actualidad se ha investidage bestante sobre barras cuyo
grosor varia como una funcién de la pesicién. Tineshenks ( 1974:
463~ 43l ) nmuestra alpgunos sélides de revolucién cuya frecuencia
ge calcula, y cuyas funciones prepias sem las funciones de Fessel.

Mabie y Regers ( 1974: 982 - 985) trabajaron las vibracienes libres
de vigas cuyo grosor disminuye linealmente desde el extreme ermpo-

trsdo (herizontal y verticalmente):

All{ se estudia el efecte gue tiens 15 geometr{z sobre la frecuen-

cia fundamental y leos sisuientes cuatro sobretenss. Esta investi-
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gacidn se basa en la ecuacién de Buler-Rernoulli:

3" [ £ N2 2
ET %iji Sad i A §Lﬁ§ o
el ) -(5) 5 <t

Para este ca2so, lMabis y Rogzers encuentran una solucién analiti-
ca en términos de las funciones de Ressel. Estos resultados son |
utilizades en la construccidén de contactes eléctrices y artefactes
electro-necéuieos.

Basdndose siempre en la ecuacién ( /=S ) Morse sigiere un
nétode de perturbacién para encontrzr las frecuencias y funciones
propias de bsrrss con seccién trensversal no uniforme (398: ).

. Teshiyuki (1977: 982-985) trzbaja con férrulas apreximadas para
la frecuenciz funderantsl de placas rectansulares con gresor que
var{fa linealmente. Deriva snaliticsmente una ecuscidén caracteristi-
ca usando series trigonorétricss . Con estos resultades ebtenides

nunéricsmente, deaduce férmulas para estimarla frecuencia fundsrental

della placa.
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II. EL CALCULO DE VARTACIONES Y LA FORMULACION
DEL PROBLEMA DE LAS VIBRACIONES.

Muchos problemas de la fisica matemdtica, entre ellos el de las vi-
braciones de sistemas continuos y dicretos, estdn relacionados con el
cdlculo variécional. Tal como en la teoria elemental de mdximos y mini-
mos de funciones continuas, el cdlculo de variaciones tiene por objeto
encontrar valores estacionarios. Recordemos algo sobre el cdlculo de
funciones: 1los puntos para los cuales df = O se llaman estacionarios;
aquellos puntos estacionarios en los que existe un minimo o un mdximo
relativo a alguna vecindad se llaman extremos de la funcidn.

El cédlculo de variaciones, sin embargo, trata de encontrar extremos
de funcionales mds que de fuhciones de un nmimero finito de variables in-
dependientes. Un funcional es’una aplicacidén sobre un espacio vectorial
con imagen en los reales: :T-:'\/--“ 05> = En particular, se tienen
funcionales integrales cuyo valor depende del conjunto de valores de una
o més funciones, o en términos geométricos, de su trayectoria completa.
El dominio de un funéional integral serd, por lo tanto, un espacio de
ifunciones admisibles. Se dice "admisibles" pues se debe definir el es-
pacio de donde se pueden seleccionar las funciones argumento. Por ejem-
plo, este espacio podria ser el conjunto de todas las funciones continuas
: y diferenciables hasta el k-ésimo orden.

fa que buscamos el ectremo del funcional solamente con respecto de
funciohes argumento en una cierta vecindad de la funcién extrema2l, es
necesario definir el concepto de vecindad de una funcién g(x, y,...).

Para h, una cantidad positiva, se dice que la funcién g1(x,y,...) estd
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en la vecindad (h) de lé funcidn g(x,¥yees) si |g - gd ¢ h en la regidén
de definicidn. T

En resumen, el problema fundamental del cdlculo de variaciones es
encontrar una o varias funciones argumento de un funcional a partir de
un dominio dado de funciones admisibles, de manera que dicho funcional
alcance un valor extremo con respecto a todas las funciones argumento
dentro de la vecindad (h) de la funcién extremizante.

A diferencia de la teoria de mdximos y minimos ordinarios, para la
cual existe el teorema de Weierstrass que asegura la existencia de las
soluciones, en el cdlculo de variaciones no puede garantizarse la exis-
tencia dé un extremo para la generalidad de problemas. Es decir que, pa-
ra cada problema o clase de problemag,sg necesita-una prueba especifica.

Existen bdsicamente dos maneras de resolver problemas variacionales.
La primera es una sdlucién directa consistente en formular un problema

_ordinario aproximadg en el que se determina sdio un nimero finito n de
parémetgos. Enseguida, se pasa al limite n— én la solucidn aproxi-
mada. Esta manera es ilustrada por el método de las secuencias minimi-
zéntes, del cuéI/el de Rayleigh-Ritz es un caso especial. ILa segunda
forma de obtener la sﬁlucién consiste en reducir el problema a uno en
el célculo diferencial, produciéndose las ecuaciones diferenciales de.
Euler.

En las siguientes secciones trabajamos con algo de detalle ambas
formas de solucidn, ejemplificénd6¢é6n casos cuyos resultados serdn de
utilidad en el tratamiento de las vibraciones en barraa,con seccidén

" transversal no uniforme.

~
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III. METODOS DE SOLUCION.
1a siguiente es una exposicidén de los métodos numéricos utilizados .
- en 12 solucidn del problema de las vibraciones en barras con seccidn
transversal no unifdrme.

A. Método de Rayleigh-Ritz:

Como se vid en el cap{tulo anterior, este método se basa en la aproxi-
macidén de la funcidn de forma Y(x) por una combinacién de funciones toma-
das de un conjunto completo de las mismas. FPara escoger las constantes

cy de la expresién

n
Y x)= Z_ Ce T3  Ca~=1)
K=\ :
se hace uso de la propiedad de que, para un sistema en vibracidn,la fre-
cuencia fundamental dada por este método es siempre mayor que la real o
analftica. Esta propiedad concuerda con el hecho de que al imponer res-
tricciones a un sistema vibratorio, su frecuencia fundamental tiende a
subir (aumenta la rigidez). Imponer una funcién de forma que no es la
real equivale, en este caso, a imponer restricciones al sistema. Sin
embargo, Den Hértog da también una demostracidén formal de la propiedad
en meqién (1956: 161-162). 1la frecuencia real es, por lo consiguiente,
una cota inferior a la sucesidén de valores de frecuencia obtenidos para
diferente nidmero de funciones en la combinacidn (3-1), y de todos los
resultados as{ encontrados, el nds pequeflo es el mejor.

Si asumimos que cada seccidn transversal se mueve sinusoidalmente al-
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rededor de su posicidn de equilibrio e ignoramos la rotacidén que cada
seccidén transversal realiza alrededor de un eje perpendicular al plano
de vibracidn y que pasa por su centro de inercia, las expresiones para

las energias rotencial y cinética mdximas son:

\

Undx = 3 Qq I(X)B"chx

o

)
Tnge = 7\ Pwioy?dx -2

4

Igualando las dos energias encontramos la ecuacidén para la frecuencia:

b |
) qT00y°dx

{ Prwoy? dx

Q

El requisito de que %a frecuencia sea minima se escribe
pe. SOC{I(:O L:)"zcl,x

T8 D %
S P yidx

Derivando el anterior cociente y sustituyendo la ecuacién ( 3-3 ) en el

P4

). ,}J:—Zﬂ")). {3-3)

K:f,?,...n (3-(./)

resultado produce la siguiente ecuacidn:

) :
P z 2
55‘([ g QKM%" - ﬁqfwcx\tjzjix} = 0 (3-5)
0
i,
De all{ que 1la nueva_pantidad a extremizarse sea

B
7= S (K(X\tj"z— j’;_ow(nka)clx : (3¢

El resultado anterior es mds fdcil de trabajar, como veremos enseguida.
Notar la similitud con la ecuacién ( 2-4 ) para Qazﬂéiigiiéﬁ el fun-
cional J. La diferencia es que, habiéndose sugerido un nimero finito de
funciones admisibles, el problema se re&uce‘a uno de minimos ordinarios

en los parémetros Ce
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n
Intreoduzcamos la funcién de forma Y(x) = Z Cu'¥y de prueba en la

ecuacién ( 3-C : ) 3 (3-3)
_ L “ 2 5 o Y21
Z = Y ‘— l()() ( Z CK LPK(X)) - fz,f W) ( z CK\!L/K) Jcl/‘(
. - K=\ q K=1
Definamos ademds los siguientes productos escalares:
\ )
= I t g |- l .u. '.“ =)
Rij = X Lu(y(\ky; L_'{A JK S,J = Ej, 1K) L.’.J, Y\) A)( (3~8
o

Al desarrollar los curadrados en la expresidn (3-% ) v luego imponer las

condiciones
0Z _ '
MK ~O ’7'-—";2,... n (B—q)

del problema de minimos ordinarios, obtenemos la ecuacidén metricial:

” T 7 2 <
S, iz S-S G, Ru R Ris ... Ria G
S”- Szz 553 = 520 Cl EIZ R2z EZ3 — Rzﬂ C:
Sl3 - 0- Ql3

523 533..- S3q C3

.R23 R33... ng; Cs

- . . - - . >
L L4 r) =4 i)

5, S‘ . a ’ .
n Sza S3,... an— _c,’d R Rap Raqge-- Ronl |Ca
( 3-/0)

con S,'J- y R'J tal como se difinieron en (3-8-) y dq-= ,PZP/{?
Notzmos que (';’:-IO ) es un problema de eigenvalores con ¢ como eigenva-
lor, mientras que [c,,cz|(_‘5,... ,~Cn] , un vector de coeficientes, es
a su vez el vector de forma generalizado. Cada coeficiente asi calculado
es un peso gue sefiala la contribucién de su funcién a la forma de Y(x).
Ia forma de resolver la ecuzcidén (3-/0) para 0 y [ G, G, G0

serd expuesta en la seccién C .
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El éxito del método de Rayleigh -Ritz depende de las funciones es-
cogidas para la aproximacidén. Ya que el modo fundamental es relativamen-
te sencillo de aproximar, los resultados para dicho caso son saté%facto-

rios. Fara los sobretonos, no obstante, la dificultad aumenta y los re-

sultados son menos exactos. Por esta razdn, en esta investigacidn se uti-

liza el presente método sdlo como un sondeo inicial del comportamiento

de la relacidn geometria - frecuencia fundamental de la barra en vibra-

cién.

B. Solucidn de la ecuacidn diferencial del movimiento.

Delineamos a continuacidn el procedimiento gen=ral a seguirse en la

bésqueda de una solucidn a la ecuacidn diferencial (9-3¥ ).

1. DMétodo de las eirenfunciones. Sea G el dominio de las variables

espaciales independientes X, y,+.¢, con una frontera suave I- ¢ Su-
pongemos que el estado de un continuo que ocupa completamente a G estd
caracterizado por una funcidn u(x,y,...,t) la cual es cero si el sistema
estd en equilibrio estable. .Sea I.[u) una exrresidén diferencial lirneal
en las variables independientes xy..., definido en G. Esta expresidn
diferencial se debe a la variacidn de la energia pﬁtencial del sistema.
Sea ?(1V.) ia densidad de masa en cualquier punto de G e incluyamos una

fuerza- externa Q(X,...yt). Deseamos entonces encontrar una solucidn a

la ecuacidn diferencial

U_U\\ = Pl -G ‘ L3

que satisface condiciones de frontera homoséneas independientes del. tiem-
po (no hay condiciones iniciales).

De todos los movimientos libres que son solucién de la ecuacidn di-

ferencial homogénea L \'_u‘l = P R {3-47)
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y que satisfacen las condiciones de frontera, hacemos distincidn de las
eigenvibraciones al requerir que u = Y(x,...)g(t) (sincronismo). Cada

una de estas eigenvibraciones estd asociada a una constante A , el eigen-

valor, tal que i ' ¥
g +Ad = , (3-13)
De esta separacidén de variables se sigue que: '
J(t)= acosTa't + bsenla’t 4 (3-12)

[TY] &L AP =0 .

donde Y debe satisfacer las condiciones de frontera de u(x,...,t)_. El-
problema de eigenvalores consiste entonces en encontrar los valores de

R para los cuales la ecuacidn (3 14 ) tlene solucién no.trivial que
A \[—'gL

A i

I R
cumple con las condlc:Lones de frontera.,.v s

o~ N R S

-~ - ——

s Sase -

g
o Cuando el dommlo G es finito "ngue generalmente que los eigenva-

’ L B

lores 2 forman una secugncia infinita contable An ) AZ; 25 fox 5
Existe ademds un sistema de funciones propias asociadas Y1, Y2,...,Yn
que satisfacen las condiciones de ortogonalidad

gf’\{:\lu dveo it (PYlrsd (3-15)
G 6

¥y que es completo en el sentido de gue cualquier funcién continua £(x)
puede ser apro‘ximada por la serie finita %_‘Qk YK de menera que
para un €30 arbitrariamente pequefio y un n» O suficientemente grande,
el error cuadritico medio de la aproximacidn, S.(F Z CKYK)Z ir ,

es menor que £ . De estas eigenvibraciones obtepen'os soluciones al
problema de valores iniciales por superposicién de dichos modos proprios

o normales de vibracidn.
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El argumente F del funcional integral (2-23) es de la forma

F- —%—[ Pw(x)gé‘ + P!jzcxsw(mjxf— Bmtjxx?]
4 Bl)= EHBOwx) (3-/¢)

donde W) es el 4rea de la seccidén transversal de la barra, 7%k)es
el radie de giro de la misma, fo es la densidad del medio, y E es el

médule de Young. Sustituyende la expresidn anterier en la ecuacién

diferencial parcial (2-35) obtenemes:

Byxxxx 1" _E_B%,”x ‘)L ngyxxx ‘Ef_Bx Efxet

+ Buly + PwYy =0
. (3-/2)

Al aplicar las ideas anteriores del métedo de las eigenfuncienes,

resultan las ecuaciones diferenciales erdinarias:
9 + p’g=0

[Béj_.J'ZBx_cE_ +Bxxglj_+
dxy dx3 dxy

Fp(gd + G
E dx?

= wwﬂ%: LIyl=0

p_|D—
b

(3-/8a)
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La dltima es una ecuacién diferencial lineal homogénea para la funcidn
30() « Satisface la relacien- L [ C‘ljg +Cz‘j;]= C. L[‘d.] +Cl [93],

donde Cq1 Coyese SON constantes arbitrarias. Se puede combinar cual-
quier mimere de soluciones conocidas th ﬂz,--- con constantes ¢4,
Coyeeey Para obtener una nueva solucidn C‘ld. t Ca‘dz y AT

La ecuacién (3-i18a) puede escribirse

c]z BdYyY) - Jwy = -4 d (Bdy
‘E; ( I;;) }j clx( dx
,2-: P‘P/E (3"186)

El lade derecho de la anterior ecuacion desaparece sie= ignora la

retacion de las secciones transversales.

i+ 2. Diferencias finitas en la ecuacién dif;rencial ordinaria, Sus-

.tituimos. aqgi las derivadas de una funcién per expresienes de di-
ferencias de la funcion valpada en intervales finites. Cada punto pi-
votal da erigen a una ecuacién algebraica lineal. El efecte de traba-
jar con diferencias finitas és aproximar un sistema continue per une
coﬁ un nimere finito de graddé de libertad. El nimere de modoes norma-
les de vibraﬁién,,que es infinite en el case de medie continue, se re-
duce al nﬁqero finite de grados de libertad o coordenadas independien=-
tes que produce la discretizacién del medie. Las ecuacienes provenien-
tes de les puntos pivetales, junte con las ecuaciones de restriccién
en la frentera, constituyen un sistema de ecuaciones.simulténeas para
Y1, Y2"'°'Ym'

En este trabajo se utilizan las diferencias finitas centrales, Ca-
da derivada de Y(x) se aproxima per las diferencias de Y(xk) valuada

en puntes lecalizados simétricamente alrededor del punte en considera-

A cidn. Las primeras cuatro derivadas de Y(x) se escriben a continua-
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=

cién:

' 2. Jb 4 (s5)

§ )= (Yorr =Yami)fyy 4 2'_113 +75',-5/'fj Zonc
i 5 y Ll

ﬂ (Xn): (ynu Zyn f‘yn-l%b ./. _/}_ /) 3 v 4

j”, (¥a)= (‘[fnfz -zym/ 42%,-, 27"-2)/.253 . 23 (.s‘)

yw(/fn = (ynu ‘iﬁrm r‘éyn N ”’*J""')/A" 1‘ 3((J+ =
(3 9)

Los términos sunades después de la expresidén en diferencias para cada
derivada, son el error de cada aproximacién. Dichos términos se trun-
can quedande Vnicamente el primer términe. El erden del errer es O(hz).
Para una discusién detallada cel errer de aproximacién, consultar la
obra de Wang (1966: 3-8).

Introduciendo las ecuaciones (3-/9 ) en la ecuacién erdinaria

(3-18b ), deducimes

Bori Yn-z =2 (6m*5m)ym-/ + (Bm-1 #48nm +8m~)y,,,

(30;-/
-2 ( Bm+8ne )ymn 1‘5/»4-/%/4»2 o ,”‘q
Bm-1 +8 ' .
(um  SmggBonr)y, - ymz] (3-20)
Al hacer la identificacién
M= Bw-r Q= Bmwu
§= =2 (Bu-1 +8m) Us —8m1 2
T Baict #HBww £ Bnki Ve (Wn ¢ (8@-|+5M+4)/_/Az
P= =2 (5’011"5’#1.) W= "5’”#%/72

(3-2i)
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la ecuacién ( 3-20 ) toma la forma:

Mjn-z + Rjn-r + Tyn + Pynfl t QYnsz =

;”ﬁ[ U“/moz + Vf/n + Wymz ]

(3-22)

Come ejemplo, censideremos las condicienes de frontera correspondien-

tes a extremos libres de la barra:
"(Y=0)= H"(X.J:L) = 0
Y" (h=0)=Yy"(xu=L)=0 { 3~ 2360

que en su forma discretizada se escriben as{:

. : ﬁ_,: 230_'5' Ej”“: 25~-3u;,

Y-z= Yo -HY, 399, Yuz = 45N-H3u-,'+ju-z
: (3-23b)

Al sustituir las condicienes de frontera en su forma discretizada en
la ecuacién (3-22 ), para les valeres de n que correspenda, se ebtie-

n2 la siguiente ecuacién matricial:
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(MhtA)  Mh=  (MD)
MZ  (M=-MN) 0o
M o A
M o
e

A
0]
(ME0)

*0x20 ‘peupnbse sel us o03daeoxa ‘ues sepeIjud sefnd s8aTBU

0
(o) n m :
(n-A) nz
Nk~ (Atnh)
]

*goTeuoIerpeziuad ues B830TI}eW BBqUY

$O3USTWTAOW TSP TBFOUSISITP UPTOENOd B[ Ud

ge}TUTJ SETOUaIAJTP Jod SEPEATISP SBT 9P UPTONYTYSUS BY 8P ovno«cy>oun TeFoTa3en :wuowﬁow

zi (OMtd2+L) (Oh-d =¥) ([ OtH)

(02+d)  (6-1) ¥ W
’ o d L ¥ u
...r | SR - S R ¥ W
w1l O d (H=1) (d+W2)
oh | : k. f?ziu-::.&téﬁ:&

| -
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Si ;3e sumz2n todos los elementos en cada fila, pzra la matriz del lado
izquierdo de la iruwaldad, se observa que el resultado es cero. Esto
implica que un vector rropio es b_(1, Vg wowi 1), donde b es alguna
constante, y ademds que el correspondiente valor rrorio es también mulo.
Lo anterior es resultado de que al imponer condiciones de frontera de
extremos libres, se afiade a los grados de libertad vibracionales, los
de cuerpo rigido (traslacional y rotacional).

Si en la ecuacidn diferencial del movimiento (3-I( ) se ignora la

rotacidén de las secciores transversales, ésta se reduce a

ng + 26';(3'” + Bxx(JH ~ Pwpzljfo (3-2¢)

E1 efecto que ésto tiene en la ecyacidn matricial (3-2%) es que la

matriz - del lado derecho se vuelve diagonal, permaneciendo

uinicamente los elementos Vk:

Vi

[“:X-’- ; 3 , (3-27)

la ecuacidn matricial resultahte, al invertir [\’H] es:
. : AU = )LL (3'28\

donde A tiere exactzmente la misma forma que en (}-25), pero con cada

unqde Sus {..‘/as dividida por el correspondiente V,. El modo funda-
mental se ve poco afectado por esta simplificacidn, no as{ los sobretonos.
Como vereros mis. adelante, la rotacidén de las secciones transversales s{

influye en los modos superiores de vibracidn,
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Vétodos numéricos para resolver el problema matricial de eigenvalores.

Los métodos que a continuacidn se desarrollan son mfs aplicables al

caso que se requieran solo algunos de los modos inferiores de vibracidn.

1. DMétodo de la rotenciz iterada. Sea A una matriz cuadrada, real,

con un valor prorio mayor RN\ .« Bs decir, suponemos que )M es unz
raiz simple del rolinomio caracteristico de A tal que Awm > Du\, FN
Para Xo un vector arbitrario no ortogonal a la direccién v definida ror

Av -.-_-)M\{, . Xo # 0), y¢ una norma en Rn, la iteracidn

Xm-\ = AX“
TIYA (3-29)

converge, cuando n —wo , 2l vector u tal que
Au=daw, Qad=+ 7 £3-30)

y ademis

(AX.):
(X“); — 2[4\ (3"'3[)

El anterior es el Teorema cie la potenciz iterada. TFara demostrarlo
observemos que si )H es un valor propio de A, entonces la transformacidn
lineal represeptada por A en la base fundamental B.=Ie1, ez,...,eng pue-
de representarse en la base ﬁ:wa E2,...,En§ por una transformacidn

de semejanza sobre A :
" -1
Az BEAG (3-52)
tal que

) A. 23 lmr'riz (n=i)X(n-1) .

(3-33)

Entonces E1 es un vector rroprio asccizio a s ¥ tiene ror componente

en la base (., la primerz columna de 1= matriz B del c2mbio de baze. Sea
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2. Desfase de valores prorios en andlisis de sobretonos. Hemos vis-

to en la sub-seccidn anterior que el método de la potencia'iterada
permite obtener el modo de vibracién con la frecuencia mds grande. El
mismo método puede usarse para encontrar la frecuencia mds pequefia y el
. vector vropio correspondiente. Fara el problema AZ,: AX , conA

no singular, vemos gue al multiplicar ambos lados por A-1 se obtiene:
-1 e =
R ’lf X | (3-53)

Este es una forma alterna de tratar el problema, en l'i cual se seleccio-
na la frecuencia menor — el método de potencia iterada converge a (_‘i.) tnc?x
y su correspondiente vector propio.

Sin embargo, en la ecuacidn (3-25’ ) del ejemplo de una barra con
extremos libres 2 = 0, por lo que A es singular. Ya que no %:xede a-
plicar (3-53 ) a este caso, se debe buscar una manera de "barrer" los

- modos traslacional y rotacional, de manera que ei nuevo 2 sea no nulo.
En otros casos, se deseard conirerger al préximo modo més bajo (o més al-

to) debiéndose barrér cualquier contribucién de los otros modos. . ¥
Para resol;rer la dificultad anterior se utiliza un procedimiento ba-

~sado en el desfase de eigenvalores, el cuzl es mds efectivo en iteracién

_inversa (3-53 ). la idea bdsica del desfase es escritir cada eigenvalor

Jo= &a ty (3-5%)

0, considerando la matriz completa de eigenvalores,
A - 5‘\ + //I- (3"5'53

A
donde cg es la matriz diagonal de residuos, mientras que cada eigenvalor
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se desfasg en la misma can.tidad 4 .

El desfase de eigenvelores puede visualizarse como un desplazamiento
del origen en la recta de eigenvalores, como se muestra en la firura (3"1)
El efecto del desfase es transformar el problema de eigenvalores en and-

lisis de los residuos. Sustituyendo (3-54 ) en (3-53 )

AX= ($14T)X (3-5¢)
que puede re-escribirse

[A’HI]X:. X (3-57)
~ El término entre corchetes representa la nueva matriz con eigenvalor d "
Denotando a .la nueva matriz por /? tenemos /l\\ X = <§ 2% o Fediante una

. . . . - 4
iteracidn inversa se consigue QZ"'ny luego Jm,'f,»‘,b/v‘ <§mm .

11'.'3,(3-1).
| 3

ACS C = F Y *
a— fase J{ —_—T
: ¢ és ﬁJ. |
: e &l
! .
—— | s cje
: Rl )Z 23 J({
Origen huevo

; or-sm

Si el problema es de la forma AYX:313X , siempre podemos poner:

AX = (y+5)BX (3-58)

por lo que
' A

(A-48)%= SBX = AX (3-549)

Nuevamente se itera para el menor resfduo. Notar que (3-59 ) se dife-

rencia de (3-$3 ) en que B no es lz matriz identid:d. Como se menciond
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antes, B tiende a diagonalizarse en la medida que sea despreciable la ro-

tacién de las secciones transversales. La ventaja de (3-59) puede verse

que serd el hecho de que A siempre serd, a lo mis, pentadiagonal. Esto
permite la utilizacidén de un algoritmo de inversién eficiente para matri-

ces diagonales (la inversa de una matriz rala no serd necesariamente rala).
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T1T. HIPOTESIS Y PLANTEAMIENTO
En este cap{tule se expene el modelo con el cual se intenta aprexi-
mar la ferma y el comportamiente de las teclas de marimba, Se plantean

las hipétesis acerca del modele y las limitaciones y alcances que éstas

implican,

A. Geometrfa analizada. A partir de la observacién de las teclas

reales (cuya construccidn es empirica), la forma general prepues-
ta en esta investigacién eé la de una barra cuye groser varfa simétri-
camente a partir del centro en forma parabélica. Adicienalmente, la
" barra tiene una regién con seccidén transversal uniforme, cerca de les

extremes. El anche de la barra es constante.

-
i [

les parédmetres son:
L - longitud de la barra
B1 - gresor m{nime de la barra
H2 - greser mixime de la barra ( seccidn transversal uniferme)
C -~ longitud de la parte con seccién transversal uniforne.

V - coeficiente de 12 pardhola
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basicamente con barras con seccion transversal no uniforme, cuyogrosor

es una funcidén definida 2 trazos en la regidn del dominio. La teoria
utilizada es la de barras delgadas, la cual discutiremos brevemente. .

Aunque un mejor modelo del medio (madera) es el de medio ortotrdpico,

I'd . 3 . ’ -
aqui se idealiza a uno isotrogpico.

1. Teoriz de barras delgadas,

Rayleigh trata este tema en el primer volumen de su trabajo
The Theory of Sound. Se supone que un . eje principal esté en el pla-
no de vibracidn. ILuezo, se deduce gue ia enarsic potencial necesitzda

para deflecter la barra es proporcional 21 cuadrado de la curvatura

del eje necutral:

' V=4 El’fzu}cﬂ_c_;é (4-1)
Z R2
0, si la deflexién es péque?a

B= € Hiwx)
(4-2)

La enersia

N= L gB (‘Lj—ﬁ-ﬂziﬁ

donde B es funcidn de la posicidén en el caso mis general.

)

cinética de la barra en vibrecidn proviens en parte de la traslacidn
de czda seccidn transversal en sentido rerrendicular a el eje neutral

de 1a barra, y en parte a la rotacidn de 1l:s ceccionss iransve

de la misma. La primera parte se express como:

Te- %ngUZJx (4-3)

mientras quz lz segunda se escriue:

- O
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(4-4)

Las expresiones anteriores son 1ls base para formar el Lagrangiano

'y obtener, nediante el procedimiento usual del c’lculo de variaciones,
la ecu2cidn diferencial del movimiento de lz barra con cualquier forma.
l2s suposiciones antsriores lleven a resultados satisfactorios siempre
" que les dimensionss laterales de la barre cean nucho menores que su ,

longitud, pues asi puede ignorarse los esfusrzos de corte sin aue los

resultados sa2lgen demasiado afectados.

BIBLIOTECA
DE LA ,
URIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA
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N, resurrancs.

/

A continuacidn se exponen los resultados de l« bisquedz de relacio-
nes entre la geomatria de la barra y YIxxfxreuxrzix los mcdos normales
-de vibracidn. BEstos resultzdos fueron obfenidon a partir de los dos
métados nunéricos estudiados con anterioridad. E)} método de Ritz se
utiliza cusndo se desea rapidez pero roc# exactitud. F1 mftodo de
diferencias firitss se utiliza exawitz en 12 mayor parte del trabujo,
en el que s» deses tener una buena aproximacidén de les valores de
frecusncia. Adends, se hace un; comparacidn entre los recultddos ob-

tenidos con ambos métodos, a fin de probar que existe concerdancia.

N A. PRayleirh-Ritz. Aqui hacemos una discusién sobre la forma de

escoger las funciones bace, y su aplicacidn para producir los resul-
tados que se zx buscan.

1. Funcionss tase. Para unz funcién base determinada, 1la

posicién de los nodos puede variarse con colo trasladar esa funcidn
con respacto a 1a rosicidn en equilibrio de la barra. Esto causa una
vagincién en 1a frecusncia de vibracién. Por ejemplo, en la si:uien-
te figura se tiens 12 micma funcidn tdsicamente, pero con diferente

traslado a partir del equilibrio:

N e
o e
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- Y

Ahora, agquf{ se desea que las fﬁnciones rropias correspondan aias de
una barra con extremos libres. Tebe verificarse que tanto 1la funciéh
como las derivadas respectivas cumplan con lés condiciones de fronte-
ra. Iue=go que se han cumplido dichas condiciones, dste indicarse el
_traslado apropiado de cada funcidn de nanera que los nodas estén en
el luger que correspenderiz a una barra en vib:ac?uép con extreros’
libres, pero dcnde se han descartado los modos de cuerpo rfgidb (es
decir, rotscidn y trsslacién). Farz ello se hace uso de la conser-
vaciéﬁ del momentum total de la basrra: lﬁ surma de los momenta de las
secgiones trinsversales =x sobre toda la barra debe ser cero.
Frocedsmos 2 encontrar dicho desrlazamiento. Sea g(x/ la funcidn
de grosor de la barra {varieble, para este caso). Sea f(x) la funcién
aproximante sugerida para el modo fundam=ntal. Entonces, cuando la
tecla esti en vibracién'las fuerzag son puremente internas y el momen-~
tum total es cero, P=0. 1 Lol' funcidn propia que cuxrle con las
condiciones de frontara y descarta los modos de cueryo rigido,seri:
Y(x) = £(x) - a. Aqui a, es el traslado de la funcidn con respecto
2 la posicidén Z¥x=xx que ocuparia la barra en su posicidn de eguili-
brio. Cuando la barra estd pacando ror su posiéién de ejuilibrie, la

velocidazd de cada seccidn transvercal es:

LBz w Yexy i
t=0
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donde (J es la frecuencia angular de vibrzcidn.

El momentum de una seccidn transvers al es:
JP?— V. CJM'OC gcx/)lﬂtx)wclx CS"Z)'

donde dM es el diferencial de masa., Entonces, el momentum total dete

ser ccro. ‘\ R
YJP oC S' cx\kﬂu)clx = ng Uu.\—o.e]clx
5 0

9
3 %
§ Cyﬂ(\ o) A)( - Q¢ S) CSCJ(\ AK =0. | ¢ 5-3)

De lo anterior se deduce inmediatonente que:

oA
Cle‘= - gex) £x) dx
: . (5-4)
g gu)clx

La constante de traslacidn a, debe encontrarse parz cada funcidn
propia aproximante. En un programa ds conputadora, fdcilmente puede
incbrporarse un alroritmo de integracidon numirica que, dadas las fun-
ciones base, ancuentre at(l) pare la i~fsima funcidn arroximznte,

; ; Soblt . o
Iuego se& produce el traslado calculado W cada funcionx Fpara prose-

guir con el alsoritmo del méiodo de Rayleigh-Ritz,

Es interesante notar que la forma de a (CCUQCL'G'V) 5-Y )

correstonde a lo que, por costumbre, da en llamarss el promedio ron-

derzdo de f(x) con respecto 2 g(x) en el dominio de definicidn: <F()()>
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Luego de formar 1la ecuacién matricial (3-10), se puede
utilizar el algoritmo de von Mlses o de la votencia iterada
para calcular el valor prOpio mis oequefio, Este valor no
es cero, puas se han descartado los modos de cuerpo rigido.

Las funciones base utilizadas son:

f(n)= 2%(1-2)2 n=2,3,...,8
£(1)= (2°/12- 25/10 + 28/30 - 2/60)L°

donde Z= X/L, es decir, la posicién a lo largo
de la tecla sobre la longitud total de la misma.

En el apéndice B se muestra un diagrama de flujo para el
mdtodo de Ritz, incluyendo el cdlculo de los traslados. Luago
se presenta el respectivo programa codifiéédo en TORTRAN IV.

A continuacidén, los resultados obtenidos con el método de

Ritz-Rayleigh.
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O. _Caso C ;é 0. Esta vez ercantremos la rclacién frecuen-

cia contraz coeficiente de la pardbola, para la forma mds
ccreana 3 una tecla., Estos resultados son tibulados inmediatemente,
nientras que en las sizuientes pfginas se muestran alsunas coarridas
del prograna presentfndose los datos de entrada, los valores de los
coeficientes de c2da funcidén aproximante y por ultimo los valores de
la funcidén propia en 20 puntos equidistantes entre sf. Notar que la

simetria no es perfecta.
Takla &-1.

Relacidn frecuencia- V (Ritz)

L = 20.0 cms | /& = 1.0E-11 B
Hl = 0.5 cms | H2 = 2.0 cms

\4 (Ez) T (Hz)
0.015 367.60 0.065 428.74
0.020 375.72 0.070 432.51
0.025 388,21 0.075 436.61
0.030 398.57 0.020 . A41.00
0.035 406.19 0,085 445.64
0.040 411,62 0.050 450.49
0.045 © 415,64 0.095 455.46
0.050 418,97 0.1C0 460.58
0.055 422,07

0.060 425,28
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De la grifica anterior observamos que las frecuencios obtenides por
el andlisis de diferencias finitss son menores que las obtenidas por
el nétodo de Rayleigh-Ritz. Esto es lo esperado, de acuerdo & la dis-
cusién del capftulo 2 sobre ambos nétodos. Ya que el wétodo de Ray-

leigh Ritz estd 1limitade por el nlmero finite de funciones bage, la

‘funcidn calculads a partir de ellas implica restringir el moviuiento

de la barra. BEsto produce, como vires entonces, una frecuencia rayor
que la real (pues aument2 la rigidez del sistema vibratorio).
El pdximo de diferencia en el valor de la frecuencia entre las

dos curvas ocurre en V = 0,035, y es de aproxiradacente 15 Hz, Esto

representa una diferencia mixima de 4 %.
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B. Diferencias finitas.

La mzyor parte de los resultados obtenidos proviene del método de
diferencizs finitas. Se investiga a continuacidn la variacidn de la
frecusncia fund:mental y algunos sobretoncs con la georetria de 1z barra.
Luego se proponen mcdelos de un teclado completo, y se establece la rela-
cidén que debe existir entre las formas de las teclas para cada meodelo, de
manera que se reproduzca la escala cromdtica, Finalmente se estudia la
posicidén de los nodos para el modo fundamental de las teclas en vibracién
correspondientes a cada modelo.

1. FExverimento num€rico vara establecer discretizacidn anroviada.

Cuando el mizero de partes en gue se divide la recién a trabajarse es
muy pequefio, aurmenta el error de l2 aproximacién — que es del orden de ha-,
pero si se mejora la aproximacidén aumentardo N se incrementa répidamenta
el tiempo de corrida del prosrara de computadora. For tanto, se desea te-
ner una buena aproxircacidn a la soluciéq de la ecuacidn diferencial, en
un tiempo d= corrida razonabtle.

A continuacién se tabulan lag frecuencias obtenidas para una geome-
tr{a fija, haciendo variar el mizerode la discretizacién I.

C = 0.0 cxs. L = 20,0 cms 2
Hi = 0.5 cxzs. P/Q = 1.0E-11 (cms/seg)

Tohla <-2

Frecuencia vrs. N

N Frecueancia K Frecuencia
15 33994 15 323.68
20 | 344.09 20 327.71
25 346.08 25 . 329.73
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30 347.18 30 330,85
35 347.85 35 331,53
40 348.28 . 40 331.98
45 348.59 45 332,28
50 348.80 55 332.50
55 . 348.96 55 332,66
60 349.08 60 332.79
65 349.18 65 332.89
70 349.25 3 332.96

En las siguisntes piginas se grafican las anteriores relacionss. To-
tamos que para N = 50, el valor de la frecuencia estd muy cercano &l valor
1imite aparente de la grﬁfiqa- si imponemos una cotz superior a la suce-
s8idn dé valores de frecuencia, la diferencia entre ésta y la frecuencia en
N=50 es menor que 0.5 %. El tiempo de corrida es aproximadamente de 3
mimutos. Fara N = 60 este tiempo se increments a 1S minutos,-y para N = 70
a 3 minutos, mientras que el valor de la frecuenciz no var{a significi—
tivameﬁta. Convenimos aqui en trabajzr con =50 en c2sos en gue se requie-

ra exactitud en'el valor de la frecuencia.
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3s Bsrra con C £ 0.0 . Aquf estudismos las barras cuya forma cstd

mis apegada a las teclas reales. La forma general es la siguiente:

a. Variando el valor de H1: Consideramos en las siguientes ta-

blas la variacidn de la frecuencia con la aberturs de 12 pairdbo-
1av4ll . lwega Je
la "V", para H1 = 0.5, 1.0, 1.8 y 2.0 cms. respectivamente. Antes=de
as ' :
cse% tablasse ilustra la forma de las teclas para cada caso, a mznera de
dzr una idea de sus dimensionss. Luego, en la grifica 5T se rapre-
sent2 la relacidn frccucncia.relatiVa contra abertura de la parébola, don-

de la frecuencia relativa es cada valor de frecuancia dividido por la

frecuencia méxima alcanzzda ( V = 0.09).

Tahld  <.10.
Relacidén frecuencia-V para H1=0.5 cms
H2 = 2,0 cms L = 20,0 coms

g/Q}: 1.0E-11 (scg/cm)2

Abertura (V) (Hz) Abertura (V) (Hz)
© 0.015 363.69 0.0250 376.64
0.0175  364.42 0.0275 380.97
0.0200 367.90 0.0300 385,10
0.0225 372.20 0.0325 388.98
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Abertura (¥z) Aberturs (=)
0.0350 392.64 0.0625 422.47
0.0375 396.08 0.0650 424,55
0.0400 399,33 0.0675 426.61
0.0425 402.41 0.0700 428,60
0.0450 405.32 0.0725 430.52
0.0475 408.09 0.0750 435.38
0.05C0 410,74 0.0775 434.17
0.0525 413.28 0.0800 435.98
0.0550 415.70 0.0825 437.74
0.0575 418.04 0.0850 439.44
0.0600 " 420.30 0.0875 441.09

0.0900 442.70

Tohla  S.11.

Relacidn frecuencia-V para H1=1.0cms

Abertura (V) (Hz) = Abertura(V) (Hz)
0.0150 | 76961 0.0375 846.38
0.0175 T779.55 0.0400 852.73
0.0200 789.63 © 00425 858.85
0.0225 799.27 0.0450 864.63
0.0250 808.37 0.0475 870.15
0.0275 816.93 0.0500 875.49
6.0300 824.93 0.0525 880.60
0.0325 83251 0.0550 885.45
0.0350 | 839.61 0.0575 890.15
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Abertura (Hz) Abertura (Hz) )

0.0600 894.73 0.0775 922.77
0.0625 899.18 0.0€00 926425
0.0650 ~ 503.36 0.0825 929.67
0.0675 907.43 0.0850 933.01
0.0700 911.41 0.0875 936.29
0.0725 915.29 0.0900 939.50
0.0750 919.08

Tabla  s.12.

Relacidén frecuenciz-V para Hi= 1.5 cms

Abertura (Bz) s (Bz)
0.015 ‘ ~1231.53 0.0475 1331.41
0.0175 1244.06 0.0500 1335.92
0.0200 1255.26 0.0525 1339.93
0.0225 1265.42 0.0550 1343.88
0.0250 1274.61 0.0575 1347.76
0.0275 | 1282,.90 0.0600 1351.57
0.0300 , 1290.66 0.0625 1355.32
0.0325 1297.74 0.0650 1358.68
0.0350 1304.20 0.0675 1361.63
0.0375 1310.50 0.0700 1364.54
0.0400 1316.18 . 0.0725 1367.42
040425 1321.36 0.0775 1370.25
0.0450 ' 1326.44 0.0800 1373.04

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

(8z)

Abertura
0.0825 1378.52
0.0850 1381.21
0.0875 1383.70
0.0900 1385.74
Tobla 853
Relacidn frecuencia-V para H1=1.8 cms.
Abertura (E2) Abertura (Hz
0.0150 1507.03 0.0500 1551.69
0.0200 1518.83 0.0550 1554:07
0.0250 1527.56 0.0600 1556.40
0.0300 1533.98 0.0650 1558.70
0.6350 1539.88 0.0700 1560.97
0.0400 1545-91 0.0750 1563.20
0.0450 1547.84 .0.0800 1565.02
0.C850 1566.22
0.0500 1567.40

La grifica 5.} ilustra como el cambio fraccional de la frecuencia

(con respecto a la frecuencia en V=0.09) va sicndo menor cuando H1-* H2.

Si regresemes a 1: grifica 5.4 que mu:stra la relacidn frecuencia-

abertura de la pardbola para C = 0.0 .:
correspondiente relacidn para C # 0.0’observamos

tamente oruestos. ﬁbcdida que la pardbola so vz

'y ¥ 1a

comparamos con la £x
comportamientos comple-

cerrondo, l2 frecusncia

de barras con C = 0,0 va decraciendo, mientras ques lo frecuencia de te=-

clas va avmentando.

La grifica 5,9 reuns los dos cu3os en un mismo

sistema de ejes coordenados.
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b. Variando el valor de L: A continuacion se tabulan los

datos de frecuercia vrs. abertura de la paribola (V) para di-
ferentes longitudes de 12 barra. Se censideran los casos L = 20,0, 30,0,
y 40.0 cms. Cada ralacidn ha sido rzpresentada en la grifica S:q , donde
se han hecho cories en el eje "frecusncia" a fin de comparar las grificas

fécilmente.

Tobla S.14.

H2 = 2,0 cms H1 = 0.5 cms
f/Q = 1.0E-11 (seg/cm)2

Relacidn frecuencia-V para L = 30 cms

Abertura (Hz) Absrtura (8=)

0.015 ' 173.76 0.055 205.32
0.020 180,14 0.060 207.80
0.025 185.28 0.065 : 210,07
0.030 189.61 - 0.070 212.36
0.035 ‘ 193.37 0.075 214.48
0.040 | 196.75 o.oed * 216.46
0.045 199.84 0.085 218,31
0.050 202,65 0.090 220,24

Tobla &£.Is.

Relacidén frecuencia-Y para L = 40 cms.

Abartura (1z2) Abertura (Fz)
0.015 ' 105,08 0.025 112.23
- 0,020 109.C0 0.03%0 " 115.C0
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A4

Aberturs (Hz) Abertura (11z)

0.035 1747 0.065 128.60
0.040 119,72 0.070 130.14
0.045 121.76 0.075 131.59
0.050 123.65 0.080 132.94
0.055 125.46 0.085 134.20
0.060 127.10 0.090 135.39

i‘l““l"‘"‘.‘l“l-l—'-'—r—r
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d. Relacidn frecuencis - longitud (V constante). Al icuel que
con las barras con C = 0.0, analizancs uqui la veriacidn de 1la
frecuencia de una Ixxr tecla cuando g2 aumenta su longitud. El incremen-

to es sobre la rarte con seccidén transversal uniforme:

/\

Consideramos aqui los casos con V = 0,03 y V = 0.09.

Ne—

H1 = 0.5 cms H2 = 2.0 cms.

/Q = 1.0E-11
Tobla &-14. -

Relacidn frecuencia-L (V=0.03)

L (cms) (Hz) L (cms) (Hz)
14.0 T42.81 40.0 115.00
20.0 385.09 45.0 93.88
25.0 | 260.74 5C.0 78.37
30,0 189.61 55.0 66.66
35.0 144.94 . 60.0 57.50
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A
Tabla &.20.

Relacién frecuencia-L (V = C.09)

L (cms) (nz) L (cms) (Hz)

8.0 2276.68 35.0 ’ 169.55
10.0 1488.79 40.0 135.39
15.0 731.35 . 450 111,24
20.0 442,70 50.0 93.25

25.0 300.90 55.0 79.€4
30,0 220,24 60.0 68.56

Los datos anterior se encuentran graficados en la siguiente pigina

(grif.ica 5.17).
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e. Relacidn frecuenciz-E? (V constente). Femos estudizdo con

anterioridsd relaciones en les cuales T2 es constaznte. En el

caso C = 0.0 no se restringe el crosor mixino de la tecla, Ahoraa,

veremos como varia la frecusnciz p2

un2 tecla a medida que H2 varia’

desde H1 (barra uniforme) hasta la ferma corresvondients a C = 0.0

(méximo grosor que se puede alcanzer)

_’-/’ \—\—\— Sl b —|
I - S, o B
TRy S |
U # Sl
| ,// (|
Ve N
|74
H1 = 0.5 L = 20.0 cms .
/Q = 1.05-1
Tobla  s.21.
Relzcidn frecuencia-H2 (V.= 0.03)} .
H2 (cms) (Hz) H2(cms) (Fz)
0.5 405.65 1.4 416.22
0.6 - 450.97 1.5 409.7
0.7 463,80 2.0 385.09
0.8 462.58 2e) 363,36
0.9 455.79 3.0 35179
1.0 447.36 3.5 353.68
1.2 430,69
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Tablo &1L

Relacidn frecuencia=l2 (V = C.09)

H2 (cms) (12) 12 (cas) (¥z)

0.5 405,65 1.8 454.16
0.6 64,31 2.0 442,70
0.7 496,52 2.5 419,82
0.8 510,50 3.0 402.70
0.9 513,71 345 389.34
1.0 510,81 4.0 378.50
1 o2 497.42 4.5 369.45
1.3 489.63 5.0 _ 361.74
1.5 474.34 25 355.08
1.6 467.19 6.0 349.28

Fn la siguiente pigina se muestra la grifica de la ant=rior relzcidn
para V = 0,03 y V = 0,09, A diferencia de las anteriores relaciones es-
tudiadas, estas gréficas no son monoténicas. El mdximo de cada curva
represenata la forma de k barra que provee la mixima frecuencis posible
rara Hl y L fijos, Es interssante ?otar que el H2 Sptimo es casi el
mismo para cualquier valor de abertura de lepardbola, y es escasamente
mayor que H1, Para H2 mayor que este v-lor critico, la inercia en los

extremos comienza a dominar y a bajar la frecuencia fundamental,
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7

4_l&u|elon de teclado linezl. En las marimbas realss poderos

obgservar que la longitud des las teclss varia linsalpente con la
posicién que ocupan dentro del teclado completo. Ademds se nota que la

parte de 1a tecla con grosor constante tanbién varfa lins<lnente en su

lonzitud con la posicién que ocura la tecla. Froponemos inicialmente un

modelo de teclado en el cual todas las teclas tienen el mismo grosor to-
RSO SL LY

tal H2, estén equidistanciadas una con respecto a la otra y adends,

L =mnX + Lo C=p.lL (5—!\
QOndc n es una constante, Lo es la longitud de la primera tecla (1a dc‘
mayor frecusncia fundamental), y p es un nimero positivo menor qué i. En
otras palabras, la relacidn de la longitud del segmento de barra cen gro-
gor constante a la longitud total es constante. La abertura de la pari{bo-
la se qjusta de manera que C tenga el valor prediého ror ( s-1 ) con la

férmula

V=FH -1 (5-2)
(1/2-0)2

La siguiente figura ilustra como se verfa dicto teclado-visto deade

abajo:
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Fl objetivo de la presentacidén del siguients matarial es encontror
el valor de m y de p ayropiados (la forma del teclado) que producen en
el teclado la esczla cromftica, es decir, 1la sucesidn de sonidos nusica-
les que son bise para las composiciones a que estamos acostumbrados.

Antes de adentrarnos en el material propiamente dicho, conviene ha-
cer un breve bosquejo de ccmo estdn distribuidos los intervalos rusica-
les en la escala cromidtica., El intervalo entre dos.notas rusicales es
la rzzdn de sus frecvencias. Asi, por ejemplo, una octava es el inter-
valo de aquellas notas para las cuasles la frecuencia de uns es el doble
de la otra. Es notable el hecho de que existen relaciones especiales
entre las notas cuya relacién de perfodos son reciproces de los nizeros
naturales. _La sicuiente tabla muestra lado a lado los nombres usuzles

de los intervalos y la relacidn de frecuencizs respectiva:

octéva.....;............ 2:1
quinta........;......... 3:2
CuU2rt2ecccccscesosscccee 423
tercera NMayOTeeceesssses D4
sexta MeNOTseescscsseses 815
gercéra DeHGET Tit i s s” 625
5exXta MAYOreicccsessares ‘513
Sobre cualquier nota tomada como nota clave, o ténica,se puede construir
una escala diatdénica, cuya derivacidn resumimos a continuacidén. Si la nota-
.clave, cuslquiera que sea su frecusncis absoluta, se denomina Do, la quinta
arriba, o dominante, es Sol, y la quinta por debajo, o subdominante es Fa.

El acorde sobre cuslquier nota se produce combindndola con su tercera ma-

yor, ¥y su quinta, dando las fracciones de freacuencia 1:5/4:3:2 o 4251k,
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Ahora, ol tomamon el acord= comin sobre la ténica, sobre la dominante, y
en la subdominante, y loa trasponesos cuaindo sea necesario dentro de 1z
octava inmediatamente puperior a la tdnica, obten=zos notas cuya {recuen-
cia ordenadss en orden de magnitud son:

Do Re 1M Fa S0l La S5i Do

1, 9/8, 5/4, 4/3, 2/2, 5/3, 15/8, 2

Ia frecuencis absoluta convenida para Do (c més bajo de voz de tenocr) es

256 o 2”.

Ahora, aqui trataremos con la escala de temreramsntos iguzles, en 1A
cual se divide 1z ¢pcala en 12 semitonos. la ventajs d= esta esczla ea
que las mismas notss sivven para una clave cemo para otra. Lac razores

de los intervalos de la esczla con temperamento irual estdn dadas por:

0 Trecvtatadd 2P Frecasisq .
?JB 1.,00000 C\f LAWZL = 22
ot 1.05946 = /12 o R Z}l."‘
' gin
: 2/12 4 Lsgo = L
d 1.12246 = 2 / 9+ - qun
d# 1.18921 = 23/12 A LG3 1Y

LA4/12 oz B0 G i

S Lens = L ¥
£ LD

En las siguientes pdginss veremos como se puede acomodar la geome-

e 1:25992
f 1.33484

tria de 1;9 teclas de manera que los intervalos entre los tonos sean los
de arriba (esdala cromitica). Ya_que el nodelo es de momento bastante
rigid;, no esperarfamos que la curva de frecuencia-posicidn de la tecla
‘se pegue exactamente a 1la curva frecuencia de lz esczla cromitica vrs.

posiclén de 1a tecla, para algin valor de m y p. ( Z‘Yz NfS . K,)
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Veamos & continuacidn los resultzdoc obtenidos.

-~

H1
H2

m= 0,15
distancia entre teclas = 5 cms.

nn

N O
L ]

owum
0
3
a

Tabla s 23.
Posicidn de 1a tecla - frecusncia,
CP=74)
X (Bus) L (ems) V(p=1/4) X (o) Llws) Y(p = 1/4)
0 20.00  420.30 - 55 28,25 210.66
5 20,75  390.47 60  29.00 199.50
10 21.50 363,70 . 65  29.75 189.95
15 22,25  339.59 70 30.50  180.72
20 23.00  317.81 75 31.25 172.15
25 23.75  298.05 80  32.00 164.18
30 24.50 280.08 85  32.75 156.75
35 25.25  263.69 90  33.50 149.81
40 26,00 248,70 100 35.00 137.24
45 26.75 234.95 105 35.75 131.54
50 27.50 222,31 110 36.50 126.19
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Tabla = 24.
Posicién de 1o tecla- frecuencia.
p=1/5
X (ersy Levsy V(kz) Xows)  L(ers) ¥ (Ez)
0 20.00  401.40 50 27.50 212.31
5 20.75  372.91 55 28.25 201.19
10 21.50  347.35 60 29.00 ~ 190.92
15 22.2% 32432 65 29.75 181.41
20 23.00 303,52 70 36.50 172.60
25 23.75 284.63 5 31.25 164 .41
30 24.50 267.49 80 32.00 156.80
25 25.25 251.84 85 - 32.75 149.70
40 26.00 237.52 90 -
45 26.75 224.38 |
Tobla s.25.
Posiciénpd: }76tecla - frecuencia
X L (8z) b 4 L (Hz)
20.00  390.84 26.75  218.48
20.75 363.09 27.50 206.72
21.50 338.20 28.25 195.89
22,25 315.79 29.00 185.89
23,00  295.53 29.75  176.64
23.75  277.16 30,50  168.06
24.50 560.45 31.25 160.09
25.25  245.21 32,60 152.67
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En la pépine sisuiente se ha graficado las relaciones anteriores (m =
0.5y p = 1/4, 1/5, y 1/6 respectivimente). Es interesante notsr que,
para diferentes valores de p, las curvas se mantienen equidistanciadas
a lo 1lsrgo de toda su traycctoria. Es decir que la udnieva variacidn entre
ellas es un Jea plaaam(cn%. Por aparte vemos que a medi-
da. que la parte de la tecla con grosor coustante se va haciendo mds gran-
de en relacidén 2. la longitud total de la misma, la frecuencia aumenta.

Tomando 1a frecuencia méxima para p = 1/4 como ¢', construimos la es-
cala cromdtica de igual temperamento. La curva 12n/12 versus X, se en-
cuentra también en la gréfica 5.\ . Observamos que esta curva tiene
valores de frecuencia por encima de los de p=1/4. Tor la discusidén del
pérrafo anterior, satemos que para una m constante, la separacidn entre
estas dos curvss no se alters si variamos p. De ﬁgnera que detemos ex-
perinmentar con difersntes pendientes del teclado si queremos ajustar la
curva del modelo a la curva de la escala croméica.

Antes de scruir con lo plane;dd, debe aclararse cue, al contrario de
l2s marimbas reales, 2qud se han incluido los apcidentes musicales (bemo-
les y sostenido;) dentro de un solo teclado. Es decir que las notas que
corresponderian al doble teclado de la marimba, o bien a las notzs negras
del pisno, estén en una sola sucesién de barras. Si se dessa construir
el doble teclado (s:car los accidentes) y 21 mismo tiempo evitsr la dis-
contiduidad de la longitud entre teclas adyacentes, puede variarse H1 ¢
-H2‘hasta conseguir la longitud correspondiente a la frecuenciz desezda.

A continuacién se exyonen los resultados para m = 0.2 y p =1/4 y 1/6

respectivamente,
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Tohla S .26.

Yooicidn de la tecla-frecuenciz,

Scanned with CamScanner

m = 0,20
p=1/4

% L(cms) (Hz) % (cms) Lgcms) (iz)

0 20.0 420.C0 45 29.0 199,90

5 21.0 361,22 50 50 30.0 166.60
e 22,0 347.36 55 31.0 174.94
15 23.0 317.81 60 32,0 164,18
20 24.0 291.88 65 ‘33.0 154.38
25 25.0 268.99 70 34.0 145.43
30 26.0 248.70 75 35.0 137.24
a5 liar 230.62 B0 36,0

40 28.0 214,44

Tahlo =23
FPosicién de 1a tecla - frecuencia.
m=0.20
p=1/6
X L(cms) (Hz) X(cms) L(cos) (Hz)
0 20.0 392,00 35 27.00 214.45
, D 21,0 354.50 40 28.00 199.41

10 22.0 323.01 45 29,00 185.90
15 23.0 295.53 50 30,00 173.70
20 24.0 271.41 55 31.00 162.68
25 25.0 250,14 60 32.00 152,67
30 26,0 231,26 65 33,00 142.56
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x(cmn) L(cma) (nz) Z(c&s) L(crza) (rz)
70 34,00 135.24 75 15.0 127.62

Entos datoc son precentados »n la grifica 5.5 . Totsros ruava-
mente que las curvas de p = 1/4 y p =1/6 entn equidistunciadas en la
regién de Xn tratajada. Sin enbario, para ests nueva pendiente (mayor
“Que la anterior) lus curves ce apartan mucho rds de 1a curvade 12 escala
cromftica. Ya que en los dos casos d= pandientes difersntes 1la curva de
la escsla cromdtica esti por encima de las calculas para el modelo, jro-
cedemos a continuacién s dieminuir 1la pendiente para un valor de p fijo,

hanta ajusterla en lo yosible a la escala cromdtica.,

Tobla  &.28.

Posicidn de la tecla - frecuencia.

m= 0,12

p=1/4

X(cms) L(cms) (Hz) X(cms) L(cms) (Ez)
0 20,00 420.30 45 25.40 260.59
5 20,60 396,17 50 26.00 248.70
10 21.20 374.06 55 26.€0 237.60
8 . 21.80 353476 60 27.20 227.%4
20 22,40 335.06 65 27.80 217.54
25 23.00 317.81 70 28.40 208.44
30 23.60 301,65 15 29.C0 199.90
35 24.20 267.07 80 29.60 191.88
40 24.80 273.35 85 30.20 184.33
90 ~30.80 177.22

Gl
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Takla

- g

Posicidn de 1: tecla - frecuencia.

m= 0.13
p=1/
X (cms) L (cos)  (Hz) X(cms)  L(cms (i)
0 20.00  420.30 45 25.65 251.59
5 20.65  394.26 50 26.50 239.40
10 21.30  370.56 55 27.15 228.08
15 21.95  348.94 60 27.80 217.54
20 22.60 329.16 €5 28.45 207.71
25 23.25 311,01 70 29.10 193.53
30 23.90  294.32 75 29.75 189.95
25 24.55  278.94 80 30.40 181.92
40 25.20  264.74 85
Tabkla s.20.
Fosicién de la tecla - frecuenciz.
= 0.135
= 1/4
s L (cms) (Hz) X(cns) L(cms) (r2)
0 20.00 420.30 40 25.40 260.59
5 20.68 193,30 45 26.08 247.27
10 9135 368.83 50 26.75 234.95
15 22,02 346.57 55 27.42 223,52
20 22.70 326,26 60 28.10 212,92
25 23.38- 307.69 65 28.78 203,04
30 24.05 290,66 70 29.45 193.64
35 24.72 275.01 75 30,12 185.25

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

V(Hz)

Gro'flta s /6.

Re/au'o'n rfrccvtna'a— fosr'c/b'o para t‘arm:

en un éc/mé //m/

3¢0
3yo
320
300
280
2_60

240
o\= 0.2

|
Es
feor

, ala cromahed
Z00
mns= 0.\5

Z20

180

Yéo

4

1%
0 § o 15 20 5 30 35 Yo ys So S5 é0 €5 P

A (cms)

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

&

Noc_los + Yodelade teclsds lineal, cnoepuids ro encuantra 12

diatribuciin de lez nades parz un teclade lineal con =n=,135,
p = 1/4 vy dinteénciz entre barras sucesives de § cme En la sijguien-
te tobulacidn ne ruestrs el nirers de 1s tecla, la langitud que le

corrensrande y los puntes pivotiles entrs les cuzles re ercuentra

uno de log nodoc (redo fundinenti1). Se onite &1 valer crleulacs de V.

Longitud X(10). X(11)
20.0 - 62451 .1832-1
20.68 .788E-~1 -.231E-1
21,35 .786E-1 - 231E-1
22,02 .788E-1  -.231E-1
22.70 « 188E-1 -.231E-1

Si caleulswes 1a posicién donde ecurre el node mediante uns
1nterpol%;§fh lineal, obsefvanos que estd a .733 del intervale
entre X(10) y X (11), para tedas las barras antsrieres., Pasade a
lonzitud en centimetros desds uns de los extreaos de |Q barra,

ésto se convie(te en:

Z = (L/X)( 9.73)
Pero, de acuerde cen lu definicién de un teclado lineal:
L=nX+ 1L,

For le que:

2 (M%F Lo Jou733/1 = 'K 4 Ly donde

l

m's m (q.?33/N) \é Loy = L°(0‘-'?33/{\l)‘
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Tor lo conoiuisnts, 1a pocicidn da los nades tsmbién verfa liresl-
aente, En e) case pirticular de m = 0,135 y p = 1/4, 13 pendients
es y(]': 0,02(. . Hanos averimisde que 13 frscciln de
la distancia nedal decde el extrero »fs cercans de 1z birra 2 s
lon-itud tstal de la wigws es 10.733/% = .9.733/50 ¥ .19, nisntras
que 3¢ tenfa que la fraccién de la parte de 1la btarra con seccién
tronsversal uniferns 2 1a lonvitud tetal s de p = 1/4 = 0,25, Coar-
cluimos entonces que les necdos en todas las barras estdn en 12 re-
gidn cen groser constonte, 2 aproximadanente .8C. lLa siguiente fimu-

ra ilustr: exactarente esta situacidn:

N \ A

o e

Va nodo r nodo
4

e e — — -
o - — o — -
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6. Andlisis de gobretonos.

Esta vez estudiaremos la relacidn frecuencia fundamental contra
el coeficisnts de la pardbola, para los jrimeros 5 modos normales de
vibracién. El otjetivo es encontrar como se separan las frecuenciszs
de diferantes nodos para cada geometris, Se analiz;n los casos C £ 0
y C = 0. El método es tsbular los resultados obtenides del programa
de computadora DI'B (diferencias finitas) y graficar cada relacidn.

Al final se obtienen, 2 manera de ilustrar, las frecuencias y vec-

tores propios de los primeros 5 modos normales de vibracidn psra =1

caso V = 0.08. Dichos resultados son graficados y discutidos.

a, Caso C = 0: Consideramos una barrs con H1 = 0.5 cms y

longitud de 20.0 cms,

Tobla S.3).

Secundo sobretono.

v - (Hz) v (Hz)
0.015 3354.91 0.065 6455.19
0.025 4025.43 0.075 7033.77
0.035 4659.42 0.085 7606.04
0.045 5271.40 0.095 8173.24
0.055 5868.60
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Toblo  S.24. Ly

Cuarto sobretono.

v (¥z) v (1z)

0.015 "8878 . 0.055 17072
0.025 10759 0.075 18489
0.035 12474 0.085 19865
0.045 14080 0.095 21207
0.055 15606

El modo fundamental ha sido tomado de loa resultados de la Bseccidn

4Q . -
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b. Caso C# 0 . Consideremos uns barra ccn H1 = 0.5 ens,

Takhlan &.3F8

Trimer sobratono.

v (Hz) \ (Hz)
0.015 - 1441.5 0.065 2260.9
0.025 1651.9 0.075 2377.2
0.035 1835.5 0.085 2484.3
0.045 1993.5 0.0%5 2582.9
0.055 2133.84

Toablo .30,

Segundo soirstono.

v (Bz) (E2)

0.015 3354 0.065 6432

0.025 4117 0.075 6797

0.035 4818 0.085 ~7085

0.045 5440 0.095 7316
© 0.055 5979
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Tallo 5.33

Tercer sobratono.o

649

v (Hz) v (Hz)
0.015 5827.5 0.075 10358
0.025 - 7185.1 0.085 10455
0.035 8339.8 0.095 10508
0.045 9214.2
0.055 9311.0
0.065  10169.0
. Tobla S.28.
!i Cuarto sobretono.
% a
v , (pz) v (22)
0.015 E 8878 0.065 14194
0.025 E 10924 0.075 14423
0.035 % 12488 0.085 14675
0.045 : 13427 0.095 14959
0.055 ! 13917
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"tecla, la dur=za de las superficies en contucto, y la natursleza

La discusidn de las srdficasz anteriores es quizd la parte mis inm-
portante de un estudio acerca de la nzturaleza del sonido enitddo por
barras con la forwa propuesta. Esto se debe 2 que el senido recibi-
do no es un tono puro sino la superposicidn de varios modos normales
de vibrecidn. ILa forma en que estén distribuidos las frecuenciszs
rara los sobrectonos presentes tiene muchs influencia en el timbre del
sonido y probablemente sea decisivo p-ra identificar el instruzento
del cusl se oricina. Cléro que t@mbién entra en juego las intendida-
des relativas de cada modo de vibracidn, y la forma en que cada uno
de éstos se va amortiguendo. Los anteriores factores deben reunirse
si se quiere sintgtizar el sonido enitido por la tecls de marimbz. For
el momento, nos limitaremos 2 investigar 1z distribucidén de frecucn-
Ci=§, dejando el msto para progreso posterior.

Fara el caso C = 0 se ha observado que la frecuencia del modo fun-
denentsl disminuye a medida que el coeficiente de la pardbola crece, lo
cual es atridbuible al increnento de la inercisz de la bsrra en los ex-
tremos (cosa que no sucede en el@so C # 0). Sin embergo, vemos de la
grifica 5.]% que los sobretonos crecen de forma casi lineal

. La: pendiente es. mis grande . a medida
que se incremesnta el orden del nodo de vibracidn, lo cual significa
que las frecuencizs de los diferentes modos se van sesparando @ medida
éue el coeficients de la pardbola crece. Este resultado puede ser ﬁtil
si lo que sc desea es aislar el modo fundamental del resto de sobre-
tonos. Y2 que generaluente predomina el modo fundamental y los sobre-
tonos son répidamente amortigusdos, 4sto producirfa un tono bsst:nte

uro. Sin embargo, 2qui entrz en juero la forma en que se golrea la
D K0y ¢4 JUCE L

nis®@

. \ . . . o
ma del material (modera), lo cusl requiere investisgucidn por aysrte
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7
a nivel experinmental.
Estudiando la grifica 5.4 se observa que, sl contrsrio del caso
C = 0, el modo fundamantel tarbién provee una frecusncia que crece con
la constante de la pardbola. Aderds se produce un acsrcamiento entre
las curves de frecuencis-V a madida que V se increménta, lo cual no

sucede en el ¢sso C = 0, Ias tecles de marimba tiensn, en conclusiédn,

agrupadaos lss frecusncias de sus sobretonos. La carsctaristica del

- sonido tendri que ser, por consicuiente, diferente de las tarras con

curvatura a2 todo su largo. / | .

A ranera de ilustracidn, se zuestra a continuacidn lictados de las
frecuencias y vectores propios correspondientes a los primeros 5 nodos
de vibracién. Estos son grzficados y luego comparados con los resul-

tados ccnocidos de barras ccn seccidn transversal uniforze,
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- Progree tersinated.

I

lodo fundamental:

CL= 20.00
h2= 7,00
Hi= .50
= 5,87
COEFICIENTE a = ,030
E/f = (1000E-10

YO 1= -,804:7190:0)
YO 2= -, 60358310420
X0 3)= -, 80305340400
X 4)= -, 20251070
1
X( ;
X M= 39288380400
I 2)= 58735220400
X( 9= ,7735:200+0)
X0 10)=  .93973410+09
1= L 10000003+0!
1H12)= (93975410400
X0 13)= 77331890400
X( 14)=

X 19)=
1 18-
1 1n=-3
(A
Xt 19)=

I 20)= -.40353810+0)

Xt 21)= -, E041715D+00

- TyurTA- R TATLATY
FRECUSHCIA= 432381702201

Sk=
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Sepundo modo:

0L 50.30
H2= 2.00
K= .50
(= 5.47
COEFICIZNTE 2 =
Eif = .10%02-10

D= -2
I 2= -5
K= 23050
(RN

Xt 9=

')

Nuw

XU 7)= 73570400400
It 8)= ,93577035+

X0 9= 10900000401
110)= 733352

= 3

Xt 17)= -.3251547J+3

X 19)‘ .2 2544L040

=

1 28)= 22373

L
AECUENCIR= 233335

32515472400
10 8)= .570Z542040
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Tercer rodo:

| DATCS ENTEANGS
Ne 20
l oL= 20.00
K= 2.0
M= .50
= 5.0
l COEFICIEVE 2 = .qn0
B/ = 1000510
' VECTOR F3PID:

I 1= -, 10000000401
10 2)= -,5082943D+0)
I 3)= -.43522750-01
IC 8= 34000380400
10 S)= .3E542830+400
I &)= L63550472+00
7= LS413358L+00
X0 8)= (20243430400
10 9= -, S4TE4420+400
10 10)= -, 19030122401
X 1= -, 25319770401
I 12)= -, 1503015240

e

X 14)= 20543450400

X(AS)= L S41339E0400

XU 18)= L A5300472400

XUAT)= 52542890400

i . X 13)= 34000380400

: X 19)= -.43522780-01

X{ 20)= -,30829430+00

. X( 20)= -, 1000060T+01
‘ FRECUENCIA= L&TAIF7I0E-0% 4= L173E97715e0)

-\‘p - Progras terainated.
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2 Cuarto modo:

G

5 - Progras tereinated.

DATCS ENTRIIZ:

€= §5.87
CCEFICIENTE a =
B/ = .10002-10

VECTOR PROFIC:
Xt

X(
X(

NI -
SR e

wonon

]

P
« O3 N o

762320-01
L

XU 4)= .33893450:09
XU S)= 41574320400
X0 &)= L31133552-00
X{ 7)= 4347823001
XU E)= -.34557200+00
T 9= -.EIETLILTH0]
Xt 10)= -.10000C00+01
Xt 1= -.50973423-07

X{ 12)=  ,10030000+01

X 13)= LEIBFLISI+N)
X( 14)= [34557320+00
X{ 15)= -.42473250-01
118)= -, 31133230400
X0 17)= - 41674220402

8z
1 20)= L2LS
X( 21)=  (EZBILIID+CO

FRECUZNCIA=

5=

EFARNANGTEAD
<SC2000003+0
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Quinto modo:

DRTCS ENTAA3CS

K= 20

CL= 20,09

H2= 2.00

Hi= .30

(= 5.8
‘ COEFICIENTE 2 = 0
B/ = . 1000E-19

(Y]
<>

VECTCR PREPIC:

M D= 53282880400
XU 202 23385650400
XU 3= -30722510400
XU )= -,52545500400
X 5= -.5E534700)
X b)= -, 1714151040
XU 7= 4164044040
X B)= L3TSIRIIH00
XU 9)= 10000000401
X0 10)= -, 57798720400
X{10)= -,24632220401
X( 12)= -, 57702720409
X{13)= 10005002401
X 14)= L5TE32103-00
N 15)= LE1043440400
X 16)= -.17i81500450
£ 17)= -, SEETH4TIHC0
(QTIE r
X 19)= -, 3072254000
X200z 23485453400
X(20)= 33242043400

FRECUENTIA= . 13301836S+(5 3H= . S0002O0C2:00

- Fragras terzinated.
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El nismo Rayleich analizd las furcionen propias correspondientes
a diferenten modos de vibracidn de una barra con neccién tranaversal
uniforme y extremos libres. Fara el modo fundamental, encontrd que
el desplazamiento en la mitad de la barra es menor jues el producide
en los extremos de la misms, lara el segundo modo, el deesplazamien-
to en las cimas de la funcidn propia es también menor que aquel en
los extremos de la barra, Finalmente, para el tercer modo, observs
que el desplazaniento en la cima de enmedio no es tan grande como

en las de los lados:

_’//” ‘\“*‘~—e—“” .‘\\\

Es fécil ver de las figuras S.Z20 que las anteriores
observaciones no se aplican al mso de barras con la forma proyuesta
aqui{. For ejemplo, par; el modo fundamentsl, el mayor desplazamien-
to s{ ocurfe en el centro. Para el segundo modo de vibracidn, el

desplazaniento en las cimas de la funcidén es maycr qu~ en los extre-
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mos de la biarra, En.cl tercer modo, el desplazanienio mdxino en
la cima de ennedio es mayor que en las cimas de los lados, En el
cusrto rodo pusde verse esta misna carscteristica (mavor amplitud
en 1a mit:d de la barra). Yn el guinto modo, lis cimas de loc la-
dos son nerores que las.de enmedio, pero t:nbifn son menores que
el decsplzzamiento en cada extremo de la berra. Co;cluinos que de-
bido a la reduccidn del grosor de la tuarra en la parte central,

la wayor amplitud se produce en esa regién, mientras que los extre-

ros (con mayor inercia) recorren menos distancia.

/
.

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

&4

YV . COMPARACION COX EL EXIERIMENTO.

En el labtoratorio se midieron las frecuencias de barras con diferen-
tes valores de los pardmetros. Primero se conétruycron barras en ma-
dera con C = O. Se varid el coeficiente de 1o raréibola entre 0.C15

' y 0.0875. ILuego se compard con los valores predichos por el método
de Ritz y por el de diferencias finitas. Se hace!el cdlculo de por;
centaje de diferencia entre los vlores tedricos y el exrerimentzl.

El médalo de Young de la maders se calcula a partir de la frecuencia
de vibracién de una barra con seccidn trasnversal uniforme del mate-
mial y utilizando la ya conocida férmuls de frecuencis =n funcidn de
L, E, H1 y densidad.

= El mismo procedimiento anterior se sigue pars barras con C # 0, &
teclas propiamente dichas.

El equipo utilizado en la medicidn de frecuencias es de un osci-
loscopio marca Heath modelo , un micréfono de baja impe-
dancia (del utilizado en equipos de sonido ncrmales), un generador
de audio-ffecuencias marca Heath modelo SG-5218, el anmrlificador d;
audio de una radiograbadora y las barras de madera. El arreglo es

como se ilustra a continuacidn:
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A. BParras con C = 0. (Caoba)

Tabla 5.39

Dinensiones de la barra.

Barra Lonzitud (¢ps) E1 ¢ms) H2 (cms)’ v

i 15.9 +.025 1.14¢,0025 2.10% .C025  0.010
#2 19.9 113 283 0.015
#3 20.0 112 3.03 0.020
it4 19.9 1.03 3,49 0.025
i 19.9 1.14 4.18 0.030
#6 22.6 2.48 2.48 0.000

La barra #6 es utilizada fara calculsr PVE. La fracuencia de
dicha barra se midid en el laberaterioc y fué de 1810# 50 Hz. Sa-
bemes que psra una barra uniforme, homogénea, de lengitud L, y cen
grosor H,

Ple= _#m? _ = m¥yrs004  (6-1)
48mzLY Y ?
donde x% es la frecuenéia fundarental. Cenm 12 fdruula anteriosr

computares el dato requerido:

Prg = 7.60388-12 (sec/cn)?
La incertidumbre en la cantidad saterior lw enéontrsnos Propa-
gando el error de csda una de 1as centidades involucradss a la can-
tidad final. En general, 1la férmulé cde propsgacién de error para

la cantidad F que.dependc de les psrdmetros A, B,... es3:
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2
s (EV @+ (BY e+ wn

donde A(F) es 1la incertidumbr:s en F., Al aplic:ir (6-2 ) a (6=t )

tensmneos: ,

X (Pe): (p/g)[ (2 22y + () ¥+ (—f;)za?a’p)]
(6-3)
Sustituysnde nuneres:

Y (e): 1meEzs & Ae): ouza€-iz (B)

Concluimnos entonc=s gue:

P/E = 7.6038E-121 .42 E-12 (se.;/cn)2
Ahora se cslcula la frecuencia tedrica de cada una de las dexds
barras. A centinuacién se tabulan los resultades de RITZ y DIAB
(difersncias finitas).
Tabla 5.1;0

Frecuencia fundamental tedrica y experimsntal.

Borra DIAB (H2) RITZ (42)  Experinental (2)
H 1015 1019 1040

42 985 995 1015
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Rarra DIAB RITZ Experirentsl

#3 953 966 946
it 865 804 844
#5 " 9595 976 930

/

L continuscidn se tibulan los porceantajes de diferencia entre
los resultados tedricos y el mrperirental.
Tabla 5.41

Porcentajes de diferenciz can respects 2l

valor experimentzl de x%-érica de cads barra.

Barra RITZ Diferencias finitas
#1 2.0°% _ 2.4 %

#2 2.0 % 3.0 %

#3 2.1 5% 0.7 %

4 4.7 % | 2.5 %

#5 5.0 % 2.7 %

B, Barras con C # 0.

Tabla 5.42

Dimension-s de las barras.

Barra Lonzitud (cms) H1 (Cnvs) K2 (Crvs)
# 20.0 £ .025 0.52 £.0025 1.9040.C025
#2 120.0 0.55 2.C0

3 20.0 0.58 . 2,00
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Parra Longtitud A1 H2
4 19.9 0.50 1.98
45 20.0 0.97 0.97

Ia frecuencia medida de 12 barra #5 es 1030 + 25 Hz. Utili-

zando esta barra se calcula nuavorente la razdn FVE, junto con su

error preragade:

P/E = 5.96 B-12 % 0.5 E-12 (seg/cn)’.
A continuacién se tabulan las frecuencizs tedéricas y la expe-

rimental para cada una de l¢s teclas restanties.

Tabla 5.43

Frecuencia fundamental tedrica y experirental.

Barra RITZ (H2) DIAB (#)  Experimental (43).
# T SRR | 502
2 559 537 564
5. o0 50 595
4 . 583 560 568

Los porcentajes de diferencia con respecto al valor exreri-

rental se nuestran 2 continuacieén.

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

Tabla 5.44
Torcentaje de diferencia entre 1s frscusncia

tadrica y su valor exyeriment:l.

/

Barra RITZ Dif, fintas
# 1.0 9% 5.0 %
#2 0.9 % ' 5.0 %
#3 3 % 1.8 %
4 2.6 % 1o4 %

Venes que para los dos cuses estudiados, el fercent:je de
diferencia no excede &1 5%. Aunque ge espera que el nitcdo de
diferencias finitss dé.rejores resultados, £sts ne pude comprobar-
se zqui ya que las @iferencias suslen ser grandes indistintanente
pars les dos-nétedos. Sabemes que las frecuencizs calculadas ror
diferencias finitas son nenores que las de Ritz, y son 2 su vez
nayores que la frecuencia experiment2l. El hecho de que 3lgunas
veces la frecuencia del rétedo de Ritz esté ruy cerc:na al valer
real, y éste a su vez por encima del obtenids a rartir de dife-
rencias finitas sugiere que la incertidumbre en las csntidades re-
didas para efectuar -el cilculo tedérice ( H1, H2, P/E, 1z parétela
nisna, etc.) es tan grande que la incertidumbre en el valor tedri-
co es del ordem del tomnzfio de la diferencin de frecurncia entre los
des métedos., Para verificsr lo znterior, sncon'‘ramos a centinuacidn
1z incertidumbre en la frecuenci: de una barra con seccidn trans-

versal uniforme, debido sdlo 2 la incertidurbre en la constsnte P/E
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tilisands la férmules ( 6—=Z ) ancontreres que:

- V

A () 2AGY 45 Y
§

De manera que, si queremes calcular la ircertidunbre en el valor ted-

rico de 13 nism2 barra, sdlo debido 2 la incertidumbre en f73 ten—

drisnss:

AW)= 18I0 (weg-12) 2 s0 M
2Q.66-2)

Esto es cerca del 6 ¢ de le frecuencia medids. FEs ciare que al in-

troducir *también las incertidumtres en les demds parimeiros, este
porcentaje crece. Ahora, la diferencisa de fracuencizsde les dos
métodes, pars el'rnngo de frecuenciss trabzjado, es cemo mdxino del
A .

4% (véase gacgidén SL ! ) Yz que la msyor contribucidn a la
incertidunbre 12 da la constante PVE, lo cugl se dete a la natura-
za no homegénea de lz madera, el nodelo deber? ser comparade con
piezas censtruidas de material nds homogéneo.

En términos'geﬁerales, sin enbargo, los mételos snteriores
proveen 1z suficisnte exactitud como para zlcanzar la frecuencia

deseads con una pequeria perturbacidn sobre la pieza construida.
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YI .DISCUSICN Y COICLUSIOITES.

Heros visto con anterioridad que axisten diferencias bisicss entre’
las dos formas estudizdas: 1las barras con curvs 2 todo su largo y
las teclas propiamente dichas. En las primeras, la frecuencia dismi-
nuye con e‘ coeficiante de 1 pardtola, mientrac que en las sezundas
aunenta. En las primeras, los sobratonos estdn dispuesstos en interva-
los cada ver mayores, mientras que en las segundas éstos tienden a
agrurarse,

La relacién frecuencia-Hi es, en buena aproximocidn, lineal (al
igusl que barras con seccidn transverssl uniforse). El cceficisnte
de correlacidén lineal es de .999962 y .999513 rars: los cssos C=0 y
C #£ O respectivamente. De 1z misme manera, la variacidén de la fre-
cuenciz con la longitud de la barra se separa poco de el resuljado
para barras con seccién transverszl uniforme, es decir, Ve ’li .

La relacidn frecusncia - E2 presenta caracteristicas espsciales
(véase grifica 5.3). Vemos que cualquiera que sea el valor del cce-
ficiente de la pardbola ajustada a la barra (dentro del range estudia-
do), el valor de H2 que produce la frecuencia ndxima estd en un in-
tervalo muy reducide ( de fil= 0.75 a fi= 1.0 | RS | paftir de ese pi-
co disminuye la curva menotdnicamante. Por ejemplo, aqui s= trabajs
en 1a regidn de la curva donde la frecusncia ve disminuyendo (02 =2.0).

El resultzdo anterior es imrortante en lis tsclas =fs pequeiias, donde

la frecuencia es muy slta. Sin inponer srosorss nuy grandes 2 la

‘barra, o bien lonsitudes extreradimente cortas, tusde alcanzarse ura

frecuencia bien alta utilizende E2 y V zzropiados, Io orussto se

aplicarfa cuando la frecuencia de las b:rras dets ser suy baja.
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Los resultados del modelo del teclado lineazl propuesto scn directo-
mente aplicables al diseflo de un teclado con uni geometria bajo con-
trol ( ya no a nivel eupirico). En 1a ssccidn 4 del capitule 5 se
ilustro un procedimiento para 2daptar lac frecuencias del teclado a
la escala crondtice. Vimos adem’s que, para ese nodelo, 13 posicidn
de los nodos del mede fundementzl tambifén s uns funcidn lineal de
la posicién. BEn la pgréfica /5.6, la curva que uds se apega & la de
escsla cromdtice difiere en un midximo de 10 ¥z, FEn la prdctica,
ests diferenciz puede corregirse con una paqueiis. perturbacién sobre
la barra. Yor otro lade, puede variarse de manera rerular 1s distan-
cia entre cada barra sucesiva del teclado, para que su frecuencia
quede sobre la curve de escela cromftics.

.Vimos con anterioridad que la feorna de lz2 tecla causa que hzlla
un "Agrupamiento" de los sobretonos. Los intervalos enire éstos so-
bretonos afecta la calidad o timt€e del sonide enitido. Por ejemvlo,
si los sobretonos se disponen en octavas, junto con el modo fundamen-
tal, puede lograrse un sonido homogéneo, &n el cual no puede distin-
guifse si el sonido proviene de dos o un sclo §rigcn. Is que es im-
portante resaltar es que la forma en que se combinan les arménices y
12 frecuencia fundamental da la riquezz del sonido emitide por un

instrumente musical.
El resultado de que la ma2yor amplitud de vibracidén psrz todos les
' . . e)
xodos ( y en particular los impares) ocurre en ceniro de la barra, as-
t§ de acuerdo con lo que podricmos intvir de 1z forna de la tecls. Ya

% - . . P
que la parte central es rds delguda, su encr inercla en comparccion 2

los extrenos hace gue se desplace mis.
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Finzlnmente, se aclsra

que el estudio rezlizade aqui debe ser con-

binado ccn otroc aspectos que deben ser tonmados en cuenta pars rej

(]

orar

el tono producide por las teclss., TYor ejemplo, debe estudiarse el —e-
die con que se trabaje (made:ra)., Csbe presunterse si la calidad de
los zrandes instrumentos se relacions con la naturzlgza de la mnadera,
o si la naturaleza de l2 madera a influenciado el disefio de tsl manera
que se tendrizn que hacer zrandes caxbios al instrumento si se susti-
tuye el mzterizl por ctro més accesible. ‘Cabe rrecuntsrse también si
el tipo de madera es tin importante como se sugiere yor los artesanos
fabricantes de mzrimbas, es decir, si 2a madera del 4rbol de hgrmigo
es especizl rvara la construccién de las teclas. IMencicnamos tamtién
el aspecto rsico-fisico de la acistica, el cual juege un papel imper-
tante en lz percepcién del sonido.

Un estudio vosterior del tenma invelucrar4, por tsnto, @ ramas di-
ferentes del conscimiento cermo la fisica, la misica, e incluso el

procese de fabricecidén del instrumento.
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ATEIDICE A.

Un progrena de comrutadora para el nétodo de Rayleirh-Ritz

de obtener eigenvalores y sus eirenfuncionas,

Adn cuando ruede utilizarse para modos supariores de vibricidn,
eate progroma ce usa aqui solamente rara calcular la frecuencia
fundsmental as{ como su eirenvector. Los pardustros que deben en-
irarse son:

/
i - el ninero de la discretizacidn del dominio
L~ ]ongitud de la barra

Hl - grosor mirimo de 1la barra (en el centro).

H2 - grosor méximo en la parte de la barra con seccidn
transversal uniforme.

VY - coeficisnte de la pardbola
f/E - r2zén densidad sobre mdédulo de Young.
G - mimero de funciones aproximintes que desea usarse

(méxino de ocho).

Todas las variables de trabajo se les asigna doble precisidn.
El tiempo de corrida es de aproxinadamente 10 segundos.

Las salidas son los coeficientes o pesos de las funciones
aproximantss, la frecuencia fundamental, y la eigenfuncidn valuada
en veinte puntos pivotales. A continuzcidén se muestra un ejemplo
de una corrida, luego viene un diagr;ma de flujo del prograna
(nuy @ grandes rassos) y finalmente, el programa codificado en

FORTRAX IV,
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‘uzras teraingted,

SRTOS ENTRADDS

N= 20

0L= 20,00
2= 2,00
Bl= .50

COEFICIENTE 030

VECTCR PRCPID:

XU 1)= ,353:0729+00
D= 17548250400
X 3= ,153£2220-01
XU &)= -, 12005730400
X0 )= -.20573940400
X &)= -.23123730400
XU 7)= - 19115130402
X 8)= -,73559530-01
X 9= 19970510400
X 10)= L8719493050

X 11)= .1002000D+01
X 12)= 67134330400
X 13)= 15370510400
X{ 14)= -,73585530-01
X( 15)= -, 19115130:00
X 18)= =, 23122720480
X( 17)= -, 20478940+00

X( 18)= -, 12005790+00

X19)= L 13343220-01
X 200= . 17943250+00
X0 20= 33310780409

FRECUENCIA= 674397302404 Si=

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

DATOS ENTRADCS:

N = 300

]

L = 20.0 cms

Hi= 0.5 cms

H2= 2.0 cms
= 0,0

.08 5
1.0 E =11(seg/cn)

Q o<
N
t

6

CCEFICIENTES DE LAS FUNCIONES APROXIMANTES:

Xt )= L A921727D-01

X( 3= L 1000O000D+0 1
X( 9= AIB2266D+00

FRECUENCIA=

Z{ = =3.081721E-001
Z( )= =1.4883246E-001

Z¢ = &.P7ITI02E-Q03
Z:{ = 1.3884:i2E-001

Z( = 3J.1072%7E-001
Z( )= 4 4660T597E-001
Z 4 = s 22/ 32E=00]
Z( =) 7« 6521 7E-00]
Z( Y= B.R179ZFE-001
Z( = Q.726483E-001

Xt 2= = 4090464 D+00
Xt 4)= —.97380026D+G0

X( &)= « 2289546D-03

A410027D+035

Z( = 1.0200000

Z< = Q.700439E-001
Z( Y= g.883466E-0QD!L

Z( = Z-678397E-Q01
ZX = 6.244532E-COL
FA =." G 720579E-0Q1
Zi = 3.135294E-001
Z( =_ 1.46515353E-001
Zit = Q.615037E-Q0Q°F

Z( )= -1.4392352-001
Z( )= =3.0R1721E-0Q01
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DIAGRAMA DE FLUJO I'MMA RL 1RCGR/ML RITZ.

_ ¢

(’n, L, 01, w2, v, /e,

G

l

Cflculo de los trasladez TR(i) pars cada

funcién aproxinante:

TR(i) = <fi(x)>

Traslacién de las funciones aproximantes:

¢

Q%0 = 5" ) :

fi(x) - TR(1i)

C4lculo de las entradas de las matrices .‘.ﬁ' B

(regla de Simps;m psra integracidn):

x(4:9) chﬂ\q:l‘(x\%u(x\ix )

“3
- B(4,3) S W (x) Lf: (x) (gi (x) cl-x

Inversidn de 12 matriz A

|

A= A'1B

|

: - | . B
Iterscidn de Von lises Yarz (T) méximo 8 4 minino con

su respectivo eigenvector de coeficientes cy | Je A .

®
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Cilculo de 1la frecuencia de vitracidn y 1a

funcién vronis z(xi) = % ck?k(xi)

Listado de los coeticientes ck, el

eirenvector z(i) y la frecuenciz.
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Apc’nalicc

Yrogrsns de computadora para el andlisic de difersncias euuLQS
de 13 vibracidon de las teclas de narinbe.

Este progrsma encuentra el eigenvelor y eigenfuncidén del modo

fundamental de vibracién y tembién de los sobretonos de la tecla de

marimba sometida a vibrzciones arménicas (extreros libres).
Las entrsdas son las siguientes:

XN - nimnero de la discretizacion o partes en qu‘ se divide

la regidn del dominio.

OL - longitud de la barra

grosor mdximo de 1la barra (en la parte con seccidn
transversal uniforne).

RAZ - razdn densidad sobre mddulo de Young.

Y - coeficiente de la pardbola.

SH - desfase producido sobre la matriz de la ecuacidn

Ax =Ax para obtener los sobretonos ( & bien en

el caso nés general A x =A B x)

El valor del desfase apropiado para conseguir determinado sobre-

tono se obtlene fécilnente por prueba y error.

Las salidas son el eigenvector correspondiente al modo investi-

gado y su frecuencia de vibracidén. A continuacidén se nuestra una

corrida, luego se presenta un diagrama de flujo del ?@grama (zuy FY

grandes rasgos) y finalmente el progrema codificzdo en FCRTRAN IV.
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DIAGRAFA DE FLUJO (DIAB)

v
o

( N, OL, H2, K1, RAZ, V, SH

Calculo de las entradas de la
matriz caracteristica A,

—

Desfase de e}génvalores en la
matriz A ¢ A=z A - SEI

1

Iteracién para e/ genvalord
més pequefio ( "% mdximo)

SH=SH + %’i

Si CVU)calculado en
la décima iteracidén ain
no converge en los digi-
tos deseados al elgenva-
lor buscado

Cdlculo de la frecuencia en términos
de SE encontrado: A= SH+ S

Listado de la frecuencia y-eigen-
valor corresnondiente.
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