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RESUMEN

Se presentan en esta tesis los puntos centrales del anélisis no estandar para llegar
a demostrar a través de esta herramienta el teorema fundamental del calculo para

funciones continuas.

Como parte central de la herramienta desarrollada se contruyen los ntimeros
hiperreales, dicha construcciéon representa una aplicaciéon importante de la logica
matematica, mas en particular, de la teoria de modelos. La importancia de este
conjunto de nimeros consiste en que en €l existen objetos que formalizan la an-
tigua nocién de infinitesimal, por lo que se puede lograr sobre este conjunto un
desarrollo riguroso de gran parte de las implicaciones que producia aquella nocién.
Como resultado de mezcla entre intuicién de la nocién de infinitesimal y formalismo
inducido por el marco logico se alcanza un desarrollo consistente del anélisis més
cercano a la intuicién de los infinitesimales, parecido al de Newton, Leibniz e incluso
Euler en la no idispensabilidad del uso de la definicién formal actual de limite in-
troducida por Cauchy y Weierstrass en el siglo XIX. Asi a través de este desarrollo
se logran probar de forma paralela algunos resultados del célculo mateméatico como

el teorema fundamental del calculo.

La tesis se separara en tres secciones para lograr su objetivo. La primera seccién
encierra un conjunto de resultados preliminares que el lector debe conocer para
poder entrar en materia. Por ejemplo, se expone el material necesario de la logica
de primer orden y resultados sobre filtros y ultrafiltros. En la segunda seccion se
construiye el conjunto de los nimeros hiperreales, y se estudia la relaciéon inducida
por dicha construcciéon con los ntimeros reales y sus propiedades. También se es-
tudia la aritmética del conjunto construido y algunas propiedades topolégicas. En
la dltima seccién se hace un recorrido por la versién no estandar de continuidad,
diferenciabilidad e integrabilidad, finalmente se prueba sobre este marco el teorema

fundamental del célculo.



1. INTRODUCCION

El analisis es una de las ramas mas antiguas de la matematica, y surge en buena
medida como el lenguaje matematico necesario para expresar las relaciones natu-
rales. Por ejemplo, en el calculo desarrollado por Isaac Newton en el siglo XVII se
trata a los objetos estudiados como variables en funcién del tiempo, y a la deriva-
da como una velocidad instantanea, esto evidencia la estrecha relacién que existio,
al inicio, entre los objetos matematicos del célculo y los conocimiento o las leyes
naturales que pretendia estudiar o expresar. Tan estrecha fue esta relacién que in-
cluso, los resultados fisicos o supeditados a la realidad servian como métodos de
validacién para los procedimientos matematicos, aunque estos tltimos no tuvier-
an todo el rigor matematico necesario. Un ejemplo de ello es lo expresado por el
matematico italiano Bonaventura Cavalieri en 1630: <<Rigor, es algo que concierne
a los filosofos y no a la geometria>>. Es asi como podemos observar que en los
primeros desarrollos no se tenia el rigor con el que hoy se cuenta. Unos de los ob-
jetos utilizados constantemente durante los siglos XVII y XVIII, sin el rigor al que
se refiere Cavalieri eran los infinitesimales, cantidades infinitamente pequenas que
eran mayores a cero. Por ejemplo, En el siglo XVII, el matematico francés Pierre de
Fermat, para hallar la pendiente de la recta tangente a una curva, utilizé el hecho
de que en un punto cercano al punto de tangencia, la curva y la recta tenian una
imagen practicamente indistinguible (su diferencia era infinitesimal). En el siglo
XVII, Isaac Newton para hallar la tangente de una curva dictada por la ecuacién
23 — az? + axy — y> = 0, en un punto arbitrario (r,y) utilizé6 un punto infitesimal-
mente cercano (z + xo,y + yo), despreciando mas adelante términos infinitesimales
para llegar a la solucién del problema. Una de las “pruebas” maés ilustrativas uti-
lizando infinitesimales es la planteada por Gottfried Leibniz para demostrar la regla
del producto de las derivadas. Para hallar la derivada del producto de dos funciones
tomé: d(zy) = (x + dz)(y + dy) — 2y = xy + zdy + ydx + dedy — vy = xdy + ydz,
donde omitia el término dxdy notando que era infinitamente pequefio en compara-
cion con el resto. Leonhard Euler también utilizo los infinitesimales, Euler decia que
existian cantidades practicamente iguales a cero, que a pesar de ello podian tener
un cociente bien definido. Es asi como argumentos sin un rigor estricto llevaban a
resultados correctos, correctos en el sentido de las formalizaciones del calculo que
surgirian posteriormente, sin embargo, es claro que estos argumentos eran de un
tipo bastante intuitivo, y que por lo mismo permitian avanzar con dicha intuicién
hasta resultados que todavia la légica o el rigor no permitian alcanzar; es decir, en
buena forma esta intuiciéon permitia avanzar y alcanzar conocimientos que luego

podrian buscar formalizarse. [6]



A partir de Euler la matematica completa tuvo un cambio radical, Euler iden-
tificé al concepto funcidn como la pieza central del célculo. Esto abrio las puertas
para que tanto el matematico francés Augustin Cauchy y el matematico alemén
Karl Weierstrass crearan el anélisis clasico, como se le conoce hoy. Estos dos lti-
mos matematicos fueron capaces de formalizar los conceptos y objetos utilizados en
el calculo y hacer una teoria consistente que permitiera el rigor l6gico y matemaético
buscado por tantos anos para esta area del conocimiento. Sin embargo, en esta for-
malizacién se eliminé por completo el concepto de infinitesimal, principalmente por
las inconsistencias que generaba y la falta de un marco logico que lo soportara. Es
asi como durante anos se crey6 a los infintesimales como un error o una curiosidad,
hasta que en 1960 el logico Abraham Robinson logro realizar una formalizacion del
concepto de infintesimal a través de un marco l6gico adecuado, dicho marco fue la
logica de relaciones. A partir de esta formalizaciéon se puede formalizar las prue-
bas intuitivas de los primeros anos del desarrollo del célculo y con ello presentar
pruebas alternativas a las del calculo clésico. Es asi como a través de este mecan-
ismo se puede aprovechar de nuevo esa intuiciéon de la que se hablaba previamente
para producir teoria nueva o resolver problemas viejos de una forma mas sencilla o
natural. A esta rama de la matematica que utiliza los mecanismos formales de los

infinitesimales se le llama anélisis no estandar.[6]

A continuacién se presenta una prueba del teorema fundamental del céalculo

utilizando anélisis no estandar.



2. PRELIMINARES

A continuacién se presentan algunos conceptos que componen el material nece-
sario para la contruccién de los niimeros hiperreales y sus propiedades. En la primera
parte se exponen nociones basicas sobre conjuntos, relaciones y funciones, y la con-
vencion que se adoptard para su notacion. En la segunda seccién se desarrollan los
conceptos basicos de logica de primer orden que servirdn como marco de interacciéon
entre los niameros reales y los hiperreales. Finalmente se presenta una seccién sobre
filtros, ultrafiltros y sus propiedades; especificamente estos objetos se utilizan para
definir la relacion de equivalencia sobre el conjunto de sucesiones de nimeros reales

y con ello construir lo niimeros hiperreales y su relaciéon con los niimeros reales.

2.1. Relaciones
. Algunos de los conjuntos que utilizaremos frecuentemente y su respectiva notacion

son los siguientes:

= El conjunto vacio ¢

= El conjunto de los nimeros naturales N = {0, 1,2, ....}

= El conjunto de los nimeros racionales Q = {% :myn €Z, n#0}

= El conjunto de los nimeros reales R

= Si X es un conjunto, el conjunto potencia de X es el conjunto cuyos elementos
son todos los subconjuntos de X, P(X) =2%X ={4: A C X}

= Sean A, X conjuntos, el complemento de A con respecto a X es el conjunto

cuyos elemenos estan en X perono estanen A, A=X~A={zreX:z ¢

A}

Definicion 2.1. Sean Aj, As, ..., A, una coleccién finita de conjuntos. El produc-

to cartesiano de Aj, Ag, ..., A, esta definido como sigue:
Ay x Ay x - x Ap ={(a1,...,an) : a; € A; coni=1,..,n}

Observacion.

= Cuando A; = A,i=1,2,...n, al producto cartesiano se le denota por A"

= El producto cartesiano de una coleccion de un solo conjunto A; es Aj.

Definicion 2.2. Una relaciéon P de Aj, Ag, ..., A, es un subconjunto de Ay x As X

-+ X Ay,. Ademés se usara la notacion P(ay,as, ...,a,) cuando (ay,as,...,a,) € P

Observacion.

s Cuando A; = A,i=1,2,...n, a P se le llama una relacion n — aria de A.
3



= En general se le llamaré a cualquier relacion n — aria de A (sin importar el
n), relacion finitaria, dado que es un subconjunto de un producto cartesiano
finito de A.

Ejemplo.

= Sea P = {(a,a) : a € R}, P es la relacién binaria de R que describe la
igualdad entre dos elementos de R, dado que P(a,b) siy sélo si a = b. De la
misma forma las relaciones de orden < y > de R son subconjuntos de R?

s Sea P = {(a,a+ 3k) : a,k € Z} es la relacion binaria de Z que decribe la
congruencia modulo tres en Z, dado que P(a,b) siy solo si 3 | a — b si s6lo
si a =b(mdd3)

= Considérese ahora la naturaleza de las relaciones unarias. En este caso la
relacion P C A con A el tnico elemento de la coleccién finita de conjuntos.

De esa cuenta las relaciones unarias de A son los subconjuntos de A.

Definicién 2.3. Dados dos conjuntos C'y D una funcién f de C' en D (Denotado
por f: C — D) es una relacion de C'y D tal que:

= Sia e C entonces b€ D > (a,b) € f

A los conjuntos C'y D se les llama dominio y contradominio de f respectivamente.

Ademés si (a,b) € f se conoce a b como imagen de a bajo f y se denota por f(a) = b.

Observacion.

= SiC C A" y D C A entonces a f se le llama funciéon n — aria de A. En
general a toda funciéon n — aria de A, se le llamara funcion finitaria de A.

» Sisetoma C =Z"y D =R a f se le conoce como sucesién de ntimeros
reales, y se denota de cualquiera de las formas siguientes f = {z,}, =
(n)n = (xn : n €N) = (x,) = (x1,29,...). Al conjunto de todas las suce-

siones de ntmeros reales se le denota por RY.

Ejemplo. Considérese f : R? — R tal que f(a,b) = a + b, es decir a cada par de
elementos de R le asigna sus suma. De esa forma la funcion f representa la suma

en Ry f(a,b) el numero real que es la suma de los elementos a, b.

Definiciéon 2.4. Sea f : C' — D una funcion, la restriccion de f a C7 C C denotada
por fic,es la funcién con dominio C y contradominio B, tal que para cualquier
ce C1, fie,(c) = f(c). A f se le llama extension de f|¢,al conjunto C.



2.2. Logica.

Definicion 2.5. Una estructura es un sistema de la forma £ =< E, Relg, Fung >
donde E es un conjunto no vacio, Relg es una coleccién de relaciones finitarias de

E 'y Fung es una coleccion de funciones finitarias de E.

Observacion. Un caso particular de estructura es < E, Relg, Fung > donde Relg
es la coleccién de todas las relaciones finitarias de E, y Fung son todas las funciones

finitarias de F. A esta estructura se le llama estructura completa de F.

Cada estructura & tiene asociado un lenguaje Lg que estd formado por var-
ios componentes. Entre estos componentes esta el alfabeto del lenguaje que esta

conformado por los siguientes elementos:

= Conectivos logicos

o A y

oV 0

* — no

* — implica

e <— siysolosi

= Cuantificadores
oV para todo

o 3 existe

= Paréntesis

* ()
* [

» Variables: {z1,22,...} un conjunto contable de simbolos en el que también

se pueden incluir z,y, z, x’.

Definicion 2.6. Los términos del lenguaje Lg se forman a través de la aplicacion

sucesiva de las siguientes reglas:

» Cada variable de L¢ es un término.
= Cada e € E es un término llamado constante.
= Si f € Fung es n — aria, y 7T,7T2,...,Tn, son términos de Lg, entonces

f(m1,72, ..., T) €s un término de Lg



Observacion. Dependiendo de la estructura con la que se trabaje se utilizara la
notacion usual propia de cada una de las funciones n — arias para denotar a los tér-
minos generados por ellas. Por ejemplo, si se estuviera trabajando con la estructura

completa de R para la funciéon suma del ejemplo 2.1 se utilizaria 7 + 7 en lugar
1

de f(71,72). En el mismo caso se utilizard 71 - 7o para el producto, y €*, =, |z|, 2?

para las respectivas funciones que denotan.

Definicion 2.7. Un término cerrado es aquel que no posee variables, es decir, esta
conformado s6lo por simbolos de funciones y constantes. Por lo tanto busca denotar
un elemento de E.

A pesar de que la aplicacion sucesiva de las reglas anteriores asegura la formacion
de términos, las mismas no aseguran en ningin momento que los términos formados

tengan significado matematico.

Por ejemplo en la estructura completa de R, la funcién % € Fungr dado que es
una funcion de un subconjunto de R a R. Ademaés, 0 € R, por lo tanto, aplican-
do la segunda y tercera regla de la definiciéon 2.6, % es un término del lenguaje,
pero dicho cociente no tiene significado matematico. Es importante notar que % es
ademéas un término cerrado, pero que no nombra o denota ningin elemento de R o
de su estructura completa. A estos términos cerrados que no nombran a ningun ele-
mento de E se les llama terminos cerrados indefinidos. A continuacién se muestran

las reglas para determinar cuando un término cerrado nombra algin elemento de E:

= Las constante e se nombra a ella misma.

= Si 7,79,...,7, nombran a los elementos ej,es,..., e, respectivamente y la
n—tupla (e, ea, ..., e,) esté en el dominio de la funcion n — aria f, entonces
f(m1,72,...,7,) nombra al elemento f(e1,ez,...,e,)

s El término f(71, 72, ..., Tn) esté indefinido si alguno de los términos 7, 72, ..., 7,

estd indefinido o si la n — tupla (71,72, ..., 7, ) no esta en el dominio de f.

Ejemplo.

s Ttan(Z) es un término indefinido en la estructura completa de R, dado que
jus

s
2
tan(%) no esta definido.

Definicién 2.8. Las formulas atomicas del lenguaje Lg son de la forma P(11, 72, ..., Tn),

donde P € Relg es una relacion n — aria y 71,7, ..., T, son términos de Lg.



Observacion.

= Aligual que con los términos generados por funciones, se utilizara la notacion
usual propia de cada una de las relaciones n — artas para denotar a las for-
mulas atémicas generadas por ellas. Por ejemplo, si se estuviera trabajando
con la estructura completa de R para la relaciéon de igualdad se utilizaria
(11 = 72) en lugar de P(71,72). En el mismo caso se utilizara (11 < 72),
(m1 > T2) para las relaciones de orden de R.

= Cuando la relacion P es unaria se sabe que es un subconjunto de E (inciso
tres del ejemplo 2.1). Dicha férmula P(7) expresa pertenencia a P por lo

que serd denotada usualmente por 7 € P.

Definicion 2.9. Las férmulas del lenguaje L¢ se forman a través de la aplicacion

sucesiva de las siguientes reglas:

= Cada formula atémica de L¢ es una formula de Lg.

= Si ¢ y ¥ son formulas de Lg, entonces ¢ A, o VU, o = P, @ +— 1, 2,
también son formulas de Lg.

= Si ¢ es una formula de Lg, z es una variable, y P € Relg es unaria, i.e.,
P C E, entonces (Vz € P)p y (3z € P)p son cada una férmulas de L¢. En

cada caso a P se le llama cota del cuantificador.

Observacion. Como con los términos y formulas atémicas se tratara de hacer la no-
tacion lo mas simple posible, asi por ejemplo para formulas del tipo (z < y)A(y < 2)
se abreviara (z < y < z). También para los cuatificadores, si se tiene (Vz € P)(Vy €
P)(Vz € P) se abreviara como (Vz,y,z € P).

Definicion 2.10. Una férmula definida es aquella para la cual todos sus términos

cerrados estan bien definidos.

Definicion 2.11. Una ocurrencia de la varible x en la férmula ¢ es llamada aco-
tada si esta localizada dentro de una férmula de la forma (Vz € P)p o (3z € Py

que es parte de . Una ocurrencia que no es acotada se llama libre.

Ejemplo. En la formula ¢ = [(Vz € ZT)(3 < = + y)] A (x < 7) la primera
ocurrencia de la variable x es acotada, mientras que la segunda ocurrencia es libre.

La ocurrencia de la variable y es libre.



Si una férmula contiene ocurrencias libres, entonces la misma no tiene ningun sig-
nificado matemaético en particular hasta que se le asigne un valor especifico a dichas
variables libres. Asi, en el ejemplo 2.2 si se asignan a las variables libres los sigu-
ientes valores y = 7y x = 1 la formula 9 tiene significado matemético y ademas
en el sentido matematico es verdadera, dado que sin importar el entero positivo
que se le sume a 7, el resultado siempre dara algo mayor a 3. Ademés (1 < 7). En

cambio, si se sustituyen con y = x = 0 tiene un significado matemético pero es falsa.

Teniendo esto en cuenta se busca definir para la estructura y su lenguaje crite-
rios de verdad para las féormulas que ademés coincidan con los criterios de verdad
de lo que expresan matematicamente. Sin embargo, para ello es necesario que las
formulas, en efecto, tengan un significado particular, por lo que dichos criterios de

verdad seran definidos sobre las férmulas sin ocurrencias de variables libres.

Definicion 2.12. Una oracién de L¢ es una formula en la que todas las ocurrencias

de variables son acotadas.

Observacion. Considerando una oracion de la forma (Vo € P)p se sabe que la tnica
ocurrencia libre de una variable en ¢ es la de z, de lo contrario (Y € P)p no seria
oracién. De esa cuenta para cualquier elemento p € P se puede formar la oracién

©(p) donde cada ocurrencia libre de x en ¢ se sutituye por p.

Definicion 2.13. Las oraciones verdaderas de la estructura < E, Relg, Fung >y

su lenguaje Lg se forman a través de la aplicacion sucesiva de las siguientes reglas:

= Si P € Relg, P(1y,72,...,7n) es verdadera si y solo si los términos cerrados!

estan bien definidos y son tales que (11,72, ..., ) € P.

(Vx € P)p es verdadera si y solo si para todo p € P, ¢(p) es verdadera.

(3x € P)p es verdadera si y solo si existe un p € P tal que ¢(p) es verdadera.
= (o A1) es verdadera si y solo si ¢ es verdadera y 1) es verdadera.

= (v V1) es verdadera si y solo si ¢ es verdadera o ¥ es verdadera.

= —p es verdadera si y s6lo si ¢ no es verdadera (es decir es falsa).

= (¢ — 1) es verdadera si y solo la verdad de ¢ implica la verdad de 1.

= (o +— ) es verdadera si y s6lo si (¢ = ) y (¥ — ¢) son verdaderas.

Observacion.

11.0s términos deben ser cerrados para que la formula atémica sea una oracion.



= Es importante notar que los elementos basicos para formar oraciones ver-
daderas son las oraciones atémicas verdaderas. En el primer inciso podemos
ver que éstas para ser verdaderas deben de tener un significado matematico,
es decir que sus términos deben estar bien definidos no incluyendo expre-
siones como % o tan(%). Ademas tienen que ser verdaderas en el sentido
matematico. Esto ultimo dado que el criterio de verdad para la expresion
del lenguaje Lg? coincide con el significado matemético de la expresion
P(11,72,...,Tn) segn lo dicho en la definicién 2.2.

= De ahi que definiendo de esta forma los criterios de verdad para la ora-
ciones es posible observar que la verdad de una oracién en la estructura
< E, Relg, Fung > y su lenguaje L¢ se da si y solo si la oraciéon tiene un

sentido matematico y en dicho sentido matemético es verdadera.

2.3. Filtros.

Definicion 2.14. Sea X un conjunto no vacio. Un filtro de X es una coleccién no

vacia F C P(X) de subconjuntos de X, que cumple los siguientes axiomas:

= Interseccion: Si A, B € F, entonces ANB € F
= Superconjunto: Si A € Fy AC B C X entonces B € F

Observacion. Un filtro F de X tal que ¢ € F siy solo si F = P(X). A un filtro F
de X tal que ¢ ¢ F se le llama filtro propio de F.

Definicion 2.15. Un ultrafiltro es un filtro propio F que satisface que para cualquier

A C X exactamente uno de los conjutos A o A€ es elemento de F.

Ejemplo. Dado z € A, F* = {A C X : = € A} es un ultrafiltro principal
generado por z. Ya que:

= Si A,B € F® entonces x € Ay x € B por lo que x € AN B. Por lo tanto
ANBeF*

= Si A€ F* entonces ¢ € A, si A C B C X también tenemos x € B, por lo
que B € F*.

= Si A C X entonces hay dos casos completamente excluyentes. En el primer
caso & € A por lo que A € F*. En el segundo caso = ¢ A por lo que = € A€
entonces A¢ € F7,

2El criterio de verdad es (t1,72,...,7n) € P
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Ejemplo. F¢© = {A C X : ACes finito} es un filtro y se le llama filtro cofinito.
Ya que:

= Si A, B € F€O entonces A, B son finitos, por lo que A°U B¢ es un conjunto
finito. Por lo tanto (A°U B¢)¢ = AN B € F°O.

" Si Ac FCO9 y AC B C X, entonces A° es finito y B® C A° por lo que B¢
es finito. Por lo tanto B € F¢©.,

Notese que si X es infinito entonces F€© no es un ultrafiltro. Ademas si X es in-

finito el filtro cofinito no tiene elementos finitos.

Ejemplo. Sea H C P(X) una colecciéon no vacia de subconjuntos de X, el filtro

generado por H estd dado por:

FH={ACX: AD B NByN---N By, paraalgimnyalgunos B; € H}

= Si A, Be FH" entonces AD A NAsN---NA,y BDB NByN---NDB,,
para algunos n,m y algunos A;, B; € H. Por lo tanto AN B D A1 N AN
- NA,NBiNByN---NB,, porloque ANB € F.

= Si Ac FM entonces A D A;NAyN---NA, para algin n y algunos B; € H,
si A C B C X tenemos también que B D A D A NAsN---NA, por lo que
Be FH.

Finalmente es importante notar que F** es el filtro mas pequeiio que contiene a .

Ejemplo. Sea {F; : i € I} una coleccion de filtros de X que estd linealmente
ordenada por la contensién de conjuntos. Es decir para cada par 7,j € I se cumple
que F; C Fj o F; C F;. Entonces F =U;cr F; = {A: i € [5A € F;} es un filtro
de X.

= Sean A, B € F entonces existen 4,j € I tal que A € F; y B € Fj, como
se trata de una coleccién linealmente ordenada de filtros, sin pérdida de
generalidad suponer que F; C F; entonces A, B € F; por lo que ANB € Fj.
Por lo tanto AN B € F.

= Sea A € F entonces existe ¢ € I tal que A € F;, si A C B C X tenemos que
B e F;, porlo que B € F.

Proposicion 2.16. Un ultrafiltro F satisface:

1. ANBe Fsiysolosi Ae Fy BeF.
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2. A°c Fsiysolosi A¢ F
3. AUBe Fsiysolosi Ae FoBeF.
Demostracion.

1. (=) Sean A, B C X, suponer que ANB € F,como ANBC A,ANBC By
F cumple el axioma de superconjuto por ser ultrafiltro, entonces A, B € F.
(<) Es inmediata del axioma de interseccion del ultrafiltro F.

2. (=) Suponer que A° € F y por reduccion al absurdo suponer que A € F,
entonces por la propiedad de intereseccion F, ¢ = AN A € F por lo que
F =P(X), pero F es un ultrafiltro y por lo tanto en es un filtro propio, que
lleva a una contradiccion. Entonces A ¢ F. (<) Esta se deduce de aplicar
la implicacion anterior al conjunto A.

3. (=) Sean A, B C X, suponer por contrapuesta que A€, B¢ € F, entonces
por la propiedad de interseccion de F, (AU B)¢ = AN B¢ € F, por lo que
del inciso anterior AU B ¢ F, dado que F es ultrafiltro. (<) Suponer sin
pérdida de generalidad que A € F, como A C AU B y F cumple el axioma
de superconjuto por ser ultrafiltro entonces AU B € F.

O

Proposiciéon 2.17. Sea F un ultrafiltro y {A1, Asa, ..., An} una coleccion finita de
conjuntos disjuntos a pares (i.e., A;NA; = ¢ parai # j), tal que A{UAU---UA, €

F, entonces A; € F para exactamente un i tal que 1 < i < n.

Demostracion. Por induccién sobre n

Para n = 2, por el inciso 2 de la proposicién 2.16 sabemos que si A; U Ay € F
entonces A1 € F o Ay € F. Suponer por reducciéon al absurdo que A; € F'y
As € F entonces ¢ = A1 N Ay € F entonces F = P(X), pero eso es imposible dado
que F es un filtro propio por ser ultrafiltro. Por lo tanto sélamente uno de los dos

conjuntos puede estar en F.
Suponer que la proposicién se cumple para n > 2

Para n 4+ 1 notese que A1 U Ay U -+~ UAu11 = (A1) U (A2 U---UA,41) y se
cumple que (A1) N (AU ---UA,41) = ¢ dado que A; N A; = ¢ para todo i # 1.
Como (A;)U (A2 U---UA,11) =A1UAU---UA, 11 € F por el caso base n = 2
exactamente uno de los dos Ay o (AaU---U A,4+1) estan en F. En el caso de que
A; € F entonces A; ¢ F parai # 1 (de lo contrario (AaU---UA, 1) estarfa en F),
por lo que se cumple que exactamente uno de los n+1 conjuntos se encuentra en F.

En el caso de que (A2 U---U A, 11) € F por el paso inductivo exactamente uno de
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los n conjuntos estd en F y como Aj no estd en F tenemos lo que queriamos probar.

O

Proposicion 2.18. Si un ultrafiliro contiene un conjunto finito, entonces contiene

un conjunto de un elemento y es principal .

Demostracion. Sea A = {a1,a2,...,a,} € F, entonces A = {a1}U{a2}U---U{a,},
por la proposicion 2.17 exactamente uno de los {a;} estd en F, sin pérdida de
generalidad {a1} € F. De esa cuenta F** C F. Se probard que F C F%. Suponer
por reduccion al absurdo que existe B € F tal que a1 ¢ B, por lo tanto por la
propiedad de interseccion de F, ¢ = {a1} N B € F entonces F = P(X), pero como
F es ultrafiltro entonces es un filtro propio lo que conduce a una contradiccion, de
ahi que F C F*, por lo que F = F*. ([l

Observacion. De la proposicion anterior se deduce que un ultrafiltro no principal
debe contener a todos los conjuntos cofinitos (i.e., los complementos de los conjuntos
finitos).

Definicién 2.19. Una coleccion H C P(X) de subconjuntos de X tiene la propiedad
de interseccion finita, o pif, si la intereseccion de cada subcoleccién finita no vacia
de H es no vacia, i.e., BN B N---N B, # ¢ , para cualquier n y cualesquiera
By Bs,...,B, € H.

Proposicién 2.20. El filtro F™ es propio si y solo si H tiene la pif.

Demostracion. (=) Suponer por contrapuesta que H no tiene la pif, entonces exis-
ten By, By, ..., B, € Htal que ¢ = BN ByN---N B, € F' entonces F™ no es un
filtro propio. (<) Suponer por contrapuesta que F " 1o es un filtro propio, entonces
¢ € F™ por lo que existen Bi, Bs,...,B, € H tal que ¢ D By N ByN---N B, de
donde podemos concluir que ¢ = B1 N BN ---N B, y por lo tanto H no tiene la
pif . O

Proposicion 2.21. Si H tiene la pif entonces para cualquier A C X, al menos
uno de los conjuntos H U {A} o H U {A°} tiene la pif.

Demostracion. Suponer que H tiene la pif, y por reducciéon al absurdo suponer
que HU{A} y H U{A°} no tienen la pif, entonces existen By, Ba,....,B, € H 'y
C1,Cs,...,Cy, € Htales que BiNBaN---NB,NA=¢y CiNCyN---NC,, NAS = ¢
de donde se puede concluir que BiNB;N---NB, CA°yCiNCyN---NC,, CA
porloque BiNB,N---NB,NC1NCoN---NCp, € AN A = ¢ de donde H no
tiene la pif, lo cual es una contradiccion. Entonces al menos uno de los conjuntos
HU{A} o HU{A°} tiene la pif. O
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Proposicion 2.22. F es un ultrafiltro de X si y solo si es un filtro propio mazimal
de X.

Demostracion. (=) Como F es un ultrafiltro de X entonces F es un filtro propio
de X . Sea F; un ultrafiltro de X tal que F C F;. Se probard que F DO JFi,
suponer por reduccion al absurdo que existe B € Fj tal que B ¢ F, por el inciso
2 de la porposicién 2.16, B¢ € F, pero como F C F; entonces B¢ € F;. Por
la propiedad de interseccion de Fy, ¢ = B N B° € F; por lo que F; = P(X),
lo que es una contradicciéon dado que F; es ultralfiltro y por lo tanto un filtro
propio. De esa cuenta F D Fy y F = Fi, por lo que F es maximal.(<) Sea F un
filtro propio maximal de X. Notese que F tiene la pif, de lo contrario existirian
Bi,Bs,....,B, € Ftal que ¢ = BN BsN---N B, € F por lo que F no seria
propio. Sea A C X, como F tiene la pif entonces por la proposicion 2.21 al menos
uno de los conjuntos F U {A} o F U {A°} también debe tener la pif. En el caso
que F U {A} tenga la pif, por la proposicion 2.20, FFU{AY es un filtro propio que
contiene a F C FU{A} ¢ F7Y14} como F es un filtro maximal de X entonces
F=F74} porlo que A € F. De la misma forma en el caso que F U {A¢} tenga
la pif entonces podemos concluir que A° € F. El caso donde F U {A} y FU{A°}
tengan la pif no puede ocurrir dado que si asi fuera, por los casos anteriores se
deduce que A, A € F, lo que implicaria que ¢ = AN A€ € F, por lo que F no seria
propio. De esa cuenta podemos concluir que para cualquier A C X se cumple que
A€ F 0o A° € F, por lo que F es un ultrafiltro. O

Teorema 2.23. Cualquier coleccion de subconjuntos de X que tiene la pif puede

ser extendida a un ultrafiltro de X.

Demostracion. Sea H una colecciéon de subconjuntos de X que tiene la pif, entonces
por la proposicion 2.20, F* es propio. Considérese P = {F filtropropiode X5 F D
F} la coleccién de filtros propios de X que contienen a F*; P esta parcialmente
ordenado por la contencién de conjuntos C . Debido a lo mostrado en el ejemplo
2.3, cada subconjunto de P linealmente ordenado tiene una cota superior que es
un filtro que contiene a F', ademas dicho filtro no contiene al conjunto ¢ dado
que se forma de una union de filtros propios que a su vez no contienen al vacio. De
esa cuenta la cota superior también es un filtro propio y debe estar dentro de P.
Por el lema de Zorn, P debe tener un elemento maximal .., pero este elemento
maximal de P también es un filtro maximal de X. En efecto, si suponemos que
existe otro filtro propio de X, Fi tal que Fy,qe C Fi1, entonces F* C F; por lo que
F1 € P de donde F; = Fiaz- De esa cuenta por la proposicion 2.22 Fq. €S un
ultrafiltro que ademaés contiene a H. O
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Corolario 2.24. Cualquier conjunto infinito tiene un ultrafiltro no principal®.

Demostracion. Sea X un conjunto infinito, entonces ¢ ¢ F¢©, de donde F¢© es
un filtro propio. Como F€© es un filtro propio entonces tiene la propiedad de
interseccion finita y por el teorema 2.23 puede ser extendido a un ultrafiltro F. Sea
x € X, suponer por reduccion al absurdo que F = F* entonces {x} € F pero como
FCO C Fy X es infinito entonces {}° € F por lo que ¢ = {z} U {z}° € F, que
contradice el hecho de que F es un ultrafiltro. Entonces F # F* para todo « € X,
de donde F es un ultrafiltro no principal. O

3Por lo discutido en la proposicion 2.18 lo natural es extender el filtro cofinito a un ultrafiltro y
ver si éste resulta ser no principal



3. Los HIPERREALES

El conjunto de los niimeros hiperreales constituye la base sobre la cual se contruye
el analisis no estdndar; dado que en él existen objetos que formalizan la antigua
nocién de infinitesimal, se puede lograr sobre este conjunto un desarrollo riguroso de
gran parte de las implicaciones que producia aquella nocioén. Es importante resaltar
que tras la formalizacién que se menciona existe un marco légico que provee a
la misma de un significado més amplio que el de la nocién que formaliza, aunque
mantiene buena parte de la intuicién de esta tltima. Como resultado de esta mezcla
entre intuicion y formalismo se alcanza un desarrollo del anéalisis mas cercano a la
intuicion de los infinitesimales, parecido al de Newton, Leibniz e incluso Euler en la
no idispensabilidad del uso de la definicién formal actual de limite introducida por
Cauchy y Weierstrass en el siglo XIX. De esta forma la nueva teoria generada en
el analisis no estandar puede verse como un estudio independiente con sus propios
axiomas, como lo propone Medvedev en [1], cuando habla de la construcciéon de los
sistemas intuicionistas y constructivistas del anélisis, del analisis usual y del analisis
no estandar: <<Cada uno de estos sistemas es bastante independiente y difiere
definitivamente con los otros en sus conceptos fundamentales. Es poco probable o
quizas tmposible (y si posible, innecesario) hacer una sola construccion tedrica de
todos ellos ... no hay razon para preferir uno de ellos a los demds: en situaciones
distintas es conveniente usar diferentes Cdlculos>>

A pesar de esta vision que proclama al anélisis no estdndar como una teoria
independiente que describe el mismo objeto abstracto que el andlisis usual, en el
presente capitulo no se adoptara esta visén, mas bien se presentard al conjunto de los
hiperreales como un modelo R. Primero porque se pretende exponer un mecanismo
més general de la herramienta légica utilizada que implica no un estudio del anélisis
sino un estudio de como contruir modelos ttiles de ciertas estructuras matemaéticas.
Ademas esta tesis busca utilizar el anélisis no estdndar como una herramienta para
probar resultados del analisis usual, tales como el teorema fundamental del célculo,
mostrando expliciatamente la equivalencia logica de los resultados obtenidos en R
con los resultados obetnidos en los hiperreales.

A continuacion se presenta una construccion de los numeros hiperreales y se
estudia la relacién inducida por dicha contruccién con los nimeros reales y sus
propiedades. También se estudia la aritmética del conjunto construido y algunas

propiedades topoldgicas.

3.1. Construcciéon de los nimeros hiperreales

. Una forma de contruir R es tomar el conjunto de las sucesiones de Cauchy de
15
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numeros racionales y definir sobre el mismo una relaciéon de equivalencia, el conjun-
to cociente resultante es R. La relacion de equivalencia inducida para este propos-
ito consiste en que dos sucesiones de Cauchy de nimeros racionales (aj,as,...) y
(b1, ba, ...) son equivalentes si y sélo si sus términos son arbitrariamente cercanos, es
decir, Limy_so0|an — by| = 0. En este sentido un numero real es una clase de suce-
siones de Cauchy de nimeros racionales y sobre dicho conjunto se pueden definir las
operaciones que terminan cumpliendo con los axiomas de campo y las relaciones
de orden total. De esa forma se puede pensar que si la relacion de equivalencia
inducida fuera menos restrictiva se podria obtener un conjunto mas grande y con
propiedades que fueran de interés, incluso se podria obtener un conjunto que contu-
viera a R. Con esta idea en mente se buscara inducir sobre el conjunto de sucesiones
de ntimeros reales RY una relacion de equivalencia que genere un conjunto cociente
que contenga propiedades de interés como cumplir con los axiomas de campo, tener
un orden total y contener a R pero ser més grande que este ultimo. Sin embargo,
la naturaleza de esta relacién de equivalencia serd distinta a la naturaleza analitica
de la relacion de equivalencia utilizada para contruir el conjunto de los niimeros
reales, y permitird una correspondencia entre objetos (subconjuntos, funciones y

relaciones) del conjunto cociente (los hiperreales) y objetos de R.

Sean r = (r,) ,s = (s,) € RY se definen r®s = (r, +s, : n € N) y
r®s=(r,-s,: n€N). Conloque (R, @, ®) es un anillo conmutativo con cero
0=(0,0,0...) y unidad 1 = (1,1,1...), e inversos aditivos —r = (—r, : n € N). Sin
embargo, no es un campo debido a que tiene divisores de cero que son distintos a
cero, por ejemplo: (1,0,1,0,1,0,...) ® (0,1,0,1,0,1,...) = (0,0,0,...) = 0.

Definicién 3.1. Sea F un ultrafiltro no principal de N, y sean r = (ry,) , s = (sp,) €
RN, se define la relacion modulo ultrafiltro = sobre RY como sigue: (r,,) = (s,,) si y
solosi {n e N: r, =s,} € F. Cuando dos sucesiones estan relacionadas modulo

ultrafiltro se dice que coinciden en casi todo punto. 4

Observacion. Se denotard a {n € N: r, = s,} por (|r = s|), de esa cuenta r = s si
y solo si (|r = s|) € F. En forma maés general si P es una relaciéon binaria de R se
denotaré al conjunto {n € N: P(r,,s,)} por {|P(r,s)|), manteniendo la notacién
usual para las relaciones que la tengan, por ejemplo para (|r < s|) ={neN: r, <
Sn}. A suvezsi P es unarelacion k—aria de R y se tienen 71,72, ..., 7% € RY entonces
(P72, ...r®))) ={neN: P(rl,r2, .. r¥)}. Es importante no olivdar que bajo
esta notacion los conjuntos denotados de la forma (]...|) son siempre subconjuntos
de N. Finalmente cuando (|P(r!,r%,...,7%)|) € F se dice que r},72,...,rk estan en

la relacion P para casi todo n.

496 sabe que el ultrafiltro no principal de N existe por Corolario 2.24
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Proposicion 3.2. La relacion médulo ultrafiltro = es de equivalencia

Demostracion. Sean r = (r,), s = (s,), t = (t,) € RY. (Reflexividad) Dado que N
es elemento del ultrafiltro F que induce la relaciéon =, y (|r = r|) = N € F entonces
r = r para cualquier 7 € RY. (Simetria) Si r = s entonces (|r = s|) = (|s =r|) € F,
por lo que s = r. (Transitividad) Si 7 = s y s = ¢ entonces (Jr = s|) € F y
(s = t|) € F, dado que (|r = s[) N {|s = ¢t|) C (Jr = t|), por propiedad de
interseccion y superconjunto de F, {|r = t|) € F, de donde r = t.

O

Observacion.

» La clase de equivalencia de la sucesion r € RY bajo la relacion de equivalencia
= se denota por [r] = {s e RN : r = s}.

» El conjunto cociente (el conjuto de todas las clases de equivalencia) de RN
bajo = es *R = {[r] : r € RN}.

Proposicién 3.3. Sir, ', s, € RN yr =1/, s =5 entonces (|r < s|) € F si y
solo si (|r' < §'|) e F

Demostracion. Sir =1 ;s = s entonces (r =1'|) € Fy (s =) € F. (=)
Noétese que {|r = 'y N {|s = sy N {r < s|) C (]’ < §|) , debido a que 7], < s,
se cumple al menos para los n en los que coincidan 7 y v/, s y s’ y que 7, < Sy,
(esta dltima desigualdad es la misma entonces que r], < s,). De esa cuenta si
(Ir < s|) € F entonces por propiedad de interseccién y superconjunto de F se tiene
que {|r=rN{s=45)N{r <s|) C(r <) € F.(«<)Se aplica la implicacion

anterior suponiendo ahora que (|r’' < §'|) € F. O

Observacion. Si [r],[s] € *R, se define: [r] < [s] si y solo si (|r < s|]) € Fsiy
sélo si r, < s, para casi todo n. Esta relacién estd bien definida debido a que por
la proposicién anterior si para alguna escogencia de representantes de [r] y [s] se
cumple (|r < s|) € F entonces se debe cumplir para cualquier escogencia de dichos

representantes.

Observacion. Vale la pena mencionar que en la prueba de la proposicién 3.3 no se
utiliza directamente el hecho de que la relacién en mencién sea la relaciéon de orden
<. Si por ejemplo, en lugar de probar que {|r < s|) € F siy sélo si (Jr' < §'|) € F,
se hubiera querido probar (|P(r,s)|) € F siy solo si (|P(r',s')]) € F , donde P
es una relacion binaria de R, el argumento habria sido el mismo dado que (|r =
)N {|s = syN{|P(r,s)|]) C {|P(r',s")]). No es muy complicado intuir que no esto

puede extenderse a relaciones k — arias.
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Proposiciéon 3.4. Sirtr? . rF st s? . sF e RY y i =5 parai =1,2,...,k,
y si P es un relacion k — aria de R, entonces (|P(r',r% ...vF)|) € F si y solo si
(|P(st,s2,...,s")|) € F

Demostracion. Si r* = s* para i = 1,2,....,k, entonces (|r’ = si|) € F (=)

Notese que (|r! = sty N (|r? = 2y n---n(rk = %) N (Pt 2, ..., r8)|) C
(|P(s, 52, ...,s%)]) , debido a que P(s},s2,...,s¥) se cumple al menos para los n en
los que coincidan 7% con s, y que P(rl,r2,...,7) (esta tltima sentencia es la mis-

Ty

ma entonces que P(s},s2,...,5%)). De esa cuenta si (|P(r',r%, ...,7%)|) € F entonces
por propiedad de interseccién y superconjunto de F se tiene que (|r! = s'|)N{|r? =
20 ek = sk n (Pt 2L rR)]) C (|P(sY, 82, ..., s%)|) € F (<=)Se aplica

la implicacién anterior suponiendo ahora que (|P(s!,s?,...,s%)|) € F. O

Observacion. De esa cuenta, relaciones entre elementos de *R pueden ser bien
definidas heredandolas de R como en la primera observacién de la proposicién 3.3.
Un ejemplo de esto es la relaciéon < definida entre elementos de *R en dicha obser-
vacion. Otro ejemplo es el que sigue, si se define la relaciéon ternaria sindwich en R
como P = {(a,b,a): a,b € R}, se pueden relacionar elementos [r],[s], [t] € *R di-
ciendo que [r], [s], [t] cumplen con la relaciéon sandwich si y solo si {|P(r, s, t)|) € F
. La proposicién 3.4 asegura la buena definicion de esta relacion entre elementos de

*R, que ademés esté ligada de forma especial con la relacion sindwich de R.

Proposicion 3.5. La relacion mddulo ultrafiltro = es una congruencia del anillo
(RN, @, ®), es decir, sir,7’,s,8 €RN yr=1",s=5 entoncesr ®s=1' s,y

ros=r s

Demostracion. Sir =1, s = s entonces (|r = 1'|) € Fy (|s =¢|) € F, pero
(lr=rh)N{s=451) C{r@ds=1r"@s|), esto ultimo debido a que r P s serd igual
a1’ @ s’ al menos en los componentes n,m donde r, = 7, y $m = s,,, dado que
en ellas la suma por componentes serd la misma, de esa cuenta por porpiedad de
interseccién y superconjunto de JF tenemos que {|r & s = v’ & s'|) € F entonces
r@® s =1 @s'. De forma aniloga se concluye que r @ s =1’ ® 5.

([l

Observacion.

= Si[r],[s] € *R, se define [r]+[s] = [r @ s] = [(rn + s»)]. Debido a la proposi-
cion anterior se sabe que dicha operacion esta bien definida en *R dado la
clase de r @ s es la misma sin importar los representantes que se escojan de
las clases de equivalencia [r] y [s].

= Si[r],[s] € *R, se define [r]-[s] = [r ® s] = [(ry, - s»)]. Debido a la proposicién
anterior se sabe que dicha operacién esta bien definida en *R dado la clase
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de r ® s es la misma sin importar los representantes que se escojan de las
clases de equivalencia [r] y [s].

= Se puede notar que al igual que como se hizo en la observacién de la proposi-
cion 3.4 se estan heredando objetos de R a *R, en este caso una suma y
un producto. Mas adelante se verd que este proceso al igual que como se
hizo con las relaciones se puede generalizar, después de todo la suma y el

producto son funciones k — arias, que a su vez son relaciones.

Proposicién 3.6. (1,3,%,...) # (0,0,0....)

Demostracion. (|(1,%,%,...) =(0,0,0,...)|) = ¢ & F entonces (1, 3, %, ...) Z (0,0,0....).

([l
Teorema 3.7. La estructura (*R,+,-,<), es un campo ordenado con cero [0] y
unidad [1].

Demostracion. Dado que (*R,+,-) es la estructura cociente de una congruencia
sobre el anillo conmutativo con cero y unidad (R,®,®), entonces (*R,+,-) es a
su vez un anillo conmutativo con cero [0] y unidad [1], e inverso aditivo — [r] =
[—=7] = [(=rn :n € N)]. Sea [r] € *R, tal que [r] # [0]°. Como [r] # [0] entonces
(Ir = 0]) ¢ F, como F es ultrafiltro y como N~ (|Jr = 0]) = {(|r # 0|) entonces

) ) rn, sin€A
A = (Jr # 0]) € F. Considérese la sucesion 7| = , por lo que
1 sin¢A

{lr = 7|y = {Jr # 0]) € F, entonces r = r’. Por otro lado considérese la sucesion
Sp = % esta bien definidad dado que 7’ no tiene ceros en sus componentes. Ademés
noétese que ' ®s = s®r’ =1, de donde [r]-[s] =[] [s]| = [F' @s]|=[1] = [s®@ '] =
[s]-[r'] = [s]-[r], por lo que [s] es el inverso multiplicativo de r, por lo tanto (*R, -+, -)
es un campo.

Por otro lado notese que dados [p],[q] € *R, (|p < ¢|) U{lp = ¢q|) U (¢ < p|) = N,
como JF es un ultrafiltro entonces por la proposicién 2.17 entonces exactamente uno
de los tres conjuntos pertenece a F por lo que exactamente una de las siguientes se
cumple: [p] <lq], [p] =1[dl, [d] <[p].

Finalmente se probara que el conjunto de los “positivos” P’ = {[r] €* R: [0] < [r]}
es cerrado bajo la suma y el producto. Sean [p],[g] € P’ entonces [0] < [p] ¥
[0] < lg] por lo que (|0 < p|) € Fy (|0 <gqf) €F, como (|0 <p[)n{[0<q])C
(|0 <p®q|)N{|0 < p®@gq|) entonces por propiedad de intersecciéon y superconjunto
(0 <p®g))N {0 < p®q|) € F de donde (|0 < pdg|) € Fy (|0 < pxg|) € F por
loque [0] < [p®ql=1[p]+1qg],y [0] < [p®gq] = [p]q], de esa cuenta P’ es cerrado

bajo suma y producto. U

SExiste por la porposicion 3.6
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Como se menciond al inicio del capitulo es importante notar que la relaciéon de equiv-
alencia inducida sobre RN nos permite obtener un conjunto cociente con propiedades
interesantes tales como las de campo ordenado, como se demostrd en el teorema
anterior. Corresponde ahora estudiar qué relacién tiene este conjunto cociente con
R.

Teorema 3.8. Existe un ismorfismo de campo que preserva orden cuyo dominio

es R y codominio un subconjunto de *R.

Demostracion. Sean r,s € Ry r = (r,r,r,...) x : R — *R un mapeo tal que ,
r— *r=[r] = [(r,r,r..)]. Notese que *r =*s < [r]=[s] &< r=s <
p#(r=s)) e F < (rnr,...)={(ss,..) < r=s, conloque se sabe que
% estd bien definida y ademés es inyectiva. Considere ahora *(r 4+ s) = [r +s| =
[(r+s,r+s,.0]=[rrr.)®(sss,..)] =[rr.)]+[s,s,..)] = [r]+][s] = *r+
*s. De la misma forma *(r-s) = [r-s] = [(r-s,r-s,...)] = [(r,r,r..) ®(s,s,8,...)] =
[(r,7,..)]-[(s,8,...)] = [r]-[s] = *r-*s. De esa cuenta * es un isomorfismo de campo.
Finalmente, *r < *s <= [r] < [s] < ¢ # (r<s)) =Ne F —
existe un natural para el cual r, < s, <= 7 < s. Entonces * es un isomorfismo de

campos que preserva el orden. U

Observacion. El teorema anterior permite asegurar que existe una copia isomorfa de
R, como campo ordenado, en *R. Por lo tanto de ahora en adelante se considerara
a R como un subcampo ordenado de *R. En particular se identificara a [0] con 0 y

a [1] con 1.
Teorema 3.9. Ezxiste un elemento de *R que no es elemento de R .

Demostracion. Considérese w = (1,2,3,...). Sea r € R, entonces por el principio
de Arquimedes existe n € N tal que r < n, por lo que (Jr < w|) es cofinito. Como
se utiliza F un ultrafiltro no principal de N para inducir la congruecia, entonces
por la nota de la proposiciéon 2.18, F contiene a todos los conjuntos cofinitos, en
particular (|r < w|) € F, de donde r < [w] para cualquier 7 € R. Por lo tanto [w]
es un elemento de *R que no estd en R. Por otro lado considérese ¢ = (1,3, 3, ...),
como € es convergente a cero entonces (|0 < e <r[)={n e N: 0< L <r}es
cofinito, de donde (|0 < € < r|) € F para todo r € R, por lo que 0 < [¢] < r para
cualquier r € R, por lo tanto [€] es un elemento de*R que no esta en R.

[l

Observacion.

= A los elementos [w] de *R que cumplen que r < [w] para cualquier r € R se
les llamaré ilimitados, mientras que los elementos de *R que cumplen que

0 < [¢] < r para cualquier r € R se les llama infinitesimales.
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= Debe notarse que la prueba aterior podria aplicarse para cualquier w que
divergiera al infinito o a cualquier sucesion € de términos positivos que con-
vergiera a cero.

= También debe notarse que esta es la primera proposicién en la que se utiliza
el hecho de que F sea un ultrafiltro no principal de N, para todas las demés
bastaba con que fuera un ultrafiltro de N. Es decir la caracteristica de no
principal asegura la existencia de elementos distintos a los de R en el conjunto
cociente inducido por la relacion médulo ultrafiltro.

Definicién 3.10. A (*R,+,-, <) se le conoce como conjunto de niimeros hiper-

reales.

Observacion. El anillo RY es un ejemplo de un producto directo resultado de un
producto cartesiano mas general al definido en la seccién anterior, en este caso RY
es el producto cartesiano de R sobre N. Sin embargo, el proceso de contruccién
de los hiperreales puede ser repetido para un producto directo de un conjunto X
sobre Y, induciendo la relacion modulo ultrafiltro con un ultrafiltro principal de
Y. Esto se debe a que en las pruebas de los enunciados desde el 3.2 hasta el 3.9
las implicaciones eran gracias a la naturaleza del ultrafiltro no principal y el pro-
ducto cartesiano. De esa cuenta el proceso llevado a cabo en esta seccién permite
la construcciéon de modelos, como los hiperreales, de estructuras matematicas mas

generales.

En adelante en la presente seccion se definiran objetos de *R asociados de una

forma especial a objetos de R.

Definicién 3.11. Sea A un subconjunto de R (una relacién unaria de R), el con-
junto *A C "R se define de la forma siguiente: Si [r] € *R entonces [r] € *A si y
solo si (|r € A|) = (JA(r)|) € F siy solo si r, € A para casi todo n. Al conjunto *A
se le llama extensién de A en *R.S

Observacion.

» Sea a € A, entonces (|a € A|) =N € F, por lo que a = *a = [a] € *A, por
lo que A C *A.

= A los elementos del conjunto *A \ A se les llama elementos no estandar de
*A.

Teorema 3.12. Sea A € R infinito, entonces * A tiene elementos no estindar.

6La pertenencia de [r] esta bien definida por lo demostrado en la proposicién 3.4, aplicandola para
una relacion es unaria.
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Demostracion. Sea A C R infinito, por lo tanto existe una sucesiéon 7 de elementos
de A cuyos términos son todos distintos. De esa cuenta (|r € A|) = N € F, entonces
[r] € *A. Sea s € A, (s = r|) es vacio 0 un conjunto con un sélo elemento,
esto porque todos los términos de r son distintos, en cualquier caso dado que F

*

es no principal entonces (|s = r|) ¢ F, entonces [r] # [s] = *s = s. Entonces
[r] € *AN A. 0

Teorema 3.13. Sea A € R finito, entonces *A = A.

Demostracion. Sea A = {cy,ca,...,cx} C R finito. Considérese [r] € "A, entonces
(|r € A]) € F. Por otro lado, sin pérdida de generalidad suponer que (|r = ¢;|) # ¢,
con ¢; = (¢, iy, ). Ademas UF_(r =) = (re A) e F,y (Ir = al)n{r =
c;|) = ¢ para i # j. Por la propiedad 2.17 dado que F es un ultrafiltro, F contiene
exactamente a uno de los (|r = c¢;]), sin pérdida de generalidad (|r = ¢1|) € F
entonces [r] = [c1] = ¢1 € A, de donde se concluye que *A C A. Pero ya se sabia
que A C *A, entonces A = *A. O

Observacion. Dado que los dos teoremas anteriores son uno el converso del otro,
una caracterizacion de conjunto infinito en R es que su extension en *R tenga al

menos un elemento no estandar.

En el siguiente ejemplo se investigara el comportamieto de la extensién de conjuntos
en los hiperreales sobre Z* para dar una idea de como acttia esta operacién en los

conjuntos.
Ejemplo. Si [r] € *Z" entonces [r] € Z" o [r] es un nimero ilimitado.

Demostracion. (Caso 1) Los términos de 7 son un namero finito de enteros positivos
{c1,¢2,...,cn}. Por teorema 3.13 se sabe que [r] € {c1,c2,...,cn} C Z*. (Caso
2)La sucesiéon r tiene como términos a un numero infinito de enteros positivos
distintos. En el caso de que [r] € ZT ya se cumple una de las opciones. Entonces
suponer que [r] # [n] para todo n € ZT, de esa cuenta (|r # n|) € F para todo
n € ZT. Por otro lado nétese que (|r # n|) = {Jr < n)U{n < r|) € F, y
(Ir <n])Nn{In < r|) = ¢. Como F es ultrafiltro por la proposicion 2.17 exactamente
uno de los dos conjuntos, (|r < n|) o (In < r|) estd en F. Suponer por reduccion
al absurdo que {|r < n|) € F, pero (r < n|) = (r =1HU{lr < 2)U---U{|r <
n—1|) € F, con {|r =) N{|r = j|) = ¢ cuando i # j, de nuevo por la proposiciéon
2.17 exactamente uno de los miembros de la particién estd en F, sin pérdida de
generalidad (|r = i|) € F, de donde [r] = [i] lo que es una contradicciéon para el
supuesto [r] # [n] para todo n € Z*. De esa cuenta (|n < r|) € F, como el n para
el que se hizo la prueba es arbitrario y la afirmacién es cierta para todo n € Z*

entonces [n] < [r] para todo n € Z™, entonces [r] es ilimitado. O
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Observacion. Se puede hacer un estudio similar para Z~ y utilizando argumentos
similares se llega a la conclusién que los tnicos elementos de su extension son los
enteros negativos y los ntimeros infinitamente pequenos. Una pregunta razonable
es ; Qué pasa con la extenxion de Z?; Generard algunos elementos que conjunten la
informacién de ambos tipos de ilimitados (negativos y positivos)? Esto se contesta

en la siguiente proposisién, de la cual sélo se probara un inciso en la presente seccion.

Proposicion 3.14. Si A, B C R entonces

1. ACBsiysolosi*AC*B
2. A=Bsiysolosi*A="*B
3. *(AuB)=*AU*B

4. *(ANB)=*AN*B

5. "(ANB)="A\"*B

6. "0=2¢

Demostracion. Se probara 3. Suponer que A y B no son ambos vacios, el caso donde
ambos son vacios se prueba con 6. (C)Sea [r] € *(AUB) entonces (|r € AUB|) € F.
Considére ahora la particion {(|r € A~ B|),{lr € AN B|),{(|r € B~ A|)} de
(|r € AU BY), sin pérdida de generalidad supéngase que ninguno de los conjuntos
es vacio, si lo fuera se saca de dicha clase. Como F es ultrafiltro por la porpiedad
2.17 se sabe que exactamente uno de los conjuntos de dicha clase estd en F. Si
(lr € AN B|) € F entonces (|r € A~ B|) C {|r € A|) € F, de donde [r] € *A. Si
(Ir € AN B|) € F entonces (|r € ANBJ|) C (|r € A]) € F, de donde [r] € *A. Si
(Ir € BN A|) € F entonces (|[r € B\ A|) C (|r € B|) € F, de donde [r] € *B. En
cualquier caso [r] € *AU*B, por lo tanto *(AUB) C *AU*B. (D)Sea [r] € *AU*B
de donde [r] € *A o [r] € *B, por lo que (Jr € A|) € F o (|r € B|) € F. Como
(lre Al) C{lr € AUBJ) y (|r € B|) C (Jr € AU B|), en cualquier caso dado que F
es un ultrafiltro por la propiedad de superconjunto {|r € AU B|) € F, implicando
que [r] € *(AU B) por lo tanto *(AUB) D *AU*By *(AUB)="AU*B. O

Observacion. El inciso 3. aplicado a conjuntos infinitos A, B implica que los ele-
mentos no estandar de *A y los elementos no estandar de *B son los mismos que
se generan a partir de extender AU B. Es decir , a pesar de que en AU B se pueden
generar sucesiones con elementos de ambos conjuntos estas generan los mismos el-
ementos no estandar que las que tienen términos de uno solo de los conjuntos ”. El
mismo razonamiento aplica para los elementos estandar. Asi en Z sélo se gerarén
los ilimitados infinitamente grandes y los ilimitados infinitamente pequefnios como

elementos no estandar.

TEsto no es tan dificil de ver si se piensa que se puede hacer una particiéon de la sucesion en los
términos de un conjunto y los términos del otro
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Definicion 3.15. Sea f : R — R, su extension a los hiperreales es una funcion * f :
*R — *R que se define de la forma siguiente: Si 7 € RY, sea for = (f(r1), f(r2), -..),
entonces *f([r]) = [f or] = [{f(r1), f(r2),...)]- Debido a que {|r =¢'|) C (|for =
for']) entonces r = r’ implica for = for’, asegurando que *f esta bien definida.

Observacion. Notese que *f obedece *f([r]) = [s] siy sélosi (|[for = s|) € F.
Ademas es claro que si r € R entonces *f(r) = f(r).

Definicion 3.16. Sea P una relacién k — aria de R, su extensiéon a los hiper-
reales es la relacién k£ — aria *P en *R que se define de la siguiente forma: Si
(7], [r?], ..., [7*] € *Rentonces *P([r'], [r?] ,..., [r*]) siy solosi (| P(r!, 72, ...,r%)|) €
F.

Observacion.

= *P esté bien definida por la proposicion 3.4, esta definicion es solo formalizar
la observacién de dicha proposicion.

= La definicién 3.11 y 3.15 son un caso particular de esta, sélo se dieron por
separado para estudiarlas y entenderlas mejor.

= En el caso general de una funcién m—aria f puede ser identificada como una
relacion m + 1 — aria, como su grafo, Graf(f) = {(x1, 22, ..., Tm,y) : y =
f(z1,za,...,z)}. Entonces la extension de Graf(f) se define como el grafo
de la extension de f a los hiperreales.Es decir, *(Graf(f)) = Graf(*f). Es

posible probar que esta definicion coincide con la definicion 3.15

3.2. Principio de transferencia

. En la presente seccién se mostrard la herramienta logica que permite trasladar
algunos resultados obtenidos en R hacia *R y viceversa. Se inicia presentado el
tipo de enunciados mateméticos acerca de R que se pueden expresar a través de la
estructura completa R =< R, Relg, Fung > y su lenguaje Lz, a su vez cada uno
de estos enunciados en la estructura R tiene un enunciado asociado que se obtiene
sustituyedo los objetos (subconjutos, funciones, relaciones) de R por sus respec-

tivas extensiones®

en *R; dicho enunciado asociado habla acerca de *R. Luego se
presenta el principio de transferencia que liga el valor de verdad de los enunciados
de la estructura R con los enunciados asociados en *R, permitiendo asi trasladar
propiedades de un conjuto al otro. Finalmente se discuten algunas justificaciones

que sostienen este principio.

8las vistas en la seccién anterior
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El principal propésito de la subseccién 2.2 es brindar un marco légico bien
definido a través del cual se puedan enunciar algunas sentencias de objetos mateméti-
cos. En dicha subseccién se logran abstraer los objetos formales, tales como conjun-
tos, relaciones, funciones, elementos, que son necesarios para transmitir ideas sobre
una estructura matematica. Asi, por ejemplo, si se desea hablar sobre el principio
de Arquimedes en R se puede enunciar: Si z es un numero real entonces hay un
numero natural n que lo supera. Sin embargo, la esencia del enunciado esta en los
objetos sobre los que habla (z y n), las propiedades que cumplen, que en esencia
son las relaciones que satisfacen (como z € R, n € N, z < n), y el alcance y
naturaleza del enunciado que estd dado por palabras como existe o cualquiera. De
esa forma teniendo en cuenta la definicién 2.13 y sus observaciones, este principio
puede ser expresado también de la forma siguiente: (Vz € R)[(In € N)(z < n)].
Se menciona la definicién 2.13 porque como se desea que el sentido matematico
de verdad y el sentido de la estructura R de verdad coincidan, para que en efecto
ambas oraciones expresen el mismo significado, deben estar ligadas en verdad, es
decir no pueden expresar el mismo significado y tener distintos valores de verdad.
En el presente caso la oracion de Lz: (Vo € R)[(3n € N)(x < n)] es verdadera
cuando al instanciar cada z se cumple la oracién interna [(In € N)(z < n)] que a
su vez es verdadera si en efecto existe dicho n que cumpla la relaciéon (z < n)?. En
este sentido (Va € R)[(In € N)(z < n)] es verdadera si y solo si “Si z es un nimero

real entonces hay un ntimero natural n que lo supera” es verdadera.

Una de las habilidades que se debera obtener de ahora en adelante es la de
trasladar al lenguaje de relaciones Lz los enunciados que se conocen de R. Por
ejemplo: A C R es finito. Este es un enunciado complicado, dado que las relaciones
que se pueden enunciar en Lz son sobre elementos de R y no sobre subconjuntos.
Sin embargo, para este caso, una forma de enuciar la finitud de un subconjunto de
R es la siguiente: A es finito si y solo si A = {ry,r9, ..., }, esto se puede trasladar
al lenguaje de R como sigue: (Vx € A)(x =r;1 02 =r2 0 ... 0 x =1,). Ahora bien
al enunciado “A C R es infinito contable” no podria aplicarsele el mismo proced-
imiento dado que las reglas para poder formar oraciones s6lo se pueden aplicar un
namero finito de veces por lo que (Vx € A)(x = r1 o = r5 0 ...) no seria una
formula del lenguaje L. Otro ejemplo es la forma en que se expresa la calidad
discreta de N: (Vzx e N)[(n <2z <n+1) = (z=nox=n+1)].

Por otro lado una férmula en el lenguaje L de la estructura completa R =<

R, Relg, Fung > tiene simbolos Py f de relaciones y funciones de R. Esta formula

9Ac4 con cumplir la relacion se refiere a que la pareja (z,y) € P, donde P es la relacién de orden
<
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puede ser convertida a una férmula distinta si se sustiyen los simbolos de Py f
por los simbolos de sus extensiones *P y *f . Sin embargo, esta nueva expresion
no estaria dentro de la estructura R =< R, Relg, Fung >, por lo que es véilido

preguntarse dentro de qué estructuras se encontrarian estos nuevos objetos.

Definicién 3.17. La estructura *R =< *R,{*P : P € Relg},{*f : f € Fung} >

es la estructura asociada en *R a la estructura completa R =< R, Relg, Fung >.

Observacion. Es importante notar que *R no es la estructura completa de *R. Por
ejemplo si se toma A C R infinito entonces A ¢ Rel.x. Esto porque todo conjunto

infinito que esté en Rel-g tiene al menos un elemento no estdndar por teoremas
3.12y 3.13.

Es dentro de "R que se encuentran estas nuevas férmulas que se obtenian al
sustituir relaciones y funciones de una férmula de R por sus extensiones. Para

formalizar la nocién de estas nuevas formulas se dan las siguientes definiciones.

Definicion 3.18. La x —transformacion de un término 7 del lenguaje L, deno-

tada por *7 se obtiene aplicando sucesivamente las reglas siguientes:

= Si 7 es una variable o un constante de Lx, entonces *7 es sélo 7.
s Si 7 es de la forma f(m,72,...,7,) donde 71,72, ..., 7, son términos de Lx

entonces *7 es * f(*71, *T2, .., *Th)-

Definicion 3.19. La x — transformacion de una féormula ¢ del lenguaje Lg,

denotada por *v se obtiene aplicando las reglas siguientes:

= Se remplaza cada término 7 que aparece en ) por *T.

= Se remplaza cada simbolo de relacién P de cualquier féormula atémica que
aparece en Y por *P.

= Se remplaza la relcién unaria P que sirve de restriccion en cada cuantificador
(Vx € P) o (3z € P) que aparezca en 1 por *P.

Observacion.

= La definicién anterior puede expresarse en forma inductiva sobre la formacién

de v de la siguiente forma

(P(T1,T2y ooy Tn)) = *P(*71, T2, ..., *Tn).
(W Ap) = (YA
"WVe) = (YVTe)
(=) = (=)
o) = (P ey
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*[(Vx € P)y] == (Vz € *P)*y
*(F3z € P)y] = (Jx e *P)*y

= En adelante la notacion que se utilizard en las x — transformacion de
formulas tratard de usar el simbolo * lo menos posible. Asi para exten-
siones de las relaciones =, <,> se utilizaran los mismos simbolos, com-
prendiendo que en la transformada la notacién se refiere a la relaciéon en
*R. Lo mismo se hard con la notacion para funciones bien conocidas co-

* cada una en la x — transformacion hara referen-

mo sen(z),cos(z), e
cia a las funciones extendidas en *R. Las constantes reales se denotaran
por el mismo simbolo como se indica en la definicion 3.18. Por ejemplo
*((r € R) = (0 < sen(x —4))) := ((x € *R) — (0 < sen(z — 4))), donde
en el lado derecho de la expresion <, sen() se refieren a las extensiones de
la relacién y funcién usual. Con esta observaciéon en mente se puede notar
que la * — transformaciéon de un término quedara igual escrita aunque su
significado es el que ya discutimos en este inciso. Asi para poder escribir la

x — trans formaciéon de una férmula se debe remplazar solamente

P(11, 72y ...y Tn) PO *P(T1, T2, .c0; Tn),
(Vz € P) por (Vx € *P),
(3z € P) por (3x € *P)

Ejemplo.

= La % — transformacién del principio de Arquimides es: (Vz € *R)[(In €
‘N)(z <n)]

» La x — transfromacién del enunciado (Vz € A)(zx =rioz =130 ..02 =
rn)es: (Ve e*A)(lx=rox=r20..0x=ry,)

» Lax—transformacion de (Vz e N)[(n <z <n+1) = (x=noxz=n+1)]
es: Ve e*N)[(n<z<n+1l) = (x=nozx=n+1)]

Observacion. En cada una de las * — trans formacién es importante leer las rela-

ciones =, <, <, € como las relaciones de *R que denotan.

A continuacion se presenta el teorema que relaciona el valor de verdad de v en la

estructura R al valor de verdad de *v en la estructura *R.

Teorema 3.20. (Principio de Transferencia) Una oracion ¢ en el lenguaje Lr es

verdadera si y sélo si * es verdadera en L
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Observacion.

= Es importante resaltar que cuando se habla de i y "¢ verdaderas en el
anterior enunciado se hace en el sentido de la definicién 2.13, para sus re-
spectivas estructuras R y *R. De esa cuenta el enunciado dice que bajo las
reglas definidas para obtener la x —transformasion de una oracion, el valor
de verdad de las oraciones se preserva aunque se encuentren en estructuras
distintas.

= El principio de transferencia es también una herramienta muy fuerte para
trasladar propiedades del conjunto de los nimeros reales, al conjunto de los
nimeros hiperreales. Ejemplos de las propiedades que pueden ser transmi-
tidas son las mostrados en 3.2, asi se sabe que en 'R existe una especie
de principio de Arquimides, que la extensién de un subconjunto finito de
R es él mismo, y que en los hipernaturales (*N) tambien tienen una nat-
uraleza discreta. A pesar de la gran cantidad de propiedades que pueden
ser transmitidas a través de este principio vale la pena también reconocer
sus limitaciones. La primera limitacion es la propia de la estructura del tipo
< &, Relg, Fung > que como se observo anteriormente no puede transmitir
todos los tipos de enunciados sobre el conjuto &, por ejemplo no se puede
hablar sobre relaciones entre subconjuntos de &; de esa cuenta los resultados
o propiedades que se transmiten con el principio de transferencia estan limi-
tados al tipo que se pueden enunciar en las estructuras con las que trata. La
segunda limitacién es que dado que *R no es la estructura completa de *R
los enunciados que se pueden expresar a través de ella son aiin mas limitados
que si se tuviera la estructura completa, como en el caso de R; por ejemplo
el enunciado z € N no tiene lugar en *R, como se observo en 3.17, de esa
cuenta no se puede a partir de cualquier enunciado sobre *R, incluso los que
se pueden expresar en su estructura completa, llegar a concluir resultados
de R a través del principio de tranferencia, .

= Este principio abstrae lo realizado en cada prueba a través de las propiedades
y naturaleza de la relacion modulo ultrafiltro, como en 3.14 y permite gen-

eralizar el resultado obtenido en cada caso.
Ejemplo.

= Para probar que cada hiperreal distinto a cero tiene un inverso y con ello
demostrar que *R es un campo se puede hacer lo siguiente. Se sabe que
(Vz € R)(z # 0 — (Jy € R)zy = 1), por el principio de transferencia se
sabe que (Vz € *R)(x # 0 — (Jy € *R)zy = 1) es cierto, lo que significa que
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para cada hiperreal z distinto de cero, existe un hiperreal y que es su inverso.

= Para probar enunciados del tipo de 3.14 se puede hacer lo siguiente. Dado
que la definicion de union de conjuntos esta dada por (Vz € R)(z € AUB <
(r € Aoz € B)) entonces por el principio de transferencia se sabe que
(Vz € *R)(z € *(AUB) < (z € *A oz € *B)), de donde se concluye que
*(AUB) = *AU*B. El resto de incisos de dicha propiedad se pueden probar

en forma anéaloga.

= A partir de (Vz € R)(sen?(x) + cos?(x) = 1), se puede concluir que (Va €
*R)(sen?(z)+cos®(z) = 1), sin importar que  sea un infinitesimal o un ilim-
itado. Este ejemplo sirve para ilustrar que se puede transferir a través del
principio de transferencia propiedades que usualmente conocemos, y luego
ver que significan en el conjunto al que se transfieren, asi por ejemplo se

podrian transferir las propiedades de la aritmética, de la divisibilidad, etc.

= Es importante recordar que a través del principio de transferencia también
es posible probar propiedades de R si se conoce ya un resultado en *R,
después de todo es esto lo que se desea hacer en esta tesis, probar algunos
resultados en los hiperreales para demostrar asi el teorema fundamental del
calculo. Asi por ejemplo, si se tiene una sucesion s : N — R y de alguna
forma se sabe que su extension *s : *N — *R nunca toma valores ilimitados,
entonces se puede probar que s debe ser acotada. Sea w € *N ~ N. Por
el supuesto que se hizo se sabe que (Vn € *N)(|s(n)] < w), sin embargo
este enunciado no estd en la estructura *R por lo que no se puede usar
principio de transferencia. En cambio si se escribe el supuesto de la forma
siguiente: (Jy € *R)(Vn € *N)(]s(n)| < y) entonces se tiene un resultado en
*R que enuncia nuestra hipotesis. Por principio de transferencia se sabe que
(Jy € R)(Vn € N)(|s(n)] < y) por lo que se concluye que s es acotada. Es
importante entonces la forma en que se escriban los supuestos, para poder

utilizar el principio de transferencia.

Finalmente acerca de la prueba del principio de transferencia se puede decir
que este teorema es un caso particular del teorema de Los’, nombrado asi por el
matematico polaco que lo probo. Esta prueba esta fuera de los alcances de la pre-
sente tesis, sin embargo, la prueba deberia proceder por induccion sobre la formacion

de férmulas y sus criterios de verdad.
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Artmética y naturaleza de los hiperreales

. A continuacion se presenta, utilizando el principio de transferencia, la deduccién

de algunas propiedades en la aritmética hiperreal, principalmente la forma en que

se comportan las operaciones entre distintos tipos de hiperreales como por ejemplo

infinitesimales e ilimitados. Luego se enuncia un resultado de gran importancia para

conocer la naturaleza del conjunto de los hiperreales, este habla acerca de todos los

tipos de hiperreales que existen y los caracteriza de alguna forma.

Definicion 3.21. Un ndmero hiperreal b es:

Limitado si 7 < b < s para algtn r,s € R.

Ilimitado positivo si r < b para todo r € R.

Ilimitado negativo si b < r para todo r € R.

Ilimitado si es ilimitado negativo o ilimitado positivo.

Infinitesimal positivo si 0 < b < r para todo r € R,

Infinitesimal negativo si r < b < 0 para todo —r € RT.

Infinitesimal si es infinitesimal negativo, o infinitesimal positivo, o cero.
Estimable si es limitado y no es infinitesimal. Es decir r < [b] < s para

algn r,s € R

Observacion.

Todos los numeros reales e infinitesimales son limitados.
El tnico infinitesimal que es un ntmero real es cero.
Todos los nameros reales distintos de cero son estimables.
Notese que se pueden reescribir algunas de las condiciones de la definicién
como sigue, b es:

e Limitado si y sélo si |b| < n para algin n € N.

e Tlimitado si y s6lo si |b| > n para todo n € N.

e Infinitesimal si y s6lo si [b| < + para todo n € N.

e Estimable si y sélo si % < b < n para algin n € N,
Se denotard al conjunto *N ~\ N de los hipernaturales infinitos por *Ng,
Similarmente *R., denotara al conjunto de hiperreales ilimitados positivos.
Para un conjunto de hiperreales general X, X = {x € X : z es ilimitado}
yXt={zeX: z>0}
A los nameros limitados se les denotara por L, y al conjunto de los nameros

infinitesimales se les denotara por 1.

Es importante resaltar que a través del principio de transferencia se pueden

heredar inmediatamente muchas de las propiedades de R a *R, como se ejemplifico
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en la seccion previa. Unas de estas propiedades heredables son las de desigualdades.
Es fécil observar que la suma y producto de desigualdades en *R puede efectuarse

bajo las mismas premisas que en R, de ahi se obtienen los siguientes resultados.

Proposicion 3.22. Sean €,6 infinitesimales, b,c hiperreales estimables, y H, K

ilimitados, entonces.

= Sumas
e ¢+ ¢ es infinitesimal
® b+ € es estimable
® b+ c es limitado
e H+ ey H+0bson ilimitados

Inversos Aditivos

e —c es infinitesimal
e —b es estimable
e —H es ilimitado

Productos

e ¢-0 vy e-bson infinitesimales

e b c es estimable

e b-H y H- K son ilimitados
= Reciprocos

° % es ilimitado si € # 0

° % es estimable

° % es infinitesimal

» Cocientes

T % son infinitesimales

es estimable si ¢ # 0
H H
b

€’

[ ] [}
alc 0o SIm

son ilimitados para €,b # 0
= Raices
e Si € >0, /€ es un infinitesimal
e Sib>0, ¥bes un estimable
e Si H >0, Y/H es un ilimitado
= Formas Indeterminados
¢ No se puede concluir de manera general que tipo de niimeros son: §, %, €
H H+K

Observacion.

= Se puede notar a partir de estas reglas que L e I son subanillos de *R. Ademas

se cumple que I es un ideal en el anillo de los nimeros limitados.
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= Con respecto a las raiz n — simas, esta existe dado que la funcién z — /x
esté definida para los reales no negativos y se extiende a los hiperreales no

negativo.

Definicion 3.23. Un niamero hiperreal b esté infinitamente cerca de un hiperreal

¢, denotado por b~ ¢, si b — ¢ es un infinitesimal.

Observacion.

» La relacion infinitamente cerca es de equivalencia. (Reflexividad) Nétese que
b—b=0€l = bx~b(Simetria) Sib~c = b—cel = c—b¢€
I = c¢=~b. (Transitividad) Sib~cyc~d = (b—¢),(c—d) el =
b—c)+(c—d)y=b—del = b~d.

= A la clase de equivalencia de un nimero hiperreal b se le llama halo de b y
de denota por hal(b) = {c € *R: b~c}.

= Notese que hal(0) ={c€*R: ¢c~0} ={ce*R: cel} =1L

Ademés hal(b) = {c€ *R: c~b}={ce*R: b—cel} ={ce*R:

c—b=ecl}={b+e: e}

Proposicion 3.24. Sib~xz <y ~c conb,c € R, muestre que b < c.

Demostracion. Como b >~ x y ¢ ~ y entonces exiten €1,e5 € I tal que x = b +
el yy=c—+ey, entoncesb+e; <c+ey = b<c+(ea—€)=c+econeel
Por reduccién al absurdo suponer que b > ¢ por lo tanto b —c > 0 con b — ¢ € R,
entonces 0 < b — ¢ < ¢, lo cual es una contradiccién dado que € € I.De esa cuenta
b<e.

O

Observacion. La proposicién anterior implica un principio general que se utilizara
a menudo para comparar dos numros reales b,c. Si b > c¢ entonces los halos de
ambos niimeros son disjuntos y cumplen que cualquier elemento de hal(b) es mayor
a cualquier elemento de hal(c). Asi para mostrar que b < ¢ es suficiente mostrar

que un elemento de hal(b) es menor o igual a un elemento de hal(c).

Teorema 3.25. Cada nimero hiperreal limitado b estd infinitamente cerca de ezx-

actamente un nimero real al que se lle llama sombra de b, y es denotado por sh(b).

Demostracion. Sea A = {r € R: r < b}. Como b es limitado existen r, s € R con
r < b < s, de esa cuenta A es un conjunto no vacio y acotado por arriba en R
por s. Por el principio del supremo de R, existe una minima cota superior de A en

R, sea dicha cota c. Ahora se probara que b ~ c. Sea ¢ € RT. Dado que ¢ es una
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cota superior de A, entonces ¢ + € no puede estar en A, de esa cuenta b < ¢+ e.
Por otro lado suponer por reducciéon al absurdo que b < ¢ — €, entonces ¢ — € seria
cota superior de A y seria menor que ¢ que es el supremo de A, lo cual es una
contradiccion, de esa cuenta ¢ — e < b < ¢+ ¢, por lo que |b — ¢| < e. Como esto
es verdadero para cualquier ¢ € RT entonces (b —c¢) € I, y con ello b ~ c. Para
probar la unicidad de la sombra de b, suponer que existe ¢’ € R tal que b ~ ¢, por

transitividad ¢ ~ ¢/, pero dado que ambos son ntimeros reales ¢ = ¢'.
[l

Observacion. Este teorema caracteriza la naturaleza de los niimeros estimables. Es-
tos resultan ser infinitesimales “corridos”, es decir, son el resultado de sumar a un
nimero real un infinitesimal. De esa cuenta los nimeros limitados resultan ser los

reales, los infinitesimales, y las sumas de estos dos.

Otra reflexién acerca del teorema anterior involucra recordar la forma en que se
construyé *R. Supéngase que se tiene r = {r,}, € RY. Si r es acotada entonces
por el teorema de Bolzano-Weierstrass tiene al menos un punto de acumuluacion,
es decir existe al menos una subsucesién de r tal que dicha subsucesién converge
a un ndimero real. Sin embargo, este punto de acumulacién no tiene por qué ser
unico, de hecho, para cualquier conjunto cerrado acotado de R, puede construirse
una sucesiéon cuyo conjunto de puntos limites sea dicho conjunto cerrado acotado '°.
Entonces la forma en que actia la relacion de equivalencia médulo ultrafiltro es tal
que al considerar [r] este nimero estara infinitamente cerca del nimero real sh([r]).
Ademas no es muy dificil ver que sh([r]) debe estar en el conjunto de puntos limite
de 7, de lo contrario sh([r]) seria un punto aislado de la sucesion y [r] estaria
a una distancia real de sh([r]). De esa cuenta podemos concluir que la relaciéon
moédulo ultrafiltro de alguna forma discrimina entre los puntos de acumulacién de r
y escoge exactamente uno para que [r] esté infinitamente cerca de él. Una pregunta
interesante es ;Que haré esta relacién con otros conjuntos cuyas topologias sean

distintas a las de R?
Proposicion 3.26. Sib,c € L, entonces:

» sh(b+ c¢) = sh(b) + sh(c)
= sh(b-c) = sh(b) - sh(c)
= Si b < ¢ entonces sh(b) < sh(c)

Demostracion. Sib,c € L entonces por teorema 3.25, b = sh(b)+e€1, y ¢ = sh(c)+eo,
con €1,€ € I entonces b+ ¢ = sh(b) + sh(c) + €1 + €2 como sh(b), sh(b) € R, por

10para, esto tltimo ver [?]
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unicidad de la sombra de un numero limitado tenemos que sh(b+ ¢) = sh(sh(b) +
sh(c) + €1 + €2) = sh(b) + sh(c). Utilizado las reglas aritmeticas del producto de
hiperreales se obtiene de forma analoga el segundo inciso. El tercer inciso es una
consecuencia de la proposicién 3.24. O

Observacion. Esta propiedad implica que el mapeo sombra, sh : b — sh(b) es un
homomorfismo del anillo . de niimeros limitados sobre R, que preserva el orden. Su
kernel es el ideal de los numeros infintesimales I. De esa cuenta podemos enunciar

el siguiente teorema.

Teorema 3.27. FEl anillo conciente L/1 es un isomorfo al campo de los mimeros
reales R, con la correspondencia hal(b) — sh(b). Por lo tanto 1 es un ideal mazimal
del anillo L.



4. CALCULO NO ESTANDAR

Una vez construida y formalizada la nocién de infinitesimal es posible construir
un nuevo calculo sobre dicha base. Este cédlculo que surgird mantiene la intuicién
del concepto de infinitamente cercano y permite a la vez redefinir algunas de las
nociones basicas del estudio analitico de las funciones. Es asi como a continuacion
se presentan los puntos centrales del calculo no estdndar. Se expondrin solamente
los teoremas y resultados indispensables para probar el teorema fundamental del
célculo para funciones continuas, dado que ese es el objetivo del actual trabajo,
sin embargo es posible extenderse ampliamente en otros temas, como sucesiones,
series, continuidad uniforme, regla de la cadena, topologia de los nimeros reales,
etc. En primera instancia se provee de la definicién no estandar de continuidad y se
prueba la equivalencia con la definicién estdndar; también se presenta una prueba
del teorema del valor extremo utilizando la definicién no estdndar. En la segunda
seccion se presenta la definicién no estandar de diferenciabilidad y se prueba su
equivalencia con la definicién estandar, a su vez se prueban algunas propiedades
de la derivada para evidenciar la utilidad de esta nueva definicién. En la tercera
seccion se menciona la definicion estandar de integral que utilizaremos y se prueba
su equivalencia con la definicion no estandar proveida para funciones continuas,
luego se deducen algunas propiedades basicas de la integral. Finalmente en la cuarta
seccion se prueba el teorema fundamental del calculo utilizando la metodologia no

estandar desarrollada en las secciones previas.

4.1. Continuidad no estandar

. La continuidad de una funcién f se presenta intuitivamente como, puntos cer-
canos se mapean en puntos cercanos, de esa cuenta no es muy complicado imaginar
que en la metodologia no estandar los puntos cercanos de un punto ¢ € R son los
que estan en hal(c), y que por tanto al aplicar f a dichos puntos, para que f sea
continua, los resultados deberian todos de quedar cercanos entre si, en particular,
todos deberian de residir en hal(f(c)).

Teorema 4.1. Una funcion f es continua en un punto ¢ € A C R si y sélo si
f(x) = f(c) para todo x € *A con x ~ ¢

Demostracion. (=) Como f es continua en ¢ € A tenemos Ve € RT, 35, € RT tal
quesiz € Ay 0<|z—cl <d = |f(z)— f(c)| < e. Lo cual puede escribirse,
dando ., € fijos como: (Vz € A)(0 < |z —¢| < § = |f(x) — f(c)] < ¢€), cuya
* — transformasion es (Vz € *A)(0 < |z —a| < §¢ = |f(z) — f(a)| < €).
Siz € *Ayax ~ ¢ entonces z —c¢ € I, por lo que 0 < |z — ¢| < §. de donde

|f(x) — f(c)] < e. Como esto se cumple para cualquier € > 0, entonces |f(z) — f(c)|
35
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es un infinitesimal, y tenemos que f(z) = f(c). (<) Suponer ahora que f(x) ~ f(c)
para todo z € *Aconx ~c.Seaec € RT, ysead €, d>0, entonces si z € *A y
|z — c| < d entonces x ~ ¢y por lo tantdo f(x) ~ f(c), por lo que |f(z) — f(c)] <€,
dado que € es un real. De esa cuenta se sabe que (3§ € *RT)(Vz € *A)(0 <
|z —¢c| <6 = |f(z) — f(c)| < €), aplicando principio de transferencia se obtiene
(36 € RY)(Vz € A)(0 < |z —¢| < § — |f(x) — f(c)] < €), como € es arbitrario,
entonces se cumple para cualquier escogencia real positiva del mismo, con lo que se

concluye que f es continua en ¢ € A. O

Observacion. De ahora en adelante cuando se hable de continuidad de una funcién

f en un punto real se utilizaré la definicién no estandar.

Definicién 4.2. Sea f una funcion acotada en [a,b] C R. Una particion de [a, b]

es un conjunto finito P = {xg,z1,...,2n} cona =29 < x1 < -+ < Tp_1 < T, = b.

Teorema 4.3. (Teorema del Valor Extremo) Si una funcion de valores reales es
continua en el intervalo cerrado [a,b] en R, entonces f alcanza un mdzimo absoluto
y un minimo absoluto en [a,b], es decir, existen c,d € [a,b] tales que f(c) < f(x) <
f(d) para todo x € [a,b].

Demostracion. Si se supone que f solo toma un ntmero finito de valores entonces la
prueba del teorema no seria complicada, dado que se procederia a sacar el maximo
de ese conjunto de valores (existe por ser un namero finito) y se propondria un
elemento de la preimagen de dicho maximo como d; el verdadero problema (el que
plantea solucionar este teorema) surge cuando la funcién toma un valor infinito de
valores. Sin embargo se puede pensar en transferir este mecanismo de existencia de
un maximo sobre un numero entero de valores a través del principio de transferen-
cia, en cuyo caso se tendria la existencia de un méximo sobre un nimero hiperentero
(posiblemente ilimitado) de valores. Utilizando este hecho, aunado a la continuidad

de f probar lo que pide del teorema. Asi pues se procede de la forma siguiente.

Para cada n € N se puede hacer una particion de [a, b] en n subintervalos de igual
k(b—a)

longitud cuyos puntos frontera sean py = a + ——— con 0 < k < n. Sea s, € [a, ]

el pi para el cual f toma el valor mas grande, éste existe dado que se trata de

un nimero finito de puntos de particién py. Es decir (Vn € N)(3s,, € [a,b])([(k €
NAO<k<n)] = flat+ M) < f(sn)). Aplicando el principio de transferencia

n

se obtine

(vn € *N)(3s, € *[a, ) ([(k € "N) A (0 < k < )] — fla+ 2
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Sea N un hipernatural ilimitado y sy € [a,b] el respectivo hiperreal que existe
por la conclusiéon del parrafo anterior, ademas como sy es limitado entonces sea
d = sh(sy), dicha sombra existe por teorema 3.25. Como f es continua en d y

d ~ sy entonces

fld) =~ f(sn) (2)

Por otro lado se desea probar que la particiéon inducida por el hipernatural ilim-
itado IV, cuyos puntos de particién son a + ( —a) para (k € *N) y (0 < k < n)
tiene la propiedad de que dichos puntos de partlclon estan infinitamente cerca de
cualquier elemento real de [a, b], es decir que el halo de un « € [a,b] C R contiene

puntos de esta particién. Para probar esto procedemos como sigue.

Sea z € [a,b] C R, y sea n € N, en la particion inducida por los puntos par-
ticiéon pr = a + w con £k € Ny0 < k < n, existe un natural £ < n tal
que: a + k(b Jd<r<at W, reescribiendo esto (Vn € N)(3k € N)(k <
n A a+ k(b a) <z <a+ M) Por principio de transferencia se sabe que
(Vn € *N)(Hk’ e*N)(k<n A a+ k(b D <r<at M) para un z real en

[a,b]. En el caso particular del hlpernatural ilimitado N, entonces existe K hiper-
K(b—a) (K+1)(b7a)]
N N ;

natural K < N, tal que z real en [a, b] esta en el intervalo [a +
(b=a) (b a)
N

cuyo ancho es un infinitesimal, por lo que = ~ a+ , entonces se cumple
que en efecto un real = estd infinitamente cerca de un punto particion, como f es

continua entonces en x entonces

Entonces (2), (3) y (4) tenemos:



38

Por proposicion 3.24 se concluye que para todo x € [a,b] C R, f(x) < f(d), dado

que f(x), f(d) € R. De esa cuenta f alcanza un méximo en el valor d.

La prueba de que f alcanza un minimo se hace en forma anéloga. O

Observacion. Es importante resaltar que en la demostracion del teorema anterior se
expone un método de prueba que se podréa replicar en varias ocasiones. Es decir se
propone extender una propiedad de un conjunto finito a un conjunto “hiperfinito”
y luego bajo alguna otra condicién comprobar que se puede extender al conjunto
que nos interesa. En este caso la construccién de la particiéon es vital dado que nos
da un conjunto de nimeros infinitamente cercanos a nimeros reales y a través de
la propiedad de continuidad se logra extender el resultado del conjunto hiperfinito

al conjunto de nuestro interés.
4.2. Diferenciabilidad no estandar.

Teorema 4.4. Si f estd definida en x € R, entonces el nimero real L € R es la
derivada de [ en x siy sélo si para cada infinitesimal h # 0, f(x+h) estd definido

y ademads
fl@+h)— f(=z)
h

Demostracion. (=) Como f es derivable en x tenemos Ve € R*, 35, € RT tal que
si0< |h| <6 = |w

un intervalo abierto con centro en x por lo que su extensién estard definida para

~ L

— L] < ¢, esto asegura que f esta definida para

puntos infinitamente cercanos a x. Lo anterior puede escribirse, dando J, € fijos
como: (Vh € R)(0 < |h| < 0 — |M — L| <€), cuya * — transformasion
es (Vh € *R)(0 < |h] <6€—>|M—L|<e). Sihe*Ryh~0,conh#0
entonces h € I, por lo que 0 < |h| < 0. de donde |M — L] < e. Como esto

se cumple para cualquier € > 0, entonces \w — L| es un infinitesimal, y

tenemos que w « L. (<) Suponer ahora que w
h €lconh#0. Seaec R, yseadel, d>0,entonces si h € *Ry |h] < d
entonces h ~ 0 y por lo tantdo W ~ L, por lo que |w — L] <e,
dado que € es un real. De esa cuenta se sabe que (36 € *RT)(Vh € *R)(0 <
|h| < § — |w — L| < €), aplicando principio de transferencia se obtiene
(36 e RT)(Vh € R)(0 < |h| < 6 — |w — L| < ¢€), como € es arbitrario,

entonces se cumple para cualquier escogencia real positiva del mismo, con lo que se

~ [ para todo
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concluye que f es derivable en = € R.

Observacion.

= Por lo tanto si f es diferenciable en z, se tiene f'(x) = sh(w)

para
todos los infinitesimales h # 0.

= Es posible a partir de esta definiciéon de diferenciabilidad probar todas las
propiedades de derivadas con las que usualmente se cuenta, por ejemplo, las
reglas de suma, resta, multiplicacién, divisién, regla de la cadena, etc. Méas
adelante se dard un ejemplo de esto.

Si W ~ [ se cumple para todos los infinitesimales h positivos,
entonces L es la derivada derecha de f en x. Que en forma estdndar se

definie como Limy,_o+ M

Si M ~ [ se cumple para todos los infinitesimales h negativos, en-
tonces L es la derivada izquierda de f en z. Que en forma estandar se definie

como Limy,_,o- M

Sea Az € I, Ax # 0 un infintesimal cualquiera, representando un incremento en el

valor de una variable x. El correspondiente incremento en la funcion f en x es:

Af =[x+ Ax) — f(x)

En realidad Af depende tanto de = y de el Az escogidos, es decir el incremento
de f deberia ser denotado por Af(x, Az), sin embargo la notaciéon abreviada uti-

lizada es conveniente bastante conveniente como se ve a continuacion.

Teorema 4.5. Si f es diferenciable en x € R, entonces f es continua en x.

Demostracion. Si f es diferenciable en z € R, por el teorema 4.4 entonces % ~

f'(x), de donde % es limitado. Por lo tanto Af = % - Az es infintesimal. Es decir

Af=flx+ Az) — f(x) =0 = f(x + Azx) =~ f(x), por lo tanto f es continua.
([

Ejemplo. Si f y g son diferenciables en « € R, entonces fg es diferenciable con

(f9)'(z) = f'(2)g(z) + f(z)g'(x).

Demostracion. Sea Ax # 0 un infintesimal, entonces por teorema 4.4, f(x + Az) y
g(x + Az) estan ambos definidos y ademas (fg)(x + Az) = f(x + Az)g(x — Az).
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Por lo tanto el incremento de fg en x correspondiente a Az es:

A(fg) = flz+Az)g(x+ Az) - f(z)g(x)
= (f(@)+Af)(g9(z) + Ag) — f(z)g(x)
= (Af)g(x) + f(z)(Ag) + (Af)(Ag)
De donde
e LR (O

~ flz)g(x) + f(2)g'(x) +0

Dado que % ~ f'(x), % ~g(x),y Af 20y % es limitado. Entonces como se
comprobé para Az infinitesimal arbitrario distinto de cero y f/(z)g(z) + f(z)g'(x)
es un namero real, entonces por teorema 4.4 f'(x)g(x) + f(x)g'(x) es la derivada
de fg en z. O

4.3. Integrabilidad no Estandar.

4.3.1.  Integrabidad Estdndar. En la actual secciéon se recuerdan algunas defini-
ciones y propiedades relacionadas con la integrabiliad estandar que se utilizaran en
adelante.

Sea f una funcién acotada en [a,b] C R. Sea P = {x¢,21, ..., 2} una particion
de [a,b]. Sean M; y m; el sumpremo y el infimo de f en el intervalo [x;_1,x;] re-

spectivamente. Sea Ax; = x; — x;_1.

Definicion 4.6. Se definen:

» La suma superior de Riemman como UY(f, P) = Y1 | M;Ax;
= La suma inferior de Riemman como LY(f, P) = Y"1 m;Ax;

= La suma ordinaria de Riemman como S2(f, P) = >"1" | f(zi—1)Az;

Proposiciéon 4.7. Si M y m son el supremo y el infimo de [ en el intervalo [a, b]

entonces

m(b—a) < LY(f, P) < SE(f,P) < UL(f,P) < M(b—a)

Proposicién 4.8. Para cualquier particion Py y Py del intervalo [a,b]

LE(f, P) <UL, Po)
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Definicién 4.9. Se dice que f es Riemman integrable en [a, b] con integral f; fz)dz

si se cumplen las dos siguientes condiciones

1. L°(f,P) < ff f(z)dz < Ul(f, P) para todas las particiones P del intervalo
[a, b]
2. Para cualquier e > 0 existe una particion P de [a,b] con U’(f, P)—L%(f, P) <

€

4.8.2.  Integrabilidad no Estandar. En esta seccién se define la integral no estandar
y se muestra que las funciones continuas en particular tienen integral no esténdar.
Sin embargo, es importante resaltar que no solamente a las funciones continuas se
les puede calcular la integral no estandar, de hecho todas las funciones Riemman
integrables (en el sentido estandar) llenan las condiciones para calcularles la inte-
gral no estandar. Sin embargo, en esta tesis se trabajara con las funciones continuas
solamente dado que se busca probar el teorema fundamental del calculo para este
tipo de funcion. Como referencia para comprobar los resultados para funciones no

continuas se puede buscar en [3].

Para poder asegurar la buena definicién de la integral no estdndar es necesario

probar algunos resultado previamente.

A continuacion se transfieren las propiedades estandar de particiones al con-
junto de los hiperreales. Sea Az un real positivo considérese la particion Pa, =
{z0,...,xsn} que divide al intervalo [a,b] en subintervalos [a,a + Az], [a + Az,a +
2Ax],...,[a+ (n— 1)Ax,b] de igual largo Az (posiblemente con el altimo subinter-
valo de menor longitud). El ntmero de subintervalos esta dado por el menor n € N
tal que a + nAx > b. Se tiene entonces que xp = a + kAx para k < n. Notese que

la particion Pa, estd completamente determinada por Awx.

Se denotaré a las sumas de Riemman superiror, inferior y ordinaria de la parti-
cion Pa, por UL(f, Ax), LE(f, Ax), S°(f, Ax) respectivamente. Cada una de estas
sumas puede ser vista como una funcién de Az € R*. Por lo tanto estas funciones
pueden ser extendidas a *RT. En particular estaran definidas para infinitesimales
positivos, haciendo alucién, estas funciones, a una suma sobre una particién de
ancho infinitesimal. En el caso de Az € I, por principio de transferencia n estara
definido como el menor hiperentero tal que a +nAx > b, dada la naturaleza infini-

tesimal de Az, en este caso n sera ilimitado.
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Por otro lado si Az € RT por la proposicién 4.7 se cumple que:

m(b — a) < Ly (f, Az) < So(f, Ax) S UL (f, ) < M(b— a)
Aplicando principio de transferencia entonces dicha propiedad también se cumple
para cualquier hiperreal positivo Az incluyendo los infinitesimales positivos. De
manera similar a partir de la proposicion 4.8 se concluye que para cualquier Az, Ay €

*R* se cumple lo siguiente

LY(f, Az) < UL(f, Ay)

El siguiente teorema es importante para asegurar la buena definicion de la inte-

gral no estandar.

Teorema 4.10. Si f es continua en [a,b] € R, entonces para cualquier infinitesimal

positivo Az, Lb(f, Ax) ~ Ub(f, Ax).

Demostracion. Notese que US(f, Ax) — LY(f, Ax) = >0 (M; —m;)Axz;. Para de-
mostrar el teorema se probaré la existencia de nimeros ¢ y d que generen una cota
superior de Y. (M; — m;)Axz; que tenga la forma |f(c) — f(d)|(b — a), donde
|c —d| < Az. Con ello al hacer la transferencia de este resultado a los hiperreales y
hacer Az infinitesimal, por la continuidad de f se tendra que f(c) ~ f(d), haciendo
a |f(c) — f(d)|(b— a) un infintesimal y por tanto a US(f, Az) — L2(f, Ax).

Sea Az € R* y sea u(Ax) el maximo valor de los ntimeros M;—m; paral <i < n
en la particion inducida por Az. Notese que M; — m; es la lo que varia f en
el intervalo [z;-1,x;], por lo que u(Az) es la méas grande de dichas variaciones.
Suponer sin pérdida de generalidad que p(Az) = M; — m;, entonces sea c(Az),
d(Ax) los puntos en [z;_1, ;] para los cuales f alcanza los valores de M; y m;. La
existencia de ¢(Az), d(Ax) esta asegurada por el teorema del valor extremo 4.3,

dado que f es continua en [z;_1,z;]. De esa cuenta

p(Ar) = f(e(Ax)) - f(d(Ax)),

lc(Az) — d(Az)| < Az.

Por lo tanto
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UL(f, Az) — Lb(f, Az) = Z(Mi—mimxi

N
]
=
B>
S
>
3

de donde se concluye que

Ua(f, Ax) — Ly (f. Ax) < [f(e(Ax)) — f(d(Ax))](b — a).

De esa cuenta se acaba de probar que (VYAz € RT)(3c(Ax),d(Az) € [a,b]))[(UL(f, Azx)—
L4(f, A2) < [f(e(A2)) — F(AAD)]G — a)) A (e(Az) — d(Az)| < Az), por el
principio de transferencia se sabe que su * — transformacion se cumple por lo
que se tiene (VAz € *R*)(3c(Az),d(Az) € *[a,b)[(UL(f,Az) — L2(f, Ax) <
[f(c(Ax)) — f(d(Az)](b— a)) A (Je(Az) — d(Ax)| < Az). Tomando Az un infini-
tesimal positivo entonces se sabe que ¢(Ax) ~ d(Ax) en *[a,b], entonces dado que
ambos son acotados tienen una sombra real r € [a,b] con ¢(Azx) ~ r ~ d(Az). Por
la continuidad de f, f(c(Ax)) ~ f(r) ~ f(d(Az)), de donde f(c(Ax)) — f(d(Ax))
es infinitesimal. Dado que (b — a) es limitado y que (US(f,Az) — L2(f,Az) <
[f(c(Az)) — f(d(Az))](b— a)) entonces UL(f, Ax) — Lb(f, Ax) es infintesimal, por
lo que UY(f, Az) ~ L(f, Az).

(]

Observacion. Es importante notar que se puede probar que una funciéon f Riemman
integrable en [a,b] cumple tambien con LC(f, Ax) ~ Ul(f, Az) para cualquier Ax
infinitesimal positivo [3]. Como se verd a continuacién la condicion L2(f, Ax) ~
Ul(f, Ax) es la que permite calcular a f la integral no estdndar. De esa cuenta la

siguiente definicién puede ser extendida a funciones f Riemman integrables.

En las siguientes lineas se definira la integral no estandar de una funcién continua.
Sean Az, Az, infinitesimales positivos, y sean Ly = L%(f, Axy), Ly = L2 (f, Axs),
Uy = Ub(f,Axy), Uy = U(f, Axy) para una funcién continua f en [a,b]. Por
propiedades de particiones'! se tiene, Iy < Uy y Ly < Us, ademas Ly < Uy,
L1 < Us. De donde las posibles relaciones entre las sumas superiores e inferiores

son las siguientes:

L <L, <U; < Uy,

por transferencia de las proposiciones 4.7 y 4.8
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Li <L, <U; <Uy,

o los enunciados correspondientes de intercambiar los subindices de los dos an-
teriores. Pero por el teorema 4.10, se sabe que L1 ~ U; y Lo ~ Us, por lo que
en cualquier caso L1 ~ Ly ~ U; ~ Us. Dado que S°(f,Az;y) y S°(f, Axs) estan
siempre entre sus respectivas sumas superiores e inferiores, podemos concluir que
SP(f, Axy) =~ SP(f, Axy).

Se puede concluir entonces que las sumas Riemman determinadas arbitraria-
mente por infinitesimales positivos estan todas infinitamente cerca unas de las otras,
méas ain todas estan acotadas inferiormente por m(b — a) y superioremente por
M(b — a), por lo que son limitadas y todas tienen la misma sombra. Es asi como
procedemos a dar la siguiente definicion.

Definicién 4.11. Si f es una funcién continua en [a,b] entonces la integral no
estadar de f esta dada por, fab f(z)dx = sh(S%(f, Ax)), para cualquier infinitesimal
Az.

Observacion. Se utiliza la misma notacién que para la integral de Riemman dado
que estas integrales coinciden. En el siguiente teorema se probara la equivalencia
entre la definicién no estandar y la estandar de integral para funciones continuas.
Sin embargo, para evitar confusiones, en adelante, cuando se hable de ff f(x)dx se

estara haciendo referencia a la definicién no estandar de la integral de f.

Teorema 4.12. Si f es continua en [a,b] entonces es Riemman integrable con
integral f; f(z)dz.

Demostracion. Se probara (1) y (2) de la definicion 4.9. Sea P una particion estan-
dar del intevalo [a, b], y sea Az un infinitesimal positivo. Entonces por transferencia
de propiedades de particiones tenemos que

b
L(f,P) S UMF.A0) = [ fla)de = Li(f. Aw) < UL P),
donde L% (f, P) y U2(f, P) son ntimeros reales, por proposiciéon 3.24,

LL(f,P) < / f(@)de <UL, P),

para una particion P arbitraria, cumplendo asi (1).

Por otro lado, sea € € R entonces por el teorema 4.10 existe Az € *RT (en este
caso se toma un infinitesimal positivo) tal que US(f, P) — L%(f, P) < e. Es decir se
tiene que:

(3Az € *R)(US(f, Ax) — L(f, Az) < e),
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aplicando el principio de transferencia se obtiene
(IAz € RY)(UL(f, Ax) — LL(f, Ax) < o),

donde la particion inducida por Az es una particion real. De esa cuenta se cumple
que para cualquier € > 0 existe una particion P de [a, b] con US(f, P)—L%(f, P) < e.
Por lo tanto f es Riemman integrable. O

Teorema 4.13. Sea f continua en [a, b], entonces f: flz)de = [7 f(ac)dx—l—fcb f(z)dz,
sta<c<hb.

(c=a)

Demostracion. Sea Ax = ~—

con n € N, entonces se cumple que
Sh(f, Az) = SS(f, Ax) + SE(f, Az).

Entonces
(Vn € N)(Se(f, Ax) = SG(f, Az) + SY(f, Ax)),

aplicando principio de transferencia obtenemos
(Vn € *N)(SE(f, Az) = SS(f, Az) + SE(f, Az)),

con Ax = % En particular si se toma un hipernatural ilimitado N, se tiene
que Az es infinitesimal y S2(f,Az) = S¢(f, Ax) + S°(f, Az). Por proposicién
3.26, sh(S°(f, Ax)) = sh(S¢(f, Ax)) + sh(S°(f, Ax)). Dado que f es continua, se
reescribe lo anterior en términos de integrales y se obtiene fab f@)de = [ f(z)dz+

fcb f(x)dz. O
4.4. Prueba del teorema fundamental del calculo.

Teorema 4.14. Sea [ una funcion continua en [a,b], la funcion F(x) = [ f(t)dt

es diferenciable en [a,b], y su derivada es f.

Observacion. La clave de la relacion entre diferenciacion e integracion se encuen-
tra al examinar la funcién de &rea F'(z) en el presente teorema. A continuacion se
da una explicacién intuitiva del sustento de este teorema. El incremento de F' en
x para cierto infinitesimal positivo Az esta dado por AF = F(z 4+ Ax) — F(z).
Dicho incremento es “cercanamente aproximado” por el area del rectangulo con
altura f(z) y ancho Az, es decir f(z)Az. Es importante preguntarse si “cercana-
mente aproximado” en este caso significa lo mismo que AF ~ f(x)Az. Notese que
f(z1)Ax < AF < f(x2)Az, donde 21 y 22 son puntos en los que f alcanza un
minimo y un maximo en el intervalo [z, 4+ Az] (la existencia de estos serd probada
dentro del teorema por transferencia). De esa cuenta f(z1) < ﬁ—i < f(z2), pero
x1 ~ x93 dado que ambos estan sobre el intervalo [z, z + Az]. Por la continuidad de

f entonces f(x1) ~ f(x2) ~ f(z), de donde % ~ f(x), lo que probaria el teorema.
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Demostracion. Sea Az € R tal que Az < b — z, entonces por teorema 4.13,
x+Ax
Fz+ Az) — F(x) = / ft)dt.

Dado que f es continua en [z, + Az], por el teorema del valor extremo existen
x1, T2 € [z, x + Ax] tales que f alcanza un méximo y un minimo en dichos puntos

para el intervalo [x,2 + Az], de esa cuenta por la proposicién 4.7, tenemos que

T+ Ax
fle2) A < / F(b)dt < f(a)Ac,

de donde

Se acaba de mostra que (VAz € (0,b — x))(3x1,22 € [z,2 + Az])(f(z2) <

W < f(x1)). Aplicando principio de trasferencia obtenemos (VAz €

*(0,b— ) (3w, 22 € *[z,x + Azx])(f(2x2) < w < f(z1)). En particular,
si Az es un infinitesimal positivo, existen x1,z2 € [z, + Az] C *R para los cuales

(EJFAAIQ):F(I) < f(x1). Como Ax es infinitesimal, entonces

X1 ™~ T~ g, y por la continuidad de f se tiene que f(z1) ~ f(z) ~ f(z2). Ademas

como f(x2) < w < f(z1) entonces w ~ f(z).

se cumple f(x2) < r

Por otro lado Sea Az € R™ tal que a — x < Az, entonces por teorema 4.13,

x

Flz+ Az) — F(z) = / Ft)dt.

x+Ax

Dado que f es continua en [z + Ax, x], por el teorema del valor extremo existen
X1, € [z + Ax, 2] tales que f alcanza un méximo y un minimo en dichos puntos

para el intervalo [z + Az, z], de esa cuenta por la proposicién 4.7, tenemos que

T

~flaa)Ar < / F(dt < —f(an)Ax,

r+Azx

de donde
F(z+ Az) — F(x)

f(z2) < A

< flx).
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Se acaba de mostra que (VAz € (a — 2,0))(3z1,2, € [z + Az, z])(f(x2) <
W < f(x1)). Aplicando principio de trasferencia obtenemos (VAz €
*(a—2,0))(Fx1, 2p € *[x+ Az, z])(f(22) < w < f(z1)). En particular,
si Az es un infinitesimal negativo, existen x1,z2 € [z + Az, 2] C *R para los cuales
) < F(:chAAx

)= F(z) < f(x1). Como Az es infinitesimal, entonces

se cumplen f(xzo -

X1 ™~ T ~ Xy, y por la continuidad de f se tiene que f(x1) ~ f(z) ~ f(x2). Ademas
como f(z2) < w < f(z1) entonces w ~ f(x).
F(z+Azx)—F(x)

De esa cuenta, para cualquier infinitesimal Az se cumple que ———x —— =~
xT

x), por teorema 4.4, f(z) es la derivada de F en z € [a, b].'? (I
f(x),p , f@)

Teorema 4.15. Si una funcion G tiene una derivada continua f en [a,b], entonces

[ f(@)dz = G(b) - G(a)

Demostracion. Sea F(z) = [ f(t)dt , entonces por el teorema anterior en [a,b]
tenemos (G(z) — F(z)) = f(z) — f(x) =0, por lo que existe una constante ¢ € R
tal que G(z) — F(z) = ¢. Por lo tanto G(b) — G(a) = F(b) — F(a) = f: fyde O

12Fn los puntos limite del intervalo el teorema se refiere a la derivada por la derecha y por la
izquierda respectivamente, esto se probd en la demostracién en la parte donde Az es postivo y
donde Ax es negativo, respectivamente.
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