UNIVERSIDAD DEL VALLE DZ GUATENMALA

Facultad de Cicencias y Humanidades

DETERMINACION D= LAS RETACIONES DE DISPERSION

PARA UN EIECTRON =N MOVIMIZITO EN UN CRISTAL

IICNODIENSIONAL, UTILIZANRDD EL IETODO DE LA
TRANSFORIIADA D= LAPLACE

AIEJAI'DRO GALC ROLDAN

Trabajo de inyestigacién presentado pfcra oplar
el grado académico de Licenciatura en IZ.-cZ

Cuatemala

1981

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

z

mmmeesEsE R AT

Vo. Bo.:

() -r

D-. corge Antilllox I‘
Lsesor

Tritunal:

&8

Dr. Jorge Antii@in Atta

(1)

Licenciado FTéggHE/Antlllon

" @Qmﬁ\

Licenciado J%oe

Fecha de aprobacidn:

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

DETERIZINACION DE LAS RELACIORES D DISPERSIOR

PARA UN ELECTRON EN IMOVIIMIENTO EN UN CRISTAL

JIONODITENSIONAL, UTILIZAKD)O EL [METODO DE LA
TRAINSFORIMADA DE LAPLACE

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

A mis padres

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

CCORTERIDO

INTRODUCCION

TRAISFORIADA D= TAPLACC

[

pl
0.
t
mn
'

- formadas integrales lineales

2.
2 cién de la transformada de

(2]

Funciones seccionalmente continuas
y de orden exponencial

2.L. Teorema acerca de s
la transformada de Laplace

.5. Transformada de derivadas
. 1ia ‘transformada inversa

m teorema de sustitucidn

N
.

m =~ (2}
.

b

tracslacién de F(1)
E1ZIENT0S DE MECAKRICA CUANTICA
3.1. Freliminarcs sotre operadores

Jol

/. .
3.3. Los postulados de la mecénica

DZZCn dNACICK DE LAS RELACIOKRES DZ 2Z75-
TERSION PLRA UN ELECTRON “CVIZNDOSE =N
UN CRISTAL !0:iODIIIZSIONAL

L,1. =1 método de la transforimada de
Lzplace -

L,2., =1 electrdn libre

Scanned with CamScanner

[8Y

W W -

n

2L

32

32


https://v3.camscanner.com/user/download

g
f 6 & o £y 8 W ©» O
ok ¥ =P MY M M) vy AN ]
t
L] -
[
19
o 2]
T o3
Q Lo}
4 a
o 1]
ot
o —
0 ol
<+
£ o o
0 %)
ord or| (3] d
[ 31 3] 4
W0 « ot
~ 4 — n
[T ] (2%
g ot (o] @
9 b NS | -
- o 3+
orf (9] (4} por © o
18] [T o o 3
S0 ord 51 PR %
* 3% ha uweo o
% g + do a"- o
e o o (2] Lo |
£ 03 ~ a8
O o ] fo g™ I'd o
f. o * n\.ﬁ - O Lo Be -l
£ - i 04 0O
o o o 1 9 0o G o
n oo v o <4 n o ue 3
o 4 d = omopl 38 [0 6
O O 0O B » v VO
- < Bl C) oot £ e ¢
- < A N0 [(+o »l
S * o O »l iz
A TG S V) S A I
s i . ) i o . ~ .
-T = F g 'S} o) o2 o N O

1-1 -n BEEEEREERRERER®E ®mm =

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

1. INTRODUCCION

En un primer andlisis parece que un electrdn de baja e-
nergia tendrid gran dificultad en atravesar una red crista-
lina sblida. ILos Atomos se encuentran sumamente juntos,
con sus centros separados unos pocos angsiroms y el didmetro
efectivo del dtomo para scattering del electrdn es cercano
a un angstrom. Zsto es, los &tomos son grandes comparados
con su espaciamiento, de donde se podria esperar que el ca-
mino libre medio entre colisiones fuese del orden de algu-
nos angstroms, por lo tanto, seria de esperarse que el e-

lectrdén chocara con cualquier &tomo casi inmediatamente.

No obstante es un fendmeno muy frecuente en la naturale
za que los electrones viajan en una red perfecta suave y fa
cilmente como si estuviesen en el vacio. Esto sucede en
los metales y por ello conducen la electricidad tan fécil-
mente. En el aspecto técnico este fendmeno ha permitido el
desarrollo de muchos dispositivos précticos como es el que
un transistor imite a un tubo de radio. En un tubo de radio
los electrones se mueven libremente a través del vacio,
mientras que en un transistor lo hacen a través de una red

cristalina.
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En este trabajo se estudiard la conduccidén de un elec-
trén en una red cristalina monodimensional periédica, por
lo que no se considerarédn los efectos de scattering. Se
hard un tratamiento mecdnico - cudntico de estados estacio-
narios, lo que significard que tendremos un problema de va-
lores propios. Se pondrd especial atencidn en las relacio-
nes de dispersidén, o sea, las relaciones entre la energia
y el momentum lineal utilizando el método de la Transfor-
mada de Laplace. E1 método serd aplicado a un electrén co-
mo particula libre - ignorando los efectos de la red -y

posteriormente a los casos mono, di y triatdmico.
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2. TRANSFORMADA DE LAPLACE

2.1. Transformadas integrales lineales

Se define la transformz2da o transformada integral, T{F}

de una funcidn F(t) por medio de la ecuacién integral
)

T{F] = \F(t) K(t,2) dt = f£(X\) (2.1.1.)

(-}

siendo K(t,2) una funcidn conocida de X\ y t denominada ni-
cleo o Kernel de la transformada.

Cuando los 1limites sean finitos, diremos que T{Fles 1la
transformada finita de F(t). Sin embargo, para el trabajo
nos interesan transformadas en las que "a" es cero y "b" es
infinito.

De acuerdo a 1a clase de funciones F y K que sean esco-
gidas, se deben de restringir los valores del pardmetro X\
para asegurar asi la existencia de la integral (2.1.1.) y
también para asegurar la existencia de la transformada inver

sa, o sea la transformada T'l

7l {£(M) = F(t)

tal que

El espacio de funciones al cual pertenece F, es un espa-
cio lineal sflo si AF(t) + BG(t) pertenece al espacio, pa-
ra toda F y G pertenecientes al mismo espacio y para cada

par de escalares A y B.
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Podemos decir que T es una transformada lineal si y sé-

lo si

T { AF + BG)

AT{F} + BT{G)

AT(N\) + Bg()) (2.1.2.)

Si la transformadz inversa T—l{f] es Unica, la condi-
cién de linearidad (2.1.2.) puede ser escrita como
At l{r} + BT L{g)

= AF + BG
En adelante veremos las condiciones bajo las cuzles una

! {af + Bg)

transformada inversa es unicz.
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2.2 Definicidén de la transformada de Laplace

Si en la ecuacién integral (2.1.1.), K(t,)) es igual a
g o y ademds los limites "a" y "b" son cero e infinito,

respectivamente, entonces la ecuacidn

T{F} = ge‘*t F(t) dat = ~£(\)

se conoce como la Transformada de Laplace de la funcidn F(t)
a la cual por nomenclatura la llamaremos L\F}o bien L{F(t)}.
De esta manera la funcién f(») = L{F}es la transfor-
mada de Laplace o la imagen de la funcién. De las propieda-
des de la integral se sigue casi inmediatamente que la trans

formada de lLaplace es lineal, esto es:

L {aAF + BG) = aL{F} + B2L{G}

donde F y G son funciones de t y A, B son escalares.
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2.3. Funciones seccionalmente continuas y de orden exponen-

cial

Una funcién F(t) se llama seccionalmente continua sobre
el intervalo cerrado a<t<b si este intervalo puede divi
dirse en un nimero finito de subintervalos c<«t<«d tal que
en cada uno de los subintervalos:

1. F(t) es continua en el intervalo abierto c<«t<«d.

2, F(t) tiende a un 1limite cuando t se aproxima a cada

extremo del intervalo desde adentro de él1, esto es:

1im _ F(t) y 1im _ F(t)
t -c t -»d

Por otra parte, diremos que una funcidn F(t) es de orden ex
ponencial cuando t-o si existen constantes M, b con el va-

lor fijo de t, to, tal que

lF(t),LMebt t >to

Si "b" estid enfatizada diremos que F(t) es del orden de ebt

cuando t—w Yy lo escribimos F(t) o ebt, Howeo: ,
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2.4, Teorema acerca de la existenciz de

a Transformada de

Lavlace

Teorema 2.4.1.: si F(t) es seccicnalmente continua so-

bre todo intervalo finito en el rango t>0 y si F(t) es de

orden exponencial, o sea F(t) o e®? cuando t — = 1a transfor

mada de Iaplace L {F(t)] existe para X>b.

Demostracidn:para demostrar el teorema anterior, basta
probar que la integral

Sce' ¥

°

F(t) dt

converge para Z>b. Descomponiendo la integral infinita en

dos partes, tenemos:

@ L)

lem >t r(t)y at = (e >Fr(t) at « Se- T p(t) at

] o

donde M no es un punto de discontinuidad.

Ia primera integral del miembro de la derecha existe, ya
que cumple con la primera hipdétesis (ya que si F(t) es sec-
cionalpente continua en el intervalo 0 £t £Ii entonces

\e— xtF(t) dt existe)

(-]

Por lo tanto, la existencia de L {F(t)} = f( ) depen

de Unicamente de la convergencia de la segunda integral.

Por la hipdtesis de que F(t) es de orden exponencial, tene-

mos que

e-XtF(t) T il o Ke(b")‘)t
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donde vemos que f( A) existe si

Se(b = %)% dt

M

es convergente.

Vemos claramente que esta integral converge cuando

b-X<0
24,1,

esto es,

cuando b < 2,

lo cual prueba el teorema
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2.5. Transformada de derivadas

Integrando por partes tenemos:

L [Fr(t)) Sce' T ope(t) at

= g~ ™% F(t) + \e- iy F(t) dt
Si F(t) es de orden exponencial e “t  esto es
1fm e"“Pr(t) = o
t—©

el primer término de la expresidén es - F(0) si >« mientras
que el segundo término no es mis que XL {F(t)} = Nf(>)
de donde

L{F'(t)} = XN£f(x) - F(0)
Sin embargo, la férmula aﬁterior no es correcta cuando F'(t)
tiene discontinuidades. El siguiente teorema mostrari a qué

estd sujeta realmente nuestra férmula.

Teorema 2.5.1.: sea I'(t) continua con una derivada

F'(t) seccionalmente continua sobre cada intervalo finito

)
tmmMotﬂo,aﬁ

0 2t.«T también sea F(t) de orden e
cuando ) >« la transformada de F'(t) existe y

L{F'(t)}] = YL {F(t)] - F(0)

-Dado que F(tj es continua en t = 0 el nimero F(0) es el
mismo que F(0%) o sea el 1fmite de F(t) cuando t se aproxi-

ma a cero por la derecha.
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Para probar el teorema notamos primero que:
T
L{F'(t)}] = 1fm ge- Mope(t) dat
. TS g
si tys o0 eeey b denotan los valores de t entre 0 y T para

los cuales F'(t) es discontinua, tenemos:
T . t
o

Q

"l

Fr(t) at= Yem “tre(e)at + (e PP E(4) at e ...e

Q'l
+ ye- M () gt
t,

después de integrar cada término por partes, tenemos:
T

(e M pt)yat= e Mr) o+ o F(t)l -
) BB N F(t)\ . x\ Mg () at

_ Ahora,F(t) es continua, o sea F(tl ) = F(tl ), etc. ¥y por lo

tanto
B

(e” T re(t) at = -F(0) + & Mop(r) + e M r(e) at

Dado que F(%t) es de orden exponencial, se cumple que

\F(t)\é:Me‘Lt para algunas constantes £ y Ii y para t sufi-

cientemente grande. De aqui se sigue que:

Dado que X >d ; el producto se desvanece cuando' T —= ¥y

también la integral tiende a L {F(t)} cuando T - « , por 1lo

tanto queda probado que:
1

L {F'(t)}

1{m Se' M ope(t) at

T4 &

-F(0) + ZNL{F(%)}
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Si F es continua cuando t> 0 excepto por una discontinui
dad finita en to donde to >0, entonces la férmula del teore-
ma 2.5.1. debe ser reemplazada por .

L{F'(t)} = (3 - F(0) - [F(to") - F(to7)] e™™°
esto, si las demds condiciones son mantenidas como en el teo-
rema 2.5.1.

Para obtener la transformada de la derivada de segundo
orden, F'', podemos aplicar el teorema 2.5.1. a la funcidn
FP'. Si F y F' son continuas cuando t=0 y de orden exponen-
cial y también F'' es seccionalmente continua en cada inter-
valo acotado, entonces

L{F ' (£)} =X L{F' (%)} - F'(0)

Este mismo procedimiento se puede seguir para calcular
la transformada de la derivada de cualquier orden. Asi

L{Ft)}) = i {F(P - 1)} - pin-1)g
y en forma sucesiva podemos obtener L{F(n - l)(t)} en tér-
minos de T {F(n = 2)(‘l:)} Yy llegar al resultado deseado.

Teorema 2.5.2.: sea f y cada una de sus derivadas de or

den n - 1 funciones continuas cuando t2 0 y de orden expo-
ncneial (F(t) o e‘t, t»o ) y sea F’(t) seccionalmente con-
tinua en cada intervalo 04t <«T. La transformada de la deri
vada Fn(t) existe cuando M>< y se cumple que

L{F)} = W £(n) - AP TP F(0) - NPT ZF(0)

s 3B =3 garf@) =& o »=E " Lo}
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El teorema anterior puede ser probado usando el teorema
2.5.1. e induccién. Suponga que la transformada es v&lida

cuando n se toma como k, donde 04k <n

L{Fk * i)

L { (FF(t))1) = L {F¥(t)) - F¥(o0)

sk Lot n] = N E() = 3= Splo)
- N 2pu0). .. -F%0)

con lo cual queda demostrado el teorema 2.5.2.
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2.6. la Transformada Inversa

Se denotard como L'l[f(X)} a la funcién cuya transfor-
mada de Laplace es f(\), entonces podemos escribir
L {F(t)] £1%)
F(t) = L7H{£(3)]

|

Esta correspondencia entre las funciones f(A) y F(t) es
1lamada la Transformada Inversa de Laplace, siendo F(t) la
transformada inversa de f(A). Realmente la transformada in-
versa de Laplace no es unica, Por ejemplo, la funcidn Fl(t)=-
ekt es una transformada inversa de 1/(\ - k), pero por otra
parte la funcidn

Fz(t) = it 02t<«2 o t>2

= 1 t =5 2

tiene la misma transformada inversa. El gréfico de esta ul-

tima funcidbn es de la forma

Fz(t) /
/ (2,1)

Geifico 2:6:1.

5
entonces al calcular la transformada de Laplace, obtenemos

L {F,(t)} Ce—)‘t F,(t) dt

(et okt ap  + (e Kb gy

1/(x - k) ‘
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0 sea que:
L{F,(8)} = 1{e*)

lo mismo hubiera ocurrido con cualquier funcién en la cual

hubiéramos introducido un nimero finito de discontinuidades.
Existe, sin embargo, un teorema de unicidad de la transfor-
mada inversa, pero antes de hablar del mismo definamos una
clase de funciones de orden exponencial,
| Sea ¢ la clase que denota el conjunto de todas las fun-
ciones F(t) definidas en el semieje t >0 seccionalmente
continuas en cada intervalo acotado y definamos en cada pun
to donde F es discontinua como el valor medio de los 1limi-
tes por la izquierda y por la derecha, esto es

F(to) = (1/2) [F(to‘) + F(to‘)]

También para cada funcidn individual F e £ existen las

L3 cuando t > 0.

constantes My « tales que If(t)lz- Me
Como hemos visto, de esta manera, garantizamos la existencia
de una transformada f(\) para la funcién F definida sobre
el dominio X>« . El teorema de unicidad establece que no
pueden existif dos funciones de clase © que puedan tener la
misma transformada. Asi, si f(\) es la transformada de al-

guna funcién F(t) de clase & , F(t) es la unica transforma-

da inversa de f()) en & .
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También es importante hacer notar que no toda funciédn..
de X\ es una transformada. La clase de funciones gque son
transformadas de funciones F(t) estdn limitadas a ciertas
condiciones tales como el hecho de que f sea continua en el
semieje A >« y que f(X.) tienda a cero cuando X\ tienda a
infinito.

Si Dt F) v B4 B} existen, entonces:

L {aF(t) + BG(t)} = Af(>) =+ Bg())

donde A y B son constantes. Restrinjamos las funciones de

t a las de clase & y las funciones de \ a las transforma-

das de tales funciones. Asi garantizamos la unicidad de la

transformada inversa y la propiedad de linealidad puede ser

escrita de la siguiente manera:
1l {af(») + Bg(»)] = AF(t) + Ba(t)
= ar L {f(»)} ~ B {g( %)}
por lo tanto 1”1 también es una transformacién lineal de fun-

ciones.
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2.7. Un teorema de sustitucidn

Sca F(t) una funcién tal que su integral de Laplace
converge cuando A>« ., Reemplazando el argumento de la

transformada f()\) por f( A - a) donde a es una constante

tenemos:

£(x - a) = (em(>= a0t p(s) at

(e?* 2% p(t) at
cuando A- a d«x, Por lo tanto:
£f( x» -a) = L{e®¥ F(t))

Ahora podemos establecer esta simple, pero importante

propiedad como un teorema.

Teorema 2.7.1.: 1la sustitucién de A - a por la variable

en la transformada corresponde a la multiplicacién de la

funcién objeto F(t) por la funcidn e?t,
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2.8. Ila traslacidén de F(t)

Yz se.vio en la seccidn anterior que la multiplicacidn
de la funcidn objeto por una funcidén exponencial correspon-
de a una sustitucidén lineal de \ en la transformada. Ahora
se veréd lo que produce la multiplicacién de la transformada
por una funcidén exponencial,

Sea F(t) una funcidén que tiene como transformada a f(X\)

£(\) = \e—)‘t F(t) dt
Asi )
e ™ £(n) = \e-)‘(b * t) prt) at

donde b es una constante que supondremos positiva. Hacien-
do la sustitucién t + b = T podemos escribir la \ltima inte

gral de la siguiente manera
o b ©
(e F(z-1)az = (0ar (e F(z-b) av

-]
Definamos la funcién F, (%) de la siguiente manera:
F.b(t) = 0 cuando O0<«t<¢D
Fb(‘t) = F(t - b) cuando t>D

entonces podemos escribir

£(\) e P = ge‘“’ F (z) dr

esta Ultima propiedad la podemos establecer como un teorema,

Teorema 2.8.1.: si f(A) =L {F(t)}para'cualquier constante

positiva b, o~ P f()\) = L {Fb(t)‘ , donde Fb(t) es la fun-

cién definida anteriormente.
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Veamos los siguientes grificos

-F(t) Fb(t)

—(0,0) ®

Grifico 2.8.1. ' Grafico 2.8.2.

Vemos aqui que el gr2fico de la funcidn F,(t) es obteni-
do. trasladando el gréficb de F(t) a 1la derecha una distancia
de b unidades, y haciendo Fb(t) igual a cero entre t = 0 Yy
t-="b.

La funcidn de salto, S,, tamtién conocida como funcidn

escaldn, definida asi

S(t-b) =1 sitsb
S5p
. S(t-1b)=0 g1.54Db
puede ser utilizada para escribir
Fp(t) = /5.(%) F(t- b)
por ejemplo, si F(t) = 3Sen kt
Fo(t) = 5,.(t) Sen k(t - b) = L1 {ke”?/(3* « 12}

esta Ultima igualdad serd dtil para el trabajo posterior.
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3. ELEIENTOS DE MECANICA CUANTICA

3.1. Preliminares sobre operadores

3.1.,1. Definicién: un operador es un mapeo entre con-
juntos de funciones. Sea P un mapeo de un conjunto de fun-

ciones en otro, por nomenclatura escribimos:
~ - .
P: {funciones}— {funciones}

3.1.2. Clases de overadores:

3.1.2.1. Operadores algebraicos: entre ellos tenemos

la rafz cuadrada, la exponencial, la logaritmica, una fun-

cién que multiplica, etc.

3.1.2.2., Operadores diferenciales: derivada de orden

e e e e

th: g%

dxm

3,1.2.3. Overadores integrales: son operadorcs del ti

po SK(x,y) dx = 13(y) tal que f’(g)f(y) = \I{(x,y) dae £{x).

A la funcién K(x,y) se le llama Kernel,

3.1.2.4, Operadores lineales: un operador P tal que

gl

(af + bg) = a Pr + b Pg donde 2 y b son escalares y f y
g son funciones complejas, se llama un operador lineal. Eg
tos operadores son dtiles en llecdnica Cudntica ya que sirven

para estudiar superposicidn de ondas.
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3.1.3. Problema de valores propios: sea $ un ope-

rador tal que P f(x) = p f(x), donde p pertenece a los

complejos. Decimos entonces que el problema es de valo-

res propios. A f(x) se le conoce como la funcidén propia

~

de P y a p como el valor propio de P.

El problema fundamental de Mecdnica Cuéntica para esta

dos estacionarios es un problema de valores propios.
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3.2. Obtencidén de la Ecuacidén de Schriddinger

Lo que necesitamos describir es un sistema fisico con u-
na funcidén matemitica que tenga caracteristicas de onda.

Contamos con las relaciones de De Broglie - Einstein:

x:% (3:221°)
E = he (3.2.2.)

donde X es la longitud de onda, E es la energia, h es la

constante de Planck, p es el momentum lineal y ~ es la fre-

cuencia.
Sea: w = 2Tv
-1
h=(2n/h)
k = 2% /%
K = Kx X <+ Ky y + KZ z
Kxi = 2n /%

Consideremos el caso mis sencillo que es el de una par-
t{cula libre y una superposicién de muchas ondas de la forma:

W’(x,t) = %F Ai Cos Kix Cos wit

con oscilacidn en el espacio y en el tiempo. E1l coeficien-
te Ai da la importancia de la contribucidén de-una longitud
de onda dada.

Ent = 0y x = 0 todas las ondas se superponen construc

tivamente.
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Si todas las ondas tuvieran la misma longitud de onda,
todas interferirian constructivamente, pero A cambia y por
ello las ondas cada vez interfieren més.

Ia superposicién mis general de cardcter complejo es de
l1a forma exp(i(kx - wt)), que es una onda compleja que os-

cila en el espacio y en el tiempo.
exp(i(kx - wt)) = Cos(kx - wt) + i Sen(kx - wt)

Entonces podemos escribir

5 ;(k‘-wt\
?:‘—“- A(k)e ak = \Y_ (xD

-

para una dimensién.

Para tres dimensiones, tenemos

_ (k-7 -t
EB (o) = - Al e e Ak
(=)

Se procederi a encontrar la ecuacién diferencial que es
satisfecha por jf(f,t). Sustituyendo D =hky E =h w

en la integral, tenemos

. _ |\ LS R - N
\..E (7.%) _-ZZ—T‘—“—\\5 \¢(P) e d‘aP (3.2-3.)
de aqul podemos obtener
; . Ws-F e 5
" = _ | NN 2 - v
R ED_{ ¥ (z.4) = k‘,)\@\?) E\v‘ﬂ e d}?
Ahora E(D) = p2/2m
Ademés
TP A -‘.ﬁ'?/"\
N s ¥ = = % e
i"_flze;?'“‘ _-,“1.1 e\;,;p\, —
2™ PR = -—B(p e
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Asi tenemos que

AR VAR NS

2m

"
b5
- o
\
m
tad
>
o
—

gr i 1$-F
o R_mm‘\‘b\ﬁ RERIL I

5 - 1 ip-F 3
Bia e \c\)ﬁ,)e“"“ zh; SR S L

(2’
AB ¥ A - VEY[R)
= -:m\s \Q W e e in IR i
kA
Wp-x -=O/ 5
= = EG) e & = -k 2 P
(€3 (N \Q‘P) 5 & N

Por lo tanto

D PG = - 9 G
2% 2m

. ° - L
que no es méds que la ecuacidén de Schrddinger para una parti-

cula libre.
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3.3. Los postulados de la Mecanica Cudntica

3.3.1. Definiciones

3.3.1.1. Variables dindmicas: una variable dindmica

es cualquier funcién de p, T y t.

3.3.1.2. Observable: un observable es cualquier va-
I

riable dindmica medible, en principio, en el laboratorio.

Clisicamente todas las variables dindmicas son observables,
pero cuidnticamente no. Ejemplos: 1la funcidon de -onda, el mo

mentum en un punto, la energia en un instante.

3.3.2. Postulado I: este es el postulado de existencia
y probabilidad, que dice que para cualquier sistema fisico
existe una funcién Y que depende de q, vy t que contiene tgo
da la informacidn obtenible del sistema.

q son las coordenadas del espacio.

t es el tiempo.

v son las coordenadas intrinsecas, esto es coordenadas
de grados de libertad internos, en particular el spin.

La interpretacidn fisica de Y es que Y YaV es el ele-
mento diferencial de probabilidad para encontrar el sistema
de‘coordenadas entre g yq+dgq y a un'fiempo § o es la
funcidén conjugada de ¥ y dV es el elemento de volumen, dado
en coordenadas curvilineas ortogonales como

dv = Tj- hi dqi donde hi son los factores de escala.
i !
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Si ¥ Y se interpreta como un elemento diferencial de

Probabilidad debe cumplirse que
g‘f‘t’dv = 1
haciendo la integral sobre el espacio de todas las particu-

las.

La funcidn de onda debe de cumplir algunas propiedades

importantes:

a) debe ser continua; ademds la primera y la segunda
derivada deben ser continuas.

b) debe ser monovaluada.

c) debe ser de cuadrado integrable., Esto puede ser in-
terpretado como el hecho de que la funcién de onda sea en

cada punto finita, esto es, debe ir a cero en o,

" 3.3.3. Postulado II: Operadores y observables. Para
cada propiedad observable a de un sistiema existe un opera-
dor lineal A hermitico correspondiente, tal que el valor de

expectacién o promedio del observable a en el estado Y vie

ne dado por

Cpy = JLTAY av

§9*Y av

J:3adals Definicién: wun operador A es hermitico si

\“\-’-.’Z\“f; = \LK) A \K“ a\
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donde las integrales se extienden a todo el espacio, Ve 3

Yj son cualesquiera par de funciones que satisfacen las

condiciones impuestas antes.

Teorema 3.3.1l.:

los valores propios de un operador hermi-

tico son reales.

Demostracién: sea A un operador hermitico y a, su corres

pondiente valor propio, tenemos que
‘B\\fn = Q,\\ﬁ“

SN APVELE AR A

n

On \‘S?: Y. av
Por otra parte, debido a que A es hermitico
\‘i: AL av = \‘2“ AMw?ay = o & PR
de aqui que a, = a] , e inmediatamente concluimos que a

debe ser real.

Teorema 3.3.2: las funciones propias de un operador hermi-

tico forman un sistema ortonormal..
Demostracién: sean ¥ y & dos funciones propias de un

operador hermitico A, tenemos

AY - ¥ (3:310)

A ¢" =a,9" (3.3.2.)
multiplicando (3.3.1.) por la izquierda.por ®*y (3.3.2.)
por Y e integrando, encontramos

\q;?\\g av = o (4% ¢ av

S‘f’[\"c»'au = O;S‘ftb’dv
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por tanto
(o.-o,\\qf’ Y av =0
Si a, # a, la integral se hace cero, esto prueba que
las funciones propias no degeneradas son ortogonales. ILa
condicidn de normalizacidn previamente estatlecida obliga
al conjunto de funciones a ser ortonormal.

3.3.4. Obitencidn de operadores

Para obtener los operadores, la expresién clésica para
el observable de interés se escribe en términos de las co-
ordenadas, el momento y el tiempo. Iuego se sustituye, pa
ra coordenadas cartesianas, el momento p, por el operador

q
diferencial -ih o
oq
Como un ejemplo de este tipo de sustitucidn, se constru
ird el operador meédnico cudntico para la energia cinética
T. La expresidén clidsica para la energia cinética de una
particula en coordenadas cartesianas es

2 2 2
T = (1/2m) (p,” + p,” + DP,°)

haciendo la sustitucidén por el operador correspondiente, ob

tenemos
T = (1/2n) [(-ing)? + (in2)? -« (-iha_)z
- ox o4/ - o
o bien
T = (-h®/2m) [9_ .y
ot o o
> (-h%/2m) v*
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Aunque la ecuacidén (3.3.3.) fue derivada utilizando co-
ordenadas cartesianas, la expresién es valida para cualquier
sistema de coordenadas.

Quizd el operador mids importante es el que estd relzcio-
nado con la energia total E del sistema. E1 operador co-
rrespondiente es llamado el Hamiltoniano H. Para un siste-

ma de una particula es =T +« ¥, donde T estd dado por

>

la ecuacidén (3.3.3.) y V para sistemas conservativos, que
es el caso que nos interesa, es solamente una funcidn de las

coordenadas q; por lo tanto

AsTegeoi¥° & Q(q} (3.3:8.)

2m

3.3.5. Postulado IITI: Postulado de la medicidn. Este

postulado es el que nos comunica con el experimento. Sea ¥
1a funcidn de onda de un sistema, A el operador que repre-
senta la propiedad A del sistema, {Yj : aj} el conjunto de
funciones y valores propios de A. Tenemos que

a) al hacer la medicidn de A, si Y= Yj para algin
j» el resultado de la medicidn es as siempre. .

b) si ¥ # ‘fj, entonces la medicidn para el sistema da

uno de los aj con cierta probabilidad.

Teorema 3.3.3.: Teorema de completitud: 1las funciones pro-

pias de un operador hermitico, que representan observables,

forman un conjunto completo.
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Esto significa que Y definida en un dominio D, puede
expresarse como
1 = %C'\Y'x
{Yj} son las funciones propias de un operador hermitico
observable definido en D.

Demostracidn: sea

ot - Ty -o (3.3.54)
si a es igual a cero, entonces todos los Bj en la ecuacidn
deben ser iguales a cero, dado que las funciones ‘fj son

linealmente independientes. Si esta fuera la unica proba-
bilidad, entonces ¥ deber&a de constituir un miembro del
conjunto de funciones linealmente independientes; sin embar
go debicdo a que los ffj} forman un sistema completo, enton-
ces son una solucidn para la ecuacién (3.3.5.). Con a 0
tenemos

Y=g ZLBSCS
3

haciendo Bj/a = Cj queda demostrado el teorema.

ICj‘2 da la probabilidad de obtener aj en una medicién.

Antecs de analizar esto hagamos un cambio de nomenclatura:

(P AL av = (PRI (2rtav = (21D

por normalizacifén se cumple que

Celey =1 = Z¢fCp (Rl
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pero {le es tomado como ortonormal, por lo tanto
)Y
Z gl =1
)
Ahora calculemos el promedio de A,
LAY CRIRLRES
ZGTG CRR YY)

Es decir que podemos interpretar que \Cj\2 es la pro-

babilidad de obtener aj en la medicidn.

3.3.6. FPostulado IV: Postulado de la Evolucién Temporal.

Ia evolucidén temporal de un estado Y (g,t) viene dado por
la ecuacidn diferencial

%o¥ . B '
’h%t_ = B (5:3.6:)

~

donde H es el operador Hamiltoniano para el sistema. La e-
cuacibén (3.3.6.) es llamada la ecuacidén de Schrédinger de-
pendiente del tiempo.

3.3.6.1. Definicién: estado estacionario es aquel en

que las propiedades observables no dependen del tiempo.

\
Teorema 3.3.4.: Teorema de estados estacionarios: para

cualquier H « 2w la solucidn de (3.3.6.) es

EHAS RN
Yixa) = P e

donde Y es la solucidn de 1la ecuacién diferencial

H Y(l) = E‘h-)
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que no es mis que un problema de valores propios.
Demostracién: supongamos
Y (xd) = Y 9

Ay WY
) 4

por lo tanto

Q)(t) C\ Y = ih Y % (L] RNY

dividiendo ambos lados entre ¢to Y

Hyw _ ik 23 QW

Y Qwy ot

por lo tanto se cumple que

& _ . .
D=t (3:3+7: )
y ademas
HYw = ¢ Y (5:9:8: )

es evidente que la solucidn de (3.3.7.) es

=ict |}

dw = e ya que $(o) =0
Pero por otra parte
E = (W 4
o LRIRIYY  CwIAIYY
Cered | <WY)

de modo que E = C, puesto que { {/¢) = 1. Con lo cual que-

da establecida la prueba del teorema.
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L, DETER!II'ACION DE LAS RCLACIONES DE DISPERSION FARA UN
ELECTRON QUZ SE IMUZVE EN UN CRISTAL INONODIVERSIONAL

4,1. Z1 método de la transformada de Lapnlace

Toda la informacidén del estado dindmico de un electrdn
que se mueve en un cristal monodimensional esté contenida
en la funcidn de onda Y (x,t), la cual es solucién de la
ecuacidén de Schrédinger

_ - O (x
HY o = k[_a_‘%‘_&l (4.1.1)

donde H es el Hamilton®ano que viene dado de la siguiente

manera:

kS

H B (?’3 = B (5.3.2)
v eV(x) es la energia potencial que actua sobre el elec-
trén; nétese que se ha sustituido el laplaciano por una de-

rivada de segundo orden, ya que se trata de un cczo monodi-

mensional.

-_
~

zctec potencial es siempre periddico con periodo a, esto
es V(x + na) = V(x) para cualquier entero n.
En los estados estacionarios, donde la energia ecté per

fectamente definida, la funcidén de onda es de la forma

Yaxay = P esp Q4§%5 (4.1.3)
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donde Y (x) satisface el problema de valores propios

HYw = EYw (k.1.4)

K’_g_ a' -eVg-\l*’mt E W

2m 4
Por comodidad de nomenclatura se escribird Y en lugar
de k\')(x).

iultiplicando la dltima ecuacién por (-2m)/h%, queda

4 + 2me V| ¥ = -2mE YW
axt R )

2l hacer las sustituciones

U = oge Vo -
Kl = 1—:\:— E (L'f.los)

podemos escribir finalmente

[_d;._ & IU(\\] \\) = —\C"\)

axt o
Se tiene una ecuacidn diferencial con coeficientes pe-
riédicos. Las soluciones de las ecuaciones son de la forma
‘P(x\ = e.“:' Ulx) (L‘-l-'])
donde uwy es una funcidén con el mismo periodo que el poten-
cial; esto €S: utxsna) = uw para n un entero. Se nota que
las soluciones de la ecuacién (#.1.4) son ondas planas, mo
duladas por la funcidn periddica uw y esta funcidén tiene

valor uno cuando los efectos de la red sobre el electrdn

son despreciados (particula libre).
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Al *omar la ecuacidén (4.1.7) y un entero n, se obtiene

\P“‘“Q\ - e‘?(“‘l(- vt\o\] Ulx emna) = exp ('\\\'!\o\ “‘g‘\ (u.l's)
Lo mismo se puede hacer para la derivada de
Y‘(!QM\ = exp LiKna) ‘\"(.\ (u’olc9)

donde k' es un vector en tres dimensiones que depende del
valor propio de E de la ecuacidén (4.1.4). Este nimero de-
be ser real para gue la funcién de onda en la ecuacidn
(4.1.7) sea finita para todos los valores de X.

Los valores de T -en laz ecuacién (4.1.4)- donde k'
es rezl determinan las bandas de energia permitidas, que se
pueden obtener mediante 22 relacidén de dispersidn.

Ia relacidn entre T y k' se determinard para casos uni-

dimencionales utilizando el :étodo de la transfor.ada de

3h

Laplace. Se procederd a multiplicar cada lado de la ecuacién

(4.1.4) por g AR
e-x‘ d“\’ + 2 Uy e-h \‘\) = 'K‘ Q-x- ‘,
ax? a'

e integrar de cero a infinito

® L) -
3 5 -\

\e" 3’y a. ‘g 2 e Uta Yran :-\&‘e Y dx
axt & at
©

Al aplicar la definicién de la transformada de Laplace se

tiene que

e-\‘Uu\ Yo dx = -W Yl)u\ (Ll'clalO)

e

ant Ny

v Ax
S el 'Y dx + 2
(-}
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donde
Yo = L{Ww)
Al aplicar la transformada de Laplace del lado izquierdo se

tiene que .

L { d“" % % L&Um “(’mk = = XA
Utilizzndo transformada de derivada obtenemos

¥ Y] - 2o - Yo 2 & L{ U Yl = -« L{w}

despejando L{vw)

eI
L{ \\)} = )s\\"(o\ ~ ;\:l:\ k: ar L{Ul\\ \\’\i\k

Por lo tanto

Le = Yo e 2 Yoo v Jo 2 LYt} (2,1,11)
W K PSER'S a Wk

Tz funcidn de onda, en términos de su valor y el de su deri-

. .
vada en el origen [‘&a Ng ‘?un] , puede ser detersinada Qo

4 !

la ecuzcidn (4.1.11) tomando la transformada inversa de Za-

tlace
Yoo = Yoo Coskx « Y 5C“\*" - M
' NS e 1

-zs condiciones de frontera de las ecuaciones (4.1.8) vy

(L.1.0) valuzdas.en %= 2, dsben de coincidir con el de la
funeidn de onda valuada en el origen y, en rariicular, para
n=1
Yar = ¢ P (4.1.13)
Yo = o Ko (5.1.14)
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Ia ecuacidén (4.1.12) junto con las ecuaciones (4.1.13)
v (4.1.14) proporcionan un sistema de dos ecuaciones linea-
les en Y ¥ Y . 21 sistema tendrd solucidén sélo para

o

deterninadas relaciones entre la energia E y el momentum

k' y éstas son las relaciones de dispersidén que precisamen-

te =e dbuscan.
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4.2, E1 electrdén libre

Se procederi a analizar el caso de un .electrén libre.
En este caso no existe red por lo que U (x) = 0 para todos
los valores de x y el Ultimo término de la ecuacidn (L.1.1Z)
es cero. Entonces se tiene gque

- .Q akx
Beo = ¥ Conlex v N Seows (L.2.1)

Valuando la ecuacién anterior y su primera derivada en el

punto x = a y usando las condiciones de frontera dajzac por

(4.1.13) y (&.1.14), ctienemos un sistema de ecuzciones 1li-

neales en Yo y en R

)
e‘k° Uf‘(o\ = Wi Coska + 2! Yo Senka
w

e;kh Yy = kW) Senwa + Wior Coska
o sea que

Y [Cosko - eiklal ~ Senka Wi = o

L
K
Y(o) Kk Senka + Yo [e‘k° - Qoska] =0

Zcte sistema d2 ccuaciones tiene solucidn no trivial =i ¥

s8lo si el determinante de los coceficientes es iguel a cero

Y - (h.2.2)
-e kSenka e Coska -\

Obsérvese que se ha multi-"‘czdo la derivada de la ecuacili

=i%'=z

(4,2.1) valuzade en xz = a por e rara facilitar cflculos

posteriores.
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De la ecuacidn (4.2.2) se llega a

W Ko
Del, = (Cska - e' °\ Lia  Casla = 1) .4 \ KSen ka € =0
-k ‘\.0 -\‘\Q
Det, = ° Cos ko - Cosha - Coska + e 4+ Sen ko e = Q0
--\to '\\\‘0
O =e + e - 2Coska
0 = 2 (CosKa - Coska)

Coska = Coska (4.2.3)
por lo tanto

K = K + 2m = o.\\2

S W (4.2.4)

Tomando en cuenta la definicidén de % en términos de E

Kx = 2w &
R

se tiene que

Y2
(ZNE)
Tgualando esta ecuacidn con la ecuacidén (4.2.4) obtenemos

1)
(z_ms)" y . e

Rnt = WE a
’2"_:‘:\ E = (k‘ ¥ E-‘-)l
€ :__’_ K o+ m\) (Ll'.2.5)

entonces la ecuacidén (4.2.4) permite determinar la constan-
te Y en términos de W

De las ecuaciones (4.1.13) y (4.1.14), se ticne que
\’plo\ = ‘i‘(_g\_

Yo Yol

“)‘(o) = i‘(ﬂd\ L\, (o)
Yia)
pero

c'k° Yoy = Wiy Coska + M Wi Senka
"
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Y (" - CosKa) = + Y

vy Sea (Ko * 2wY)

Cos ko = Cos\Wo ka = Ko * 2wl

utilizando el teorema de de lMoivre (ele = Cos8 + 1iSens8)

y la férmula para el seno de la suma, se obtiene

Y(Q\ (i Senka)

l‘)‘(ax _5_53 (k‘o > 1“9\
W

Y'ed = ik = & (W 2 2M) Wy

Al sustitufr este resultado en la ecuacidén (4.2.1), final-
mente gueda

- . 2wl Senwx
\\’0(-0 = Yoy Coskx + 1 (k x T) Ywo) W
o
Yotxd = Yian (Coskx + 3 Sen\x)
Wk
Lx) = Yo & *

Yotxd = Yo exp{'\(k't %)xl (k.2.6)
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4,3, Caso monoatémico

Se procederi a analizar el caso monoatdémico, también co
nocido como el modelo de Kroning Penneyy En este modelo el
cristal monoatdmico estd constituido por &tomos iguales, co-
locados en las posiciones x = 0, x = a, x = 2a, etc.

T1 potencial electrostdtico de cada &tomo se representa
por una funcidén delta de Dirac de tamafio P, localizada en

las posiciones de los Atomos y que puede ser expresada de

la siguiente manera
<

U = a2 P £ (x - no) (L"-B*l)

fz-O

La funcidn de onda para nuesiro problema puede ser obtenida

a partir de la ecuacidén (4.1.12)

Y ) = Yo Coskx + Wio Senkx _ 2 g% L L*_‘_&_‘*_\ﬂ\
Y Nt

usando la ecuacidén (%4.2.7), encontramos

©
-An ©
\_KUu\ ‘\’u\\ = \e ‘Q 2 ° S(x-nn\\\)\\\\ ax
LA R -]

[~}

(4.3.2)

para realizar esta integral se debe recordar que
SFW\M\%Jdt= W)

si el intervalo de integracidén contiene a to. Zn esie ca-

so conviene hacer F(x) = e ™ Y (x), entonces

L&Uu\ "\’u)\ a Pl \ $(x-n0) e-h R ax

L \Uh‘p ‘\’U\\} = abP %_ e_\m "\)\“0) (u‘3 '3 )

nio
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La transformada inversa de Laplace que aparece en la

_ecuacién (4.1.12) es
L—l{LS Uy ‘\’u\‘k -1 { e e ‘\-’tnc-\l

R e 8 oA wt

aP 2 Yewa L { 'h.k

LAY ] k‘

= aP 2 ‘\,\M\ 5..!\\&(‘-'\0\ O (x-na) (l}. Bou )

e

donde se utilizé la relacidn

é“'#@ = Ll Rlw) (4.3.5 )
por lo tanto

U L™ ) = R
donde

Fb\\\’o '04{‘5 (Ll’¢306 )
= Flx-v) L >%

n este caso b = na

Fuo = SenKx
w

y se intreducs 1z funcidn de salto Uw definida asi
Utx =) =\ x>c
Utx =) =0 w&e

para que dec csta manera se cumpla que

<
F“.,(l\ = O QrEIw e

Senkix-na) % >na

= F(u-wol =
(% -no %

For lo tanto la funcidn de onda para el caso monoatdmico es

o
- \
V‘\‘\ e \V(°\ Qosk‘ + “"(b\ 66‘\\\‘ - 3{. z \?‘U\Q\ 5enkk\"‘\°\ u\‘-'b\ (br . ) L ? /
w o o
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El dltimo término de esta ecuacidn es diferente de cero cuan
~do N4x<a, para n = 0, debido a la propiedad de la funcidn
de salto.

Se aplicardn las condiciones de frontera expresadas por

las ecuaciones (4.1.13) y (4.1.1%4)

Wa ) .
e‘ Pio) = VorCoska + M - 28 Y (o) Senko ~ ‘\
” k aw (+.3.8)
%YW () = —K V(o) Denka + W (o Coska - 22 ¥ Coska
: a

NStese que se ha tomado en cuenta el hecho d2 que U= 1;
ademds de aplicar la ecuacién (4.1.14) se tomd en cuenta que
el producto del seno por la derivada de la funcién de salto
(que es una funcidn delta de Dirac) siempre es cero.
Reordenando las dltimas ecuaciones
Yo [Conka - €% - 28 Senuo] + Wia Be¥a - o (539 )

o “kKa
-k ‘ Z
b AT [-k Senka - 7-?9 Comlkal ™ + Wiy [C.osko e -\\ =0

donde se han multiplicado todos los términos d= la Ultima
]

ecuacidn vor ¢ *%@, mTomands los coeficientes d2 N7

'.lc

Yy el determinants es igual a cero

'\RQ X Sen ko Senka
w % w .
Det, = -iko e

<K
e ¢ [-K%enko - 7‘{- Cosko\ e Coska -1\

Resolviendo el determinante, se2 encuentra que

W - AW
(Co-.uko -y -E—:— Sen\m) (e ®Coska —\\" 5‘:"‘“ e °(-k5enm- ?.;2Cos\xo =0
-\Ka % © Wa 2® _-\Wa
€ Co'ka - Cosha - Coska & e™® -T2 ™% Geaka Coska + 2° Seno

awn
'“\'0 'Y “\RQ
+e Senka 4 Z-.E e Senka Coska =0
Ql
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“\Wa W
e -ZCosko*e‘Qb%Eenko = 0
a
2 CosXa = 2Coska —_2\% Senka
a
CosKa = Cosko - £ Sen ka

= (4.3.10)

Combinando la ecuacidn (4.3.10) con (4.3.9 ) se obtiene 1la

relacidn entre ¥ y Ww y al introducir esta relacidn en
la ecuacidn (L4.3.8 )} se llega a la funcidn de onda.

Si se consideran valores extremos para P, se obtienen

resultados muy interesantes; por ejemplo, si se hace P = 0

1z ecuacidn (4. 3.10) se convierte en la ecuacidn (4.2.3) que

es el caso del electrdn libre. Si se hace tender P a infi-

nito se ve que la ecuacibén (L4.3.10) tiene soluciones finitas

solamente si Senka = 0, lo que significa que ka = n¥ ,con
n=0,1,2,3,..., que corresponde a los niveles de energia
para una particula que estd encerrada en una barrera de

potencial infinita.
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4.4, Caso diatdmico

1)

xisten dos clases distintas de 4tomos por celda unita-
ria, cacda una representada por una funcién delta de Dirac

de termallo Pl N P: 5 localizadacs en las posiclon~s 0, ta,

* 22, £32, ..., para un £iomo y P2, 2 + NHa, Pa % Byliues
para el otro dtomo. Se ha supuesto que 0<¢ B el ¥y p, es i-
gual a cero. La energia potencial de la red se puede expre-

sar cono

oo . o
U = a Z P Sx-ad) + a7 R 8(\-((\\@0:{‘
N3

LA RL ]

e

Un) = a :i_- e, &‘x-\rn(_;;)c{\ (llr.lhl)

peciales en que A,= 1/4 y 1/2 la ecuacidn

=n los ¢

0
"

28 €

m

(L.4.1) expresa el modelo de la estructura de ensamble de

: :
zinc y de 1

-

aCl, respsctivamente.

-

N

Ttilizan

o gl xe

o)
m

ultado de la ecuzcidn (L.1:.1) se pro-
eré 2 encontrar

i { L{Uw ‘\’m\k

SR "

L-‘ {L(U\‘\ \\,U\\\ :\.“{L (O .‘:Z:'.- ; P8 Ux-tnamda) *’Ln\&}

o k! 2o

o=l L( g. ® Ln-no) Wy + ;_ P S(x-(nsd0a) ‘?g‘\}
eds L \oet

-1 { P L { Z. §(x-na) Wu\‘ . 2 \_[ E-. Elx-(ne ts.\o\‘ﬂnj

= Q
L \‘ ¥ k‘ \l. 4 k.
o N ShRa «© A e—\\nocfs.o)
=aP 2 Pl .t 488 7 WPinsvsad T oS
nsIo D LIPS w? B » W
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&) -
L {M - oW 'Z \\)h\o\ Sent(x-na)l U(x-na)
VYoo nro [

+ 88 2 FVisrvie 5‘“““;“"“5‘“5 Ugr-no-piay (Lo1H,2)

neo

Al sustituir el resultado de la ecuacién (4.4.2) en la ecna-
cién (4.1.12) ce ottiene la funcidén de onda para el caso di-
atdémico

\Vz () = Pior Coskx + Wit Denkr
™

-

-03: Z R‘\"an) 6en(k(x—r\o\) Ulx-na) +

'f; :22 R Wi (ne +(3,0) Sen (kix-na-3,a)) Ulx-na -p,0) (4.4.3)
Cuando los valores de x estidn comprendidos en el intervalo
0<x<«a solamente loc términos de los sumandos correspon-
dientes a n = 0 contribuyen a ¥,(x) debido a las propieda-
des de la funcidn de salto.
Al comparar la funcidén de onda para el caso monoatdémico-
ecuacién (4.2.13)- con la del caso diatdmico - ecuacidn

(4.4.3)- se cncuentra que

Yoo = R = B Y(pa 2en(kix-pa) V- p0) (L.4.4)
Esta diferencia ocurre solamente para valores de x tales
que x > p,a; es decir, para puntos situados a la derecha del
secundo £tomo. =n la celda unitaria a la izquierda de este
dtomo las dos funciones dc onda ticnen el miswmo valor.

Al aplicar la condicidn dc frontera (4.1.13) a la fun-

.« 7 -
cidn de onda encontramos

e;“ ‘*’;(o\ = Yo Cosko + W 5.:k° i fﬁ‘ B ¥ Rambal Ly ¥

3 B Y, (ha) Senklo- ) Vle-p0) “““-5)
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y ' al utilizar

Uty =

U ta - (5‘0\ e\

P, (ero) = W Llaad
W, (o) = Riw) CoskBra » Rt SeakBin e We) Denkpia
Y = ¥ ) Wie) = Wl

obtenemos

\‘,7. (‘5;03 = \Y."Le\ Cosk(S,.o * ‘le\ SearBa

Splod Dentfie | 22 Rite) Senka
w ak

Sustituyendo en (4.4.5), tenenos

okl ¥ ’
e‘ ® \'\)-., o = Yo Conka \"“Lo\ 5e+\ﬂ° - 75%. "\’,‘(c) Seaka - _:_;_\ 2 Senkla-a.) 9,t0) ConkBio +
* Wi Senbhin L KN AN Se-\\s(’;,_o.—x
® o%
Simplificando

eliku *!L(c") = Yo Coska + “l’a'lo\ Secka | 2P GQenka Yle) +

aWn ’
- 2P Senk la-fw) Corvap, Wto - 2Py Sen Wla- (30) Sen KOO Witadw
awk an w ¢
4P P, Senw lc-(0) Sen PNERSY Uezlo) 2

o' Wt

Y. Lc\‘-Cosko & wS %Senkd - ::% Sen kla - 3,0) Cos Ko

A
O Sen k (0- A,0) Sen \«(5,,@.] + Yo [ Senka

o k? 1’8

_ 2 B Senk (a- Bo) Senn(®:a \ = O

ak w
ea

£+ fanka o BB San ke lae b Contmn

‘ ak ak

A ABR Sen W Ao Senklo-Pw)
a' k*
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I~

gl. = "l?_"_ Sen ko - 3,0) Sen kAo
aw w

se tiene que

oo [eme 0 ] - Moo o2 =5 e
Al zplicar la condicidén (4.1.1%4) a la primera derivada de la

funcidn de onda .

Tka \ .
e Yo = - o) K Senka + ¥ '(oyCoska - 2P W (o) Coska 4+
Q

~~
2=
=

ﬂ

= %‘ AR (e Cosk (a- ®0)

y el hecho que

"

-] (@.0) Y, (Bo) = Nia ConPia = E A “;en\\:(ét_n - 2% Wi Sen W@, a

ak

5.
k\)’ttﬂ\ CosK{S;Q -+ Msvgh.h—a- - 2—& \PILQ\ &skp‘g
ak 5

{

se obtiene
e"ka ‘-?,: ) = -k Senka + Wlioy Coswa - 7% Coska Wyto - %P‘L Cos klo-@ae) {lﬂla\Coskﬁpf

Senk Mo
w

+ ¥ 2 R sen \\(5,91

Al expander el Ultimo término del lado derecho

Ko "
e “P-,: ) = —Yiork Denko + Lo Cosko - 7=§‘ Cosko ¥ to) +

- 2P Cos kla- 3,0) Coskpia Wte) - = P Cos la- (o) 3«7‘*@‘3%‘(& .
(=) (-3

& 4P P Coak la=-p0) Sen Ao Y, (o)

T

ko

y agrupar se llega a
“(‘,_(o\ \:\\‘521\\&0 - "1_:9, Coaka - % Coakla=-3a) CoskBa + 4RR (o \\(0-(5\0) 5‘“\‘[&‘% e
nat

+\\’: te) ‘._eqik'a + Cxwo - %— ?, Cosk (o= #0) __Q-_S"‘: °] = o

A1 sustituir

§ = Z P CosMla-Pia) Senkmia
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1, = 2 Coka - TR Corkla- o) Lorkpo

(-3

+ 4APD  Cos kla- @) Senw 0
Wal ;

en la ecuzcidn anterior y multiplicar por e ~* % se tiene
-ika -\a \ -ia “Ma \

‘\’,lc)[-ke Senka ~ 4, € 4 \\’lte\[-\ re (ko ve X.:\=o (4.4.8)
(5.4.6) y (4.4.8) forman un sistema de ecuacioncz linezle:

en \Vl (o) y ‘.Y; (0\

\\;tm) [kao 3 e‘f.\\‘\ﬂ - 8\\ % Y““” [é‘%“_ » 31\ =0

-ike

Vo [ksia o 3] + Yo [ cnva-r 28, € |-

entonces
oska - e % 4 . __e: 2 & X,
Dat, = =0 . (h.&.2)
.'gk'Q -‘uk‘O Wo
e ‘_—K‘.'Denko. ~34 e Cosko -\ 4 § e

Zos términos &, , 3, , 3, Y &. involusoon €1 tamefio del ro-
tencial v aparecen por causa de lc introduccidén de unc o

mids 4dtomos en la celda unitaria.

‘Sea 2, la contribucidn de la diagoral principzl al de-

terminante
‘Ka ik AW
Z, = (Coska - & *8.‘(& ? Coska A w8 °
& ' _“ 2 -‘\k‘
= Qos‘ko e ko Coska o 3.‘ e 4e Coska - Coskwa + e ¢ - &.‘ .

<K 2
+ 3 ¢ ®Coska - §, +3.3, g e

-\Wa

" -¥o
= e'™% . 2Coska - L, +8) + e [\8. + 82 Cosko + 4, 8';\ +€ L va
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1;9

y sea Z, los términos de la otra diagonal

-ika
2-2 = - { e [-k":enko + 3;\{-‘“— Senko + a‘)‘]
BN - g =W
= [K e °5e'\‘~o-xse °l ‘—“: Senko 4 !\\
= =Ko 2 -\Wo -\Wa N
e Sedka s 3, k€™ Seava - § € Senka 8 9 TN
w®
=1\ -ik'a
2.. — ® Sedna -€ [35 5_‘&\‘3 - s,v\&nka + 8.831

En virtud que Det, = 0 se tiene que

L. 2, =0

o AW B
bet; =& _ sesve = Ty e e Sitadte 4 e N [(8,~&‘)(‘.osuo + 8 8..] *
. W sane
- e. a 5:,\‘\‘“ - * (83 2:‘\“’- < 8‘\\ Senka & gL3‘1 = o

S5 ) “ik'a
S -2Coswo - (3, +3,) c"“‘ 4 e-‘ko (Cotka + Sentka) + e [(2.*3..\ Cosko +

gu Xﬂ s 35 5::\\0 + 31\‘ Senka - 8:8\1 = O

Det, = -2 Coska -0 +8) + 2CosKa b [k&.d 8 Coska + 3,8, - Y 5.:\0*

+ Jwsenka - 8\3,1 =0 (4.4.10)

Ias soluciones de interés son aquellas que representan on-
das viajeras ( Yixsnoy = expliknay Ywo) ; por ello se tomard
K como un numero rcal. DPara esto se deben cancelar los
B

coeficientes de e~ en la ecuacidén (4.4.10)

-ZCosko-(g.*s.ﬁ + 2CoskKa = O

2 Couklo = 2Coska » (& + 1)
COsk'o - CQs ka & (‘\ 4 S-A\ (u’uu’oll)
2

que es unz relacidén suficientemente general.
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Como se considera el caso diatdmico hay que sustituir

vzlores de § y 3 en la ecuacién (%4.'r.11)

Lre’voe

. 105

Coska = Conka s X \_-2-_ Senka - 29 Coukpo Denkla-p0) 4
2 ok ak

oW ok

4+ 4PB Seqk@pa Senklo-fBo) - 2B SenkfBia Cos kkn-ﬁ‘o\-l
Al simplificarlz encontramos

CorsWa = Coska - —pi- Sentwa - B Coskpa Senkla-p0) +
Ql ak

- Ei— Senkpa Cas kla-pu) + 7-_9‘%. Senw la- 310) Senk3,a
Q a*k

Coska - B Senka - P Sen (kR + ka - kﬁ:ﬁ) +
ak ak

KN i‘pl 6e“k LO- (5\0\ 5@"\“(5)_0

W

Coska - P Senka .- P Sen ka
aw aw

y 225 Seankp - (5,_0) Sen k@3, a

a*W?

CoskKa = Coska

- Senwo \P‘ ~D;\ +
ak

4+ 2PP Seak la -3,0) Sent
ak?
(+.4.12)
ue ez 1z relacidn de dispersid

n para el caszo diatdmico.

e e —
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L,5, Caso triatdmico

Como so vio anteriormente la relacidn de dispersidn dad-
nor la ecuacién (4.4.11), para cualquier estructura monodi-
mensional reriddica, basada en funciones delta de Dirac de-
pende tnicamente de § y 3,. ZIntonces, se ruede obiener
la relacidn entre la energia y el momentum nzra cualquier
nimero P de atomos diferentes. Se procederd a analizar el
caso triatdmico (P = 3

Seanp@.a » pa Y By las localizaciones de los dtomos en
la celda unitaria ( @g; <1, i =1,2,3) ¥y F1s Poo P3 el
tamafio de la funcidn delta de Dirac en esos puntos. Inton-
ces la energia potencial para la red completa puede ser es-

crita como

U = a Z Z_P; étx-kns{sﬂo:l (’, z 7

Az~ im

.eon B, = 0.

Se puede encontrar la funcidn de onda utilizando las
ecuaciones (&4.3.4 ), (4.3.4 ) y la ecuacidn anterior
@ 3
L{U(-\ ‘?mS - a z Z P Y (rav 3D Seak(x-na-(3la)
A‘ & k‘ = neo 1=t <
U(\:-r\o-ﬁ;;o) (L',.S.?_)
\-\4“5 x) = ur‘(g\ Coskx + \\yko\ Senx *
"
3
-2 3 P Y, (pio) Denkx-(ia) Uix- (o) (£.5.3)
Y]

ak
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Es T4cil ver de la estructura de la ecuacibn (4.5.3) que se

cumple la siguiente relacién

wakx\ = \\’.‘Lﬂ - _'_Z_{ P5W5\(5=° x 5&0‘_‘\(1-{550\X U(x- R20) (L,'.5.Ll")

Al aplicar las condiciones de frontera (4.1.13) y (4.1.1h)

ce llega a la siguiente relzcidn para el caso triatémico

(&péndice 3)

Coska = Cosko - P Senaka - P2 Senka - P3 Senka 4
ak ak ak

4+ 2PP Senkp,o Denklo- @,0) 4 2RPy Seakpya Senkla- B o)+

o\ kl Qt kl

+ 2RP Sen k(B0 - ae) Sen (kp0 + ko —\u(sso\ +
a*k*

4PP Py Senkp,a Senkla-p0) Seak (A0 - (5,_0.)
(ak)?
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5. CONCLUSIONES

5,1. En una red cristalina sin imperfecciones un elecirdn

se propaga sin sufrir efectos de scattering.

5.2. El1 método de transformadz de Laplace, para encontrar

- .

relaciones dc dispersidn, puede ser generzlizado al caso de

un cristal monodimensional con un ndmero arbitrario de dto-

mos por celda unitaria.

5.3. Para el caso en que el electrdn se considera como una
particula libre, o sea cuando se ignoran los efectos de la
red, se encuentra que la energia depende del cuadrado del

'l -
numero de onda.

5,4, Si el tamafio P de la funcidén delta de Dirac se hace
tender a infinito, en el caso de un atomo por celda unita-
ria
Cosk' = Coska - (P 3enka)/ak
ce tienen soluciones finitas para esta relacidén de disper-
sidén sblo si Zenka = 0, o sea kxa = nT ,que es el caso que
. - 4 . I

corresponde a los niveleg lc enc2rrgla para una particula en-

cerrada en una barrera infinita de potencial.
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-APEIDICZE A

[ d .

Deduccidn para la relacidn de dispersidn en el caso
triatdiiico . _

Wt s Ny = _E\:. Py P, () Denkx-aa) U tx- 3ya) (A:1)
Q

al sustituir
qu\ = R - ':T'\-: P,_l\’., (R % Sen (w (=200 U(x- (39

R = Yoy Coskx + Wioy Den¥r | 2P () Senkx Uix)
w ak

entonces

Pt = Pato) Coskx +Vutor 5%3 ” 1{_-_ Plod Deahx Ui = 2 RY, (3,0) Sen wbe-ua) U pio) +
a al

-2;— Y (A &n\;(x-[&;o\ U lx-(3,a) : (I\.Z)

Al aplicar la condicidn (4.1.13) a ¥y se tiene

Ka

Senka
e ‘\)\(e\ = Y, (o) Coska + “\’3‘(03 —%—— - %—‘- Ty o) Denka +
. a

ay
-2 P (3e) Senkla-pw) - 0.2: e ¥y (B3 Senk (a-(Bya) (A. >
ak

De‘(A.l) vy (A.2) es evidente que

¥, (pia) = %o Coska + & T Senkpro - 2R F(0) Senkfia
F (=%
' W
(-\»’3 ((550) = \\’3(01 Cos kB3a + AN _.__-5”‘\“53“ - _.::' ¥3 o) Senk B0 +
-2 RNind Senk(pya- (o)
ak

"al sustitufr estas dltinas dos ecuaciones en (4.3) se en-

cuentra que

W .
LIV k‘)_s oy = \? a o) C°$¥O + “Ps(o\ Senka s & :l \P‘ (o) Sei\ ‘o “
-3 — "y al
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N
+ 2P Genk(0-p,a) [uﬁ,“\ Coskia + Pyto) Senkafs _ 7-_:1. Yyt 50.'\\&{510.‘-0
ak w Y

- 2P Senk la-3y0) [\\,3(0\ Cosk Bya + ‘l";@ Senk ®ra | 2% W) Senk P+
ak - ok

& z_px Sen k ({510- fs,o\ Coskﬁ,o ‘\’,(o) - 2P Senkkb,o-ﬁto) ‘P‘.(e) SenkBra 4
ak ak : L3

i 4PP  Senk ‘{Bso - rs‘o\ Senkfd,a ‘P;(e)l
(ok¥

Segin la ecuacidén (4.4.11) lz relzcibn de dispersidn so-
lo depende de §, ¥ §, por lo que dnicamente se toman en

cuen*ta los coeficizn%cz de ¥

ce e
e eyi Siitonpes

. $ 2 228 Genka - 28 Sen (klo-ma) Cos kpia + 4RP Sen(kla- pal)Senkpias
[\ ok Lak)!

_2P Sen (kla-@) Coskmia 4 PR 5. (k(a- pya)) Senk By +

ak o\
+ 488 Seak(pia- 30) Coskpia Senkla- pyo)
[\
_ 8RAPR Senkpo Sen [W( Ao - M) Sen (kla-pia)
avk?
A1 aplicar 12 condicidn (4.1.1%) z- -ncuentra que

iKa . P,
e Y;(o) = -YkSenka + Y@ Cotka - 3;_— Cosko Ryte) +

- Eozl' 1. (@, Cos [kto- .’M‘ﬂl - 2‘:‘" Cos \:kh'{s“’\].?" (B

o i e P‘
elkc \fsto\ = =Yk Denka + Yo Coska - 7._0_ Coska ¥ala 4

= COS [K la- ﬁt‘ﬂ] [ “)I(Q\(‘_Os k(’S;Q + \\’5(0\ 5&!\:56\ = ':_? “Pakg) 50.-\\&[5,9] +

Cos [k (a- (5,0\] [‘f‘;lo\ Cos WAy + T _&L:f}s_‘\_ % ZL\; Palo) Senkfya+

=S Coskpo Sen [k (ma - pio)] Yate) = IX Senkpia Senfkipa-pio) o+

QP.P.
e Sen kB0 Sen {kk 30 - p,a\] “\(a)l
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Para encontrar §, sélo se considzran los coeficientes de

¥'ter . Asi se tiene que

Xq = 2% Cos ‘k ta- (’b‘Q\\ Senkp,a - 272 Qos\_k(o - rs,c.)\ Senk a0 +

ok ak

+ 4PPy Senkpia Cos[klo-p,a)] Sen [k(pia- |
tal)?

~1 vtilicer la ecuacidn (4.4.11) se obtiene

ak ak

Qosk'o = Coska - P senka - P aen [k (a- (5‘0\] Coskp,a +
1 2RA ‘Bcn[k la- {s,oﬂ Senk o — P Sen [k (a- p,o\] Cosk B a +
(ak)* ak

n 2PP,  Sen [k(o- ‘5‘5\] Senkfya + _Z.E’_:_ Sen \n(psq-fs.n) CoskP,a Sen kla-pya) +
(ak)
(ok)?

- 4RRP Senkpo Sm[k(f‘))q—ﬁ‘g\] Sm[kto-ﬁ‘o\]+

- P Cos [k(a- (3,@\] Senkpo - P Cos [k (a- b,o)] SenkfBio 4
ak ak

+ 2PP Senkpia Cos[klo-pyol] Sen [%(rso - (.ma‘)l
(ak)*

v, finzlmonte, decpués de desarrollar y simplificar sc tiene

o

COsk‘Q = Coska - P en ko - %\: Sen Ko - _R__ Senka 4

ak

" 2PP,.  Sen kp.0 5en[_k (o - (5.,0\] + 7‘-:“;: Sen kp\q Senk (a- B40) 4
(ok)?

+ 2P.Py Sen [k(ﬂs“ - Pl“ﬂ\ Seh[kﬁlo + ka-Kpal 4
Lok

up, P, Py Sen kp,0 Senk (o - (530\ Sen [k(ﬁao = ﬁ\“\]
(ak)®
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rensformadas de

—
o

t
=
[o]
1=

zadas en el trzbajo

f) = L{Fm] = | Fm & as (E.1)

(-]

Dadza (X)) se prede obtener F(x) para unz funcidn que satis

face. (Ba1)s Lsi, 1a trencformadz inversa de Lzaplzace ce
funcidén f()) es una funcidn F(x) que satisface

Foa = L7 | Son) (B.2)

e

Si se cumple la ecuacidn (B.2)
- \e-nx Su\} = Fix-a) Ulx-0) (B.3)
donde la funcidn de salto uwyviene deda por
Utx-a) =\ x>a

ux-o) = © % £ a

Se vio en el capitulo 2 que si a; y &, son constantes

L"\o_ §.ON + o, ‘,\\\\ = a, R + g, ) (B.4)
Si £ = /O Fon = 6::\“ (E-S)
Ademds, si FON = MO aW) | Fuo = Coskx (B.6)

Combinando lzs ecuaciones (Z.5) v (E.6) con (E.3) se nota que

-aX\

=
- et
*(\\ == \‘*k‘l
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Por lo tanto

Fea - SenMkix-a)  Ulx-a)
L3

Fn - _xe
\‘l "k‘
implica

Fa = Coskin-o) Ulx-a)

Se demostrd en el capitulo 2 gue

L { dFu)]I = 250y - Floy

59

dx
L {1L_‘} =SB - e~ AR
b' Ax? A% x =0
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APENDICE C
La funcidn delta de Dirac

La funcidén delta de Dirac se define, para el caso mono-

dimensional, de la siguiente manerz

Sy = o x#0 (e,2)
S&(x\ dx =\ (C.Z)
‘\’ fux) St Ax = Teo) . (C.3)

agui se asume que S es continua en x = 0.

Las férmulas eguivalentes con traslacidn son
S(x-o\ = 0 . X % a i

\ ‘?(\:\ S(x-o\ = ‘U;.\
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