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Resumen

La interaccién débil es una fuerza fisica fundamental que gobierna las interacciones entre
hadrones y leptones como el caso de emisiéon y absorciéon de los neutrinos y ademés es la
responsable por el proceso de decaimiento de particulas en radioactividad que es 1071° veces
més pequenia que la interaccion fuerte y actiia en distancias mas pequenas que la distancia
entre los nucleones en un atomo. Este trabajo provee una breve inspeccién y descripcion
bibliografica a este tema tan amplio.

Primero se introdujo la teoria cuédntica de campos por medio de una descripciéon clasica de
campos libres y luego su formalizacion a la teoria cuantica. Se trabajoé con la representacion
de Heisenberg y sus otras derivaciones. Después se trabajé con un ejemplo de scattering de
nucleones en el cual seran utiles diferentes herramientas como la expansién de Dyson.

Después se describié por medio de revision de distintas fuentes bibliograficas, las ca-
racteristicas de una fuerza débil incluyendo covariantes bilineales y helicidad, las distintas
violaciones como la de paridad y CP y las posibles interacciones.

Finalmente, se describe una teoria nueva que puede ser posible con un nuevo bosén Z’
que se acopla débilmente y puede ser ligado, tanto al modelo estandar como a la materia
oscura.
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CAPITULO 1

Introduccién

Para poder estudiar fisica de particulas se deben saber cuéles son los constituyentes
principales de la materia. ;Coémo estos estan categorizados? ; Como interactian entre ellos?
Estas preguntas son hechas debido al rango tan grande que existe de particulas subatémicas.
Estas mismas son las que nos ayudan a entender la naturaleza del universo. Por eso es que
la fisica de particulas se enfoca en el estudio de esto, la resolucion de estas dudas.

La ciencia de la fisica de particulas surge con la invencién de aceleradores de particulas,
de esta manera se descubrieron mas de 100 particulas subatémicas que no se sabian si po-
drian ser fundamentales o no. Histéricamente, se pensaba que los 4&tomos eran las particulas
mas pequenas e indivisibles, después se conocieron los protones, electrones y neutrones y
ahora se sabe atin mas, que estos son formados por quarks. Entonces estas 100 particulas
subatémicas encontradas experimentalmente, también estan formadas por las dos particulas
fundamentales, quarks y leptones.

Los quarks se dividen en seis variedades; up (u), down (d), charm (c), strange (s), top (t)
y bottom (b). Hoy en dia el modelo estandar es una teoria relativista de campos cuénticos
que describe las interacciones entre particulas (fuerte, débil y electromagnética),el rol de
la fisica de particulas puede ser descrito como la explicaciéon de la estructura fundamental
de la materia y sus interacciones en la naturaleza. El modelo estdndar sirve ya que es la
teoria més precisa que mejor logra explicar estas dudas. A pesar de que sea de gran precision
siguen existiendo dudas y mediciones experimentales que siguen sin poder ser resueltas por
este modelo.

El modelo estandar afirma que el material del que estd hecho el universo estd hecho
por fermiones elementales definidos como campos, los cuales cuando son excitados forman
particulas. Las particulas asociadas con la interacciéon de campos son llamadas bosones. Los
cuantos de la interaccién débil con los fermiones son W y W™, los cuales son los bosones
cargados y los bosones neutrales llamados Z. Estos fueron descubiertos por el CERN en 1983.
El interés principal de este trabajo es poder describir una nueva interaccion entre fermiones
mediada por un nuevo bosén Z’.






CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivos generales

= Describir y entender las caracteristicas y propiedades de las interacciones débiles.
= Entender la teoria para poder estudiar al bosén Z y cémo se acopla débilmente.
= Saber la introduccion de la teoria cuantica de campos.

= Poder describir una posible nueva fuerza en particulas que todavia no han sido detec-
tadas.






CAPITULO 3

Marco tedrico

3.1. Modelo estAndar

El objetivo principal de la fisica de particulas es identificar unidades de materia que
parecen no tener alguna estructura definida y estudiar las fuerzas que acttian sobre ellas.
Los dos elementos fundamentales en los que se enfoca esta rama de la fisica son: estructura
y fuerza. Intuitivamente, lo que se espera de las particulas mas pequenas de la materia es
que interactiien de la manera més simple por lo que implicaria una conexién o relaciéon con
las fuerza bésicas.

Esta relaciéon es en la que se basa el estudio de las fuerzas, pero se puede ver desde
un inicio, por ejemplo en el descubrimiento del electréon por Thomson junto con la teoria
de Maxwell sobre la existencia de un campo electromagnético. La unién de estos descu-
brimientos y su interaccién es lo que marcan el inicio de la fisica de particulas moderna.

Esta teorfa ha avanzado desde su descubrimiento, lo ha hecho a tal punto que ya se han
encontrado un conjunto de particulas que pueden ser tomadas como analogas al electron
y a su interaccion con diferentes fuerzas. Para estas nuevas particulas se han hecho varios
experimentos para probar su existencia y a esta coleccién de particulas se les llama modelo
estandar. En este modelos se incluyen 6 quarks, 6 leptones y los bosones gauge que son los
portadores de una interaccion; el gluén y los bosones W y Z.

La interaccion débil es llevada a cabo por particulas llamadas bosones W y Z que acttian
en el nucleo de los 4&tomos y de ahi se explica el decaimiento radiactivo. La interaccion fuerte
es llevada a cabo por medio del gluén, la particula responsable de la unién de quarks en
hadrones; estas fuerzas se creen estar relacionadas y eso es una de las metas mas grandes que
se tienen en la fisica de particulas. Para resumir,las particulas elementales, quarks y leptones,
interacttian con las fuerzas, este comportamiento estd modelado por la mecanica cuantica.
Ademas,los bosones gauge que son las particulas de fuerza, mencionados anteriormente como
bosones W y Z entre otros, son los que interacttian con los fermiones.



3.1.1. Leptones

Los leptones son generalizaciones directas del electron. Este término denota dos posibles
opciones para las particulas: si estdn cargadas, entonces interactiian por medio de la fuerza
electromagnética y débil. Si no estén cargadas, i.e. carga neutra, interacttian solo débilmente.

El involucramiento del electréon en las interacciones electromagnéticas y débiles se puede
observar en el decaimiento [ (cuando un electron decae a un proton), el electron emitido
estd acompanado por un leptén neutro el cual lo conocimos luego como el antineutrino v..

3.1.2. Quarks

En contraste, existen los quarks, los cuales son descritos como los componentes de los
hadrones. Estas son particulas sensibles a la fuerza fuerte y su principal caracteristica es
que interactiian con estas tres fuerzas, junto con la electromagnética y la débil. Esta es la
principal diferencia entre los dos constituyentes de la materia.

Las interacciones débiles junto con la fuerza electromagnética son descritas por la teoria
llamada electrodébil que, como el nombre lo indica, unifica a esas dos fuerzas fundamentales,
por otro lado, las interacciones fuertes estan descritas por la teoria cronodindminca cuantica
(QCD). Lo que todas tienen en comin es que son interacciones gauge. Todo el modelo
estdndar esta descrito por las simetrias de estas tres interacciones.

Cuando los quarks interacttan via QCD se unen de tal manera que se los hadrones toman
la forma de neutrones, protones y piones. La teoria cronodindmica extiende la definicion de
carga y se define su analogo, los colores de las particulas; son asociados tres colores a cada
sabor, los gluones son los encargados de portar el color. Se ha visto que los gluones estan
confinados por medio de QCD y han sido observados como los responsables de hadronizar
al ser producidos en una colision de corta distancia [1|. Las interacciones restantes entre
quarks dan como resultado las fuerzas que se observan entre neutrones y protones las cuales
forman la unién de nucleones en nicleos.

Hablando especificamente de la fuerza débil, se entiende que debe tener una diferencia
fundamental con la fuerte, y por su nombre se puede saber que no es lo suficientemente fuerte,
en este caso, para producir algin efecto de unién entre los sistemas estudiados, comparado
con la fuerte mencionada anteriormente. Ademés de esto, cuando las particulas interacttian
por medio de la fuerza fuerte, ésta va aumentando a medida que la distancia de las particulas
también lo hace; por esta razén es que los quarks estan dentro de los protones y neutrones.
En cuanto a la fuerza débil, ésta actiia de manera contraria, disminuye a medida que la
distancia entre particulas aumenta.

Para poder comprobar la estructura de los sistemas que estudian estas fuerzas, existen
tres tipos de experimentos los cuales son: scattering, espectroscopia y breakup, el cual es el
proceso en donde se desvanece el limite de anormalidad de un potencial 6ptico y da lugar a
una nueva normalidad llamada la anomalidad del limite (BTA) [1]|. Estos tres experimentos
son los que gufan al descubrimiento de la la cadena de construccién de atomos — nicleos
— hadrones — quarks.



3.2. Interaccién de particulas en el modelo estandar

Historicamente se sabe como fue el descubrimiento de las fuerzas, primero con Newton
como no podia encontrar un mecanismo satisfactorio para describir la relacién entre dos
cuerpos alejados y cuando pudo describirla gui6 a la ley de la fuerza de la gravitacion.
Después, en el siglo IX se formularon las ideas de fuerzas més intrinsecas la cual conocemos
como la electromagnética, Maxwell fue quien unié estas ecuaciones que describen esta fuerza,
que mas adelante se vio que todas estas ecuaciones son derivadas de un Lagrangiano.

Después del descubrimiento de estas dos fuerzas fundamentales clasicas se empezaron a
conocer otros efectos sin descripciéon en el area cuantica. Por ejemplo, el efecto Compton o
el efecto fotoeléctrico, en donde a ondas se le dieron aspectos y caracteristicas de particulas
y viceversa, de alguna manera debia ser explicadas estas interacciones por lo que se empezd
a estudiar sobre estas fuerzas.

3.2.1. Interacciones débiles

Hideki Yukawa fue uno de los fisicos que empez6 a formular teorias para la descripciéon
de estas interacciones. Propuso una en la que describia las interacciones fuertes entre los
protones y neutrones y propuso una extensiéon al decaimiento S del neutrén. Esta teoria
fue creada analogamente a la teoria electromagnética en el que postuldé un campo de fuerza
asociado con un campo cuantico analogo al del protén. Yukawa consider6é un potencial esta-
tico que podria describir la interaccion n-p (neutrén- proton), se sabia que esta interaccion
decrecia rapidamente por la separacién entre particulas por lo que postulé un potencial de
energia donde propuso una constante anéloga a la carga “fuerte” llamada ¢gs y una carga
“débil” al lepton, con esto el predijo la existencia del decaimiento débil 7= — e~ + 0, [1].

Lo que se dedujo de esto es que el rango de la fuerza débil es mucho menor a las
dimensiones de las fuerzas nucleares y equivalentemente, las masas con las que se trabajan
son mucho mayores a la de los piones. Ahora, el decaimiento [ es ahora entendido que ocurre
al nivel de los quarks y ocurre por medio de procesos de intercambio de W~. Junto con estos
procesos, existen los procesos de corriente neutral los cuales trabaja con el intercambio de
Z9. Se vio entonces, que estos cuantos, W~ y Z¥ trabajan mediante interacciones débiles.

Los campos W y Z en los que se trabaja son campos mediadores de fuerza y ambos
tienen diferentes masas dados por My ~ 80GeV y Mz =~ 91GeV. El rango de fuerzas con
las que se trabaja en este tipo de interaccion es de (~ 2.5 x 10718m) que es tres 6rdenes mas
pequenio que las dimensiones nucleares. La naturaleza ha dado a ver que ambas fuerzas, la
fuerte y la débil son teorias gauge, generalizaciones del electromagnetismo. Esto da lugar a
la posibilidad que estas tres fuerzas puedan unirse.






CAPITULO 4

Teoria cuantica de campos para fermiones

4.1. Teoria cuantica de campos I: Campo escalar libre

4.1.1. El campo cuantico descriptivo

Los sistemas mecénicos estan caracterizados por el ntimero de grados de libertad que
tienen, por ejemplo un péndulo unidimensional tiene un grado de libertad, dos péndulos
unidimensionales tienen dos, etc.

Un campo escalar ¢(x,t) es un sistema con un namero infinito de grados de libertad ya
que varia de un desplazamiento independiente que varia en el tiempo. La teoria cuéntica de
Campos, que llamaremos QFT, tiene dos grandes pasos:

= Descripcion de sistemas continuos llamados campos que tienen infinitos grados de
libertad.

= Aplicacién de teoria cuantica a estos sistemas.

Para poder ilustrar esto, consideraremos un sélido pequenio que tiene solo dos atomos
que se pueden mover libremente. Estos, de masa idéntica, estan conectados por una cuerda
y los extremos fijados en un punto con una tensién T. Este caso es ilustrado en las siguientes
figuras:
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Figura 1: Sistema vibracional con dos grados de libertad



Vemos que es un sistema con 2 grados de libertad porque son dos masas puntuales en
reposo con tension en la cuerda. En la figura (b) el desplazamiento es transverso. Tomando
en cuenta estas vibraciones transversas tenemos entonces g, (t) donde (r = 1,2) que son los
posibles desplazamientos. Estamos en la energia total del sistema, la cual sabemos que se
obtiene por la suma total de todas las energias. Para la figura (b) el 4tomo 1 tiene una fuerza
de :

Fy =Tsina—Tsinf (1)

Suponiendo que ¢1,2 < [ tenemos que:

sina = S S| (2)

T T

(@2 —q1)

sin f = =~ — l 3
b= =g~ ®)
Por lo que:
T
Fy = 7(2611 —q2) (4)
Similarmente: T
F, = 7(2612 - q) (5)

Las ecuaciones de movimiento entonces son:

ov
mgy = —k(2q1 — =—— 6
Q1 (21 — ¢2) dq (6)
oV
o = —k(2q2 — =—— k=— 7
mda (2¢2 — q1) 9 " l (7)
Siendo T= tensién y 1= longitud, por lo que:
V =k(¢ + 6 — 01¢2) (8)

Las ecuaciones (4.4) y (4.5) son ecuaciones diferenciales lineales acopladas. La diferencia
entre lineal y no lineal es importante en la dindmica . Lo més importante es que las soluciones
de las ecuaciones lineales pueden sumarse con coeficientes constantes a lo cual llamamos
superposicion lineal, para poder crear nuevas soluciones igualmente vélidas. Ademés las
ecuaciones no lineales dinamicas pueden llevar a un movimiento cadtico.

Esta linealidad y no linealidad también se ve en las ecuaciones de movimiento para
campos. En este contexto una ecuacion para un campo ¢(z,t) se dice que es lineal si ¢ y las
derivadas del tiempo de este aparecen en el primer orden. La linealidad es verdadera para
las ecuaciones de Maxwell en el campo electromagnético y es la razén matemética detras
de toda la fisica de la interferencia y difraccién, que precisamente puede ser entendida en
términos de superposicion de soluciones de estas ecuaciones. Asimismo, las ecuaciones de
mecanica cuantica (ecuaciones de Schrodinger) son lineales en este sentido. Consistente con
los principios de superposicién de mecanica cuantica.

En este caso mecanico, fue cierto debido a la aproximacién de ¢q2. Si no se hubiera
tomado este supuesto, la solucién seria altamente no lineal. Sin embargo se dice que la
mecénica cuantica es lineal sin ninguna aproximaciéon. La aparicién de términos lineales
aseguran que V de (8) tendra tnicamente términos cuadraticos.
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Ahora vemos el aspecto acoplado de (4) y (5). Vemos que la ecuacion de (6) depende de
ambas, q1 ¥ ¢2, y 1o mismo para (7).

Este acoplamiento tiene su origen en el término —kq; g2 en V que fisicamente corresponde
a la cuerda que conecta los dos atomos. Si esta parte no estuviera en las ecuaciones (4)
y (5), describirian dos osciladores armonicos con frecuencia (2k/m)'/2. Si se utilizara ese
acoplamiento seria més complicado obtener las soluciones.

Para resolverla, sumamos las dos ecuaciones:

mgy +mgs = —k(2q1 — q2) — k(2q2 — q1)
m(q1 + G2) = —k(q1 + q2) (9)

mgy — mgs = —k(2q1 — q2) + k(292 — q1)
m(§1 + G2) = —3k(q1 + q2) (10)

Las ecuaciones (9) y (10) satisfacen las ecuaciones no acopladas. La combinacion de ¢1+¢qo
oscila con una frecuencia de w; = (k/m)'/? mientras que q; — g2 oscila a wy = (3k/m)'/2.
Introducimos entonces:

Q1= (1 +q)/V2 Q2= (q1 — q2)/V2 (11)

Donde /2 se agrega por conveniencia que nos sera ttil mas adelante.
Las soluciones de (9) y (10) son:

Q1(t) = Acoswit + Bsenwit

Q2(t) = C coswat + D senwot
Las cuales tienen condiciones iniciales ¢;(0) = ¢2(0) = a y ¢1(0) = ¢2(0) = 0. Se resuelve
esta ecuacion diferencial con lo que se obtiene:

Q1(t) = V2a coswi t (12)
Q2(t) =0 (13)

Vemos entonces que ¢q; = ¢o en todo momento y que el sistema vibra con una frecuencia
de wy. Cuando un sistema se mueve como uno solo a una misma frecuencia es llamado un
modo.

Figura 2: Movimiento de dos modos normales

La figura (a) muestra el sistema en el modo caracterizado por ¢; = g2. En este modo solo
Q1(t) cambia y Q2(t) = 0. Otro modo existe cuando ¢ = —¢o en todo momento. En este

11



caso Q1(t) = 0y Q2(t) oscila en la frecuencia ws. La figura (b) muestra las combinaciones de
las coordenadas @1, Q2 cuando hay un movimiento tnico por frecuencia, éstas son llamadas
coordenadas normales.

En general las condiciones iniciales no seran exactas. Para que sea un modo Q1(t) y
Q2(t) van a ser diferentes a 0. Tomando las ecuaciones de (11) tenemos que:

¢ = (Q1+Q2)/V2 (14)
32 =(Q1 —Q2)/V2 (15)

Donde ¢1 y g2 son la suma de dos términos oscilando con frecuencia wy y we.
Decimos que el sistema esta en una superposiciéon de modos. La idea de modo es impor-
tante cuando se ve la energia del sistema. La energia cinética puede ser descrita en términos

de Qr

1 - 1 -
T= imQ% + §mQ% (16)
Y por la ecuacion (8) sabemos que:
L o9 1 9 9
V= omwiQr + gmuws@y = V(Q1,Q2) (17)
Por lo que la energia total es:
Lo a2 L1 5 Looon2 1 o0
E = T + V = ile + §mQ2 + §mle1 + im{"}QQZ (18)

Se ve que no hay acoplamiento de @1, Q2. La energia tiene la forma de un sistema con dos
elementos independientes donde cada uno tiene un movimiento armoénico. Estos elementos
son en realidad los modos. Estos no interacttian pero los atomos si. Este desacoplamiento
estd reflejado en él mismo en las ecuaciones de movimiento para las variables Q.

mQr _ _avégla QQ)

Lo méas importante de los modos es que no interactiian debido a que se ignoran términos
mayores al cuadratico en V(q1, g2). Esta sera la base para la descripcion de la Teoria cuantica
de campos (QFT) para particulas interactuando. El sistema en cuestion tiene 2 grados de
libertad, el primero es el desplazamiento de ¢q; y g2. Vimos la conveniencia de escribirlos en
coordenadas normales donde éstas son los grados de libertad relevantes. Lo importante es
que los modos y las coordenadas normales generalizan el problema de N atomos. Para N
atomos con desplazamiento 1D hay N grados de libertad. Escribiendo la energia total:

r=1,2 (19)

N
1 .
E = Z §qu2 + Vg, ey qr) (20)

r=1

Que incluye todos los acoplamientos entre 4tomos, suponemos nuevamente que los g, son lo
suficientemente pequefios para solo tomar en cuenta los términos cuadréaticos de V. Genera-
lizando la ecuacion (11) tenemos que:

N
Qr = Z Aysqr (21)
s=1
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Y podemos escribir la ecuacion (20) como:
2T 1
B=3 |y + gmai? 22
r=1

Q. son las coordenadas normales y w; son las frecuencias normales y hay N de ellas. Si uno de
los modos es distinto a cero, los N atomos se mueven en un solo modo. La suma de (22) nos
permite decir que el sélido de N dtomos se comporta como si fueran N osciladores armoénicos
simples e independientes. Sin embargo, no pueden ser identificados con las coordenadas
originales, las coordenadas de los modos son los grados de libertad relevantes mas que los
de las particulas originales.

Ahora veremos los sistemas de la forma de la mecanica cuantica. Se sigue cumpliendo que
la suma de atomos de la energia son independientes y tomados como osciladores armonicos,
pero debemos tomar en cuenta que en mecanica cuantica, el oscilador sélo existe en ciertos
estados definitivos, los cuales los eigenvalores de energia son cuantizados. Para cada modo
de frecuencia w,., los valores de energia permitidos son:

1
6 = <n + 2) hwr  np=0,1,2,... (23)

Es una de las diferencias con el sistema clésico donde valores arbitrarios son permitidos para
energia de los osciladores. El eigenvalor de energia total es de:

E = Tz:i <nr + ;) hw, (24)

Las frecuencias w, son determinadas por las fuerzas interatémicas y se cumple cléasica y
cuanticamente. Sin embargo, en teoria cuantica se tiene que los estados de energia del sistema
de N cuerpos vibrando son caracterizados por los valores de un conjunto de nimeros enteros
(n1,n2,...,nyN) que determinan las energias de cada oscilador de modo.

Para cada oscilador de modo, hw, mide el cuanto de energia vibracional; la energia
de un estado de modo es determinado por n,. Tomamos ahora una reinterpretaciéon de
este resultado, nos olvidamos de los N grados de libertad originales (g1, g2, ...,qn) v los N
"atomos". En vez, nos concentramos los cuantos y los tratamos como objetos; decimos que
en un estado con energia (nT + %) hw, hay n, cuantos presentes. Para el estado caracterizado
por (ny,ng,...,ny) hay n cuantos de modo 1 con frecuencia wi, ng cuantos de modo dos,
ete.

Vemos que a pesar que los modos en N son fijos, los valores de n, no tienen restriccion
excepto si la energia total es fija. Por lo tanto nos movemos de un ntmero fijo (N grados de
libertad) a un nimero variable (n, solo se restringe por la condicién de energia en (5.28)).
En el caso de un soélido, estos cuantos de energia vibracional son fonones, los cuales son
definidos como cuantos elementales de excitaciéon vibracional.

Regresando al modelo clésico con N grados de libertad armoénicos que interacttian; es
posible aumentar N al infinito y decrecer el espacio interatémico a cero para que Na = L
(finito). Después tenemos un sistema continuo clésico en el que es igual a L. Las vibraciones
transversas estan descritas por un campo ¢(z,t) donde en cada punto x de la cuerda, ¢(z,t)
mide el desplazamiento desde el equilibrio en el tiempo t de un pedazo de cuerda alrededor
de x. De tal manera pasamos de un sistema con grados de libertad discretos (g, (t) o Qr(t))
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a uno continuo, el campo de desplazamiento ¢(z,t). El subindice discreto r se vuelve el
argumento continuo x.

En el problema continuo, el andlogo de desplazamiento pequeno, el cual limitaba a tér-
minos cuadraticos en V, implica que ¢(z,t) obedece la ecuacion de onda:

1 Po(x,t)  9%¢(w,t)

= 25
2 ot? Ox? (25)

Suponiendo que la cuerda va de x=0 a x=L, la solucién que satisface esta condicion es:
Or (1) = Ay(t) sen (70 (26)

Donde r = 1,2, 3, ... dice el nimero de ondas que se deben ver en el intervalo (0,L). Insertando
la ecuacion (26) en la ecuacion (25) tenemos:

A, = —w?PA, (27)

La amplitud A, (t) de (26) ejecuta un movimiento armoénico simple con frecuencia w,. Cada
movimiento de la cuerda que tiene una longitud de onda definitiva tiene una frecuencia
definitiva también por lo que también es un modo. Como en el caso discreto, el movimiento
general de la cuerda es una superposiciéon de modos.

oz, t) = i A, (t) sen (?) (28)

Ahora examinando la energia total. Es el analogo a la ecuacion (20)

LIl [0o\? 1 o [0\
E = /0 [2/) (875) + olas <8r> dx (29)
Donde p = m/L. Combinando (28) y (29) obtenemos:

B= (/)Y (o2 + gda?) (30)
r=1

Vemos que al igual que el caso discreto, la energia total se da como la suma de energia de

modos. La amplitud en A, es una coordenada normal. Notamos que las ecuaciones (22) y

(30) son analogas pero la (30) es para el caso infinito con infinitos grados de libertad. Lo

altimo que se debe hacer es aplicar mecéanica cuantica a un campo clasico. Los eigenvalores

de energia se extienden al infinito:

E = 2 (n + ;) huw, (31)

Los estados excitados de un campo cuantizado son caracterizados por el namero de fonones
en cada frecuencia; el estado base no tiene. Si L — 0o, (30) y (31) se vuelven integrales sobre
una frecuencia continua. La idea esencial de esto, cuantizando modos independientes puede
ser aplicada a una variedad de oscilaciones, Lo importante es a excitacion elemental, es decir,
el cuanto de modo. De esta forma tenemos también plasmones que son oscilaciones de plasma
y magnones (oscilaciones magnéticas). Teniendo estas ideas existe entonces una analogia que

14



nos ayuda a entender los campos cuanticos, como por ejemplo el campo electromagnético.
Consideremos un espacio donde hay campos electromagnéticos, éstos obedecen una version
3D de la ecuacion de onda. Con condiciones iniciales, la energia total puede ser descrita como
suma de energias de modo que las cuales su amplitud es: A(t) sen (%) que es la componente
de Fourier de la onda. Estos osciladores estan todos cuantizados y sus cuantos son los fotones.
Hasta ahora solo tenemos el fotén en el campo cuéntico relativista. El electrén también es
considerado una excitacion del “campo del electréon”. jQué es lo que oscila entonces para que
un campo vibre? Postulamos un campo cuéntico relativista para el electron que obedezca
alguna ecuaciéon de onda, en este caso para electrones que no interacttian seria la ecuaciéon
de Dirac. El campo esta expandido como la suma de componentes de Fourier como en el
campo electromagnético. Cada componente se comporta como un oscilador independiente y
los cuantos de este oscilador son electrones.

Esto esta sobre simplificado ya que existe una diferencia, esta es que los fotones son
clasificados como bosones de espin 1 y los electrones son fermiones de espin 1/2. Es casi
imposible encontrar campos con excitaciones de espin 1/2, por lo que con los electrones,
Maxwell plantea que simplemente es algo que existe. También al trabajar con fermiones
debemos tomar en cuenta el principio de exclusion.

4.1.2. El campo cuantico: Formulacién Lagrange-Hamilton
El principio de accién: mecanica de particulas Lagrangiana

Ahora entramos a la descripcion cualitativa que debe estar descrita matemaéaticamente.
Queremos encontrar en un mismo marco de trabajo algo que funcione en aspectos clasicos
y cuénticos y este es el principio de minima accién de Hamilton con la accién definida como
el lagrangiano.

Veamos la diferencia entre minima accién con la resoluciéon Newtoniana. Consideremos
el caso basico que es la mecanica clasica de particulas. En el caso Newtoniano, las ecuaciones
de movimiento que son postuladas, involucran a la fuerza como el aporte fisico esencial. A
partir de esto, las trayectorias de la particula pueden ser calculadas. En el enfoque de minima
accion, las ecuaciones de movimiento no estan postuladas como bésicas y la primacia de
fuerzas cede a la de potenciales. El camino que una particula viaja es determinado por el
principio que debe seguir este camino particular ya que la accién es minimizada. La accién

S es definida por:
to

s= [ L), i) (32)
t1
Donde ¢(t) es la posicion de las particulas como funcion del tiempo, ¢(t) es la velocidad
y L es el lagrangiano. Como L esta explicita en q(t) y ¢(¢) podemos valuar S con cualquier
posicion y dos tiempos cualesquiera. ;Qué es L? Simplemente la resta de la energia cinética
menos la energia cinética L =T — V.

L= _-mi?—V(z) (33)

Sabiendo V(x) podemos poner el principio de minima acciéon en marcha. Pero, jcomo sabe-
mos cuél es que minimiza S? Este problema se puede resolver con céalculo, observamos que
es parecido a cuando tenemos una funcion f(t) y buscamos un punto donde la funcion tienen
un valor estacionario. En este caso S es una funcion de las funciéon q(t) por lo que es un
funcional de q(t) y buscamos un ¢.(t) que minimice S.
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Anélogo al caso de una variable, consideramos una pequena variacion d¢q(t) en el camino
de q(t1) a q(t2), el minimo §.S correspondiente a g debe desaparecer y esta dado por:

2/ 9L oL
o= " <<9f1(t)(S )+ %5(1( )) dt (34)
Usando §4(t) = d(égt(t))
_ [ (0k OL_d(sq(t))
" h <‘9q(t)6q<t) o @t )dt (35)

Resolviendo la integral por medio de integracién por partes, obtenemos:

to

5S = [ dqlt) [

t1

oL d aL} (36)

9q(t)  dt9q()

Como consideramos que todas las variaciones de camino empiezan en t; y terminan en to,
entonces dq(t1) = dq(t2) = 0. Por lo que:

t2 oL d OL
08 = oq(t - == = 37
50 et~ 20 0
Como debe ser verdadera para cualquier dq(t)
oL d 0L
e 38
24(t) ~ i 9d(0) )
Esta es llamada la ecuacién Euler-Lagrange.
Veamos como funciona en un caso simple donde L = 2mac2 —V(z)
L
% =mi=p (39)
oL oV
_—_ T _F 4
ox oz (40)
d (0L dp dp dp
— = )=—= F——= F=— 41
dt(@:’n) a a0 = dt (41)

Vemos que efectivamente es la ecuacion de Newton de movimiento. Para el caso del oscilador
armonico tenemos el lagrangiano:

1 1
L= imx'Q - imw2x2 (42)

Se puede generalizar a N osciladores independientes:

L= Z( mQ? — fmwQQ ) (43)

Se observa que para muchos sistemas dindmicos, el lagrangiano tiene la forma de T-V, ahora
debemos pasarlo a la mecanica cuantica.
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Mecanica cuantica con Heisenberg- Lagrange- Hamilton

Es posible que exista una correspondencia directa entre la mecénica clasica y cuantica
que es la representaciéon de Heisenberg. En la representacion de Schodinger, las variables
dindmicas, como las posicién x, son independientes del tiempo y ¥ es dependiente del tiempo.
Por esa razon utilizamos la representacion de Heisenberg donde la funcién de onda es fija
y las variables dinamicas cambian con el tiempo. Eso es lo que necesitamos para poder
encontrar el anélogo a q(t).

Hay que recordar una diferencia fundamental entre la mecanica cuantica y clasica; ésta
es que en la cuantica las variables dinamicas son operadores que generalmente no conmutan.
;,Qué es un conmutador? Este se enuncia como:

[q(), p(t)] =i (44)
. 0L
P= 0 (45)

Teniendo la ecuacién de movimiento de Heisenberg:

A= —i[A, 1] (46)
Donde el Hamiltoniano est4 descrito por el lagrangiano L por:

H=p¢ - L (47)

Y A es cualquier observable dindmico.
Por ejemplo, en el caso del oscilador:

1 o5, 1

L= omd — §mw2q2 (48)
p=mg (49)
f L o 1 9.9

Que es el operador general de energia. Notese que p , obtenido del Lagrangiano utilizando la
ecua61on(4 45) es consistente con la ecuacion de Heisenberg de movimiento para el operador
A = §. La ecuacién de movimiento de Heisenberg para A = p nos lleva a:

p=—mw’j (51)

Que es un operador que sigue la ley de Newton para un oscilador. Usando la expresion para
p en (4.49) encontramos:

p=mq p=mj §=-wg (52)

Aunque se ve parecida a la ecuacion clasica de momento para la posicién del oscilador,
debemos tener cuidado y ver que es una ecuacién que enuncia cémo un operador evoluciona
en el tiempo.

Cuando tengamos la ecuacion (52) entre funciones, veremos que la posiciéon promedio de
la particula sigue la trayectoria clasica. Una particula cuantica no seguird un camino recto
sino que tendra fluctuaciones.
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En las formulaciones originales de la teoria cuéntica, estas fluctuaciones implicaban que
el camino ya no era util. Sin embargo, como las ecuaciones diferenciales satisfacidas por los
operadores en la representaciéon de Heisenberg son generalizaciones cuénticas de mecanica
Newtoniana entonces debe existir un anélogo a la contribucién de enfoque “camino a la
accién” en mecénica clésica.

La idea fue dada por Dirac inicialmente pero Feynman fue quien la trabajo. La pregunta
que se hace es ;Como una particula se va del punto ¢(¢1) en t1 a g(t2) a t2? Sabemos que
hay un namero infinito de posibles caminos pero solo uno que lo minimiza a la integral (32).

En el caso cuantico, sin embargo vemos que la particula no sigue un camino definido por
las fluctuaciones. Lo que Feynman propone es que como no es posible un tinico camino, que
se tomen todos los caminos posibles.

Pero se sabe que no todos los caminos son igual de probables y debemos tomar en cuenta
la trayectoria clasica cuando A — 0. Debemos entonces hacer que pesen lo mismo todos los
caminos por lo que Feynman propuso hacerlo con el siguiente factor:

Donde S es la accién para ese camino en especifico. La amplitud mecénica cuéntica para ir
de ¢q(t1) a q(t2) es proporcional a:

> (i [ taw.ao) 54

todos los caminos 1

Es una generalizacion de QFT. No se debe hacer uso del enfoque de integral de camino para
QFT en este volumen. Su uso fue decisivo para obtener las reglas de Feynman para teorias
Gauge no abelianas y es su tinico enfoque aceptable.

Oscilador cuantico

Como vimos en la seccion 4.1.1, necesitamos saber el espectro de energia y estados
asociados de un oscilador armoénico cuantico. Existe una forma de resolverlo que es el enfoque
del operador gracias a Dirac.

El Hamiltoniano para el oscilador es:

~ 1 1
H=_—p*+ -mw?§® (55)

Si ¢ y p no fueran operadores podriamos factorizar el Hamiltoniano en la forma (g+ip)(¢—ip),
en el caso cuantico, donde p y ¢ no conmutan, también sera tutil para introducir combina-
ciones. Definimos entonces el operador a.

1 1
a4 =—|vVmwi+ —p 56
V2 ( 1 \/mwp) (56)
Y su conjugado Hermitico seria:
it =L (Mq S ﬁ) (57)
V2 Vmw

Por lo que el Hamiltoniano puede ser descrito como:
1

A = S(ata+ aahw = (ala + 1/2)w (58)

18



Este Hamiltoniano se obtuvo de utilizando la relacién de conmutacion entre a y a':
[a,a' =1 (59)

Al derivar usando el conmutador fundamental entre p y ¢ y usando las ecuaciones (58) y
(59) podemos probar las siguientes relaciones que nos seran utiles.

[H,d) = —wa [H,a'] = wa' (60)
Consideremos ahora un estado |n) el cual es un eigenestado de H con energia E,,:
H |n) = E, |n) (61)

Usando esta definicion y los conmutadores en (60) podemos calcular la energia de los estados
(@ln)) y (af|n)). )
H(a|n)) = (En+w)(aln)) (62)

H(al [n)) = (Bq = w)(af n)) (63)

Los operadores @ y a' aumentan y disminuyen la energfa de |n) por una unidad w(h = 1).

Ya que H ~ p2 + G2 y con p v § siendo hermiticos podemos probar que (@\ﬁ |W) es
positivo para cualquier estado |¥) por lo que G no puede disminuir energia indefinidamente
sino que se debe hacer hasta un estado |0) tal que:

a0y =0 (64)
Por lo que la energia més baja del sistema es:
A 1
H0) = 5w0) (65)
Que es la energia del punto cero del oscilador cuantico, y el primer estado excitado es
1) =a o) (66)

Con energia (1 +1/2)w.
El estado n tiene energia (n + 1/2)w y es proporcional a (a')™ |0) para obtener la nor-
malizacién siguiente.

(nln) =1 (67)
El factor de normalizacién correcto se puede ver que es:

L n
!n>=ﬁ(cﬁ) 10) (68)

Por lo que:

A ln) = (eﬂa + ;) win) = (n + ;) wln) (69)

Entonces, el estado |n) definido por (4.68) es un eigenestado de 7 = a'a con ntimero entero
n:
iln) =n|n) (70)
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Al igual que en el caso clasico (4.43), se puede generalizar a un sistema cuyo lagrangiano es
la suma de N osciladores independientes.

=3 (bt - i) m

Donde las relaciones de conmutacién son:

[qATapAS] = 10ps [‘jrads] = [pATapAS] =0 (72)

Como los osciladores con subindice r y s son independientes, el Hamiltoniano es:

N 1
H = [2mﬁr2 + 2mw3q}2} (73)
r=1

N

B At 1

H=> <aiar + 2wr> (74)
r=1

Comparado con la ecuacion (22)

Con & v @, definidas como los analogos de (56) y (57). Como los eigenvalores de cada
operador n}didr son n,., los eigenvalores de H tienen la forma (24):

al 1
E = (nr + 2) Wy (75)
r=1

Los eigenvalores correspondientes son productos |n1) |n2) ... |ny) de N eigenestados de os-
ciladores independientes donde |n,) contiene n, cuantos de excitacion de frecuencia w,. El
estado es abreviado usualmente como |ny,ng,...nyx). En el estado base, cada oscilador no
esté excitado y este estado es |0,0,...,0) que se abrevia a |0) donde:

aly=0 VvV r (76)

Los operadores @, crean cuantos de oscilador mientras que los operadores @, los destruyen.

Mecanica de campos clasicos de Hamilton-Lagrange

Ahora consideramos como usar el enfoque de Lagrange-Hamilton para un campo, empe-
zando con el caso clésico en una dimensién. Debemos tomar en cuenta N — oo, siendo N el
nimero de grados de libertad.

G (t)ir=1,2,, N = 6(z,1) (77)

Donde x es una variable continua, en cada punto x tenemos un grado de libertad indepen-
diente ¢(z,t) por lo que el sistema de campo tiene un infinito continuo de grados de libertad.
Ahora formulamos todo como la densidad lagrangiana:

S:/ﬁL (78)

Donde en una dimension es:

:/mc (79)
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La ecuacion (77) tiene dimensiones de longitud y como L =T —V, entonces £ tiene dimen-
siones de energia/longitud. Si fuera tridimensional, serfa por unidad de volumen. Algo nuevo
aparece y es que ¢ es una funciéon continua de x, entonces £ puede depender de d¢/0x al
igual que depende de ¢ y ¢ = d¢/OL.

99

L(d, 5 ,¢) (80)

Postulamos nuevamente el principio fundamental.
08 =0 (81)

Por lo que la dindmica del campo es minimizar S y la variacién esta descrita como:

5= [ [ 15550+ a7® (a2 ) * ¢5¢]d$ (82)

Obtenemos, por medio de resoluciéon por partes la siguiente ecuacion.

ds = /dt/dméqﬁ{&b—aa(az%x)—a<z;>] (83)

. Como d¢ es una funcién arbitraria, el requerimiento 95 = 0. Obtenemos que la ecuacién
de campo de Euler-Lagrange es:

a6~ o o) a1 (3) = o

Y generalizandola a 3D es:
oL oL 0 (0L
— V=== |—]=0 85
%~V (awar) 7 (5) )

Como ejemplo consideremos:

_1 9\? 1, (06\°
Donde p =densidad de masa y ¢ — velocidad han sido introducidos para que la dimensio-

nalidad de £ sea la correcta. Insertando esto en la ecuacién de campo de Euler-Lagrange,
tenemos:

0% 1 0%
oz 2o
Que es precisamente la ecuacion de onda en (4.25) y vemos que L tiene la forma de densidad
de energia cinética menos energia potencial.
Para el dltimo paso, estamos interesados en el Hamiltoniano, recordamos que esté for-
mulado en términos de variables de coordenadas (q) y de momento (p). En el caso del campo
continuo, H es descrito como la integral de una densidad H.

=0 (87)

o= / daH (88)
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Mientras que ¢,(t) se vuelven el campo coordenado ¢(z,t) y la pregunta es: {Qué correspon-
de al campo del momento?La respuesta estd dada por una versién continua del momento
generalizado derivado del enfoque lagrangiano (4.39).

oL

b= 87q (89)

Definimos un campo de momento 7(x,t) llamado técnicamente el conjugado canoénico de
momento para ¢.

oL
(1)

Donde L es la densidad lagrangiana y 7 tiene dimensionales de la densidad de momento.
En la mecéanica clasica de particulas definimos el Hamiltoniano como:

(90)

m(x,t)

H(p,q) =pi—L (91)

Mientras que aqui definimos la densidad Hamiltoniana como:

H(p,m) =m(x, t)p(x,t) — L (92)

Vamos a ver como funciona con una dimensiéon con £ dado por:

1 (9N 1, (98
Ly=35p <8t> —5pe <8m (93)
Tenemos: 96
_ poo
(a,0)= 22 (94)
Y
il Ll a (00N 1L, o (96
Hy = ,07T [pw pc <8z 5 |57 + pc D (95)
Por lo que:
_ [ ey e (00)
H,= [2,07T +2pc <8:c> dx (96)

Que es la forma que esperabamos comparandola con (30)

Mecanica cuantica de campos de Heisenberg-Lagrange-Hamilton

Ahora debemos cuantizar el formalismo de un campo clasico. Hemos introducido el cam-
po coordenado ¢(x,t) y el campo de momento 7(z,t). Para pasar a la version cuantizada
debemos de hacer el mismo procedimiento y poner nuestras cantidades ¢ y m a opera-
dores g% y @. Como factor distintivo tenemos la no-conmutatividad de ciertas cantidades
bésicas, por ejemplo:

[er (t)aﬁs (t)] = i0rs (97)

Que seria en el caso discreto.
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Por lo que esperamos que los operadores ¢ y 7 obedezcan una relacién de conmuta-

cion. El conmutador sera de la forma [¢(z,t), 7(y,t)]. Teniendo en cuenta las propiedades
de la funcién de Dirac que son las siguientes dos:

/OO d(z)dx =1 (98)

/_ " b — ) f(@)dr = £(y) (99)

Entonces podemos utilizarlas para obtener el conmutador fundamental unidimensional que
sera:

[P(z, 1), 7 (y, )] = id(x — y) (100)
Con la generalizacion a 3D con §(Z — ), recordando que & = 1 vemos que las dimensiones
se mantienen en ambos lados y los operadores ¢ y 7 siguen tal relaciéon de conmutacién que
son sus propios conjugados.
Ahora los conmutadores de ellos mismos:

[B(x, 1), d(y, )] = [ (x, 1), 7 (y, )] = 0 (101)

Exploraremos el efecto de estos conmutadores fundamentales. Para el lagrangiano que pro-
dujo la ecuacion de onda via la ecuacion Euler-Lagrange.

AN 2 AN 2
A 1 0 1 0
Lo=35p <a(f> bl (af) (102)

Si quitamos p y ¢ = 1 tenemos:

A\ 2 A\ 2
. 1 (0 1 (0
£=3 (&e) 2 (m) (103)

Lo que produce la ecuaciéon de campo.

Pd  0%¢
—f — —? =0 (104)
ot ox
Podemos pensar en (104) como un version muy simplificada de la ecuaciéon de onda en la que
tiene espin 0 en una dimensién, que se satisface por potenciales electromagnéticos. Entonces
podemos adivinar que los cuantos son sin masa. El lagrangiano de (103) es el prototipo del
lagrangiano del campo cuantico. Aplicando la version cuantizada de (90) tenemos:
. oL
7(x,t) = — (105)
d¢(z, 1)

Y la densidad Hamiltoniana es:

AN\ 2
H=rp—L = %fr2+% <a¢> (106)

2
ﬁ:/ﬁdm:/; 724 (gi) dx (107)



Teniendo esta forma no esta claro como encontrar los eigenvalores y los eigenestaados de
H. Pero los modos normales nos ayudan, si podemos escribir el Hamiltoniano en una clase
de suma de osciladores independientes sabremos como proceder. Recordemos que en (1), la
expansion del modo simplemente era una expansion de Fourier. En este caso no queremos
un intervalo finito (0, L), sino que queremos que la longitud tienda a infinito. Por lo que la
serie se reemplaza por una integral.

Para la ecuacion de onda cléasica (25) las soluciones son:

p(x,t) o k=it (108)

Donde c=1, entonces:
w==k (109)

Que es la relaciéon de dispersion en el vacio. El campo general puede ser expandido por
Fourier en términos de estas soluciones:

(Z)(IL’,t) — /OO Qﬂjﬁ:ﬂ [a(k)eikmfiwt _ a*(k)efikariwt] (110)

Donde ¢ debe ser real y similarmente m = ¢> es expandido como:

_ > dk —ila eikxfiwt_a* efik:p iwt
= [ o)) (k)eheio (1)

Cuantizamos esta integral al volver 7 y ¢ operadores y suponiendo el conmutador (100).

d)(a;’t) _ /_oo 27:\[;@'% [d(k)eika;—iwt o aT(k)e—ika:—I—iwt] (112)

>~ dk P .
A —i)alk ezkx—zwt o &T k e—zkx-i—zwt 113
" /_oo 2%\/%( k) ) ! (113)

El conmutador (100) determina el conmutador de los operadores de modos @ y a'.
[a(k), af (k)] = 2md(k — K') [ak), a(k")] = [l (k), a" (k)] = 0 (114)
Estos son anélogos de los osciladores armoénicos continuos.
[y, al] = Oy lar, a,] = [afal] = 0 (115)

El factor de 27 en (114) depende en la eleccion de normalizacion en la ecuacion (4.113).

La forma de conmutacion entre a y a' sugiere que a(k) y af(k) son precisamente los
operadores de destruccién y creacién para el problema continuo. Para verificar esta interpre-
tacién y encontrar los eigenvalores de H, insertamos la expansion para 7 y ¢ Encontramos
el siguiente resultado:

7 = Lat(kya a(k)al (k)w
= FCLCR O (116)

Comparando con el resultado de un oscilador simple:

H=_[a'a + aallw (117)



Vemos entonces que efectivamente, cada modo clasico puede ser cuantizado y se comportan
como osciladores independientes con frecuencia w = k. af(k) crea y a(k) destruye un cuanto
del modo k. El factor (27)~! en H surge de nuestra eleccion de normalizar.

Notamos que en el operador de campo qg de (113), los términos que destruyen van con
el factor e~ mientras que los que crean van con ™. Esta elecciéon es consistente con los
factores de absorcion y emision et de perturbaciones ordinarias dependientes del tiempo
de mecanica cuantica.

;,Cudl es la masa de estos cuantos? Sabemos que la frecuencia w esta relacionada con
el namero de onda k por (110) que es equivalente a hw = hck o E = ¢p donde usamos las
relaciones de deBroglie y Einstein que es precisamente la relaciéon E-P para una particula
sin masa.

,Cudl es el espectro de energia? Esperamos que el estado base sea determinado por el
analogo continuo de:

ar0)=0 V r (118)

O sea
a(k)|0) =0 (119)

Sin embargo hay un problema con esto, si permitimos que el Hamiltoniano de (116) acttie en
|0, el resultado no es 0 como esperamos, por el término a(k)a’(k)(el término en (119) si da
0). En el caso del oscilador simple, reescribimos aa! en términos de afa usando la relacion
de conmutacion (59) y esto nos lleva al punto de energia O,i, del estado base del oscilador.
Usando la misma estrategia, escribimos (116) como:

7 / I () ak)w + / %%[&(lﬁ),éﬁ(k)]w (120)

Ahora consideramos H |0): Por definicion de vacio de (119), el primer término dara 0 como
es esperado pero el segundo término es infinito ya que la relacion de conmutacion en (114)
produce la cantidad infinita 6(0) porque k — k', entonces la integral diverge.

Ese término es obviamente el anilogo continuo de la energia base i pero como hay
infinitos osciladores, esto es infinito. Podemos tomar en cuenta entonces tnicamente la di-
ferencia de energias por lo que en (120) podemos deshacernos de la constante infinita y
entonces el estado base |0) tendra energia 0 por definicion y los eigenvalores de H son de la
forma:

dk
/%n(k)w (121)

Donde n(k) es el nimero de cuantos de energia w = k. Para cada k definido y w, el espectro
es como el de un oscilador armoénico simple. el proceso de ir de (116) a (120) sin el segundo
término es llamado ordenamiento normal, los operadores @ y af en expresiones con un orden
normal estan organizados tales que todas las a' estan a la izquierda de @ con el resultado
que el valor en el vacio de las expresiones por definicién es cero

Es importante reconocer que solo tomar en cuenta las diferencias de energia es falso en
lo que se refiere a la gravedad que acopla todas las fuentes de energia. Seria deseable tener
teorias en las cuales la energia del vacio fuera finita desde el inicio (como pasa en teoria de
campo supersimétrico).

Procedemos a los estados excitados; cualquier estado deseado en donde cuantos excitados
estan presentes puede ser formado por la aplicacion apropiada de operadores a(k) del estado
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base |0). Por ejemplo un estado de 2 cuantos conteniendo un cuanto de momento k; y otro
de momento ko puede ser escrito como:

k1, ko) = @' (ky)a' (k2) |0) (122)

Un estado general contiene un ntimero arbitrario de cuantos.

Asi es como se logra cuantizar un campo clasico ¢(x,t), con la expresion (113) junto con
la interpretacion de los operadores de creacion y destrucciéon. De esta manera hemos man-
tenido el modelo mecénico inicial, por lo que nuestro campo podria describir las vibraciones
cuantizadas de un sé6lido unidimensional en la aproximacion de Debye.

Los cuantos son fonones y |0) es el estado base del solido. Trabajamos s6lo con QFT
donde no nos preguntamos qué es lo que son las sondas sino postulamos un campo ¢ y lo
cuantizamos. La excitacién de cuantos son las particulas. En el caso electromagnético son
los fotones.

Terminamos entonces con unos tltimos comentarios sobre el formalismo y la interpreta-
cion fisica de nuestro campo cuéntico ¢.

Sabemos que los campos ¢ y @ son operadores de la representacién de Heisenberg y
obedecen las ecuaciones de movimiento:

P(x,t) = _i[$($7t)vﬁ] (123)

7(x,t) = —i[x(x,t), H] (124)

Donde H esta dado por (116). Teniendo la derivada de qAﬁ tenemos entonces que la ecua-
cion(124) se vuelve

qg(liat) = _i[ﬁ-(mat)aﬁ] (125)
Como consecuencia de la version cuantizada de la ecuacion Euler-Lagrange (84). Por lo que
los lados derechos de (125) y (126) deben ser los mismos entre ellos. Asimismo las ecuaciones
de movimiento de Heisenberg son consistentes con las ecuaciones Euler-Lagrange.

II.

Este formalismo engloba los aspectos de onda y particulas de materia y radiacion. La
primera es evidente de la expansiéon de las funciones de onda plana en la expansiéon de la
ecuacion (113). Si recordamos la premisa de esta ecuacion se originaba del hecho que b
obedece la ecuacion de onda en (105). La segunda sigue la naturaleza discreta del espectro
de energia y los operadores asociados d,a’ que se refiere a cuantos individuales, es decir,
particulas.

II1.

Podemos preguntarnos ;Cudl es el significado del estado base |0) para un campo cuénti-
co? La respuesta es que el estado con n(k)=0 V k, es decir el estado sin cuantos en el campo
entonces también es sin particulas. Es el vacio. La interpretacion del vacio es fundamental
para fisica de particulas.
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IV.

Considere el estado de dos particulas en (122): |ki, ko) =~ a'(ky)af(k2)|0). Como af
conmuta, (114) este estado es simétrico cuando se intercambian kj con ks. No es posible
diferenciar un cuanto de energia por otro y esperamos que el estado de dos cuantos sea
indiferente al orden en el que los éstos son puestos. Sin embargo, esto tiene una implicaciéon
para la interpretaciéon de particulas; ya que el estado es simétrico bajo el intercambio de
particulas k1 kg debe describir bosones idénticos.

V.

Nos preguntaremos como conectar el formalismo de QFT a funciones de onda en mecanica
cuantica. Suponemos que formamos un estado que contiene un cuanto del campo ¢ con
momento k'

|K") = Nal(¥) |0) (126)

Donde N es una constante de normalizacién. Consideremos ahora la amplitud (0|¢(z, t)|k)
y lo expandimos como:

(0l ) = (o] [

El término a'a dara 0 ya que (0| G = 0. Para el otro término, usamos la relacion de conmu-
tacion (114) para escribirlo como:

2W%[A(k)eikz—iwt — al(k)e~* it Ngt (£)|0) (127)

dk fous ik it Neik'z—iw't
O/ a'(Ka(k) + 2mo(k — k)]e™* 7" 0) = ——— 128
O [ 3l Walk) + 2wk — R0t j0) = =€ (128
Usando la condicién de vacio otra vez e integrando sobre la funcién 6 usando la propiedad
(99) que nos dice k = £’ entonces w = w’. El vacio es normalizado a 1. La constante
de normalizacién N puede ser ajustado de acuerdo a la convecciéon de normalizacion El
resultado es una funciéon de onda plana para una particula en el estado |k’). El camino para
QFT que tomamos en esta secciéon normalmente es llamado segunda cuantizaciéon, donde
particulas unitarias son llamadas la primera cuantizacion.

4.1.3. Generalizaciones

Vimos entonces como la mecénica cuantica esta relacionada con la QFT pero s6lo hemos
considerado una dimension espacial para simplificar los calculos. Ahora debemos generalizar
para tres dimensiones e incorporar la relatividad. Con el enfoque lagrangiano es muy facil de
llegar a esto para el campo escalar ¢(x,t). En este contexto, escalar significa que el campo
tiene unicamente una componente independiente para cada punto (x,t), a diferencia del
campo electromagnético que tiene cuatro componentes. En el caso cuantico, un campo de
un componente es apropiado para particulas de espin 0[2].

Como vimos en (4.85), la ecuacion de Euler-Lagrange tridimensional es:

oL oL g (0L
——Vilz=——]—-—=|—1]=0 129
5% (awa) ~a (5) (129
Que puede ser escrita en forma invariante relativista como:
% — 0y % =0 (130)
¢ 2
@
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Donde 9,, = 9/0x". Similarmente, la accion es:

S = /dt/d3x£: /d4x£ (131)

Esta sera también invariante si £ lo es porque el elemento de volumen d*z es invariante.
Para construir entonces una teoria de campos relativista, tenemos que construir una densidad
invariante £ y usar la ecuaciéon covariante de Euler-Lagrange. Por lo que nuestro anterior

lagrangiano:
1 (90N 1, (8
Lo=3p (m) g (ax (132)

Con p = ¢ =1 se generaliza a:

L= S0u000 (133
Y produce la ecuaciéon de onda invariante:
92
Dot = <8t2 — v2> =0 (134)

Todo esto funciona de la misma manera cuando los campos estdn cuantizados. Este la-
grangiano invariante describe un campo cuyos cuantos no tienen masa. Para encontrar el
lagrangiano para el caso con cuantos masivos, necesitamos hallar el lagrangiano que nos da
la ecuacion de Klein-Gordon.

(O+m?)p(x,t) =0 (135)

Por medio de las ecuaciones de Euler-Lagrange. La respuesta es una generalizacion de (133):

Lia = 50,6016 — Jm*? (136)

Las soluciones de onda planas de la ecuaciéon de campo, ahora la ecuacion de Klein-Gordon,
tienen frecuencias o energias dadas por:

w? =k + m? (137)

Que es la relacién correcta de energia momento para una particula masiva.
., Como cuantizamos esta teoria de campo? El analogo en 4 dimensiones de la expansiéon
de Fourier para el campo ¢ toma la forma de:

i _ > dgik a efik-:p ~ T eik-:p
#0) = | Gyl (e (138)

Con una expansion similar para el conjugado del momento T = ¢.

e Bk
) = /oo s Nt 4 (e (139)

En esta ecuacion, k - x es el producto punto cuatridimensional el cual k -z = wt —k-x y
w = +(k? + m?)'/2. El Hamiltoniano que debe se encontrado es entonces:

) . 1 :
Hgg = / PxHyq = / x5 [7% + Vo Vo +m?¢7] (140)

—00
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Y esto puede ser expresado e términos de ¢ y af usando la expansion de qB y 7y el conmutador
siguiente.

[a(k), al (k)] = (2m)*6° (k-k) (141)
Con todo lo demaés volviéndose 0, el resultado como es esperado es:
N 1 [ &k
— = | 22 5t s Ak at
i = 5 [ Zamyalal ()a0) + a(R)al () (142)
Por lo que llegamos a:
~ dk Y

Esto apoya a la interpretacion fisica de los operadores de modo a y @ como operadores de
creaciéon y destruccién de cuantos del campo qg como lo fueron anteriormente excepto que
ahora la relaciéon de energia momento para esas particulas es relativista para particulas de
masa m.

Como qg es real (QAﬁ = QAST) vy no tiene grados de libertad de espin, es llamado un campo
escalar real. Solo cuantos del campo de un tipo entran, esos creados por a! y destruidos por
a. Entonces ngb corresponde fisicamente a un caso donde un tnico estado de una particula de
masa m, por ejemplo el campo 7°. La pregunta es si campos escalares elementales existen
en la naturaleza. Ya que aprendimos como describir particulas relativistas de masa finita
como los cuantos de un campo cuéntico relativista, ahora debemos de ver las interacciones

en QFTI1].

4.2. Teoria de perturbacién para campos que interactiian

Lo que se explico en la seccién anterior fue sobre campos cuanticos que no interacttan,
esto lo logramos suponiendo que la energia potencial era cuadrética en los desplazamientos
de ¢-. Entonces ahora debemos ver qué ocurre cuando se cuantiza sistemas no armoénicos.
Consideremos entonces un oscilador no armoénico con un Hamiltoniano:

1

X 1
H= 5152 + §w2cj2 + 2§ (144)

Escribiendo el Hamiltoniano en términos de los operadores a y @ tenemos:

A

Donde Hy es nuestro oscilador libre arménico, mientras que H' es el término de interaccion.
Teniendo este nuevo Hamiltoniano no podemos obtener las soluciones como un problema
de eigenvalores, por lo que necesitamos teorfa de perturbaciéon. Para poder resolver este
Hamiltoniano, se toma AH como una perturbacién y se expanden los eigenestados de H en

términos de Hg
)= cmln) (146)
n

|con|? es la probabilidad de encontrar cuantos en Hy en el estado |7). El eigenvalor de energia
entonces se tiene por medio de la serie de potencias siguiente:

E,=E® + \xEM + XEP 4 ... (147)
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Donde

Hy|r) = E© |r) (148)

Y
EY = (r|H'lr) (149)
g _ 5 ) el 50

(0) (0)
S#T By — Es

De la misma manera con dos osciladores no lineales acoplados, tomamos un |7) el cual tendra
dos valores ny y ns.
7= 3 [n1) Ino) (151)
n1,m2
Esto se puede resumir en el hecho que la caracteristica de modos cuantizados que interacttian
es que los procesos en los que los nimeros de los distintos cuantos no son constantes del
movimiento. Esto es exactamente lo que pasa cuando tenemos colisiones entre particulas
de altas energias. Cuando estas interactiian, vemos cambios en el nimero de cuantos. Para
los ejemplos de mecanica cuantica tenemos que la interacciéon produce términos como: &3 o
<£4. Estos términos nos llevan a un scattering no trivial entre fonones. En el caso de QFT,
cuando generalizamos el formalismo a fermiones y fotones, la interacciéon no lineal producira
scattering de ete™.
Continuamos ahora con el campo simple 45 y su interaccion )@3, descrito por el siguiente
lagrangiano:

~ 1 ~ ~ 1 ~ ~ ~ ~
L= 3 L, POM D — §m2¢2 — 2 = LG — \? (152)
Su Hamiltoniano asociado es entonces:

H=Hyq+ H (153)

Tenemos el Hamiltoniano separado en una parte exacta que es el Hamiltoniano de Klein-
Gordon y el que debemos tratar por medio de teoria de perturbacion.

Hyio = / PxHya = % / Bx[r? 4+ (V)2 +m2¢?] (154)
H = / BxH = A / Bx¢? (155)

4.2.1. La representacion de interaccion

En la introduccién de QFT trabajamos con la representaciéon de Heisenberg, donde se
trabajo inicamente con campos libres que no interactuaban. La dependencia del tiempo de
los operadores dados por la expansion de modos en (138) es generada por el Hamiltoniano
libre de (154). Pero, en el momento en el que se agrega la interaccion del término H , o
se puede hacer ningtn progreso en la representaciéon de Heisenberg porque no tenemos la
dependencia del tiempo de los operadores que son generados por el hamiltoniano completo
H = Hyge + H'. En cambio, consideremos utilizar la representacion de Schrédinger la cual
los estados cambian acorde al tiempo por medio de:

B = [(0)) = i (o) (156)
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Donde los operadores son independientes al tiempo. Notese que aunque la ecuacion (156)
es una representacion de Shcrodinger, es relativista. En este enfoque, los operadores del
campo que aparecen en la densidad # son evaluados en un tiempo fijo. En este tiempo, las
expansiones de la forma (4.138) con ¢ = 0 son posibles. El problema con esta formulacion
es que no seré invariante respecto a Lorentz, o covariante porque un tiempo especifico ha
sido elegido. Por esa razon necesitamos una tercera representacion que tenga lo que nos
conviene de ambas, la de Heisenberg y Schrodinger, llamada la representacion de interaccion
que llamaremos RI[1].

En la representacion de Heisenberg, la dependencia del tiempo esta en los operadores y
ninguna por el estado y en la de Schrédinger es lo contrario. En RI, ambos, los estados y
operadores seran dependientes al tiempo, pero en un modo que esté adaptado a la teoria
de perturbacién, especialmente en QFT. Los operadores tienen la dependencia del tiempo
generado por el Hamiltoniano libre ﬁo, por lo que la expansiéon de modos de una particula
libre sobrevive intacta. Los estados tienen una dependencia del tiempo generada por a in-
teraccion H’. Formalmente podemos ver en términos de un operador de la representacion
de Schrédinger que es independiente al tiempo y llamaremos A, al cual le asignaremos un
operador RI Aj(t).

A = etflot fe—iHot (157)
Tenemos entonces que la dependencia del tiempo de Ap es:
dA;(t o -
1O sy, Ay (158

Como fue aplicado en nuestro modelo en(152), entonces nuestro campo gZ; ahora seré especi-
ficado como parte de RI, ¢;(x,t). El conjugado de ese campo, como no contiene derivadas
respecto al tiempo, permanece igual al caso del campo libre:

oL _ Ol
09(x,t)  9p(x, 1)

(%, 1) = = d(x,1) (159)

Vemos entonces que en el caso de campos que interacttian, se siguen las mismas ecuaciones
de movimiento y relaciones de conmutacién como los operadores de campos libres.
Ahora trabajamos con los estados en RI. Definimos un vector correspondiente:

(1)) = € [y (1)) (160)

que estd escrito en términos de la representaciéon de Schrodinger. Entonces buscamos la
ecuacion de movimiento de [¢(¢)) donde:

d d

i [0(); = et | —Ho [p(t)) + i |4 (1)

= ot Fo () + (Ho + H') | (1))]
— (iHot 1 (t))
— ¢iflot fre=itfot (1)), (161)

(), = HE) [0(0), (162)

31



Donde: X R
Hj = efot fre=iHot (163)

es la interaccion Hamiltoniana en la RI.

4.2.2. La matriz S y la expansiéon de Dyson

Ahora que ya tenemos una representacion de interaccion, la aplicamos a procesos de
decaimiento y scattering en QFT. Se introduce entonces una cantidad crucial para estos
problemas que es la matriz de scattering o matriz S. Un proceso de scattering puede ser
descrito de la siguiente manera; en un tiempo ¢ — —oo, mucho antes que una interaccién
ocurran esperamos el efecto de H/ sea despreciable para que [¢)(—00)); sea un vector de
estado constante |i), que es, de hecho, una eigenestado de Hy. |i) contendra entonces, un
cierto nimero de particulas que no interactian con un momento definitivo. Cuando el tiempo
evoluciona, las particulas se empiezan a aproximar unas a otras y otras se dispersaran a otro
estado constante [1)(00)); que también contiene particulas que no interacttian. A este estado
le llamaremos |f). El operador S es definido via;

[$(00)); = 8 [1h(—00)); = 5 ]i) (164)

Un elemento particular de la matriz S es entonces la amplitud para encontrar un estado final
|f) en [¢(c0)) ;- .
(flib(o0))p = (fIS]) = S (165)

Por lo que podemos escribir:

[(00)); = Y IE) (Flub(00)), = Y Spilf) (166)
f f

Esta claro que los elementos Sy; son los que debemos calcular y sus probabilidades asocia-
das[1]. Consideremos entonces una propiedad importante de S. Suponiendo que [¢(c0)); y
|i) estan normalizados, entonces:

L= 1 ((c0)(00)) = (ilSTSi) = (ilé) (167)

Por lo que sabemos que S es unitario; StS = . Tomando los elementos de la matriz, nos
da el resultado:

> S;Ski = Oy (168)
k

Intercambiando i = f en (168), se produce >, |Ski|* = 1, que confirma que la expansion
de coeficientes en (166)debe obedecer la condicién que la suma de probabilidades parciales
debes sumar 1.

Ahora, establecemos un enfoque de teoria de perturbacién para calcular S. Integrando

(162):
o(t)); = i) — i / () [, d (169)

Resolvemos esta ecuacion iterativamente, si H) es descartado, entonces la solucion es:

() = i) (170)



Para obtener el primer orden de correccion, insertamos (170) en lugar de [¢(t')); en el lado
derecho de (169) para obtener:

wen = [ ifnn ()

Recordando que |i) es un vector de estado constante. Obtenemos entonces el segundo orden:

t N t 1 N A
)P = [1 + [ ciepin+ [ an [ anio) i) 1Ham
Tendiendo t al infinito, nos da nuestra serie perturbativa para el operador S.

. t . t t ) .

§=1 +/ (—iH(t))dt: +/ dtl/ dto(—iHL(0)) (—iH () + . (173)
Recordando que:

/H’ x,t)d (174)

podemos escribir el segundo término de (4.173):

/ /t ity ) (<1 (22) (175)

Que mejora la simetria pero atn existe una asimetria debido a t; > to. Las integrales de t
pueden convertirse de —oo a oo sin ninguna condicién por medio de las integrales de x. Se
puede hacer lo mismo para x para que nos de la expansion de Dyson para el operador S[1].

oo
N=0

/ /d% B d o TIH (21 )H 1 (22). H 1 ()] (176)

Donde T esta definido como:
T(H 1(x1)H 1(22)) = H 1(x1)H 1(2) paraty > to (177)

= H'1(22)H'1(21) paraty <tz (178)

4.2.3. Ejemplo de scattering de nucleones

Veamos el ejemplo de scattering de 1) — ). Tenemos los estados iniciales y finales:

=V 2E13‘1\/ ZEI?Z 51 pz !pl,p2>
\/2Eﬁl\/% 1 p‘2 0) = |p/17p/2> (179)

mos enton mar Xpansion s|.S|e ificamen Xpansion — 1z
Podemos entonces tomar la expansion de (s|S , especificamente la expansion de (f|S — 1
ya que no estamos interesados en las situaciones donde no ocurre scattering. En el orden
n = 2 tenemos entonces:

(—1)?

3 [ dtoidtenT (0 @) ()6 (e2)d(a)0(e2) (180
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Ahora, utilizando el teorema de Wick[3], vemos que tiene la forma:

YN @) (@)Y (22)d(@2) = b)) (181)

Que contribuye al scattering porque los dos campos 1 aniquilan las particulas 1 mientras
que los campos ' crean particulas . Cualquier otra forma de ordenar estos dos campos no
nos va a dar otra contribucién. Esto significa que tenemos:

(P, Ph| T (1) (1) 0T (22) Y (22) [p1, p2)
= (P}, Pa| YT (1) YT (22)]0) (0ep(21)1h(w2)|p1, p2)
)
)

_ (ehntihan | giplmatiphon) (it ei—iha | gmiplza-iphon (182)
— el (pr—p1)+ize-(py—p2) 4 piz1-(Ph—p1)+ize-(py—p2) 4 giwe-(Py—p1)+iz1-(p)—p2

Donde en la tercera linea, lo que utilizamos fue la normalizacién de estados:

(Ot (a)p) = e P (183)
Insertando esto en (180):
(O [ s by [ @h—pr) iz (bh=pa) 4 gior-(ph=pn)+iz-(5}—p2)
d oy d o6 PP iz (3 —p2) y girn Wy —pr) iz (Pi—p2) 4
2

(184)

d4k ieik-(m—mg)
(2m)* k2 — m2 +ie

+e”2'(p’2—p1)+ix1~(p’1—p2)]/

Donde la tultima integral es el propagador de ¢ que viene de a contraccion de (4.181). La
integral de x1 y x2 son funciones delta por lo que quedamos con la expresion:

, d*k i(2m)®

2 (4) (4) (1 (4) (7 (),

(—i) (277)4k2—m2+ie[6 (p1 —p1+k)8" (Py—p2+k)+0'Y (py —p1+ k)6 (p1 —p2+ k)]
(185)

Finalmente podemos resolver la integral de d*k usando las funciones delta para obtener:

i(—i)? [ ! + !
(p1 —py)2 —m2+ic  (p1—ph)% —m? +ie

]@m%wwrun—m—pw (186)

De hecho, para ese proceso podemos eliminar +ze ya que el denominador nunca es cero. Para

poder ver esto podemos ir al marco de centro de masa donde pj = —p3 y por conservacion
de momento |pi| = |p}|. Esto asegura que el cuadrimomento del meson sea k = (0,5 — p/),

entonces k2 < 0. Por lo tanto tenemos el siguiente resultado:

i(—i)? {

1 1
+

o 45(4) + o 187
A= ] G )
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CAPITULO b

Caracteristicas de las interacciones débiles

5.1. Covariantes bilineales

Para poder construir la forma general de corrientes consistentes con la covarianza de
Lorentz, necesitamos tabular cantidades bilineales de la forma:

(V)4 x 4)(¥) (188)

que tiene propiedades definitivas bajo las transformaciones de Lorentz, donde la matriz de
4x es el produco de matrices A. Para simplificar la notacién introducimos:

7? = inyly?e? (189)

De esto, sabemos que:
YP=7" (P =1 Ay =0 (190)

En la representacion de Dirac-Pauli:

P ) (D) el

Estamos interesados en el comportamiento de cantidades bilineales bajo las transformaciones
de Lorentz que incluyen rotaciones y boosts, y bajo la operaciéon de paridad. Existe una lista
de probabilidades. Debido a relaciones de anticonmutacion, el tensor es antisimétrico:

i
ot =S (" = ") (192)
La lista estd ordenada incrementalmente del nimero de las matrices v* que estan operadas
entre ¢ y 1. El pseudoescalar es el producto de cuatro matrices (189). Si las cinco matrices
fueran usadas, por lo menos dos serian la misma y en ese caso el producto seria reducido a
tres que ya estan incluidas en el vector axial. Es util ver como las propiedades del Cuadro 1
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No. de Componentes | Inversion en el espacio P
Escalar ) 1 +
Vector Pyt 4 —
Tensor ot 6
Vector axial | 1pyPyH) 4 +
Pseudoescalar | 5 1 -

Cuadro 1: Todas las posibles combinaciones bilineales covariantes de matrices v [4]

son establecidas. Para hacer eso, necesitamos considerar la ecuacién de Dirac en dos marcos
(x y x’) relacionados por una transofrmacion de Lorentz A.

., 0U(x
iyt g;u) —mip(z) =0 (193)
.o (2
z'y“gx(/u) —may(z) =0 (194)
Donde 2’ = Az. Entonces sabemos que existe una relacion:
V(@) = Sy(x) (195)

Es claro que S es independiente de x y actia tnicamente en el espinor u. Sustituyendo las
ecuaciones (194) con (195), y manteniendo la idea de (193), obtenemos:

SIS = ALy (196)

5.2. Fermiones sin masa: Los neutrinos de dos componentes

Comenzamos con la ecuacién de Dirac escrita de la siguiente manera.

Hy = (o~ p+ pm)y (197)

Debemos encontrar relaciones que satisfagan matrices de 4x4, pero debemos de tomar en
cuenta que [ no esta involucrado en el caso de particulas sin masa, por lo que debemos
inicamente satisfacer:

(87107 + Q0 = 2(5@', o = Oél-L (198)

Estas relaciones pueden ser cumplidas con las matrices de Pauli de 2x2. Podemos tomar
a; = —oj y a;j = 04. La ecuacion de Dirac sin masa se puede dividir en dos ecuaciones
independientes para dos espinores de dos componentes x(p) y ¢(p):

Ex =—0-px (199)

E¢ =40 -po (200)

Cada ecuacién esté basada en la relacion energia momento relativista E? = p?, que tienen
una solucién positiva y otra negativa.

Supongamos que (199) es la ecuacion de onda de un fermién sin masa, un neutrino. La
solucion de energia positiva tiene F = |p| y satisface:

o-PX = —X (201)
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Eso significa que x describe un neutrino de izquierda con helicidad A = —% de energia E
y momento p. El resto de la soluciéon tiene una energia negativa. Para interpretar esto,
consideremos una solucién de neutrino con energia negativa —F y momento -p.

a(—p)x = X (202)

Con helicidad positiva, por lo que describe un antineutrino derecho(\ = +%) de energia E y
momento p. Simbélicamente decimos que (199) describe vy, y vg y (200) describe los otros
estados de helicidad vg y vy,..

Un vasto niimero de experimentos indican que los leptones entran a las interacciones
débiles en una corriente cargada con una combinacién de covariantes bilineales. So6lo los
neutrinos izquierdos y antineutrinos derechos son acoplados a leptones cargados por la in-
teraccion débil[4].

5.3. Fuerza débil

5.3.1. Decaimiento

El deciamiento Beta siempre ha sido un interés entre los fisicos. Ambos rayos a y v son
emitidos por medio de un espectro discreto, simplemente por la conservaciéon de energia.
La energia de la particula emitida es la misma que la diferencia de energias entre el estado
inicial y final del nicleo. Es mucho més dificil ver que es lo que pasa con el decaimiento
B, debido a la emision de electrones desde el ntcleo. Chadwick reporté que el espectro
de energia de electrones es continuo, la energia puede tomar cualquier valor entre 0 y su
méximo. Este resultado no satisfajo a muchos por lo que hubo varios experimentos luego de
esta declaracion|5].

Otto Han y Lise Meitner, quienes descubrieron la fisién nuclear, estudiaron el mismo
espectro y concluyeron que era discreto. Argumentaron que el espectro parece continuo
debido a que los electrones pierden energia rapidamente. El méximo de energia observada
es en un espectro discreto y vemos energias menores debido a esa pérdida. La controversia
siguié por mas de una década.

Por dltimo hubo un experimento definitivo hecho por Charles Ellis y Nevill Mott el cual
demostré que el espectro si es continuo. El neutrén de Pauli se convirtié en lo que conocemos
ahora como neutrino y el proceso de decaimiento 3 es:

n—pt+e +r (203)

5.3.2. La interaccion débil

La interaccion débil es la responsable de los decaimientos radiactivos. Esté caracterizada
por largas vidas y pequenas secciones eficaces. Todos los fermiones sienten la interaccion
débil. Sin embargo, cuando las fuerzas fuerte y electromagnética estan presentes, éstas do-
minan. Los neutrinos sienten tinicamente la interaccién débil y eso es lo que los hace dificiles
de estudiar, ya que son la tnica particula que experimenta tnicamente una fuerza.No tienen
color y son eléctricamente neutrales|5].

5.3.3. La interacciéon de 4 puntos

El primer intento para construir una teoria de la interaccion débil fue creada por Fermi
en 1932. Utilizando de analogo la fuerza electromagnética, Fermi se imagind una interacciéon
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de cuatro puntos que ocurre en un punto n el espacio tiempo. Su idea del decaimiento (3 se
puede observar en la siguiente figura.

Figura 3: Interaccion de 4 puntos de Fermi [5]

En analogia a la interaccion electromagnética, Fermi propuso el siguiente elemento de la
matriz:

G
M = =L [y ug) gy ur) (204)

V2

Notamos varias cosas en esta ecuaciéon

= El cambio de carga: La corriente hadrénnica tiene AQ = +1, mientras que la corriente
del lepton tiene AQ = —1. Hay una carga neta trasferida desde la corriente hadrénica
hasta la leptonica y esto es llamado la interaccién de corriente cargada.

» Universalidad: Como se ve en la ecuacion, existe un factor de acoplamiento G que es
la constante de Fermi que es igual a 1.166 x 10715GeV 2. Fermi postulé que el factor
de acoplamiento débil es el mismo para todos los vértices débiles, sin importar el sabor
del leptén. Por esta razon, la universalidad es uno de los conceptos méas importantes
de la ecuacion.

= No existe propagador en esta ecuacién, més adelante se hablara de el.

= Las corrientes son de carédcter vectorial, por lo que coincide nuevamente con la analogia
de la fuerza electromagnética donde se sabe que las corrientes son vectoriales en la
naturaleza.

La seccion eficaz para la interacciéon v +n — p + e~, generada por medio de la interaccién
de 4 puntos de Fermi fue calculada por Bethe. Se encontr6 que:

o(n+ve—e +p)~E,(MeV) x 107 8Bem? (205)

Esta cantidad lo que significa es la cantidad necesaria para poder parar 1 MeV de neutrinos.
Esta seccién eficaz también tiene un problema el cual es que crece linealmente con la ener-
gia.Esto es incorrecto por lo que vemos que el modelo de Fermi no es apto para altas energias
por lo que necesitamos una modificacién a la teoria por lo que se le agrega un propagador.

5.3.4. Propagador débil

Sabemos que las interacciones ocurren gracias a dos bosones de gauge masivos: El boson
cargado W* y el neutral Z°. El término de propagacion para el boséon masivo es:

1
2

(206)
MI%V,Z -9
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Si suponemos que la teorfa de Fermi es el limite de la energia méas baja de la interaccion
débil, entonces podemos estimar el acoplamiento intrinseco a energias altas. En el limite de
Fermi, el factor de acoplamiento es G5/ V2. A bajas energias, con M‘%V 5 >> ¢?, el término
del propagador se reduce a 1 /MI%V por lo que podemos hacer la siguiente igualacion.

Gr _ _as
V2 o ME8

El factor de 8 lo postulamos tinicamente por convencién, para poder tener el factor del vortice
del diagrama de Feynman como gy /2v/2. Esto nos permite comparar los acoplamientos
intrinsecos de la interacciéon débil con la electromagnética. La masa del boson W es de
80.4GeV y la constante de Fermi es de 1.166 x 107°GeV ~2.Insertando esto en la ecuacion
(207), tenemos un factor de acoplamiento g,, = 0.65. Ahora recordemos que el factor de
acoplamiento de la interaccion electromagnética es:

(207)

1
Acoplamiento EM : xgpy= ey (208)
Y el factor de acoplamiento débil es:
gu _ 1
Acoplamiento debil : = =— 209
coplamiento  debil : o=~ = o5 (209)

Vemos entonces, que la interaccion débil, aparentemente es cuatro veces mas fuerte que la
electromagnética. Lo que la vuelve tan débil es el tamano tan masivo del los bosones gauge.
De hecho, en energias muy altas donde ¢ ~ M2,, la interaccion débil puede ser comparada
con la fuerza de la interaccion electromagnética.

,Qué ocurre entonces en las altas energias? La masa del bosén W sobrepasa la seccién
eficaz total y la detiene de ir al infinito. Por lo que el propagador también resuelve ese
problema,

5.3.5. Violaciéon de paridad
Paridad y el operador de paridad

La operacion de paridad esta definida como la inversion espacial alrededor del origen.
t=t =z Y=y =z (210)

Consideremos un espinor de Dirac 9 (¢, z, y, z). Una transformacion de paridad transformaria
este espinor a:

P?ﬂ(t,l‘,y, Z) = ¢(t7 -, =Y, _Z) - W(t,, x,a yla z/) (211)

Podemos probar que el operador relevante es ~°.
wl(t”a x,v yla Z/) = 1/}<t7 -z, =Y, _2) = :I:fyow(ta z,Y, Z) (212)
Consideremos ahora un espinor 9 (t, z,y, z) que obedezca la ecuacion de Dirac:

00 0% 50¢. 30Y

05y + iy %+i'y ayw 92 mip =0 (213)
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Bajo la transformacion de paridad: ¢/(a/,y/, 2',t') = Pi(x,y,2,t) = 7°u(z,y, 2,1). Como
(7°)? = 1, esto significa que:

D@y, z,t) =Y (@, 2 1) (214)
Sustituyéndolo en la ecuacién de Dirac:

00 0O
in%" (;b +iy'y” gb +in’y aw +iv’y ; —myy =0 (215)

Usamos entonces la regla de la cadena para poder expresar la derivada en términos de
coordenadas primadas.
oy ox' oy’ o'
N _ oz oy oy (216)
Ox Ox Ox' dx!

Como estamos trabajando con paridad sabemos que 2’ = —x, entonces la ecuaciéon de Dirac
la convertimos.

0 0 o’ 0
i7" ;f, iy'y° aﬂ}/ i*y° aw, i°y° 8¢/ my’y' =0 (217)

Y como +? anticonmuta con 4* para i = 1,2,3:

5¢ o’ oy’ 30Y
i T g T gt g —ma Y =0 (218)

Multiplicando en la izquierda por 7%, y recordando que (7°)? = 1, tenemos que:

oy’ o’ oY’ oy’
0 1 2 3 /

=0 219
wat,+va,+vay,+va, mi (219)
Que es la ecuacion de Dirac para coordenadas primadas. Entonces, bajo transformaciones
de paridad, la ecuacion de Dirac no cambia (como deberia de ser).

W — Py =% (220)

Si aplicamos el operador de paridad dos veces debemos regresar a la ecuacion de onda orignial
p? = ()2 = 1. Los eigenvalores del operador, son 41 y los hadrones son los eigenestados de
P. La paridad de un fermién es opuesta a la de un anti-fermion mientras que la paridad de
un bosoén, es la misma que la de su anti-bosén. Tomamos entonces arbitrariamente particulas
para tener una paridad positiva o par y la antiparticula (si es un fermioén), sera negativa o

impar. La paridad de un sistema combinado es el producto de paridades la sus partes.

Violacion de paridad

En 1956, T.D. Lee y C.N. Yang estaban tratando de resolver un problema llamado el
problema 7 — 6; dos mesones desconocidos, llamados tauén 7 y meson theta 0, parecieron ser
idénticos en masa, espin, carga, etc. La tinica diferencia es que 7 decaia a tres piones 77 m™

777079, El otro mesén decae en dos piones 7+ 7%, Ambas son particulas de espin cero. El
analisis del estado final mostraba que 7 decaia en un estado impar mientras que 6 decaia en
un estado par. Esto parecia imposible ya que ambas particulas eran idénticas. Lee y Yang
después de estudiar esto, hicieron notar que podian ser la misma particula, esto siendo posible
unicamente si la paridad no estaba preservada en el decaimiento. Encontraron evidencia que
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si existia la conservaciéon de paridad en la interacciones fuerte y electromagnética y ninguna
en la débil. Propusieron varios métodos en los cuales la no conservacion de paridad podia
ser examinada experimentalmente en la interaccion débil|5].

C.S. Wu hizo un experimento para probar la posibilidad de violacién de paridad en el
decaimiento . Propuso un sistema de ©°60 atomos los cuales todos decayeron via emision
B a Ni60. Aline6 estas particulas en el campo magnético para que los vectores de espin se
alinearan y decayeran, midiendo la direcciéon del electréon de salida. Si la paridad estuviera
conservada, se esperaria ver los electrones emitidos isotrépicamente.

-0~

Figura 4: Ejemplo de conservacion de paridad [5]

FEl espin vectorial del 4&tomo de cobalto, etiquetado como J en la Figura 4 apunta a la
izquierda en el mundo real en el de espejo. Este es un ejemplo de un vector axial, que no
cambian de direccién bajo una inversion covariante.La conservacion de paridad implica que
la probabilidad de una interaccién que ocurre en este mundo es la misma que en el espejo
de éste. Vemos también que el niimero de eventos donde el electréon fue emitido antiparalelo
al espin es el mismo de los que fueron emitidos paralelos al espin vectorial. Lo que Wu
resalta, entonces es que los electrones son emitidos preferencialmente en la direccion del
espin vectorial, una violacién clara de la conservacion de paridad. Concluyé que la violacién
fue maxima. La paridad, la cual se creydé como una simetria fundamental de la naturaleza,
se prueba no verdadera para todos los casos.

5.3.6. Violacion CP

Sabemos que la paridad es violada en la interaccion débil que se puede ver en el decai-
miento:

=ty (221)

en el cual el neutrino siempre es emitido en la helicidad izquierda.

La interacciéon débil no es invariante bajo la conjugaciéon de carga. El decaimiento de
esta es:

T =+, (222)

en el cual el antineutrino sigue teniendo una helicidad izquierda. El antineutrino en el mundo
real siempre debe ser derecho. Sin embargo, si combinamos las dos operaciones, simetria de
carga y paridad, podemos convertir un neutrino izquierdo a un anti-neutrino derecho que
es lo que ocurre en la naturaleza. Pero, la operacion CP también se encontré que puede
ser violada. Mostrado por Cronin y Fitch en 1964. Alrededor del 0.3 % de las interacciones
débiles violan CP.
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5.4. La interacciéon VA

Buscamos entonces un modelo que pueda describir la teoria de las interacciones débiles.
Para hacer esto tomamos nuesras corriente. La matriz més general que podemos escribir es:

N 1 _ oA
M~ [uw,f0“¢,i]m[u¢,f(7u¢,i] (223)

Donde O es la combinacion de matrices v.

Sabemos que hay tnicamente cinco expresiones bilineales covariantes que podemos for-
mar de las matrices v que estan descritas en el Cuadro 1. Para el tensor, se definié o* =
(7T ).

Ahora veamos como cada una de estas corrientes se comporta bajo la transformacion de
paridad. ignorando la corriente tensorial y notando que la transofrmaciéon de paridad es:

¥ =% (221)
P = @)1 = (1%9) 170 = 910170 = i (225)

donde usamos las propiedades 7°T = ~0 y (1) = 1. Uilizando este mismo método para
nuestras cuatro combinaciones tenemos:

» Escalar B B ~
Pp — P =PIy = Py (226)
= Vector
VY = P = PPy = (i = 0) (227)
—yHah(p > 0)
= Vector axial B B - -
Py = PPy = PPy = hytaPy (228)
= Pseudoescalar B B B B
DY = PV =y =~y (229)

Buscamos una combinaciéon en la cual la interacciéon débil cargada s6lo acople particulas
izquierdas idénticas tanto en el mundo real como en su espejo. El operador de proyeccién de
estas particulas es:

P =3(1-7") (230

Por lo tanto queremos que la corriente tenga la siguiente forma:
.1 5
$05(1 =) (231)

El operador O es simplemente el operador v* por lo que la interaccién puede ser descrita
como:

-1
s (1= 2%)e (232)
Si lo expandimos tenemos:

%(%"(zﬁ — Py P) (233)
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Comparandolo con el cuadro 1, vemos que el vector (V) y el vector axial (A) son las corrientes
responsables por la violaciéon de paridad de la interaccion débil.

Este es la famosa interaccion VA, la violacion de paridad viene del hecho que el com-
portamiento de las corrientes del vector y el vecor axial bajo una transformaciéon de paridad
son diferentes. Como vemos en el cuadro, la corriente vecorial cambia signos bajo paridad
mientras que el vector axial no lo hace. La interferencia entre estos dos términos es lo que
crea la violacion.

5.5. La interacciéon VA y neutrinos

La inclusion del operador de proyeccion izquierdo implica que la interaccion débil cargada
sblo se acopla a pariculas izquierdas o antiparticulas derechas.

(1= 9706 = (i + Fr)or = Puror (234)
;, Qué significa esto para los neutrinos? Sabemos que los neutrinos tienen helicidad izquierda
y los anti-neutrinos derecha. Como estas particulas son relativistas, esto significa que tiene
quiralidad izquierda (donde quiralidad se define como simétricas en el mundo real y en su
espejo) porque solo pueden ser creadas por la interacciéon débil, ya que ésta solo puede crear
particulas quirales izquierdas o antiparticulas quirales derechas. Como los neutrinos son
considerados casi sin masa, se puede decir que la helicidad y quiralidad son practicamente
lo mismo por lo que los neutrinos son creados siempre por medio de helicidad izquierda. Es
posible entonces para el boséon Z acoplar dos particulas quirales derechas y los neutrinos son
creados por medio de bosones W*[5].
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CAPITULO ©

Teoria con un nuevo bosén Z

Las interacciones no gravitacionales entre particulas del modelo estandar (SM) y las
particulas de la materia negra (DM), es un punto clave para la fisica ya que de esta manera se
puede inferir el sector oscuro del universo. La idea simplemente es localizar el contenido SM y
DM en diferentes sectores de tal manera que la tnica interaccion posible sea la gravitacional.
Sin embargo, por diferentes razones como la existencia de la densidad de DM, sabemos que
debe haber una conexién entre los dos sectores. Esto se puede lograr mediante la idea de
portales [6][7][8]. La definicién de portal es simple, una particula o conjunto de particulas
que pueden vivir en dos distintos sectores contectados por medio de las interacciones entre
particulas de ambos sectores, los dos mas importantes siendo el portal de Higgs y el portal
Z'[9]. El portal de Higgs ha sido estudiado vastamente en la literatura basada en el nuevo
boson escalar encontrado en el LHC y el portal Z’ ha sido también estudiado y es el que
interesa en esta secciéon ya que esté la posibilidad qu se conecte a una teoria completa. El
portal Z’ puede se construido en el sector SM con un ntmero n de bosones gauge de la
simetria U(1) y el sector DM puede ser descrito con un numero m de bosones gauge de un
semi grupo de Lie G}, también en la simetria U(1).

En general hay términos cinéticos o de masa entre estos bosones de gauge en ambos
sectores (A A”") que pueden originar la conexién entre particulas del modelo estandar y
la materia negra. El origen de los términos de masa es el mecanismo de Stiickelberg que
da las masas para los bosones en U(1) por medio de una matriz de masa con entradas
relativamente grandes y no diagonales asegurando esta mezcla. Este tipo de modelos con
el mecanismo de Stiickelberg son facilmente introducidos a modelos de teorfa de cuerdas.
Una vez el lagrangiano sea diagonalizado, el Z’ menos masivo seré el cual tomara un rol en
fenomenologia ya que los otros son muy pesados para tener un efecto en ellos. La forma en la
que este bosén ligero Z’ se acopla a las particulas del modelo estandar es determinado por la
diagonalizacion de la matriz de masa y también define la interaccién entre las particulas de
DM con las de SM. Lo mas importante de notar aqui es el hecho que en general el boson 7’
se copla diferente a particulas izquierdas y derechas induciendo a una violacién del isospin
en la conexién con DM. Esta propiedad afecta directamente con la fenomenologia de una
particula de materia oscura y también a su busqueda. Por ejemplo, para la deteccion directa,
una materia oscura que viola el isospin evaderia los limites impuestos por los experimentos y
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tendrian que ser simulados. La materia oscura podria se producida en colisionadores donde
las violacion de isospin surge.

6.1. Lagrangiano efectivo y eigenestados 7’

El portal de Stiickelberg consiste en la mezcla de bosones gauge masivos en U(1) de
diferentes sectores. La construccién general en términos de una teoria de campo efectiva,
puede ser descrita en términos del siguiente lagrangiano:

1= 1 o . =7 v
L= FT f Fo D AT-M? A4y da(id + Q- A (235)

Donde F = dA es el campo de fuerza del boséon de gauge en U(1) codificados en el vector
AT = (A1...Apim)-9]. Las matrices f y M son las matrices cinéticas y de masa y en general
son no diagonales, sin embargo para simplicidad se considerard M no diagonal y f diagonal.
Para un campo de materia dado 1, la carga vectorial Qa tendra entradas diferentes a cero
para ya sea el sector visible o escondido.

Para poder conseguir las masas para los bosones gauge Abelianos, A esté acoplado a un
conjunto de campos periddicos axionicos ¢ ~ ¢' + 2 en el siguiente lagrangiano.

1 ) ) . )
Ly = —§Gij(a¢l — kLAY (g7 — K] AP) (236)

Donde G;; es la métrica en el espacio de @' campos y es una matriz definida positivamen-
te. Los factores k! son las cargas axionicas bajo la normalizacién apropiada y pueden ser
supuestos como enteros.Después de que las simetrias U(1) ya hayan sido cambiadas bajo la
teoria de gauge, los bosones del grupo abeliano absorben los axiones y obtienen su masa por
medio del mecanismo de Stiickelberg.

6.2. El portal Z’: Blisquedas directas

En esta seccion se veran la deteccion directa. Para poder trabajar con esto tomamos otra
forma del lagrangiano, en este caso lo escribimos como:

_ g . i i 5 = 5
L=—36- Zi:cm‘ (a-gyv —b-947°)ai| Z,, + 9x[Xx7"*(1 = ¥°)x]Z,, (237)

Donde ¢; denota los quarks del modelo estandar, a y b son factores constantes que son
iguales a u si se supone que el portal Z’ se acopla equivalentemente al bosén Z, mientras
que X y gy son las particulas de la materia negra y el acoplamiento de materia negra con el
portal. Por tltimo g”‘i/ y gf4 son los acoplamientos vectoriales y axiales de los quarks Z, que
se pueden leer como:

gt =tsp(i) — 2- Q;S%, (238)
g’y = t31,(4) (239)
1 1

Donde Qi es la carga del quark i, t3;, es el isospin débil de los quarks con t3;, = +5(—3)
para quarks up (down)[10]. Por medio de la ecuaciéon (237) vemos tres cosas importantes:
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Operador Estructura Seccion eficaz de scattering
O ayY*axvux Independiente del espin g g MMy
H TMy, (Mp+My)?
O cj’y“q)?yﬂﬁyf’x Independiente del espin ~v?
O3 Q’y“v%)’wﬂx Dependiente del espin ~ v?
Oy 67”75@’(7“75)( Dependiente del espin Sg‘%‘g 32‘((]@75);[1/[)’2;]\4’%

Cuadro 2: Operadores efectivos para scattering de nucleones en materia oscura. v es la velocidad
de la materia oscura en el marco del laboratorio. M,, es la masa del nucledon y A" esta definido
como (N[}, 7uY°qIN) = A Unv,7°Un con Uy como la funcion de onda del nucleén(11]. Los
acoplamientos de gy y ga son determinados por (237)[10].

= 7’ es leptofobico, es decir que no sélo acopla a leptones por construccién. Este es el es-
cenario mas restringido por bisquedas de colisionador sobre un bosén nuevo neutral ya
que 7’ sb6lo puede decaer en parejas de materia oscura. Por otro lado , las interacciones
de nucleones en DM no dependen del sector lepténico.

= Como sera descrito en el cuadro 6.1, el portal Z’ oscuro podria dar cuatro diferentes
operadores cuando x es un fermioén de Dirac|11]. En este caso tomaremos esa suposicion
con un acoplamiento vectorial y axial a los fermiones como esté descrito en la ecuaciéon

(6.3).

» Bosones gauge en Z’ estén predichos a existir en teorias gauge extendidas como U(1). El
montaje investigado aqui, supone extra fermiones incluidos para cancelar las anomalias
inducidas por U(1).

6.2.1. Detecciéon directa

En la deteccién directa, los observables relevantes son: la seccién eficaz de los nucleones
de la materia oscura y la masa de las particulas de la materia oscura. En general, en el limite
de velocidad bajo, el scatering de la interacciéon débil puede ser independiente del espin o
dependiente de él. Dependiendo qué tipo de acoplamientos estan involucrados. Como se
ve en el cuadro 6.1, los operadores O3 y Oy incluyen interacciones dependientes al espin
mientras que O; y Oy son independientes. Por lo tanto el portal 7’ esta sujeto a estas dos
condiciones.

La condicién de dependencia de espin es generalmente més débil que la independiente
ya que esta es proporcional a A? a no ser que ocurra una interferencia destructiva. Lo
que importa de la deteccién directa, es que solo los operadores vectoriales y vector-axiales
son relevantes, porque la mezcla de estos dos como se describe en Oy y O3 suprimen la
velocidad|10].
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CAPITULO [

Conclusiones

Por medio de la descripcién del campo escalar libre en la teoria clésica, fue posible enten-
der el campo cuéntico descriptivo. Se trabajé clasicamente por medio de la representacion
de Lggrange-Hamilton y luego se hizo lo mismo para poder cuantizar el formalismo clasico,
en este caso se utilizo la representacion de Heisenberg. Se logro también describir la teoria de
perturbaciéon de campos que interacttian que dio lugar a la matriz S y expansion de Dyson
que fueron tutiles para poder describir la fuerza débil.

Se logré también poder describir las caracteristicas de las interacciones débiles como
las covariantes bilineales, se tomaron los fermiones sin masa como las particulas para este
estudio. Fue posible entender la teoria tanto la interacciéon de 4 puntos como el propagador
débil.

Por ultimo, se analizaron dos articulos que mencionan la posible existencia de un portal
7’ en el cual el bosén gauge es relativamente ligero y no interactia con leptones. Se menciona
el método de deteccién directa para la busqueda de dicho portal.
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