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Prefacio

Desde nifio, siempre he preguntado “jpor qué?” a todas las personas a mi alrededor. No habia
ningun fenémeno que no quisiese entender. Esta sed de 1égica nunca se fue. A lo largo de mi nifiez
y mi adolescencia, he encontrado siempre una satisfacciéon en entender las cosas en mi entorno.
“ipor qué?” estas reglas
se manifestaron. Entender las reglas de mi alrededor, entender las reglas del Universo, se volvio

Las ocurrencias en este mundo son regidas por reglas y, al preguntar

rapidamente uno de mis objetivos centrales para mi vida. Es por esta razén que decidi dedicarle mis
estudios a la Fisica.

El Universo y su belleza no se escondieron de mi durante mi ninez. De dia como de noche, siempre
me fasciné observar el cielo. La Luna podia verse a veces, con formas diferentes, de dia como de
noche. Asisti a un eclipse solar cuando tenia seis afios. Notaba la diferencia en la longitud de los dias
a lo largo del afio. Pero, lo que mas me fascinaba, eran las estrellas que brillaban en la noche. Como
siempre preguntaba “;por qué?”, mis papas me regalaron una enciclopedia cuando tenia cuatro anos,
y en esta vi por la primera vez las fotos del telescopio espacial Hubble.

Decidi dedicarle mi vida al estudio del espacio.

Durante mis estudios en la Universidad del Valle de Guatemala, tuve la dicha de conocer a
un profesor muy peculiar: Siba Prasad Das. Un fisico con un doctorado de una Universidad de la
India, quien habia publicado en diferentes dreas de la fisica del infinitamente pequeiio (en particular
public6 acerca de la supersimetria), fue contratado por el Departamento de Fisica, en el cual yo
estaba matriculado. Recibi un curso con el Dr. S. P. Das: Introduccién a la Fisica de Particulas.
Su forma de ensenar era realmente diferente a todo lo que habia conocido antes. No necesariamente
en un buen sentido, parecia que este profesor no sabia ensenar. Este curso era muy aburrido. Esta era
la opinién de todos los demés estudiantes de esta secciéon. Mi opinién, sin embargo, era diferente: me
encanté este curso. El Dr. S. P. Das, o simplemente Siba, a pesar de su forma muy extrana de ensefiar,
logr6é comunicarme lo que a él lo definié como fisico: su amor por la fisica del infinitamente pequefio.
Siba me hizo descubrir un nuevo mundo. Cuando yo estaba siempre preocupado por observar lo méas
lejano que pudiese, él me enseno a ver mas cerca, mucho mas cerca. El mundo de la fisica de particulas,
de la mecanica cuantica, la electrodinamica cudntica, la teoria de campos, la cromodinamica cuéntica,
todo esto Siba lo manejaba a la perfeccién, y logré darme a entender que este mundo era atin méas
bello que lo que sea que se pueda observar levantando los ojos hacia arriba.

La mecéanica cuantica tiene la mala fama de ser complicada, extrana, rara e incluso imposible
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de entender. Muchos se recuerdan de la frase de Richard Feynman, “I think I can safely say that
nobody understands quantum mechanics” (“creo que puedo decir con certeza que nadie entiende la
mecédnica cudntica”). Pero muy pocos se recuerdan de que él dijo esta oracién en una conferencia, y
que pasd todo el tiempo restante explicando todas las formas en las cuales entendemos muy bien la
mecédnica cudntica. Previo al curso que recibi con Siba, yo era una de estas personas. No sabia nada
de la mecdnica cudntica. No quiero parecer engreido: sali del curso sin saber nada de la mecénica
cuantica. Pero Siba me ensen¢6 algo: la idea de que la mecanica cudntica es complicada, extrana,
rara e imposible de entender, es completamente falsa. La descripcién del mundo del infinitamente
pequeno no es simple, pero es increiblemente bella. Las particulas que constituyen nuestro universo
v las reglas por las cuales interactiian tienen una estructura linda, geométrica, artistica, y, a pesar
de que muchos estén en desacuerdo, entendible.

Decidi dedicarle mi vida al estudio del mundo cudntico.
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Resumen

Este trabajo estudia la perturbatividad de la teoria electrodindamica cudntica a través del pro-
blema del valor del momento magnético anémalo del muon.

Se expone un desarrollo teérico rudimentario de las ecuaciones de Klein-Gordon y de Dirac,
necesarias en el estudio del momento magnético anémalo del muon.

Se resume la situacién actual en la literatura acerca del valor de la razén giromagnética del
muon, tanto en un enfoque experimental como teérico. Se evidencia la discrepancia existente entre
los valores experimentales y tedricos.

Se presenta un estudio de la teoria de perturbaciones aplicada a la teoria cudntica de campos,
con énfasis a la teorfa electrodinamica cudntica. Se realizan cédlculos explicitos en érdenes bajos del
valor del momento magnético anémalo del muon en electrodindmica cuantica, utilizando la teoria
de perturbaciones como herramienta.

Se plantea la serie perturbativa para obtener el valor del momento magnético anémalo del muon,
y se propone una prueba de convergencia de dicha serie mediante métodos numéricos. Los limites de
estos métodos numéricos se evaliian mediante la prediccion de cantidad de diagramas de Feynman
presentados en 6rdenes mayores en la serie perturbativa. Se concluye que la serie perturbativa es
convergente, y que la teoria electrodindmica cuantica es perturbativa. Se proveen recomendaciones
acerca del método numérico utilizado.



cAPITULO 1

Introduccidon

La fisica de particulas elementales se describe y estudia a través del modelo estandar. El modelo
estandar fue construido desde inicios del siglo pasado y se concluyé a finales de los afios 1970 con
la descripcién de la unificacién entre el electromagnetismo y las interacciones débiles [4] 5] [6]. Este
modelo describia la fisica de procesos nucleares y subnucleares estudiados experimentalmente y
descritos tedricamente de forma efectiva desde los comienzos del siglo XX [7]. El muon, la particula
de interés a lo largo de este trabajo, se encuentra descrito dentro del contexto del modelo estandar.
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Figura 1.1: Modelo estandar. El muon es un fermién de misma carga que el electrén y de masa 207

veces mayor



En la Figura se representa una lista de las diferentes particulas fundamentales conocidas y
estudiadas dentro del modelo estandar. Nétese en particular el muon, de carga idéntica al electron,
y de masa al reposo aproximadamente 207 veces mayor a la del electrén.

Dentro de la teoria de interacciones fundamentales, que estda englobada también dentro de la
fisica de particulas, existen 4 interacciones fundamentales: electromagnetismo, interacciones débiles,
interacciones fuertes y gravedad. Cada una de ellas tiene sus ventajas y complicaciones, debido a
energia, fenomenologia disponible, complejidad de los experimentos y compatibilidad con la teoria
cudntica de campos (debido a esto, la gravedad no es incluida en los estudios generales de fisica
de particulas, y no es descrita dentro del modelo estdndar). Existen pocos fenémenos en la fisica
de particulas que incluyan tanto a la electrodindmica cudntica (QED), teorfa electrodébil (EW) y
cromodindmica cudntica (QCD), y uno de los més interesantes de estos es el momento magnético
andémalo del muon.

El momento magnético de una particula, como la del muon, puede estudiarse mediante una
analogia con un sistema fisico. Considere un trompo girando en un campo gravitacional, como se
representa en la Figura

Precesion del eje
de giro del

Rotacion
rapida
alrededor del
gle OO

0N
X a e X
Torque = r X Mg

Alrededor de O
@ (b)

Figura 1.2: Un trompo girando y precesando

El momento angular clasico del trompo precede al rededor del vector gravedad.

Considere ahora un muon dentro de un campo magnético, como se representa en la Figura [1.3
Al igual que un trompo en un sistema cldsico, el muon precede. Su espin, o su momento angular
cuantico, precede al rededor del vector de campo magnético. Si se considera el muon como una
particula fundamental, y se estudia su comportamiento en un campo magnético, éste se puede
estudiar tanto de forma clasica que de forma cudntica. A continuacién se encuentran las frecuencias
de oscilacién para el muon en ambos marcos de estudio:

e
Momento magnético clasico: — Q—B Momento magnético cudntico: — g2iB
m m



Figura 1.3: Cuando un muon se encuentra en un campo magnético, su espin precede

En el caso cuantico, la frecuencia de oscilacion presenta un factor g, que el caso cldsico no contiene.
Este factor g es un ntimero sin unidades, es nada mas que un escalar que multiplica la frecuencia
de oscilacién con respecto a su valor clasico. El valor de g es particularmente interesante: se puede
aproximar tedricamente con una alta precisién, haciendo uso del modelo estdndar. Se encuentran
varias correcciones mas alla de la simple mecanica cuantica, el valor de estas correcciones es lo que
se conoce como el momento magnético anémalo del muon. Ademds de su aproximacién tedrica, el
valor de g puede encontrarse exactamente de forma experimental. El problema del “g — 2 del muon”
describe la discrepancia que existe luego de encontrar ambos valores para g¢: luego de calcular el
valor teérico y obtener el valor experimental, estos no concuerdan.

Este fenémeno es el problema de estudio de este trabajo. Para que la precision del célculo tedrico
esté a la altura de la medicién experimental (medido en Brookhaven [8] y en Fermilab [9] [I]), es
necesario ir a altos niveles perturbativos en las teorias que asi lo permitan (como es el caso del elec-
tromagnetismo y las interacciones débiles). El valor teérico actual es a:fh 20 — 0.001 165918 10 (43)
y el valor experimental es aE"p 23 — 0.001 165 920 59(22), los cuales discrepan con una significacién
estadistica de 5.10. Esto podria implicar errores de computo tedrico, o bien la evidencia que hay
fisica méas alld del modelo estdndar (ademds de la existente en otros problemas como la masa de los
neutrinos).

De todos los célculos tedricos, la primera correcciéon al valor cldsico fue la correccién electromag-
nética calculada por Schwinger en el 1948 [I0]. Desde ese entonces, se ha ido a mayor profundidad
en los calculos perturbativos. La disponibilidad de estos datos [9] permite hacer un estudio de per-
turbatividad para el electromagnetismo, en el cual las contribuciones se pesan por el parametro
perturbativo (%), con « siendo la constante de estructura fina del electromagnetismo. Especifi-

. . . s . a\"™
camente, la cantidad de loops estudiada resulta ser una expansién en series en (7) , para n un
T

entero positivo. Para este estudio, se realiza un ajuste del nimero de diagramas por cada orden de
magnitud, contra el orden de magnitud. Para ello, un modelo exponencial es propuesto, con una

constante b que da la informacién acerca de la perturbatividad de la electrodindmica cuantica con al

(b—1)n
informacién disponible de este observable. En particular, se ajusta un modelo de la forma (9)

0
con b entre 0 y 1 para probar la convergencia de la perturbatividad. Asi, este estudio es una prueba
de perturbatividad de la electrodinamica cuantica en el marco del momento magnético anémalo del
muon.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

El objetivo de este trabajo es presentar un estudio de la perturbatividad de la electrodinamica
cuantica, a través del analisis del momento magnético anémalo del muon.

2.2. Objetivos especificos

= Exponer un desarrollo preliminar de la teoria electrodindmica cuantica. Particularmente, se
busca presentar un estudio de las ecuaciones de Klein-Gordon y de Dirac.

= Presentar el estado actual de la literatura acerca de la razén giromagnética del muon.

= Presentar un desarrollo de la teoria de perturbaciones en el marco de la teoria cuantica de
campos, y aplicarla a la electrodinamica cudntica a través de célculos explicitos.

= Analizar la perturbatividad de la teoria electrodindmica cuantica mediante el estudio de la
convergencia de la serie perturbativa para el momento magnético anémalo del muon.



CAPITULO 3

Marco tedrico

El desarrollo de la cromodindmica cudntica (con su subsiguiente versién lattice) culminé con la
prediccién del valor del momento magnético anémalo del electrén [I1]. Esta prediccién fue corrobo-
rada experimentalmente con 13 cifras significativas de precisién experimental, todas con exactitud
[12]. El electrén y el muon siendo fermiones de la misma familia en el modelo estdndar, se decidié
realizar el mismo experimento con el muon en 2006, dentro de las instalaciones de Brookhaven [g].
Resulté una aparente diferencia entre el valor experimental y el valor teérico. Con el fin de elimi-
nar un posible error experimental, se repitié el experimento en Fermilab [9] [I]; la discrepancia fue
confirmada. Hoy en dia, la situacién permanece.

La teoria cudntica de campos requiere de un formalismo relativista, el cual no existe dentro del
marco de la mecanica cuantica. El desarrollo de la ecuacién de Klein-Gordon es el primer intento de
incorporar la dindmica relativista en la mecénica cudntica [I3] [I4]. La ecuacién de Dirac agregd el
estudio del espin a la teorfa [I5]. Estas dos ecuaciones permiten el estudio de la mecdnica cudntica
a través de la teoria de Gauges. En efecto, ambas ecuaciones cumplen con las transformadas de
Lorentz, permitiendo una construccién de teoria de Gauge, ademas de un estudio relativista.

El momento magnético anémalo es una correccién en la razén giromagnética de una particula.
La razén giromagnética es un factor que dicta como el espin de una particula precede al estar so-
metida a un campo magnético [I6]. Inicialmente, el valor de la razén giromagnética se crefa ser de
exactamente 2 [I7], [I5]. Sin embargo, el valor experimental, al ganar precisién, se mostr6 ser de un
valor estrictamente mayor a dos, con una contribucién anémala, la cual fue medida experimental-
mente con la extraordinaria precisién de 13 cifras significativas, son los experimentos realizados en
Brookhaven [8] y Fermilab [I8] [I]. A través de la electrodindmica cuéntica, de la teorfa electrodébil
y de la cromodinamica cuantica, se calculé también un valor tedrico, con una precisién comparable.
Los valores experimentales y tedricos tienen una diferencia estadistica, con una confianza de 5.10.

El estudio tedrico del problema g—2 del muon se puede realizar mediante la teoria de perturbacio-
nes (en la perspectiva de electrodindmica cudntica: la cromodindmica no siempre es perturbativa).
Una cantidad crucial para el estudio de este problema desde una perspectiva perturbativa es la
matriz S de Dyson [19]. La expansién en serie de esta matriz permite estudiar los diagramas de
Feynman del proceso de dispersién del muon por un campo magnético con una cantidad de loops



arbitrariamente alta. Por este medio se realiza el calculo en primer orden de la carga del muon, e, al
igual que la primera correccién (en principio, se puede obtener un orden de e arbitrariamente alto).



cAPITULO 4

Fundamentos de la teoria cuantica de campos: estudio preliminar

El estudio del [momento magnético andomalo| de una particula se realiza dentro del marco de la
Teoria Cuantica de Campos. Con el fin de darle al lector las herramientas necesarias para entender
este trabajo, se propone un desarrollo teérico preliminar, objeto de estudio de la presente seccion.
Este se realiza en tres secciones. La primera propone una interpretacién de la Teoria Electromagnética
como una teoria de gauge. La segunda desarrolla la Teoria Cuantica Relativista, en particular se

estudian las ecuaciones de Klein-Gordon y de Dirac. Finalmente, la tercera seccién estudia las
transformaciones de Lorentz de las ecuaciones de Klein-Gordon y de Dirac. Este capitulo se basa
sobre el libro académico de Aitchison & Hey [20].

4.1. El electromagnetismo como una teoria de gauge

4.1.1. ;Qué es una teoria de gauge?

En 1918, Emmy Noether publicé un articulo cientifico exponiendo un resultado central en fisica
tedrica [2I]. Su trabajo demuestra el teorema de Noether: en un sistema fisico, a cualquier sime-
tria diferenciable corresponde una ley de conservacién. Se considera una “simetria” una operaciéon
matematica, o una transformacién, aplicada a los objetos de la teoria de tal forma que las leyes
fisicas sean idénticas (o invariantes) antes y después de la operacién. Un ejemplo de una simetria se
encuentra en la traslacién o la rotacion de una ley fundamental. Las leyes de Newton son idénticas
independientemente del lugar o la direccion que se apliquen. El teorema de Noether indica que exis-
ten entonces dos leyes de conservacion, una para cada simetria: en efecto, la simetria de traslacién
es equivalente a la conservacién del y la simetria de rotacién es equivalente a la

conservacion del jmomento angular]

Existen dos clases de transformaciones importantes: transformaciones globales y transformaciones
locales; a las cuales estan asociadas invariancias globales e invariancias locales. En una invariancia
global, una transformacién se aplica a todos los puntos del espacio-tiempo. En una invariancia local,
a cada punto del espacio-tiempo se le aplica una transformacién individual.

La dindmica de un sistema fisico se puede describir enteramente mediante su Una
teorfa de gauge se define como una clase de teorfa de campo en la cual el de un sistema
es invariante bajo transformaciones locales. Es decir, el es invariante localmente. Cada
invariancia cumple con la definicién de una simetria; existen leyes de conservacién asociadas. Por



regla general, estas tomaran la forma de una ecuacién de continuidad, expresada como la conservacion
de alguna corriente j (de ser necesario, se especificard la corriente en cada caso).

4.1.2. Teoria electromagnética como una teoria de gauge

Para construir una teoria de gauge a partir del electromagnetismo clésico, es necesario preguntarse
si existen cantidades fisicas que se puedan transformar sin cambiar la dindmica de un sistema dado.
La respuesta a esta pregunta yace en la existencia de los potenciales V' y A:

B=VxA (4.1)
0A
E = 5 vV (4.2)

Los potenciales V' y A no son tnicos para campos E y B dados. En efecto, se puede cambiar a A.
Para una funcién escalar arbitraria y,

A A=A+ Vy (4.3)

Simultaneamente, V' se transforma de la siguiente forma para preservar a E:

ox
=y -2 4.4
V-V 5 (4.4)

Se resumen estas transformaciones en una forma compacta, introduciendo el cuadrivector potencial:

At = (V, A) (4.5)
También se define el cuadrivector 5
v [ 2 4.
o = (5~ (4.6

El cual se transforma idénticamente a una transformaciéon de Lorentz. Entonces, se escribe la ecua-
cion:
AF — AH = AP — PFy (4.7)

La ecuacién (4.7)) es una transformacién de gauge.

4.1.3. Invariancia de gauge en mecanica cuantica
Se estudia ahora la dindmica de una particula no relativista de carga ¢ y de velocidad v en

campos eléctricos y magnéticos. El [hamiltoniano| clasico de este sistema es:

_ 1 2
H= %(P qA)"+4qV (4.8)

La ecuacién de Schrodinger para esta particula es:

Hy = Ei (4.9)
1, 2 _0Y(,t)
Se definen los siguientes operadores:
D=V -igA
9 (4.11)
D= — +iqV
o +1q



La 1 no es un observable, a diferencia de E y B. 1) no necesita ser invariante bajo
la transformacién de gauge descrita por las ecuaciones (4.3)) y (4.4). Para que la mecénica cudntica
sea consistente con las ecuaciones de Maxwell, es necesario que la transformacién de gauge de A*

sea acompanada de una ley de transformacién para la 1 — 1)’ de tal forma que 1)’

satisfaga la ecuacién:

1 : / ’ ’ _ .QW(%J)
<2m(—1V —qA")? +qV ) P (z,t) = = (4.12)

Que la forma de la ecuacién sea idéntica a la ecuacién cumple con la definiciéon de
covarianza de gauge: bajo una transformacién de gauge, una ecuacién mantiene la misma forma.
(Un ejemplo pueden ser las leyes de Newton bajo una traslacién lineal: en ambos casos, F' = ma.)
Esta covarianza de gauge implica que la dindmica se mantendra idéntica en ambos sistemas.

La 1)’ apropiada se relaciona con 1) de la siguiente forma:
Y (x,t) = expligx(z, t)](x, t) (4.13)
En efecto:

(—iV — gAY =[-iV — qA — q(VX)] [exp(igx) V]
=q(Vx) exp(igx)¥ + exp(igx) - (—iV) (4.14)
+ exp(igx) - (—qAY) — q(Vx) exp(igx)y

Simplificando y utilizando la notacién definida en (4.11)):
(—iD'y) = expliqy) - (~iDy) (4.15)

De la misma forma,
(iD%)") = exp(igx) - (iD°¢) (4.16)

Se repite este procedimiento una vez mas:

- (—iD')* ¢/ = expl(iqx) - ﬁ(—iD)Zw

2m
= exp(igy) - D" Usando la ecuacién (4.10) (4.17)
=iD"y’ Usando la ecuacién (4.11)

1
La ecuacién T(—iD/)Qw’ =1iD")’ es idéntica a (4.12)); la relacién (4.13) es la relacién correcta
m

entre ¢’ y 1. Esta consistencia es lo que significa la calidad de covarianza de gauge.

4.2. Teoria cuantica relativista

La Mecanica Cudntica como se estudia en Licenciatura es fundamentalmente no relativista. En
efecto, la ecuacion de Schrodinger no es relativista: en la ecuacién Hvy = FE1, Schrodinger usé la
energia no relativista para una particula libre; es decir E = p?/2m. Sustituyendo

E —i0/0t

s iy (4.18)

se obtiene la conocida ecuaciéon de Schrodinger. Esta ecuacién, ademéas de carecer de descripcion
relativista, también muestra una falta de consideracién para el espin del objeto estudiado. En la pre-
sente seccién, se presentara una introduccion a las ecuaciones de Klein-Gordon y de Dirac, remedios
a ambas preocupaciones respectivamente.



4.2.1. Ecuacion de Klein-Gordon

Para diferenciar la[funcidn de ondalde Schrédinger de la de Klein-Gordon, esta tltima se denotard
¢. Histéricamente, esta ecuacién fue obtenida por Schrédinger, de la misma forma que él obtuvo su
ecuacién no relativista. En vez de usar la energia no relativista de una particula, se usa la energia
relativista dentro de la ecuacién de eigenvalores H 1 = E1. Se empieza con el cuadrimomento:

" = (E,p) (4.19)

Este satisface la condicion
p? = pupt = E? —p? = m? (4.20)

Se despeja E? para obtener la férmula para el cuadrado de la energia relativista:
E? = p* + m? (4.21)
Se sustituyen las relaciones (4.18) para obtener:

2
_% =(-V?+m?)¢ (4.22)

Esta ecuacién de eigenvalores se conoce como la ecuacién de Klein-Gordon [I4], [13]. Se puede rees-
cribir haciendo uso del D’Alembertiano:

(04 m?)p(z,t) =0 (4.23)
Noétese que la energia relativista usada es E? = p? + m?2. Las dos soluciones para E son:
E =+/p?+m? (4.24)

E=—\/p?>+m? (4.25)

La primera se denotara como F, la segunda como —F; esto con el fin de mantener siempre positivo
el valor de la energia.
Corriente de probabilidad para la ecuacién de Klein-Gordon

Al igual que la ecuacion de Schrédinger, es posible encontrar una ley de conservacién para la
corriente de probabilidad en la ecuaciéon de Klein-Gordon.

*¢

L9 o2 2
BT (=V=+m®)o (4.26)
Se necesitan hacer algunas manipulaciones para llegar a un resultado interesante.
. 7. * * az(b * 2 2
Se multiplica por ¢*: g = o (=V 4+ m?)¢ (4.27)
2 ok
Se multiplica el complejo conjugado de (4.26]) por ¢: —(baag = ¢(=V? +m?)o* (4.28)
Al restar la ecuacion (4.27)) por (4.28)):
*82¢ 82¢* * o 2 2 gk
—¢ ﬁ‘ﬂf?atz =—¢"'Vi9+ Vg (4.29)
i g 2 (92 _ 42 (99| L (4rw2 2,4%) —
1-[ at(at>—¢at(at)}—l-(¢v¢+¢v¢)_o (4.30)
- [l (qb 56— 6.0 )} +V [i (¢°Vo— V)| =0 (4.31)
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Se define:

.0 a .
p=1 (¢ a@s - fb&(ﬁ ) (4.32)
J= (Vo -6V (4:3)
Y se sustituye en :
0 .
E;H—V-]—O (4.34)
Se define
i* = (p,3) =i[¢"(0"¢) — (0" ¢")g] (4.35)
y se compacta el resultado:
Ouj" =0 (4.36)

Notese que por la forma de , j* es un cuadrivector contravariante. En efecto, ¢ es un invariante
de Lorentz y 0% es un cuadrivector contraviarante.

Si bien 7 como se indica en es idéntico a la corriente de Schrodinger, la densidad de carga
p (4.32) no la es. A diferencia de la ecuaciéon de Schrédinger (que tiene forma de una ecuacién de
calor con un término de interaccién, V21h+ k) = kzg—’f para k y k constantes complejas), la ecuacién
de Klein-Gordon es una ecuacién de onda, con una doble derivada temporal. En la expresiéon para
p, aparecen derivadas de primer orden en el tiempo. Entonces, esta cantidad p, que se llama la
“Ydensidad de probabilidad’, no es positiva definida.

Esta propiedad de la ecuaciéon de Klein-Gordon también se manifiesta al estudiar las soluciones
para ¢. Para una constante de normalizacién N,

¢ = Ne 7@ (4.37)
Con p definido como en . El complejo conjugado de es
¢* = NeP® (4.38)
Se sustituye a ¢ y ¢* en j* :
3" = (p,3) ={[NeP*H(Ne™P) — (9"(Ne™*))Ne™P] (4.39)

Se trabaja la corriente j* por componentes:

O (News)Neive

9 )
jo = iNelp.xa(Ne_lplx) — la (440)
= iN2eP?(—iE)e P? — iN2e PO (iE)elP” (4.41)
= N?E + N°E (4.42)
= j° =2|N|’E (4.43)
j= iNeip"”%(e’ip'z) - i%(eii’@)e*im (4.44)
=iN?eP?(ip)e P* — iN2eP*(—ip)e P (4.45)
=-N?p—N°p (4.46)
=j=-2|N* (4.47)
En resumen,
j* = 2N?p* (4.48)

De particular interés es la ecuacién (4.43)), en la cual E puede ser positivo o negativo. Se encuentra
que p tiene el mismo signo que la energia. Estas energias negativas fueron interpretadas por Feynman
(luego del desarrollo de la ecuacién de Dirac) como la descripcién de antiparticulas.
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4.2.2. Ecuacion de Dirac

En 1928, Dirac postulé una ecuacién diferencial con el fin de describir la [funcion de onda] de
una particula relativista, tomando en cuenta su espin [I5]. La [funcién de onda) escribiéndose 1, la

ecuacién de Dirac es de la forma:

i% = {—i (mail + 042% + asgzg) + 5771] ¥(z, 1) (4.49)
N (4:50)

Se definié a & como (a1, e, a3). Antes de definir a o y 3, es importante notar dos aspectos impor-
tantes de la ecuacién de Dirac:

» Es de orden lineal en 9/0t, a diferencia de la ecuacién de Klein-Gordon. Esto asegura tener una
ecuacién de continuidad libre de derivada temporal, eliminando asi “probabilidades” negativas.

= Es de orden lineal en V. Esto asegura la covarianza relativista de la ecuacién.

Para definir a o y 3, Dirac requirié que su ecuacién sea consistente con la ecuacion de Klein-Gordon.
Asi, Dirac agregd la siguiente restriccion sobre :

L (=2 2 4.51
o = (V) (451)
Se definen a « y f; empezando con la ecuacién de Dirac (4.50))
0
ia—zf = (—ia -V 4 Bm)¢ (4.52)

Se pone cada lado de la ecuacién al cuadrado:

2
(12) Y =(—ia- V 4+ m)(—ie - V + Bm)y

P G o
— 2 -
= — - «; ((9.’)’;1)2 - = (aiOéj + OéjOéi) W — lmz (alﬁ + Bal) 5 + ,6 m2.

=1
1>

(4.53)
Pero, 9 también cumple con la ecuacién de Klein-Gordon (4.51)) al cuadrado:

¥ 2 3 321/1
<lat> b==> O +m2yp (4.54)

i=1

Al igualar ambas ecuaciones, es evidente que « y [ tienen que cumplir con las relaciones de anti-

conmutacién:
a;B+ Ba; =0 1=1,2,3 (4.55)
oo + ooy =0 ,j=1,2,3; i #j (4.56)
Adicionalmente,
o =p%=1 (4.57)

Se resumen estas condiciones en notacion de anticonmutador:

{ai, 8} =0 (4.58)
{ai,aj} = 261'3'1 (459)
gr=1 (4.60)
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Los objetos que cumplen con estas condiciones se pueden interpretar como matrices. Actian sobre
1, también multi-dimensional, cuyas componentes son espinores. La dimensién mas pequena que
pueden presentar las matrices a y 5 es 4 x 4. Se usara una notacién compacta, por bloques de 2 x 2.
Por convencién, las matrices a y 8 toman la forma

a; = (f %) B = ((1) _01> (4.61)

En donde o; son las matrices de Pauli.
Las matrices (4.61]) no son tnicas. En efecto, todas matrices que se puedan relacionar a « 'y
como se definieton en (4.61), mediante una matriz unitaria U de dimensién 4 x 4, son aceptables:

o = Ua,U™! (4.62)
g =upu! (4.63)

En particular, se usa cominmente otra representacion, dada por las relaciones:

a; = (‘; _00> 8= (‘1) 3) (4.64)

Al menos que se mencione lo contrario, se usard la forma (4.61)).

Soluciones para particulas libres

Ya que la |funcién de ondal tiene que cumplir con la restriccién de Klein-Gordon (4.51)), las

soluciones para @ tendran forma de onda plana:
¢ = we P (4.65)

En esta ecuacion, w es un espinor de 4 componentes independiente de . Ya que se usa una notacién
compacta (en matrices de 2 x 2), se representard a w como un espinor de 2 componentes, cada una
de estas dos componentes siendo bidimensionales:

o (i) (4.66)

Se sustituye (4.65]) en la ecuacién de Dirac (4.50):

i% [(¢) e—iw} = (—i- V + Bm) (;’z) e P (4.67)
i(—i)Ee P® < > (- p+ pm) <;’z> e P (4.68)
£(0)-2() ==+ () (4
(E1— Bm) ( ) ( ) (4.70)

La ecuacién (4.70) se puede escribir como un par de ecuaciones matriciales acopladas:

<(E _om)1 (B +0 m)l) (i) = (U(.)p U(',p> (i) (4.71)

{(E —m)¢ =0 - px (4.72a)
(E+m)x =0 pé (4.72b)
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De (4.72a)), se despeja a x en funcién de ¢ y se sustituye en la expresién para w (4.66)):

we ( 2 ) (4.73)
E+4+m

Para que ¢ definido en (4.65) sea una solucién a la ecuacién de Dirac, se necesita especificar la
relacién que presentan E y p en (4.73)). Para ello, se demuestra primero primero que (o - p)? = p?1:

(o -p)(o-p)=0ipio;p;
= 0i0;PiP;j
= (0451 +i€j10n)pipj
= 0ij1pip; + i€ijx0kDiD;
=(p-p)l+io-(pxp)

=p’1 (4.74)
Se sustituye a x de la ecuacién (4.72b)) dentro de (4.72al):
o-p
E — = . 4.
(B=m)o = - 2-(o p)o (4.75)
(E+m)(E—m)¢ =p°¢ (4.76)
E? —m? = p? (4.77)
Se concluye entonces que
E? = p? +m? (4.78)
E = +(p® + m?)'/? (4.79)

Al igual que en la ecuacién de Klein-Gordon, se admiten soluciones positivas y negativas para la
energia.

Corriente de probabilidad para la ecuaciéon de Dirac

Considere la siguiente cantidad, denotada por p:

p =1 (x)p(x) (4.80)
En términos de componentes, se puede apreciar cémo se define 91
(01
_ * * * * wQ
pP= (1/1171/)271/)371/)4) (481)
V3
(N
Se puede reescribir a p como
4
p=> |tal*>0 (4.82)
a=1

Se menciona sin demostrar que p efectivamente se puede interpretar como una |[densidad de proba-|
bilidad. También se define a j como

j(z) = ¢! (x)an(z) (4.83)

7 siendo la corriente de probabilidad. Juntos, p (4.80)) y j (4.83]) cumplen con la ley de conservacién
(0 ecuacién de corriente de probabilidad)

dp .
E_FVJ_O (4.84)
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Lo cual se escribe de forma invariante, definiendo a j* = (p, j), como
Ouj" =0 (4.85)

A diferencia de la corriente de probabilidad correspondiente a la ecuacién de Klein-Gordon, la
ecuacion (4.85)) es aceptable. Ademads, por su forma, j* es un cuadrivector contravariante.

4.2.3. Temas complementarios
Espin

La naturaleza matemaética de las a’s y 3 es matricial; estas matrices tienen componentes que se
estudian por vectores columna. Dado que estos vectores columna cumplen con la misma ecuaciéon de
onda, corresponden todos a la misma energia. Existe entonces cierta degeneracién, con un grado de
libertad asociado. Este grado de libertad es el espin.

El espinor de Dirac w se divide en dos componentes: ¢ y x. Cada una de estas dos componentes
es un espinor bidimensional, cuya elecciéon es completamente arbitraria. Por ejemplo, ¢ se puede elegir
como la combinacién lineal de dos vectores linealmente independientes:

¢r = <(1)> ¢, = <(1)> (4.86)

1
2

cualquier estado se puede escribir como una combinacién lineal de estos dos vectores. Para a y b
cualesquiera niimeros complejos,

En particular, estos espinores son eigenvectores de S, = 50, con eigenvalores :i:%. De forma general,

a
¢ = (b> = a¢¢ + b¢i (4.87)
Notese que hay dos soluciones linealmente independientes para un p dado, como se podria esperar
de un sistema con j = % (en general, la multiplicidad es 25 + 1).
Soluciones de energia positiva y negativa a la ecuaciéon de Dirac

Espinores de soluciones positivas Utilizando la notacién cuadrivectorial para p* = (p°,p) =

(E,p),
P =+@+mHP=E>0 (4.88)

Se repite el procedimiento que llegd a la ecuacién (4.73) y se obtiene:

wh? = N ( (,?f,m ) (4.89)

1,2
Em®

Con ¢'T¢p! = ¢?T¢? = 1. La constante de normalizacién debe asegurar que wfw = 2E. Se propone
para N el valor (E 4 m)'/2, para dar el vector de energfa positiva u(p, s):

u(p, s) = (E +m)'/? (j S) s=1,2 (4.90)

E+m
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Se demuestra que N es aceptable:

ulu = <¢ST¢€T ) (E +m)Y2(E 4 m)/? (a(f,s S)
E+m E+m

E+m <¢ST¢S ))2¢ST¢3>

oo 525

=(E+m)

E+m
(E+m) p?1
E+m E+m

1
:E+m((E+m)2+p2)1

Se recuerda que (E + m)(E —m)¢ = p*¢. Al sustituir la equivalencia:

1
ulu = Fo (E+m)*+ (E+m)(E—m))
=F+m+FE—-—m
—2F (4.91)

Efectivamente, N es un valor aceptable en (4.89)). La solucién completa onda plana ¢ para un
momento positivo es

Y =u(p,s)e P+ (4.92)
Espinores de soluciones negativas Se encuentran ahora los espinores para la solucién:
P =—pP*+mH/2=—E<0 (4.93)

Con el fin de mantener el problema consistents con la relatividad, se cambia también el signo del
momento, es decir: —p* = (—E, —p). Se define entonces:

o-p X1,2
wht =N | Btm (4.94)

X

La constante de normalizacién N en (4.94) es idéntica a la N estudiada en la ecuacién (4.90). Asi,
se denotan estos espinores como v(p, s):

)

g-p Xl 2
v(p, s) = (E 4 m)/? EZHLQ s=1,2 (4.95)

La solucién para 1 con cuadrimomento negativo es:
¥ = v(p, $)e~IPT = p(p, 5)eP T (4.96)
Las soluciones a la ecuaciéon de Dirac en energia y momento negativos fue interpretada por
Feynman como la descripcién de antiparticulas [22].

4.3. Transformaciones de Lorentz

Para asegurar que las leyes de la fisica sean idénticas en todos los marcos de referencia, se requiere
que las ecuaciones de onda relativistas sean covariantes bajo una transformada de Lorentz.
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4.3.1. Ecuacién de Klein-Gordon
Se empieza con la ecuacion de Klein-Gordon:
(O +m?)e(x) = ~ig [0, A" (x) + A*(2)9,] ¢(x) + ¢* A* () () (4.97)

Para una transformada de Lorentz, x — z’. A* siendo un cuadrivector, se transforma respectiva-
mente: A*(xz) — A (2’). De la misma forma, ¢(z) — ¢'(2’). Entonces, la fisica en el sistema de
coordenadas primado se describe por la ecuacién:

(O + m?)¢' (/) = —ig [(%A’”(:r) + A'u(@a;} ¢ (2') + A% ()¢ (z') (4.98)

Los productos puntos cuadridimensionales de esta tltima ecuacion son todos invariantes bajo una
transformada de Lorentz. Es decir, la ecuacién (4.98)) se simplifica en:

O+ m?) ¢ (2) = —ig [0, A"(x) + A" (2)0,] ¢' (') + ¢* A% (x)¢' () (4.99)

La ecuacién de Klein-Gordon cumple con la definiciéon de covarianza bajo una transformada de
Lorentz. La condicién de covarianza es:

¢'(2') = ¢(x) (4.100)
Nétese que una fase arbitraria puede ser introducida en la Se omite este detalle.

4.3.2. Ecuacién de Dirac

A diferencia de la ecuacién de Klein-Gordon, encontrar la transformacién de Lorentz de la ecua-
cién de Dirac de forma general no es trivial. Se encuentra la transformacién de Lorentz de la ecuacion
de Dirac por partes: primero se estudian las rotaciones, luego los boosts. Se trabajara con la repre-
sentacion dada por para las matrices de Dirac. En esta representacién, ¢ y x cumplen con:

E¢ =0 pp+mx (4.101a)
Ex =—0 -px+mo (4.101b)

Rotaciones Considere una rotacién del sistema coordenado por un angulo «, al rededor del eje z:

a 1 0 0 x
¥y =[0 cos(a) sin(a) y (4.102)
2! 0 —sin(a) cos(w) z

Se escribe esta transformacién como
' = R,(a)x (4.103)
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Es conveniente empezar con una rotacién infinitesimal; el angulo « se sustituye por €, de tal forma
que cos(e;) ~ 1y sin(e,) & €,. Se reescribe la ecuacién (4.102)):

x! 1 0 0
¥y | =0 cos(e;) sin(e) y
z' 0 —sin(e;) cos(ez) z
1 0 0 x
=0 1 € Y
0 —e, 1 z
z
=|y+ze
Z— yeg
T 0
=ly] +| z2€
z —Yey
Entonces,
' =R,(x)=z—€exzx (4.104)

Notese que p es un vector, de la misma naturaleza que x. Su ley de transformacién es idéntica:

p=p—exp (4.105)

La pregunta es: jcémo se transforman las ecuaciones (4.101)) bajo (4.104)?
En el sistema coordenado primado, el sistema de ecuaciones (4.101)) tiene que tomar exactamente
la misma forma:

E¢ =0 -p'¢' +my (4.106a)
Ex' = -0 -p'x +m¢’ (4.106b)
La deduccién formal de ¢’ y x’ en términos de ¢ y x requiere del uso del 4lgebra de grupos,

particularmente grupos de Lie. Esta tarea yace fuera del alcance de este trabajo. Se escribe la
respuesta sin demostrarla:

¢ = (1 + gio > 6 (4.107)
X' = (1 + %icr : e) X (4.108)

Estas dos tltimas ecuaciones son para una rotacién infinitesimal. Para expresar la transformacién de
¢y x bajo una rotacién finita, se generaliza el resultado infinitesimal mediante la siguiente identidad:
para una matriz A,

et = lim (1+ A/n)" (4.109)

n—oo

En donde la sumatoria esta implicita. Entonces, una rotacién finita se describe por:

¢' = exp <;a : a> ) (4.110)
X' =exp (;a : a) X (4.111)

Noétese que ambos ¢ y x se transforman de la misma forma: asi es como se transforman todos los
espinores bidimensionales.
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Las ecuaciones (4.110) y (4.111}) implican que la|densidad de probabilidad|de Dirac es invariante
bajo rotaciones. ;Qué hay de la densidad de corriente de probabilidad para la particula libre?

j=dvleay=d'ap —xTox (4.112)

Esta cantidad se transforma como un vector de dimensién 3 bajo rotaciones. Este hecho es evidente al
demostrar que ¢fo¢ se transforma como un vector (bajo una rotacién infinitesimal es una condicién
suficiente): considere (¢TO'Q5)I = ¢'to¢’. Se trabaja con el primer orden de e. Utilizando la identidad

[r109),
AR (1 - %o’ : e) (4.113)

Al sustituir:

¢log’ = ¢ (1—;U-e>a<1+;a-e>¢

Se trabaja por componentes:

¢’TO'¢’ - ¢T <1 — ;Ui€i> Oy <1 + ;O'jej) 10}

=o' ok +

1

2

€jOR0; — %eiaiok +O (62):| 10)

i
= ¢T Oy + 561' (oroi — Uz'Uk)] )

i .
= ¢T Ok + 561 X 21€kij0j:| (,25

= ¢ (o — erijeio;] b

=¢l (6 —exo)d
— ¢lod - ¢le x oo
¢od = dlop —ex dlog (4.114)

Queda demostrado que ¢'a¢ es un vector. Con esto, se tiene que j* (de Dirac) se transforma como
un cuadrivector bajo rotaciones finitas.

Boosts Considere una transformaciéon tipo boost de un marco de referencia S hacia otro marco
S’, el cual se mueve con velocidad u con respecto a S a lo largo del eje x. La energia E' y el momento
p. de la particula en S se transforman en E’ y p/, en S’ de acuerdo a la relacién:

E" = cosh(9)E — sinh(9)p, (4.115)
pl, = cosh(9)p, — sinh(9)F (4.116)
En donde:
1
cosh(d) = = vy(u) (4.117)

V1—u?
sinh(¥) = y(u)u (4.118)

Al igual que con las rotaciones, se considera primero una transformacion infinitesimal: sea 7, de tal
forma que cosh(n,) ~ 1 y sinh(n,) = 7,. Asi:

E' =FE —n.p. (4.119)
p/z =pc— N E (4120)
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Al considerar un boost infinitesimal general ) = (1, 7y,7.), se generaliza las relaciones anteriores
trivialmente:

E=E-n-p (4.121)
p=p-nE (4.122)

Procediendo como anteriormente, se busca a ¢’ y x’ de tal forma que las formas transformadas de

las ecuaciones (4.101)) sean:

(E/ — 0 - p/)¢/ = mX/ (4123)
(E'+o-p)X =m¢ (4.124)
Noétese que esta vez, F si se transforma.

Nuevamente, la deduccion de ¢’ y x’ en términos de ¢ y x requiere del dlgebra de Lie. Se menciona
el resultado sin proveer demostracion.

¢ = (1 - %0 : n) ¢ (4.125)
X = (1 + %a . n) X (4.126)

¢ y x presentan una ley de transformacién diferente para los boosts. Existen dos tipos de espinores
de dimensién 2, de tipo ¢ y de tipo x.

Para un boost finito, se usa de la relacién en su primer orden, aplicada a las ecuaciones
y (4.126)). Se llega asi a la exponenciacién de las mismas:

¢’ = exp (—;a : 0) ¢ (4.127)
X' =exp (;a : 0) X (4.128)

Con ¥ = (9,,9,,9,) tres pardmetros reales especificando la direccién y magnitud del boost en
cuestion.

En contraste con el estudio de rotaciones, las ecuaciones (4.127) y no son unitarias. Si
se denota a la exp(f%o -19) como A, entonces se tiene A = A" en vez de A™! = A", Es decir,
A no deja a los productos ¢T¢ y x'y invariantes. De hecho, tiene sentido: la cantidad ¢T¢ + xTy

es equivalente a p, la [densidad de probabilidad] la cual no es un invariante de Lorentz, sino una

componente del cuadrivector j* = (p, 7). Es decir, p se tiene que transformar como un vector, no
quedarse invariante. En efecto:

p=a¢"¢ +xXTyY

_ot(1-ts. L. t 1, 1.
=9 <1 59 n)(l 5% n>¢+x <1+20 n><1+2a n)x

=¢'o+x'x—odlod - n+xTox-n
=p-m-J (4.129)
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Se estudia ahora a la corriente de probabilidad j (nuevamente, solo el infinitesimal es suficiente):

. I
i'=(¢'o¢ — xTox)
_ ¢,TU¢/ _ X/TO,X/

=¢f (1—;a-n>a(1—a~7]>¢+xT (1—1—;0'-?7)0'(1—1-;0"77))(
= ¢ <cr—;cr-na') (1—10'-77>¢—|—><T (a—l—;a-na) <1+;a-n)x

1 1 1 1
= ¢ (o-—2(7(7-17—2(7~17c'r—i-(9(772))¢>+XJr (a‘+20'-170'+20'o"n+(9(n2))x

=¢lop+xlox —¢loo-né+xloo - nx
=¢lop+x'ox —dloap-n+xloox -7
=¢lop+ x'ox —no'o +nx'x
=¢lop+ xtox —n(eTo — x'x)

N[ —

[\]

i =i (4.130)

Asi, estd demostrado que j se transforma como un vector. Con ello, j* = (p, j) es un cuadrivector.
A pesar de la no unicidad de las matrices y (4.128]), existen cantidades invariantes bajo
los boosts. Por la forma de las mismas ecuaciones, es evidente que ¢’y y xT¢ son invariantes. Esto
implica que la cantidad w'Bw es un invariante de Lorentz.
Ya que se ha demostrado la covarianza de Lorentz de diferentes cantidades propias a la ecuacion
de Dirac, se utiliza una notacién covariante. Se introducen las cuatro matrices vy, definidas por:

A= (40, ) (4.131)

Con 7% = By v = Ba. Se define también a 1 = 1140; esto permite reescribir a las componentes de
j* como p = P(x)y"(x) y § = (x)y(x). La corriente de Dirac completa es:

3" = (@) (@) (4.132)

De forma general, se ha demostrado que j* se transforma como un cuadrivector bajo rotaciones y
boosts. También se ha demostrado que 1) es un invariante de Lorentz.

Para concluir este capitulo, se define la notacién “slash”: para algun cuadrivector a, la cantidad
¢ se define como ¢ = +*a,,. Bajo esta notacion, la ecuacién de Dirac se puede escribir como:

(id —m)yp =0 (4.133)
Ademas, los vectores de energia u(p,s) y v(p, s) cumplen con las siguientes relaciones:

(¥ —m)u(p,s) =0 (4.134)
(p +m)v(p,s) =0 (4.135)
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CAPITULO b

Momento magnético anémalo del [muon

Luego de los desarrollos del capitulo anterior, se empieza el estudio del problema del
magneético anomald del jmuon} En la electrodindmica clasica, una particula con un jmomento angular|
diferente de cero interactia con un campo magnético de acuerdo a una relacién conocida [16]. En

electrodinamica cuéantica, ocurre lo mismo con una particula de espin no cero, sin embargo la relacién
cudntica se diferencia de la cldsica mediante un factor g [23]. Este factor g, en particular su valor
para el es el objeto de estudio de este capitulo.

5.1. Primera aproximaciéon: g = 2

El valor de g inicialmente tenia el valor empirico de exactamente 2 [I7], sin base teérica alguna.
Esta prediccién, debida a Landé, empieza con la ecuaciéon de Schréodinger para una particula de
carga ¢, no relativista y sin espin, dentro de un campo magnético B descrito por un A tal
que B=V x A: ,

l o2 q : T 42, OY
f%V wf%B-Ler%A 1/1715 (5.1)
Si B esté orientado en la direccion del eje z, el término B L genera una degeneracién (2/+1) asociada
con un estado [. En particular, no deberia haber una separacién del estado base del hidrégeno en
el caso [ = 0. Sin embargo, experimentalmente se observa una separaciéon en dos niveles, indicando
una degeneracién en dos estados, pareciéndose a un grado de libertad de j = %
Uhlenbeck y Goudsmit (1925) sugirieron que esta duplicacién de estado podria explicarse al

afladirle al electrén un nimero cuéntico, con estructura de [momento angular| y magnitud j = 3.
Los operadores S = %a representan este |momento angular| (el espin). Andlogamente al
orbital, en la ecuacién de Schrédinger (5.1]) existe un término extra del lado izquierdo:

q
B S (5.2)

Ahora, la [funcion de onda) ¢ presenta dos componentes (espinoriales), sobre las cuales acttian las
matrices 2 x 2 en S. La diferencia de energia entre dos eigenvalores S, = :I:% tendria una magnitud

de ¢B/2m. Experimentalmente, la magnitud era el doble de este valor. Asi, el valor se modific de
la siguiente forma:

q
—g%B .S (5.3)
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Con g ~ 2. El factor de g acompaiia al magnetén de Bohr, el cual dicta la interaccién entre el campo

magnético y el momento angular| clasico. En otros términos, el jmomento angular| clasico interactia
con el campo magnético con un factor de ¢/2m, mientras que el [momento angular| cudntico (es
decir, el espin) interactia con el campo magnético con un factor de gg/2m. El factor g diferencia la

interaccion clasica de la cudntica; el espin no es un [momento angular| clasico.

La primera persona en predecir tedricamente el valor de g = 2 fue Paul Dirac [I5]. Se expone aqui
una deduccién similar. Se empieza reescribiendo las ecuaciones (4.11]) en una forma cuadrivectorial:

DF = 9" + igA¥ (5.4)

Esta ecuacién da una receta para encontrar la ecuacién de onda para una particula cargada en la
presencia de un campo electromagnético, conociendo la ecuacién de onda para una particula libre:
se sustituye a 0" por D*. Hacer esta sustitucién (5.4)) en la ecuacién de Dirac (4.50) lleva a

aw_[

op = o (FiV —qA) + m+ g A v (5.5)

El debido a A* es entonces Vp = qA°1 — ga - A. Es una matriz 4 x 4 actuando sobre el
espinor de Dirac. La prediccién deseada se evidencia al obtener el limite no relativista de la ecuacién
. Ya que el término (5.3) es una matriz 2 x 2, se espera poder reducir la ecuacién de Dirac de
4 componentes a una expresién involucrando tnicamente 2 componentes. Analizando la ecuacién
, se puede ver que las dos componentes inferiores son de orden v con respecto a las superiores.
Para obtener un limite no relativista, en la representacién de o y 8 usada, se deberia suponer que
las dos componentes inferiores de ¢ son pequefias. Sin embargo, ya que la expresion involucra
el campo A*, esto tendrd que ser demostrado (es decir, no se puede suponer). Ademas, si se escribe
el operador de energia total como m + H 1, se espera que H sea el operador de energia no relativista.

Sea
v=(3) (5.6)

En donde ¥ y ® no son soluciones de particula libre, ademds tienen una dependencia espacio-
temporal y una caracteristica de espinor (cada uno presenta dos componentes). Luego,

Hy=a-(—iV - qA) + fm+ qA° —m (5.7)

1(8) = (o cwoan ) @) () e ) e

Se obtienen las dos siguientes ecuaciones:

Entonces:

H =0 (—iV — qA)® 4 ¢A°T (5.9)
H =0 (—iV — qA)¥ + ¢A°® — 2md (5.10)

De la ecuacion (5.10)), se obtiene
(Hy — qA° +2m)® = o - (—iV — qA)T (5.11)

Si ﬁl, o cualquier elemento de ﬁl, es mucho méds pequeiio que m, y si A° es positivo (o, de ser
negativo, con magnitud mucho més pequena que m/e), se puede deducir que

® ~ (velocidad) x W (5.12)
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Al igual que en el caso de particula libre (dado que la energia magnética ~ o - A no sea de orden m).
Ademas, si H; < m y las condiciones sobre el campo se cumplen, se puede hacer una aproximacion
en (5.11)) y quitar a los términos H; y A°. Asf,

o (—iV — qA)\I/
2m

>~ (5.13)

De tal forma, en (5.9)),
N 1
0V~ oo (1Y~ qA)? T + A" (5.14)

Se identifica la parte derecha de esta tltima ecuacién con el operador de energia no relativista para
una particula de espin %, carga ¢ y masa m en un campo A*.
Para estudiar a g, es suficiente considerar el caso A’ = 0. Bajo esta premisa, se necesita evaluar
el siguiente término:
[0 (-iV — qA)]* ¥ (5.15)

Evaluar la ecuacién (5.15) no es inmediato; el siguiente andlisis desarrolla una de las posibles formas
de obtener el resultado esperado. Se empieza con la evaluaciéon del cuadrado:

[0 (—iV —qA)’ ¥ = (—ic -V —qo - A)* U
= [(a' - —iV)? +ig(e - V)(o - A) +ig(o - A)(o - V) + ¢*(o - A)Q] v (5.16)
Se trabajan los términos cruzados ig(o - V)(o - A)¥:
= O'iO'jai(Aj\If)
= (6ij1 + iEZ‘ijk)ai(Aj\I/)
= ai(Aj\I/)(Sijl + iEiijkai(Aj\I/)
= (97(14]\1/) + is,;jkakai(Aj\I/)
=V (A7) +ic [V x (AD)] (5.17)
Ya que V x (A¥) = (Vx A)T - Ax VU,
io - [Vx(A¥)] =io-[(V x A)¥ — A x V] (5.18)
—io (VX AU —0-(Ax V) (5.19)

Repitiendo el proceso que llevé a la ecuacion ((5.17)), se llega a

(0-A)o- V¥ =A-VU+ioc-(Ax VYD) (5.20)

Se sustituye a ((5.19) v (5.20) en (5.16):

=[(o--iV)’* +ig(oc - V)(o - A) +ig(o - A)(o - V) +¢*(c - A)?*] ¥
=(0 - —iV)?¥ +i¢[V - (AV) +io - (V x A)¥ —io - (A x VV)
+A-VU +io - (Ax V)] +¢*(a- A>T
=(o - —iV)*¥ +igV - (AV) —qo - (V x A)¥ +igA - VU + ¢*(o - A)*¥
=[(o--iV)?+igV-A+igA-V + ¢*(o - A)| ¥ — qo - BY (5.21)
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Se opera separadamente el primer término, (o - —iV)?:
(- —iV)? = (—i)%0;V,0,V;

= _(61']'1 + iEijkO'k)ViVj

= —ViVj(Sijl — iEU}cvivj‘

= —VZVZ —io - (V X V)

= _Vv?

= (-iV)? (5.22)
Se opera también el término ¢*(o - A), de la misma forma:

(0-A)=A? (5.23)

Se sustituyen estos dos resultados (5.22) y (5.23)) en ([5.21]):

=[(o--iV)*+igV-A+igA -V + ¢*(oc - A)| ¥ — qo - BV
=[(-iV)?+igV - A +igA -V + ¢*A*V?| ¥ — g0 - BY
=(—iV — qA)*¥ — qo - BY (5.24)

La ecuacién (5.24]) es la evaluacién de la expresién (5.15). Se sustituye el resultado en ((5.14]), recor-
dando que se asume que A° = 0:

- 1 . 2 q
HYVY =—(-iV —-gA)"VY — —0c - BYU 5.25
1 5, (F1V —qA) 5 (5.25)

La primera paréntesis es exactamente la ecuacién (5.1)). La segunda paréntesis da entonces un término
de més en la ecuacién de Schrédinger; concuerda con la expresién (5.3). En efecto:

q q 1
—g—B-8=—-g-1B.-(=
IomB 5= 05, (2”)

- _ 949, B
22m
Al comparar con el término mencionado,
g 9 q
-2—~—¢0-B=——0"B 5.26
22m°” om” (5.26)
9_,
2

Para una particula de espin %

5.2. El momento magnético anémalo

La seccién anterior presenté cémo la ecuacién de Dirac predice un valor exacto, tedrico, para
g. Sin embargo, experimentalmente, se mide un valor muy cercano, pero mayor a g = 2. Experi-
mentalmente, gexp = 2(1 4 a), con a de magnitud del orden de 1073 B Esta anomalia a depende
de la particula en cuestién; se calcula segiin las interacciones de la particula estudiada con el elec-
tromagnetismo, la fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte. Para el electréon (y el positrén), a

1Para el electrén y el se ha medido experimentalmente con una precisién de 11 cifras significativas y se ha
calculado con una precisién comparable [I8]. Como comparacién, la constante gravitacional G se ha medido con una
precisién de 5 cifras significativas [24].
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fue medido experimentalmente con una extraordinaria precisién (del orden de 10~13) y con un error
de 0.13 ppt [12]. La electrodindmica cudntica logra predecir el valor obtenido con una precisién de
10712 [25]. Para el existen dos equipos que han medido a g, con precisiones del orden de
107! el primer experimento fue realizado en Brookhaven, en 2004 [8], y el segundo en Fermilab,
en 2020 [9]. Ambas medidas concuerdan entre si, sin embargo muestran una diferencia con el valor
tedrico predicho por la electrodindmica cudntica [9]. El equipo de Fermilab realizé méds experimentos
y publicé sus resultados en 2023, reduciendo errores de medicién, estadisticos y sistematicos: el valor
actual es de 5.10 para la significacion estadistica de la diferencia entre el promedio experimental
mundial y el valor tedrico [I]. Esta discrepancia, con un valor de 5.10, indica la posible existencia de
nueva fisica, mas alld de los modelos existentes actualmente, lo cual motiva los esfuerzos en mejorar
la precisién de la diferencia estadistica para confirmarla [26] .

5.2.1. Correcciones en primer loop

El observable interesante es la diferencia entre el valor de Dirac y la prediccion de la electrodina-
mica cudntica (o QED, de sus siglas en inglés). Se define el mnomento magnético andémalo| del muon)|
como

0 = 5092, (5.28)

En donde los subindices indican la particula pu.
La primera correccion al valor g = 2 proviene de la contribucién QED de primer loop, la cual se
encuentra en la Figura [5.1

I

Figura 5.1: Interaccién de p con un

Al igual que esta contribucién, existen tres més en la teorfa electrodébil (EW, de sus siglas en
inglés) al nivel de 1-loop, involucrando bosones Z, H y Ya que las teorfas QED y EW
son perturbativas, al incrementar las correcciones, se incrementard la precisién de las predicciones
tedricas (con una convergencia rapida).

5.2.2. Experimentos de BNL y FNAL y sus implicaciones acerca de la
anomalia

Se presenta un resumen de los experimentos de la colaboracién g — 2 del En 2004 se
realizo el primer experimento en Brookhaven (BNL) [8] con una precisién nunca antes obtenida, con
una discrepancia sobre a, dentro del rango de 2.2 a 2.70 con respecto a la predicciéon del modelo
esténdarﬂ (SM, siglas en inglés). En 2020, el resultado experimental vio su confianza incrementarse
con la medida del Fermi National Lab (FNAL) [9]: la anomalia se incrementé hasta 4.20, reforzando

2El valor méximo de la confianza obtenida fue de 3.70 con los valores de Brookhaven.
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(pero no confirmando) la idea de nueva fisica. Finalmente, en 2023, Fermilab publicé dos nuevos
experimentos, subiendo el valor de la confianza hasta 5.1¢ [I]. Los resultados publicados por ambos
grupos se comparan con el valor del SM en la Figura [5.2]

¢ 500 >
Significance will likely decrease Fermilab 1+2+3
with an updated SM prediction (2023)
< 510 >
——— ——— +—eo—t
SM: e+e- HVP World Average
T.I. White Paper (2023)
(2020)
|
Selected new results >
since White Paper (2020) SM: Lattice HVP
BMW Collab.
(2020)
SM: et+e- HVP
using only CMD-3
data below 1 GeV

175 180 185 190 195 200 205  21.0
a,x10° - 1165900

Figura 5.2: Resultados experimentales y la desviacién con el modelo estandar [I]

Configuracién experimental

Ambos experimentos usan una configuracién idéntica. La precisién experimental (tanto siste-
mética como estadistica) es lo que se mejora entre BNL y FNAL. Una foto de la configuracién
experimental se puede apreciar en la Figura [5.3]

Jaligmiab, Reidar Hahn

Figura 5.3: Configuracién experimental, Fermilab [2]

El experimento estudia a pT al entrar un solenoide con campo magnético constante, inmedia-
tamente después del decaimiento 77 — p* + v, (este ocurre en 99.99 % de los casos). Luego, p™
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decae en put — et + 1, + v.. El solenoide se rodea de detectores sensibles a los positrones e™.
Los decaimientos de 7+ son ideales: en efecto, siendo de dos cuerpos, todas sus cantidades estidn
definidas.

Vp ——— gt —— put
Su, — Syt

Figura 5.4: Diagrama para el proceso 7" — ut + v,

La Figura [5.4] muestra la direccién de los momentos de cada particula y las flechas inferiores
denotan la direccién de proyeccién de espin. Ya que w1 tiene espin nulo, la conservacién del
asegura que los espines sean antiparalelos. Ademds, la conversién del
garantiza que la direccién de las particulas sea opuesta. Los se pueden aproximar a parti-
culas sin masa, implica que tienen una helicidad izquierda: su proyeccién de espin es antiparalela a
la direccion de su momento. Por lo tanto, se tiene una especificacion completa de la proyeccién de
espin de 7T es antiparalela a su trayectoria.

Inicialmente, uT estd totalmente polarizado, pero al moverse con respecto a un campo magnético
B, el espin muestra una precesién con una frecuencia de

B
wo = Gy (5.29)
m

Al llegar al decaimiento u* — 7, +v.+e™, ha precedido el espin del La energia maxima de los
positrones et se detecta, al igual que su direccién. Ya que la energia maxima del e™ tiene la misma
direccién que el antfmuon] también tiene la misma polarizacién; ademés tiene una helicidad derecha.
La energia maxima del positrén se detecta, en cualquier punto del solenoide: la polarizacién del
antimuon| se puede medir en cualquier punto. La deteccién del positrén se compara con la frecuencia
de oscilacién de los antimuones dentro del solenoide, la cual se da por:

_ Be

- (5.30)

We
El campo magnético B necesita ser calibrado muy precisamente. Con ello, se puede expresar direc-

tamente a a,:

wo — We 1 o

M -2, =a (531)
Asi, los datos indican el valor de wy; se conoce ya a w.. Se obtiene muy precisamente un valor para

Q-

5.2.3. Diferentes contribuciones para a,

Las diferentes contribuciones para a, se encuentran en la Figura @ Se puede observar que las
principales contribuciones proveen de QED, particularmente los calculos en primeros 3 loops. Las
correcciones en 4 y 5 loops son comparables con las contribuciones hadroénicas y electrodébiles.
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Figura 5.5: Contribuciones para el valor a,, [3]

El estado actual de la prediccién teérica y la medida experimental son [27, [I]:

a0 = 116591810(43) x 10711, (5.32)
aP "% = 116592059(22) x 107! (5.33)

La tensién actual entre el experimento y la teoria es [9]:
Aa, = a;® — )" = 251(59) (5.34)

Con una significacién estadistica de 4.20.

Contribuciones de QED

Las diferentes contribuciones en QED fueron calculadas en diferentes momentos de la historia. La
primera contribucién fue calculada por Schwinger en 1948 [10] y consistia de 1 diagrama. El célculo
en 2 loops fue realizado por Petermann y por Sommerfield en 1956 [28] [29] e inclufa 7 diagramas. La
computacién en 3 loops fue hecha por Laporta y Remiddi [30] y presentaba 72 diagramas. Laporta
luego realizé el calculo en 4 loops [31], consistiendo de 891 diagramas. Finalmente, el célculo en 5
loops fue realizado numéricamente dentro de un error de 3% por el grupo de Kinoshita [18], con una
cantidad de 12672 diagramas. El valor tedrico actual para la contribucién total de QED es:

a®P = 116584718.931(104) x 10~ (5.35)

Contribuciones de EW

Las contribuciones EW fueron actualizadas en 2013 por Gnendiger, Stockhinger y Stockinger-
Kim, hasta dos loops, tomando en cuenta la masa recientemente calculada del boson de Higgs [32].
La contribuciéon total en EW es:

ap" =153.6(1.0) x 10~ (5.36)

Contribuciones de QCD

La cromodindmica cudntica (QCD, de sus siglas en inglés) contribuye de dos formas diferentes
al valor de a,. La primera contribucién es la hadronic vacuum polarization (HVP), y la segunda es
la hadronic light by light scattering (HLbL).
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Hadronic vacuum polarization La HVP es una contribucion QCD en 2 loops, cuya topologia
general se presenta en la Figura|5.6

Lo

Figura 5.6: Diagrama general del proceso HVP

+ +

I I

En la Figura [5.6] el circulo achurado representa todos los posibles estados hadrénicos intermedios.
La linea intermedia puede ser conectada con la amplitud eTe™ — hadrones a través del teorema
espectral.

EL valor actualmente aceptado para la contribucién HVP es [9]:

a, V" = 6845(4) x 107" (5.37)

Hadronic light by light scattering El calculo HLbL es el més dificil de realizar, ya que no puede
ser conectado a resultados experimentales sin ambigiiedad. El diagrama general del proceso HLbL
se encuentra en la Figura [5.7] En la Figura [5.7] el circulo achurado representa todos los posibles

I f

Figura 5.7: Diagrama general para el proceso HLbL

estados hadroénicos intermedios. El proceso es suprimido a orden « con respeto a la contribucién
principal en HVP.
El valor actualmente aceptado para la contribucién HLbL es [9]:
HLbL —11
a, =92(18) x 10 (5.38)

Lo cual es consistente con la cota mdxima expresada en [33)]: aELbL < 159 x 10711,
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CAPITULO O

Perturbatividad en teoria cuantica de campos

6.1. Interaccién en campos cuanticos escalares y matriz S de
Dyson

6.1.1. Introduccion

Las interacciones en un sistema se modelan usualmente a través de términos de orden mayor a
2 en las expansiones polinomiales de las expresiones asociadas. Al cuantificar problemas de inter-
accién de campos, aparecen cantidades que en general no conmutan con el operador
del sistema. Usualmente es imposible encontrar una solucién algebraica exacta a los problemas de
eigenvalores involucrados. Existen dos posibilidades para resolverlos: métodos numéricos y teoria de
perturbaciones. Se trabajara con la tltima. La teoria de perturbaciones resuelve problemas con inter-
acciones, tratando dichas interacciones como una perturbacién respecto a las soluciones de particulas
libres.

6.1.2. Teoria de perturbaciones en interacciones de campo: expansion de
la matriz S de Dyson

Considere el siguiente
~ 1 ~ ~ 1 ~ ~ ~ ~
L= iaﬂww — §m2¢2 —\¢? = Lkg — \? (6.1)

El hamiltoniandl asociado es
H = Hxe + H' (6.2)

En donde se ha separado el en una parte que se puede resolver exactamente (HKc,>, y
otra parte que se tratard de forma perturbativa (H'):

Hye = /d?’w?:lKG = %/d?’fﬂ {7%2 +(V¢)? +m?¢? (6.3)

H = / BrH =\ / dPxd® (6.4)
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El marco de interaccion

Para trabajar con campos libres, es conveniente usar el marco de Heisenberg (MH). Sin embargo,
se estd estudiando un problema en el que hay una interaccién: el marco de Heisenberg no permite
seguir adelante. Podria entonces ser utilizado el marco de Schrédinger (MS), en el cual los estados
cambian en el tiempo de acuerdo a

A1) =1 10() (65)
Con operadores independientes del tiempo. Notese que a pesar de usar el marco de Schrodinger, la
ecuacién cumple con la relatividad: H es elrelativista. En este enfoque, los operadores
de campo en # se evaltan en un tiempo fijo (por convencién, ¢ = 0), en el cual el MH y el MS
coinciden.

El problema con esta formulacién no reside en una falta de relativismo, sino en la falta de cualidad
de covarianza de Lorentz: en efecto, un solo tiempo ¢t = 0 es estudiado. De relajar esta condicién, se
pierde la relatividad. Asi, es conveniente trabajar en un tercer marco, que se llamard el marco de
interaccién (MI). En el MH, la dependencia temporal estd en los operadores, no en los estados. En
el MS, los estados llevan la dependencia temporal y no los operadores. En el MI, tanto los estados
como los operadores llevan alguna dependencia temporal. La parte libre del genera,
una dependencia temporal en los operadores, mientras que la parte perturbativa (o de interaccién)
genera una dependencia en los estados. En el limite H' — 0, se regresa al caso de una particula libre
(en MH).

En términos del operador independiente del tiempo en MS, A, se define el operador asociado en
MI Az(t) como

Ap(t) = ettt Jo—iHot (6.6)

La dependencia temporal de Af(t) se encuentra al derivar la expresién (6.6):
d ; d (g in
AN = = ( 1H0tA —1H0t)
a0 = g (e Ae
— igoeiﬁot/i€7ig0t o eiﬁotA iﬁoefigot
= iHA;(t) — A;(t)iHy
Al sustituir por el conmutador,

SAr(t) = —ilAs(0), o) (67)

En efecto, la dependencia temporal A 1(t) es generada de la parte libre del
En el estudio de (6.1)), el campo ¢ estd especificado dentro del MI: ¢y (a,t). ;Qué hay del campo

conjugado candnico a ¢y(t), cuando la interaccién estd incluida? En el MH, mientras la interaccién
no contenga derivadas en el tiempo (es el caso aqui), el campo conjugado candnico al campo de
interacciéon se mantiene idéntico al caso de campo libre:

oL  OLkc
0p(x,t)  9(w,1)
Asi, se sigue usando la relaciéon de conmutacién de mismo tiempo:

Para los campos de Heisenberg. Pero los campos de MI se relacionan con los campos de MH mediante
una transformacién unitaria U:

(1) = = b(z, 1) (6.8)

Ap(t) = etffote it j ()il te ot (6.10)
=UA@) U™ (6.11)
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En donde U = eiﬁote_if“, y trivialmente UUt = U0 =1. Al multiplicar la ecuacién por U
por la izquierda y por U~! por la derecha, se obtiene:

[fr(x.t), 71 (2, t)] = 16° (2 — y) (6.12)

Se acaba de demostrar que en caso de interacciones, los campos MI gig 1 v 7r obedecen la relacién de
conmutacién de campo libre.

Se consideran ahora los estados en MI. Con el fin de preservar la consistencia entre los elementos
matriciales en el MS y el MI, se definen los estados vectoriales en MI como

[(t)) 7 = ot (1) (6.13)

En términos del estado MS [¢)(¢)). Se usa la ecuacién (6.13)) para encontrar la ecuacién de movimiento
de [¢(t))1:

i%ld)(ﬂ)l _ iffot [—H0|w(t)>ii¢(t)>]
= ot [ lofu(8)) + (o + A (1)]
= MOt A1)
= eiflot f = iHot |y 1)), (6.14)

Es decir: p
i [v(@)r = Hi(t)]¢(1)1 (6.15)

Se ha definido a Hj = etHot [ e—iHot Fgte es el hamiltoniano| en el marco de la interaccién.

La matriz S y la expansién de Dyson

Se aplica ahora el formalismo MI a procesos generales de dispersiéon y procesos de decaimientos,
dentro de la teoria de perturbaciones. Se sigue a Dyson [19]. La cantidad crucial necesitada es la
[matriz de dispersién} o matriz S (S siendo la primera letra de scattering, de su nombre en inglés).
Un proceso de dispersion se puede describir de la siguiente forma: en algin tiempo ¢ — —oo, mucho
antes de que ocurra alguna interaccion, se espera que H 7 sea despreciable. Asi, en , [1(t)) s serd
un vector de estado constante |i), el cual es un eigenestado de H,. Entonces, i) contendrd una cierta
cantidad de particulas que no interactian con momento definido, y [¢)(—o00)); = [i). A medida que

evolucione el tiempo, las particulas se acercan una a la otra y quizas se dispersen; el futuro distante
t — oo se acercard a otro estado contante [1)(c0)); con particulas que nuevamente no interactiian.
En general, |¢)(00)); presentara diferentes componentes, con diferentes cantidades de particulas (y
de diferente clase). Se denotaran estas diferentes componentes como |f). El operador S se define
ahora como:

[$(00))1 = S[to(—o00))1 = Sli) (6.16)
Algtn elemento particular de la matriz S es la amplitud para encontrar algin estado final |f) en

|9 (c0))1: .
(Elip(00))r = (£]5]i) = Sa (6.17)

Se puede escribir:

[(00))r = Y If)(fleo(00))r = Salf) (6.18)
f

f
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Estd claro que se necesita calcular los elementos Sg de la matriz S con las probabilidades |Sg|?
asociada Se calculan los elementos de S mediante un enfoque de teoria de perturbaciones. Se
integra a (6.15)), sujeta a la condicién t — —oo:

W@hﬁﬂ4[ L) () rdt (6.19)

Noétese que el integrando depende de |1)(t)), el cual no aparece explicitamente. Se resuelve la integral
de forma iterativa. Si se desprecia a H7, la solucién es

0 .
()" = 1) (6.20)
Para obtener un resultado de primer orden en H 7, se inserta a (6.20) en (6.19)), en el integrando:

t

|wmwzm+/ (i (1) de ) (6.21)

— 00

Se recuerda que |i) es un vector estado constante. Se puede repetir este proceso para tener a la
expansién de |1 (t)); en segundo orden de Hy:

(1) = [1+ /

— 00

t

it + [ an [ anie) e no o2

El segundo orden es suficiente para generalizar la totalidad de la expansion. Si se deja que t — oo,
se obtiene la serie perturbativa para el operador S:

) ) tq R R

S=1 +/ (—iHI’ (tl)) dt, +/ dtl/ dts (—iHI’ (tl)) (—iHI’ (tg)) T (6.23)
— 00 — 00 — 00

Se resume con la serie entera:

s= i [Can [t [ a0 B 00). 1) (6.24
nz;)()/_oo 1/_OO 2 / 1 (t1) Hi (t2) 7 )

— 00

Antes de seguir, se desea escribir a ((6.24)) de una forma més préctica: en efecto, los indices temporales
se dan por algtn t; con k un entero de 1 a n. Las integrales van de —oo a t; (hasta k =n —1); es
posible cambiar el dominio de las integrales a todos los reales. Nétese que:

Hi(t) = / H(x, t)d>x (6.25)

Se puede entonces reescribir el segundo término de (6.23) como

/ /t iy () (i () (6.26)

Lo cual se ve més simétrico en & — t. Sin embargo, existe todavia cierta asimetria por la condiciéon
ty > to. Las integrales temporales tienen a dos 7:1’1 en su integrando, con un orden particular: los
tiempos mas “tempranos” aparecen antes que los tiempos méas “tardes”. Con el fin de preservar esta
propiedad al generalizar el dominio a [—00, 00|, se introduce un nuevo operador T, definido de la
siguiente formas:

T(H (1) H] (22)) = H (z1)H (22) para tq > to (6.27)
= 7‘2}(1‘2)7:[/1(.%1) para t1 < to (628)

1Si se supone que |1)(c0)) y |i) son normalizados, ademds de suponer que TS es unitario, es trivial demostrar que

>k 1Skil? =1
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Se procede de forma andloga para demds productos y operadores arbitrarios. De esta forma, (6.26)
se puede escribir como:

% / iy dA T~ () (i) (22))] (6.29)

Las integrales estan ahora sobre todo el dominio. Si se aplica un andlisis similar a los términos
generales, se obtiene la expansion de Dyson del operador S:

G — v~ ()" 4oy dias ... dYz, U (2 H (22) .. H (2 .
s_nzzo /.../d dzy...d T{HI( )VH, (z2) ... H ( )} (6.30)

n!

6.2. No perturbatividad de la cromodinamica cuantica

La teoria de la cromodindmica cudntica (o QCD) presenta caracteristicas que la rinden incompa-
tibles con la teoria de perturbaciones en ciertos rangos de energia (de 0 GeV a 2 GeV, aproximada-
mente) [34]. La QCD estudia la interaccién nuclear fuerte (INF). La no perturbatividad de la teoria
se debe a la naturaleza de la INF. Primero, se recuerda como funciona la teoria de perturbaciones:
se necesita un problema analitico, usualmente el caso “libre”, en el cual se introduce una pequena
perturbacién. La palabra clave es “pequenia”: el orden de la perturbacion tiene que permitir una ex-
pansién en series. Para determinar si una teoria es perturbativa, se necesita entonces responder las
siguientes dos preguntas. ;Existe un caso analitico en el cual se puede introducir una perturbaciéon?
Si si, jes esta perturbacion de orden suficientemente pequeno para permitir un desarrollo en series?
se presenta una respuesta a estas dos preguntas en el caso de la INF.

La interaccién nuclear fuerte se realiza entre quarks mediante un gluon [35]. Los gluones son
bosones de masa nula, al igual que los fotones en el caso de la interaccion electromagnética. Por lo
tanto, los gluones viajan a la velocidad de la luz. También actian a larga distancia, al igual que los
fotones. Sin embargo, existe una diferencia fundamental entre la interaccién electromagnética y la
nuclear fuerte: si aumenta la distancia entre dos quarks, aumenta también la fuerza de restitucion
debida a la INF [36]. Una consecuencia de este fenémeno es el confinamiento: no existen quarks
libres. Los quarks usualmente se presentan en dobletes (mesones) o en tripletes (hadrones). Cuando
se separan dos quarks (en un mesén, por ejemplo), a medida que incrementa la distancia entre
ellos, aumenta también la fuerza de restitucion y con ella, la energia potencial. Esta energia esta
contenida en los gluones que cargan la informacion entre los dos quarks. Con suficientemente energia,
el gluon puede decaer en un par de quark anti-quark y dos gluones nuevos, formando asi dos nuevos
estados: un doblete de quarks que se intent6 separar, reaccioné para formar dos nuevos dobletes.
Asi, nunca se puede aislar un quark. La teoria de perturbaciones no puede usar a un caso libre
como caso analitico simple. Para usar un caso libre, es necesario que se puedan despreciar estas
interacciones inherentes entre los quarks. Existen dos configuraciones en las que las interacciones
son despreciables: a distancias cortas (porque la fuerza de restitucién disminuye con la distancia; se
puede disminuir hasta niveles despreciables) y a altas energias (para que la energia del quark sea
mucho mayor a la energfa de interaccién inherente). En estos dos casos, es posible estudiar la QCD
desde una perspectiva perturbativa.

Entre 0 GeV y 2 GeV, es decir, a bajas energias; la QCD no es perturbativa. Entre estas energias,
existen diferentes métodos para estudiar la QCD. Uno de ellos es la Lattice QCD [37] entre 1 GeV
y 2 GeV, y entre 0 GeV y 1 GeV se puede usar la Teoria de Perturbaciones Chiral [38].

6.3. g — 2 del muon} resultados a primer orden

Se presentan los resultados del analisis perturbativo dentro de la Electrodindmica Cuantica del

problema g — 2 del
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6.3.1. Primer orden de e

Considere una dispersién de un por un campo electromagnético externo A, (z) (véase
Figura 7?7

6.3.2. Primera correccién: orden e3

Las correcciones en primer orden de « para este proceso son representadas por los diagramas de
Feynman en la Figura [6.1]

v

+ +

I p

(a) Primera contribucién (b) Segunda contribucién

Figura 6.1: Diagramas de Feynman contribuyendo a érdenes de e después de normalizacién

Noétese que en la Figura[6.1] estan tinicamente representados los diagramas que tienen una con-
tribucién luego de renormalizarﬂ Se han omitido 4 diagramas.
La amplitud de Feynman de orden e se da por [39] :
iet (p', ') v ulp, 5)Au(a) + e (p', s") Y ulp, s) [-e*ILe (¢°) ] Au(a)
+iea (p', ') [e2AL (', p)] u(p, 5)Au(q)
No se presentard una evaluacién completa de este término. Se menciona sin demostrar que el factor
Ak (p', p) se puede evaluar de tal forma que el tercer término de contenga la siguiente expresion:

eals, ) o™, ) o 5)4,0a) (6.32)

Esta contribucién particular (6.32)) es la que se desea interpretar.
Se puede reescribir a M en (??) (i.e. en primer orden de e) como

(6.31)

;—;ﬂ(p’, 3’) [(p’ + p)“ + io’””qu] u(p, S)Aﬂ(q) (633)

En el limite no relativista, el segundo término en ([6.33)) es la amplitud de dispersién de una particula

5, es decir, con razén giromagnética g = 2. La expresion

(6.32) (i.e. en orden de e*) tiene la misma forma, pero un coeficiente diferente. Este coeficiente

de espin % con momento magnético —

representa una correcciéon al valor del momento magnético del con respecto al valor de orden
menor. Asi; la correccién en el factor g se puede escribir como

&£ ,_ & (1 + g) (6.34)

2En la Figura solo el diagrama b contribuye al valor de a,. El diagrama a contribuye a la amplitud total, pero
no a ay.
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El valor de la correccién es el siguiente:

—2
=9 _ % ~ 0.00116 (6.35)

[m B

Este es el valor de la primera correccién en QED. Se puede comparar con la contribucién completa
en QED, dada por la ecuacién ([5.35)).
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CAPITULO [

Analisis perturbativo en electrodinamica cuantica

Este capitulo estudia la teoria de perturbaciones en la teoria de campos aplicada a la contribucién
QED al valor del jmomento magnético anéomalo| del [muonl Como se mencioné en el capitulo 3 con

el ejemplo de la cromodindmica cuantica, existen regimenes de energia para los cuales una teoria
puede no ser perturbativa. Entonces, jqué asegura que un enfoque perturbativo dentro de QED sera
adecuado para obtener un valor exacto del jmomento magnético anéomalo| del [muon/?

Se presenta en este capitulo un estudio de la perturbatividad de QED en el problema del[momento|
magneético anomald del jmuon} Particularmente, es interesante la convergencia de una potencial serie

i @
perturbativa en (7) .
T

7.1. Diagramas de Feynman y cantidad de loops

En QED, las unicas interacciones posibles son entre fermiones (en este caso, muones) y fotones.
Siguiendo las reglas explicitadas en el anexo [A] todos los posibles procesos en QED se pueden
describir mediante diagramas de Feynman. Cada diagrama de Feynman tiene una amplitud asociada.
En el caso del problema del valor a,, del en QED, el proceso estudiado consiste en la dispersién
delpor un (véase el capitulo 2, particularmente la seccién elinteractﬁa con un
campo magnético). Este proceso puede estudiarse completamente mediante diagramas de Feynman,
su topologia general se encuentra en la Figura[7.1] En esta figura, el circulo achurado representa todos
los posibles procesos intermedios. La magnitud total de este diagrama se puede calcular sumando las
magnitudes de todos los posibles diagramas representados por [7-1} Sin embargo, existe una cantidad
infinita de posibles procesos intermedios, y con ello, una infinita cantidad de diagramas. Implica
que la magnitud total del diagrama en [7.I] es una suma infinita de magnitudes parciales asociadas a
diagramas representados dentro de la topologia general de la dispersién de un por un
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+ +

I

Figura 7.1: Diagrama general para la dispersiéon de un por un en QED

1

Esta discusion lleva a la siguiente pregunta: ;qué asegura que esta suma infinita de magnitudes
de diagramas, o esta serie, converge a un valor finito? La respuesta a esta pregunta es el objeto de
estudio de la préxima seccién.

Por ahora, es conveniente contentarse de un estudio introductorio a estos diagramas de Feynman
y se presentard una forma de clasificarlos. Este esfuerzo se realiza con el fin de proveer un camino
para solucionar el problema de la convergencia de la magnitud del proceso de dispersién representado
en la Figura

Los procesos contenidos en [7.1] se pueden clasificar mediante su cantidad de loops. Cada posible
proceso intermedio en tendrd una cantidad de bucles (o loops) contable; para cada cantidad de
loops dada, habrd una cantidad contable de diagramas que presentaran esta cantidad de loops. A
continuacion se presentan algunos diagramas conteniendo cantidades pequenas de loops:

= Diagrama en nivel arbol: 1 diagrama

pt pt

Figura 7.2: Diagrama a nivel arbol

= Diagrama en 1 loop: 1 diagrama

Figura 7.3: Diagrama en 1 loop

= Diagramas en 2 loops: 7 diagramas
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pt wt

Figura 7.4: Uno de los siete diagramas en 2-loops

En el siguiente cuadro se encuentran las cantidades de diagramas que presentan una cantidad n
de loops, para n de 0 a 10:

a(n)

72

891

12672
202770
3602880
70425747
1503484416
34845294582

Nol o R IEN | N>R NG J NS GVR I Rl Nan ) ]

[
o

Tabla 7.1: Cantidad de diagramas de Feynman con n loops, hasta n = 10 [40]

La importancia de esta clasificacién de los diagramas de Feynman por cantidad de loops que

presentan reside en la magnitud de la contribucién de cada loops. La contribuciéon de los diagramas
2

« (6%
en n = 1 es un factor de (—) La contribucién de los diagramas en n = 2 es un factor de (7)

™
Este patrén sigue: de forma general, la contribucion de los diagramas con una cantidad de loop n

(07 n
es un factor de (—) . Recordando que la magnitud de la dispersion de un [muon| por un [fotén| es
i

la suma (infinita) de todos estos diagramas, se puede escribir la serie perturbativa de la siguiente

M = icn (%)L (7.1)

forma:

Con ¢, coeficientes reales.

7.2. Analisis de perturbatividad

La ecuacién ([7.1)) es la serie perturbativa de la magnitud del proceso general Como se ha
visto en el capitulo 3 (véase la seccién [6.3.2)), al encontrar la magnitud de la contribucién en una

. . a\"”
cantidad n de loops, se puede agregarle correcciones al valor a,, en orden de (7) . De forma general,
T
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se estudia la siguiente serie perturbativa para a,:

a, = nf%cn (%)” (7.2)

Con C,, coeficientes reales, con dependencia de los coeficientes ¢, de la ecuacion .

Se regresa a la pregunta antes mencionada: jqué asegura que la serie perturbativa es con-
vergente?

Los coeficientes C,, de la serie perturbativa no tienen en principio ninguna cota superior sobre
su valor. Sin embargo, es posible aplicarles un rango de valores en base a la informacién que se tiene
sobre ellos. Los coeficientes C,, se obtienen sumando las magnitudes de cada diagrama de Feynman
de orden n, las cuales se obtienen mediante integrales. Estas se tienen que renormalizar con el fin
de eliminar de la teorfa las interacciones de la particula con sus propias propiedades (como su carga
o sumasa). A través de este proceso, estd asegurado de que el orden del resultado sea de ~ 10°. Es
decir, un diagrama de Feynman contribuye a C,, en un orden de ~ 10°. Se puede deducir que si hay
una cantidad a(n) de diagramas de Feynman para el orden n, entonces C,, serd aproximadamente
a(n) x 10°, o simplemente a(n). En conclusién, los coeficientes C,, se pueden aproximar a la cantidad
de diagramas de Feynman en este orden n. Los valores de a(n) (o la cantidad de diagramas de
Feynman en orden n) se representan en el Cuadro

Asi, es posible estudiar la perturbatividad de la serie mediante la versién simplificada:

a, ~ i a(n) (%)n (7.3)
n=0

La forma de estudiar esta serie es comparando el valor de los productos a orden n. Se estudia la
nueva pregunta: jcémo evoluciona el valor producto a(n) ( g)” a medida que crece n?

Con el fin de responder esta pregunta, se realiz6 un programa en el lenguaje de programacion
Python (usando la herramienta Jupyter) para estudiar la evolucién del producto a(n) (%)n seglin

aumenta n. El c6digo se puede encontrar en el anexo B.

7.2.1. Planteamiento de la resolucion

Ya que solo se han realizado los cdlculos de las contribuciones a a, hasta el orden n = 5, la
resolucién unicamente estudia este orden. Se consideraron dos casos:

o n
» La evolucién del producto a(n) (—) es constante. Es un primer enfoque del cual no se espera
7

un resultado satisfactorio.

[0 n
= La evolucién del producto a(n) (f) es exponencial. Si el resultado es satisfactorio, se podria
7T

estudiar su validez haciendo una prediccién acerca de érdenes més altos de n.

Se estudian separadamente.

Evolucion constante

Si el producto es constante, entonces se tiene la siguiente igualdad: para un ¢ constante,

a(n) (%)n =c (7.4)
at) = (2)" (75)

Si el valor de ¢ se encuentra entre 0 y 1 (particularmente si estd muy cercano a 0), entonces se puede
concluir acerca de la convergencia de la serie.
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Evoluciéon exponencial

El valor del producto puede tener una evolucién exponencial, de la forma:

o ()" =(5)"(2)" 79

a(n) = (g>a+(b_1)n (7.7)

™

El exponente asegura una supresiéon no constante del valor del producto. Si b es menor a 1, entonces

el valor de a(n) crece de forma exponencial. Se recuerda que o = &

entonces P es menor a 1.

1
1377
7.2.2. Resultados

Evolucion constante

Si se plantea al producto como un valor ¢ constante, se deberia poder calcular independientemente
en cada orden de n. El siguiente cuadro reporta los valores de ¢ obtenidos con respecto a n:

C
2.3234 x 1073
3.7788 x 10~°
9.0307 x 1077
2.5965 x 10~8
8.5801 x 10~10

U | W N =B

Tabla 7.2: Valores de ¢ segin n

Comparando los érdenes de magnitud, es evidente que ¢ decrece rapidamente a medida que crece
n. Este enfoque es una primera propuesta de resolucién; por su sencillez, no se esperaba un resultado
satisfactorio.

Otra forma en la cual se evidencian las limitaciones de este primer modelo es intentando realizar
un ajuste de la funcién . El ajuste se realizé utilizando la libreria de Python scipy.optimize,
particularmente la funcién curve_fit (). Este resultado se aprecia en la Figura

En la Figura se ve que el perfil de la curva es exponencial, sin embargo, no parece ajustarse
adecuadamente a los puntos. Particularmente, la prediccién en orden n = 4 es inaceptable.

Este primer enfoque justifica la metodologia del siguiente modelo. Al tener un ajuste que a
primera vista parece exponencial, se puede plantear un modelo de ajuste exponencial al valor de la
cantidad de diagramas en orden n.

Ajuste exponencial

Este modelo, al igual que el anterior, intenta predecir el valor de a(n) (es decir, la cantidad de
diagramas de Feynman que presentaran n loops para el proceso de dispersién de un por un

o

fotén| en QED) con respecto al valor de n mediante un ajuste exponencial en términos de <—)
oy

Nuevamente, se utilizé la funcién curve_fit() de la libreria scipy.optimize. El ajuste se realizo

a la funcién ([7.7)), tanto al valor de a (el cual dicta el valor de la asintota horizontal de la funcién
exponencial) como a b (el valor de mayor interés). Se obtuvieron los siguientes valores:

a = 0.62978 + 0.00443 (7.8)
b = 0.56250 & 0.00089
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Figura 7.5: Ajuste del modelo “producto constante”

Nétese que el valor de b se encuentra entre 0 y 1. Implica que el valor de a(n) sigue un ajuste
exponencial creciente con n.

Al igual que con el enfoque anterior, es posible estudiar el ajuste del modelo a los valores de a(n)
conocidos. Este hallazgo se representa en la Figura Ya que este ajuste parece predecir correc-

f
e Datos 10
120004 —— Ajuste
Error
103 4
10000
8000
. 1024
- c
s s
6000
101 4
4000
2000 1001
0] e e
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Orden Orden
(a) Ajuste del modelo exponencial (b) Ajuste del modelo exponencial, escala logaritmica

Figura 7.6: Ajuste del modelo exponencial en diferentes escalas

tamente todos los puntos, es conveniente presentar los mismos resultados en una escala logaritmica

(véase la Figura [7.6b)).

El ajuste parece excelente. En efecto, solo se pueden apreciar diferencias entre el ajuste y los
valores tedricos en los puntos més bajos; el orden del error es 10°. Ademas, todos los puntos estin
contenido dentro del rango de error.
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Predicciones en base al ajuste exponencial

El modelo exponencial logré ajustarse exitosamente a los primeros 5 valores de n. Con el fin de
explorar sus limitaciones, se usan los pardmetros a y b encontrados en el modelo exponencial (véase
las ecuaciones y ) para predecir la cantidad de diagramas de Feynman en 6rdenes hasta
n = 10. Los valores teéricos se encuentran en A continuacién se presentan los resultados.

lelO

1011 q
3.5 9 — Valores tedricos ® Valores tedricos °
@ Valores tedricos X Valores predichos X
3.0 4 — Valores predichos 10° 4 ;
X Valores predichos .
2.5 107 4
a a ]
8 8
2504 2 PN
3 2 107
k! 8 =
B 151 T
= € 10°4 ]
O o
1.04 L]
104 ]
0.5 4 [
X
10—1 4
0.0 4
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Orden Orden
(a) Prediccién para n = 10 (b) Prediccién para n = 10 escala logaritmica

Figura 7.7: Prediccién de los valores de a(n) para n = 10 en diferentes escalas

Al estudiar la primera grafica, en la Figura [T.7a] estd claro que el modelo fracasa al predecir
la cantidad de diagramas en o6rdenes mayor a n = 8. La razén por la cual sucede este fracaso se
evidencia al estudiar la segunda grafica, en la Figura En el modelo exponencial, se planted
la hipétesis que la cantidad de diagramas sube exponencialmente al incrementarse n. Si este fuera
el caso, entonces la cantidad de diagramas deberia caer en una linea recta al representarse en una
escala logaritmica. En la Figura [7.7D] es evidente que esto no ocurre: los valores tedricos parecen
tener alguna curvatura hacia arriba. Como comparacién, los valores predichos por el modelo, al ser
un ajuste exponencial, trazan una linea perfectamente recta.

Evolucién del producto a(n) <a>
™

o n
Finalmente, se estudia directamente la evolucién del producto a(n) (7> a medida que crece n.
™

Un andlisis de n < 5 es suficiente.

o n
La Figura [7.8]indica un comportamiento en exponencial inversa del producto a(n) (7) .
71'

7.2.3. Discusion

El objetivo de este esfuerzo es de evaluar la convergencia de la serie perturbativa expresada
en . Los coeficientes C,, se aproximaron a a(n). Luego, se estudié la evolucién del producto
a(n) (g)n mediante dos modelos, los cuales fueron reescritos con el fin de predecir la cantidad a(n),
que se7(r:0noce (véase el Cuadro .

El primer modelo, si bien fracasé en predecir correctamente los valores de a(n), indica que la
cantidad de diagramas de Feynman crecen con un ritmo exponencial a medida que incrementa n.
Este enfoque sencillo tenia como objetivo fallar con el fin de guiarnos con la construccién del segundo
modelo.
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Figura 7.8: Evolucién del producto a(n) (g) cuando crece n
™

El segundo modelo le dio a b la libertad de ajustarse de acuerdo a los datos. Se encontré un
b = 0.56250 4+ 0.00089, fijando al valor entre 0 y 1. El valor del exponente b carga un significado
importante para la teoria electrodinamica cuantica. En efecto, que b se encuentre entre 0 y 1 es
fundamental para tener una teoria QED perturbativa. Un valor del exponente mayor o igual a
1 implica que no pueden converger las series perturbativas: en resumen, la teoria no puede ser
perturbativa. No es el caso de QED: en base al andlisis numérico, se concluye que QED es una teoria
perturbativa.

Acerca de la serie perturbativa, el Cuadro [7.2] y la Gréafica [7.8] indican que hay una supresién
en orden a orden de la serie perturbativa. En particular, se tiene un orden de magnitud de la
contribucién de cada término de la serie perturbativa. La supresién empieza en n = 2.

La debilidad de esta conclusion, al menos a través de este andlisis, yace en los érdenes considerados
para n. Al considerarse unicamente los 6rdenes entre n = 0 y n = 5, no se tiene una evoluciéon
completa de la cantidad de diagramas de Feynman. En particular, a medida que crece n, la Figura
indica que a(n) no necesariamente crece exponencialmente. La referencia [40] provee la secuencia
necesaria para generar a todos los valores de a(n); se recomienda realizar el andlisis presentado aqui
con mayores 6rdenes de n y un ajuste adecuado.
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CAPITULO 8

Conclusiones

El presente trabajo ha abordado de manera exhaustiva el estudio de la perturbatividad de la
electrodindmica cudntica (QED) en el contexto del momento magnético anémalo del muon. A lo
largo del desarrollo de este trabajo, se han obtenido resultados significativos que permiten avanzar
en la comprension de la precisién tedrica y experimental de este fenémeno fisico.

En primer lugar, se ha presentado un marco tedrico sélido que incluye el desarrollo de las ecua-
ciones de Klein-Gordon y de Dirac, fundamentales para la descripcion relativista de particulas con
espin. Estas ecuaciones, junto con la teoria de Gauge, constituyen la base conceptual para el estudio
de las interacciones fundamentales en QED.

El anélisis del momento magnético anémalo del muon ha revelado una discrepancia significativa
entre los valores tedricos y experimentales. Esta discrepancia, cuantificada en 5.10, sugiere la posible
existencia de fenémenos fisicos mas alld del modelo estandar. El estudio de las contribuciones de
primer orden y las correcciones de 6rdenes superiores mediante técnicas perturbativas ha demostrado
la importancia de considerar términos de alta precisién para acercar los resultados tedricos a las
mediciones experimentales.

’ s . . . . .z . n oy
Ademas, el analisis perturbativo realizado mediante la expansién en series en (%) ha permitido

evaluar la convergencia de la serie perturbativa para el momento magnético anémalo del muon.
Los resultados obtenidos indican que la electrodinamica cuantica es perturbativa y que la serie
convergente propuesta es una herramienta efectiva para mejorar las predicciones tedricas.

Este estudio también ha puesto de manifiesto las limitaciones de los métodos numéricos em-
pleados en la prediccién y célculo de diagramas de Feynman en érdenes superiores. A pesar de
estas limitaciones, se ha demostrado que es posible ajustar modelos exponenciales para predecir la
cantidad de diagramas necesarios en calculos perturbativos de alto orden.

En resumen, el trabajo ha proporcionado una comprension més profunda de la perturbatividad en
QED y ha subrayado la necesidad de continuar explorando nuevas técnicas y enfoques para reducir la
discrepancia entre los valores tedricos y experimentales del momento magnético anémalo del muon.
Este estudio no solo contribuye al campo de la fisica de particulas, sino que también sienta las bases
para futuras investigaciones en la busqueda de fenémenos fisicos mas alld del modelo estandar.
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ANEXO A

Reglas para los diagramas de Feynman

El capitulo@ presentamos un desarrollo de la matriz S de Dyson , ademads del calculo tedrico
del momento magnético anémalo en su primera correccién . Presentamos aqui el formalismo
de los diagramas de Feynman, y relacionamos el formalismo perturbativo de la matriz de Dyson con
los diagramas de Feynman (en QED).

En QED, todos los fenémenos electromagnéticos se pueden reducir al siguiente proceso elemental:

v

I I

Figura A.1: Diagrama fundamental en QED.

En la figura [A7] la eleccién de la particula es irrelevante. La dispersién podria ser de cualquier
particula cargada. Elegimos el muon por consistencia con el estudio de este trabajo.

Para calcular la amplitud M de un diagrama de Feynman general, podemos seguir las siguientes
reglas (conocidas como las Reglas de Feynman):

1. Notacion: a cada linea externa esta asociado un momento py,po,...,pn. A cada linea interna
estd asociado un momento ¢, qa, - .., ¢p.
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2. Lineas externas: las lineas externas contribuyen con los siguientes factores:

Entrando (m) : ¢,

M :
HORES { Saliendo (m) : €%

Entrando (m) : €,

Anti :
ntimuones { Saliendo (m) : €,*

Entrando (m) : ¢,

Fot :
orones { Saliendo (m) : €,*

3. Fuactores de vértice: cada vértice contribuye con un factor igey*, con g. = v4mwa. La constante
adimensional g. depende de la carga electrénica e, la cual se encuentra dentro de la expresion
para «.

4. Propagadores: cada linea interna contribuye con uno de los siguientes factores:

. . qd+m
Muones y antimuones: 17%
g% — m?

-Guv
Fotones: — i~
2
q
5. Conservacion de la energia y del momento: para cada vértice, se escribe una funcion delta de
Dirac de la forma

(27T)454(k1 + ko + k3) (Al)
En donde las k’s son los tres cuadrimomentos entrando al vértice.

6. Integrar sobre momentos internos: para cada momento interno ¢, se integra sobre un factor
dq
(2m)*

7. Cancelar las funciones delta: el resultado incluird un factor (2m)*8*(p; + pa + -+ — pn). Al
cancelarlo y multiplicar por i, el resultado es la amplitud M.

8. Antisimetrizacion: se incluye un signo negativo entre diagramas que tunicamente difieren por
un intercambio de dos muones (o antimuones) saliendo (o entrando), o por un muon entrando
con un antimuon saliendo (o viceversa).

Los diagramas de Feynman para describir un proceso pueden contener una cierta cantidad de
loops. Los diagramas que contienen una cantidad k de loops contribuyen en orden k a la expansiéon

de Dyson (6.30)).
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ANExo B

Cédigo para el calculo numérico

Para el calculo numérico de los ajustes mencionados en el capitulo 4, se utilizé el cuaderno de
Jupyter que se incluye en este anexo. Las graficas en escala logaritmica se generaron quitandole
el comentario a las funciones plt.yscale(’log’). Todos los codigos presentados en esta seccion
fueron creados por el autor del presente trabajo.

g — 2 del muon: analisis perturbativo en QED

Parte 1: exponente constante

Contribuciones QED:

s Schwinger: 1 diagrama, 1 loop, O(%)l

s Petermann & Sommerfield: 7 diagramas, 2 loops, (9(%)2
s Laporta & Remmiddi: 72 diagramas, 3 loops, (9(%)3

s Laporta: 891 diagramas, 4 loops, O(%)4

» Kinoshita: 12,672 diagramas, 5 loops, O(2)®

« n
Cantidad de diagramas x (7) = ¢, con c¢ algin nimero entre 0 y 1.
™

import numpy as np

> import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.optimize import curve_fit
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pi = 3.14159265358979323846
e = 2.71828182845904523536
alpha=1/137

#loop_O=1

loop_1=1

loop_2=7

loop_3=72

loop_4=891

loop_5=12672

loop_n=[loop_1,lo0p_2,lo0p_3,lo0op_4,loop_5]

orden = [1,2,3,4,5]

producto=1[]
for i in range(len(loop_n)):

producto.append(loop_n[i]*(alpha/pi) **orden[i])

def exponente_fit(x, a, b):
return a * np.exp(b * x)

# Fit exponencial inversa

params, cov = curve_fit(exponente_fit, orden, producto)

# grafica de los parametros con una linea smooth

orden_smooth = np.linspace(orden[0], orden[-1], 300)
producto_smooth = exponente_fit(orden_smooth, *params)

# grafica de los parametros con una linea smooth
orden_smooth = np.linspace(orden[0], orden[-1], 300)
producto_smooth = exponente_fit (orden_smooth, *params)

# Graficando
fig, ax = plt.subplots (1)

7 plt.scatter (orden, producto,

label=’Valores del producto’,

plt.plot (orden_smooth, producto_smooth, color=’red’)

plt.xlabel (’0Orden’)
plt.ylabel (’Producto’)
x = [1,2,3,4,5]

xi =[1,2,3,4,5]
plt.xticks (xi,x)

plt.ticklabel_format (axis=’y’,

#plt.yscale(’log’)
plt.legend ()
plt.show ()

style=’sci’,scilimits=(0,0))

color=’blue’)

Listing B.1: Inicializacién del programa modelo de producto constante
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Producto

le-3

® \Valores del producto
2.0
1.5
1.0
0.5

0.0 © ® 2

1 2 3 4 5

Orden

Figura B.1: Producto de niimero de diagramas x (%)n vs niimero de loops
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def n_diag(o,c):
diagramas=c*pow(pi/alpha,o)
return(diagramas)

initial_guess=[0.5]

parameters ,cov=curve_fit(n_diag,orden,loop_n,initial_guess)

orden_fit=np.linspace(l,len(orden) ,101)
loop_n_fit=[]
for i in range(len(orden_fit)):

loop_n_fit.append(n_diag(orden_fit[i],*parameters))

plt.plot (orden_fit ,loop_n_fit, label=’Predicciones de c’,
plt.scatter (orden,loop_n, label=’a(n)’, color=’blue’)

x = [1,2,3,4,5]

xi =[1,2,3,4,5]

plt.xticks (xi,x)
#plt.rcParams[’figure.dpi’] = 300

; #plt.rcParams[’savefig.dpi’] = 300

plt.legend ()
plt.xlabel (’0Orden’)
plt.ylabel (’Producto’)

#plt.savefig(’Codigo_Parte_A.png’,format=’png’,dpi=2500)

#plt.yscale(’log?’)

Listing B.2: Resultados del primer ajuste
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Producto

—— Predicciones de c

120007 o a(n)
10000 -

8000 A

6000 -

4000 A

2000 A

041 @ O
1 2 3 4 5
Orden

Figura B.2: Ajuste de niimero de diagramas vs numero de loops al primer modelo propuesto
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N}

valores_c=[]

for n in range(1,6):
c=loop_n[n-1]*(alpha/pi) **n
valores_c.append(c)

print (valores_c)

#0UTPUT
# [0.002323429826159056, 3.778828309959852e-05, 9.030695043389079e-07,
2.596545544076171e-08, 8.58011215941258e-10]

n_diagramas=[]
for n in range (1,6):
n_diagramas.append(valores_c[n-1]*(pi/alpha) **n)

; print(n_diagramas)

#0UTPUT
# [1.0, 7.000000000000002, 72.00000000000003, 891.0000000000003, 12672.000000000005]

Listing B.3: Predicciones para C

Parece que ¢ no es un valor constante (su orden decrece conforme aumenta el orden perturbativo).

Parte 2: exponente no constante - ajuste exponencial

a\ "™ aN\e /a\bn
Cantidad de diagramas X (—) = (—) <7> , con b positivo: implica una supresién no cons-
i 7r m
tante.

a\ a+(b—=1)n
) . Hay que encontrar a y b.

Asi, Cantidad de diagramas = (—
™

#INSTALACION Y CARGA DE PAQUETES DE PROPAGACION DE ERRORES
!'pip install jacobi

from jacobi import propagate

from scipy.optimize import curve_fit

def new_n_diag(o,a,b):
return (alpha/pi)**(a+(b-1) * o)

initial_guess_ab=[0.5,0.5]
parameters, cov = curve_fit(new_n_diag, orden, loop_n, initial_guess_ab)

orden_fit = np.linspace(l, len(orden), 101)
loop_n_fit = new_n_diag(orden_fit, *parameters)

print (parameters,"+-",np.sqrt(np.diag(cov)))

#0UTPUT

7 # [0.62977544 0.56250009] +- [0.0050975 0.00102042]

#cl for confidence limits

cl_n_diag,cl_n_diag_cov=propagate(lambda p: new_n_diag(orden_fit ,*p) ,parameters,cov)
cl_n_diag_err=np.diag(cl_n_diag_cov)**0.5

cl=1e2

# Graficando

fig,ax = plt.subplots (1)

#plt.x1lim(1,5)

#plt.ylim (0,100)

plt.scatter (orden, loop_n, label=’Datos’, color=’blue’)
plt.plot(orden_fit, loop_n_fit, label=’Ajuste’, color=’red’)
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® Datos
—— Ajuste
Error

12000 A

10000 A

8000 A

© 6000 1

4000 A

2000 A

1 2 3 4 5
Orden

Figura B.3: Ajuste de nimero de diagramas vs nimero de loops al segundo modelo propuesto

x = [1,2,3,4,5]

xi =[1,2,3,4,5]
plt.xticks (xi,x)
plt.xlabel (’0Orden’)
plt.ylabel (’a(n)’)

5 ax.fill_between(orden_fit,cl_n_diag-cl*cl_n_diag_err,cl_n_diag+cl*cl_n_diag_err,color

N

=’red’,alpha=0.25, label=’Error’)
#plt.rcParams[’figure.dpi’] = 300
7 #plt.rcParams[’savefig.dpi’] = 300
#plt.yscale(’log?’)
plt.legend ()
plt.show ()

Listing B.4: Ajuste de Segundo Modelo y propagacién numérica de errores

Parte 3: prediccion de cantidad de loops en orden mayor a 5

Lista de valores en orden 10 [40]: [1, 1, 7, 72, 891, 12672, 202770, 3602880, 70425747, 1503484416,
34845294582]

Queremos usar los valores encontrados en la parte 2 para predecir los siguientes valores en la
lista.

from scipy.interpolate import make_interp_spline
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# Usando los modelos encontrados en la parte 2, queremos predecir la cantidad de

diagramas para orden n > 5.

loop_n_th = [1,1,7,72,891,12672,202770,3602880,70425747,1503484416,34845294582] #

Orden 10

# Prediccidén de loop_n_th
orden_th = np.arange(len(loop_n_th))

loop_n_th_fit = new_n_diag(orden_th, *parameters) #usamos los parametros para hacer

un fit sobre loop_n_th

# Haciendo linea smooth para la predicciédn

orden_th_smooth = np.linspace(orden_th.min(), orden_th.max(),

loop_n_th_smooth = new_n_diag(orden_th_smooth, *parameters)

print ("Fitted Parameters:", parameters)
print ("Predicted loop_n_th:", loop_n_th_fit)

#0UTPUT
#Fitted Parameters: [0.62977544 0.562500009]

101)

#Predicted loop_n_th: [2.19408313e-02 3.11581147e-01 4.42475537e+00 6.28358302e+01

# 8.92329911e+02 1.26719527e+04 1.79954055e+05 2.55552262e+06

# 3.62909070e+07 5.15366180e+08 7.31870105e+09]

# Haciendo lineas smooth para los valores tedéricos con el fit

initial_guess_ab_10 = [0.5,0.5]

parameters2,cov2 = curve_fit(new_n_diag,orden_th,loop_n_th,initial_guess_ab_10)

#orden_fit_th = np.linspace (0, len(orden_th)-1, 101)
loop_n_fit_th = new_n_diag(orden_th_smooth, *parameters2)
print (parameters,"+-",np.sqrt(np.diag(cov2)))

#0UTPUT
#[0.62977544 0.56250009] +- [0.00203754 0.00020379]

# Graficando

fig, ax = plt.subplots (1)

#plt.scatter (orden, loop_n, label=’Data’)
#plt.plot(orden_fit, loop_n_fit, label=’Fit’, color=’red’)

plt.plot (orden_th_smooth,loop_n_fit_th, label=’Valores tedricos’,
plt.scatter (orden_th, loop_n_th, color=’red’, marker=’o’,label=’Valores tedricos’)
plt.plot (orden_th_smooth, loop_n_th_smooth, label=’Valores predichos’, color=’blue’)
plt.scatter (orden_th, loop_n_th_fit, color=’blue’, marker=’x’,label=’Valores

predichos’)

color=’red’)

#plt.plot (orden_th_smooth, loop_n_th_smooth, label=’Valores tebéricos’, color=’red’,

linestyle=’dashed’)
plt.xlabel (’0Orden’)
#plt.x1im (0.5,10.5)
plt.ylabel(’Cantidad de \textit{loopsl}’)
x_axis=[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]
x_label=[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]

: plt.xticks(x_axis,x_label)

#plt.yscale(’log’)
plt.legend ()
plt.show ()

Listing B.5: Prediccion del segundo modelo y comparacion con literatura disponible
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1lelO

3.5 —— Valores teéricos T
® Valores tedricos
3.0 4{ —— Valores predichos
X Valores predichos
2.5 1
(7]
o
3
o 2.0 A
©
©
©
S 1.54
I=
©
@)
1.0 A
0.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Orden

Figura B.4: Prediccién del segundo modelo para el niimero de diagramas a érdenes mas altos.
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capituLo 10

Glosario

Densidad de probabilidad Funcién que permite determinar la probabilidad de encontrar una

particula en algin estado. [T} [I4] [I9] 20]
Fotén Particula elemental mediadora de la interaccion electromagnética.

Funcién de onda Descripcién matemética del estado cudntico de una particula. [9
22)

Hamiltoniano Operador correspondiente a la energia total de un sistema en mecanica cuéntica.

BL B2 B3

Lagrangiano Funcién que describe la dindmica de un sistema fisico.

Matriz de dispersién Herramienta matemética utilizada en teoria de la dispersion para relacionar
estados iniciales con estados finales. [33]

Momento angular Magnitud vectorial que representa la cantidad de movimiento rotacional de un

objeto. [7]

Momento lineal Magnitud vectorial que representa la cantidad de movimiento lineal de un objeto.

[ 23

Momento magnético anémalo Correcciéon al momento magnético de una particula debido a efec-
tos cudnticos, que provoca una desviacién respecto al valor predicho por la teorfa clésica. [7}

22} 26} 3§

Muon Particula elemental de carga idéntica al electrén, y de masa al reposo aproximadamente 207

veces mayor. [vi} [vii} viti} (22 [25} [26} [28} [35] [36} [38} 39}, [AT} A2

Neutrino Particula elemental, de masa extremadamente pequena y carga neutra, que interactia
débilmente y gravitacionalmente con la materia.

Potencial Cuadrivector compuesto del potencial eléctrico V' y del potencial vectorial magnético A.

22} 23]
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capiTuLo 11

Lista de simbolos

> n S

(%)

Constante de estructura fina, que caracteriza la intensidad de la interaccién electromagnética.
Representacién de tres de las matrices de Dirac

Cuarta matriz de Dirac.

Potencial vectorial, campo vectorial cuya rotacion es el campo magnético.

Campo magnético, campo que resulta de las cargas en movimiento y ejerce fuerzas sobre
otras cargas en movimiento.

Campo eléctrico, campo que rodea a las particulas cargadas y ejerce fuerzas sobre otras
particulas cargadas.

Momento lineal, producto de la masa y la velocidad de una particula.

Matriz S de Dyson.

Cambio o diferencia, simbolo que denota la diferencia entre dos valores.

Funcién delta de Dirac, utilizada para modelar distribuciones de masa, carga, etc.
Delta de Kronecker; su valor es 1 cuando ¢ = j, y 0 cuando i # j

Foton, cuanto de luz o particula mediadora de la interaccién electromagnética. También
puede representar las matrices ~.

Longitud de onda, distancia entre dos puntos equivalentes consecutivos en una onda.
Muon, particula subatémica similar al electréon pero con una masa mayor.
Operador nabla, operador vectorial que representa el gradiente.

Neutrino, particula subatémica muy ligera que interactiia débilmente y gravitacionalmente
con la materia.

Funcién de onda de Klein-Gordon.
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Conjugado hermitiano de la funcién de onda ¢.

Funcién de onda de Schrédinger o de Dirac, descripciéon matematica del estado cuantico de
una particula.

Conjugado hermitiano de la funcién de onda .

Densidad de probabilidad, funcién que describe la probabilidad de encontrar una particula
en una determinada posicién.

Seccién eficaz de dispersion, medida de la probabilidad de que ocurra una determinada
interaccién entre particulas.

Angulo en coordenadas polares.
Velocidad de la luz en el vacio
Carga electréonica

Constante de Plank

Potencial eléctrico, energia potencial por unidad de carga en un punto en un campo.
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