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Prefacio 

La sismología es una ciencia física matemática aplicada. Como tal, a 
partir de desarrollos matemáticos rigurosos, se deducen propiedades físicas 
importantes. 

Una de las aplicaciones de la sismología es la exploración sísmica 
Esta consiste en la utilización de explosiones controladas para analizar las 
propiedades de una localidad determinada en la corteza terrestre. 

Cuando se analizan datos de exploración sísmica, se puede utilizar, 
entre otros métodos, el de migración. Este método supone que un reflector 
de la onda sísmica presente debido a la heterogeneidad de la corteza, puede 
ser considerado como una fuente sísmica, es decir migrar, teóricamente, la 
fuente sísmica hacia el reflector. Es posible estudiar esta migración al 
utilizar el llamado "operador de reflexión de onda siirmica'. 

En el presente trabajo se presenta al operador de reflexión de onda 
sísmica y se expone cómo factorizar la ecuación de la onda sísmica - Esto 
con el fin de facilitar la comprensión de algunos métodos de migración y 
de ofrecer una herramienta para el análisis de datos sísmicos de 
exploración. Este trabajo además representa una contribución a la 
fundamentación de la teoría matemática que envuelve la investigación de 
exploración sísmica y, en forma general, a la sismología. 

Se presenta una introducción a la teoría de la mecánica del medio 
continuo.en el marco sismológico. Los enfoques de Lagrange y Euler para 
analizar un problema en un medio continuo. Se incluyen también 
definiciones fundamentales como: el tensor de deformaciones, el tensor de 
esfuerzos, fuerzas de tracción y de cuerpo, la ecuación de movimiento en 
un medio continuo, medios elásticos, la ley generalizada de Hooke. 

Esto proporciona a los parámetros más importantes de la exploración 
sísmica, su representante en la teoría matemática dé la elasticidad. 

Una vez en el dominio de las matemáticas, se prueban teoremas 
fundamentales como unicidad y representación, -y se introduce el tensor de 
Green para probar el teorema de reciprocidad, que es fundamental para los 
métodos de migración para el análisis de datos de exploración sísmica. Es 

ix 



aquí donde la factorización es acoplada con la teoría básica de la elasticidad 
para obtener un método de análisis de datos del tipo de migración. La 
factorización es alcanzada por medio de la resolución de ecuaciones 
integrales e integrodiferenciales y se deducen propiedades importantes del 
operador de reflexión que contribuyen a su acoplamiento con el método de 
análisis. 

Con la declaración de la década internacional de reducción de 
desastres naturales, la instrucción universitaria en el campo -de la 
sismología se hace necesaria. Sin embargo, la bibliografía disponible para 
la fundamentación de los conceptos básicos es muy limitada. Uno de los 
propósitos de este trabajo es hacer accesibles algunos resultados 
fundamentales en sismología que se obtienen de un desarrollo matemático 
riguroso, así como abrir el camino para investigaciones que requieran de 
un fundamento matemático para la implementación de métodos de solución 
de los problemas que envuelven la .estructura de la corteza terrestre, la 
descripción de la fuente sísmica, la respuesta del suelo ante los eventos 
sismológicos y la solución de la ecuación de la onda sísmica. 

La educación universitaria sobre la sismología es necesaria además, 
pues la propia ciudad capital (así como gran parte del territorio nacional), 
no se encuentra libre de los efectos de los fenómenos sismológicos, como lo 
muestra el terremoto de hace 20 años. Así, otro de los objetivos de este 
trabajo es incitar a estudiantes e investigadores a seguir -el camino que aquí 
se empieza a abrir: implementando, por ejemplo, algoritmos para la 
aplicación a los datos de campo, basados en la formulación matemática aquí 
desarrollada. Es brindar una herramienta para que luego, en el campo de la 
ingeniería, sea pulida y puesta en práctica en el estudio de las propiedades y 
características de nuestro medio. 
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I. Introducción 

La geofísica moderna envuelve el estudio de deformaciones de una 
gran variedad de materiales. La corteza, el océano, etc. Algunos estudios 
geológicos necesitan dinámica de fluidos. La sismología) necesita la teoría 
matemática de la elasticidad. 

Para analizar el comportamiento de las ondas sísmicas en el interior 
de la tierra, debemos comenzar con una descripción de la Mecánica del 
Continuo aplicada a la Sismolog!a. En parte porque será útil para el mejor 
entendimiento de los capítulos subsiguientes y, en parte porque esto se 
encuentra rara vez en libros de sismología. 

El medio por el cual viajan las ondas sísmicas, el interior de la 
tierra, será tratado como un medio continuo, es decir su estructura 
molecular no tiene consecuencias y hablaremos de un elemento de material 
que es infinitamente pequeño. La hipótesis del continuo nos permite 
expresar leyes físicas que están formuladas en términos de cuerpos de 
tamaño finito, como ecuaciones diferenciales que se aplican a un elemento 
del. continuo. 

El movimiento y la deformación de un medio continuo, pueden 
describirse matemáticamente de dos formas: el enfoque de Lagrange y el 
enfoque de Euler. En el enfoque de Lagrange se describe el 
comportamiento de un elemento de material que está especificado por su 
posición original en algún tiempo de referencia. En el enfoque de Euler se 
describe el comportamiento de una localización espacial particular sin 

1 El estudio de las ondas sísmicas (también conocidas como ondas elásticas) tanto en su generación como 
en su transmisión en el interior de la tierra y su recopilación en registros en la superficie de la tierra Es bajo 
el alcance de esta ciencia, una ciencia fisico-matemática aplicada, que se encuentra el estudio del operador de 
reflexión de la onda sísmica. 
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importar qué elemento de material ocupe este espacio. En general el 
formalismo de Lagrange es más útil en la teoría matemática de la 
elasticidad y el formalismo de Euler es comúnmente usado en la dinámica 
de fluidos. Para deformaciones pequeñas las dos descripciones son 
indistintas en muchos aspectos. 

El desplazamiento de un material no es tan importante como la 
deformación. Esta última, en un medio de tres dimensiones, consta de 
nueve componentes que corresponden a las tres direcciones de movimiento 
por cada una de las tres dimensiones de longitud unitaria. La deformación 
será representada utilizando un tensor, pero sólo seis componentes 
independientes del tensor simétrico de deformación son necesarias para la 
teoría de la elasticidad. 

Las fuerzas que actúan en el medio son de dos tipos: Fuerzas de 
Cuerpo y Tracciones. La fuerza de gravedad es un ejemplo de una fuerza 
de cuerpo, sin embargo podemos despreciar su efecto en las ondas sísmicas 
de período corto, que son las ondas que se estudiarán en el presente 
desarrollo. 

Las fuerzas de tracción serán representadas por medio del tensor de 
esfuerzos. Este aparecerá de forma natural cuando hagamos una 
descripción matemática de la deformación de cierto elemento de espacio 
(región del espacio). Para hacerlo, tomemos una partícula que se encuentra 
inicialmente en la posición x (i.e. x(to) = x) y una partícula que se 
encuentre inicialmente en la vecindad de radio e, con e > O arbitrariamente 
pequeño. La segunda partícula se encuentra en la posición x + 8x. 

De esta forma, La ley de conservación de momentum angular 
desembocará en una ecuación de movimiento especializada para sólidos 
elásticos que más tarde será transformada en una ecuación de onda. De esta 
última se desprende el operador de onda sísmica, que será factorizado para 
facilitar el análisis de los datos sismológicos y el estudio de la propagación 
de la onda sísmica a través del interior de la tierra. Por esto es importante 
definir los conceptos fundamentales preliminares para luego atacar el 
problema de la factorización del operador de onda sísmica, partiendo de la 
utilización del teorema de reciprocidad (éste y otros teoremas 
fundamentales que se refieren a la solución de la ecuación de movimiento2  

2 La ecuación de movimiento es una ecuación diferencial de segundo grado en el desplazamiento sometida 
a condiciones de frontera, por tanto debemos justificar la unicidad de la solución para el desplazamiento. 
Además, como es usual, serán necesarios para el desarrollo matemático posterior, teoremas de representación 
y reciprocidad. 
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serán presentados en el capítulo II). En este capítulo se presentan algunos 
conceptos básicos y teoremas fundamentales. 

A. La descripción de la deformación en medios continuos. 

1. Desplazamiento 

El desplazamiento es una función del tiempo y del 
espacio, u = u(x,t) , que representa el vector distancia de la posición 

de una partícula a un tiempo t, desde la posición x que ocupaba en cierto 
tiempo 41;1. 

Pero nuestro interés está centrado en las deformaciones de los 
elementos de materia y no en el desplazamiento en sí. Por tanto 
enfoquemos ahora nuestra atención al elemento de línea que las une y 
expresemos matemáticamente la deformación que sufre este elemento de 
línea cuando la partícula en x se mueve hacia la nueva posición x + u(x,t) 
en un tiempo t. En el instante t, la otra partícula se encontrará en la 
posición x + iSx + u(x + 8x ,t) . La figura 1 muestra la situación. 

Fig. 1 
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De la figura 1, se extrae la siguiente información: 

	

bx + bu = x + bx + u(x + bx,t) - x - u(x,t) 	 (1) 

El tercer término de la derecha puede ser aproximado por medio de 
una expansión de Taylor alrededor del punto x. Dado -que e es 
arbitrariaomite pequeño, se tiene que fax f « 1. De esta felina se tinte. 

	

u(x + ,t) = u(x ,t) + (bx • V)u + o(bx 2) 	(2) 

Al introducir la ecuación (3) en la ecuación (7) se obtiene: 

= (bx.V)r. a(bx2) 

Para expresar la ecuación (3) en una forma en que podamos 
interpretarla físicamente , haremos uso de la función Delta de Dirac, b, del 
tensor alternante, Eiik, y sus propiedades. También usaremos 
constantemente la notación de Einstein en la que, índices repetidos 
significan sumatorias y comas significan derivaciones espaciales. 

Teorema 1: 
EijkEjlinum,18xk = ui,j8xj - uj,i6xj 

Demostración: 

ei jk = - cji k 

EijicEjImum,14Sxk £jik%lmum,l8Xk 
bkm - mbkl)um,15xk 

= NmiSklUm,p5Xk -óilókmum,lóxk 
1.1j ,k6Xk - 

= ui jbxj - sióxi 

EiikEihnundbxk = tijábxj - 



Teorema 2: 

1 
bu. = 2 1(u. . + u- & + —2  [(V x u) x bx];  1,3 

Demostración: 
De la ecuación (3) tenemos 

Sn = (óx•V)u 

En notación de Einstein: 

Sui = ui jiSxi = ki8xi + 	- uj 

= —1(u — )bx + 
1

(u + u ffix 

	

1 	J 1 	J 

1 
= 2(U;, 
	2 -1  
+ U i )lk ÷ — eik ihnU ndUk  

= 2 
—
1

(u, j + u 	
2 

1 )&1 + — 
Y
k (V XU)ii5Xk 

= 
2

(U

" 
+ u )bx

-I 2 
+ —

1
[(V x u) x U], 

1 	 1 
bu, =  2 (u + u bx + —[(V x u) x (5x], 

2. El Tensor de Deformación. 
El tensor de deformación, eij  , es el 

termino de deformación pura de Su y se define matemáticamente por 
la relación siguiente: 

5 

u , i  ) 
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B. La Ecuación de Movimiento en Medios Continuos 

(i). Tracción 
La tracción, T, o fuerza de tracción, es un vector que 

representa la fuerza por unidad de área que actúa a través de la 
superficie interna dentro de un medio continuo. Esta cuantifica la fuerza 
por unidad de área que una partícula que se encuentra de un lado de la 
superficie ejerce sobre otra que se encuentra del otro lado. 
Matemáticamente se define como: 

T = lim —
(5F 

ss—o (5s 

(ii). Fuerzas de Cuerpo  
Las fuerzas de cuerpo son todas aquellas fuerzas 

que actúan sobre las partículas de un medio sólido o líquido y, que 
resultan de la interacción con partículas no adyacentes o, que se deben a la 
aplicación de procesos físicos externos al medio. 

Denotaremos las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen por f. 

Propiedad: 
Si asumimos el formalismo de Lagrange, entonces 

au 	d'U 
a) 1.1 	dt , 	dt2  , 	 (4) 

Demostración: 

a) u = u(x,t) 
du du  dx du  du 

u dt - 	+ = 
dx at dt 
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Teorema 3: 
La segunda ley de Newton, aplicada al volumen V, de un 

medio continuo, delimitado por la superficie 8V, puede ser escrita, en 
términos de las tracciones y de las fuerzas de cuerpo como: 

2u  
fff t  dV = ifff dV +ffT(n)dS 

av 

Demostración: 
Si P es la cantidad de movimiento lineal y, F, la fuerza 

externa total que actúa sobre el volumen V, la cual se puede separar en las 
fuerzas que actúan sobre la superficie que delimita a V y las fuerzas que 
actúan sobre las partículas del interior de V. Esto es, las fuerzas de tracción 
y las fuerzas de cuerpo que actúan sobre el volumen V; entonces tenemos, 
para el Volumen V: 

dm= pdV 

dP = vdm = pvdV 

P = pvdV 

La segunda ley de Newton es: 

ui 
= É 

dt 

Por lo que 

r

i
fff pvd V = ffffdV + frr(n)dS 

v 	 v 	715 

Sin embargo, el volumen V no cambia con el tiempo (de acuerdo con 
el formalismo lagrangíano), así como la ley de conservación de la masa es 
aplicable (pdV = dm, permanece constante), por lo tanto 



dt 
[fi"  pv dV j  = fif—dt [pvdt1 

dv 
=NP—dt dif  

av ax. =fffp(--at +—dx,a )dV 

V Civax.)dif 

= iffp( -67-tav  + (v • V)vjdV 
/ 	3 

Como el segundo término es cuadrátíco en v, al tomar 
desplazamientos y velocidades pequeños4  podemos despreciarlo, para así 
obtener 

dP d r 	 dv 
dt = 	Pvdi  i= fff p— dv =fffrav + fp(n)ds 

JJJ 

3 Al introducir la derivada temporal dentro del signo de la integral, obtuvimos la llamada Derivada de 

Stokes (también llamada por algunos autores Derivada Material): 

D 
— = — +V •s7  a at 

Físicamente, esta derivada representa la razón de cambio de una variable medida por un observador que se 
mueve con el volumen V. 

4 En Sismología esto se justifica ya que tanto los desplazamientos como las velocidades son despreciables 
comparadas con la longitud dela onda sísmica 

8 
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Teorema 4: 
La tracción , T(n), puede ser expresada en términos de 

componentes en los ejes principales de un sistema coordenado, i.e. 

T(n) = T(xi)ni 

Demostración: 
Sabemos que 

     

      

( OBC OAC OAB\ 
n  = (111' n2s11)  7.137 ABC ABC) 

Donde ABC representa el área del plano delimitado por las rectas que 
unen los puntos A, B, C. Similarmente, OBC, OAC, OAB representan el 
área delimitada por los planos delimitados por las rectas que unen los 
puntos O,B,C ; O,A,C; O,A,B; respectivamente (Ver la figura 2). 

Tenemos que cuando W tiende a cero, <T> = 0 5.  
Tomemos ahora el volumen mostrado en la Figura 2, entonces 

T(n)ABC +  T(-x1)OBC  + T(-x2 )0AC + T(-x  )0AB _ 0  
kal 

ABC + OBC + OAC + OAB 
T(n)ABC —T(-x i)OBC —T(x2)0AC —T(-x 3)OAB 

T(n)ABC = T(xi )OBC + T(x2)OAC + T(x3)OAB 

OBC 	OAC 	OAB  
T(n) = T(xl) 	+ T(x2)_ + T(x3) 

ABC 	ABC 	ABC 
n)= T(xl)ni  +T(x2)n2  + rnxs)n3 

T(n) = Itx3n, 

5 El promedio de las fuerzas de tracción en el área es cero debido a la continuidad de las fuerzas & 
Tracción 
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Fig 2 

(iii). El Tensor de Esfuerzos 
La componente Tm del tensor de esfuerzos 

se define como la 1-ésima componente de la tracción que actúa sobre 
el plano normal al k-ésimo eje (xk). i.e 

Tkl = T1(xk) Ti = -rn ji j 

(iv). La Ecuación de movimiento 

  

   

Las ondas sísmicas viajan en el 
interior de la tierra, la cual es tratada aquí como un medio continuo. 

Para ser estrictos debemos tener presente que en el tiempo t, la partícula en 
estudio ya no está en la posición x sino que se ha movido a la nueva 
posición x = x + u. Por lo tanto, las derivadas espaciales deben tomarse 
con respecto de x , de lo contrario estaríamos asumiendo el formalismo de 
Euler. Sin embargo,. para deformaciones pequeñas, el formalismo de 
Lagrange conduce a los mismos resultados que el formalismo de Euler. 
Por lo tanto, siempre que las deformaciones son pequeñas el resultado será 
válido para aplicaciones basadas en el formalismo Lagrangiano. 

En la ecuación de movimiento se presenta una relación entre la 
aceleración de un elemento de volumen del medio continuo y las fuerzas 
que actúan sobre él. Las fuerzas de cuerpo se representan como fuerzas por 
unidad de volumen, mientras que para representar a las tracciones (fuerzas 
superficiales) empleamos el tensor de esfuerzos. Esto para especificar no 

10 
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sólo la fuerza por unidad de área, sino también la orientación de las 
superficies sobre las cuales actúan. 

Dentro del volumen, las fuerzas intermoleculares se cancelan 
(siguiendo la tercera ley de Newton), por lo que la totalidad de las fuerzas 
que actúan sobre el volumen V ya han sido especificadas. 

El siguiente teorema es la ecuación de movimiento. 

Teorema 5: 
••• 

pu i = + 

Donde ui es la i-ésima componente del desplazamiento, fi es la 
i-ésima componente de las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen y, -si 
es una componente del tensor de esfuerzos. 

Demostración: 
Partimos de la segunda ley de Newton ( Teorema 3) 

expresada en la i-ésima componente. 

fa' pui ary = fff dV + ff (n )dS 
sud 	v av 

1ff Pul dV  fff 
v 

= gdV  frit  fi nidS  

= fff 	f f f dS  v 	v 

= ffff i d17  + 5515  As  

fff(puni-f, - y) dV = O 
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Como el volumen escogido es arbitrario, el integrando debe ser cero para 
que la ecuación se satisfaga, entonces 

•• 
pus = + Prii.j  

C. La Simetría del Tensor de Esfuerzos 

Teorema 6: 
El tensor de esfuerzos es simétrico. i.e. r • = t i  J' 

Demostración: 
Probaremos esto utilizando la ley de la conservación del 

momentum angular: 

dL = x x dP = Te,g.  

Donde L es la cantidad de movimiento angular, 1" es la cantidad de 
movimiento lineal, Text.  es el torque externo neto que actúa sobre el 
volumen V. 

dL =xxP=x x (pvdV) = p(x x v )c/V 

dL d f r 
,ffp(xx v)dVil  

dt dt 1 

(5) 

dt V
f
hf
i I p(x x v)dV =N( x x f)dV +ff (x x indS 

V 	 N 
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El término del lado izquierdo de la ecuación (5) puede ser escrito de 
una forma diferente al escribirse por componentes y utilizando la derivada 
de Stokes6  para introducir la derivación en la integral . 

d r 	 1 	D 
1  fff p(x x sgi dV I = fi(' p --(x xv)i dV dt  I:, 

	

	 i -1J, Dt v 
D 

= N p je iik xiv k idy 
v Dt 

Dx Dv = 
 fff Pe" j vk  + ags xJ [ 	

dV 
V 	Dt 	Dt 

Dvk  1,, r v =ir pEiik [Vi k Dt 

	

=fff pe ijkv ivk dV + fff 	Dvk x 41V 
'y' 	 -wits' 	Dt .1  

= fff pe ijk (v xv)dV + fff pe Lik Dv  x idV 
V 	 V 	Dt 

DLk  xidV 

f 
fffiri(i X V)idlii =iff prukDv 

k 
x V.d dt 	 J v 	Dt  

D 
— = — + v • '57 6 Recordemos que la derivarla de Stokes es a a 

Pe  zik 

=NP 
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Tomando este último resultado, regresamos a la ecuación 
usando la definición del tensor de esfuerzos: 

Dv 
iff pe,jk —k xidV = fff cok  xi fk dV + fi% xir 01Z 

Dt 

=firsk xj fkdV + SI<  rff—ía x rik idV 
"v-̀  	 JJJ V  ax 

=iff uk x j fkdV + fff {  ur 	
ar 

idV  + J  
V 	 V 

(5) y 

dr. 
= (fi Euk x j fk dV + fríe iffir frdV + ff 5 xj  —±_k dV 

"5,' 	jilvj 	"vj 	dx.; 
( Dvk 	 c7r 

I% k p—Dt  xi )dV — iff stik xj fkdV — "Tisk  xj —ik  dV = fff tokr ikdV 
v 	 v 	c7x . , 	v 

Dv. 	 dr N E ok  p Dt  ' x. — x . — xi  7:- 
)dV 

. ff f Eukt fray 
y 	 o' .1 	 V 

Dv• ar 
dV = fff t okrikdV (6) fi( tokx i  p 

'Y 
‘Dt 	fk  —±xl  

a  J 

De nuevo reducimos la derivada material a la derivada temporal 
parcial con lo que el paréntesis del término del lado izquierdo de la 
ecuación es igual que cero (la ecuación de movimiento). Así, obtenemos: 

o 
 = ff

f EdV yk jk 

V 

Y como el volumen V es arbitrario, la ecuación anterior implica: 



o 

ijkr  jk E  airkj = o 

jk E  ykr  

jk = 
ki 

D. La Ley Generalizada de Hooke 

1. Medio Elástico 
Un medio se llama elástico si su energía de 

deformación depende sólo del estado actual de la deformación y no 
de la historia de la deformación. Es decir que posee un estado natural (de 
esfuerzos y deformaciones) al cual el sistema regresa al remover las 
fuerzas que se le aplican. 

2. Ley generalizada de Hooke 
Cuando un medio es elástico, las 

deformaciones que sufre y los esfuerzos a los que está sometido son 
proporcionales-7• En otras palabras, cada componente del tensor de 
esfuerzos es una combinación lineal de todas las componentes del tensor de 
deformación8. 

i.e. 

Ciipq  3 'CU = ciipqepq 	 (7) 

7 Para un resorte, Hooke presentó la ley F = -kx; Para una cuerda la deformación y los esfuerzos están 
relacionados por medio del módulo ± Young, pero en nuestro medio tri-dimensional nesecitamos un tensor 
de cuarto orden para esta relación. 

8 Se tiene una ecuación tensorial. El tensor de esfuerzos es un tensor de segundo rango. Asi que el lado 
derecho de la ecuación debe ser una rednedón  de orden  del tensor e..  . Esto indica que el tensor 

klPel 
deformación debería ser un tensor contravariante. Sin embargo lo escribimos como covariante pues tanto 
éste como los dos restantes son tensores cartesianos. 

15 
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El tensor ciipq  es llamado el tensor de elasticidad. Debido a la 
simetría que posee el tensor de esfuerzos, el número de componentes 
independientes del tensor de elasticidad se reduce de 81 a 21. 

La tierra es un medio anísotrópico (sus propiedades cambian cuando 
se cambia de orientación), pero puede ser considerado, cuando no se 
estudian propiedades locales de la corteza, como isotrópico (sus 
propiedades en cualquier posición son independientes de la orientación). En 
el caso de los medios isotrópicos, ha sido demostrado (Jeffreys & Jeffreys, 
1972) que el tensor de cuarto orden más general que tiene las simetrías 
exigidas por la isotropía (invariante bajo rotaciones) tiene la forma: 

cijkl = Xbiják1 + 	óilójk) 
	

(8) 

X y 1.1, son conocidas como los parámetros de Lamé. Estos parámetros 
se relacionan de forma directa con los módulos de compresibilidad 
volumétrica y rigidez transversal. 

Así, sustituyendo en la ecuación (7), tenemos que para un medio 
isotrópico la ley de Hooke se reduce a: 

Tij = Xekkóij 211eij • 	 (9) 



II. El Teorema de Representación 

En el capitulo 1 se dedujo la ecuación de movimiento de una forma 
especializada para medios elásticos. 

pui = + 	
(10) 

Una ecuación diferencial de segundo grado que se encuentra sujeta a 
las condiciones de frontera que le imponen, entre otras, la superficie de la 
tierra. La teoría matemática de las fuentes sísmicas está basada en esta 
ecuación y en dos teoremas fundamentales relacionados con ella, el teorema 
de Unicidad y el de Reciprocidad. 

El primero de ellos se explica sólo: la solución de la ecuación de 
movimiento puede obtenerse de forma única si se conocen: las condiciones 
iniciales en el desplazamiento y la velocidad y, el desplazamiento o las 
tracciones o alguna combinación lineal de ambos en la superficie 
(condiciones de frontera). 

El segundo establece que las fuerzas y sus consecuentes 
desplazamientos elásticos pueden ser intercambiados, si revertimos sus 
tiempos de aplicación para no entrar en conflicto con la causalidad de los 
eventos. 

Una consecuencia es que la respuesta elástica a cualquier fuerza 
aplicada puede ser escrita como la superposición de desplazamientos 
causados por fuerzas puntuales. Este resultado se conoce como el teorema 
de Representación. Surgen entonces fuerzas ficticias como una alternativa 
matemática para la representación de la fuente sísmica y, el Tensor de 
Green, la respuesta de la tierra a una fuerza puntual dada. Se necesita de un 
tensor porque se desea relacionar un vector (la fuerza) con otro vector (el 
desplazamiento). 

El cálculo del tensor de Green para modelos realistas de la tierra es 
uno de los objetivos principales de la sismología teórica. Para esto, tres 
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métodos principales son utilizados: La teoría del rayo (basada en la óptica 
geométrica y la óptica física), Sismología de Reflexión y, modos normales 
de oscilación. Cada método tiene sus ventajas según la aplicación. 

A. El Teorema de Unicidad 

El primer paso para probar el teorema de unicidad es probar un 
Lema que nos dice cómo podemos expresar la potencia en términos del 
desplazamiento, u, y del tensor de esfuerzos, 

Lema 1: 

dW 
- f [p ui ui + u  uuldV 

Demostración: 

= fff r • ui+( • ui) dV 
v 

= 	{(p ui- 	ui) + (-u j ui + Ui,j) ldV 

JV 

=fi"(p uiui+ 	,i)dV 
•• • 

dt 

dW 
- ffff • u dV + fir • u dS 

dt 	v 	 .5v 
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Teorema 7 (Unicidad): 

El campo vectorial u = u(x,t) para x E V 3 SV = 
S, sujeto a las condiciones iniciales y de frontera: 

(i) u(x,to); x E int(V), 

(ii) u(x, to  ) ; x E int(V), 
(iii) f(x,t); x E V, t to, 
(iv) T(x,t); x E Si 3 Si U S2 = S, t z to 
(y) u(x,t); x E S2 , t z tO. 

está determinado en forma única después del tiempo to.  

Demostración: 
Para demostrar unicidad, asumimos que existen dos 

soluciones diferentes para probar que de hecho deben ser la misma. 

Sean u1  y u2  , soluciones distintas de la ecuación de movimiento bajo las 
condiciones iniciales y de frontera especificadas por (i)-(v) . 

Sea U = ul - u2, tenemos dos casos: 

Caso 1: x E int(V) U S1 . 

„2 

=4- 
Ut 	I 	ibi j 

Ahora, recordando que para x ( int(V) U S1 se cumplen las 
condiciones de frontera (iii) y (iv), restamos la segunda ecuación de la 
-primera. De lo que se desprende que 

• O 

Ué = O si x E int(V) Sl- 

..1 = f, +r j i 
U, 

x E int(V)U SI  
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Caso 2: x E S2 
Consideremos primero una de las simetrías del tensor de 

elasticidad9: 

T. =c.. e =ic. (u  +U  
4,P ) 

Pq  2 di' I" 	q,p 

1 	1 
= c•dPq u + —c • • u 

2 	I"  2 'Pq • 
13  

1 	 1 
= 

2 
Ci

fliq
- U" ± 

2 V 
.qp  

1 	 1 
= 

2 
C.
di' 

U
" 

4- 
2 lj

C.. u 
n  " 

=¡fp  q  q  

Tif  = C4/19,11 g  (12) 

Introduciendo la ecuación (12) en la ecuación (10) (ecuación de 
movimiento) aplicada a ui y u2, obtenemos: 

F V x ES2  
Ui = fi + (ciip,up, q ) 

i) 

9 La simetría c.. 	= c.. 	es una consecuencia de la simetría natural del tensor de deformación, el cual upq uqp 
está relacionado con la elongación y no con la rotación. 

u1  = f + c•• u ) 1..11)9 P9 j 



dW - CR*  • dV + fiT 
•uf 

ÜdS+ ffT •iIdS 
s, 

Nuevamente restamos la segunda ecuación de la primera, así: 

U i = (Ciipq UJ  I - (Ciipq  U2pm  

= 
 (

C Ulp,q  - C- 
"2 

upq 	qpq "p,q 

2 
= Cif (UI  - U 

P' 

'q  
r,, 

	

	u2  t pq k-
A  

=0 

Por lo que: 

= 0 si x E S2. 	 (13) 

Las ecuaciones (12) y (13) nos indican que: 

•• 

Ui = O si x E V. 	 (14) 

La ecuación (14) sugiere que el campo del desplazamiento U es 
provocado por: 

a) Fuerzas de cuerpo f*  = O, para x E V, 
b) Fuerzas de tracción T*  = O, para x E S1. 

Claramente U(x,t) = O para x E S2 (la condición de frontera (y)). 
Las tres condiciones anteriores implican que la potencia es cero. 

21 
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El primer término es cero porque f*  = O, el segundo término es cero 
porque T*  = O y, el tercero es cero porque U(x,t) = O y por tanto su 
derivada también lo es. 

Por lo que, utilizando el Lema 1, 

d V 
= fff(  { puitti-Fru ui,}c1V =O 

dt 

Ahora integramos la ecuación anterior con respecto del tiempo: 

O= fiffrpli••¡  U•  i+ TO. • lidVdt 

ro  V L  

2 
I
(t 1 	d(L; i) 

+ fff f-r 	dt)dV 
v  fff f 2P  dt I  v to 

t 

= fff  —2
\  

p u.  i) 2  dV + iff (ft u dtjav 	(15) 
v 	 v to 



Sin embargo, 

[ 
U
" 

U.1-Up4  U 1. U ,j 	19, 4 
+ 	Ui • dt  

{c U U I= c 
dt 	 ljPg  

• 

d r 
[U 

dt " itj  

 

 

 

= C. U D U; j  C. 	U • 

	

qpq pq 	" I 

= C Ut 	+ Cq. U Ui • pmj 	p,q 	pq p, q 

= C.. U • U + c U 	1 U.  • upq 4.1 p, 	qpq p.q ,J 

• 
= 2c pq  U P.q  U 

1 d 	 • U U..1 = c U 
2 dt 	" 	P'q (16) 

Introduciendo la ecuación (16) en la ecuación (15) obtenemos: 

1 	 I  d 
O = — fff p(Ui) dV 	

1

[ ciiPsUi• 
idt)dV 2 v 

= Ifffp( ifi  )2  dV 	f
t1P9 P4 t• 

idV 

Es claro que el primer término representa la energía cinética y, el 
segundo la potencial elástica. De hecho, ambas energías son 
positivo-definidas10- Por lo que se debe cumplir que ambas son cero para 
satisfacer la ecuación anterior para todo t tO y xEV. 

23 

10 Tanto la energía potencial elástica como la cinética resultan de la integración de términos cuadráticos. 
Por lo que deben ser positivas. 
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De lo anterior se deduce que U. = 0 para t to y xEV. Además, 
sabemos que Ui(x,t0) = O por lo tanto Ui(x,t) = O para t to y xEV. 

Así: 

U(x,t) = O para t to y xEV. 
ul _ u2 = O para t tia y xEV. 

ul = u2 para t to y xEV. 

Es importante insistir en el resultado que acabamos de obtener pues 
nos afirma que si la ecuación de movimiento especializada para medios 
elásticos tiene una solución, entonces ésta debe ser única. En otras palabras, 
el teorema de unicidad nos dice que sin importar el método que utilicemos 
para resolver la ecuación de movimiento, debemos obtener una solución 
única. Todas las representaciones son válidas e iguales entre sí siempre que 
el método para obtenerla sea válido. 

B. La Relación de Betti 

Otro resultado importante y fundamental es el llamado teorema de 
reciprocidad. Este teorema depende sólo de la simetría del tensor de 
esfuerzos y se aplica aún para medios anisotrópicos. Sin embargo, para 
expresarlo de una forma general para un medio arbitrario, debemos 
primero probar la relación de Betti y encontrar una forma de representar 
la reacción de un medio cualquiera para las fuerzas de cuerpo y las de 
tracción, el teorema de representación y el tensor de Green. 

Consideremos el campo del desplazamiento sometido a diferentes 
cargas (fuerzas): 

u(x.t) sometido a las cargas T en S y f en V y, 
v(x.t) sometido a las cargas T*  en S y g en V. 



Por lo que: 

pui = f. TiLi  

pvi = g, + 

Teorema 8 (Relación de Betti): 

fif • V — g • 11)dV = ff(T * • U — T • v)dS 
sv 

Demostración: 

Multiplicando la primera ecuación por vi y la segunda por ui y, 
substrayendo los resultados obtenemos: 

p(

• • 	• • 
ui 1  - vi ui  = fi vi  — giui  

Ahora integramos en el volumen V y en el tiempo tomando al tiempo 
to como tiempo de referencia. 

fff p( u/ v;  - v u;)dVdt = fiffif,v g,u,)dVdt + fiff(ryjv, - r,j  ju)dVdt 	(17) 
to V 	 t o V 	 lo 

La integral de volumen de las tracciones (segundo término del lado 
derecho de la ecuación anterior se puede escribir: 

25 
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TV -TU ti 	 ) fff 	- TijdUi  )C/V = fff( 
V 	 V 

Además 

t le  . • = c. e .. ife. • = c pqye pq ey.. if 	ijpq  

-iff(ry 	ri*Jie jdV 
y 

= T e 
Pq 

- riJ PI P17  = O 

Por lo tanto, la ecuación (17) se transforma en: 

I 

iff f p-tat (tt i  y 1  — y 1  u,)dtdV = Off “vi  — g iui )dVdt + f fff (TI,/  v, — Ciu, 
y jo 	 t y 	 tí,' y 

t 	t 	 t 
( ' ffp(ut  y1  —v; u,) dV 

=f 
( — giujdVdt + frir(T .v — T u ) dVdt QJ  jjj  Y 1 	Y 1  

'ft 	 lo 	to  v 	 Yo  V 	
,J 

i 	 1 

=f fif(fi v, — giui )dVdt + f ff(5..niv,--r un jui )dSdt 
'171 	 t o  SV 

1 	 1 

= f (ir (fy , — gi  u, )dVdt + fff (1.  y i — Ti  u 3dSdt 	(18) 
171 	 to  ay 

Ahora integramos sobre todo el tiempo para obtener el resultado de 
estado estacionario y asumimos que el medio se encuentra en un estado 
inicial no-perturbado de equilibrio de tal forma que: 

%DO 

 

 

OD 

dV =O 

  

Finalmente la ecuación (18) toma la forma: 



ffff v — gi  u;  )dVdt = ffpi  — »Sdt 
ta  V 	 ro  (5V 

ffilf t V — g, u, k/V ff(T,tui  — T, v, )c/S 
V 	 (51/ 

fff(f • v — g • u)c1V =fp*  • u — T • v)dS 	(19) 
1 	 t5V 

La ecuación (19) es conocida como el teorema de reciprocidad de 
Betti o simplemente como la relación de Betti. La importancia de esta 
relación es la siguiente: 

Sea u es el desplazamiento en un punto debido a la 
fuerza de cuerpo f aplicada en otro punto. Sea g otra fuerza de cuerpo 
paralela a u y aplicada en el mismo punto en el que u está siendo medido y, 

el desplazamiento correspondiente a g en el punto de aplicación de f. La 
relación de Betti establece que v es paralelo a f. Por lo tanto f y u son 
intercambiables. 

La relación de Betti es una parte central de toda la teoría de la fuente 
sísmica, pero no es suficiente aún para el estudio de la migración 
sísmical 1. Sin embargo es la base fundamental para que, junto con el 
tensor de Green, se obtenga el teorema de reciprocidad en la forma 
adecuada para la aplicación de los métodos de migración. 

C. El Tensor de Green 

Para resolver la ecuación de movimiento para medios continuos 
seguiremos el camino usual. Esto es, consideraremos un problema auxiliar 
elemental para el cual f tiene una forma especial. 

Asumimos una fuerza de cuerpo que es aplicada a un punto del cual 
el vector representa su posición. Sea la variación temporal de f la función 

27 

1 1 Los métodos de migración son métodos de análisis de datos simológicos en el campo de la exploración 
sísmica. En el capítulo 4 se habla sobre estos métodos. 
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delta de Dirac (una variación de impulso), aplicada en el tiempo t = -r y, 
orientada a lo largo del n-ésimo eje coordenado. 

Así la fuerza se puede representar por: 

= itó,„(5(x —1)(5 (t - Pr) 	 (20) 

Donde Sin  es la delta de Kronecker, las 	son funciones delta de 
dirac espacial y temporal. A es una constante unitaria con unidades 
Kgms-1  para tener una correcta unidad de f al multiplicar. 

Ahora introducimos la ecuación (20) en la ecuación de movimiento y 
dividimos la ecuación resultante por A: 

( 1 •• 	 ( 1 
pk 

A 
u i) = Aw c5(x —1)cS(t t)+ (can  1

\ A 
u/3 ) 

,r 

—
1 

u (x,t) = G,„(x, t;1,r) 
Denotamos A 	 , donde el subíndice 

representa la orientación de la fuerza. Así, la ecuación anterior será: 

•• 
pGin = (5„(5(x 	r)+(c ukiG 

El término Gin, introducido arriba, es el tensor de Green. 
Representa una solución elemental de la ecuación de movimiento para 
medios continuos. También es conocido como la respuesta del medio al 
impulso unitario o respuesta elástica del medio. 

Tanto el desplazamiento como la fuerza son vectores, por lo tanto 
una descripción completa de la respuesta del medio a una fuerza puntual 
impulsiva requiere de un tensor y nos referimos a él como el tensor de 
G reen. 

Debido a la causalidad del desplazamiento respecto de la fuerza, el 
tensor de Green debe cumplir: 

8G- 
= 	—O 

at si t 	; x 	 (21) 
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De particular importancia son todos los tensores de Green que 
satisfacen condiciones homogéneas de frontera: Ya sea el desplazamiento, 

AGin, o las tracciones, (cifial-rin,/)in) son cero en o5V. 

D. Un Teorema de Representación 

Para poder aplicar la sismología de exploración para investigar la 
corteza terrestre, necesitamos modelos útiles y efectivos de la fuente 
generadora de las ondas sísmicas, que son en la sismología el elemento más 
importante para estos estudios. Al construir estos modelos es importante 
que los detalles de la radiación elástica distante puedan ser reproducidos. Es 
menos importante que el modelo represente fielmente el proceso físico que 
de hecho gobierna el fallamiento cerca de la fuente misma. De hecho, 
mucho de nuestro conocimiento acerca de la fuente sísmica viene de las 
observaciones de la radiación elástica distante. En el presente trabajo se 
emplea un modelo cinemático simple de fallamiento. La dinámica del 
fallamiento es un área tan importante como difícil de estudiar que lidea con 
elementos corno el fracturamiento del material bajo ciertos esfuerzos y 
como se propaga la fractura. Para este tipo de aplicaciones de la 
sismología, exploración sísmica, no es necesario. 

Sin embargo, la relación de Betti puede ser utilizada para expresar el 
desplazamiento como una integral de volumen de las fuerzas de cuerpo e. 
integrales de superficie de los desplazamientos y de las tracciones. 

En la relación de Betti, ecuación (19), consideremos que g es el 
impulso unitario, de tal forma que y es la respuesta elástica del medio Las 
tracciones correspondientes son: 

(v, n) = 	AG )ni  

f y u permanecen generales. 

kA,G) P-1,11 
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Teorema 9 (Representación): 

n  (X, = fif ft ( t)* G in( t ;X, 0)d171  + fículd  u k  (1, 0 *  Gin( t X, 0)nidS1  
áv 

-fiefik,u,(a_, * J(I,t;x,O)nidS1  

Demostración: 

Tenemos: 

fifí 

-c V 

[ (X, OV (X, 	-t) - 	(X, 	- 0111  (X, OldVdt 

= fff (TIG  (V(X,T - 	n)u, (x, t) 	T, (U(X ,t ), U) V, ( X, 	0)dSdt 
-x 6V 

f
4  Ir

(x,t)G,„(x,r - t;I,O)dV + ffT, (u(x,t),n)G ,„ (x, - t;1,0)dSidt 

= f ifffb,n(5(x - I)(5(t - t)u,(x,t)dV + ff u, (x, OeykiG ,,,.,(x,r - t:I,O)n,dS idt 
_4 y 	 av 

u„ (1,r) f ififf,(x, t)G,„( x,-c - t;I,O)dV + ff T,( u(x,t),n)G,„(x,r - t•,1,0)dS 

-"fu, (x, t)e,„G„,, (x. - t; 0)11/1S idt 
óV 

un  (1, r). ffif, (x ,t )* 	(x, 41,0) dV + fiT( u(x,t),n)*G,,,(x,t;1,0)dS 

-ff 
av 
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Para mayor claridad, intercambiamos x con 112 para obtener el 
desplazamiento en el punto x. 

u„ (x,t) = 	f, (1,0 * G. (1,t; 	+ff 	,( t) * G„,( 1,t; x, 0)n,c1S1  

ifiti t (1,t) * 	J(I,t;X, 0)nic/S1 	(23) 

La ecuación (23), el teorema de representación, nos permite 
determinar u a partir de las fuerzas de cuerpo y, los desplazamientos y 
tracciones en la superficie. Al igual otros muchos teoremas de 
representación13, nos permite evaluar el campo del desplazamiento para 
todos los puntos de V a partir de la evaluación de los valores en la frontera 
SV. 

Podemos interpretar a x como la variable de la fuente sísmica y a 
como la variable del recibidor. 

E. El Teorema de Reciprocidad 

Supongamos ahora, que una fuerza puntual impulsiva en la dirección 
m-ésima aplicada en el punto x = 11 y en el tiempo t = il .Esta fuerza 
puede ser escrita como: 

fi = ((x-I1)((t--(1)8im 

Aplicamos la relación de Betti a f con 

gi = ((x-I2)((t-T2) Sin  

12 Intercambiar x con ( supone, por supuesto intercambiar t con (, lo cual deja la convolución intacta. 

1 3 La fórmula integral de Cauchy en Variable Compleja, por ejemplo. 
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De tal manera que ui(x,t) =Gim(x,t;Ipri ) y yi(x,t) = Gin(x>t>12, r2) 
Escogemos estas fuerzas de tal forma que cumplan con condiciones de 
frontera homogéneas. 

Teorema 10 (Reciprocidad): 

G„„,(1),T2;11.-ri ) = Gmn(I,,-11.12 ,—T2 ) 
Demostración: 

ffff[G,,„(x,x — 	Ti» (x — /2)60 + -r2 )4„ 
v 

—Gin  (X, — t;12, —T,)ó( X — )6(t — j )6u„iclVdt 

Al realizar las integrales obtenemos : 

G,m,(12,r r2;11,;) = Gmii (Ipt —r1 ;12,—;) 
y tomando r = O : 

G.(12,r2;11,ti) = G.(11,— r1;12, —T2) 	(24) 

La ecuación (24) es la formulación matemática del teorema de 
reciprocidad. El lado izquierdo representa el desplazamiento en dirección n 
en respuesta a una fuerza en dirección m; La fuerza se aplica en el punto 11 
en el instante ti mientras que el desplazamiento es medido en el punto 12 
en el instante -r2. El lado derecho representa un desplazamiento en 
dirección m en respuesta a una fuerza en dirección n (aquella de la fuerza, 
en el lado izquierdo de la ecuación). La fuerza se aplica en el punto /2 en 
el instante --r2 mientras que el desplazamiento es medido en el punto 11 en 
el instante 	El signo negativo de los tiempos! aparece debido a la 
causalidad14. 

14 Obviamente los desplazamientos deben ser causales con respecto a las fuerzas. Es decir, el 
desplazamiento aparece debido a la aplicación de una fuerza y por tanto debe ocurrir después de la aplicación 
de la misma. 
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Dicho de otra forma, lo que el teorema de reciprocidad establece es 
que podemos intercambiar la posición del recibidor (en donde medimos el 
desplazamiento) con la de la fuente que provoca los desplazamientos y la 
respuesta elástica no debe ser afectada Es decir, podemos migrar las 
observaciones realizadas en la superficie de la tierra y llevarlas hasta el 
lugar en donde se originaron y lo único que es significativo en nuestro 
análisis es el comportamiento de la propagación de la onda sísmica15- Para 
esto, introducimos el teorema de reciprocidad en el teorema de 
representación (ecuación (23)) y el resultado es: 

u n  (x, t) = ffff,( t) * G ni( x, t; 0)d1/1  ffcc,„ 	t) * „, x, t; 1, O )ri f  d.S; 
v 

151,111 2(1 t) * Gnu  (X, t 	 (25) 

La representación (25) reduce la región de integración debido a que 
la variable de integración, 1, es ahora la variable de la fuente en el tensor 
de Green. 

15 Esto, por supuesto, no aplica a los problemas de la teoría de la fuente sísmica. Recordemos que todo 
el trabajo realizado por el presente autor está enfocado ala propagación de la onda sísmica y en especial a los 
métodos de migración para los cuales un simple modelo cinemático de la fuente es suficiente. 



III. El Operador de Reflexión de 
Onda Sísmica 

Habiendo presentado los conceptos fundamentales, estamos listos para 
empezar a hablar sobre la propagación de la onda sísmica en el interior de 
la tierra. 

Nos interesan observaciones del movimiento del suelo que son 
provocadas por fuentes sísmicas que se encuentran a grandes distancias, 
distancias que llamamos telesísmicas. Los desplazamientos viajan desde la 
fuente por radiación de las ondas sísmicas. Algunas de estas ondas se 
atenúan muy poco en su paso a través de la tierra16• 

Las deformaciones del suelo son muy pequeñas a distancias 
telesísmicas, sin embargo el registro del movimiento del suelo contiene una 
gran cantidad de información importante acerca de la fuentes sísmicas y, 
más importante para nuestros propósitos, acerca de la propagación de la 
onda sísmica dentro de la tierra. 

El problema general de la teoría matemática de la elasticidad es la 
determinación de los esfuerzos y las deformaciones en un cuerpo de forma 
conocida y sujeto a ciertas condiciones en su frontera. 

En el capítulo 2 encontramos que esto puede alcanzarse si conocemos 
el desplazamiento en una parte de la superficie y las fuerzas de tracción en 
la otra 17- 

Los registros nos proporcionan la información sobre las condiciones 
de frontera. Sin embargo no hemos establecido técnicas para su estudio. 
Estamos ahora en la posición en la que es necesario transformar la ecuación 

1 6 De hecho, se pueden observar algunos trenes de onda que han dado vuelta a la tierra varias veces. 

1 7 Esto asume, por supuesto, que conocemos las condiciones iniciales del sistema y las fuerzas de cuerpo, 
tal como está establecido en el teorema de unicidad. 



35 

de movimiento de tal forma que podamos resolver estos desplazamientos y 
esfuerzos. Para esto, la ecuación de movimiento será transformada, en el 
caso de un medio isotrópico para el cual los parámetros de lamé poseen una 
variación espacial muy pequeña. Se producirá una separación en dos 
ecuaciones, una que gobierna la dilatación y otra que gobierna la rotación. 
Cada una de ellas es una ecuación de onda. Por lo que el problema será 
trasladado de la ecuación de movimiento a la ecuación de onda. Una de las 
técnicas que se utilizan para problemas relacionados con la ecuación de 
onda y otros problemas hiperbólicos similares, es la factorización de la 
onda. Esto conduce a la introducción del operador de reflexión, el cual es 
presentado en este capítulo como una consecuencia natural de la desviación 
de la velocidad de propagación de la onda de la uniformidad. Esta última 
consideración es necesaria pues en el interior de la tierra, la velocidad de 
propagación de la onda sísmica varía con la profundidad medida desde la 
superficie de la tierra. Por tanto, en sismología, el operador de reflexión 
de onda sísmica se manifiesta de forma natural como reacción a las 
heterogeneidades de la tierra. 

A. De la Ecuación de Movimiento a la Ecuación de Onda 

En esta sección se dividirá la ecuación de movimiento en dos 
ecuadones de onda. Como primer paso, debemos probar un teorema que 
nos permite expresar la divergencia del tensor de esfuerzos de una forma 
conveniente para la separación. Esto, asumiendo nuevamente que las 
velocidades son pequeñas para que la derivada de Stokes sea igual a la 
derivada parcial temporal y, la ecuación 1. Además asumimos un medio 
isotrópico18  cuyo tensor de elasticidad tenga variaciones espaciales 
pequeñas. Es decir, requerimos que los parámetros de Lamé para nuestro 
medio varíen lentamente en el espacio. 

18 La hipótesis de isotropía perfecta en la tierra es, por supuesto, una aproximación. Afortunadamente, la 
tierra es casi ísotrópica. Si los cristales en una roca cristalina se orientan al azar, una condición de isotropía 
es alcanzadapor volúmenes que contienen muchos cristales. 
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Teorema 11: 

= ft + p)V(V • u) + pAul 

Demostración: 

La ecuación (9) describe el tensor de esfuerzos para medios 
isotrópicos. 

tia = 	+ 

Su divergencia será: 

tyd  = ()Lett  bu  + 2,ue11),J 

ruii  = k m(  ha j  +  2(jueu),Í 

= (7`,(Uk jc  )) + 2,u,jeu  + 2yeii,i  

rim  = a i ( Uk,k  ) a (11k,  ) 	 41.2(11) 	tik 

XL/ = 211 i(li k,k) ± A(Ukic 	2µ,P; 	 1411.0) i  

T111  =Pt,V(V • u) + ptAu+ µV(v • u)1 +[(v • u) VA + 2Vµ • el 

En la última ecuación se utilizó la notación Vit• e para denotar la 
contracción de e con Vp,. Esta notación no presenta ambigüedad debido a la 
simetría de e. 

Ahora utilizamos la restricción impuesta sobre los parámetros de 
Lamé y despreciamos los términos que incluyen los gradientes de estos 
parámetros. 

Tu,  =PIN(V • u) + µAu + ptV(V • u)i +o(VA) +o(Vpi) 

zy  = RA, -F y)V(V • U) -I- piául 	(26) 
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La ecuación (26) puede ahora introducirse en la ecuación de 
movimiento. En esta última, se encuentra presente un término que 
representa las fuerzas de cuerpo. Para la tierra, las únicas fuerzas de 
cuerpo que deben ser incluidas son las fuerzas gravitatorias. Es decir, las 
grandes presiones hidrostáticas. 

Nuestro principal objetivo es investigar los desplazamientos 
asociados con perturbaciones sismológicas. El principio de superposición 
nos indica que podemos estudiar el desplazamiento inducido por cada 
perturbación y luego el desplazamiento total será una combinación lineal de 
éstos. Por lo tanto, no consideraremos el término de las fuerzas de cuerpo. 

Teorema 12: 
Sea O = V•u, entonces 

p O = +21,1)A0 

Demostración: 
Introducimos la ecuación (26) en la ecuación de 

movimiento para obtener: 

={(2t. + pt)V(V • u) + ttAul 

pu = (A + itt)V (V • u) + yAu 

Utilizamos la identidad vectorial: 

Au=V(V•u)-VxVxu 

y obtenemos: 

pu = + 214)V (V • u) - µVxVxu 	(27) 

Ahora, tomamos la divergencia de ambos lados de la ecuación 
anterior: 



pV • u =V •[(A. +2,11)v(V • ul—V •{µV xV x 
•• 

0 V • u=V(A+ 2µ)•V(V • u)+(R+2p)V •V(V • u)—V p•V xV x u- µV •V xV xu 

p =(it+ 2 p)V • V + c(V1) + o(V.  

p 6. 	+ 2µ.)A0 	(28) 

En donde, nuevamente, despreciamos los términos que involucran la 
variación espacial de los parámetros de Lamé. También se hizo uso de la 
identidad vectorial que establece que la divergencia de un campo rotacional 
es cero. 

La ecuación (27) es una ecuación de onda donde la perturbación, 8, 
se propaga con una velocidad igual a: 

a-111X+212 

Teorema 13: 
Sea w = Vxu , entonces 

pco = IcAo) 

Demostración: 
Se procede de manera similar que en la demostración 

anterior, con la diferencia de que en lugar de tomar la divergencia, 
tomamos el rotacional de ambos lados de la ecuación (27) y obtenemos: 

pV x u = V 	+ 2/t)V(V • u)]- x {pV x V x u] 
• 

pio 	+2µ)x V(V • u)+ (21. + 2.12)V x V(V • u)- Vp xVxw- µV x V x 
•• 

pc.o 	xV xco+ o(V21.)+o(Vli) 
•• 

p co Ace+V(V • w)+ c(Va)+ o( 7 ti) 

p w = pAco 	(29) 

38 
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La ecuación (29) es otra ecuación de onda en la cual, la nueva 
perturbación, w, viaja con una velocidad igual a: 

P 

B. Los Potenciales Elastodinámicos 

Es una práctica común en muchas aplicaciones de la física, por 
ejemplo en electrodinámica, el separar una cantidad vectorial en un campo 
escalar y un campo vectorial. 
Para explicar los modelos de la realidad, es útil hacer dicha separación. Por 
tanto, escribimos el desplazamiento como: 

u = 	V x 111  ; Con V • 1.11 	(30) 

4) y W son llamados los potenciales elastodinámicos. 

Si introducimos la ecuación (30) en O tenemos que: 

0 = A». 

De esta forma, es claro que la contribución al desplazamiento del 
potencial escalar envuelve sólo dilatación. Es una onda que se propaga, con 

,ti velocidad a - A + 2
'
u 

 produciendo desplazamientos sólo en la dirección de 
P 

propagación. Esta onda se conoce como Onda Primaria o simplemente onda 
P. 

Si ahora introducimos la ecuación (30) en w , tenemos que: 

w= 	. 
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También está claro que la contribución del potencial vectorial 

envuelve sólo rotación. Es una onda que se propaga, con velocidad fi = 'r,   
P 

produciendo desplazamientos en las direcciones perpendiculares a la 
dirección de propagación. Esta onda se conoce como Onda Secundaria o 
simplemente onda S. 

a > (3, lo que indica que las perturbaciones longitudinales, onda P, 
viajan más rápido que las perturbaciones transversales, onda S. 

C. La Factorización en una dimensión 

Para estudiar el desplazamiento inducido por perturbaciones 
sismológicas, podemos estudiar los desplazamientos correspondientes a los 
potenciales elastodinámicos. Esto quiere decir que el problema de resolver 
el desplazamiento a partir de la ecuación de movimiento se ha 
transformado a resolver la ecuación de onda. 

Una de las técnicas que se ha utilizado para problemas relacionados 
con la ecuación de onda para medios no homogéneos se basa en la 
factorización de la onda. 

En el caso lineal de la ecuación de onda en una dimensión, la 
factorización de la onda reduce la ecuación de onda a un sistema acoplado 
de dos ecuaciones de primer grado. 

A manera de ejemplo, la factorización de la ecuación de onda en una 
dimensión: 

82 	
1 82  

az2 u(z,t)— 
c2(Z) dt2 U(Z9t) 

puede obtenerse al re-escribir la ecuación anterior de la forma: 

a rui 

[Liz ] 

ro 1  o 	\ 2 

R7.)19/ 1) 

11H1 

uz i 
(31) 

aZ 



Si ahora definimos las componentes: 

donde 

= fv(z,r)dr 
te, 

Expresado en términos de las componentes tp+ y 0-, el sistema (31) 
toma la forma siguiente: 

lsi 
k ro+1 

L 
 c 

a 
 t 

_ 
2c i ro+1 

azio-i 	_1  a [01 
2c c J 

(32) 

Como se puede apreciar, en el caso en el que la velocidad, c, es 
constante, el sistema se desacopla y las componentes toman la forma: 

ro+1 rftz - o] 
[0-1 	f(z + 

En este caso, 0.  y yr son las soluciones conocidas para la ecuación de 
onda en el caso unidimensional más simple. 

En sismología, las variaciones de la velocidad de onda con la 
profundidad son predominantes. De tal suerte que la coordenada z será 
asignada a la profundidad, medida desde la superficie de la tierra. Por esta 
razón, las componentes op+ y (1,-  serán denominadas: la onda ascendente y la 
onda descendente, respectivamente. 

Sin embargo, la velocidad de las ondas depende de los parámetros de 
Lamé para medios isotrópicos. Se ha comprobado experimentalmente que 

41 
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la velocjdad de la onda sísmica (ambos tipos, P y S), aumenta con la 
profundidad. 

Por lo tanto, el modelo simple de velocidad constante no es aplicable 
a la propagación de la onda sísmica. 

D. Introducción del Operador de Reflexión de Onda Sísmica 

Una alternativa para medios heterogéneos, es deducir el 
comportamiento de los llamados operadores de reflexión de onda sísmica, 
los cuales nos brindan una conexión entre los potenciales de la onda 
ascendente y la onda descendente y las propiedades del medio en el borde 
de la discontinuidad en la que la onda sísmica es reflejada. 

Para introducir al operador de reflexión de onda sísmica, tomemos 
el caso particular de la descomposición que conduce al sistema (32). 

Sea R el operador de reflexión de onda sísmica para el sistema (32), 
de tal forma que: 

0- 	=fR(z, t s)0+  (z,$)ds 
-10 

Llamamos el Kernel del operador R a R en la ecuación anterior. 
Para que el sistema (32) sea satisfecho por 0-  así definido, el Kernel debe 
satisfacer: 

a 	2 a 
— R(z,t)- - 

c at 
— R(z,t)- c R* R = O at 	 2c 

R(z0+) = ic 
4 ' 

El concepto de la factorización de la ecuación de onda y el operador 
de reflexión asociado han sido usados extensamente para una gran variedad 
de problemas de una dimensión. Entre ellas el problema electromagnético 
inverso para medios dispersivos, el problema inverso de medios 
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viscoelásticos y, el problema inverso de medios elásticos con incidencia 
oblicua. 

En el presente trabajo se examinan las ondas ascendente y 
descendente para el caso tridimensional. 

El Principio de Huygens es usado esencialmente para definir las 
ondas ascendente y descendente. Esto conduce a la introducción de un 
operador, que aquí llamaremos el operador de reflexión de onda sísmica. 

La introducción de este operador nos permite desarrollar una 
relación lineal entre el desplazamiento y su derivada con respecto a la 
profundidad, la variación significativa en sismología, en un plano 
(z=constante) que envuelve al operador en cuestión. 

Con la escogencia adecuada del signo, esta relación lineal especifica 
si la onda es ascendente o descendente en el plano. 

Es necesario notar que la factorización de la ecuación de onda es un 
proceso distinto a la descomposición de los desplazamientos debidos a una 
perturbación sísmica. El desplazamiento puede ser descompuesto de 
acuerdo con un potencial escalar y uno vectorial. Los desplazamientos 
resultante son la onda P y la onda S. Cada una es una perturbación que 
viaja por el interior de la tierra con una velocidad distinta a la otra. 

La factorización de la onda sísmica aplica tanto para la onda P como 
para la onda S, puesto que ambos tipos de perturbaciones cumplen con la 
ecuación de onda. Esto si nos limitamos a medios isotrópicos en los que los 
parámetros de Lamé varían suavemente con la posición19- 

De esta manera, la utilización del operador de reflexión de onda 
sísmica será útil para el modelaje de la estructura de la corteza terrestre en 
los 	 casos 	 mencionados. 

1 9 Recordemos que una condición necesaria para que las perturbaciones, tanto longitudinal como 
transversal, cumplan con la ecuación de onda es que los gradientes de los parámetros de Lamé sean 
despreciables. 



ID. La Factorización de la Onda 
Sísmica 

Una de la técnicas que está desarrollándose fuertemente para 
problemas directos e inversos dependientes del tiempo asociados con la 
ecuación de onda para medios no homogéneos, está basada en factorizar la 
ecuación de onda. Por factorización de la ecuación de onda debemos 
entender la descomposición de u(z,t) en ondas ascendentes (en el sentido 
positivo de z) y ondas descendentes(en el sentido negativo de z). 

Para estudiar problemas que relacionan la estructura de la corteza 
terrestre en forma local, podemos considerar a la corteza como un medio 
elástico estratificado. Es decir que está compuesto de varias capas, en cada 
una de ellas la velocidad de la onda sísmica (ya sea la transversal o la 
longitudinal) es constante. Es por esto que aquí se presenta la factorización 
de la ecuación de la onda sísmica para el caso de medios estratificados. 

Es necesario resolver la ecuación de onda para estudiar la estructura 
de la corteza. Para esto el operador de reflexión de onda nos proporciona 
una forma para describir las propiedades de los planos de las 
discontinuidades en los cuales la onda sísmica se refleja. Por tanto, al 
obtener el operador de reflexión para cierto plano, físicamente estamos 
describiendo las propiedades del reflector de la onda sísmica. Esta técnica 
es muy útil para analizar datos sísmicos. 

Este tipo de análisis de los datos sísmicos, es conocido como 
migración sísmica. Así, la migración sísmica puede verse como una 
solución a la ecuación de la onda sísmica en la cual observaciones sísmicas 
en la superficie son valores conocidos de frontera. 

Desde el punto de vista de un ingeniero o un geólogo, la migración 
puede verse como una operación que transforma datos recopilados en la 
superficie de la tierra a datos recopilados en una superficie hipotética más 
profunda. 



A. El Caso de la Velocidad Constante 

Sea u(x,y,z,t) una solución de la ecuación de onda con velocidad 
constante c=c0. Una relación entre u y uz  será establecida sobre un plano 
con vector normal en la dirección de z. Sin pérdida de generalidad, 
tomamos el plano z=0. Por lo tanto, las ondas ascendentes, en el plano z=0, 
quedan definidas como aquellas que son generadas por fuentes sísmicas en 
la región z < O. Esto se hace para considerar un espacio (z > O ) sin fuentes 
sísmicas20- Correspondientemente, ondas descendentes serán aquellas 
generadas en la región z > O. Una relación entre las ondas ascendente y 
descendente en el plano z = O puede ser establecida considerando las 
condiciones iniciales y de frontera apropiadas. 

Para alcanzar esto, necesitamos probar el siguiente Lema. 

Lema 2: 
La solución para el problema: 

1 d 2u 
(0— 	— = O, t > O, z > O, 

Cs , atz 

(i0u(x, y, z,0) = u, (x, y,z,0) = O, z zO, 

tau 
(iii)— (x, y, z,t) 	= v(x, y,t), 	tz O, 

az 	 z -o 

Donde y es continua en 112  x [0,00), 

con Y(x,y,0) = vt(x, y,0) = O. 

20 Para que los desplazamientos cumplan la ecuación de onda en todo el espacio, necesitamos que la 
fuente no esté presente. Esto porque en la fuente, la ecuación de movimiento no es válida. Esto se debe a 
que en estos puntos, las tracciones son discontinuas. Asi como los desplazamientos, velocidades y 
aceleraciones. 

45 
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Está dada por : 

u(x, y, z,t) = — 1  ff v(x' , y ,t — r 1 co )dx' dy' 	(33) 
2x D(x,v,a) 

Donde D(x,y;a) representa el disco con centro en (x,y) y radio a. 

a= 	z
2)5 	

(34) 

Y 
r2 = (x— xf )2 I.,  (.y  yl)2 +z2 	

(35) 

La solución se hace cero para z > co. 

Demostración: 

Claramente, para x' y y', v(x',y',t-r/c0)/r satisface la ecuación de 
onda para todos los puntos (x,y,z) tales que 1.4. Por lo que la ecuación 
(33) satisface la ecuación de onda. 

Las condiciones iniciales son fácilmente establecidas usando la 
condición = O en t = O. 

La condición de frontera se establece usando la condición de salto de 
la derivada normal. 

Lema 3: 
Las condiciones de onda ascendente y onda descendente en el 

plano z = O está dada por: 

u = -±Kilz 	(36) 

Donde el operador I( está definido como : 

1 	v(x1 ,37 1 ,t — R 1 c )  
KV  = 	if 	

dx' dy 
D(x,y,con 

Los signos positivo y negativo se refieren a la onda ascendente y 
descendente, respectivamente. 
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Queremos mostrar ahora que la condición (36) puede ser expresada 
de la forma iciv = ±uz. Para esto es necesario mostrar el siguiente lema. 
Lema 4: 

La solución para el problema: 

zu  
- Au = 0, t > O, z > O, co-  dt2  

(ii)u(x, y, z,0) = ut (x, 37,z, O) = 
du 

(x, y,O, t) = w( x, y, t), 	t a O, 

Donde w es continua en 912  x [0,00), 

con w(x, y, O) = w,(x , y, O) = O. 

Está dada por : 

1 	 r c7 u(x,y,z,t) 	ff {w(x' ,y,t—r1 co)+--w(x' , y ,t - r I co)}7-d' dy' 	(37) 2.sr 
D(x,y;a) 	 co  dt  

La solución se hace cero para z > co  y a está dado por (34). 

Demostración: 
Claramente, para x' y y', (a/az){w(x',y',t-r/c0)/r} 

satisface la ecuación de onda para todos los puntos (x,y,z) tales que 
Por lo que el integrando en la expresión anterior satisface la ecuación de 
onda para z > O. 

Las condiciones en w en t = O aseguran que no hay contribución de 
los límites de la integral cuando la ecuación (37) se introduce en la 
ecuación de onda. Al mismo tiempo, estas condiciones aseguran que las 
condicione iniciales son satisfechas. 

La condición de frontera se establece usando la condición de salto de 
la derivada normal. 

La relación (37) puede ser usada ahora para obtener la forma 
alternativa de la onda ascendente. Primero, w(x,y,t) se reemplaza por la 
función C2:u(x,y,0,0 y, después en la expresión resultante para u(x,y,z,t), 
el orden de integración y derivación se intercambia para obtener para z>0 : 



1 a re  u (x' , , O, t r 1 co )  dx, dy 	(38) u(x, y, z, = 	73-5 
DeJJ

rty,a 

Cona = (co2t2  —z
2
)

112 
 

Como es fácil verificar, la integral (38) es una solución de la 
ecuación de onda para z > O (usando u(x,y,0,0) = O, ut(x,y,0,0) = O), 
tenemos que: 

du 
— (x, z,  = 	1  ff  u(ts, y'  ,O,t—rIce )dx, dy 	(39)  

óz 	
y,

2.7r D(x4y,o) 

Donde 

Q— 
1 2 82 82 

(— _2 .1,2 	2 
e° uf ax áy 

Asi, al tomar el límite z —, 0+ , se obtiene : 

—u(x,y,0,0= Oxu 	(40) 
c7z 

De la ecuación (36) y la ecuación (40) concluimos que : 

K-1=OK 	 (41) 

Un resultado similar se obtiene para las ondas descendentes. 

Aplicando la ecuación (36) a cualquier plano con z = const., 
descomponemos la solución de la ecuación de onda u(x,y.z,t) en términos 
de las ondas ascendente y descendente. Partimos de la siguiente identidad: 

1 	\ 1 ( 	du 
U= -5k111- K —otr 2  1.1—K 

) 
az), 

Así, el desplazamiento puede ser descompuesto en: 

48 
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u(x, y, z, = u+  (x,y,z,t) + (x, y,z, 	(42) 
Donde 

\ 1 ( 	du 11±  (x,y,z,0 = U±K- i  
2 	dz I 

Se puede 	ver 
ascendente: 

du+  
-K 

\ 

fácilmente que 	u+(x,y,z,t) 	representa 	la 	onda 

1 ( 	du\ 	( 	du\) 
dz 

1( 
2 

1 

2 

U+K-- 1 -K-- 

=,u+K— 

2k 	dz 

da\ 	1 

(1 
U+K 

dz 2 	az)) 

(da02u\ 
--K 

dz 	2 

1 	du 	1 	du 

dz 

1 

dz 

2  32u 
2 	dz 	2 	az 	2 

1 	1 - 	2 
= 

2 
-U - 

2 	
ell 

1 =-
1 u - 

dz2  

2 2  

o. 

Lo anterior implica que u+ satisface la condición de la onda 
ascendente (ecuación (36), tomando el signo positivo). 

De manera análoga, se muestra que u-  satisface la condición de la 
onda descendente (ecuación (36), tomando el signo negativo). 

B. Medios Estratificados 

La descomposición ascendente y descendente será aplicada a la 
factorización de la ecuación de onda para un medio estratificado. Usando el 
procedimiento inicial presentado para el caso uno dimensional (espacial), 
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donde u es una función sólo de z y de t. La ecuación de onda será escrita 
entonces de la forma: 

	

ru 1_ [0 l][u] 	(43)  

dz uz 	{e O az ] 

La descomposición ascendente y descendente de la onda, (42), será 
expresada en forma vectorial: 

ru+1 „f u i  
(44) 

Donde E es el operador matricial 

1fl K 1 

	

-211 —Ki 	
(45) 

cuya inversa está dada por : 

fl 	1 
(46) 

[K3 -1C-1 

Introducimos ahora la relación 

u 1 TI  kr] 

luz] 1  {ni 

En la ecuación (43) y multiplicamos la ecuación resultante por el 
operador matricial (45) y obtenemos: 

rull zj O 11,z,_, [u+ } 

az [u- 	[u-] 	az [u- 

Se puede concluir de las ecuaciones (45) y (46) que: 

(47) 



wr o 11,;(„1 

[ 

Y 
8,E-1 	1 r 1 	—11 	' K  Me 
dz — 2[-1 1 	aZ 
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(48)  
o 1 

(49)  

Con las ecuaciones anteriores y recordando que xx-1  = I, se tiene 
que, w como se presenta a continuación, se hace cero en t = 0: 

aK 	 dtc K —W — dx. —K  _1 W --KkrJW 
odZ 	& 

( 	

dZ 

a-2 a  Clw)  —K 2Y1C1W\T az 	2cJit k7t ) 	Jj 
=_ dc {tic  28  dw K2  ret  dw 2 1 d 2w2  \1 

2c dz 	dt 	dt 	c2  dt 

1 dc 2( 1 432w 
= --K -- 

	

C aZ 	C2  dt 2  

K 
dK

-1 	1 dc—K  2( 1 d 2W) 

aZ 	caz 	c2  ate  ) 
(50) 

Pero utilizando la relación: 

K2  íew  32 d 2 \ 
._2( ". 1  8

2

) 

w  
—.- 

( 

C
2 	at2 dx2 dy2) [ 

82 	d2 \ 

= W +(-8x2  -1,37  1)K

2 

 W 

se obtiene el siguiente resultado: 
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K( ate') w --1 dc rw  4.  (a2 4.  (922  \ K.2w  1 	(50)  

k az ) 	caz [ 	dx 2  ay ) 	j 

El sistema de la ecuación (47) puede ahora ser expresado en una 
forma explícita utilizando las ecuaciones (48)-(50) de la forma siguiente: 

8 fu+ 1 pc-' 	0 1Fu+ 1 	1 	((1+ A) —(1+ A)1 ru+1 
Íz kr] = 1 O — l e -I i[U-  j 27 Cz  [—(1+ A) (1 +A) ][11-] 

Donde A es el operador : 

( 	
, \ 

Aw — 2
,  
--- +  a-  lic'w ax2 ay2 ) 

Algunas simplificaciones pueden ser obtenidas si, al igual que en el 
caso unidimensional, utilizamos las componentes .± : 

l U- = Ci2  

Con el sistema (51) se reduce a: 

a [0+11-K-' 	o 11-0+1 	1 f 	A 	—(1 +A)1(0+1 
--(9Z [(Vi = 	—te [01 1-  ,ccz i.—(1+ A) 	A ihri 	

(52) 

El sistema (52) puede utilizarse para derivar el operador de 
reflexión y sus propiedades. 

C. El Operador de Reflexión de Onda Sísmica 

En esta sección, el operador de reflexión (que relaciona la onda 
ascendente y la onda descendente), definido en la sección 3.3 para el caso 
unidimensional, será generalizado para el caso multidimensional. En 
particular, la ecuación y las condiciones iniciales que debe satisfacer el 
kernel del operador de reflexión serán propuestos. 

(51) 
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Para el caso multidimensional, el operador de reflexión toma la 
forma21: 

(x, y, z, t) = 1120+ = (I + MR* 	 (53) 

Donde A es el operador dado por la ecuación (51) 

y R *O+  es la convolución : 
1 

R* = iff R(x — x' , y — y' , z,t - s)0+ , ,z, s)dx' dy' ds (54) 
0112  

R(x,y,z,t) es el kernel del operador de reflexión. 

Para lograr esto, varias identidades deben ser probadas, entre ellas la 
siguiente: 

r 	 chi, — Lu+ A)2» }= (/ + A)
{

— + —L A ,t > 0. (55) 
dz c 

Donde Ilf(x,y,z,t) es una función suficientemente suave tal que 

= = O en t=0. 

Para obtener la expresión (55), la relación22: 

Cbc2x = x(x,y,z,t) , t > O 

con x(x,y,z,t) tal que x = x = O en t = O, 
se deriva con respecto a z, dando como resultado: 

at2  

0. a 
K X \ ' O(

az 
1C --

) 
X = U. 

c kc2 	)  

21 La razón de que el operador de reflexión tome esa forma aparecerámás tarde. 

22 Esta ecuación es válida en virtud de la ecuación (41). 



Usando la ecuación (41) y de la ecuación (51), lo anterior se reduce 
a: 

( 	2) 	c 
c7z K ),C=2--s- K-(r+A)X 

Usando la ecuación anterior puede verse que: 

az 
•±(Atp)- (ax2 (2- + 82  )( d 	81P 

0372) -c7VC )1P +A dz  

.Apc, (I+ A» 4.  chp 
1 c 	 aZ 

La identidad (55) es una consecuencia directa de la ecuación anterior. 

El próximo resultado necesario es el siguiente lema. 

Lema 5: 
La única solución C2(80)(C2[0,00), W(x,y,z,t) del sistema: 

(I+A)W = O, t > 0. 	(56) 

Es la solución trivial. 

Demostración: 
La ecuación (56) puede ser escrita de la forma: 

:(x2ip)-= O 

Pues W = ow2W. 

2 „,\ 
Como K

dt kK I se hacen cero en t = O, se debe cumplir que 

x2111  = O, para t z O. 

54 



55 

Aplicamos a esta última el operador O y, haciendo uso de la ecuación 
(41) obtenemos que debe ser la solución trivial para t z O. 

Con esto en mano, procederemos a obtener una ecuación para el 
operador de reflexión de onda sísmica. Para hacer esto más fácil, 
escribiremos el sistema (44) en forma explícita. Así, dicho sistema toma la 
forma: 

	

&ft 	ELA10, _EL  (I  +A» _,  
(57) 

	

dz 	2c 	2c 

— 	-S 

	

dz 	
- A}cif 

—2c 
 (/+ A)0+. 	(58) 2c  

Recordemos ahora que, en el caso de la ecuación de onda sísmica, 
debemos asumir que los potenciales elastodinámicos son funciones 
suficientemente suaves y esto implica que la componente 4)± sea también 
una función suficientemente suave tal que 414-  = ort  = O en t = O. Es 
evidente que tanto R*4+ como (a/a0R*4)+ se hacen cero en t = O. Por lo 
que : 

4 	C72  
K-1U-i-AXR*0+)=1( 

1 
---,K2(R *  0+) 
c ar- 

1 82  
K 

c2at2 
(R * 

4)1 
1 82  

= --x(R*0+ ) 
c2 ót 

= + mic--1 (R* 0-E ) 

Ahora, para la componente 4r, introducimos la ecuación (53) en la 
ecuación (58) y empleamos la relación (55) junto con la conmutatividad de 
los operadores mostrada arriba. y obtenemos: 



Nr±(R* 0+),-2c-LA(R* ) 	,A)(R*0+)] 1 az 	 J az 

= 	+Sz-A}0-  -S-(/ + A)0+ 
2c 	2c 

+ c A}(/+ A)(R* 0+) - S-(/ + A)0+ 
2c 	 2c 

a , 	 3c 1/ 	c (/-E A){—kR*0+1+ t ic1 +-4-A)kR*0±)+-L(/+ A)0+}=0 
2c 	2c 

Ahora usamos el lema 5 para obtener la siguiente ecuación: 

_ 	\ 	_ 
Rz  * 0+  + R*0, + `x   + 2c  A * 0+ )+ 2c  (/ + A)0+  =O (59) 

Introduciendo la ecuación (57) en la ecuación (59) obtenemos: 

R1*O++R*(K-10+ + 1-A0+)-S-R*(/+A)2 (R*0+) 
2c 	2c 

1  3c 
+ 2c A) (

R 0+ ) + -2c.  0+  -- O (60) 

Ahora utilizamos algunas propiedades básicas de la convolución23, 
de la forma que se definió en la ecuación (54), para reducir la expresión 
(60). Así, obtenemos: 

23 Más específicamente utilizaremos las siguientes propiedades: 
a) f*(fg) = (icxf)*g = wx(f*g), p = 1,2 

b) f»(a2g/ax2) = (82f/ax2)*g = 62(Pg)/ax2. 

56 

=1 

820-*gyat2 _ (a2uat2)* g  = frg(a2g1ax2) _ (a2flax2)*,. 
= fi ft(X 	,y -y' ,0),g(x' ,y ,t)ax' ay , 

912  
válida para las funciones fy g tales que en t = O, f = g = ag/at = 0. 
Que pueden verificarse en cualquier libro que contenga el tema de convolución. 

1 



Rz *0+ +R*(x--10+ +-S- A01 -5- R*(/+ A)2(R * 
2c 	2c 

+(x-' + 3S-1A)(R*01+ S-0* = O 

	

2c 	2c 

Rz *0++ R*(x-10+)+R*(tjA0±) -tc-R*(/+ A)2 (R*01 

+E-1+ 3SA)(R*01+ 	=O 

	

2c 	2c 

-x' , y - y', z,0)0+(x', y', z, Odx' ay 

+ A)R *(I+A)R * 0+  = 
2c 

R1  *0+  +2(x--112)* 0+  - 211R(x -x' ,y - y', z,OW(x1 , y ,z,oaxt dy' 7   

+(2Sez-
c 

*0+ + -1-0+ -1-[(/ + A)R *(/ + A)R] 0+ =0 

{12z  + 2(K-1R) + (2E1;AR) tj[(/+ A)R*(/ + A)1211* 0+  

2 jrent  
Zin(x- 	Y - y' ,z,0)0+(i ,y' , z, Ody' dy' = O 

Sea flz = Rz  + bc-1R+2(- )AR-(I+ A)R* (I+ A)R, entonces 

la ecuación anterior se escribe en forma más breve como: 

(FR)* 0+  + 	0 	—
2 

ff12(x- x' , y - y' ,z,0)0+(x', y ,z,t)dx' 	= 0 (61) 
2c 	C 2 91 
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Rz  *0+ + 2R *(x- R(x 

+2-5c-A(R*01+ 

c 
--L- (/) 
2c 

Ahora, imponemos la condición inicial siguiente en el Kerne! del 
operador de reflexión de la onda sísmica, R: 



R (x, y, z , O ) = 4 --Lh(x)6(y) 	(62) 

Con lo anterior, la ecuación (61) se reduce a: 

(PR)* 0+ =o 

Como 4+  es una función arbitrariamente suave, puede ser tratada 
como una función de prueba tal que 4+ = ti) = O. Esto nos proporciona la 
ecuación para el Kernel del operador de reflexión de la onda sísmica: 

dR ( (c_ 1 
—az  +2(1  41—jA)R— 25-c(/+ A)R*(/+ A)R= 0 (63) 

La ecuación (63) y la condición inicial (62) constituyen el sistema 
que debe satisfacer el operador de reflexión de onda sísmica. Como se 
puede apreciar, la forma del sistema es una generalización del caso 
unidimensional24. 

58 

24 El caso unidimensional fue presentado en la sección 3.3 para introducir al operador de reflexión de onda 
sísmica. 



U. Conclusiones 

En el presente trabajo se han deducido conceptos básicos importantes 
para la Sismología. Desde la definición básica de desplazamiento se ha 
logrado llegar hasta la prueba de los teoremas de unicidad y 
representación. En el caso de un medio homogéneo se dedujo una expresión 
que depende sólo de dos parámetros. Para este caso, el caso homogéneo, se 
transformó la ecuación de movimiento en dos ecuaciones de onda. La 
ecuación de onda de- las perturbaciones longitudinal y transversal que en 
sismología se conocen como las ondas P y S. Arribamos a una conclusión 
muy utilizada en sismología y esta es que para estudiar la propagación de 
los distrubios sismológicos es suficiente con estudiar a la onda P dado que 
las propiedades de propagación de la onda S deben ser similares a las de la 
onda P, esto sin tomar en cuenta la velocidad que también se probó era 
mayor para la onda P que para la onda S. En pocas palabras se estudian las 
propiedades tanto de la onda P como las de la S como soluciones de la 
ecuación de onda. Por esto es suficiente coii deducir las propiedades para la 
onda P y éstas se satisfarán por la onda S. 

Es importante hacer notar que le damos su nombre a la ecuación de 
onda sísmica no porque sea distinta a la ecuación de onda, sino porque se 
desea que al referirse a ella, se tome en cuenta que se habla de la 
propagación de las ondas sísmicas y las restricciones que esto implica 
respecto de las propiedades del medio. Esto es, que podemos referirnos a la 
propagación de las perturbaciones sísmicas utilizando la ecuación de onda 
sólo en los casos en los que el Medio puede ser descrito por medio de los 
parámetros de Lamé y más aún, que estos últimos sean tengan variaciones 
espaciales tan leves que puedan ser despreciadas. De tal suerte que los 
términos que involucran los gradientes de los parámetros de Lamé dejen de 
ser importantes en la ecuación de movimiento para que ésta pueda ser 
transformada en las ecuaciones de la onda P y de la onda S. 
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La verdadera estructura del interior de la tierra es bastante 
complicada y, en mucho aspectos desconocida. Cualquier heterogeneidad 
estructural (discontinuidades en la velocidad o en la densidad o en los 
parámetros de Lamé) reflejará y refractará la onda sísmica incidente. 
En contraste con las ondas de sonido y las electromagnéticas, que están 
compuestas sólo de ondas longitudinales y transversales, respectivamente, 
para las ondas sísmicas es necesario lidiar con ambos tipos de onda 
simultáneamente. Obviamente el problema de reflexión y refracción de la 
onda sísmica se hace más complicado. 

Para hacer el procedimiento matemáticamente más tratable es que se 
han introducido las simplificaciones del medio.. Esto es, el medio es 
isotrópico y en el caso más complicado es un medio estratificado separado 
por interfaces horizontales. Esto se puede asumir en virtud de que la 
longitud de onda de la onda sísmica es mucho menor que la curvatura de la 
superficie terrestre. 

En seguida se procede a la factorización de la onda sísmica. De 
nuevo este proceso es válido sólo en el caso en el que se tiene una variación 
espacial suficientemente suave para despreciar los gradientes de los 
parámetros de Lamé. 

Se obtuvo la factorización de la ecuación de onda sísmica para 
medios en los que la velocidad varía sólo con la profundidad, coordenada z 
en la derivación de la factorización. 

La factorización de la ecuación de onda sísmica, nos conduce hacia 
el estudio del operador de reflexión de onda sísmica. Finalmente se 
presenta la ecuación cuadrática integro-diferencial que debe satisfacer el 
Kernel del operador de reflexión. La existencia de la solución para el 
sistema que satisface el Kernel no fue examinada aqu25  pero debido a la 
función delta en la condición inicial, se debe buscar la solución que 
pertenezcan al espacio de las distribuciones suaves. El término cuadrático 
no debería presentar problema ya que es una convolución y el operador ( 
es también una convolución. 

En la práctica, el sistema formado por las ecuaciones (62) y (63) 
puede ser usado para el problema directo y para el problema inverso. 

En el problema inverso, se puede utilizar en los métodos de 
migración. R(x,y,z,t) es una función conocida en el plano z = O, debido a 

25 Sin se desea leer sobre esto, una buena fuente para buscar sobre la existencia de este operador es [9]. 
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que se tienen los datos de la superficie en los experimentos de exploración. 
La ecuación (63) puede ahora ser empleada para construir numéricamente 
R(x,y,z,t) paso a paso (migrando capa a capa en un medio estratificado) en 
la región z>0, y el valor de la velocidad, c(z), se puede ahora recuperar de 
la condición (62). 

En conclusión, se ha deducido un método para facilitar la migración,  
de los datos sísmicos de exploración. O sea, transformar los datos obtenidos 
en la superficie de la tierra a una superficie hipotética más profunda. Esta 
transformación es de naturaleza de convolución. 

La ventaja de la ecuación (63) es que puede ser solucionada por 
métodos numéricos simples. Existen trabajos previos para solucionar el 
problema de la migración de los datos sísmicos pero estos requieren 
métodos de solución que son computacionalmente difíciles de implementar. 

Con la ecuación (63) se presenta una alternativa que puede ser 
trabajada con más facilidad pues envuelve el cálculo de el Kernel en una 
ecuación simple. 

1 
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