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Prefacio

La sismologia es una ciencia fisica matemdtica aplicada. Como tal, a
partir de desarrollos matemdticos rigurosos, se deducen propiedades fisicas
importantes.

Una de las aplicaciones de la sismologia es la exploracidn sfsmica,
Esta consiste en la utilizacién de explosiones controladas para analizar las
propiedades de una localidad determinada en la corteza terrestre.

Cuando se analizan datos de exploracion sismica, se puede utilizar,
entre otros métodos, el de migracidn. Este método supone que un reflector
de la onda sismica presente debido a la heterogeneidad de la corteza, puede
ser constderado como una fuente sismica, es decir migrar, tedricamente, Ja
fuente sismica hacia el reflector. Es posible estudiar esta migracién al
utilizar el llamado “operador de refiexion de onda sismica’™.

En el presente trabajo se presenta al operador de reflexion de onda
sismica y se expone como factorizar la ecuacién de la onda sismica. Esto
con ¢l fin de facilitar la comprensién de algunos métodos de migracién y
de ofrecer una herramienta para el andlisis de datos sismicos de
exploracion. Este trabajo ademds representa una contribucién a la
fundamentacidn de la teoria matemdtica que envuelve la investigacion de
exploracion sismicay, en forma general, a la sismologia.

Se presenta una introduccion a la teorfa de la mecdnica del medio
continuo en el marco sismoldgico. Los enfoques de Lagrange y Euler para
analizar un problema en un medio continuo. Se incluyen también
definiciones fundamentales como: el tensor de deformaciones, el tensor de
esfuerzos. fuerzas de traccion y de cuerpo. la ecuacién de movimiento en
un medio continuo. medios eldsticos, la ley generalizada de Hooke.

Esto proporciona a los pardmetros mds importantes de la exploracion
sismica. surepresentante en la teoria matematica de la elasticidad.

Una vez en el dominio de las matemdticas. se prueban teoremas
fundamentales como unicidad y representacion, -y se introduce el tensor de
Green para probar el {corema dc reciprocidad, gue es fundamental para los
métodos de migracion para el andlisis de datos de exploracién sismica. Es
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aqui donde la factorizacién es acoplada con la teoria bésica de [a elasticidad
para obtener un método de andlisis de datos del tipo de migracién. La
factorizacién es alcanzada por medio de la resolucién de ecuaciones
integrales ¢ integrodiferenciales y se deducen propiedades importantes del
operador de reflexion que contribuyen a su acoplamiento con el método de
analisis.

Con Ia declaracion de la década internacional de reduccién de
desastres naturales, la instruccién universitaria en el campo de la
sismologia s¢ hace necesaria. Sin embargo, la bibliografia disponible para
la fundamentacion de los conceptos bdsicos es muy limitada. Uno de los
propositos de este trabajo es hacer accesibles algunos resultados
fundamentales en sismologia que se obtienen de un desarrollo matemitico
riguroso, ast como abrir el camino para investigaciones que requieran de
un fundamento matematico para la implementacién de métodos de solucién
de los problemas que envuelven la estructura de la corteza terrestre, la
descripeion de la fuente sismica, la respuesta del suelo ante los eventos
sismologicos y la solucién de 1a ecuacion de la onda sismica.

La educacion universitaria sobre la sismologia es necesaria ademads,
pues la propia ciudad capital (asi como gran parte del territorio nacional),
no se encuentra libre de los efectos de los fendmenos sismolégicos, como lo
muestra el terremoto de hace 20 afios. Asi, otro de los objetivos de este
trabajo es incitar a estudiantes ¢ investigadores a seguir ¢l camino que aqui
s¢ empieza a abrir: implementando. por ejemplo, algoritmos para la
aplicacion a los datos de campo, basadosen la formulacién matemdtica aqui
desarrollada. Es brindar una herramienta para que luego, en el campo de Ia
ingenieria, sea pulida y puesta en préctica en ¢l estudio de las propiedades v
caracteristicas de nuestro medio.
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I. Introduccién

La geofisica moderna envuelve el estudio de deformaciones de una
gran variedad de materiales. La corteza, el océano, etc. Algunos estudios

geolSgicos necesitan dindmica de fluidos. La sismologfal necesita la teorfa
matemdtica de la elasticidad.

Para analizar el comportamiento de las ondas sismicas en el interior
de la tierra, debemos comenzar con una descripcién de la Mecéanica del
Continuo aplicada a la Sismologta. En parte porque sera util para el mejor
entendimiento de los capitulos subsiguientes y, en parte porque esto se
cncuentra rara vez en libros de sismologia.

El medio por el cual viajan las ondas sismicas, el interior de la
tierra, serd tratado como un medio ‘continuo, es decir su estructura
molecular no tiene consecuencias y hablaremos de un elemento de material
que es infinitamente pequefio. La hipdtesis del continuo nos permite
cxpresar leyes fisicas que estdn formuladas en términos de cuerpos de
tamafio finito, como ecuaciones diferenciales que se aplican a un elemento
del continuo.

El movimiento y la deformacién de un medio continuo, pueden
describirse matematicamente de dos formas: el enfoque de Lagrange vy el
enfoque de Euler. En el enfoque de Lagrange se describe el
comportamiento de un elemento de material que estd especificado por su
posicién original en algiin tiempo de referencia. En el enfoque de Euler se
describe el comportamiento de una localizacién espacial particular sin

' T El estudio de las ondas sfsmicas (también conocidas como ondas eldsticas) tanto en su generacidn como

€N su {ransmisién en el interior de la tierra y su recopilacicn en registros en la superficie de la tierra. Es bajo
el alcance de esta ciencia, una ciencia fisico-matemdtica aplicada, que se encuentra el estudio del operador &
rellexién de la onda sfsmica.
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importar qué elemento de material ocupe este espacio. En general el
formalismo de Lagrange es mas itil en la teoria matemstica de la
clasticidad y el formalismo de Euler es comidnmente usado en la dindmica
de fluidos. Para deformaciones pequefias las dos descripciones son
indistintas en muchos aspectos.

El desplazamiento de un material no es tan importante como Ia
deformacion. Esta Gltima, en un medio de tres dimensiones, consta de
nucve componentes que corresponden a las tres direcciones de movimiento
por cada una de las tres dimensiones de longitud unitaria. La deformacién
serd representada utilizando un tensor, pero sélo seis componentes
independientes del tensor simétrico de deformacién son necesarias para la
teoria de la elasticidad. '

- Las fuerzas que actian en el medio son de dos tipos: Fuerzas de
Cuerpo y Tracciones. La fuerza de gravedad es un ejemplo de una fuerza
de cuerpo, sin embargo podemos despreciar su efecto en las ondas sfsmicas
de periodo corto, que son las ondas que se estudiardn en el presente
desarrollo.

Las fuerzas de traccién serdn representadas por medio del tensor de
esfuerzos. Este aparecerd de forma natural cuando hagamos una
descripcién matemadtica de la deformacidén de cierto elemento de espacio
(regién del espacio). Para hacerlo, tomemos una particula que se encuentra
inicialmente en la posicién x (i.e. x(tg) = x) y una particula que se

encuentre inicialmente en la vecindad de radio ¢, con £ > 0 arbitrariamente
pequefio. La segunda particula se encuentra en la posicién x + 8x.

De esta forma, La ley de conservacién de momentum angular
desembocard en una ecuacién de movimiento especializada para sélidos
eldsticos que mds tarde serd transformada en una ecuacién de onda. De esta
dltima se desprende el operador de onda sismica, que serd factorizado para
facilitar el andlisis de los datos sismolGgicos y el estudio de la propagacién
de la onda sismica a través del interior de la tierra. Por esto es importante
definir los conceptos fundamentales preliminares para luego atacar el
problema de la factorizacion def operador de onda sismica, partiendo de la
utilizacién del teorema de reciprocidad (éste y otros teoremas

fundamentales que se refieren a la solucién de la ecuacién de movimiento2

2 La ecuacién de movimiento es una ecuacién diferencial de segundo grado en el desplazamiento sometida
a condiciones de frontera, por tanto debemos justificar la unicidad de la solucién para el desplazamiento.
Ademds, como es usual, serdn necesarios para el desarrollo matemético posterior, teoremas de representacién
y Teciprocidad,



serdn presentados en el capitulo 11). En este capitulo se presentan algunos
conceptos basicos y teoremas fundamentales.

A. La descripcion de la deformacién en medios continuos.

I. Desplazamiento

El desplazamiento es una funcidn del tiempo y del

espacio, u = u(x,t) , que representa el vector distancia de la posicién

de una particula a un tiempo t, desde la posicidén X que ocupaba en cierto
tiempo t().

Pero nuestro interés estd centrado en las deformaciones de los
elementos de materia y no en el desplazamiento en si. Por tanto
enfoquemos ahora nuestra atencién al elemento de linea que las une y
expresemos matemdticamente la deformacién que sufre este elemento de
linea cuando la particula en x se mueve hacia la nueva posicion x + u(x,t)
en un tiempo t. En el instante t, la otra particula se encontrari en la
posicién X + 8x + u(x + 8x,t) . La figura 1 muestra la situacién.

Fig. 1
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De la figura 1, se extrae la siguiente informacién:
Ox +6u=x+6x+u(x+ﬁx,1)—x—u(x,t) (1)

El tercer término de la derecha puede ser aproximado por medio de
upa ecxpansion de Taylor alrededor del punto x. Dado que ¢ es
arbitrariamente pequefio, se tiene que |8x{ << 1. De esta forma se tiene:

u(x +8X.8) = u(x.8) + (dx*V)u + o(8x2) 2)

Al introducir Ia ecuacidn (3) en la ecuacidn (2) se obtiene:
88 = (3x~V)a + o(dx2) (2

Para expresar la ecuacién (3) en una forma en que podamos
interpretarla fisicamente . haremos uso de la funcién Delta de Dirac, 8. del
tensor alternante, Ejk. ¥ sus propiedades. También wusaremos
constaniemente [a notacién de Einstein en la que, indices repetidos
significan sumatorias y comas significan derivaciones espaciales,

Teorema I: : :
Sijkﬂjlmum,lﬁxk = u;,jﬁxj - “j,iaxj

Demostracion:

gjk = -gjik
-
Eijke{lmUm, 10Xk = ~£jikejlmUm, 10Xk
= (9§18 m - dimOk1)um 10Xk
= dimdk1um, 10Xk -0i10kmUm, 10Xk
= uj k8xk - uk,idxk
= 1 j0%; - 1y ;8x;
==
&5 ikEjlmUm, 19Xk = 1j j0X; - uj ;9x;




Teorema 2:
5 1 1
u = E(ui‘j + U )(ij +E[(qu)xéxji

Demostracion:
De la ecuacién (3) tenemos

on = (6x*V)u
En notacién de Einstein:

duj = uj j0xj = uj,joxj + (uj i8x; - uj i 8xj)

e N N

1 .
(u;; —u; x; +E(ULj + U5 )0X;

fl

1
(u, + u;;)0x, + > Eik € iU 1 OK,

1
(o ;+ u;;)0x; + Egiﬂc (V xu);6x,

(U, +u,;,)6x, + %[(V xu) x ox},
—1

' 1
- oy, =—;(u-Lj +uy; )X +-:-2-[(Vx u) x 0x};

2. El Tensor de Deformacion.

El tensor de deformacién, e; j»esel

termino de deformacion pura de du y se define matemdticamente por
la relacion siguiente:

1
€= E(ui,j T U




B. La Ecuacion de Movimiento en Medios Continuos

(1). Traccion

La traccion, T, o fuerza de traccion, es un vector que
representa la fuerza por unidad de &rea que actia a través de la
superficie interna dentro de un medio continuo. Esta cuantifica la fuerza
por unidad de drea que una particula que se encuentra de un lado de la
superficie ejerce sobre otra que se encuentra del otro lado.
Matemdticamente se define como:

(ii). Fuerzas de Cuerpo

_ Las fuerzas de cuerpo son todas aquellas fuerzas
que actdan sobre las particulas de un medio sélido o liquido y, que
resultan de la interaccién con particulas no adyacentes o, que se deben a la
aplicacion de procesos fisicos externos al medio.
Denotaremos las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen por f.

Propiedad:
Si asumimos el formalismo de Lagrange, entonces
a)“:(?t’ b)ll: 6tz. (4)

Demostracion:

. di guox Ju Ju
a) un=uxt= U= df = 5X§t+o'?t=at

15) ) 15
du ot ot | dx + ot — a:u

pi-d = d - W ot or*




Teorema 3:

La segunda ley de Newton, aplicada al volumen V, de un
medio continuo, delimitado por la superficie dV, puede ser escrita, en
términos de las tracciones y de las fuerzas de CuUerpo como:

f{ 1l p%:?dv - f.‘[ff dv + {{T(n )dS

Demostracion:

Si P es la cantidad de movimiento lineal v, F, la fuerza
externa total que actia sobre el volumen V, la cual se puede separar en las
fuerzas que actdan sobre la superficie que delimita a V y las fuerzas que
actian sobre las particulas del interior de V. Esto es, las fuerzas de traccién
y las fuerzas de cuerpo que actdan sobre el volumen V: entonces tenemos,
para el Volumen V:

dm = pdV
= dP = vdm = pvdV

=¢P=I!:fpvdV

La segunda ley de Newton es:

Por lo que

v | v [

Sin embargo, el volumen V no cambia con el tiempo (de acuerdo con
el formalismo lagrangiano), asi como la ley de conservacién de la masa es
aplicable (pdV = dm, permanece constante), por lo tanto
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c% [ Il l il Pvdv} )= fﬂ%[pvdv]
o

(e 2+ 2 v
5 )

Como el segundo término es cuadritico en v, al tomar

desplazamientos y velocidades pequefios# podemos despreciarlo, para asi
obtener

P df

T |- (g - < s

3 Al introducir la derivada temporal dentro del signo de la integral, obtuvimos la [lamada Derivada de

Stokes (también Hamada por algunos autores Derivada Material):

D 4
—-Zivev
Dt o

Fisicamente, esta derivada represema la razén de cambio de una variable medida por un observador que se
mueve ¢con el volumen V.

4 En Sismologia esto se justifica ya que tanto los desplazamientos como las velocidades son despreciables
comparadas con la longitud dela onda sismica.



Teorema 4:

La traccion , T(m), pucde ser expresada en términos de
componentes en los ejes principales de un sistema coordenado, i.c

T(n) = T(x{)n;
Demostracion:

Sabemos que

- )_(OBC OAC DAB\
=\l ts) =\ TR ZBC ABC)

Donde ABC representa el drea del plano delimitado por las rectas que
unen los puntos A, B, C. Similarmente, OBC, OAC, OAB representan ¢l
drea delimitada por los planos delimitados por las rectas que unen los
puntos O,B,C ; O,A,C; O,A,B; respectivamente (Ver la figura 2).

Tenemos que cuando 8V tiende a cero, <T> =03

Tomemos ahora el volumen mostrado en la Figura 2, entonces

(T) = T(m)ABC + T(-x,)OBC + T(-x,)OAC + T(-X_._,)OAB -0
ABC + OBC + OAC + OAB
= T(n)ABC = -T(-x )OBC - T(x,)0AC - T(-x,)OAB

= T(n)ABC = T(x,)OBC + T(x,)O0AC + T(x,)OAB

OBC OAC OAB
= T(n) = T(X‘):ﬁs—f + T(x,) ABC + T(XS)E—B-C-:
= T(n)= T(x,)n, + T(X;)m, + T(X3)n,

=Th)=T(x))n,

5

El promedio de las fuerzas de traccién en el 4rea es cero debido a la continuidad de las fverzas &
Traccidn.
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Fig 2

(ii1). El Tensor de Esfuerzos
La componente tk] del tensor de esfuerzos

se define como la 1-ésima componente de la traccién que actiia sobre
el plano normal al k-ésimo eje (xi). i.e

wl=Tixp) 6  Tj=Tjn

(iv). La Ecuacién de movimiento

Las ondas sismicas viajan en el

interior de la tierra, la cual es tratada aquf como un medio continuo.
Para ser estrictos debemos tener presente que en el tiempo t, la partfcula en
estudio ya no estd en la posicién x sino que se ha movido a la nueva
posicién x = x + u. Por lo tanto, las derivadas espaciales deben tomarse
con respecto de x , de 1o contrario estarfamos asumiendo el formalismo de
Euler. Sin embargo,. para deformaciones pequefias, el formalismo de
Lagrange conduce a los mismos resultados que el formalismo de Euler.
Por o tanto, siempre que las deformaciones son pequefias el resuitado serd
valido para aplicaciones basadas en ef formalismo Lagrangiano.

En la ecuacién de movimiento se presenta una relacién entre la
aceleracién de un elemento de volumen del medio continuo y las fuerzas
que actdan sobre €l. Las fuerzas de cuerpo se representan como fuerzas por
unidad de volumen, mientras que para representar a las tracciones (fuerzas
superficiales) empleamos el tensor de esfuerzos. Esto para especificar no



i1

s6lo la fuerza por unidad de area, sino también la orientacién de las
superficies sobre las cuales actian.

Dentro del volumen, las fuerzas intermoleculares se cancelan
(siguiendo la tercera ley de Newton), por lo que la totalidad de las fuerzas
que acttian sobre el volumen V ya han sido especificadas.

El siguiente teorema es la ecuacién de movimiento.

Teorema 5:
pu: =1 + T

Donde uj es la i-ésima componente del desplazamiento, fj es la
i-ésima componente de las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen y, T
€s una componente del tensor de esfuerzos.

Demostracicn:
Partimos de la segunda ley de Newton ( Teorema 3)
expresada en la i-ésima componente.

fjv‘fpiif - [[frav + [[Tamas
ffvf pu;dv = fﬂ‘ﬁdv ¥ fﬂrﬁ nds
[ e
= JIJ5av fffesds
af!f(ph}- f,-7;,)dV =0
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Como ef volumen escogido es arbitrario, el integrando debe ser cero para
que la ecuacién se satisfaga, entonces

pui=1f+7,;

C. La Simetria del Tensor de Esfuerzos

Teorema 6:
El tensor de esfuerzos es simétrico. i.e. Tij = Tjj

Demostracion: :
Probaremos esto utilizando la ley de Ia conservacion del
momentum angular:

dL=xxdP=T_,

Donde L es la cantidad de movimiento angular, P es la cantidad de
movimiento lineal, Text. es el torque externo neto que actia sobre el

volumen V.
dL =xxP=xx(pvdV)= p(xxv)dV

dL df ]
= =El_f‘,’,.fP(XXV)de

(3)

- %mfp(xx v)dV} - [ o £V [ x This
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El término del lado izquierdo de la ecuacién (5) puede ser escrito de
una forma diferente al escribirse por componentes y utilizando la derivada

de Stokes6 para introducir la derivacién en la integral .

- & [P |- )
Il AT
(o[t B v
- [[J peu| Vv, + =k, }dV
- [ensidv e, 2
- [ peulexviav + fffo e
- [fren 2

-i—lfffp(xxv dVJ fffpsyk——-x dv

de

D g
——=—4vyveV
6 Recordemos que la derivadade Siokes es DX
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Tomando este dltimo resultado, regresamos a la ecuacién B) vy
usando la definicién del tensor de esfuerzos:

o 22 [ etV feasrinas
- [ffeush %fffﬁ[ o
ff £,x £,V + fffsjk T+ x, 2k JdV
= [[feurfiav [ ewrsav + M ews —LdV
= f[feu{ 0 )V = [ etV - fffe, %dv [ eutaav
= fffgyk( —k - xf - )dV fffs%rJAdV

fffﬁykx ( Dy _¢ _ %’f—) dv = fﬂsﬁk-zjkdv ©

De nuevo reducimos la derivada material a la derivada temporal
parcial con lo que el paréntesis del término del lado izquierdo de la
ecuacion es igual que cero (la ecuacién de movimiento). Asi, obtenemos:

0= [[[ £ xdV
14

Y como ¢l volumen V es arbitrario, la ecuacién anterior implica:
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ExTy = 0

= E,T, + €Ty = 0

= EpTp = EpTy

D. La Ley Generalizada de Hooke

1. Medio Eldstico
Un medio se llama eldstico si su energfa de
deformacién depende sélo del estado actual de la deformacién y no
de la historia de la deformacién. Es decir que posee un estado natural (de
esfuerzos y deformaciones) al cual el sistema regresa al remover las
fuerzas que se le aplican.

2. Lev generalizada de Hooke

Cuando un medio es eldstico, las
deformaciones que sufre y los esfuerzos a los que estd sometido son

proporcionales’- En otras palabras, cada componente del tensor de
esfuerzos es una combinacién lineal de todas las componentes del tensor de

deformaciénS.
i.e.

Sy 2 Tij = Cijpqepq )

7 Para un resorte, Hooke presentS la ley F = kx; Para una cuerda la deformacion y los esfuerzos estdn
refacionados por medio del mddulo de Young, pero en nuestro medio tri-dimensional nesecitamos un tensor
de cuarto orden para esta relacién.

8 Se tiene una ecuacién tensortal. El tensor de esfuerzos es un tensor de segundo rango. Asi que el lado
derecho de la ecuacion debe ser una reduccién de orden del tensor Ciqu . Esto indica que el tensor &

deformaci6n deberia ser un tensor contravariante. Sin embargo lo escribimos como covariante pues tanto
€sle como los dos restantes son tensores cartesianos.
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El tensor cjjpq es llamado el tensor de elasticidad. Debido a la

simetria que posee el tensor de esfuerzos, el nimero de componentes
independientes del tensor de elasticidad se reduce de 81 a 21.

La tierra es un medio anisotrépico (sus propiedades cambian cuando
se cambia de orientacién), pero puede ser considerado, cuando no se
estudian propiedades locales de la corteza, como isotrépico (sus
propiedades en cualquier posicidn son independientes de la orientacién). En
el caso de los medios isotropicos, ha sido demostrado (Jeffreys & Jeffreys,
1972) que el tensor de cuarto orden mds general que tiene las simetrias
exigidas por la isotropfa (invariante bajo rotaciones) tiene la forma:

Cijkt = AOjjOk1 + m(dikdji + 8i1djk) (8)

A y u son conocidas como los pardmetros de Lamé. Estos pardmetros
se relacionan de forma directa con los mddulos de compresibilidad
volumétrica y rigidez transversal.

Asi, sustituyendo en la ecuacién (7), tenemos que para un medio
isotrépico la ley de Hooke se reduce a:

Tij = Aekkdjj + 2ueij . )



I1. El Teorema de Representacion

En el capitulo 1 se dedujo la ecuacién de movimiento de una forma
especializada para medios el4sticos.

pui = fz.+r,.j,j (10)

Una ecuacion diferencial de segundo grado que se encuentra sujeta a
las condiciones de frontera que le imponen, entre otras, la superficie de la
tierra. La teorfa matemdtica de las fuentes sismicas estd basada en esta
ecuacion y en dos teoremas fundamentales relacionados con ella, el teorema
de Unicidad y el de Reciprocidad.

El primero de ellos se explica sélo: la solucién de la ecuacién de
movimiento puede obtenerse de forma Gnica si se conocen: las condiciones
iniciales en el desplazamiento y la velocidad y, el desplazamiento o las
tracciones © alguna combinacién lineal de ambos en la superficie
(condiciones de frontera). :

El segundo establece que las fuerzas y sus consecuentes
desplazamientos eldsticos pueden ser intercambiados, si revertimos sus
tiempos de aplicacién para no entrar en conflicto con la causalidad de los
eventos. '

Una consecuencia es que la respuesta eléstica a cualquier fuerza
aplicada puede ser escrita como la superposicién de desplazamientos
causados por fuerzas puntuales. Este resultado se conoce como el teorema
de Representacion. Surgen entonces fuerzas ficticias como una alternativa
matemadtica para la representacion de la fuente sismica y, el Tensor de
Green, la respuesta de la tierra a una fuerza puntual dada. Se necesita de un
tensor porque se desea relacionar un vector (la fuerza) con otro vector (el
desplazamiento).

El célculo del tensor de Green para modelos realistas de la tierra es
uno de los objetivos principales de la sismologfa tedrica. Para esto, tres
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métodos principales son utilizados: La teoria del rayo (basada en la dptica
geométrica y la Optica fisica), Sismologia de Reflexion y, modos normales
de oscilacién. Cada método tiene sus ventajas segiin la aplicacién.

A. El Teorema de Unicidad

El primer paso para probar el teorema de unicidad es probar un
Lema que nos dice ¢cémo podemos expresar la potencia en términos del
desplazamiento, u, y del tensor de esfuerzos, Tj-

Lema 1:

% =f£f[p;i££i+fijblf,j:|dv

Demostracion:

%:f!ff-ﬁdmgwﬁds
e () o

=f!f'f[(pw 1.11-— T, uz) + (’E’ij,jl.li+’b'ij 1.11-,1-) }dV

. L -

=ﬂf(p uili+T, u,-,j)dV
Vv
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Teorema 7 (Unicidad):

El campo vectorial u = u(x,t) para x € V2 8V =
S, sujeto a las condiciones iniciales y de frontera:

(i) u(x,t0); x € int(V),

i) B t) . ¢ & ing(v),

(iii) f(x,0); X EV, t = t,,

(V) Tx,t); xE813§ US =8, t> to
Muax,t);x €S ,t= (.

estd determinado en forma tnica después del tiempo tQ.
Demostracion:
Para demostrar unicidad, asumimos que existen dos

soluciones diferentes para probar que de hecho deben ser la misma.

Sean ul y u? . soluciones distintas de la ecuacién de movimiento bajo las
condiciones iniciales y de frontera especificadas por (i)-(v) .

SealU =wul - u2, tenemos dos casos:

Caso 1: x € int(V) U Sy .

se!

u. = f; +Ty;

"; W x Eint(VH)US,
u =f + tij'jj

Ahora, recordando que para x ( int(V) U Sy se cumplen las

condiciones de frontera (iii) y (iv), restamos la segunda ecuacién de la
primera. De lo que se desprende que

Ui=0 s xecinkv)US;. (11
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Caso2: x €%
Consideremos primero una de las simetrias del tensor de
elasticidad?:

Ty = CipgCrpq = Eciqu(unq +u, )
i |
= n CiipgUp q +'—2_Ciqu Uy p
i i
= 5 CiipgUp.q +5Céiqpup'q
1

Eciquup, o t —Z_Ciqu Yo q

=C,; U

¥pg- p.q

u (12)

= Ty = Cipglng

Introduciendo la ecuacién (12) en la ecuacién (10) (ecuacién de
movimiento) aplicada a ul y u2, obtenemos:

eel h

Ui = fi + (Ciquup,q)j

) | tVx €S,
u =1f + (ciquup,q)j

9 La simetria Ciqu = Cijqp es una consecuencia de la simetrfa natural del tensor de deformacion, el cual
estd relacionado con la elongacién y no con la rotacion.
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Nuevamente restamos la segunda ecuacion de la primera, asf:

Us=(cput ) =(c;,02,)
! Cupqup,[l J Cipq Yp.a J
_ 1 2

(Ciquup.q CijpaUp.q )J-
CAE
Ciipa\Upq ~Upq
12

»J
=0

-J

Por lo que:

Ui=0 g xe sy (13)

Las ecuaciones (12) y (13) nos indican que:

Ui=0 s x ev. (14)

La ecuacion (14) sugiere que el campo del desplazamiento U es
provocado por:

a) Fuerzas de cuerpo f* = 0, parax €V,
b) Fuerzas de traccion T* = 0, para x € $y.

Claramente U(x,t) = 0 para x € $7 (la condicidn de frontera (v)).
Las tres condiciones anteriores implican que la potencia es cero.

dW * . « - . -
—=({{f sUdV T sUdS T «UdS
g o i g
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. . . ) * . .
El primer término es cero porque f~ = 0, el segundo término es cero

porque T* = 0 y, el tercero es cero porque U(x,t) = 0 y por tanto su
derivada también lo es.

Por lo que, utilizando el Lema 1,

fff[pu Ui+T, uz;]dV 0

Ahora integramos la ecuacién anterior con respecto del tiempo:
! I' LX) - * 'I
0= Puili+T; u, dv dt
I J

(
—-ffflf- ( ) " |

(el

- fﬂ% p(z.;,-)zdv + ffvf(irgl;,-,,- dt) v (15
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Sin embargo,

jt[ inqu qU ]_ Cijpg i[Um UIJ]

UMU +c. U U

lJPC! jpq " pq

o UiiU, ¢, U Ui

iipq ~' p.q

Ciipq U'J U g T Cijpg Up.q U"'J'

=2c, UPqUi,j

ijpq
1 d

= 53;[ Uil =€ Upa U, (16)

Introduciendo [a ecuacién (16) en la ecuacién (15) obtenemos:

AR [ A
-3 Je(C )d‘”—fff%m ol

Es claro que el primer térmmo representa la energfa cinética y, el
segundo la potencial eldstica. De hecho, ambas energias son

positivo-definidas10- Por lo que se debe cumplir que ambas son cero para
satisfacer la ecuacion anterior para todo t = t0 y xEV.

10 Tanwla energia potencial eldstica como la cinética resultan de la integracion de €rminos cuadrdticos.
Por lo que deben ser positivas.
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De lo anterior se deduce que Ut =0 para t > 1y y xEV. Ademss,
sabemos que Uj(x,tg) = 0 por lo tanto Uj(x,t) = 0 para t > tg vy XEV.

Asti:

Ux,) =0 parat>tgyxeV.
= ul -u2:0parat2t{]yx€V.
= ul = u2 para t= 15 yx€V.

Es importante insistir en el resultado que acabamos de obtener pues
nos afirma que si la ecuacién de movimiento especializada para medios
elasticos tiene una solucién, entonces ésta debe ser tinica. En otras palabras,
el teorema de unicidad nos dice que sin importar el método que utilicemos
para resolver la ecuacién de movimiento, debemos obtener una solucién
tnica. Todas las representaciones son vélidas e iguales entre sf siempre que
el método para obtenerla sea valido.

B. La Relacion de Betti

Otro resultado importante y fundamental es el llamado teorema de
reciprocidad. Este teorema depende sélo de la simetria del tensor de
esfuerzos y se aplica aln para medios anisotrépicos. Sin embargo, para
expresarlo de una forma general para un medio arbitrario, debemos
primero probar la relacién de Betti y encontrar una forma de representar
la reaccién de un medio cualquiera para las fuerzas de cuerpo y las de
traccién, el teorema de representacion y el tensor de Green.

Consideremos el campo del desplazamiento sometido a diferentes
cargas (fuerzas):

u(x.t) sometido alas cargas TenSyfenVy,
v(x.t) sometido a las cargas T* en Sy g en V.
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Por o que:

pu; =fi+rl.j,j

-8 *
pVi = gi +Tij,j

Teorema 8 (Relacion de Betti): |

f.g(f'v—g'u)dv =ff(T*'u—T'v)dS

Demostracion:

Multiplicando la primera ecuacion por vi y la segunda por uj vy,
substrayendo los resultados obtenemos:

p(uzv —viu ) fv, —gu, +7,; v, -—twu,

Ahora integramos en el volumen V y en el tiempo tomando al tiempo
" tp como tiempo de referencia.

[ffpluev -viu)avar - [ ([[(ty, - g )avae+ ([ v -7 )avas (17)

La integral de volumen de las tracciones (segundo término del lado
- derecho de la ecuacidn anterior se puede escribir:

i As e WEL VALLE U2 GUATERMALS
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I’;f(tlfjvf -7, )dV =f.!:f(1"ﬁvf -7, ),jdv _f.!:f(tffvfe;" '7:1,jef)dv

Ademas
Te. =c.e.e : i
i T Cipg® i€y = Cpaif€ g€y = tp € pa

= fﬂ(qﬁ € =Ty )dV =0
Por o tanto, la ecuacién (17) se transforma en:
af}i'p% (hi v, = viu,)didv =}}O'fg(ﬁvi - g, )dVdr + jn'ﬂv]'(r,.},jv,. -7} u, JaVar
=>ﬂv' p([x,- v, —viu) ;dV=j;‘w(fivl - gu,)dVd +Ijgjjv‘f(rgvi.- Tu) dva
=:f fﬂ(fi v, - gu, )Vt + J’g(anjv,. — T ,1,u,)dSdt
[(If €~ g,v)dvar +jff(T,—V.- —T/u,)dSdt  (18)

f
[ 4 1, 8V

Ahora integramos sobre todo el tiempo para obtener el resultado de
estado estacionario y asumimos que el medio se encuentra en un estado
inicial no-perturbado de equilibrio de tal forma que:

fj;fp(l.lvl- - u,.\;.-) [dV =0

Finalmente la ecuacion (18) toma la forma:
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f ] (tv, - g, )avdr = f ((T7w, ~ Ty, Jdsar

it 6V

ff fiv, = giuf)dv =ff(1;*ui =Ty, )dS
f.!;f(f°v—g-u)dv=g(Tou_T.v)dg (19)

La ecuacion (19) es conocida como el teorema de reciprocidad de
Betti o simplemente como la relacién de Betti. La importancia de esta
relacién es la siguiente:

Sea u es el desplazamiento en un punto debido a la
fuerza de cuerpo f aplicada en otro punto. Sea g otra fuerza de cuerpo
paralela a u y aplicada en el mismo punto en el que u esta siendo medido vy,
v el desplazamiento correspondiente a g en el punto de aplicacién de f. La
relacién de Betti establece que v es paralelo a f. Por lo tanto f Yy u son
intercambiables.

La relacion de Betti es una parte central de toda la teorfa de la fuente
sismica, pero no es suficiente atin para el estudio de la mi gracion

sismicall. Sin embargo es la base fundamental para que, junto con el
tensor de Green, se obtenga el teorema de reciprocidad en la forma
adecuada para la aplicacién de los métodos de migracién.

C. El Tensor de Green

Para resolver la ecuacién de movimiento para medios continuos
seguiremos el camino usual. Esto es, consideraremos un problema auxiliar
elemental para ¢l cual f tiene una forma especial.

Asumimos una fuerza de cuerpo que es aplicada a un punto del cual
el vector & representa su posicion. Sea la variacién temporal de f la funcién

11 Los métodos de mi gracion son métodos de andlisis de datos simoldgicos en el campo de la exploracién
sfstnica. En el capftulo 4 se habla sobre estos métodos.
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delta de Dirac (una variacién de impuliso), aplicada en el tiempo t = T v,
orientada a lo largo del n-ésimo eje coordenado.

Asfi la fuerza se puede representar por:
f, = Ad,,0(x - E)(t-1) (20)

Donde iy, es la delta de Kronecker, las 8’s son funciones delta de
dirac espacial y temporal. A es una constante unitaria con unidades
Kgms-1 para tener una correcta unidad de f al multiplicar.

Ahora introducimos la ecuacién (20) en la ecuacién de movimiento y
dividimos la ecuacidn resultante por A:

I 13
p_(Ku:-) = %0 -B)A(t-T)+ (C”” G—* ") v’)

o

i
N ui(x'ﬁt) = Gin(X9 I;E,‘L') . .
Denotamos A , donde el subindice n
representa la orientacién de la fuerza. Asi, la ecuacién anterior ser4:

pGin = 8,8(x ~5)3(t-7)+ (¢ G ),,—

El término Gjp, introducido arriba, es el tensor de Green.

Representa una solucién elemental de la ecuacién de movimiento para
medios continuos. También es conocido como la respuesta del medio al
impulso unitario o respuesta eldstica del medio.

Tanto el desplazamiento como la fuerza son vectores, por lo tanto
una descripcion completa de la respuesta del medio a una fuerza puntual
impulsiva requiere de un tensor y nos referimos a él como el tensor de
Green.

Debido a la causalidad del desplazamiento respecto de la fuerza, el
tensor de Green debe cumplir:

oG,
G.m(X,t;El,Tl) = = =0
dt . sit<T];x=E] (21)
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De particular importancia son todos los tensores de Green que
satisfacen condiciones homogéneas de frontera: Ya sea el desplazamiento,

\
AGin, o las tracciones, (Cijlem,:] j”j son cero en dV.

D. Un Teorema de Representacion

Para poder aplicar la sismologfa de exploracion para investigar Ia
corteza terrestre, necesitamos modelos (tiles y efectivos de la fuente
generadora de las ondas sismicas, que son en la sismologfa el elemento mas
importante para estos estudios. Al construir estos modelos es importante
que los detalles de 1a radiacién eldstica distante puedan ser reproducidos. Es
menos importante que el modelo represente fielmente el proceso fisico que
de hecho gobierna el fallamiento cerca de la fuente misma. De hecho,
mucho de nuestro conocimiento acerca de la fuente sismica viene de las
observaciones de Ia radiacién eldstica distante. En el presente trabajo se
emplea un modelo cinemdtico simple de fallamiento. La dindmica del
fallamiento es un drea tan importante como dificil de estudiar que lidea con
clementos como el fracturamiento del material bajo ciertos esfuerzos y
como se propaga la fractura. Para este tipo de aplicaciones de Ia
sismologfa, exploracién sismica, no es necesario.

Sin embargo, Ia relacién de Betti puede ser utilizada para expresar el
desplazamiento como una integral de volumen de las fuerzas de Cuerpo e,
integrales de superficie de los desplazamientos y de las tracciones.

En la relacién de Betti, ecuacién (19), consideremos que g es el

impulso unitario, de tal forma que v es la respuesta elastica del medio. Las
tracciones correspondientes son:

G
TY (vn) =c,u(AG,,, )a, L 22)

f v u permanecen generales.
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Teorema 9 (Representacion):

u, (X,1) =fffﬁ E.0* G, (E1:x,0)dV, +ffc,.jk,uk’, €.0*G,, (6,1:x,0)n,dS,
v oV

_‘gciju“i(gs D% Gy, (&, 1:X,0)n,dS,

Demostracion:

- Tenemos:

} [lE v (57 -1 - g,0x,7 = D, (x, D ]avae

= f ("l“iG(v(x,r - 5,y (x,7) - T(u(x,),mv,.(x,T - t))deI

of ]
; N Gin - ta ,OJdV :‘( ( ar)a )G in( s b= fsgao)d‘s
iilfg'ﬁ(xr) (x,7 - HE +'gT u(x,f),n X,T Ja'r
mI' '[
- 5, 8(x - —Du(X,0dV + ([ u,(x,0¢ 4G 1, (X, T = LEO)n,dS
:{;l‘q}. (x-EX(T - Hu,(x,0) ﬁgux X,T n jd1
=u,(E,7) = i{fg'f,(xr)Gin(x,r —t;E,O)dV+_g'T}('u(x,r),n)G,-,,(x,r - 1;E5,0)dS

_ﬂ'uf (x,0¢3Gg, (X.T - 1E, O)nde}dt
oV .
=u (E,7)= J_’g‘f,.(x,r)* Gin(x,t‘,E,O)dV+ll‘"[“,(u(x, H.my*G, (x,4:5,0dS

—ffcyk,u,.(x,t) G X, 135,0)?%-615
oV ‘
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Para mayor claridad, intercambiamos x con EIZ para obtener el
desplazamiento en el punto x.

= u,(x.1) = J @0 Ga Gtx.00V, + [[eyou 6.0 * G, (B 5. On, ds,
n

—gcgﬂuf@,r) * Gy, E.1X, O)n 4, (23)

La ecuacién (23), el teorema de representacion, nos permite
determinar u a partir de las fuerzas de cuerpo y, los desplazamientos y
tracciones en la superficie. Al igual otros muchos teoremas de

representacién!3, nos permite evaluar el campo del desplazamiento para
todos los puntos de V a partir de la evaluacién de los valores en la frontera
dVv. '

Podemos interpretar a x como la variable de la fuente sismica yag
como la variable del recibidor.

E. El Teorema de Reciprocidad

Supongamos ahora, que una fuerza puntual impulisiva en la direccién
m-ésima aplicada en el punto x = E{ y en el tiempo t = Ty .Esta fuerza

puede ser escrita como:
fi = (-ED((t-11)dim
Apiicamos la relacién de Betti a f con

g; = ((x-E)((t-t2) &ip

12 Intercambiarx con { supone, por supuesto intercambiar t con (, lo cual dejala convolucion intacta.

13 Laférmula integral de Cauchy en Variable Compleja, por ejemplo.




32

De tal manera que uj(x,t) =Cu(%55,7) vy vi(x,1) = Gu(%58,7,)

Escogemos estas fuerzas de tal forma que cumplan con condiciones de
frontera homogéneas.

Teorema 10 (Reciprocidad).

Gnm(rgz =r2;§1’71) = Gmn (En ’_Tl;gz’_rz)

Demostracion:

_fif{ G (X7 —£5,7)0(X - §,)d(¢ + 1,)9,

-G, (X,T - £E,,-7,)8(x - E,)8(r - 1,)9,, |dVdr
Al realizar las integrales obtenemos

Gml(g’l’r +12.’El’rl) = Gum (El’r _II;EE’—TZ)
y tomando 7= 0:

G (820723 8.7) = G(Ela_rl;EZa_Tz) (24)

La ecuacién (24) es la formulacién matematica del teorema de
reciprocidad. El lado izquierdo representa el desplazamiento en direccidon n
en respuesta a una fuerza en direccién m; La fuerza se aplica en el punto Ej

en el instante T} mientras que el desplazamiento es medido en el punto Er
en el instante t3. El lado derecho representa un desplazamienio en

direccién m en respuesta a una fuerza en direccién n (aquella de la fuerza,
en el lado izquierdo de la ecuacidn). La fuerza se aplica en el punto & en

el instante -T2 mientras que el desplazamiento es medido en el punto £ en
el instante -v}. El signo negativo de los ticmposl aparece debido a la

causalidad 14

14 Obviamente los desplazamientos deben ser causales con respecto a las fuerzas. Es decir, ¢l
desplazamiento aparece debidoa la aplicacion de una fuerza vy por tanto debe ocurrir después de la aplicacidn
dela misma.
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Dicho de otra forma, lo que ei teorema de reciprocidad establece es
que podemos intercambiar la posicion del recibidor (en donde medimos el
desplazamiento) con la de la fuente que provoca los desplazamientos y la
respuesta elastica no debe ser afectada. Es decir, podemos migrar las
observaciones realizadas en la superficie de la tierra y llevarlas hasta el
lugar en donde se originaron ¥ lo tnico que es significativo en nuestro

andlisis es el comportamiento de la propagacién de la onda sismical3. Para
esto, introducimos el teorema de reciprocidad en el teorema de
representacion (ecuacién (23)) y el resultado es:

u (x,0) = ffff E€0D* G, (x,6E0)dV, + ffcg,.u.uu EN*G (x.£E.0)n,dS,
Vv 6V

—kgcgk,ui(g,t)-* G (XEE O)Flde§ (25)

La representacion (25) reduce la region de integracion debido a que
la variable de integracidn, E. es ahora la variable de la fuente en el tensor
de Green.

15 Esto, por supuesto, no aplica a los problemas de ia teoria de {a fuente sfsmica. Recordemos que todo
el trabajo realizado por el presente auior estd enfocadoa la propagacion de la onda sfsmica y en especial a los
métodos de migracién para los cuales un simple modelo cinemdtico dela fuente es suficiente.




I11. El Operador de Reflexidn de
Onda Sismica

Habiendo presentado los conceptos fundamentales, estamos listos para
empezar a hablar sobre la propagacién de la onda sfsmica en el interior de
la tierra.

Nos interesan observaciones del movimiento del suelo que son
provocadas por fuentes sismicas que se encuentran a grandes distancias,
distancias que llamamos telesismicas. Los desplazamientos viajan desde la
fuente por radiacién de las ondas sismicas. Algunas de estas ondas se

atenlian muy poco en su paso a través de la tierral®.

Las deformaciones del suelo son muy pequefias a distancias
telesismicas, sin embargo el registro del movimiento del suelo contiene una
gran cantidad de informacién importante acerca de la fuentes sismicas Y,
mds importante para nuestros propésitos, acerca de la propagacion de la
onda sismica dentro de la tierra. .

El problema general de la teorfa matemdtica de la elasticidad es la
determinacién de los esfuerzos y las deformaciones en un cuerpo de forma
conocida y sujeto a ciertas condiciones en su frontera.

En el capitulo 2 encontramos que esto puede alcanzarse si conocemos
el desplazamiento en una parte de la superficie y las fuerzas de traccién en
la otral7.

Los registros nos proporcionan la informacién sobre las condiciones
de frontera. Sin embargo no hemos establecido técnicas para su estudio.
Estamos ahora en la posicién en la que es necesario transformar la ecuacién

16 De hecho, se pueden observar algunos trenes de onda que han dadovuelta 2 1a tierra varias veces.

17 Esto asume, POt supuesto, que conocemos las condiciones iniciales del sistema v las fuerzas de cuerpo,
tal como est4 establecido en el teorema de unicidad.
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de movimiento de tal forma que podamos resolver estos desplazamientos y
esfuerzos. Para esto, 1a ecuacién de movimiento serd transformada, en el
caso de un medio isotrSpico para el cual los parametros de lamé poseen una
variacién espacial muy pequefia. Se producird una separacién en dos
ecuaciones, una que gobierna la dilatacién y otra que gobierna Ia rotacién.
Cada una de ellas es una ecuacién de onda. Por lo que el problema ser4
trasladado de la ecuacién de movimiento a la ecuacidn de onda. Una de las
técnicas que se utilizan para problemas relacionados con la ecuacién de
onda y otros problemas hiperbélicos similares, es la factorizacién de la
onda. Esto conduce a 1a introduccién del operador de reflexion, el cual es
presentado en este capftulo como una consecuencia natural de la desviacion
de la velocidad de propagacién de la onda de la uniformidad. Esta iiltima
consideracion es necesaria pues en el interior de la tierra, la velocidad de
propagacién de la onda sismica varia con la profundidad medida desde la
superficie de la tierra. Por tanto, en sismologia, el operador de reflexién
de onda sismica se manifiesta de forma natural como reaccién a las
heterogeneidades de la tierra.

A. De Ia Ecuacién de Movimiento a la Ecuacién de Onda

En esta seccién se dividird la ecuacién de movimiento en dos
. ecuadones de onda. Como primer paso, debemos probar un teorema que
nos perrnite expresar la divergencia del tensor de esfuerzos de una forma
conveniente para la separacién. Esto, asumiendo nuevamente que las
velocidades son pequefias para que la derivada de Stokes sea igual a la
derivada parcial temporal y, la ecuacién 1. Ademds asumimos un medio
isotrépicol8 cuyo temsor de elasticidad tenga variaciones espaciales
pequeiias. Es decir, requerimos que los pardmetros de Lamé para nuestro
medio varfen lentamente en el espacio.

18 La hipStesis de isotropia perfectaen la tierra es, por supuesto, una aproximacién. Afortunadamente, la
tierra es casi isotrépica. Si los cristales en una roca cristalina se orientan al azar, una condicién de isotropfa
es alcanzada por volumenes que conticnen muchos cristales.
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Teorema 11:

T, = [(A +u)V(Veu)+ _uAul.

Demostracion:

La ecuacién (9) describe el tensor de esfuerzos para medios
isotrépicos.
T = Mkkﬁij + 2ueij

Su divergencia ser:
.
v, =(2e,8, ),j +2(ue,.j.)_
7, = (A, ))J_ +2u e, +2pue,
Ty = v ) +A(u, ) v 20, +Ju(uu)!j + pfu; )
T,

= A.'i(u,",‘)+2.(u”)‘i +2”’,ch';‘ + [.t(uij)d_ + "'(ui-i),,-
Ty =[AV(V *u) + phu+ uV(V e u)] +[(V ou)VA +2Vpee]

i 4

T, = (hekkéij + 2#%—)‘]

J

J

En la dltima ecuacion se utilizé la notacién Vuee para denotar la
contraccion de e con V. Esta notacion no presenta ambigiiedad debido a Ia
simetria de e.

Ahora utilizamos la restriccién impuesta sobre los pardmetros de
Lamé y despreciamos los términos que incluyen los gradientes de estos
parametros.

7, =[AV(V *u) + pAu +uv(ve u)] +0(VA) +0(Vy)
T = [(A + wWV(Veun)+ yAul (26)
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La ecuacién (26) pucde ahora introducirse en la ecuacién de
movimiento. En esta tltima, se encuentra presentte un término que
representa las fuerzas de cuerpo. Para la tierra, las tinicas fuerzas de
Cucrpo que deben ser incluidas son las fuerzas gravitatorias. Es decir, las
grandes presiones hidrostiticas.

Nuestro principal objetivo es investigar los desplazamientos
asociados con perturbaciones sismol6gicas. El principio de superposicién
nos indica que podemos estudiar el desplazamiento inducido por cada
perturbacion y luego el desplazamiento total serd una combinacién lineal de
¢stos. Por lo tanto, no consideraremos el término de las fuerzas de cuerpo.

Teorema 12:
Sea 8 = Veu, entonces

p 6 =(1+2u)A0

Demostracion:
Introducimos la ecuacién (26) en la ecuacién de
movimientoe para obtener:

pu; = (A +u)V(Veou)+ yAu]i
=> p;l. =(A+ wWV(Veu)+ uAun
Utilizamos la identidad vectorial:

Au=V(Veu)-VxVxu

y obtenemos:

pu=(l+2,u)V(V°u)-—-,ququ (27)

Ahora, tomamos la divergencia de ambos lados de Ia ecuacién
anterior:
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pv cu= V’[(k+2,u)V(V'n)]—V’[,ququ]
= pVe u- V(A+2u)eV(Ve u)+{A+2u)V *V{Veun)-VueVxVxu- uevVxvVxu
=p g = (A+2u)V+V8+ o VA)+ oV )
=p 6 =(A+2u)A8 (28)

En donde, nucvamenté, despreciamos los términos que involucran la
variacién espacial de los pardmetros de Lamé. También se hizo uso de la
identidad vectorial que establece que la divergencia de un campo rotacional
€S Cero.

La ecuacién (27) es una ecuacién de onda donde la perturbacion, 0,
se propaga con una velocidad igual a:

o = A+2u
Q Jol

Teorema 13:
Sea w = Vxu , entonces
po = uAw
Demostracion:

Se procede de manera similar que en la demostracién
anterior, con la diferencia de que en lugar de tomar la divergencia,
tomamos el rotacional de ambos lados de la ecuacién (27) y obtenemos:

PV xu=V x[(A+2)V(V +u)]- Vx[4V x V x u]
:p&5=§(x+2y)xv(V-u)+(x +-21u)VxV(V-°u)—Vyxme-nyme
P& =V xV @+ o(VA) + o{ V)
= p o =Aw+Y(V*w)+ o VA) + o(Vy)

=p o =pAo (29)
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La ecuacién (29) es otra ecuacién de onda en [a cual, la nueva
perturbacion, w, viaja con una velocidad igual a;

-
P

B. Los Potenciales Elastodinamicos

Es una prictica comtn en muchas aplicaciones de la fisica, por

ejemplo en electrodindmica, el separar una cantidad vectorial en un campo
escalar y un campo vectorial. -

Para explicar los modelos de la realidad, es itil hacer dicha separacién. Por
tanto, escribimos el desplazamiento como:

u=VOP+VxW¥:ConVeVW (30)
@ y W son llamados los potenciales elastodindmicos.
Si introducimos la ecuacién (30) en 6 tenemos que:
0=AD.

De esta forma, es claro que la contribucién al desplazamiento del
potencial escalar envuelve sélo dilatacién. Es una onda que se propaga, con

velocidad a = P *2u » produciendo desplazamientos sélo en la direccién de
P

propagacion. Esta onda se conoce como Onda Primaria o simplemente onda

Si ahora introducimos la ecuacidn (30) en @ , tenemos que:

w=-AY,




También estd claro que la contribucién del potencial vectorial

envuelve s6lo rotacién. Es una onda que se propaga, con velocidad 8 = JE

produciendo desplazamientos en las direcciones perpendiculares a la
direccién de propagacién. Esta onda se conoce como Onda Secundaria o
simplemente onda S.

a > B, lo que indica que las perturbaciones longitudinales, onda P
viajan mds rdpido que las perturbaciones transversales, onda S.

C. La Factorizacion en una dimensién

Para estudiar el desplazamiento inducido por perturbaciones
sismoldgicas, podemos estudiar los desplazamientos correspondientes a los
potenciales elastodindmicos. Esto quiere decir que el problema de resolver
el desplazamiento a partir de la ecuacién de movimiento se ha
transformado a resolver la ecuacién de onda.

Una de las té€cnicas que se ha utilizado para problemas relacionados
con la ecuaciébn de onda para medios no homogéneos se basa en la
factorizacion de [a onda.

En el caso lineal de la ecuacién de onda en una dnnens;on la
factorizacion de la onda reduce la ecuacién de onda a un sistema acoplado
de dos ecuaciones de primer grado.

A manera de ejemplo, la factorizacién de la: -ecuacion de onda en una
dimension:

2 2

Fu(z,t)- D u(z,1)

puede obtenerse al re-escribir la ecuacion anterior de la forma:
0 1

1y e
(L 31)
=k _OJ'l”zJ

/4

au]
delu]
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Si ahora definimos las compotnentes:

Expresado en términos de las componentes ¢"y ¢, el sistema (31)
toma la forma siguiente:

. Lla &,
2 7e% e ] .
20 |-= %@J[‘ﬂ

Como se puede apreciar, en el caso en el que la velocidad, c, es
constante, el sistema se desacopla y las componentes toman la forma:

[971_[fz=-D]
[(p‘_’ '_f(z+ t)_l .

En este caso, ¢" y ¢~ son las soluciones conocidas para la ecuacidn de
onda en el caso unidimensional més simple.

En sismologia, las variaciones de la velocidad de onda con la
profundidad son predominantes. De tal suerte que la coordenada z serd
asignada a la profundidad, medida desde 1a superficie de la tierra. Por esta
razon, las componentes ¢* y ¢~ serdn denominadas: la onda ascendente yla
onda descendente, respectivamente.

Sin embargo, la velocidad de las ondas depende de los parametros de
Lamé para medios isotrépicos. Se ha comprobado experimentalmente que
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\u

t

la velocjdad de la onda sismica (ambos tipos, P y S), aumenta con la
- profundidad.

Por lo tanto, el modelo simple de velocidad constante no es aplicable
a la propagacién de la onda sismica.

D. Introduccién del Operador de Reflexién de Onda Sismica

Una alternativa para medios heterogéneos, es deducir el
comportamiento de los llamados operadores de reflexion de onda sismica,
los cuales nos brindan una conexién entre los potenciales de la onda
ascendente y la onda descendente y las propiedades del medio en el borde
de la discontinuidad en Ia que la onda sfsmica es reflejada.

Para introducir al operador de reflexién de onda sfsmica, tomemos
el caso particular de la descomposicién que conduce al sistema (32).

Sea R el operador de reflexién de onda sismica para el sistema (32),
de tal forma que:

¢ =R¢" = [R@,1- 99" (z,5)ds

Llamamos el Kernel del operador R a R en la ecuacién anterior.

Para que el sistema (32) sea satisfecho por ¢- as{ definido, el Kernel debe
satisfacer:

d 24 C
—R(z,t)-——R(z,1)-—<R+*R=0
ot @) C ot (z1) 2¢

El concepto de la factorizacién de la ecuacién de onda y el operador
de reflexién asociado han sido usados extensamente para una gran variedad
de problemas de una dimensién. Entre ellas el problema electromagnético
inverso para medios dispersivos, el problema inverso de medios
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viscoeldsticos y, el problema inverso de medios eldsticos con incidencia
oblicua. .

En el presente trabajo se examinan las ondas ascendente y
descendente para el caso tridimensional.

El Principio de Huygens es usado esencialmente para definir las
ondas ascendente y descendente. Esto conduce a la introduccién de un
operador, que aquf llamaremos el operador de reflexién de onda sismica.

La introduccién de este operador nos permite desarrollar una
relacion lineal entre el desplazamiento y su derivada con respecto a la
profundidad, la variacién significativa en sismologfa, en un plano
(z=constante) que envuelve al operador en cuestién.

Con la escogencia adecuada del signo, esta relacion lineal especifica
si la onda es ascendente o descendente en el plano.

Es necesario notar que la factorizacién de la ecuacién de onda es un
proceso distinto a la descomposicién de los desplazamientos debidos a una
perturbacién sismica. El desplazamiento puede ser descompuesto de
acuerdo con un potencial escalar y uno vectorial. Los desplazamientos
resultante son la onda P y la onda S. Cada una es una perturbacion que
viaja por el interior de la tierra con una velocidad distinta a Ia otra.

La factorizacion de la onda sfsmica aplica tanto para la onda P como
para la onda S, puesto que ambos tipos de perturbaciones cumplen con la
ecuacion de onda. Esto si nos limitamos a medios isotrépicos en los que los

pardmetros de Lamé varian suavemente con la posiciéni9-

De esta manera, la utilizacién del operador de reflexién de onda
sismica serd til para el modelaje de la estructura de la corteza terrestre en
los casos mencionados.

19 Recordemos que una condicin necesaria para que las perturbaciones, tanto longitudinal como
transversal, cumplan con la ecuacion de onda es que los gradientes de los pardmetros de Lamé sean
despreciables.




IU. La Factorizacion de 13 Onda
Sismica |

Una de la técnicas que estd desarrollandose fuertemente para
problemas directos e inversos dependientes del tiempo asociados con la
ecuacion de onda para medios no homogéneos, esta basada en factorizar la
ecuacion de onda. Por factorizacién de la ecuacién de onda debemos
entender la descomposicién de u(z.t) en ondas ascendentes (en el sentido
positivo de z) y ondas descendentes(en el sentido negativo de z).

Para estudiar problemas que relacionan la estructura de la corteza
terrestre en forma local, podemos considerar a la corteza como un medio
elastico estratificado. Es decir que estd compuesto de varias capas, en cada
una de ellas la velocidad de la onda sismica (ya sea la transversal o la
longitudinal) es constante. Es por esto que aqui se presenta la factorizacién
de la ecuacién de la onda sismica para el caso de medios estratificados.

Es necesario resolver {a ecuacién de onda para estudiar la estructura
de la corteza. Para esto el operador de reflexién de onda nos proporciona
una forma para describir las propiedades de los planos de las
discontinuidades en los cuales la onda sismica se refleja. Por tanto, al
obtener el operador de reflexién para cierto plano, fisicamente estamos -
describiendo las propiedades del reflector de la onda sismica. Esta técnica
es muy 1til para analizar datos sismicos.

Este tipo de andlisis de los datos sismicos, es conocido como
migracion sismica. Asi, la migracién sismica puede verse como una
solucién a la ecuacién de la onda sismica en la cual observaciones sismicas
en la superficie son valores conocidos de frontera.

Desde el punto de vista de un ingeniero o un gedlogo, la migracién
puede verse como una operacién que transforma datos recopilados en la
superficie de la tierra a datos recopilados en una superficie hipotética mas
profunda.
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A. El Caso de la Velocidad Constante

Sea u(x,y,z,t) una solucién de la ecuacion de onda con velocidad
constante c=c(). Una relacién entre u y u, serd establecida sobre un plano

con vector normal en la direccién de z. Sin pérdida de generalidad,
tomamos el plano z=0. Por lo tanto, las ondas ascendentes, en el plano z=0,
quedan definidas como aquellas que son generadas por fuentes sismicas en
la regién z < 0. Esto se hace para considerar un espacio (z = 0 ) sin fuentes

sfsmicas20- Correspondientemente, ondas descendentes seran aquellas
generadas en la regién z > 0. Una relacién entre las ondas ascendente y
descendente en el plano z = 0 puede ser establecida considerando las
condiciones iniciales y de frontera apropiadas.

Para alcanzar esto, necesitamos probar el si guiente Lema.

Lema 2:
La solucidn para el problema:
1 d*n
D—— -Au=0, >0,z>0
( )Cg atz ? b ?

(iDu(x,y,z0) =u,(x,y,2,0)=0, z=0,
Ju

(i)—(x,».2,0)] = v(x,y.1), =0,
Jdz 0

Donde v es continua en R > x [0,0),

con v(x, ¥,0) = v,(x,y,0)=0.

20 Para que los desplazamientos cumplan la ecuacién de onda en todo el espacio, necesitamos que la
fuente no esté presente. Esto porque en la fuente, la ectiacién de movimiento no es valida. Esto se debe a
Que en estos puntos, las tracciones son discontinuas. Asi como los desplazamientos, velocidades ¥
aceleraciones.




Estd dada por :

u(xy.zf) = -—2; [[¥2.y.i=ricacdy  (33)

D(x.y,0)

Donde D(x, y,0) representa el disco con centro en (X,y) yradio 0.
1 |

o=(cit -2 (34)
y
r2=(x—x')2+(y-y')2+zf,2 (35

La solucion se hace cero para z > C,
Demostracion:

Claramente, para X’ y y°, v{(X"y’,t-r/cq)/r satisface la ecuacién de
onda para todos los puntos (X,y,z) tales que r20. Por lo que la ecuacién
(33) satisface la ecuacién de onda.

Las condiciones iniciales son ficilmente estabjecidas usando la
condicibnv=0ent=0.

La condicién de frontera se establece usando la condicién de salto de
la derivada normal.

Lema 3:
Las condiciones de onda ascendente y onda descendente en el
plano z = (0 est4 dada por:

U=+xKu (36)
Donde el operador x esta definido como
rcv=—l v(x',y ,I—R/co)dx,dy,
2 DX x.yicol) R

Los signos positivo y negativo se refieren a la onda ascendente y
descendente, respectivamente.
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Queremos mostrar ahora que a condicién (36) puede ser expresada

de la forma «-1v = +u,. Para esto es necesario mostrar el siguiente lema.
Lema 4:

La solucién para el problema:

.1 8%
l s

( )002 o’

(iihu(x, y,2,0) =u,(x, y,2,0) = 0, z=20,

~Au=0, >0,z>0,

C’.‘u .
(iif) ;Z- (X, y,0,t) = w(x,y,0), t =1,

Donde w es continua en R? x {0, ),
con w(x,y.0)= w(x,y,0) = 0.

Estd dada por :

| r d Z
u(x,y,z,t)=—--2-‘; ff {w(x’,y,t—-r/co)+-c—-5w(x' ,y,t—r/co)}?é-dx'dyr 37
Dx.y.a) 0

La solucion se hace cero para z > ¢, y o estd dado por (34).

Demostracion:

Claramente, para x’ y vy’ (6/62){W(x’,y’,t—r/cOJ/r}
satisface la ecuacion de onda para todos los puntos (Xx,y,z) tales que r=0.
Por lo que el integrando en la expresién anterior satisface la ccuacion de
onda para z > (.

Las condiciones en w en t = 0 aseguran que no hay contribucién de
los lfmites de la integral cuando la ecuacién (37) se introduce en la
ecuacion de onda. Al mismo tiempo, estas condiciones ascguran que las
condicione iniciales son satisfechas. .

La condicién de frontera se establece usando Ia condicién de salto de
la derivada normal.

La relacién (37) puede ser usada ahora para obtener la forma
alternativa de la onda ascendente. Primero, w(x,y,t) se reemplaza por la

M4 2 il [
funcién C:u(x,y,0,t) v, después en la expresion resultante para u(x,y,z,t),
el orden de integracién y derivacién se intercambia para obtener para >0 :




u(x,y,at)=__2_tr§z_ u(x',y,0,t -r/c,)

di'dy'  (38)
D(xy,0) r

Cono=(ct —z)

Como es ficil verificar, la integral (38) es una solucién de la
ecuacion de onda para z > 0 (usando u(x,y,0,0) = 0, u(x,y,0,0) = 0),
tenemos que:

w X,y ,O,t—r/co)dx, '

d 1
B xy.2,0) = O — dy (39
oz 7, o) r
' Donde
1 2 2
®= (—5_ ao —~ aza - J 2 )
c, ot”  dx” gy

Asi, al tomar el limite z — 0”,se obtiene:

9 w(x,y,0,t)= Oxu (40)
P

De la ecuacion (36) y la ecuacién (40) concluimos que :

w1l=6x (41)
Un resultado similar se obtiene para las ondas descendentes.
Aplicando. la ecuacion (36) a cualquier plano con z = const.,

descomponemos la solucién de la ecuacién de onda u(x,y,z,t) en términos
de las ondas ascendente y descendente. Partimos de la siguiente identidad:

_A( . owy 1f  duy
T\ ) T\ TR )

Asi, el desplazamiento puede ser descompuesto en:
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u(x, y,z,0) =u*(xy,z,t) +u(x,y,z2,1) (42)
Donde

. 1/ ou\
u (xa 92;,:) = UK —
Y 2\ dz)

Se puede ver facilmente que a*(x,y,z,t) representa la onda
ascendente:

- x 9% =%(u+xém —K‘i(l {u s )

z gz)  a\2\ oz ))
1/ any 1 (6‘u d’u)
=—u+x—-—)——x——+x >
2\ w2 \a AP
1 1 ou 1 du 1 ,9%
=—U+—K——-—K—— — > ——
2 dkZ 2 oz 2
=lu—1x‘2®u
2 2
=—1-u—1x7c“1u
2 2
0.

Lo anterior implica que u* satisface la condicién de la onda
ascendente (ecuacién (36), tomando el signo positivo).

De manera andloga, se muestra que u- satisface la condicién de la
onda descendente (ecuacién (36), tomando el signo negativo).

B. Medios Estratificados

La descomposicion ascendente y descendente serd aplicada a la
factorizacién de la ecuacién de onda para un medio estratificado. Usando el
procedimiento inicial presentado para el caso uno dimensional (espacial),




donde u es una funcién sélo de z y de t. La ecuacién de onda serd escrita
entonces de la forma:

i]‘u]'_ |‘O 1|‘u
#lul"lo ow] @

La descomposicién ascendente y descendente de la onda, (42), serd
expresada en forma vectorial:

fu] _
o]

Donde E es el operador matricial

o

[x}

1{l «]
== 45
2 ll —K,'J (43)
cuya inversa estd dada por :
, [1 1

e R D

Introducimos ahora la relacién

[u]_ o]
o] o]

En la ecuacion (43) y multiplicamos la ecuacién resultante por el
operador matricial (45) y obtenemos:

z|luw| @

Se puede concluir de las ecuaciones (45) y (46) que:
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':!I-O l-lv;-v—l _ rK - 0 ]

o o "o ] 0O
| y

g5 _1[1 -] K"

o 2|41 1" )

Con las ecuaciones anteriores y recordando que kx-1 = I, se tiene
que, w como se presenta a continuacion, se hace cero en t = :

Kﬁ(_ =—£K._K_I =—-£K@
oz Xz
-1
= K— =——l—8€ txzfi W\ —Kzfti(")w\
& 2¢0z 1\ ] Vo )
=__1.@ ’@iw__xz(@té!v__z_l_zg;}v_\
2¢dz ot gt ¢ ,
loc (1 &wy
=TTk
c c? ot
-1 2
=>K_‘7."_w=l@x2(i,°" w) (50)
0z c 0z ¢ o )
Pero utilizando 1a relacién:
K (1 6w\ K2[@W+(——+i—\ -I
) [ ax? ‘) J
_ (£_+i\,( "
B ac @)

se obtiene el siguiente resultado:
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K(i’i\w=“l§£[w+(i+i\ 2 ] 50
&% / caz'_ ox’ @2/’(“’] GO

El sistema de la ecuacién (47) puede ahora ser expresado en una
forma explicita utilizando las ecuaciones (48)-(50) de Ia forma siguiente:

o[l B0 Wl 1 [0ea) LeAw]
azlu‘J [0 -K‘lu_u‘J 2c Z[—(1+A) (1+A)“u‘J

Donde A es el operador :
62 52 \ 5
+ K*“w

& )

=

Algunas simplificaciones pueden ser obtenidas si, al igual que en el
caso unidimensional, utilizamos las componentes ¢ * :

ut =c'? ¢z,
Con el sistema (51) se reduce a:

2 Cn B U 20 TS U R (RN (52)
oo Lo o] 2 -+8) Al

El sistema (52) puede utilizarse para derivar el operador de
reflexidn y sus propiedades.

C. El Operador de Reflexion de Onda Sismica

En esta seccion, el operador de reflexién (que relaciona la onda
- ascendente y la onda descendente), definido en la seccion 3.3 para el caso
unidimensional, serd generalizado para el caso multidimensional. En
particular, la ecuacién y las condiciones iniciales que debe satisfacer el
kernel del operador de reflexién serdn propuestos.
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Para el caso multidimensional, el operador de reflexién toma Ia
forma21:

¢ (xy.2,0) =Bp* =(1+ A)R* ¢* (53)
Donde A es ¢l operador dado por Ia ecuacién (51)

y R*¢" es la convolucion :

R*¢* ={_@{IR(J€—x’,y-}’,z,t—S)fif(f,)’ 2.8)dx' dy'ds  (54)

R(x.y.,z,0) es el kernel del operador de reflexidn.

Para lograr esto, varias identidades deben ser probadas, entre ellas Ia
siguiente:

9 1_ [dy ¢ ]
0,2[([+A)w]-([+/\) o +-;1A1pj,t>0. (55)

Donde W(x,y,z,t) es una funcién suficientemente suave tal que

Y =W =0 en t=0.
Para obtener la expresion (55), la relacién22:

(~)sz = (x,y,z,t) ,t >0

con %(X,y,z,t) tal que % = x,=0ent=0,
~se deriva con respecto a z, dando como resultado:

(19 >\, of
\2

% KX/+®\—Z-K)X=O.

271 Larazénde que el operador de reflexion tome esa forma aparecerdmads tarde,

22 Esta ecuacion es vdlida en virtud de la ecuacién (41).




Usando ia ecuacidn (41) y de la ecuacién (51), lo anterior se reduce

(52 2))c=2-(:fr<2(1-;-/\)x

Usando la ecuacién anterior puede verse que:

d 32 52\(5 2\
az(Aw} (ax Yo N\a” )

= A{ZC (1+ Ay +—l£}

c dz

+A——
v &z

La 1dentidad (55) es una consecuencia directa de la ecuacién anterior.

El préximo resultado necesario es el siguiente lema.

Lema 5:
La tinica solucién CQ(§R3)(C2[O,00), Y(x,y,z,t) del sistema:

(I+A)¥P =0, t> 0. (56)
Es Ia solucién trivial.

Demostracion:
La ecuacion (56) puede ser escrita de la forma:

Pues W = Ok W.

d( 2
Como K 2'“p= B_I(K lp) se hacen cero en t = 0, se debe cumplir que

KW =0, para t = 0.



-
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Aplicamos a esta tiltima el operador @ y, haciendo uso de la ecuacién
(41) obtenemos que W debe ser la solucién trivial parat > (.

Con esto en mano, procederemos a obtener una ecuacién para el
operador de reflexién de onda sismica. Para hacer esto mds facil,
escribiremos el sistema (44) en forma explicita. Asf, dicho sistema toma la
forma:

8¢+ _1 c, C _ |

=ikt A lg - ST, 57
oz { 2c }(P 2(3( » 7
B e Saly S raay (58)
dz _{ 2¢ }‘0 2c »-

Recordemos ahora que, en el caso de la ecuacién de onda sismica,
debemos asumir que los potenciales elastodindmicos son funciones
suficientemente suaves y esto implica que la componente ¢+ sea también
una funcién suficientemente suave tal que ¢+ = ¢*. = Qen t = 0. Es

evidente que tanto R*$¢+ como (3/3t)R*$+ se hacen cero en t = 0. Por lo
que :

1 &

kT +AYR* ¢ )=k KR * ¢*)

—=
c ot

1 g°
7 (R*¢7)

62
&2
=(I+A)"(R* ¢")

1
=2

k(R*¢")

Ahora, para la componente ¢-, introducimos la ecuacién (53) en la
ecuacion (58) y empleamos la relacién (55) junto con la conmutatividad de
los operadores mostrada arriba. y obtenemos:



d+ A)[a(R*qb) —J-A(R*¢+)}=§:[(II+A)(R*¢+)]
N R B -5 +
_{ x .+2CA}¢ S+

- {_K 4 +%A}(I +MR*¢) -1+ A

=+ A){ (R*¢+)+(K" +%A)(R*¢+)+—L(I+ A)¢+}=

Ahora usamos el lema 5 para obtener la siguiente ecuacién:

+ + -1 SC + C . +
R,* ¢ +R*¢Z+(x +§A)(R*¢ )+§CL(1+A)¢ =0 (59)

Introduciendo la ecuacién (57) en la ecuacidn (59) obtenemos:

R,*¢*+R *(K-1¢+ +£LA¢+) S RF(T+ AP (R* )

2 2
3 ”
+(x +—2-%A)(R*¢)+§C-¢ =0 (60)

Ahora utilizamos algunas propiedades bésicas de la convolucién23,
de la forma que se definid en la ecuacidén (54), para reducir la expresién
(60). Asf, obtenemos:

23 Maés especificamente utilizaremos las siguientes propicdades:

a) F(x"g) = (xD*g =x{*g), p=12

by *(92g/9x2) = (926/ax2)*g = 42(P* g)/ox2.

o) (a2 - @2/a)*g = P(a2giax2) - B2ox2)*g = T flx=x,y-y,0)g(x,y.0)dx'dy,
mz

vdlida para las funciones fy g tales queent =0, { = g =dg/ot = 0.
Que pueden verificarse en cualquier libro que contenga el tema de convolucidn.
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o YRy a e
+(K +2cA)(R*¢ )+2c¢ =0
=>RZ*¢++R*(K‘l¢+)+R*(%A¢’+)_%R*(1+A)2(R*¢’+)
L 3, . ;
oo
=>R1*¢++2R*(K"l¢+)“§‘ffR(X"X'sY-y'sa0)¢+(x"y"3”)d*"'dy'
ml

F22A(R*9" )+ S29" - S (14 AR*(T+ AR * ¢* = 0
c 2¢ 2c

=R, *¢" +2(x 'R)* ¢’ ——gkx X'y-¥.20)¢"(x,y 2, 0d¢ dy
(2—CLAR)*¢ +~L¢ 4[(1+ AR *(I + AR]* ¢* =0

= [R1 +2(K"1R) +(23AR) -+ AR* (1 + AR]

+ ¢, ¢ _Q‘Rx x,y-y' ZO)¢ (¥ y.,znde'dy =

Sea[R = R, +2K'1R+2(—1)AR ” —%(J+A)R*(1+ A)R_ entonces

1

la ecuacién anterior se escribe en forma mas breve como:
+ C'r + 2 + +
| 2c oo

Ahora, imponemos la condicién inicial siguiente en el Kernel del
operador de reflexién de la onda sismica, R:




p—y

R(x,7,2,0) = %a(x)a(y) (62)

Con lo anterior, la ecuacién (61) se reduce a:
(TR)*¢" =0

Como ¢+ es una funcién arbitrariamente suave, puede ser tratada
como una funcién de prueba tal que §+ = ¢+ = 0. Esto nos proporciona la
ecuacion para el Kernel del operador de reflexién de la onda sismica:

R 0 (N \p & _
2 +\C)A}R—26(1+A)R*(I+A)R—0 (63)

La ecuacién (63) y la condicién inicial (62) constituyen el sistema
que debe satisfacer el operador de reflexion de onda sismica. Como se
puede apreciar, la forma del sistema es una generalizacion del caso

unidimensionalZ4.

24 El caso unidimensional fue presentado en la seccién 3.3 para introducir al operador de reflexion de onda
sfsmica.



. Conciusiones

En el presente trabajo se han deducido conceptos bésicos importantes
para la Sismologia. Desde la definicién basica de despiazamiento se ha
logrado llegar hasta Ia prueba de los teoremas de unicidad y
representacién. En el caso de un medio homogénec se dedujo una expresién
que depende sélo de dos pardmetros. Para este caso, el caso homogéneo, se
transformé la ecuacion de movimiento en dos ecuaciones de onda. La
ecuacion de onda de las perturbaciones longitudinal y transversal que en
sismologia se conocen como las ondas P y S. Arribamos a una conclusion
muy utilizada en sismologia y esta es que para estudiar la propagacién de
los distrubios sismolégicos es suficiente con estudiar a la onda P dado que
las propledades de propagacién de la onda S deben ser similares a las de la
onda P, esto sin tomar en cuenta ia velocidad que también se probd era
mayor para la onda P que para la onda S. En pocas palabras se estudian las
propiedades tanto de la onda P como las de la S como soluciones de la
ecuacion de onda. Por esto ¢s suficiente con deducir las propiedades para la
onda P y €stas se satisfaran por la onda S.

Es importante hacer notar que le damos su nombre a la ecuacién de
onda sismica no porque sea distinta a la ecuacion de onda, sino porque se
desea que al referirse a ella, se tome en cuenta que se habla de la
propagacion de ias ondas sismicas y las restricciones que esto implica
respecto de las propiedades del medio. Esto es, que podemos referirnos a la
propagacién de las perturbaciones sismicas utilizando la ecuacién de onda
solo en los casos én los que el medio puede ser descrito por medio de jos
parametros de Lamé y mdés aln, que estos Ultimos sean tengan variaciones
espaciales tan leves que puedan ser despreciadas. De tal suerte que los
términos que involucran los gradientes de los pardmetros de Lamé dejen de
ser importantes en la ecuacién de movimiento para que €sta pueda ser
transformada en las ecuaciones de ia onda P y de Ia onda S.




La verdadera estructura del interior de la tierra es bastante

complicada y, en mucho aspectos desconocida. Cualquier heterogeneidad
estructural (discontinuidades en la velocidad o en la densidad o en los
parametros de Lamé) reflejard y refractars la onda sismica incidente.
En contraste con las ondas de sonido y las electromagnéticas, que estan
compuestas s6lo de ondas longitudinales y transversales, respectivamente,
para las ondas sismicas es necesario lidiar con ambos tipos de onda
simultaneamente. Obviamente el problema de reflexién y refraccién de la
onda sismica se hace mas complicado.

Para hacer el procedimiento matemiticamente més tratable es que se
han introducido las simplificaciones del medio. Esto es, el medio es
isotrépico y en el caso més complicado es un medio estratificado separado
por interfaces horizontales. Esto se puede asumir en virtud de que la
longitud de onda de la onda sfsmica es mucho menor que la curvatura de la
superficie terrestre.

En seguida se procede a la factorizacién de la onda sismica. De
nuevo este proceso es valido so6lo en el caso en el que se tiene una variacion
espacial suficientemente suave para despreciar los gradientes de los
parémetros de Lamé.

Se obtuvo la factorizacién de la ecuacién de onda sismica para
medios en los que la velocidad varia s6lo con la profundidad, coordenada z
.en la derivacién de la factorizacion.

La factorizacién de la ecuacion de onda sismica, nos conduce hacia
el estudio del operador de reflexién de onda sismica. Finalmente se
presenta ia ecuacion cuadritica integro-diferencial que debe satisfacer el
Kernel del operador de reflexién. La existencia de la solucién para el

sistema que satisface el Kernel no fue examinada aqui25 pero debido a la
funcién delta en la condicién inicial, se debe buscar la solucién que
pertenezcan al espacio de las distribuciones suaves. El término cuadrdtico
no deberia presentar problema ya que es una convolucién y el operador (
es también una convolucién. _

En la préctica, el sistema formado por las ecuaciones (62) y (63)
puede ser usado para el problema directo y para el problema inverso.

En el problema inverso, se puede utilizar en los métodos de
migracién. R(x,y,z,t) es una funcién conocida en el plano z = 0, debido a

25 Sin se desealeer sobre esto, una buena fuente para buscar sobre [a existencia de este operadores [9].
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que se tienen los datos de la superficie en los experimentos de exploracidn.
La ecuacién (63) puede ahora ser empleada para construir numéricamente
R(X,y,z.1) paso a paso (migrando capa a capa en un medio estratificado) en
la region z>0, y el valor de la velocidad, c(z), se puede ahora recuperar de
la condicién (62).

En conclusién, se ha deducido un método para facilitar la migracién
de los datos sfsmicos de exploracién. O sea, transformar los datos obtenidos
en la superficie de la tierra a una superficie hipotética mds profunda. Esta
transformacion es de naturaleza de convolucién.

La ventaja de la ecuacién (63) es que puede ser solucionada por
métodos numeéricos simples. Existen trabajos previos para solucionar el
problema de la migracién de los datos sismicos pero estos requieren
métodos de solucién que son computacionalmente dificiles de implementar.

Con la ecuacion (63) se presenta una alternativa que puede ser
trabajada con més facilidad pues envuelve el cdlculo de el Kernel en una
ecuacion simple.
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