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50. Inkodueeion

Con o advenimiente del Calevle Difesencial o Tntagral (Nawion,
Leiendz | 1637 aproximadamente ) s ampeza a usar la b da conver-
cbnnr,ia , la coal eshuvo rzsh‘maéda por mucho Hempe ( hasta alredor da 9IS)
a} contexto de. s espacies maélricos obilizados da un mManera o formalizada.
Con la inkoduccidn del cokepte formal de espacio mekiice | fue posible des-

cabir, mediante @ o de secindades | los problemas da conlalgentia de

una manera més dafa y ampua. Esko tlhime sttt ol accese a un3
RO2Vd MOCidn de Gonvelgencid QR hwiera Serdido en un Contexio mas am-
pho que los anteriofes : o de o fopologls. & 2l o problama de la
convefgenGia  puade Sef dosceito a Haves del uso de los coneptes  de

sistemas de vecindades u rades Lo §ithes),

En general , an los espacios topoléaices e puede definic ol corcepto
do sisternas de. vedndades g;g:fxfaien’res. , mediante el'uwe e homee mof -
fismes . Esto res 'Pu,(m'\’-l‘e. Kskar de manoid sweilar los preblemas de n-
vergercia de (edes que. wnwolgen 3 pontes  con Sistemas de varindades
ecB.»FUalml’z.S. En los cspacies melizables e presents una defimadn ga-
recida o o antedicha , la cwal puede. ser considerada come und prtic-
larzacidn de la mista , asngpe , de ausardo don los antecadentes hishé -

ticos | asta Gldima ?l'e.c.eélé als Prlmefa. £n estos ebpacies Sucede pe

¥ii



la propesicidn T les sislemas de veeindades de dodes log purtos de espacio
son equivalentes ” s verdaderd . Pore ccurre qpe dicha sihacidy no e
pesenta en tedes s 24pacios '{hPolc;%icos A a%xz'llos espacios en los

tuales s ccurre se les llama espauos uniformes u, por esfo es que, 4l

guros dicen R hacieando abuse de laq%uago_) 4o an estos espacios la
-forma de las veandades no :!-Q.PDJ\AP_ de la localizacion del PJF\+O

Ly el .Qﬁpaclo,

Vil



§l.Ur\'l{orm\dacles b'ta%onal.e.s

Kacerdatorio

Yo que eatemos manejprde asbtonguntes de un producte arkestane  (e-
corderncs qua, si X a5 un congints cm.\:gima , 9 DN

D= {6, | (y,x)re D} 3 ¥DEC XX, D-Ee= 1609 | FJreXy

C?ﬂ,i\.ieb A Ci,tb\ éE,} .

1. Definicin
Sa define una widormided diagonal ®mo una coleccidn B ol
.subcon'asun-bs de X x XJ e comple. con lag ;[%‘ian\‘es condi-
cwnes : '
A DeH =+ ACD eon D=1 {xe X
DDoDed ~ DND.e B
Ay De —» FJEH 5 E-E<D
AHDeH = 3EcH, E'eD
Q) Ded ~ DeE = EeH
&l espacio X wn la eshiclura de unifermidad disgonal 25 un 2pa-
slo undome qoe s dancta (X, 8). Un alemenk De P 25 um altededor,

Las condidores €Y ad) de la cle-f{'tr\'\c"&\ ankatier pieden ser feamplatadas

tor @ condicdn @B,;ua\mw_ . DeD =+ Jged , E-E'CD




2. Observaciones
2) Una bate de © 25 ol conpte £ B, D= {DeXrX | 3Ee & ;ECDS,
@6 dacir, una cdecaién de sdbconntos de X* Y goe satisface. las condi -
onos 3,c yd atencres 4 ua forma rodificads @ la aordiddn b -
YD, D¢ & = IDre § 5 Dy BOD2

D) Ls sidormidad s dice sparsate si (DIDEDY = A .

Q) €l copte &, ={EcO|E=E"} = {EcD| E o5 siméhrico § forma wna

bate pa(‘ag.
A\E,\ cpr\'&.n'\'}o 8211‘E69\E1E"l A E o abluai-"o % .Furmauf\aby;a_ AO_Q

Un epace umiforme 25 siempre v 25pacie topoldgics una. untker mi-
% P P peldgies pues

dad deline uwna A\c,-‘p'koaé(a de la &%uio_n%_ manesa.

.3, Tecroma
€l conjunte Ux =ADI{DeBT, con DLxd=4 ye X | L € DY, o5 una
bate da vecindades do xe X . ‘
Demositacidn.
Lag vigientes condiciones definen s bate do vecindades B en'un punte
re ks DVERL P xeV o BV Vee By T IVae By VRCVIAV 1
&) Ve By=® T Vot Bx » weVo =P 3&3.&'55..6 > WeV
Wy sahsface las des conditones

3 xe DX ¥Ded




W DAL = \»bexm.@eb.‘;nﬂex\ e De ={Lbex [Gepediade §
= (D, ADD Y - Dados DI, D3 ¢ Wy 3 MO e Wy
©ADHLA < DA A DA,

1) Sea DY ¢ U, Gongideramos £ e H 5 E<BCD. Sy BELA Pl E
P Jgtze‘i[\a“s, (46,13613._ SR DEe EeECD Lo 2ze D] E[-a]cb[;{j_

O dade DY Y ED > Qjf Elx) =% %ED};} 5 ’ET_\@ c DX}, 4

i.%.Observag'mr\es V,I.J‘él‘j“ﬂ_gél,; e D B
va l‘f?o(a:.:-..‘; g
¥ - - / Ea Y.
a\ la base de vedindades dol deocama anterar &,(zu‘\.q, Jdna %@Lm%tak a{ i
Grofmibb g AT
/ * —es _Lr."-"?ﬁ (C_-J’rht.: RPN }
%)a i.Lam&«(QfY‘OS ‘!’awtoqkka U\’\lgﬂfl’\’\e_ ’T}@ Q(QJ\GP&A-Q ol ,g' = 8genia A g
. " ¥ e s c,-,“\u/a e *~E:;i‘;.1;/a

) Un espacio opolbeico uniformizable s agual cop dopolong® dacncida cin
ura Jrcfp'o\m&,a undorme
Ala ‘\'D?o\-o%{a ut:\\.fp(me, No o Bauwsdorlf i \aur\'lgormlc!aa 0 o SQ.PEL(Q(\“'Q_

Quando Fratames conwma funcasn antre eSpacios topelogicas , pedamos haklar
df:_comjrind»c\ad. Arota goe Taames  con aspadies vdformes fene senhde ha-

Elar Ae ccr\'\'tr\t.)'dacl uri\{ofme.f 50_%;;1\ La Slﬁﬁ'}\o_r\'*ﬂ. AQ{IIF\.\LMI\.

|5, \L\pg—'\r\‘\ddfr\
Sean (¥, (3 Lb(\(‘f,) 2pacios \_fv\tGfoY\Q:) X A=Y ona gmﬁ»ér\ )

Tedimas e «f 85 u&{orw*e. conlitwa ssi VEe§ 3Dy

e D = ({0, {(Ne E .



1.6 . Dlsar vacon

Toda funcda uniformementa. continua es dontinua .

.77, Egemploc
a) Dade un Q::(\-)L-LO mehico (X, P\ 42 Ae{ine., uha un'\¥ormic1ac1 pof Madio

da-los conpntes DE ={lepe XX | plrd e §, 230, P2 constiivyen la

base. & de una Uf\\goﬁ'm'\é&c} quo Wamamos Ur\ig_orm'tclaé melrica Qp,qoma

ers de. esporatse - La Fopologia wiforme. ssociada esta descrits por la
base de veiirdades: {DELA | xe X, ne &Y donde DE O] =iyeX|
P € EY por o 2 ©inGde con B toplogfs mekrica , Tp. ebido a
= wdormiad M D5 siampre gqenera lafoplegls méhia Tp,
T demple e w{orm'\zaue_-.

b Sabte wn espacie X 32 puaden definin varias uniformidades. Por syemplo,
50 X= R, condrdoramos H={DcRERY A DY, la yniformidad discrats

485 la wiformidad wqn base o5 &'~ 1Da = AVIGRD 1x>a y>abl
acR Y. €gtas o3 uniformidades qaneran la misma Yopeloala , & toplo-

%(a digrefa v {P\!MR& est 1) vb.eg, Dlxle T A\JA&‘I‘,A:‘AEB
At abase de ¥ €8 AASIERY o 6 wndideramos 3eRy 23 x tanemes
Da =LA~ Bl =lvy, Torlo danks, poaden exishie vaiias el Cor -
midadas  que cortesperden 3 Lns musma dopologia o baue ssheuckura
do unformidad 25 s fuocke qua o estructurs hpnh’;%\'u-



) En ol cazo de o depologia mehita tambdn poeden haber varias
uﬁagorm'téecles , distintas de la un'n{ormlclacl medrica , Qoo qenefen es-
ta %?olo%f;. Eatas Uf\lb[Ofm'\lec:lQé no serian melizables poesto e

no coindidirlan  con 9,:, £5 decic . o5 wsible doner wra +opolo%\/a

méhés  Qua correspeonda s wma oiformided no mekizable .

d) Las melricas iy p2 992 cwmplen ton 18 condicion o e I m ™M
tonstantes 3 Olemd M 4 Mo, &P ¢ Mpr | genesn la misma unior-
Midad. £n efecto, sea O1 vnforidad sobie X con base &,=11f [wr0}
4 P2 conbase &, ={DF"IE>01. Dada DS IDG won S mé o
BEEDE ) dats D 300 won c< s O E D bkt com
tenemos 4ue ¥D,eB, Fevo > bfrep, 9 «%n*& D.6P: 35>0,
D5* €Da, pedemos wrcliic qpe ¥DieDe Dt B 4 ¥D.e O,
De®, o 7 B2 B, Rrlotank, varas mékrias pieden conesion -
der a la msma uiformidad |, por lo e b eshochia de espacie mé-
Kuo o5 més fuerde (mds reshringda) e lade esp3to uniforme .
€s decir, un diagrama como o que dSgpz s pesible:

Mélrica A Mbirica 2 Melrica R
Uni%xm;c!aJ A Uy J'm'lda:l 2.

'Epo\oca{a i




2) S datanos & deflinie ura uﬁx&ornﬂéacl 9 =1IDcYeX |Ac DY ton
ACXxX , es recedario %50{;ic'len*a ope A compla las S‘L%).U?J\*'QS don-

dicionas - ‘:\ AC A

WYPACA L W) NCA L Enalece, 5 A s
compe, ¥DODB, D, €H 1 ACD] A< D AD, = DODeD AepcD .
A'cD A ACD ,DcE =Eed . Pevua viformidad. S A
no ompe ton las aendicionas, 3D=A> YEED BB ¢ A AEEA,
25 daiic, £ ne o5 wna unformidad.

) M considerac wa funGén onformamente conbitwa ante sipecios mé-
Yrees | la definicicn de conhindidad  uniforme Qe = die se fedwce g
s conocida, puas : S consideramos (X, p) « (Y, p) espacies mavicos
4 £ XY, fongmos qoa, Vi e D0, , 305 eDp, 3 e D =
(f69,86) e DE? . e ¥E20, 3850 5 p el = pe (300, ) ¢ €




é 2. (}\’\%‘orm}d&:}% Cobartoras

la faords de espacios unifermes se puode enfocar desde ol punks de
wda de evbiertas de X, o cal ro hace naesacle trskajar an XXX,

¥ .
4 gs a Jetas mMas convenignla.

2.1.Defin'cidn
Sea (%, 8) un espacio uniforme. Una ewbierte L de X o5 una w-

bierts vnforma de (%D =i I DeD 35 Wy= 1003 Ixe Xy as

vra edblecta que fefina a AL,

Noi‘e& R eb Q.%J\Ualeni’&_ par_ln'tr' Qe ! }be@ > ’v‘!%x, 3‘ UG’LQ}
DI} < U, pafa qe W sea edbiarta unforme . Adembs es daro G

108 25 una eoblerta pues UDIxI = X
Ke X

Z.Z.Mir\'\d&s
Uns {familia da esbiortas n soble. wn espacio oniferme (X, E)
28 ona gaiformidad scbortora sdbie X s poeid U e co-

gter{a Un't{'orme_ de. ()‘o.g\k

Eviste uny Manera caowalente de definir uny undermidad  edbecdera
x >
que no depende de uLra un'n@:fm'daé Aiac@oﬂal Sine qua eartacteriaa

s b -Pdmua a havds de una Serie de progs'aec:lades.



7.3 Teorama
3) a3 (%,B) un espcs uniforme M la ur\i{ofm\dai dobortoia
asecisds sobie X . 4 Wone la$ propiodades
YW W IUse Uy UYL A Uy 21,
WM Uep , U< = Uley
donde "4 " repiasenta as cefinamients do” y " (epdesanta
‘o5 tabnamiodo othelta de ¥ . (Vor Apindie) -
B S uoes uny colicddn de eobiertss & X e comple ton lag
condicionas &) 5 ) anterwas , u 25 wna uniformidad cobectos
sobre X ie., el conunte ADw ey con Dg=Uqund | Uett §
2s base do um unl(om-(n.daci diagoal sobra X . La undormidad eobor -
tora generada or {Up | DB} windda eon pu.
Dames kadion
2) Corsideramos el sigpante fmultade peviet YD, D, e 8 3 DD,
D simelico 3 DD < D.OD. . En efects + El coﬂém’ro \5&9{13% sind -
trico§ o8 base de 8 ie., ¥ De® JECH, E simebio 5 ECD Ademis
¥DED , FFED 5 FoFeD A ¥, D.eT, DD, D, - ¥D,D; €D
3EeS > E*E <D.OD: ~ IDsimeico 5 DCE 1. DeD < D.OD:.
Ahora  consideromos n unlformlé,aol tbertora scble X .
B Sean W, W, e p . Por definicida, TDLDe 6 8 5 Up, < U, Aty ¢ U,
Por bo anforior, podamas 2nconbar De 8, Doimdbnio 5 Ded € B, (\D: .




Enfonces ¥xeX, SH{x U < DY ADIx 1. &n efectn, sabemos YR
skix, W) = VIUE Up | xe U § (ver Apdnadie ) LbU*\ue‘Ulb\x&US
= UIDLy) 1 ¢y e DY . Sidomamos 2 StOx, Qo) ,maex}um@
Al edy e 3 geX s o) €D ALy} €D Lomo D oy simehico,
Gye . L (xp)e DDaD,Ad: L2 e DLAND L. 1L Wxe,
SR DL A SO AU DU e, U bW, A UWpdUp,
donde “AY dgaifiis Vo refinamients bbsicintrica de. (Vor Apén-
dice V. Taro AU B U . Up¥< U, A Un*eUp, o 7 Up¥e W,

A Yo ¥ Uy (Ver Appndice)

G) $ea Us p A W' FUp> Ut Ul . Uep
By%es u={ 10 ({1 s coberta de X § qpe comple con WAL Uz € uTUse y
tl g0 U Ve, AL ¥, o YUep M = U eu.

Ses € ={Duw | Weput 5, D= UjUxit| Uetlf cts B base de dlgna
onformidad diagonal 2

N Come U 25 cobierta &X,uk‘)uu- X = NC Dy

VYV Dug,,Du,e £, FUse &5 Uy YU, A U, ¥, = UelUs
JVoeU, & P €, 5 KU A EV, A S(UUD Y, =
StCUD € VNV, == Uiu'eWs lunu #9085 ¢ ViDVy | &n ssqedial
vV Ueclas IVietd, o IVeellea 3 U VW, 0 UlUxU Ues§ astd
contanida en U1V AV VAV) | Vietd, o Ve e Uz & = (VN (Vi el

O {(OAVeY V2 | Vet Wek ) . &2 Dugs ¢ DN D




W) vAlem I 5 U MU de YVl FUW s V) U e,
MVed FTuell s WIV'ed |V W3¢ ¢ cU. %ean Dig o Dy, Consi-
derames Dy o Dy . S &6aVe Dy Dy antonces 396X 5 (xy)e Dy
AlyDeDy . P IV Vel y Gde Vi, (g 2) e Ve x Ve ANOVE(
AW HE. P como WY, Vo el 31U Uze W 5 SV, U C U, A
SV YUz, danermcs que Vi€ Ui A Ve Uz (x2Ye U xU,
S Dy L Dy Dy € D

W) Ve 3V 5 Uy te, VeV T UCU 5 SUVU) = Oyt
VW S el Seatng € (Dy)'. Entons (4 0€ Dy = FVe 1Sy
D VY =2 3IVel 5 (k) e V¥V . Do como 3 Ut 5 SHVAT) < U,
artorces VEU ~ G e UxU o Gude Dy - (5Dy)' € Due
Belodanto, o ©),0),5) o iw) | & es base de dgpna vivformidad dis-
gonsd B donde B=I{dcXxX | FE el 5 EcDY . Esha 8 genoren <l
conjunte LUy [De BY con Up = LD IxeX §. Nétese qpo estes
Qo = {003 [xeX} som ddos qge YDEB 3 E= VUL [Uettd s ECD.
ELY ={ge% | ope UAUnUiuesty ={ e | UeUY =U Por Lo dan-
bo We=U yie, Weep. ¥eomo ¥ FECE 5 Ups (U, podarmes
wncoic o Uz we qu We p. Enbores p canide eonla oniformi-
dad cobertora aenesada for los U, DO, donde B, 25 a b ez, ge-

parads ot .y




H

2.4 Defimcidn
Ura subccleccidn p'de v oniformidad u scbe X s base de ju &
A=A wbacka do X | U ep' s W LU o5 decir, p'as ona
tdactrdn da cublerdas do X qoe cumple con la condicidn
VUL ep, Uz ep 5 Us U & Ws ¥ e,
HC poes sobbae da st p's {U./\’Lﬁz/\---/\un[’w;ép”
Wit} osbose dep. UaY o5 ls idkersaion e las
whiaras 1§ v U (Ver Apendica

2.5 Tecama
) $i & esbae de v undormidad diagena! B, antonces Un|
DeH§ oo bae do slgma viformidad cobertora u, qua a so
ver, eomple con qanorsf el codgun 4 Du | Wep§ que o2
base de 5.
k) & g es base de una unformidad cobarbora u, entonces el
conjorh YD | U e p1 o5 base de elgms unformiced diagonsl
8, Pe & 0 ves twmple con qanerst el cnyunto 14, 1D BY

‘t)a-%baéaéa_};.

2.6 Obsorvaciones
A ls +°P°l0%/\6 b;\\;"mﬂ- :Pdn.c!e sar %;mefacb, tasbs por va ur‘u@rm‘lcba
diacbof\al B, como por una cobortora g En el primer @, ya vi-




Iz

mos a0z Ux ={ DIx] |DeHY o5 vma base. do vecindodes de %, En of so-
gunde caeo, U =] S U | Ue o5 base e veandades de X

By Ansloge al hedho da que. o comprte LUAVIUD | 1 NEIE
X e buse a0 la vivforridad disgenal D, fenemos qa al oyt
JUep| U cwbarts ableda de X§ 28 basa de la vinformidad cobardot .
&) Tombién hay angivslencia ente la propiedad de v unformidad dia -
g Dda go VDD FEeD, E-E"cD yladava unvformidad co-
beckora p de que ¥Uen, JWep 5 W LU Ladenscion de v
popiedad @ oha se llva & cbo de b sgiiente forma:
4DEePLE-E'D , U Allp A

MU Wep 5 WU Dy =Dt © Dag

d) La covhniidad wadorma de tna funcida 1 X Y onke s apscias
siformas (XY w (Y,0) con uadormidadas whertorss, odopra la forma:
NV UeD, FUoep s F(U) e U con FAL)={H(UI UeUnf; qo o5
equivalenta 2t N Ued {7 (0) e .

A vees 2% necesanc enconhar uaa m‘ugynit&ed ebpzc.’a{\ca eon la cusl
tatar coando 50, estudia un -Q.‘)pacm Con ure h‘pclo%\’a g2 sahemas

€5 uni ﬁ:rml'utole ,

2.]. Tootema

5& (X,’l"‘\ es'Fa‘_io ‘i’ap:lératm ur(up;rm'néablt ’ a‘ ME udt@rm'-ded m&i




3

X 3 o hyologfs pprerads por pe chincide oon la opologys origi-
ral ¥ x P es b unformidad rds §ind que 2 poade definir
sobre XK.
Dameshacidn
Sea {pa ldent b eleccibn de uniformidades que se puaden defimic
whie (X, ¥ 5 Ty = 7. Sshames g YualaeASE G puos (X e
onipmizable . Considarames Upuy . Sobames ape 5 una fardilia ror-
mal de evbiertas pues ¥ opy, Y Uepy FU' e pa 5 ' YU (Ve
Apéndica ). Ademds tanames que ¥ {UiTien familia noronal de co-
bierbss , 3 u sy Uikicp 28 subbase de p. o 3 pe omformidad 5
Sf* o subbase do Mr . Arora, pr es a unformidad Mmas fina pus
Vs e ue. Momas ¥ = The puest @) The T clarsmente, 4

UL\T'CT}JF B2 e 3}‘57}1:1‘ A MC pe prCT}lF y

2.3. Observaciones

3) ur Hlenz come bae a ul={ 10 ehbiarta de X | W es normal mente a-
beta ¥ . (Vor Ppdedica). Si X s paraconpact, Ur teae tomo base
a pt =AM eblorts do X | 10 es ablerds ¥, En ol langaye da unidormi-
ddas dizgorales | la bise de O as B =)D e XxX |D 23 abierho,
AcD a3 IEiNienc D ,SV@s¥én de ablares , >- ACEy ¥ aVari

EntEa €Eny ~BCE]. & X 25 passcomprcto , b base do B 50 wn-



viesle. on £ = I DK | Des shierks 4 AC D

k) $t danernas dos espacios sniformes (X, ) a (Y1) yona foncdn
continva §: X =Y | antonces § es unformemente  conkinua,

Q) €n un espacio X | compachs 3 Havsdeeff | la Onica unformidad compa-
tble con o doplon(a  es Mg En et aso, mal%uier funcida  eontinua

£:% =N es uniformemente. aontinus.

2.9, Egmples
) Enel 31 se eshidic b unformidad wiica Tdiagpnal 3 cuga base et
constituida por los conjuntos D =) € Xxx | pxNLEL . los de- .
mantos do la bate de & unformided marica Leobecloral son de la

forma WS = JUE () [xe X § donda UL G- L e X [p() €68 So obsar-
va e s eobierta UL Hene componentes que sen’disms dal mismo

E)
Yamaro "

) p Jixt [ xeX § oo base de 4 or'\l{m—midacl discreta (m@hre]
sobfa Y. De acwerde con ol Teorema 2.5, la bese de & unifermidad
disgpnal ateciada 23 4D |Uep' T = Dipwgieexy = 1) [xeX§ < A,
come ya o habls menvenads.

A la unten 4 @ interseccidn de uliformidades o son nacesariamente
onformidedes | pem o} conyunte de unifermidades bz ¥ forma wa

* {alice QsmPla‘\'a ) G2 4ue & A , {am'\'ula de ur{ugorrr\'-.claégs Loole 7(1




NIpce p 5 ¥ pef | pccp
Muel | pcpur

Upe= LUXEET A WY 3 e



ég.pro&_x}os Laﬁu'be.‘_vp&cLos Ur\'\gcx‘mes

Uniformidades DEbiles
Para qpe o concepto de onifermidad %a mis utilizable 25 accesaric do-
finic onfermidades  sobe subespadios 4 sobre preductes,

3. bcaq—lf\'lcié’m

Sea CX, 9\ un Q;ﬁpac.i.c ur\l{orme. “ A un Subcm\é)ui’ﬁ'o de X, Uama -

MOS Mo{mﬂécl (Q,\,a}q'ua Uﬂuuc&é ‘Por‘ 9 $o!oie A a L; Co\&Ctixéﬂ

B'= { DNCAAY | DB { . (A DY eonshibuye un subespacio uni for-

me do (4, D),

3.2. Obsarvaciones
) La bose. de la urformidad latvs [eobartorad inducids per (X, 1)
sobre A wrsiste de cublerias da la forma W'={ UNA U US donde e .

Uns ebterts da esha hpe recibe ol nombie de Hata b 1 sobr A

k) La ﬁbPolooBfa uniforme. seble A, inducida por la ur{t@ymlclacl elativa,

tondde con la dopolog(s relabiva scbre A

s uniformidad sobre un espacie poducte se eorxshwﬁo. de ladnika rmanera pe-

sible para que 30 Jopologls coresporda con b fopologs praducts.




3.3 Tectema
Sean (%, B espacies uniformes 4 K= WXL un espacie topo-
oo produchs. El tonprke & = A% N - AR (Dad |
Dui €Dt i hn §con Puli = (a0, Taly)) 25 bata
pfa wa uniformidad & wbie X. 8 fopeloggs wiorme asoda-

da a 9 C-mnc:u:le. con \a ‘!‘bpolu:&,a ?rociud'o Sobfz X.

S esla wniformnidad predud sebre X 4 Y, E) et ol %M‘o predoche.

3.4. Chsarvaciones

M Labete de la vhdormdad paducte Lecbertoinl atd formads por -
bieckas A « {75! (Ua) N - - OTdr (Uan ] Ui ¢ Wai | i=h,n Y donde.
Woi € pai, vadormidad cobartora sbre Lai,

B) Al igal qe hay wia elacidn imvportante. antte una topologfs dibil
8 dyoloa(a  produchs scbie un espacio, enconbames que. la uafermi dad
preducts es vna uniformidad debil” especisl, an la ape los {alyn
foo opnaran esta Slima won eemplazades por 1Talaen . Como 25
de esperarse |, la uniforamidad debil sobie X, oencrada tor los {faluca,
hene comeo otz a JFO(D N OF (Da | Day €Dy;, iay,n
donde. Falng) = At ful)). Lo fopologls dabil | e comisde con
3 fopologda stcdiads a la wiformdad debil, @5 b mas dibil qua
hace a los {faSaea continuos . Anélqp@mmk, la udt{pm{xdtﬂ debl



25 3 g debl aye. hace a los 1{aY%en uniformemente comtinuos. La
hansicidn de fopolooys dobil a umformidad debil comprende fe- zscri-
bic alogres desiemos en Hmicos e contingidad wniforme s por gempl,
DAY X es corbinua sl fael @ Y Xa 23 conhiua Yo p | secon-
Vierte 2a ') £IY X 2s unformemente contins ssi faof: Y =Xy
28 uniformemente.  condinua W W) 2 X TXd esuna \nmersidn  ssd
1fafaen separs WS | se conviertes an 0 !X =Ty esumain-
macsicn unforme o5 L{abuea separa puntes, €5 clae Goe an estos
deorzmas , o Sacn o5 la coleccidn do §umcones qpe 9enasa |3 fopo-
logyia bl sebie Xy la unformided dibil sobre Y.

@) Consideremos (X, lx) un espscio urvforme 4 Y un conunk. Sea
§1X—Y s sobleyexitn. I p= U cbarts de ¥ | () €l wmi-

formdad sobre Y . M oes la mayps uniformfdacj P2 hace a Fu;\a{dme_—

mente tontinsa. lamames a m vnformidad ecionta sobre Y induuda

poc £, o (Y, 1) 25 entorad ol cociente unforme de X por medio de .

B no nec e=safiamenta spnela la 'i'bpo{o%{a eocienta Blra Y .



éq' E{j@uo& UfﬂL.Formgs Qomple.’h)s

Al tamrah'za( el Concephn de 3uc.p_éu:/m Jo_CaUchLa me_apac'mﬁ et ios ol
de. red de Cauc‘»\a 2n ap;y;'ms ud\{ormes , Sa lo%r; establocer una no-
“bdn de eomple‘i'ih:J 2n eshos Glhimes.

¢.1. Definicicn

Sea (X, 8) e,spacl'.o uﬁ;{orma. Unay fad (XY € X o3 .Q-Cau:l\%
o Guchy unforma sl ¥ De® Fhee L 52,02 =

(x?\.,x}z\ €D

$.2. ba.g'm’tr_fof-\

Sea (X,E) un &pac:w unforme . X es un espicio un;forme. complety

wi YOICK 5 (F) es Cauchy vaiforme  IxeX 5 X —x.

Come &5 de_ esperarsa esko canc.e_ph: de é.omp'le.{"ih)c] LBQJ qbue_ %a cong .-

climos coindden dentre de wn -espado makico .

.3, Teofema
Sea (X,{ﬂ un ﬂﬁpaﬂo melico u Sea -QP la Ur\'l.(o{m(d&:‘ mehriéa
Soble X. O(,BP) @ un aq:aoo un orme. complatn =i (X,P) 25 un 25-

pacio hplé%fno Corpledo |
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Dameshacidn

3) % Supongamens ape (X, Dp) 2s complets . €oho sada i M) Cauchey
snforme. FxeX 3 da—>x ; te, s ¥ Dp Fhel ;02 I
= (Xa, %) € D | entonces JxeX 5 %> X s lo cual e%dwala_ 3 age,
sivede IMeN 5 20 2% = o060, M0} £ enbonces FxeX 3
Kx—»x . Endences | 8 donsidefaros na SKaSdn da Cauchy (x)aen ,2dhy
23 un Qse especial de una red Caucluﬁ wderme,  en un espacio mehico .
SoFred s X L (K0 es complede

) - Su'po(\%am R ( %p) e completn l%%nsldums (%) Qaﬂdma
vnifocrme an (X,Q‘b Beramos fabicar uny soasidn de_c-w:‘\a (XaYnett
gz onverya al punto ol qe converge (Xa) . Entonces, sea €=\,
3eN 5 I 20 = ol XV ¢ 1. Sea =% L 32l A
= o0%, % €1 . Rorser S on tononte difaide 33 3 ¥ A
YW Rhos [, sea 2% 32 el 5 220 2 p(% Y &y
Ror ser A on tongmin ditiggds 3236 A 5 X323 A%y Y2,
Escoqemes an! Un eongnds {2, 3,08 5 ¥ AN IDN, plua, %) 44
A M 22 Wae N L Enlonus ¥eva 3 nel r,m % n
AmAm 2 AL pllam, ¥am) & AL L p(dm X)) € R L€ Endoncas
{0 Yien dPerming tna se@sida $XiYien Qe 25 clﬂ.c.akJC\'“a.CQMQ
P 2o womplads , 3xeX 3 Xi ~*X , le, BEYO IncN 3 mIn =

PCKM,X) <E . AL\OfaJ Sea £¥0Q , ‘i\ 3'\4“ 3 },)l >I 15 =i




[

Pl xa) «h < e Len especal, p(¥x, X2 <€ ] y W) FImoe Ny krm
=» P(X)k,'x\‘- €t Len :a's(neéxa‘) p()()».m,x\ <e ] . Consideremos X ¥
An £ A D E D L MAY e, pUG D) € plia, %) + plXa,  XILE4E

=8 M0 3 ny A% = o00,) 26 (X, 9 es ump!eha_//

¢.4. Obsecvaciones

3) Teda rad (Xa) eonvargeate on la dopologG undorme s Cacchyy uni-
focme.

B) Un espacio umforme tompleto diene muchas de b propredades de. n
espacio topdldaico .c_omp\e,}o, Por sjemplo:

D) Un subconyunts cerfado A de o espacio unforme completn (X 0) es
ompets . { "cattade” 4 " compleh’ respects de 13 bopelog®s wiforme 1.
W) Un sobeonpnbe Competo A da un espacio undorme. Hausdor ff (X, ©)
25 ceriado .

W) Un egacio producte onforme 23 mmpleh i eada espacio facker

Uf\‘igorma. @5 C'_DMP\?:}O .




§ 5. Cowarqdenc'm Ponhos) " Qomlex%er\d: U“il(om\e_

Existe toda uma goma Se eshruchuias sobre ung coleccidn de funciones ape
la convierten en e.spam'tc de ‘Fuv_'tcr\es . En un axiemo el Q_.s-‘;azd'ro esty

{a QSJ(YLJC;\’UQ dz Qpnuex%?ncié ?Jn'\ua\ n en el ojnfo [a de (‘.onde/%e,nc,(g unt -

Forr'f\e. .

S.1. Definicidn
Sean X a Y espacios dopoligicas. Sea F < Y yny subcoleaidn
de. funciones de X en Y. Sesy T la fopelogla  preducte de Tuchonoff
sobie Y | 2n donde o peyeccidn i-dsima Tyt F =Y se fadue
a la evaloacidn 2n un ponts x5 i, TxlD) = §03. L dopologls

telahiva , \nducda for T adbte f, se llamg ‘i‘gpo{o%fa de wnver-

%ﬂnda pur\JNa‘ Sobie Y 32 dencta 'T"?.

5.2.0bser vaciones

3)Una hase da Tp 26 @l sdeonginde de Tp que consta de elemantes de

b forma A= DT AY = D {EeF | 500 €A1 L donde A es abrerds &Y.
b) s eshuchurs puntual sobre & depende exclusivamente de la e Y.

¢) Gome estames Fabajardo con o Jopologls produchs , sobomes e b
net (e} (F)ped comvacge & § 550 b net (M (2)) converge & Tu(f),
¥xeX. & dace e (F2)-F st (6200 = £6)  VxeX, Br o
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tanko, la convergencia en Tp 32 faduce a la convargencia punhial, tste
2uca o) nomble awcade a To.

d) Lo dopelogls puntial o¢ bastante pequedia 4 oo delir, consiste, de'po-
cos” ablerdos | cada une de les cuales eontiene “mochas ! fmciones.
Sobte R™ los abiartos do esha Hmpologs sen de (o forma U(g,,F)
={{e R“'I I%L\"jsbb\ ¢t NxeFl dnde edo y F es un subcon-
b finito de R Va g la condicidn 1400 -4 4& dobz cmgplirse
wlo para wa cantidad (inits o punks, los U(g,€,F) conston de'mo-
chas ¥ fundones. Para consie ung Yopelogia gpe res describa con mas detaile
las prpiadades dol espacie , 25 decir, aoe contenga un nbmers mayer de
ablerfes "mds pequeios” o5 raesaris feshringr las funclones ae. puedan

tettenecer a3 una vetindad dada R haciende los conéur\*bs F mas extenses .

la Compacléacl Lb A completthd de vy estrochuia sobre un espadio de

{uncionea et de. oafan rqlo_u'anc,la R En atte caso C.onhms‘ con que. a +D'Pn--

{ommia ado tlene la propiedad de drasladar la compacidad de los esps -
93 Ppred ? psc P

cies fackres al espacie produche.

5.3 Teorema
%23 (Y1) un espacio Havsdorff o &< Y¥ ton la tepolog’ T4
(F,Tp) 25 compacko ssi: i) Foos cerrado 2n (N, D) Y
) Tx(F) o5 compacts an (Y4, Tp) M veX .
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5.4, Obser vaciones

3) Considecatemes “inferesante * 4 uma Jopologls v sebre F 5 T T,
Entonces La Compadcia:! sobte. T 82 llova a cabe on las s%u'mnhs aonci -
Conas ¢ 81 omames Y Hausdocff y T interesande CF, 1) es compacts
%3 (F,7p) 28 compacto 4 T 25 homeomerfa 8 Th. En ofecto \ Tpdom-
pacta 4 Tphomeormorfa 2 ¥ =P Teompacta . Por obve lade Y Hausdorlff
= V" Hamdoeff =0 (F,vp) Housdodff | por ser F sobaespacio de ¥%. i
comsidaramos 11 (F M) — (F,79) | L5 idenkidad , tonemes un masges
biyechve conhmuo de un egpacic compacts 3 un espacie Hausdofl, Ror
lo fanks , 2% un homeemerfisme , ', T es compacte | Se concluye |
enfores; qoue las condidiones necesanias y suficientes pasa e T se
compaeta son las condiciones pora qe Tp ses compocta nto con las

condiciones pafa 1)02. T =a Q.%L:!\VQLQ!'\“'L a te.

Phora presentames una umifermidad qpe tofresporde adecvadamente 5 13 do-

polo%fa puntual .

5.5. Defimcida
La uniformidad asediada a la ‘}opolo%\la puntusl sobre Fic Y* 28
precisamente. la uniformidad paxdocte sobe ¥¥ relstiva a £ . la lama-

mos unformidad de converaencia puntual o oniformidad pontuel u

la denctamos pr Bp o Ty fm:bﬁn conenaa .




ST IoTECA
y:ﬁé‘;fﬁz:nf.ﬁeﬁﬂ%@ ke
S . Cotervaciones
3) Los conprdes Eep ={f ) €5 xF | (403,900 ¢D ¥xeF 1, con De P
urformidad sobie Yy F subconpnte finide de X, farman uns besz de D,
B €l rombrie asociade a Bp e jushifia por & hecho da que,al gl que
anTp, una fed de Cauchy () 2n Bp 28 ol que La (ed (£263) 25 Gaudhy
an 8 YxeX.
¢) Al abaids eon &b toncepro de complefibud | hace falla un teotema goe de-
mueste. que la imagen Uniformementa continua de un espcio complate e
complefa . & atpscion compaddos, la axittenus de un Feoroma andlogp per-
mife demoshrar el tecrema 3., Eneste caso, Solo o5 posible demos—
trar qua las condiciones qpe Sigpen | similares 3 las de compacidad , ton
necessrias pero ro suficientes para la completihid do (F, Do)

i F 2% coriado 2n (‘\’",TP\ o W) T (F) < completo on Y, 8) xeX,

Ly eshudbura " mds aérar\cla " sobre una doleccida de funciones a;tuaﬂa

cua J!'D‘Polo%kla tonhene ol mayer nomero e ablertes | 2s que sope .

S.7. De]ffr\‘lcfo'n
Sea ("‘,9\ %Pad.o uml{orme. Los Cor\;iunlbs Ep~ {((,3\& fx % I
q:(x\’%(x\\é D, YUxeX$ formad urs ke para una undormidad sobve

Fx% que lamames unformidad de genvergencis uniforme vy dene-

+m5 gu o /.1.4 ,Sﬂ.cafm (bnuenba. La*bpo\n%\:; Cfﬂerada porsgu




4}

25 @ dopologls de convergenda uniforme Ty. Dada (FVc X s

f)——‘lf en Tu, decimes ctUQ_ > conV@f%a.udt(armmer&é. 3 ﬁl Si
() CHF os Caudma 2m Qu, decrmos que (£3) 25 Caud\z- Uai-

gorm,e,, o uﬁ‘\Formw"'e. CGUC\‘\QL

Ademids de la relacian que harmos notade enbre o base de Sp a‘.acb_
Qu (la 5\-6*\40':154-\ dal Sukxor\'aur\*\b -cm'&b F pef ‘{'oéo X\ ; +enamc$ la

S\.%J.Lﬂf\'}ﬂ- Coflespandencia !

5. f Tecrema
Dada (faY < F A fe 5. fL-§ un'\formeﬂ\en‘}& o [ -

porhalmente 4 (fa) s Cauchta onforme. .

Demoshracidn

) Lo St Sopenemes G = £ uniformemente , YD B, 30 Ny 202
= ) € Ep i, (G090, 560 €D, M xeX | 0 L0606 YxeX
S fa = pnduslmente. Y come (£5) es una red convergente an Dy,
CFa) as Caudhy uniforme .

i) ¢ Ses (f) Cauhy uniforme . Extoncas YTe B, 3oee Ny
2% = G eD L Escolamos TeD | simebree y ceriado, >
TCD, o ded . De nuavo tenamas ape 326 N33 20 =

(Fa, £a) ¢ Br; e, (A, fa) €T, ¥xeX 5 i, 2 D2, =

{2109 ¢ TULRY , ¥xeX | Ahora, sshemas gpe 5 = § punhalmenta . Por
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lo tarto , (3 sdbnet (£u) 3 p 22 converge punhialmacte s § - 1e.,
Fpod —= f060, ¥xeX. Pero fudos los miembros de o sobnet (40
ostdn 2~ T LLHGY] 4y T & cerade . Eabonces T LT 25 cerrado.
e TUHOL | N xeX. Como T oas dimebvico | £,60€ TUFAT
MreX, WA, w46, HOV €T, Ve X L ¥De® IncN,

A% a = (f0, L) €D, Yxe X Ly,

5.9. Obsorvaciones

3) Como 32 hace notar en la ghservacidn 5.4., para carackerizar o comps -
cidad 2n Ty, hace falta toner e Tp ©Tu , locwl o8 daro, u adamds
bhace falta ancorbvar rashvicciones gz (@duzcan Tu a 7, Din ambargs,
ash ccuire pata una clase 4an limidads de cspacios Cpayt X compach
ydixtete) qu novale la pena Hatar de formular un panteamients
general,

By la domplehtud 2n Du, e por at conlvario simple de dekribir, Si
tenemos (Y, ) compete , (Y¥ By) s complefa. £a efecto, una fed (£3)
qe 303 Gauchy uniforme es ® Cauduy puntual ) 2s dacie, (fa00)) o5 Canchy
2aY ¥ xe X . Como ¥ 25 completn , eada (fa6) Converog a Um punto Yy

la red (£2) convarge 2 foncdn definds por £6 = “x.

S.IO‘EijLoS
) §=1fe 17| fto)-0O3 o3 compacts 2n {3 ‘*"P‘-"l"%{a -Punlrual sobfa IIB



2%

dende. 1=10,1]. De awardo con ol taams §.3, % 04 corrado a0 (157)
past %3 § pndp de scumolsion de . F(HYCFS fH— g po-
fodmente es decir, [ — %cxs VxeX. & pacticular (3(0) ——>%(o\
Poro facF = [A(D=0 ¥2; e, {H(0) =0 . Paro T 25 Bausdorff.
Enforcas g(0)=0 . ge X Ademds LR [fe F§ 28 compacto 2n
(I, 79), ¥xe X, &n gfec: T e comppeto 4 {{00|fe £§ oo conado.
b) Ls coleccidn de finciones Y™ con Y= R ~10% no 28 conata en Op.
Considatomos o sucesién (fnacs € X7 donde fa(0= K. () sbwa
Sucesicn  de Cauchy puokial 02§ donde £: TR, {0970, Cogs.
mente £¢ ¥®

¢) lonsideamos  CULTY (o eolaccidn do fonciones confinas {:L—T.
bske. conjordn no 25 complat 2n Dp prasto qoe- pedermos enconkar una s~
cesién de fondiones, (fadnen < C(IT) [ donde fa0) = X7, Qe 4 clara man-
fe de. Cauchy 4 converga a o fundidn {1 LT 5 £69=0 s D& x4/ 4
fd=1, o cwal no &5 conkinua. En general (C(xY),Dp) o 25 Cormpleto.
DN, Bu) 25 compledn 51 (Y,0) s complato. Lomo AXY) <Y y
(XY, Du) o8 complats, baska demashar qua. COLY) zs carrado an (Y, ).
Consideremos £ ¢ CLLY) | Te., Fx€ X 5 § no 28 condinud en % *.3DED
ta qoa ¥ Uxe ©X, FCUL) € DUFGD , e, MUxe ,Uxed {7 (DIFGD) |
Consideramas TeD dmdbrin 5 TeTCD | foa E4 1= 3¢ X {(f, 4R)S T
MxeXy. ’J%e E-U) ) xe 5 (TH)) == atdye TH{DY) ==
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e, 9N € T, R come (£, 460 € T, lo coal implica (400, (03) € T,

fneros g (G fY e TeTeb & 463 € D)) - xe [ (DY)
L3 CTUeD € €7D0 . 7 YUne X Uk § 4 (THONT); e,
3IT€d 5 Vlxe , glln) ¢ TUFOA ; esdecie, 5 no es tonfinus a

Ya. & Fg o) = 3BT 5 ExUE) € cO0Y) . 0L kYY) s

carrado

Q-) Si & s c.nmpld'b en 3;? scbre X, F es Con\?lﬁro en Ba sdbote X, Sea
(f3)ae C,gudva-Ur\'\Eom-\e. . &b implica P (f2) s Cadd’ua anlrual.Como
etkames aopo;\t.w\olo %m. 3" -2 Com?ti}b en ‘9?, 3 ‘FE:{FE, ‘(1-—"‘ pan-

Joslmenta . Por ol Toorema S.1. ,fa—=f un{{ormamen’l'-o_ L K a4 com-

pate an Oy




8¢ La Topologia lompacte - Abiarte 9k
Topologs de Convergenia Uniforma sobre Lompadtes

Antes de enbar en ol eshudic de ostas dos ﬁ\:olo%{as soble tolecciones
de -F.Jnc.'l.or\o,s) 25 nea4ario Aﬁzrmqla( las dg-Fir\'\'o.bne.s %u-ﬂ- swgw; w

¢onocer aloé.ma'a do las propizclacies o los e;s]nc;.o.s que han %uddada

dafinidos .

6 N i begin.lcicfr\

Sea (X)) un espacio ‘*‘oPoh;cz;xc.o. X 25 on k- espscio o espacio

c,om-?adamn'h atnelado sl satisface la condicidn :

ACK es shierko on (X1 4= ANK 25 shiorto en CRYy ), YKCX
Qompad‘o.

6.2. De,{inlr.r:ér\
Sea (X1 espacio Fopeldgico 4 (Y, D) espacio unforme. .

Feey) 23 zquicontinus 20 xe X i Yoed Fle Xy

fOU € Do) ¥ ied, F 25 asdiconkinug o 28 egdicontinua

an X’;Q(Y‘:X_

(.3, Observaciones

Hla condicidn qoe define un K- espacio o3 stempie valda on el son.
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tide de e A abiarte en (A7) implics ANK abierte an (KT, YK
wenpachs , puesto que K hena 3 fopolegls relativa inducds por T,
b doplogfa de X. Ror chre lado, 88 Suponemos que ANK s sbiarko
en (KT 9 R compacte | sabemes e Fak X sbierts 5

AOK= GuNK | por no necesariamente G= R

B & la defimicidn 6.1, es vAlide sustitvic “cerrade ¥ por Yabierk
poes: R conade an X = AC sbisrk en X 4> AT QK abiack ank VK
=+ (AN U B = (ASOAKY UK NI = (AU KEINK abierto 2n K, Y K
e ATUKT sblerke en K, ¥ K+ (ANK)® abierds an K, ¥ K += ANK
Cerrado en K, VK.

¢) Todo 2spacie localmente compact &4 on k- espacio. Tor consigdtenta,
teda @spacio compacto 9 Hausdor ff @5 un k- ospacio 4 - R eon la -
pologia usual tambicn o es.

$) Tedo atpacio primers - contable ( en parkicolar, un espacie o)
25 un K- espacio

2) §i X s un k- espacio ) {1 X =Y o5 tondinua == §li es continua

N RCX | tompacts .

£) St F< XYY es equicontinga , entonces F on (COLYY,Tp) s equi-

Cor\*\ 0o |

Ahora -pnclwfns ae(-'m'lf‘ s ‘b?nlp%fa que esolta " mas %ranée v %\m_‘é
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!

sunual | pere ‘mas ?Q%oa?na‘ que- o unforme

64 bo,{lr\'tdojn

Sean % o Y espacios fopoldgicos . Ly dopolenfa aompadd - abierko
o k- fopolea(a sohe 4 ¢ Y¥ 25 la dopologs cuya subbax
cnsta de los compntos (K, W) = feF ({1 U] donde KCX
o> compacto 4 UCY o5 abiorto. L denofames T<.

6-S Observaciones

3) & la cbservacidn 5.2.3) ya hablames hecho netar e 2l engn-
to {feF{fOAAT, on xe X o Asbiarh 2n Y e un elamenh de
la sibbase de Tp. Do manara andloge a2 la definicdn anterier, poda-
mos denctar lss 2lementos de la sublesse de Tp come (x,A) y lla-
M3 3 Tp b doplegd gunts - abierte. M osustibic K eompacke por x
an O A, estamas hadends 'mis paquancs ' naestres sbiarks u ot
consiguente , haciande " mas grande " nuasha topeleg(a. La dopolegia om-
pocto ~sbierte 0wpa un lugar intarmedic en ol espectre qua Va < Tp
3 Tu. & inlafetanle ndtar g Tu toindide ton 5 Jopolega qenerads
e los (X, ) =) Fed | £(O<UY eon U abiarh on Y,

By $ Y, 7)) 28 To, T, o To, entences (N*,96) 26 To)T, o T2 respactiva -
mente .

L‘) Si (‘(,T‘) &S faﬂ?st'[ﬂf, 2ntonces (\fv,'\"r_\ £% m%ula/(.
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d) Para poder demoshiar que To se faduce 8 Ty scbre F Q%o;conh'MQ , o
cual J'L%rhgta denar tondidlones hneresacias Y 5‘.:{»{&{2:\*&5 para [ Compa -
tidad en T , @5 Neesafle inkoducir a\%unos concaplos plavtamente 5

4= Fa:mihzn desarmllar la demeshacon dol Toorama (.9,

No existe una uiformidad @ corresponda perfactamente con e, par st

hay una que le eorrasponde mbore colaceones de finciones condinuas.

¢.6. beFm'tcCojf\
Sea (Y, £) un es.?ar_io un'uFarme.. Los conyordos By p tal e
Fip =3 (feFx 3 | (6,60 eDd Yxe K con DD y ke X

compacts | constibiyen una sdobase para @k_) s vniformudal de

Con\ar aeniid ur\'t{orme. sobre compacks o vmformidad de con-

gr%méaa tompacta. La %Poln%fa asotiada a Oy es a fopelo -

ngfa da e_onuuaaencia Coﬂ‘\pac}a_, Tx .

la comparac‘w’n enwe los Eep Menconades b s Egp que genassn a
Bp establace vna telacdidn ouidente ante (Ty Oi) y (Te, Bp). Tor
oha \73"*9, la f’e_[aéufm ente (TKIQ\Q b (Tu,gu\ -~ fﬂ,{ac‘x,;r\ ke apn -

Vergencis  descrita Por 2 teorema e slcbue.

t.7. Teoterma

Sea (f)< & 4 Fayx,
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NhH—=f v T == Llk =l an Tu sebra K, ¥ ¥C X gom-
padie; %
@) a) Cachy an B =2 (Fl) Cauchy en Bu sebe K, ¥ ke,
compaco .
Demes fracidn
1) fa = f en Tk <> Y RCX, compacks, ¥DeD ) F a4 233 =
(F,50€ Egp + (0, () €D, ¥xek > falc = {lk anTu sobre
K, ¥ KX, compacto.
V) (£2) Caudvy on B e Y RCK, compade , ¥ DeB 32 5 AN
= (f1,42) € Eep += (500,200 € D, Wxe K > ({16, G100 €D,
N¥xeR =% ¥ KCX, compach , (faly) Caschy on Bu sebre k .y

El fererma anterior C'sosjr\'gxta ol apel.ajr'\uo ' Connergenia snuorme, hte,
compacks.’ Phora podemos estsblacar la reladide onbre Ty y Te qoe

bond S M\Cmné .

6.3, korema

Ty = Yo Sobre CCX,\{)_
la relacida enlte Te 4 Tp es la sl%dmn’re. .

£3 . Teotema

Tcz’r? sobre F e:%ukon-ﬁau’a.
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Dormashacidn

Basts dameshar que E corrado an (F,T0) & Feerrado 2n F, . ¥
owmo Sabemos que .{e E corrado 4> 3UMICE 5 [31; anforces o
sofictente demoshar qoe o= on 1 & [ { o .

;) ;o Su?on%am %mz {3. ~» § 2n To. Como zatamos sobve F< C(X;Y),

por ol feorema anfericr, {2 = o~ 7, Seain o) Tasrema 6.7, esko 2qui-

vala & que falk =* {lk en Tu sobre K, ¥XC X, compacte. Por el Teo-
tema §.8. do} pacrafe | tenames que falk = Cli on Tp sdbora K,
VK <X, compacte; e, ¥ K, (falI@ —> Y ¥ xe K. Paro como
K= UK Y ket compach § gorqua., 2n flhime case , cada yumh de
X 25 compachs |, enlonces Yxe X, JVCK, compacts, 5 xe K, Tor bo
tanbk, ¥xe X | 500 = {63+ te., fa = aa Tp.

i) £ Svpengamos e {2 —f e Ty, & ven de considesss una vecin-
dod cuilguers do § an Te, tonsidaemos o damente (KUY L la sie
bate da To 5 £ (K U). Recordemos , antonas, %;e.‘ <l wa K
compacts 2n X o U sblarts en Y. Gueremos anconbiac 2o 5 207, =»
HeleW). Como fo =~ F 2n T3, enparheular, ¥xe K, £.60 = (K,
Bhora, coma § .28 conkinua, 00 a3 aompacte , y somo ()< U, se puece
enconkrae D& By 5 DIEY) < U, Consideremos E ¢ Oy 5 E+E & D, Endon-
ces: ) Br convergencis pndusl, ¥xe K, FAc 5 A% U, LAONE
D Por aquicontinuidad , ¥xe ¥, 3 Ux 5 HlU0 c ETHOT , ¥ 26 A Ton
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mes e A% M = E (] € (FeE)({60) puest

si e B, (L6, 9) ¢ € o como (£60, £r0V€ B ([6),4)¢ EE,
Entences, A A = H(UR € E{LATY € (B EYURD < DR < DELE))
< 0. o ey,

les conjundes Uk |, ¥xe K, forman una cobirks gbiorks do ¥ . Tom K com.
Packs = 3 1%, %, %tk 5 K= .g'\('.. Escoyamos Do 7 Axg =l en
nionces xe K =2 31 5 041 6n 5 xe Uxi, Endoned Y20 D <l
S consideramas A7 Ao, denamos que ¥ x¢ K, [0 U L ¥ %,

MO U P A2 %, {as W) Boe o taate, 1§ anTe.

6.10 Obser vacipnes

3 Rl snconbrar condiciones (F aquiconkins) bajo los cvalas Ve 3¢ radice
3 Tp, pedemos hablar de compacidad en Te. Esta s enondia Segiicla -
mante  bejo of Teorema de Ascoli . la eompacidad on Ty viene dads por
lsg musmas  condiciones | ya qoe, sobre F< CXY) T = Te,

k) No tane senhde hablar de complelvi-ch ssctiads a Tt pues Lk o
csents ton w2 undormidad e 12 corfesponda on todos los cases, ya
2 la Topologla viferme Ty | generada por O, sélo aoncde eon Te
sbre (XYY . L8 ompletid en By, en comblo , 3dopta wa forms

.s'am?le., desenvts en o Teorama 4,17,
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6l Teorema (de Ascoli)

Sea (X, 1) yn 2spacic fopeldpco Hausderlt, ragpiac & on K- o5
pacie , (1, 0) un espacie vridforme Havsdocff o %< COGY),
f%COmp&:b en M =Si

W) Fas comado on Tp .

WY VxeXs TP o5 compacto 2n Tp .

W) 7 e asbdu:am‘inua waokte K, N KCX, compacto .
.12 Teotama

Sae (X K- aspecio, (1,8) un espacien siforme. (Y, 8)
& complere = (COLY), D) o8 completo
Demes hracidn - . |
Soa (B) € COONY Cauchy an B 37 [ e CY) 5 {a =T en B Seqon
& Toorems €7 4 o chservacida 6.3.e), (falk) esCsudvy en C(xY),Du)
¥ K compache : Por 2l spemplo. 5.10.dY, (Y, ) completo = (CLW, )
- @5 complete- M K tombacte . L3 {x L P Y ontinsd 5 [l = fx o
Yy ¥ K compacte. Definames [1X =Y 5 0 = 00 AmeX. feosta
©bian definida, poes X= UK L % Ry, Ko tampactes, X Kike
o fne = 00 = 00, Pdemas § oes condiwa pues [y ¢ [l & conti-
ns, $ K compcte . Y finalmente , fa = f 2 Ty pues s Ll = e
Tu, ¥ R donpacte. L (CXY), Bu) es complete.y
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.13 Eé-u\-vplos

d) Si X 23 discrete,; Y¥ 28 und coleccidn equiconhiva e funciones;
pies , para swslqur oniformidad qe 32 5202 & Y, fonamos qge:

Mxe X, 9DeD | 34x dhierte on X5 FAM) DU, ¥ (e F. Tor lo
fanks, hie Y con X dicreto ,ta .,«ch{acbf’a compacts - ablerk s fe-
ez, d o -Pur\Juai .

L) &} Teccemd < Pxrela sa;?feﬁ-ar\'i"a""&:mo wna spcacidn o la com-

paqdaé - Nna 'bpciD%\/B- COIT'\PGCJ}'D - aberto:  fc .C_{,;}‘L,] 25 c:am‘;adn .

en Te wo F 44 Un-l-@(m{'a acetada oy _e_qbu'aCoerwa.
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Apﬂj\cl;(_e

Cobiectas M Refinamientos

Definiciones

L Una cbierka de A es wacoleccidn fl de sibconuntas de X
k—lﬁ = X. | |

2.Una subeobierts de una cobierta ff es una subcokeecidn ' £,
A es v -mbl}arh_, de. X

3. Una cbierts dblerts do X & una cb‘u{a‘h?@ wesiste de comyunies
abrertos.

¢ Una cobierta sbiacta U e enagble” a8 34 cubiacdy dieda , W
MU, 3Vet , Vell 4 as un encogimiente de 1.

5 na adbierta U es punto-finida %l YxeX IneN
lacd {e U | xe U} = n.

L. Una aobierta 1 refina @ una cubleda U sst Y Uel 3 Ve ‘Lra,
UV, (e on refinamiente de U Se dancta: ULV,

71.la eskells de o ssbeonyurfe A de X respecto de uns aubiarts U e
UtUel | AnlU+ ¢ 5. Se denots Stm,m_

9. Una eobierts 10 s refinamients eshella de um cobrerts 1 i

YU FVet, Stlu)e V. & denota: WY




9. Una abierta U0 2o refirarmianto  baricentnio de uns cdbierta V'
5;: LAWY [ 26X Y ¢ V. Sa denota U AT,

0. La intersetcicn clr.ias eubierdas U‘% Y oes Junv|uett Vet§,
Se dancta U V),

¥y sucesion normal de edbiotas (UNm, es aet)e_lla 2n La%\e
Unp, % U YneA.

2.0 es Uia adbiorta nomal i 3 (TR soesidn normol da ket -
fas 5 U = U, .

B. D o5 g famitia rormal da cobiertas ®i Y Ued, F e 0,
v % U

. Una ebierfa U oo normalmenta shicrda ssi 3 (10:)72, suesiédn

norﬂ\&l da CA-‘LDI:GV*&SG\::W“QS 3 ‘LQ = 'LQ\ .

Propiedades
Jd“lﬂ,ifzw' whiedas do % se Hene e
LU %Y ~UAY

21U AV = Wy
BUNKRY = Uy

§. UV AV U= U
SURY AV wW=+UY
UV A Teu = U %yl




Lt A YW = W< w
Q‘LQAI(/-‘\ VA'U) > L *<
LUAY A~V &1~ LAw
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