
UNIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA
Facultad de Ciencias y Humanidades

Departamento de Matemática
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Guatemala
2016





El Teorema de Riemann-Roch:
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PREFACIO

Terence Tao dice que la formación de un estudiante de matemáticas se puede dividir en tres

etapas. La primera es una etapa de intuición en la que la matemática se enseña informalmente. Los

conceptos se introducen a través de ejemplos y se enfatiza el resolver operaciones. El aprendizaje se

da más por intuición; se sabe que las propiedades que uno aprende funcionan mas no necesariamente

por qué. La segunda etapa es la etapa de rigor matemático, en la que se empieza a estudiar

la matemática “de verdad”. En esta etapa, una clase t́ıpica consta de definiciones, teoremas y

demostraciones. Ahora es necesario, no solo conocer las propiedades, sino saber por qué funcionan

y ser capaz de demostrarlo. La última etapa es la de pos-rigor. Podŕıa decirse que es la mezcla

de las dos anteriores y es cuando un matemático alcanza la madurez. El estudiante puede usar

su intuición para demostrar y entender la teoŕıa y es capaz de sustentarlo con pruebas rigurosas

si es necesario. El énfasis en esta última etapa es nuevamente la intuición y ser capaz de ver el

panorama general de una teoŕıa, en lugar de un conglomerado de teoremas. (Tao, s.f.)

De acuerdo con esta clasificación, creo que esta tesis entra por lo menos en la etapa de rigor

(la segunda), aunque quizás está con un pie en la tercera. Queŕıa escribirla de forma que fuera

accesible a estudiantes de pregrado, que explicara la idea detrás de las demostraciones y diera

el marco general de la teoŕıa. También deb́ıa fundamentar formalmente todos los pasos y evitar

frases como “es obvio que”. Aunque śı utilizo este último recurso, conf́ıo en haber dejado suficiente

trasfondo para que el lector pueda terminar los detalles que falten (la frase también tiene sus usos,

a pesar de lo que uno pueda pensar cuando está en la transición entre la etapa de intuición y rigor).

Es importante aclarar que la fuente principal de este trabajo es el libro de Miranda (1995). Su

redacción amigable y detallada me hizo preferirlo frente a otras fuentes. Considero que el valor

de esta tesis es, de acuerdo con el párrafo anterior, haber llenado los detalles que “se dejaban al

lector” en muchas demostraciones. No estoy seguro de haber logrado la componente de intuición

que buscaba, pero conf́ıo que expliqué bien los primeros caṕıtulos de forma que el lector pueda

construir su propia intuición en los caṕıtulos posteriores y que pueda estudiar otros textos más

avanzados con facilidad.
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ÍNDICE

Página

Prefacio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v

Lista de figuras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix

Resumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi

I. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1
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RESUMEN

En este trabajo se presenta una demostración del Teorema de Riemann-Roch sobre superficies

de Riemann definidas como variedad compleja de dimensión 2. Se comienza definiendo variedades

y se enuncian sin demostración teoremas acerca de triangulaciones, caracteŕıstica de Euler y géne-

ro. Con esta base, se desarrolla la teoŕıa de funciones meromorfas y de formas diferenciales sobre

superficies de Riemann. Los resultados más importantes son los teoremas de Riemann-Hurwitz y

del Residuo. Luego de construir esta base, se definen divisores y sus espacios vectoriales asociados.

A pesar de que la existencia de funciones meromorfas no constantes en una superficie de Riemann

compacta es un paso vital, la demostración es muy extensa. Por ello, el trabajo se limita a un tipo

particular de superficie de Riemann, las curvas algebraicas. En este nuevo contexto, se encuentran

funciones meromorfas con series de Laurent prescritas en una cantidad finita de puntos y se de-

muestran cotas para la dimensión de los espacios asociados a un divisor. Finalmente, se demuestra

el resultado principal utilizando el Teorema de Dualidad de Serre.

En el último caṕıtulo se presentan aplicaciones del Teorema de Riemann-Roch. Se demuestra

que las únicas superficies de Riemann en las que vale el resultado principal son curvas algebrai-

cas. Se demuestra una relación entre dos superficies de Riemann entre las que existe un mapeo

holomorfo y su género. Se definen puntos de Weierstrass y se finaliza enunciando un teorema que

caracteriza las superficies de Riemann como espacios cubierta de la esfera.
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I. INTRODUCCIÓN

El renombrado David Hilbert dećıa que los problemas son el elemento vital de la matemática.

De acuerdo con este criterio, la geometŕıa algebraica es uno de los candidatos para ser la teoŕıa

perfecta. Junto con la teoŕıa de números, ambas ramas requieren herramientas de prácticamente

cualquier otro campo de la matemática y viceversa. Hoy en d́ıa la geometŕıa algebraica es el v́ınculo

entre conceptos aparentemente distantes. (Dieudonné, 1972)

Un ejemplo de este amalgama de ideas matemáticas es el Teorema de Riemann-Roch, que da

una relación entre la dimensión de ciertos espacios de funciones meromorfas y el género del do-

minio. El propio enunciado del teorema involucra álgebra, análisis y topoloǵıa. En consecuencia,

el camino hacia este resultado requerirá muchas herramientas. Las variedades proveen el ambien-

te idóneo para empezar este recorrido. Familiarizados con su topoloǵıa iniciaremos el estudio de

funciones sobre superficies de Riemann. Aqúı aparece el primer v́ınculo entre dos ramas distintas.

Al conferir información geométrica a los puntos que tienen información anaĺıtica nace la fórmula

de Riemann-Hurwitz, la relación entre el análisis y la topoloǵıa. Por otro lado, los conjuntos de

funciones también contienen información algebraica. El Teorema del Residuo, fruto de la teoŕıa

de integración, será una pieza clave para relacionar esta información algebraica con la topológica.

Finalmente el Teorema de Dualidad de Serre proveerá el último eslabón para unir toda esta infor-

mación en el Teorema de Riemann-Roch.

El Teorema de Riemann-Roch requiere mucho trabajo, pero este esfuerzo es bien recompensa-

do. La información local de una variedad no siempre puede usarse para conocer sus propiedades

globales, pero el Teorema de Riemann-Roch disminuye la dificultad de este problema en el caso

de las superficies de Riemann compactas. Además es el puente que une la definición moderna de

superficie de Riemann y el concepto original que el mismo Riemann forjó. Aśı que más que un

v́ınculo, el Teorema de Riemann-Roch es una componente fundamental de la teoŕıa de superficies

de Riemann.

1
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II. TOPOLOGÍA DE VARIEDADES

El principal objeto de estudio de este trabajo son funciones sobre superficies de Riemann.

Estas superficies pertenecen a una clase de espacios más general, las variedades. Informalmente,

una variedad es un espacio topológico que localmente “se ve” como un espacio euclidiano, es decir,

Rn.

Para entender el concepto de variedad, pensemos en la Tierra. Mucha gente créıa que la Tierra

es plana. De hecho, si una persona observa el suelo a su alrededor, ve que este es plano. Si viaja

podŕıa encontrar montañas, valles, barrancos y otras imperfecciones, pero si ignora estos accidentes

geográficos, puede ver que la forma del suelo es esencialmente plana. Hoy sabemos que la Tierra es

(casi) esférica. Por esto, usar el primer razonamiento para concluir que la Tierra completa es plana

es un error. La persona solo está viendo lo que está cerca de ella, aśı que no puede dar conclusiones

sobre la forma completa del planeta. Esta es la caracteŕıstica fundamental de las variedades. En

vecindades pequeñas de un punto, la variedad tiene una forma conocida, aunque la forma global

sea distinta. En el caso de la Tierra, nuestros alrededores se ven planos (es decir, como R2) y

sabemos que su forma es realmente una esfera.

A. Definiciones básicas
Ya con un primer ejemplo de variedad, esta definición formaliza la intuición que se acaba de

presentar.

Definición II.1. Un espacio localmente euclidiano de dimensión n es un espacio topológico X tal

que todo punto x ∈ X tiene una vecindad abierta U homeomorfa a un abierto de Rn.

Figura II.1: Vecindades de un punto homeomorfas a abiertos de Rn.

x

φ(x)

X

φ Rn
U φ(U)

Ejemplo II.2. Cualquier abierto U ⊂ Rn con la topoloǵıa subespacio heredada de Rn es un

espacio localmente euclidiano de dimensión n. Para cualquier punto x ∈ U , U es una vecindad de

x abierta en Rn.

3
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Ejemplo II.3. Inspirados en que la Tierra es muy parecida a una esfera, el siguiente ejemplo es

la esfera S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1} con la topoloǵıa de subespacio de R3. Sean

N = (0, 0, 1), P = (0, 0,−1) ∈ S2. Como R3 es Hausdorff, S2 también lo es, aśı que los conjuntos

de un solo punto son cerrados. En particular, {N} y {P} son cerrados por lo que S2 \ {N} y

S2 \ {P} son abiertos en S2.

Considérense las funciones φ1 : S2 \ {N} → R2 y φ2 : S2 \ {P} → R2 definidas por

φ1(x, y, z) =

(
x

1− z ,
y

1− z

)

φ2(x, y, z) =

(
x

1 + z
,− y

1 + z

)

Nótese que ambas son funciones racionales cuyos denominadores no se anulan en sus respectivos

dominios y, en consecuencia, continuas. Por el mismo razonamiento, sus inversas

φ−1
1 (u, v) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)

φ−1
2 (u, v) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

−2v

u2 + v2 + 1
,

1− u2 − v2

u2 + v2 + 1

)

también son continuas y están definidas en todo R2, aśı que φ1 y φ2 son sobreyectivas. Si φ1(x1, y1, z1) =

φ1(x2, y2, z2), entonces x2 = 1−z2
1−z1x1 y y2 = 1−z2

1−z1 y1. Por tanto

1 = x2
2 + y2

2 + z2
2

=

(
1− z2

1− z1

)2

(x2
1 + y2

1) + z2
2

=

(
1− z2

1− z1

)2

(1− z2
1) + z2

2 .

De aqúı,

0 = (1− z2)2(1− z2
1)− (1− z1)2(1− z2

2)

= (1− z1)(1− z2)[(1− z2)(1 + z1)− (1− z1)(1 + z2)]

= 2(1− z1)(1− z2)(z1 − z2). (II.1)

Tanto z1 como z2 son diferentes de 1 pues (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ S2 \ {N}. Por ello, la

única solución de (II.1) es z1 = z2, que conlleva x1 = x2 y y1 = y2. Esto implica que φ1 es

inyectiva. Un razonamiento análogo muestra que φ2 también es inyectiva. Por lo tanto, φ1 y φ2 son

homeomorfismos de sus respectivos dominios con R2. Finalmente, como S2 = (S2\{N})∪(S2\{P}),
cualquier punto de la esfera tiene una vecindad homeomorfa a R2. En conclusión, S2 es un espacio
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localmente euclidiano de dimensión 2.

Ejemplo II.4. Sea M = Rd×R, donde Rd denota el conjunto de números reales con la topoloǵıa

discreta. Sea (a, x) ∈ M . En Rd, {a} es abierto, aśı que U = {a} × R es una vecindad abierta de

(a, x) en M homeomorfa a R. Entonces, M es un espacio localmente euclidiano de dimensión 1.

Por otro lado, si (a, x), (b, y) ∈M son distintos, tenemos dos opciones:

Si a 6= b, {a} × R y {b} × R son vecindades disjuntas de (a, x) y (b, x), respectivamente.

Si a = b y x 6= y, como R es Hausdorff, existen U, V vecindades disjuntas de x, y, respectiva-

mente. Con ellas, {a} × U y {b} × V son vecindades disjuntas de (a, x) y (b, y).

Estos dos casos muestran que M es Hausdorff. Ahora bien, M no es segundo enumerable. Sean B
una base de M y x ∈ R. El conjunto {x} × R es un abierto de M , aśı que B debe contener un

abierto Bx tal que x ∈ Bx ⊂ {x}×R. Entonces el conjunto no enumerable de abiertos {Bx | x ∈ R}
está contenido en B, causando que B tampoco sea enumerable.

Ejemplo II.5. Considérese el conjunto R0×1 = (R × {0}) ∪ (R × {1}), formado por dos copias

de la recta real. Los abiertos de este espacio son los conjuntos de la forma (U × {0}) ∪ (V × {1}),
donde U, V son abiertos de R en la topoloǵıa usual. Def́ınase una relación de equivalencia mediante

(x, 0) ∼ (x, 1) para todo x 6= 0 y denótese al espacio cociente como R0 = R0×1/ ∼. El mapa cociente

correspondiente f : R0×1 → R0 está definido por f(x, i) = [x] para x 6= 0 y f(0, i) = {(0, i)} para

i = 0, 1. El espacio R0 se llama la recta con dos oŕıgenes.

Si [x] ∈ R0 es la clase de equivalencia de x ∈ R\{0} y U es una vecindad de x en R, f(U ×{0})
es una vecindad de [x] homeomorfa a U . En cambio, si x = 0, f(U × {0}) es una vecindad de

{(0, 0)} ∈ R0 y f(U ×{1}), de {(0, 1)} ∈ R0; ambos conjuntos son homeomorfos a U . Por lo tanto,

R0 es localmente euclidiano de dimensión 1.

Por otro lado, R0 no es Hausdorff. De hecho, no podemos separar a (0, 0) y (0, 1) mediante

abiertos. Si tomamos vecindades arbitrarias U de (0, 0) y V de (0, 1), existen U ′ y V ′ vecindades

de 0 en R tales que f(U ′ × {0}) = U y f(V ′ × {1}) = V . Sin embargo, U ′ ∩ V ′ 6= Ø implica

U ∩ V 6= Ø.

Estos ejemplos muestran casos extraños de espacios localmente euclidianos. En el ejemplo II.4,

el plano R2 se separó en infinitas fibras {x} × R. El espacio del ejemplo II.5 es una sola recta que

tiene dos ceros infinitamente cerca que no se pueden separar. Como las variedades (y en particular,

las superficies de Riemann) son objetos “naturales”, la definición de espacios localmente euclidianos

se refina para excluir estos casos patológicos.

Definición II.6. Un espacio topológico X es una variedad topológica de dimensión n (o n-variedad

topológica) si X es localmente euclidiano de dimensión n, Hausdorff y segundo enumerable. En

particular, una variedad de dimensión 2 se llama superficie.
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Observación. Es necesario hacer dos comentarios a la definición II.6. Primero, existen varios tipos

de variedades dependiendo de las propiedades adicionales que el espacio X o sus funciones puedan

tener. El objeto de estudio de este trabajo son las superficies de Riemann, que son claramente

distintas de las variedades topológicas. Segundo, por razones de simplicidad el estudio se restringe

a variedades conexas. Si se desea comprobar alguna propiedad de una variedad disconexa, se

demuestra primero en espacios conexos y después se aplica a cada componente. Dicho esto, en este

estudio las variedades topológicas conexas de dimensión n serán llamadas simplemente variedades

de dimensión n o n-variedades.

B. Ejemplos de variedades
Ejemplo II.7. Rn con la topoloǵıa usual, además de localmente euclidiano de dimensión n, es

Hausdorff y segundo enumerable; en consecuencia, Rn es una variedad de dimensión n.

Ejemplo II.8. El plano complejo C es homeomorfo a R2 y, por lo tanto, es una variedad de

dimensión 2 o una superficie.

Ejemplo II.9. La esfera S2 del ejemplo II.3 es un subespacio de R3 y, como tal, es Hausdorff y

segundo enumerable. También es un espacio localmente euclidiano de dimensión 2, aśı que S2 es

una 2-variedad.

Ejemplo II.10. La recta larga del ejemplo II.4 no es segundo enumerable y la recta con dos

oŕıgenes del ejemplo II.5 no es Hausdorff. Ambos son localmente euclidianos, pero ninguno es una

variedad.

Ejemplo II.11 (Toro complejo). En este ejemplo se define un espacio topológico conocido como

toro, o toroide de dos formas distintas. La primera forma es como una superficie de revolución

generada por la rotación de una circunferencia S1 alrededor de un punto fuera de ella. Esto genera

el espacio de la figura II.2.

El segundo definición inicia con una hoja de papel. Al pegar los lados opuestos se obtiene un

cilindro. Si luego se pegan los extremos abiertos del cilindro uno con otro, nuevamente se obtiene

el toro (figura II.3).

Para formalizar la segunda definición, se eligen ω1, ω2 ∈ C dos números complejos linealmente

independientes sobre R. Sea L = Zω1 + Zω2 = {m1ω1 +m2ω2 | m1,m2 ∈ Z} el ret́ıculo generado

por {ω1, ω2}. L es un subgrupo normal del grupo aditivo abeliano C. Sean, entonces, X = C/L

el grupo cociente y π : C → X la proyección canónica. X se dota con la topoloǵıa cociente: U es

abierto en X si y solo si π−1(U) es abierto en C. Se mostrará que esta definición corresponde con

la idea intuitiva de pegar los bordes de una hoja de papel.

Sean P = {λ1ω1 + λ2ω2 | λ1, λ2 ∈ [0, 1]} y P ′ = {λ1ω1 + λ2ω2 | λ1, λ2 ∈ [0, 1)}. P es un

paralelogramo cerrado. Su “base” es ω1 y su “altura”, ω2. P ′ es el mismo paralelogramo con los
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Figura II.2: Toro generado al girar un anillo alrededor de un punto.

Figura II.3: Toro generado al pegar los lados opuestos de una hoja de papel.

Fuente: http://365daysofpattern.blogspot.com/2013/04/tiling-on-torus.html
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bordes superior y derecho removidos. Como ω1, ω2 son linealmente independientes sobre R, forman

una base para el espacio vectorial C. Aśı, para todo z ∈ C, existen s, t ∈ R tales que z = sω1 + tω2.

Sean m1 = bsc y m2 = btc. Escribiendo de forma única s = m1 +λ1, t = m2 +λ2, con m1,m2 ∈ Z

y λ1, λ2 ∈ [0, 1), se observa que z = (λ1ω1 + λ2ω2) + (m1ω1 + m2ω2) ∈ (λ1ω1 + λ2ω2) + L. Es

decir, z es congruente a un único punto de P ′ módulo L. En otras palabras, P ′ es el conjunto de

representantes canónicos del grupo cociente X.

Ahora, ¿qué sucede con los puntos de P \ P ′ = {λ1ω1 + λ2ω2 ∈ P | λ1 = 1 o λ2 = 1}? Sean

λ1 ∈ [0, 1) y λ2 = 1. El punto z1 = λ1ω1 + λ2ω2 ∈ P \ P ′ es congruente a z0 = λ1ω1 ∈ P ′ módulo

L. En otras palabras, el mapa cociente manda z1 y z0 al mismo punto, lo que corresponde con la

idea intuitiva de “pegar” el borde superior de P con su borde inferior. Análogamente, π pega el

borde derecho de P con el borde izquierdo. Efectivamente, X cumple con la segunda descripción

de un toro.

A continuación se exploran las propiedades topológicas de X. Sea V ⊂ C cualquiera. x ∈
⋃
ω∈L(ω + V ) ⇐⇒ existen ω ∈ L, v ∈ V tales que x = ω + v ⇐⇒ existe v ∈ V tal que

π(x) = π(v) ⇐⇒ x ∈ π−1(π(V )). Entonces,

π−1(π(V )) =
⋃

ω∈L
(ω + V ). (II.2)

En particular, si V es abierto, ω+V es una traslación de V y, por ende, es abierto. Aśı, el lado

derecho de la ecuación (II.2) es abierto por ser unión de abiertos, mostrando que π−1(π(V )) ⊂ C

es abierto. Por definición de abiertos en X, π(V ) también lo es. Por lo tanto, π es un mapa abierto.

Sea ε = ı́nf
x∈L\{0}

|x|
4

. Si x, y ∈ L son distintos, x − y ∈ L \ {0} y |x − y| ≥ 4ε > 2ε. Sea

Dz0 = Bε(z0) una bola centrada en algún z0 ∈ C. La distancia máxima entre cualquier par de

puntos de Dz0 es menor que 2ε, aśı que Dz0 no puede contener dos puntos distintos de L. Como π

es una función continua, sobreyectiva y abierta, su restricción π|Dz0 también lo es. Ahora bien, si

x, y ∈ Dz0 son tales que π|Dz0 (x) = π|Dz0 (y), entonces x = y + ω para algún ω ∈ L. Sin embargo,

si ω 6= 0 entonces 2ε < |ω−0| = |x−y| < 2ε, una contradicción. La única opción restante es ω = 0,

es decir, x = y. Esto quiere decir que π|Dz0 es inyectiva. Por ende, π|Dz0 es un homeomorfismo

entre el disco Dz0 y un abierto de X.

Por sobreyectividad de π, para todo x̄ ∈ X existe x ∈ C tal que π(x) = x̄. Por el razonamiento

del párrafo anterior también existe un disco Dx que contiene a x tal que π|Dx(Dx) es un abierto

en X homeomorfo a Dx. Como Dx es homeomorfo a un abierto de R2, π|Dx(Dx) es una vecindad

de x̄ homeomorfa a R2, por lo que X es un espacio localmente euclidiano de dimensión 2.

Como C es conexo, P compacto y X = π(C) = π(P ) es su imagen bajo la función continua π,

X también es conexo y compacto. C es segundo enumerable y X es un espacio cociente de C, aśı

que X también es segundo enumerable.
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Se muestra ahora que X es Hausdorff. Sean x̄ y ȳ elementos distintos de X. En P ′ existen

x = λ1ω1 + λ2ω2 y y = µ1ω1 + µ2ω2 elementos distintos tales que π(x) = x̄ y π(y) = ȳ. Para

i = 1, 2 se definen:

δi =





1− µi
2

si λi = 0

1− λi
2

si µi = 0

0 si λiµi 6= 0.

Nótese que si λi = µi = 0, δi toma el valor 1
2 sin ambigüedad. Sea δ = δ1ω1 +δ2ω2 y considérese

el conjunto Pδ = −δ + P ′. La idea es trasladar el paralelogramo P ′ lo suficiente para que si x o y

no están en int(P ′), entren en int(Pδ); pero no demasiado para que si x o y ya están en int(P ′),

salgan de int(Pδ) (ver figura II.4).

Figura II.4: Traslación del conjunto P ′ a Pδ.

δ

Dx

Dy

x

y

P ′

Pδ

En efecto, sustituyendo λ′i = λi + δi se obtiene

x = λ1ω1 + λ2ω2

= −δ + (λ1 + δ1)ω1 + (λ2 + δ2)ω2

= −δ + (λ′1ω1 + λ′2ω2).

De la misma forma, µ′i = µi + δi produce y = −δ + µ′1ω1 + µ′2ω2. Si λi = 0, δi = 1−µi
2 ≤ 1

2 aśı que

λ′i ∈ (0, 1). Si λi 6= 0, δi ∈ {0, 1−λi
2 }, por lo que λ′i ∈ {λi, 1+λi

2 } ⊂ (0, 1). Un razonamiento análogo

muestra que µ′i ∈ (0, 1) de forma que x, y ∈ int(Pδ). Entonces, existen abiertos U, V ⊂ int(Pδ) tales

que x ∈ U , y ∈ V y, como C es Hausdorff, U ∩ V = Ø. Además, existen discos Dx y Dy tales que

π|Dx y π|Dy son homeomorfismos y, si su radio es suficientemente pequeño, Dx ⊂ U y Dy ⊂ V .

Además, al igual que P ′, Pδ es un conjunto de representantes para las clases de equivalencia de C/L.
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Por ello, π|Pδ es inyectiva y π(Dx) y π(Dy) son vecindades disjuntas de x̄ y ȳ, respectivamente.

Por lo tanto, el toro X es Hausdorff y, con ello, también es una variedad compacta de dimensión

2.

C. Superficies de Riemann
El dominio de las funciones holomorfas son subconjuntos del plano complejo. Las variedades que

se han trabajado hasta el momento son reales solamente, en el sentido que el espacio es localmente

homeomorfo a Rn. Ahora se cambia a un ambiente complejo. Como C es una superficie en śı

mismo, los objetos que se trabajan de ahora en adelante también son variedades, pero el cambio

es necesario porque las funciones de variable compleja tienen propiedades que las reales no.

Definición II.12. Sea X un espacio topológico. El homeomorfismo φ : U → V entre abiertos

U ⊂ X y V ⊂ C de la definición II.1 se llama carta local compleja de X. Al escribir z = φ(x), para

x ∈ U , se dice que z es la coordenada local inducida por φ. Si φ(p) = 0 para algún p ∈ U , la carta

φ está centrada en p.

Una ventaja de hacer expĺıcito el homeomorfismo φ : U → V ⊂ C es la coordenada local

inducida por φ. La carta φ asigna un número complejo z = φ(x) ∈ V a todo x ∈ U . Intuitivamente,

el hecho de que U sea homeomorfo a V significa que la forma de ambos conjuntos es esencialmente

la misma. Esta similitud permite describir la posición de x (adentro de U) mediante el número

complejo z. Más adelante, en el estudio de funciones entre superficies de Riemann se le saca el

mayor provecho a las coordenadas locales. Por ahora, la mejor forma de entenderlas es con el

siguiente ejemplo.

Ejemplo II.13. C es una superficie y, en particular, es homeomorfo a R2. La representación

geométrica de ambos es un plano. En R2, un punto P está representado por una coordenada x y

una coordenada y. En C, un número complejo z = x + iy es representado por un punto de R2,

cuya abscisa es la parte real de z y la ordenada, la parte imaginaria de z. Es decir, z se representa

como el punto (x, y) de R2. Aśı, la función ψ : C→ R2 definida por ψ(z) = (Re(z), Im(z)) (que de

hecho es un homeomorfismo) representa al número complejo z mediante dos coordenadas reales.

Las cartas complejas juegan el mismo papel. La función inversa de ψ es el homeomorfismo φ :

R2 → C que le asigna el número complejo z = x+ iy al punto P = (x, y) ∈ R2. Al igual que z ∈ C

puede ser representado con coordenadas reales, el punto P ∈ R2 puede ser representado en el plano

complejo usando una coordenada compleja. Aśı como ψ le da dos coordenadas reales a un número

complejo, φ le da una coordenada compleja a un punto de R2.

Ejemplo II.14. En el ejemplo II.3 se dan homeomorfismos expĺıcitos entre abiertos de la esfera

S2 y abiertos de R2. En virtud de la equivalencia entre R2 y C, estos homeomorfismos se pueden

reescribir como cartas locales complejas. Aśı, se definen φ1 : S2 \ {N} → C y φ2 : S2 \ {P} → C
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por

φ′1(x, y, z) =
x

1− z + i
y

1− z
φ′2(x, y, z) =

x

1 + z
− i y

1 + z

La única diferencia con el ejemplo II.3 es que el punto (u, v) de R2 cambió por el número

complejo u+ iv.

Ahora bien, el ejemplo anterior muestra que un punto puede recibir varias coordenadas distintas.

De hecho, a excepción de N y P , todo punto de S2 recibe dos coordenadas distintas, una dada por

φ′1 y otra por φ′2. La definición de funciones sobre variedades depende de las coordenadas locales, por

lo que es necesario que sus propiedades (en particular, diferenciabilidad) no cambien sin importar

la coordenada utilizada. Esto se logra delimitando el tipo de cartas complejas admitidas.

Definición II.15. Sean φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 cartas locales complejas en X. Se dice que

φ1 es compatible con φ2 si U1 ∩ U2 = Ø o si la función

T = φ2 ◦ φ−1
1 : φ1(U1 ∩ U2)→ φ2(U1 ∩ U2)

es holomorfa. En este caso, T se llama función de transición de V1 a V2.

Figura II.5: Cartas locales y función de transición

U1 U2

V1
V2

T = φ2 ◦ φ−1
1

φ1 φ2

X

Si φ1 y φ2 inducen coordenadas locales en abiertos de X, T representa un cambio de coorde-

nadas. El dominio y la imagen de T tienen formas similares, por ser T un homeomorfismo, y la

transición entre ellos es suave en el sentido que T es infinitamente diferenciable (por ser holomorfa).

Esto significa que las coordenadas inducidas por φ1 y φ2 no son esencialmente distintas.
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Ejemplo II.16. Sean φ1 y φ2 las cartas locales del ejemplo II.14. Sean U1 = S2\{N}, U2 = S2\{P}
y V1 = V2 = C. Nótese que φ1(P ) = 0 y que φ2(N) = 0, aśı que la imagen de la intersección

U1 ∩ U2 = S2 \ {N,P} bajo φ1 y φ2 es C \ {0}.
Las inversas de φ1 y φ2 tienen la misma forma que las inversas de las funciones del ejemplo II.3;

solamente hay que sustituir u = Re(z) y v = Im(z). Si se toma un z ∈ C distinto de 0 y se simplifica,

se obtiene que T (z) = φ2 ◦ φ−1
1 (z) =

1

z
. Como T está definida solo en φ1(U1 ∩ U2) = C \ {0}, es

holomorfa en todo su dominio. Por lo tanto, φ1 es compatible con φ2. Análogamente se muestra

que T (z) = φ1 ◦ φ−1
2 (z) =

1

z
es holomorfa en su dominio, aśı que φ2 es compatible con φ1.

El último paso para emular el concepto de variedad es asegurarnos que cada punto tenga una

vecindad euclidiana. Para eso se define:

Definición II.17. Una colección de cartas complejas A = {φα : Uα ⊂ X → Vα ⊂ C} es un atlas

complejo en X si cualquier par de cartas φα, φβ ∈ A es compatible entre śı y X =
⋃
α Uα.

En un atlas complejo, la compatibilidad de cartas locales es simétrica: dadas φα, φβ ∈ A, tanto

T = φα ◦ φ−1
β como S = φβ ◦ φ−1

α son holomorfas en su dominio. Esto implica que las funciones de

transición son biholomorfas y que los cambios de coordenadas son reversibles. Como consecuencia

se tiene el siguiente lema.

Lema II.18. Sea A un atlas complejo. Sean φα, φβ ∈ A cartas locales cualquiera y T = φβ ◦ φ−1
α

su función de transición. Entonces T ′(z) 6= 0 para cualquier z en el dominio de T .

Demostración. Sea S = T−1 = φα ◦ φ−1
β . Como A es un atlas complejo, S es holomorfa. En el

dominio de T , (S ◦T )(z) = z. Derivando esta ecuación respecto de z y usando la regla de la cadena

se obtiene S′(T (z))T ′(z) = 1. Por lo tanto, T ′(z) 6= 0 en todo su dominio.

Ejemplo II.19. Sea X = R2. Si U es un abierto de R2, la función φU : U → C definida por

φU (x, y) = x + iy es una carta local compleja. Además, si U ∩ V 6= Ø, la función de transición

T : φV (U∩V )→ φU (U∩V ) dada por T (z) = φU◦φ−1
V (z) = z es holomorfa. Por lo tanto, la colección

A = {φU | U abierto de R2} es un atlas complejo. En particular, A′ = {φU | U = Bε(x, y)}, el

subconjunto que solo tiene las funciones correspondientes a las bolas abiertas de R2, también es

un atlas complejo.

Como muestra este ejemplo, un espacio puede tener más de un atlas complejo asociado. En

general, decimos que dos atlas A y A′ son equivalentes si A∪A′ es un atlas; es decir, si todas las

cartas de A son compatibles con todas las de A′. De hecho, tenemos el siguiente

Lema II.20. Todo atlas complejo está contenido en un único atlas maximal.

Demostración. Sean A0 un atlas complejo sobre X y A el conjunto parcialmente ordenado por

inclusión de todos los atlas equivalentes con A0. Si T ⊂ A es un conjunto totalmente ordenado, el
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atlas T =
⋃
A∈T A es una cota superior de T . Por el Lema de Zorn, A tiene al menos un elemento

maximal, es decir, un atlas Ā tal que Ā ⊂ A implica A = Ā. Ahora bien, cualquier otro atlas

B ∈ A debe ser compatible con Ā, aśı que Ā ∪ B es también un atlas. Como Ā ⊂ Ā ∪ B, tenemos

que Ā ∪ B = Ā lo que implica B ⊂ Ā. En particular, A0 ⊂ A y si B̄ es otro atlas maximal, B̄ ⊂ Ā
implica B̄ = Ā. En conclusión, Ā es el atlas maximal único buscado.

Definición II.21. Una estructura compleja sobre X es un atlas complejo maximal.

El ejemplo II.19 muestra dos atlas sobre R2, el primero de los cuales es una estructura compleja,

se puede trabajar con el atlas de cartas sobre las bolas abiertas sin ningún problema. La diferencia

es simplemente práctica, gracias a la flexibilidad de una estructura compleja. Por ejemplo, si

φ : U → V es una carta local en algún atlas A, la restricción de φ a cualquier W ⊂ U será

compatible con todas las cartas que sean compatibles con φ. Aśı, aunque φ|W /∈ A, φ|W śı estará

en la estructura compleja que contiene a A. En general, el hecho que un atlas complejo cualquiera

se puede extender a una estructura compleja permite agregar a conveniencia cualquier carta local

que sea compatible con las originales.

Este era el último bloque que faltaba para definir el principal objeto de estudio de este trabajo.

Definición II.22. Un espacio topológico Hausdorff, segundo enumerable y equipado con una

estructura compleja se llama una superficie de Riemann.

Nota. Al igual que con las variedades, estudiaremos superficies de Riemann conexas únicamente.

En virtud de la nota al inicio de esta sección, y para justificar el estudio de variedades, tenemos

la siguiente propiedad.

Proposición II.23. Toda superficie de Riemann es una 2-variedad.

Demostración. Sea X una superficie de Riemann. Por definición, X es Hausdorff y segundo enu-

merable, aśı que solo hay que verificar que sea localmente euclidiana. De hecho, como X tiene un

atlas complejo asociado, todo punto p ∈ X pertenece al dominio de alguna carta local en el atlas.

Esta carta establece un homeomorfismo entre su dominio (que es una vecindad de p) y un abierto

de C, que a su vez, es homeomorfo a un abierto de R2. En conclusión, X es localmente euclidiano

y, por ende, una 2-variedad.

De hecho, una superficie de Riemann es una superficie en el sentido de la definición II.6 (una 2-

variedad) que además tiene una estructura compleja. La diferencia entre una superficie “topológica”

y una superficie de Riemann son las propiedades extra que provienen de la holomorf́ıa de las

funciones de transición.
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D. Ejemplos de superficies de Riemann

En esta sección se muestran algunos ejemplos de variedades que, con el atlas adecuado, son

superficies de Riemann.

Ejemplo II.24. El ejemplo II.16 muestra que las cartas locales de la esfera S2 son compatibles y,

como S2 = U1∪U2, A = φ1, φ2 es un atlas complejo. Aśı, S2 es una superficie de Riemann llamada

la esfera de Riemann.

Ejemplo II.25. C no es compacto, pero si se le agrega un punto llamado ∞, se genera el espacio

C∞ = C ∪ {∞} llamado plano extendido. C∞ tiene una topoloǵıa que extendiendo la de C. Los

abiertos son de dos tipos: los abiertos de C y los conjuntos U = C∞\D, donde D ⊂ C es un conjunto

compacto. El Teorema 29.1 de Munkres (2000) asegura que esta colección es una topoloǵıa y que

C∞ es un espacio compacto. Con base en una de las cartas locales del ejemplo II.16, definamos la

función ψ : S2 → C∞ de la siguiente manera:

ψ(x, y, z) =





x

1− z + i
y

1− z si (x, y, z) 6= N

∞ si (x, y, z) = N
(II.3)

Nótese que ψ restringida a S2 \ {N} coincide con φ1, aśı que ψ es inyectiva, sobreyectiva

y bicontinua en esa parte de su dominio. Falta verificar estas propiedades para ∞. De hecho,

ψ(N) =∞, aśı que ψ es sobreyectiva. La inyectividad se mantiene porque ψ(S2 \{N}) no contiene

a∞. Ahora, sea U un abierto de S2 que contiene a N . D = S2\U es cerrado y como S2 es acotado,

también es compacto. Como ψ es un homeomorfismo en S2 \ {N}, ψ(D) es compacto en C∞ y no

contiene a ∞. Entonces V = C∞ \ ψ(D) es un abierto de C∞ que contiene a ∞. Más todav́ıa: por

inyectividad de ψ, ψ(U)∩ψ(D) = Ø; por sobreyectividad, ψ(U)∪ψ(D) = ψ(U∪D) = ψ(S2) = C∞.

Estas dos relaciones fuerzan ψ(U) = V . Entonces ψ es un mapeo abierto y un razonamiento análogo

se puede usar para mostrar que si V ⊂ C∞ es un abierto que contiene a ∞, existe U abierto de S2

con N ∈ U tal que U = ψ−1(V ). En conclusión, ψ es un homeomorfismo entre C∞ y la esfera de

Riemann. Esto demuestra indirectamente que C∞ es una superficie de Riemann compacta.

Para probar directamente que C∞ es una superficie de Riemann, se necesita un atlas complejo.

La primera carta es ϕ1 sobre C∞ \{∞} y se define por ϕ1(z) = z; este es un homeomorfismo entre

C∞ \ {∞} y C. Con la carta φ2 de S2 se define ϕ2 : C∞ \ {0} por ϕ2(z) = φ2 ◦ψ−1(z) = 1
z . Siendo

ψ y φ2 homeomorfismos, ϕ2 también lo es. La función de transición T (z) = ϕ2 ◦ ϕ−1
1 (z) = 1

z tiene

dominio ϕ1(C∞ \ {0,∞}) = C \ {0} y es holomorfa en él. Por tanto, estas dos cartas forman un

atlas complejo expĺıcito para C∞.

Nota. En virtud del homeomorfismo del ejemplo II.25, a C∞ también se le llama esfera de Rie-

mann.
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Ejemplo II.26. En el ejemplo II.11, un toro se define como el espacio cociente C/L entre C

y un ret́ıculo L = {m1ω1 + m2ω2 | m1,m2 ∈ Z} generado por el conjunto linealmente inde-

pendiente {ω1, ω2}. Intuitivamente, esto equivale a pegar los lados opuestos del paralelogramo

P = {λ1ω1 + λ2ω2 | λ1, λ2 ∈ [0, 1]}. También se mostró que las restricciones de la proyección

canónica π|D : D → X son homeomorfismos entre un disco suficientemente pequeño D y un abier-

to de X.

De hecho, también se puede probar que el toro X es una superficie de Riemann. Para ello,

hay que encontrar un atlas complejo, que obtendremos de las proyecciones π|D. Igual que antes,

sea ε > 0 el radio de los discos que separan los puntos del ret́ıculo L y para cada z0 ∈ C, sea

Dz0 = Bε(z0). Sea φz0 : π(Dz0)→ Dz0 la función inversa de π|Dz0 . Como ya se mostró, π|Dz0 son

homeomorfismos, de forma que φz0 también lo es. Aśı, para cualquier z0, φz0 es una carta local

compleja.

Lo único que falta mostrar es que al elegir dos puntos distintos z1 y z2, las cartas φ1 = φz1 , φ2 =

φz2 son compatibles. Sea U = π(Dz1) ∩ π(Dz2) la intersección de sus dominios. Si U = Ø, las car-

tas son compatibles por definición. Si no, sea T = φ2 ◦ φ−1
1 la función de transición. Para todo

z ∈ φ1(U), π[T (z)] = π[φ2(φ−1
1 (z))] = π[φ2(π(z))] = π(z). Entonces la función ω(z) = T (z) − z

siempre es un elemento de L. Por ser diferencia de funciones continuas, ω(z) es continua.

Si W ⊂ φ1(U) es una componente conexa de φ1(U), ω(W ) ⊂ L es conexo. Los únicos subcon-

juntos conexos de un espacio discreto consisten únicamente de un punto. Por ello, ω es constante

en las componentes conexas de φ1(U). Aśı, la representación de T (z) en cada componente conexa

es z+ω, para algún ω ∈ L fijo en esa componente. Como los polinomios son funciones holomorfas,

T es holomorfa en cada componente conexa de φ1(U). En conclusión, {φz | z ∈ C} es un atlas

complejo, por lo que el toro X es una superficie de Riemann.

E. Teoremas importantes de variedades y superficies
En esta sección se recopilan definiciones y teoremas importantes acerca de variedades y su-

perficies de Riemann. No se incluye la prueba completa de ninguno de estos teoremas pues son

muy extensas. En cambio, se dan referencias a libros que las contengan y, cuando sea posible, un

argumento informal e intuitivo que se espera sea suficiente para convencer al lector de la veracidad

del teorema.

Definición II.27. Un triángulo T es un subconjunto de R2 que es compacto, tiene interior no

vaćıo y está acotado por tres rectas distintas. Si f : T → Y es un homeomorfismo, se llama vértice

o lado a la imagen f(S) de un vértice o un lado de T , respectivamente.

Nótese que la definición anterior describe a los triángulos usuales. La compacidad implica que

ninguna pareja de rectas es paralela, mientras que el interior no vaćıo elimina el caso degenerado de

tres rectas concurrentes, que determinan un punto y no un triángulo. Además, si Y es homeomorfo
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a un triángulo, naturalmente Y también tiene vértices y lados.

Definición II.28. Una triangulación de una 2-variedad compacta S consiste de una colección

finita {T1, . . . , Tn} de cerrados que cubre a S y una familia de homeomorfismos φi : T ′i → Ti,

donde cada T ′i ⊂ R2 es un triángulo, tales que si i 6= j, Ti ∩ Tj es vaćıo, o es un vértice o un lado

común de Ti y Tj .

Si existe una triangulación de S, decimos que S es triangulable.

Triangular una superficie compacta simplemente significa dividirla en triángulos (o en figuras

homeomorfas a triángulos, al menos) de forma ordenada. La Figura II.6 muestra dos ejemplos de

triangulaciones correctas de un toro generado por { 1
2 +

√
5

2 , i}, en las que la intersección de dos

triángulos distintos es vaćıa o es el vértice o el lado de algún triángulo. Recuérdese que, en el

toro, los lados derecho y superior de cada rectángulo están identificados con los lados izquierdo

e inferior, respectivamente. En términos de las triangulaciones, esto significa que los puntos del

extremo derecho (respectivamente superior) son los mismos que los puntos del extremo izquierdo

(respectivamente inferior). Lo mismo sucede con los lados. La Figura II.7, por otro lado, muestra

tres tipos de intersecciones que no están permitidas.

Figura II.6: Posibles triangulaciones de un toro.
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Figura II.7: Intersecciones prohibidas en una triangulación: parte de un lado (debeŕıa de ser un
lado completo), un triángulo más pequeño y dos vértices en lugar de uno.
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Teorema II.29. Toda 2-variedad compacta admite al menos una triangulación.

Demostración. Una prueba de este teorema puede encontrarse en Moise (1977).

La importancia de este teorema es que implica que todas las superficies de Riemann admiten

una triangulación y hace que la siguiente definición sea aplicable para cualquier superficie de

Riemann.

Definición II.30. Sean S una 2-variedad compacta y T una triangulación. Supóngase que, en

esta triangulación, existen v vértices, e lados y t triángulos en S. La caracteŕıstica de Euler de S

se define como χ(S) = t− e+ v.

Esta definición necesita algunas aclaraciones. Primero, los puntos que se cuentan son aquellos

en S que son imagen de un vértice de algún triángulo de T ; no se cuentan los vértices de todos

los triángulos de T . De la misma forma, no se cuentan los lados de los triángulos de T sino los

subconjuntos de S que son lado de algún triángulo. Segundo, y quizás lo más problemático, es

que una 2-variedad puede tener varias triangulaciones y la caracteŕıstica de Euler se define en

términos de ellas, aśı que podŕıa no estar bien definida. Por ejemplo, en la Figura II.6, sea T1 la

triangulación de la izquierda y T2 la de la derecha. Denótese con χ(R, Ti) a la caracteŕıstica de

Euler del rectángulo R en términos de Ti. Para T1, v = 9, e = 27, t = 18, aśı que χ(S, T1) =

9− 27 + 18 = 0. Para T2, v = 16, e = 48, t = 32, de donde χ(S, T2) = 16− 48 + 32 = 0. Para las

triangulaciones T1 y T2 del toro, la caracteŕıstica de Euler es la misma. De hecho, esta equivalencia

sucede para cualquier triangulación de cualquier 2-variedad.

Teorema II.31. La caracteŕıstica de Euler es independiente de la triangulación.

De hecho, el Teorema II.31 es un corolario del siguiente.

Teorema II.32. La caracteŕıstica de Euler es una invariante topológica.

Demostración. Una prueba de este hecho se encuentra en Lee (2011). En el caṕıtulo 5 define

triangulaciones y caracteŕıstica de Euler para variedades de cualquier dimensión. En el caṕıtulo

13, define grupos de homoloǵıa y demuestra su invarianza topológica. Finalmente, demuestra que la

caracteŕıstica de Euler se puede expresar en términos de los números de Betti, números asociados

a los grupos de homoloǵıa. Como estos grupos no dependen de una triangulación y son invariantes

bajo homeomorfismos, se demuestra este teorema y tiene como corolario el teorema II.31.

El siguiente resultado es una clasificación de las superficies de Riemann compactas. En pocas

palabras, dice que toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera o a la suma conexa de n

toros.

Teorema II.33. Toda superficie de Riemann compacta es homeomorfa a una esfera o a una suma

conexa de n toros, con n ∈ Z+.
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Figura II.8: Ejemplos de suma conexa de toros. De arriba a abajo: una esfera, un toro, suma
conexa de 2 y 3 toros.

Fuente: https://people.math.osu.edu/fiedorowicz.1/math655/classification.html.

Demostración. Massey (1977) demuestra que toda 2-variedad compacta y orientable es homeomor-

fa a una esfera o a la suma conexa de n toros. Lo que falta mostrar para poder usar su resultado

es que las superficies de Riemann son orientables. Esto quiere decir que en cada punto podemos

definir una rotación en sentido horario de forma continua (i.e. mientras más nos acercamos a un

punto p, nuestra noción de rotación coincide con la de p). El plano complejo permite entender este

concepto. C tiene una orientación natural (que también es continua): el ciclo e2πti, con 0 ≤ t ≤ 1,

va en sentido antihorario cuando t vaŕıa de 0 a 1.

Figura II.9: Definición de orientación antihoraria usando e2πti.

e2πti

1

i

−1

−i

Mediante las cartas locales, esta noción se puede trasladar a las superficies de Riemann y no

importa qué carta se utilice. Las funciones de transición son biholomorfas, por lo que también son

funciones conformes, es decir, que preservan la orientación. Esto induce una orientación continua

y consistente, como se queŕıa.

Definición II.34. Sea X una superficie de Riemann compacta. Si X es homeomorfa a la suma

conexa de n toros, el género de X se define como el número g(X) = n. Si X es homeomorfa a una
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esfera, se toma g(X) = 0.

El último teorema del caṕıtulo relaciona la caracteŕıstica de Euler y el género de las superficies

de Riemann.

Teorema II.35. Sea X una superficie de Riemann compacta, χ su caracteŕıstica de Euler y g su

género. Entonces

χ = 2− 2g

Demostración. Ver Massey (1977).
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III. FUNCIONES SOBRE SUPERFICIES DE RIEMANN

En este caṕıtulo inicia el estudio de funciones sobre superficies de Riemann. Las cartas complejas

definidas en el caṕıtulo II sirven para transferir el dominio de las funciones a C. Esto permite

dotarlas con las propiedades de las funciones de variable compleja. La compatibilidad de cartas

asegura que estas construcciones sean independientes de la elección de la carta local.

A. Funciones de valores complejos sobre superficies de Riemann
Definición III.1. Sean X una superficie de Riemann, p ∈ X y f : W → C una función definida

en una vecindad W ⊂ X de p. Se dice que f es holomorfa en p si existe una carta local φ : U → V

tal que p ∈ U y f ◦ φ−1 es holomorfa en φ(p). f es holomorfa en W si f es holomorfa en cada

punto de W .

El papel que juegan las cartas locales en la definición de superficies de Riemann es transformar

los abiertos de X en abiertos de C. Gracias a la similitud de esos abiertos, las cartas locales

transforman las funciones sobre superficies de Riemann en funciones complejas y de esta forma,

transfieren propiedades como la holomorf́ıa al nuevo dominio.

Ejemplo III.2. Sea φ : U → V una carta local sobre X. La función φ ◦ φ−1(z) = z es holomorfa

en cualquier z ∈ φ(U). Por ello, φ es una función holomorfa en todo p ∈ U .

Por otro lado, es posible que la definición de holomorf́ıa no coincida al usar cartas locales

distintas. El siguiente lema se encarga de resolver este problema y demuestra que estas funciones

heredan más propiedades de sus contrapartes complejas.

Lema III.3. Sea X una superficie de Riemann, p ∈ X y f : W → C una función definida sobre

una vecindad de p. Entonces:

1. f es holomorfa en p si y solo si f ◦ φ−1 es holomorfa para cualquier carta local φ : U → V

tal que p ∈ U .

2. f es holomorfa en W si y solo si existe un conjunto de cartas locales {φi : Ui → Vi} tal que

W ⊂ ⋃i Ui y f ◦ φ−1
i es holomorfa en φi(W ∩ Ui) para todo i.

3. Si f es holomorfa en p, entonces es holomorfa en una vecindad de p.

Demostración.

1. Si f es holomorfa en p, existe una carta local φ tal que p está en su dominio y f ◦ φ−1 es

holomorfa. Si ψ es cualquier otra carta local cuyo dominio contiene a p, como φ y ψ son

21
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compatibles, φ ◦ψ−1 es holomorfa. Entonces f ◦ψ−1 = (f ◦φ−1) ◦ (φ ◦ψ−1) es una funciones

holomorfa sobre ψ(p). Para mostrar el converso, se usa el hecho de que X está equipada con

una estructura compleja. En efecto, los dominios de las cartas locales cubren X, de forma

que existe una carta φ cuyo dominio contiene a p. Como f ◦ φ−1 es holomorfa por hipótesis,

f es holomorfa por definición.

2. Sea C = {φi : Ui → Vi} el conjunto de todas las cartas locales cuyos dominios contienen algún

punto de W . Gracias la estructura compleja de X, C 6= Ø y W ⊂ ⋃i Ui. Si f es holomorfa en

W , sea φi ∈ C cualquiera. Para cualquier punto x ∈W ∩ Ui, f ◦ φ−1
i es holomorfa en φi(x).

Por ello, f ◦ φ−1
i es holomorfa en todo φi(W ∩Ui) y, como φi es arbitraria, esto sucede para

todo φi ∈ C. Para mostrar el converso, nótese que los dominios de las cartas φi ∈ C cubren

a W . Por ello, para todo x ∈ W , existe una carta local φi tal que f ◦ φ−1
i es holomorfa en

φ(x). Por ello, f es holomorfa en todo W , probando la segunda afirmación.

3. Por definición, existe una carta local φ : U → V tal que f ◦ φ−1 es holomorfa en φ(p).

Se sabe que si una función compleja, como f ◦ φ−1, es holomorfa en un punto, entonces es

holomorfa en una vecindad de ese punto. De igual manera, f ◦ φ−1 es holomorfa en una

vecindad V ′ ⊂ φ(W ∩ U) de φ(p) y f lo es en U ′ = φ−1(V ′), una vecindad de p.

Este lema será de gran utilidad. En pocas palabras, dice que si una función f definida sobre

una superficie de Riemann es holomorfa, lo será respecto de cualquier carta local; por tanto para

demostrar que f es holomorfa, solo se necesita verificarlo respecto de una carta local, en lugar de

hacerlo con todas.

Proposición III.4. Si f, g : X → C son funciones holomorfas en p, entonces f ± g y fg son

holomorfas en p. Si además g(p) 6= 0, f/g también es holomorfa en p.

Demostración. Sea z0 = φ(p). Por el lema anterior, f ◦ φ−1 y g ◦ φ−1 son holomorfas en z0 para

cualquier carta φ : U → V tal que p ∈ U . Para las funciones f ◦ φ−1 y g ◦ φ−1 con dominio V ⊂ C

e imagen en C, una suma (o resta) de funciones holomorfas en z0 es una función holomorfa en

z0. Entonces (f ± g) ◦ φ−1 = (f ◦ φ−1) ± (g ◦ φ−1) es holomorfa en z0 y, por definición, f ± g es

holomorfa en p. La prueba para fg es análoga.

Con la condición adicional g(p) = 0, solo hay que agregar un detalle para probar que f/g es

holomorfa. Como g(p) 6= 0, g ◦ φ−1(z0) = g(p) 6= 0. Aśı, (f/g) ◦ φ−1 = (f ◦ φ−1)/(g ◦ φ−1) es un

cociente de funciones holomorfas en z0, donde g ◦φ−1(z0) 6= 0. Entonces, (f/g) ◦φ−1 es holomorfa

en z0 y, por ende, f/g es holomorfa en p.

Ejemplo III.5. Si se define una función f en C∞, la definición de holomorf́ıa de f en p 6= ∞
coincide con la definición usual en C. Cualquier p 6= ∞ está en el dominio de ϕ1(z) = z, aśı que
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f(z) es holomorfa si, y solo si, f ◦ ϕ−1
1 (z) = f(z) lo es vista como una función con dominio C. En

cambio, f es holomorfa en ∞ si f ◦ ϕ−1
2 (z) = f( 1

z ) es holomorfa en ϕ2(∞) = 0.

En la definición de C∞, se agregó el punto ∞ a C con topológicas, pero no algebraicas. Un

ejemplo de tales propiedades es que las sucesiones {an}n ⊂ C en las que |an| > M para cualquier

M > 0 y n suficientemente grande convergen a ∞ en la topoloǵıa de C∞; en la topoloǵıa de

C no convergen. De hecho, cualquier conjunto compacto es acotado; está contenido en una bola

cerrada centrada en el origen B̄M (0) que también es compacta. Entonces, cualquier abierto de C∞
que contiene a ∞ también contiene a un abierto de la forma C∞ \ B̄M (0). En consecuencia, para

cualquier M existen infinitos n enteros tales que an ∈ C∞ \ B̄M (0). Por tanto, an converge a ∞.

En particular si an converge a 0, 1
an

converge a ∞.

Gracias a esta propiedad, el cambio de variable z → 1
w permite intercambiar funciones cerca de

∞ por funciones en vecindades de 0. Por ejemplo, se puede mostrar que una función racional f(z) =
amz

m + am−1z
m−1 + · · ·+ a0

bnzn + bn−1zn−1 + · · ·+ b0
, con ambn 6= 0, es holomorfa en ∞ si m ≤ n. Tomar el camino

algebraico y simplemente evaluar f(∞) no es suficiente: se obtiene una fracción indeterminada ∞∞ .

En cambio, el cambio de variable propuesto (que es lo mismo que usar la carta local ϕ−1
2 para

evaluar f ◦ ϕ−1
2 ) permite obtener f( 1

w ) = wn−m
am + am−1w + · · ·+ a0w

m

bn + bn−1w + · · ·+ b0wn
= wn−mq(w). q(w) es

holomorfa en 0, pues bn 6= 0 y se sabe que wn−m es holomorfa en 0 si, y solo si, m ≤ n. Por tanto,

f( 1
w ) es holomorfa en 0 y f(z) en ∞ si, y solo si, m ≤ n.

Definición III.6. Si W ⊂ X es un abierto de una superficie de Riemann X, O(W ) es el conjunto

de funciones holomorfas sobre W .

Ahora se traslada el concepto de funciones meromorfas a las superficies de Riemann. Lo primero

por definir son las singularidades.

Definición III.7. Sean X una superficie de Riemann, p ∈ X y f : U0 \ {p} → C una función

holomorfa definida en una vecindad perforada de p. Se dice que f tiene una singularidad en p si

existe una carta local φ : U → V con p ∈ U tal que f ◦ φ−1 tiene una singularidad en φ(p). Las

singularidades se clasifican de la siguiente forma:

1. Singularidad removible si |f(x)| está acotado en una vecindad perforada de p.

2. Polo si ĺım
x→p
|f(x)| =∞.

3. Singularidad esencial si ĺım
x→p
|f(x)| no existe.

Vale la pena recordar que el dominio y la imagen de f ◦ φ−1 son abiertos de C. El concepto

de singularidad está definido para funciones de variable compleja. La definición anterior usa una

carta local para extenderlo a funciones sobre superficies de Riemann. Al igual que sucede con las

funciones holomorfas, la carta local que se utilice es irrelevante.
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Lema III.8. Con las condiciones de la definición anterior, f tiene una singularidad en p si, y

solo si, f ◦φ−1 tiene una singularidad en φ(p) para cualquier carta local φ : U → V tal que p ∈ U .

El tipo de singularidad también es independiente de la carta local elegida.

Demostración. Supóngase que f tiene una singularidad en p. Entonces, existe una carta local

φ : U1 → V1 tal que f ◦ φ−1 tiene una singularidad en φ(p). Sean ψ : U2 → V2 cualquier otra carta

local con p ∈ U2 y T = φ ◦ ψ−1 la función de transición. La función f ◦ ψ−1 = (f ◦ φ−1) ◦ T está

definida en una vecindad de ψ(p). Como f ◦φ−1 es holomorfa en una vecindad perforada de φ(p) y

T es holomorfa en una vecindad de ψ(p), f ◦ψ−1 es holomorfa en una vecindad perforada de ψ(p).

Por último, como f ◦ φ−1 tiene una singularidad en φ(p), f ◦ ψ−1 tiene una singularidad en ψ(p).

Nótese que los criterios de clasificación de singularidades no dependen de las cartas locales. Solo

dependen del comportamiento de f alrededor de p, que se puede identificar sin necesidad de utilizar

cartas locales.

Definición III.9. Una función f definida en un abierto U de la superficie de Riemann X es

meromorfa en p si es holomorfa, tiene una singularidad removible o tiene un polo en p. Si f es

holomorfa en p, se dice que p es un punto regular de f . f es meromorfa en un abierto W ⊂ U si es

meromorfa en cada punto de W . M(W ) denota al conjunto de funciones meromorfas en W .

Proposición III.10. Sean f, g funciones meromorfas en p ∈ X. Entonces f ± g y fg son me-

romorfas en p. Si g no es idénticamente 0 en una vecindad de p, f/g también es meromorfa en

p.

Demostración. La demostración es análoga a la prueba de la proposición III.4. Solamente se re-

quiere que g no sea idénticamente 0 alrededor de p para poder definir f/g en una vecindad de p.

Luego, se elige una carta local φ : U → V tal que p ∈ U y se usan las propiedades de las funciones

meromorfas en C para probar sus correspondientes en X.

Corolario III.11. Sean f, g funciones holomorfas en p ∈ X. Si g no es idénticamente 0 en

cualquier vecindad de p, entonces f/g es meromorfa en p.

Demostración. Si f y g son holomorfas en p, en particular, son meromorfas. Por la proposición

anterior, f/g es meromorfa en p.

Ejemplo III.12. Al igual que en el ejemplo III.5, decir que una función f definida sobre C∞ es

meromorfa en z ∈ C equivale a la definición usual de funciones meromorfas en C. Por el contrario,

f es meromorfa en ∞ si f( 1
w ) es meromorfa en 0. En particular, cualquier función racional es

meromorfa en ∞ y, en general, en todo el plano extendido C∞.



25

B. Funciones entre superficies de Riemann
Ya con idea de cómo se comportan las funciones en una superficie de Riemann con valores com-

plejos, se generalizan las definiciones del inicio del caṕıtulo para estudiar funciones entre superficies

de Riemann.

Definición III.13. Sean X,Y superficies de Riemann. Un mapeo F : X → Y es holomorfo en

p ∈ X si existen cartas φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 con p ∈ U1 y F (p) ∈ U2 tales que φ2 ◦F ◦φ−1
1

es holomorfo en φ1(p). Si W ⊂ X es un abierto, se dice que F es holomorfo en W si es holomorfo

en todo punto de W . Si W = X, F es un mapeo holomorfo.

Figura III.1: Forma local de un mapeo entre superficies de Riemann

V1 V2

p F (p)

X Y

φ1(p)
φ2(F (p))

F

φ1 φ2

φ2 ◦ F ◦ φ−1
1

Nota. Generalmente, las palabras función y mapeo son sinónimos, pero aqúı se hace una distinción.

Dada f : X → Y , si X es una superficie de Riemann, se usa la palabra función cuando Y = C,

mientras que si Y es una superficie de Riemann arbitraria, se usa mapeo (o mapa) y el nombre de

la función se escribirá con mayúscula (es decir, F : X → Y es un mapeo).

Ejemplo III.14. Sea id : X → X el mapeo identidad. Para cualquier p ∈ X existe una carta

φ : U → V con p ∈ U . En este caso, la composición (φ ◦ id ◦ φ−1)(z) = z es holomorfa. Entonces

id es un mapeo holomorfo.

Igual que antes, la elección de la carta local no influye en la definición.

Lema III.15. Sean X,Y superficies de Riemann y F : X → Y una función.

1. F es holomorfa en p si y solo si la composición φ2 ◦ F ◦ φ−1
1 es holomorfa en φ1(p) para

cualquier pareja de cartas locales φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 tales que p ∈ U1 y F (p) ∈ U2.

2. F es holomorfa en W si y solo si existen dos colecciones de cartas {φ(i)
1 : U

(i)
1 → V

(i)
1 } en X

y {φ(j)
2 : U

(j)
2 → V

(j)
2 } en Y tales que W ⊂ ⋃i U

(i)
1 , F (W ) ⊂ ⋃j U

(j)
2 y φ

(j)
2 ◦ F ◦ φ

(i)−1

1 es

holomorfa para cualquier i, j en que la composición esté definida.
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Demostración.

1. Si F es holomorfa en p, existen cartas locales φ
(0)
1 : U

(0)
1 → V

(0)
1 y φ

(0)
2 : U

(0)
2 → V

(0)
2

tales que p ∈ U
(0)
1 , F (p) ∈ U

(0)
2 y φ

(0)
2 ◦ F ◦ φ(0)−1

1 es holomorfa. Sean φ1 : U1 → V1

y φ2 : U2 → V2 otras cartas locales con p ∈ U1 y F (p) ∈ U2; sean T1 = φ
(0)
1 ◦ φ−1

1 y

T2 = φ2 ◦ φ(0)−1

2 las funciones de transición correspondientes. Como éstas son holomorfas, la

función φ2◦F ◦φ−1
1 = T2◦(φ(0)

2 ◦F ◦φ
(0)−1

1 )◦T1 es holomorfa por ser composición de funciones

holomorfas, probando la primera dirección. La segunda dirección es inmediata, pues por ser

X y Y superficies de Riemann, para cualquier p ∈ X existen cartas locales φ1 : U1 → V1 y

φ2 : U2 → V2 tales que p ∈ U1 y F (p) ∈ U2. Por hipótesis, φ2 ◦F ◦φ−1
1 es holomorfa, haciendo

de F holomorfa.

2. Supongamos que F es holomorfa en W . Tómense dos colecciones I = {φ(i)
1 : U

(i)
1 →

V
(i)
1 | U (i)

1 ∩W 6= Ø} y J = {φ(j)
2 : U

(j)
2 → V

(j)
2 | U (j)

2 ∩ F (W ) 6= Ø}. Como las cartas

locales forman un atlas, los dominios de los atlas de I y J cubren W y F (W ), respecti-

vamente. Para cualquier pareja de cartas φ
(i)
1 : U

(i)
1 → V

(i)
1 y φ

(j)
2 : U

(j)
2 → V

(j)
2 tales que

U
(i)
1 ∩ F−1(U

(j)
2 ) 6= Ø, la composición φ

(j)
2 ◦ F ◦ φ(i)−1

1 está definida y es una función ho-

lomorfa en φ1(U
(i)
1 ∩ F−1(U

(j)
2 )). Ahora bien, U

(i)
1 ∩ F−1(U

(j)
2 ) 6= Ø es un requerimiento

para que la composición φ
(j)
2 ◦ F ◦ φ

(i)−1

1 esté definida. Por tanto, la primera dirección de la

segunda afirmación está demostrada. El converso es inmediato. Para cualquier p ∈W , como

W ⊂ ⋃i U
(i)
1 , F (W ) ⊂ ⋃j U

(j)
2 , existen cartas φ

(i)
1 : U

(i)
1 → V

(i)
1 y φ

(j)
2 : U

(j)
2 → V

(j)
2 tales

que p ∈ U (i)
1 , F (p) ∈ U (j)

2 , φ
(j)
2 ◦ F ◦ φ

(i)−1

1 está definida y es una función holomorfa.

En el siguiente lema demostramos varias propiedades de las funciones holomorfas relacionadas

a la composición de funciones.

Lema III.16. Sea F : X → Y un mapa holomorfo entre superficies de Riemann.

1. F es continua y es C∞. Esto es, la parte real y la parte imaginaria de F ◦φ−1 tienen derivadas

parciales de cualquier orden, para cualquier carta local φ.

2. Si G : Y → Z es un mapa holomorfo, G ◦ F : X → Z es holomorfo.

3. Si g : W → C es una función holomorfa definida en un abierto W ⊂ Y , g ◦ F es holomorfa

en F−1(W ).

4. Si g fuera meromorfa, g ◦ F es meromorfa, siempre y cuando F (X) ∩W no consista única-

mente de polos de g.

Demostración.
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1. Como F es holomorfo, ∀x ∈ X, ∃φ1 : U1 → V1, φ2 : U2 → V2 cartas locales tal que x ∈ U1,

y ∈ U2 y φ2 ◦ Fφ−1
1 es holomorfa. En C, las funciones holomorfas son continuas y C∞.

Como las cartas locales son homeomorfismos, son continuas y F = φ−1
2 ◦ (φ2 ◦ Fφ−1

1 ) ◦ φ1 es

continua. Además, F es C∞ respecto de cualquier pareja de cartas locales, pues las funciones

de transición T1 = φ1 ◦ φ′1−1
y T2 = φ′2 ◦φ−1

2 son holomorfas y C∞. Por tanto, φ′2 ◦F φ′1
−1

=

T2 ◦ (φ2 ◦ Fφ−1
1 ) ◦ T1 también es C∞.

2. Como F y G son holomorfos, para todo x ∈ X, existen cartas locales φ1 : U1 → V1, φ2 :

U2 → V2, φ3 : U3 → V3 en las que x ∈ U1, F (x) ∈ U2 y G ◦F (x) ∈ U3 tales que φ3 ◦G ◦φ−1
2

y φ2 ◦ F ◦ φ−1
1 son holomorfas. Entonces φ3 ◦ (G ◦ F ) ◦ φ−1

1 = (φ3 ◦G ◦ φ−1
2 ) ◦ (φ2 ◦ F ◦ φ−1

1 )

es holomorfa.

3. Sean x ∈ F−1(W ) y φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 cartas locales tales que x ∈ U1 y

F (x) ∈ U2 ∩W . Nótese que (g ◦ F ) ◦ φ−1
1 = (g ◦ φ−1

2 ) ◦ (φ2 ◦ F ◦ φ−1
1 ) es composición de

funciones holomorfas, aśı que es holomorfa en φ1(x). Como x es arbitraria, g◦F es holomorfa

en todo F−1(W ).

4. Como F (X) ∩ W no contiene únicamente polos de g, g ◦ F es holomorfa en los puntos

x ∈ F−1(W ) tales que F (x) no es polo de g. En C y bajo estas condiciones, la composición

de una función meromorfa con una holomorfa es meromorfa, aśı que (g ◦ F ) ◦ φ−1
1 = (g ◦

φ−1
2 ) ◦ (φ2 ◦ F ◦ φ−1

1 ) es meromorfa.

La siguiente definición es un criterio para comparar dos superficies de Riemann.

Definición III.17. Sean X,Y superficies de Riemann. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo

inyectivo con inversa F−1 : Y → X holomorfa. Se dice que F es un isomorfismo (o biholomorfismo)

entre X y Y y que estas son isomorfos.

Ejemplo III.18. La esfera de Riemann S2 y el plano extendido C∞ son homeomorfos y, de hecho,

también isomorfos. La función ψ definida en el ejemplo II.25 es un isomorfismo. La demostración

se encuentra más adelante.

C. Propiedades de los mapeos holomorfos
En esta sección, se exploran más a fondo las funciones y los mapeos holomorfos. Lo primero

es la serie de Laurent de una función sobre una superficie de Riemann utilizando coordenadas

locales. Luego, se generalizan propiedades de las funciones holomorfas de variable compleja. Al

final del caṕıtulo, se encuentra una relación entre las funciones meromorfas f : X → C y los

mapeos holomorfas F : X → C∞, lo que permite probar la fórmula de Riemann-Hurwitz, una

pieza clave en la demostración del Teorema de Riemann-Roch.
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1. Series de Laurent.

Las coordenadas locales ahora adquieren un papel protagónico. Gracias a ellas, las funciones

sobre superficies de Riemann adquieren un rostro familiar que facilita la herencia de propiedades

de las funciones complejas.

Definición III.19. Sean f una función holomorfa definida en una vecindad perforada de p ∈ X y

φ : U → V una carta local tal que x ∈ U . Sea z = φ(x) la coordenada local dada por φ y z0 = φ(p).

Como f ◦ φ−1 es holomorfa en una vecindad de z0, tiene una serie de Laurent en una vecindad de

z0

f(φ−1(z)) =
∑

n

cn(z − z0)n

Esta serie se llama serie de Laurent de f con respecto de φ.

Es en esta definición donde se ve la bondad de las coordenadas locales. En la definición de

coordenada local, se dijo que estas expresan la posición de un punto en una superficie de Riemann

mediante un número complejo. Una función f : X → C le asigna un número complejo f(x) a

cualquier x ∈ X, aśı que si se identifica x con la coordenada z ∈ C inducida por φ, se puede pensar

que f le asigna el número complejo f(x) a z. Esta idea inspira a expresar f en términos de z como

w = h(z), donde h = f ◦φ−1. La misma idea funciona con los mapeos F : X → Y entre superficies

de Riemann. Para los puntos x0 ∈ X y y0 = F (x0) ∈ Y , se escogen cartas locales φ1 : U1 → V1

y φ2 : U2 → V2 tales que x0 ∈ U1 y y0 ∈ U2. Estas cartas inducen las coordenadas locales z en

U1 y w en U2. En términos de estas coordenadas, decimos que F toma la forma w = H(z), donde

H = φ2 ◦F ◦ φ−1
1 . La utilidad de las formas w = h(z) y w = H(z) es que ambas son funciones con

dominio y valores complejos. Entonces, para determinar si f y F tienen una propiedad espećıfica,

se estudian h y H en su lugar y se usan los teoremas de funciones sobre el plano complejo para

determinar si las funciones en la superficie de Riemann tienen la propiedad buscada.

Nota. En virtud de estas equivalencias, de ahora en adelante se dice que f y F toman las formas

w = h(z) y w = H(z) en términos de las coordenadas locales w y z sin llamar expĺıcitamente a las

cartas locales.

Contrario a las propiedades anteriores, la serie de Laurent de f śı depende de la coordenada

local elegida. Lo que no depende es el orden de f , definido a continuación.

Definición III.20. Sean f una función meromorfa en p ∈ X y
∑
n cn(z− z0)n la serie de Laurent

de f respecto de una coordenada local z. Se define el orden de f en p por

ordp(f) = mı́n{n | cn 6= 0}

Lema III.21. ordp(f) está bien definido. Es decir, no depende de la coordenada local respecto de
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la cual se construya la serie de Laurent de f .

Demostración. Sean φ : U → V y ψ : U ′ → V ′ cartas locales alrededor de p. Sean z = φ(x) y

w = ψ(x) las coordenadas locales dadas por φ y ψ, con z0 = φ(p) y w0 = ψ(p). Sea T (w) = φ◦ψ−1

la función de transición holomorfa. Por el lema II.18, T ′(w0) 6= 0. Entonces el coeficiente a1 de la

serie

z = T (w) = z0 +
∑

n≥1

an(w − w0)n

es distinto de 0. Sea
∑
n≥n0

cn(z − z0)n la serie de Laurent de f respecto de z, que tiene orden

n0. Como f ◦ ψ−1 = (f ◦ φ−1) ◦ T , si sustituimos z − z0 por la serie z − z0 =
∑
n≥1 an(w − w0)n

obtendremos la serie de Laurent de f respecto de w. El término no nulo con menor grado en

la expansión de T es a1; el de f(z) es cn0 . Entonces, el término no nulo de menor grado en la

composición (f ◦φ−1)◦T es cn0
an0

1 (w−w0)n0 . Por lo tanto, ordp(f) está bien definido y es n0.

El lema anterior da un sencillo criterio para determinar si una función es holomorfa o meromorfa

y clasificar el tipo de singularidades.

Corolario III.22. Sea f una función meromorfa en p.

1. Si p es una singularidad removible, cn = 0 para todo n < 0, donde cn son los coeficientes de

la serie de Laurent de f con respecto de cualquier carta local φ centrada en z0 = φ(p).

2. p es un polo si y solo si la serie de Laurent de f tiene una cantidad finita de términos

negativos no nulos. Esto equivale a decir que ordp(f) < 0.

3. p es una singularidad esencial si y solo si la serie de Laurent de f tiene una cantidad infinita

de términos negativos no nulos.

4. f es holomorfa en p si y solo si ordp(f) ≥ 0.

5. f(p) = 0 si y solo si ordp(f) > 0.

6. p no es un cero ni un polo de f si y solo si ordp(f) = 0.

Demostración. Todos estos criterios son iguales a los criterios de series de Laurent en C. Por

ello, la prueba de todos ellos consiste en encontrar una serie de Laurent de f respecto de una

coordenada local y demostrar que posee todas estas propiedades. Como ordp(f), la holomorf́ıa y

las singularidades de f no dependen de la coordenada utilizada, demostrar las propiedades para

una carta será suficiente.

Definición III.23. En virtud de estas propiedades, se dice que si f es meromorfa en p

f tiene un cero de orden n > 0 en p si ordp(f) = n ≥ 1.
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f tiene un polo de orden n > 0 en p si ordp(f) = −n < 0.

Lema III.24. Sean f, g funciones meromorfas no nulas en p ∈ X. Entonces

1. ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g)

2. ordp(f/g) = ordp(f)− ordp(g)

3. ordp(1/f) = −ordp(f)

4. ordp(f ± g) ≥ mı́n{ordp(f), ordp(g)}.

Demostración. Sean n = ordp(f) y m = ordp(g). Utilizando notación O grande y suponiendo

φ(p) = 0 sin pérdida de generalidad, las series de Laurent de f y g son anz
n +O(zn+1) y bmz

m +

O(zm+1), respectivamente, con anbm 6= 0. Entonces:

fg = (anz
n +O(zn+1))(bmz

m +O(zm+1)) = anbmz
n+m +O(zn+m+1)

f

g
=

anz
n +O(zn+1)

bmzm +O(zm+1)
=

an
bm
zn−m +O(zn−m+1)

1 +O(z)
=
an
bm

zn−m +O(zn−m)

f ± g = anz
n + O(zn+1) + bmz

m + O(zm+1) = czmı́n{n,m} + O(zmı́n{n,m}+1) para alguna

constante c.

Las primeras dos conclusiones del lema se obtienen directamente de estas relaciones. La tercera

se obtiene de la segunda tomando f(x) = 1. En la última, es posible que n = m y que an+ bm = 0,

haciendo que la potencia zn desaparezca de la serie de Laurent de f + g. Por tanto, la menor

potencia de esa serie es por lo menos mı́n{n,m}, aunque no sea exactamente ese número.

Ejemplo III.25. Sea f(z) = p(z)/q(z) una función racional no constante sobre el plano extendido

C∞. Por el Teorema Fundamental del Álgebra, se factorizan p y q para obtener

f(z) = c

n∏

i=1

(z − λi)ei

donde c ∈ C \ {0}, los λi ∈ C son distintos y ei ∈ Z \ {0}. Sea Fk(z) = c
∏
i 6=k(z − λi)

ei .

Como los λi son distintos Fk(λk) 6= 0,∞. Por el corolario III.22, ordλk(Fk) = 0 y por definición,

ordλk [(z − λk)ek ] = ek. Juntando estos hechos y usando el lema III.24, ordλk(f) = ordλk [(z −
λk)ek ] + ordλk(Fk) = ek.

Por otro lado, se usa la carta local ϕ2(z) = 1
z para encontrar que ord∞(p(z)) = ord0(p( 1

w )) es

igual a −grado(p). Análogamente, ord∞(q(z)) = −grado(q). Nuevamente gracias al lema III.24, se

tiene que ord∞(f(z)) = ord∞(p(z))− ord∞(q(z)) = grado(q)− grado(p) = −∑n
i=1 ei.

Para cualquier otro x ∈ C∞ distinto de los λi y de ∞, f(x) 6= 0,∞. Por el corolario III.22,
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ordx(f) = 0. Juntando todos estos resultados, se obtiene que

∑

x∈C∞
ordx(f) = 0

Esta ecuación dice que una función racional en C∞ tiene la misma cantidad de ceros que

de polos, si se cuentan de acuerdo con su orden. De hecho, esto sucede para cualquier función

meromorfa en cualquier superficie de Riemann compacta, pero todav́ıa faltan propiedades para

demostrarlo.

2. Teoremas heredados del análisis complejo.

Se empieza recolectando varios teoremas que los mapeos holomorfos heredan del análisis com-

plejo. Viendo a C como superficie de Riemann, estos resultados cumplen, en particular, para las

funciones que definimos en la sección A. Se omiten algunas pruebas porque el esquema es el mismo

para todas. Si se quiere que un mapeo holomorfo F tenga alguna propiedad, se eligen cartas loca-

les φ1 y φ2 de forma que la función holomorfa compleja φ2 ◦ F ◦ φ−1
1 tenga la propiedad buscada.

Como las cartas locales son homeomorfismos, también tienen (o mantienen) la propiedad, aśı que

la composición F = φ−1
2 ◦ (φ2 ◦ F ◦ φ−1

1 ) ◦ φ1 cumple la propiedad requerida.

Proposición III.26 (Teorema del mapeo abierto). Todo mapeo holomorfo no constante entre

superficies de Riemann es una función abierta.

Proposición III.27. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo inyectivo entre las superficies de

Riemann X y Y . F es un isomorfismo entre X y su imagen F (X).

Proposición III.28 (Teorema de Identidad). Sean F,G dos mapeos holomorfos entre las super-

ficies de Riemann X y Y . Si F = G en un conjunto S ⊂ X que tiene un punto ĺımite en X,

entonces F = G en X.

Proposición III.29. Sea X una superficie de Riemann compacta y F : X → Y un mapeo holo-

morfo no constante. Entonces Y es compacto y F es sobreyectivo.

Demostración. Por el Teorema del mapeo abierto, F (X) es abierto. Como X es compacto, F (X)

es compacto y por ser Y Hausdorff, F (X) es cerrado. Como Y es un conjunto conexo, los únicos

conjuntos abiertos y cerrados son Ø y Y . X 6= Ø implica que F (X) = Y .

Proposición III.30. Si F : X → Y es un mapeo holomorfo no constante, la preimagen F−1(y)

de cualquier y ∈ Y es un subconjunto discreto de X.

Estas proposiciones no aplican para mapeos entre superficies de Riemann en general, pero śı al

menos para funciones sobre superficies de Riemann con valores complejos.
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Proposición III.31. Sea f : X → C una función meromorfa. Si f no es idénticamente 0, entonces

el conjunto de ceros y polos de f es discreto.

Corolario III.32. Si f : X → C es una función meromorfa no constante sobre una superficie de

Riemann compacta X, entonces f tiene un número finito de ceros y polos.

Demostración. Sea P el conjunto de singularidades de f . Por la proposición anterior, P es discreto.

Entonces, existen vecindades conexas Up para cada p ∈ P tal que Up ∩ P = {p}. Por otro lado,

para x ∈ X \ P , sean φx : Ux → Vx una carta local centrada en x y Dx ⊂ Vx un disco abierto tal

que 0 ∈ Dx y Dx ⊂ Vx. La colección {Up | p ∈ P}∪{φ−1
x (Dx) | x ∈ X \P} es una cubierta abierta

de X y como X es compacto, existe una subcubierta finita {Uk}Nk=1. Supóngase, por reducción

al absurdo, que existe n ∈ Z, 1 ≤ n ≤ N , tal que Un contiene infinitos puntos de P . Nótese

que Un 6= Up para todo p ∈ P pues, por definición, |Up ∩ P | = 1. Entonces Un = φ−1
x (Dx) para

algún x ∈ X \ P . En particular, f es meromorfa en Ux, aśı que la función de valores complejos

f ◦ φ−1
x es meromorfa en Vx ⊃ Dx y Dx contiene infinitos polos y ceros de f ◦ φ−1

x . Sean {pλ}
los ceros y polos de f ◦ φ−1

x . Por el Teorema Bolzano-Weierstrass, la compacidad de Dx causa que

{pλ} contenga una subsecuencia convergente {pλn} con ĺımite p ∈ Dx. Como f ◦ φ−1
x es continua,

(f ◦ φ−1
x )(pλn) → (f ◦ φ−1

x )(p) y como f ◦ φ−1
x (pλn) ∈ {0,∞} para todo n, el ĺımite f ◦ φ−1

x (p)

también debe ser 0 o ∞. Esto es absurdo pues los ceros y polos de f ◦ φ−1
x debeŕıan estar aislados

y p no lo está. Por lo tanto, para n = 1, . . . , N , Un ∩ P es finito, de donde P =
⋃

1≤n≤N (Un ∩ P )

también.

Proposición III.33 (Teorema del Módulo Máximo). Sea f : W → C una función holomorfa

definida sobre un abierto W ⊂ X de una superficie de Riemann X. Si existe p ∈ W tal que

|f(x)| ≤ |f(p)| para todo x ∈W , entonces f es constante en W .

Proposición III.34. Sea X una superficie de Riemann compacta. Si f es holomorfa en X, en-

tonces f es constante.

Demostración. Como f es holomorfa, es continua, aśı que la función |f | es continua. Como X es

compacto, |f | alcanza su valor máximo en X, aśı que por el Teorema del Módulo Máximo, f es

constante en X.

3. Funciones meromorfas y mapeos holomorfos en la esfera de Riemann.

De acuerdo con la definición III.7, un polo es un punto en el que el ĺımite de una función es

∞. Una función sobre una superficie de Riemann es meromorfa si todas sus singularidades son

únicamente removibles o polos. Por otro lado, en el ejemplo II.25 se agrega un punto ∞ al plano

complejo C. Luego, en el ejemplo III.5, se prueba que una sucesión {an}n tal que ∀M > 0, |an| > M

para infinitos n converge a ∞ en C∞, a pesar de que diverge en C. Todos estos hechos inspiran la
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pregunta de qué pasará si el dominio de una función meromorfa f : X → C se extiende de C a C∞.

Esta es la motivación de la siguiente proposición, que da una respuesta natural a esta pregunta.

Proposición III.35. Sea X una superficie de Riemann. Existe una biyección entre las funciones

meromorfas sin singularidades removibles f : X → C sobre X y los mapas holomorfos F : X → C∞
que no son idénticamente ∞.

Demostración. Sea f : X → C una función meromorfa sobre X que no tenga singularidades

removibles. Definamos el mapeo F : X → C∞ por

F (x) =





f(x) si x no es un polo de f

∞ si x es un polo de f

f es holomorfa en cualquier x ∈ X que no sea un polo. La función inclusión i : C → C∞
definida por i(z) = z es un mapeo holomorfo (usando la carta local ϕ1(z) = z en C∞). Entonces,

en el conjunto de puntos regulares de f , F = i ◦ f es holomorfa. Falta entonces verificar que F es

holomorfa en los polos de f . Para ello, se debe mostrar que, para todo polo p ∈ X, 1
F = ϕ2 ◦ F es

una función holomorfa en p. En términos de una coordenada local z tal que z0 corresponde a p, f

se expresa como
∑
n≥−k cn(z − z0)n = (z − z0)−kH(z − z0), donde k = −ordp(f) > 0, H(0) 6= 0

y H es holomorfa en 0. En los puntos regulares de f alrededor de p, esta representación se puede

utilizar también para F y como ĺım
z→z0

(z − z0)−kH(z − z0) =∞, también en p. Entonces, H(0) 6= 0

implica que 1
F = (z−z0)k 1

H(z−z0) es holomorfa en 0. Por tanto, F es holomorfa en p y es la función

buscada.

Para mostrar el converso, sea F : X → C∞ un mapeo holomorfo que no sea idénticamente ∞.

Sea P ⊂ X el conjunto de puntos p tales que F (p) = ∞. Nótese que P es el conjunto de ceros

de 1
F = ϕ2 ◦ F , que también es un mapeo holomorfo. Por ello, P es un conjunto discreto y como

X es Hausdorff, X \ P es abierto. Def́ınase f : X \ P → C como F (x) ∈ C. f |X\P = F |X\P es

holomorfa por ser la restricción de una función holomorfa a un abierto. Si P = Ø, f es holomorfa

en todo X y por consiguiente también es meromorfa. Supóngase ahora que P 6= Ø. Se busca

mostrar que todo p ∈ P es un polo de f . Primero nótese que F es holomorfa y, por ende, continua.

Entonces, ĺım
x→p

F (x) = ∞. Como P es un conjunto discreto, existe una vecindad D ⊂ X de p tal

que F (x) 6= ∞ y f(x) = F (x) para x ∈ D \ {p}. Entonces ĺım
x→p

f(x) = ĺım
x→p

F (x) = ∞. Por tanto,

p es un polo de f . En resumen, f es holomorfa en X \ P y todo p ∈ P es un polo de f . En otras

palabras, f es una función meromorfa.

4. Forma normal y multiplicidad de un mapeo holomorfo.

Las coordenadas locales permiten expresar un mapeo F : X → Y como una función compleja

z = H(w). Si F es meromorfa, es posible expresar a F como una serie de Laurent z =
∑
n≥n0

cnw
n.

Resulta que si una elección cuidadosa de las coordenadas produce una forma muy sencilla y útil.
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Proposición III.36 (Formal normal local). Sea F : X → Y un mapeo holomorfo no constante.

Para todo p ∈ X, existe un único m ∈ Z+ tal que para cualquier carta local φ2 : U2 → V2 centrada

en F (p) existe una carta φ1 : U1 → V1 centrada en p de forma que φ2 ◦ F ◦ φ−1
1 (z) = zm.

Demostración. Sea φ2 una carta en Y centrada en F (p). Considérese una carta local arbitraria ψ

en X centrada en p con coordenada local w = ψ(x). La serie de Laurent de T = φ2 ◦ F ◦ ψ−1

respecto de w es T (w) =
∑∞
i=m ciw

i con cm 6= 0. Como φ2 está centrada en F (p), ψ(p) es un

cero de T (w), aśı que m ≥ 1 gracias al corolario III.22. Si se factoriza wm, se obtiene T (w) =

wm
∑∞
i=m ciw

i−m = wmS(w), donde S(w) es una función holomorfa en 0 y S(0) 6= 0. Los ceros de

S están aislados, aśı que existe una vecindad U de 0 tal que 0 /∈ S(U) y como S es continua, se

puede escoger U de forma que S(U) esté contenido en un ramo del logaritmo (que es un abierto).

Por ello, lnS(w) está bien definido y es holomorfo en U , aśı que la función R(w) = e
1
m lnS(w) es

holomorfa y cumple Rm(w) = S(w). Esto permite escribir T (w) = (wR(w))m

Sea η(w) = wR(w). η es holomorfa por ser producto de funciones holomorfas. Por el Teorema

de la función inversa, η′(0) = R(0) 6= 0 implica que existe una vecindad W de 0 en la que η es

invertible. Como toda biyección holomorfa es un homeomorfismo, η es un homeomorfismo en W .

Sea U1 = ψ−1(W ). Como ψ es un homeomorfismo, φ1 = η ◦ ψ|U1
es un homeomorfismo.

T (w) = ηm(w) ya se parece a la forma normal local. Se necesita ahora una carta centrada en p

proveniente de la estructura compleja de X para obtener la forma normal. φ1 es la candidata. Para

admitirla en la estructura compleja, basta mostrar que φ1 es compatible con ψ (por transitividad,

será compatible con todas las demás cartas de X). De hecho, la función de transición φ1 ◦ψ|−1
U1

= η

es holomorfa, aśı que śı son compatibles. Además, ψ(p) = 0 implica φ1(p) = 0, aśı que φ1 está

centrada en p. Ahora, se puede nombrar una nueva coordenada local z = η(w) = φ1(x). Entonces

φ2 ◦F ◦ φ−1
1 (z) = (φ2 ◦F ◦ψ−1) ◦ η−1(z) = T (η−1(z)) = ηm(η−1(z)) = [η ◦ η−1(z)]m = zm, que es

la forma buscada.

Lo último que queda por mostrar es la unicidad del exponente m. Sea x0 ∈ U1 \ {p} un

punto suficientemente cerca de p (pronto se determinará qué tan cerca). Escŕıbase a x0 y F (x0)

mediante coordenadas locales z0 = φ1(x0) y w0 = φ2(F (x0)). Gracias a la primera parte de

esta prueba, w0 = zm0 . Sean z1, ..., zm−1 las otras m − 1 ráıces m-ésimas de w0, que están en

un ćırculo centrado en 0. Como V1 es un abierto que contiene a 0, se puede elegir x0 de forma

que el ćırculo que contiene a z0, z1, ..., zm−1 esté en el interior de V1. Si xi = φ−1
1 (zi), F (x0)

tiene exactamente m preimagenes x0, x1, ..., xm−1. F cumple esta propiedad para cualquier x en

una vecindad suficientemente pequeña de p y es independiente de las cartas locales utilizadas.

Entonces, se puede encontrar m estudiando a F cerca de p.

Al igual que con el orden de una función, el lema anterior permite hacer la siguiente definición.

Definición III.37. La multiplicidad de F en p es el único m ∈ Z+ tal que existen cartas locales
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φ1, φ2 centradas en p y F (p), respectivamente, con F (z) = zm. Se denota por m = multp(F ).

El siguiente lema permite detectar la multiplicidad sin utilizar la forma normal local.

Lema III.38. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo. Para un punto cualquiera p ∈ X sean z y w

coordenadas locales alrededor de p y F (p), respectivamente. Sean z0 = p y w0 = F (p). y = F (x)

se reescribe en términos de estas coordenadas como w = h(z). Entonces:

multp(F ) = ordz0(h− h(z0)) = 1 + ordz0

(
dh

dz

)

Demostración. La serie de Taylor de h es:

h(z) = h(z0) +
∑

n≥m
cn(z − z0)n

con cm 6= 0 y m ∈ Z+. En la prueba de la proposición III.36 se vio que la multiplicidad de F surge

del primer cn 6= 0 de una serie centrada en p. La serie de arriba puede ser intercambiada por

w − w0 = h(z)− h(z0) =
∑

n≥m
cn(z − z0)n

lo que indica que multp(F ) = m. Como h es holomorfa, se puede derivar su serie de potencias.

Hacer esto con la ecuación anterior respecto de z produce

dh

dz
=
∑

n≥m
ncn(z − z0)n−1

de donde, tras aplicar la definición, se obtiene ordz0

(
dh

dz

)
= m−1, probando la segunda igualdad.

El lema anterior tiene dos consecuencias. Primero, muestra que la multiplicidad en cualquier

punto p ∈ X es por lo menos 1. Como h es holomorfa, su serie de Taylor solo tiene potencias

no negativas de z y si se remueve su término independiente, la siguiente debe ser por lo menos

de grado 1. Segundo, permite mostrar que el conjunto de puntos con multp(F ) ≥ 2 es discreto.

ordz0
(
dh
dz

)
≥ 1 indica que estos puntos son ceros de dh

dz . Como dh
dz es holomorfa, estos puntos forman

un conjunto discreto que obtendrán un nombre especial.

Definición III.39. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo no constante. Un punto p ∈ X es un

punto de ramificación de F si multp(F ) ≥ 2. y ∈ Y es un valor de ramificación de F si es la imagen

de un punto de ramificación.

De la proposición III.35, toda función meromorfa f : X → C corresponde a una función
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holomorfa F : X → C∞. Naturalmente, existe una relación entre la multiplicidad de F y el orden

de f en un punto p ∈ X.

Lema III.40. Sea f : X → C una función meromorfa y F : X → C∞ el mapeo holomorfo

correspondiente según la proposición III.35. Entonces:

1. Si p es un cero de f , multp(F ) = ordp(f).

2. Si p es un polo de f , multp(F ) = −ordp(f).

3. Si p no es un cero ni un polo de f , multp(F ) = ordp(f − f(p)).

Demostración. Si p no es un polo de f , el lema III.38 establece que multp(F ) = ordp(f −f(p)). En

particular, si p es un cero de f , multp(F ) = ordp(f). Por otro lado, si p es un polo de f , también

es un cero de 1
f . Para encontrar la multiplicidad de F en p se usa la carta local ϕ2(z) = 1

z . Si φ es

la carta que provee la forma normal, ϕ2 ◦ F ◦ φ−1 = zm. Como ϕ2 ◦ F = 1
f ,
(

1
f

)
◦ φ = zm aśı que

multp(F ) = ordp

(
1
f

)
= −ordp(f), por el lema III.24.

D. Funciones entre superficies de Riemann compactas
En esta sección, se estudian superficies de Riemann compactas para obtener propiedades impor-

tantes, incluyendo la fórmula de Riemann-Hurwitz que será fundamental en la prueba del resultado

principal. Se empieza contando el número de preimágenes de puntos y ∈ Y bajo un mapa holo-

morfo F : X → Y . La siguiente propiedad dice que cualquier punto y ∈ Y tiene la misma cantidad

de preimágenes si las contamos con multiplicidad.

Proposición III.41. Sea F : X → Y un mapa holomorfo no constante entre superficies de

Riemann compactas. La función dy : Y → Z definida por

dy(F ) =
∑

p∈F−1(y)

multp(F )

es independiente de la elección de y. Es decir, es constante.

Demostración. Este resultado se demuestra primero para una clase particular de funciones. Sea

D = B1(0) el disco unitario abierto en el plano complejo y considérese la función f : D → D dada

por f(z) = zm para m ∈ Z+. Sea w ∈ D. Si w = 0, su única preimagen es z = 0 y mult0(f) = m.

Contando con multiplicidad, w = 0 tiene m preimágenes. w 6= 0, por otro lado, tiene exactamente

m ráıces m-ésimas z1, . . . , zm ∈ D y multzi(F ) = 1. En este caso, w también tiene m preimágenes,

probando la proposición para f .

La forma normal local de la proposición III.36 transforma a una F arbitraria, al menos local-

mente, en una función de la forma w = zm; esto es similar a la función del párrafo anterior y es

el nexo entre el caso particular y el general. Tómese y ∈ Y arbitrario. Sean {x1, . . . , xn} todas las
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preimágenes de y bajo F . Eĺıjase una carta local φ : U → D centrada en y. Por la proposición

III.36, para cada xi existe una carta local φi : Ui → Vi centrada en xi que proporciona la coor-

denada zi y que transforma a F en w = hi(z) = zmii en Vi. Gracias a que la imagen de φ es D

(y por tanto, la de hi también), se puede suponer sin pérdida de generalidad que Vi = D. Aśı, en

términos de las coordenadas locales F |Ui tiene la misma forma que la función f del inicio de esta

prueba: es una función del disco D a śı mismo que manda un punto zi a zmii . Por ello, cualquier

punto y′ ∈ U tiene la misma cantidad de preimágenes que y en las vecindades U1, . . . , Un.

Si esas fueran todas las preimágenes de y′ la proposición estaŕıa demostrada. Sin embargo, es

posible que y′ tenga otra preimagen que no esté en esas vecindades. Supóngase, en busca de una

contradicción, que existen infinitos puntos yj ∈ U arbitrariamente cerca de y (esto es, yj → y) que

tienen al menos una preimagen pj fuera de las vecindades U1, . . . , Un. Obviamente, F (pj) → y.

Como X es compacto, existen x ∈ X y una subsecuencia convergente de {pj}, digamos {pjk}, tales

que pjk → x. Como F es continua, F (pjk)→ y implica que F (x) = y, de donde x = xi para algún

i. Sin embargo, esto es una contradicción, pues pjk → xi implica que eventualmente pjk ∈ Ui.
Por ello, cualquier punto de U tiene la misma cantidad de preimágenes que y en U1 ∪ · · · ∪ Un

y este conjunto las contiene a todas. Esto implica que dy es constante en U . Como y es arbitraria,

dy es localmente constante y como Y es conexo, entonces es constante.

Esta proposición da una medida para clasificar a los mapas holomorfos.

Definición III.42. Sea F : X → Y un mapa holomorfo no constante entre dos superficies de

Riemann compactas. El número deg(F ), dado por dy(F ) para cualquier y ∈ Y , se llama grado de

F .

Corolario III.43. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo entre dos superficies de Riemann com-

pactas. F es un isomorfismo si y sólo si deg(F ) = 1.

Demostración. Si deg(F ) = 1, todo punto y ∈ Y tiene exactamente una preimagen de multiplicidad

1. Esto quiere decir que F es inyectivo. Por la proposición III.27, F tiene que ser un isomorfismo.

Corolario III.44. Sea X una superficie de Riemann compacta. Si existe una función meromorfa

f : X → C que tiene exactamente un polo simple p y ninguna otra singularidad, entonces X es

isomorfo a C∞.

Demostración. Sea F : X → C∞ el mapeo holomorfo correspondiente a f . Al calcular deg(F ) en

∞, la única preimagen de ∞ es p. Como p es un polo simple de f , ordp(f) = −1 y por el lema

III.40, multp(F ) = −ordp(f) = 1. Entonces deg(F ) = 1 y en virtud del corolario anterior, F es un

isomorfismo entre X y C∞.

A continuación se generaliza el ejemplo III.25 a superficies de Riemann compactas. Este es un

paso crucial para obtener la fórmula de Riemann-Hurwitz.
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Proposición III.45. Sean X una superficie de Riemann compacta y f : X → C una función

meromorfa no constante. Entonces
∑

p

ordp(f) = 0

Demostración. En virtud de la proposición III.35, sea F : X → C∞ la función holomorfa corres-

pondiente a f . Sean {xi} el conjunto de ceros y {yj} el conjunto de polos de f . Para cualquier i y

j, F (xi) = 0 y F (yj) =∞. Con esto, se calcula el grado de F respecto de 0 y de ∞.

deg(F ) = d0(F ) =
∑

i

multxi(F )

= d∞(F ) =
∑

j

multyj (F )

Por el lema III.40, multxi(F ) = ordxi(f) y multyj (F ) = −ordyj (f). Además, por el corolario

III.22, sólo los ceros y polos tienen orden no nulo. En consecuencia

∑

p

ordp(f) =
∑

i

ordxi(f) +
∑

j

ordyj (f)

=
∑

i

multxi(F )−
∑

j

multyj (F )

= 0

1. Fórmula de Riemann-Hurwitz.

El siguiente es el primer teorema importante en la teoŕıa de mapeos holomorfos. Esta fórmula

relaciona las propiedades anaĺıticas de un mapeo holomorfo con las propiedades topológicas de su

dominio y su imagen (que son superficies de Riemann).

Teorema III.46 (Fórmula de Riemann-Hurwitz). Sean X y Y dos superficies de Riemann com-

pactas. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo no constante. Entonces

2g(X)− 2 = deg(F )(2g(Y )− 2) +
∑

p∈X
(multp(F )− 1)

Demostración. Antes que nada, como X es compacta, el conjunto de puntos de ramificación de F

además de ser discreto es finito. Aśı, la suma de la derecha es finita.

Constrúyase una triangulación de Y de forma que todos los valores de ramificación de F sean

vértices en la triangulación. F induce una triangulación análoga en X, enviando cada valor de

ramificación a sus puntos de ramificación. Sean v, e, t el número de vértices, lados y triángulos,

respectivamente, de la triangulación de Y y v′, e′, t′ sus correspondientes en X.
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Como todos los valores de ramificación son vértice de algún triángulo en Y , ningún triángulo

contiene valores de ramificación en su interior. Por ello, cada punto del interior de un triángulo

tiene exactamente deg(F ) preimágenes bajo F (todas de multiplicidad 1). En otras palabras, por

cada triángulo en Y , hay deg(F ) triángulos en X. Este argumento funciona también para mostrar

que v′ = deg(F )v y e′ = deg(F )e. Si se sustituye el número de preimágenes de un punto q ∈ Y
usando la definición de deg(F ) en q, se obtiene:

|F−1(q)| =
∑

p∈F−1(q)

1 = deg(F )−
∑

p∈F−1(q)

[multp(F )− 1].

Entonces,

v′ =
∑

q vértice de Y

|F−1(q)|

=
∑

q vértice de Y


deg(F )−

∑

p∈F−1(q)

[multp(F )− 1]




= deg(F )v −
∑

q vértice de Y

∑

p∈F−1(q)

[multp(F )− 1]

= deg(F )v −
∑

p vértice de X

[multp(F )− 1].

Por el teorema II.35, χ(X) = 2− g(X). Al unir todas estas cuentas se obtiene:

2g(X)− 2 = −χ(X)

= −v′ + e′ − t′

= −deg(F )v +
∑

p vértice de X

[multp(F )− 1] + deg(F )e− deg(F )t

= −deg(F )χ(Y ) +
∑

p vértice de X

[multp(F )− 1]

= deg(F )(2g(Y )− 2) +
∑

p∈X
[multp(F )− 1].
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IV. FORMAS DIFERENCIALES E INTEGRALES

Después de extender la noción de diferenciabilidad a las superficies de Riemann, ahora se

extiende la definición de integrabilidad. Sin embargo, las integrales no son el único objetivo de este

caṕıtulo. Las formas diferenciales están involucradas en el enunciado del Teorema de Riemann-

Roch, mientras que el Teorema del Residuo será clave en la demostración del resultado principal.

A. Formas diferenciales
Primero se extiende la noción de formas diferenciales complejas a las superficies de Riemann.

No se ahonda en los detalles del significado de una forma diferencial. Lo importante es saber que

su comportamiento es el mismo que en el plano complejo. El lector interesado puede consultar

el art́ıculo de Tao (2007) que define formas diferenciales generalizando una noción espećıfica de

integración en la recta real.

Definición IV.1. Sea V ⊂ C un abierto. Una 1-forma diferencial ω es una expresión de la forma

ω = f(z)dz + g(z)dz̄

Definición IV.2. En la definición anterior, si f y g son funciones C∞, se dice que ω es C∞ en V

o en la coordenada z.

Eĺıjanse dos 1-formas particulares: ω1 = f1(z)dz y ω2 = f2(w)dw, C∞ en los abiertos V1 y V2,

respectivamente. Sea T : V2 → V1 una función holomorfa, z = T (w) en términos de las coordenadas

z y w. En una integral, T puede servir para hacer un cambio de variable de w a z de la siguiente

forma:
∫
ω1 =

∫
f1(z)dz =

∫
f1(T (w))T ′(w)dw =

∫
f2(w)dw =

∫
ω2. Esta idea inspira la definición

de un cambio de variable más general.

Definición IV.3. Sean ω1 = f1(z)dz+g1(z)dz̄ y ω2 = f2(w)dw+g2(w)dw̄ 1-formas C∞ definidas

sobre los abiertos abiertos V1, V2 ⊂ C respectivamente. Sea z = T (w) un mapeo holomorfo de

V2 a V1. Se dice que T transforma a ω1 en ω2, o que T es un cambio de variable de ω1 a ω2, si

f2(w) = f1(T (w))T ′(w) y g2(w) = g1(T (w))T ′(w).

La idea es obtener ω2 después de sustituir z = T (w) , dz = T ′(w)dw y dz̄ = T ′(w)dw̄ en la

expresión de ω1, al igual que un cambio de variable de integración. Como es esperado, si S es la

función inversa de T , se puede transformar a ω2 en ω1 usando S.

Hacer un cambio de variable simplifica el cálculo de la integral, pero no cambia el resultado.

De igual manera, que estas transformaciones no deben afectan las propiedades más importantes

de las 1-formas diferenciales.

41
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Definición IV.4. Sea X una superficie de Riemann. Una 1-forma C∞ en X es una colección {ωφ}
de 1-formas C∞ que cumple las siguientes dos condiciones.

Para toda carta local φ : U → V de X, existe una única 1-forma ωφ definida sobre V .

Si los dominios de dos cartas locales φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 no son disjuntos, la función

de transición T = φ1 ◦ φ−1
2 transforma a ωφ1

en ωφ2
.

La motivación de esta definición sigue la misma ĺınea que las funciones holomorfas. Una 1-

forma sobre una superficie de Riemann es un objeto que localmente es una 1-forma compleja y

cuyas representaciones locales son compatibles. Esto significa se puede usar un cambio de variable

para transformar la representación de la 1-forma en una carta local al cambiar de coordenada. En

este caso, el cambio de variable es la función de transición entre las cartas locales.

Definición IV.5. Una 1-forma {ωφ} en una superficie de Riemann X es holomorfa si localmente

tiene la forma f(z)dz, con f holomorfa. Es decir, ∀ω ∈ {ωφ}, ω = f(z)dz con f holomorfa. En

cambio, si cada f(z) es meromorfa se dice que {ωφ} es meromorfa.

Las 1-formas más relevantes no son las C∞ sino las holomorfas y meromorfas. Sin embargo,

las propiedades que se demostraremos a continuación se refieren a formas C∞. La razón es que las

formas holomorfas y meromorfas son muy parecidas a las C∞. Por ejemplo, toda función holomorfa

es anaĺıtica o C∞. Entonces, una 1-forma holomorfa {ωφα} es una 1-forma C∞ en la que cada ωφα

no depende de zα (igual que las funciones holomorfas, que cumplen ∂f
∂z = 0). Por ello, las 1-formas

holomorfas heredan todas las propiedades de las 1-formas C∞.

Las funciones meromorfas heredan las propiedades de las funciones C∞, aunque solo en sus

puntos regulares, pues en sus polos no son anaĺıticas. Lo mismo ocurre con las 1-formas meromorfas.

Sea {ωϕ} una 1-forma definida sobre X y sean ωφ = f(z)dz y ωψ = g(w)dw sus representaciones

locales respecto de φ y ψ respectivamente, con f y g meromorfas. Sea T = φ ◦ ψ−1 la función

de transición (que es holomorfa). Si φ(p) es un polo de f y se transforma ωφ en ωψ, la función

g(w) = f(T (w))T ′(w) tiene un polo en ψ(p). Por tanto, los polos de las 1-formas meromorfas están

bien definidos en el sentido que no dependen de la carta local. Por ello, se puede decir que p es un

polo de la 1-forma meromorfa {ωϕ}. Aśı, {ωϕ} hereda las propiedades de las 1-formas C∞ en sus

puntos regulares, mientras que sus polos se mantienen fijos.

Nota. Por la explicación en el párrafo anterior, se demostrarán los siguientes teoremas para formas

C∞ únicamente, recordando que valdrán también para formas holomorfas y meromorfas.

1. Formas diferenciales definidas en un atlas.

Ejemplo IV.6. Sea ω1 = dz una 1-forma diferencial en C. Se busca una 1-forma ω sobre C∞ cuya

representación local en C sea ω1. En el ejemplo II.25, se obtuvo un atlas para C∞ que consiste de
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las cartas ϕ1 : C∞\{∞} → C y ϕ2 : C∞\{0} → C dadas por ϕ1(z) = z y ϕ2(w) = w−1. La función

de transición es T (w) = ϕ1 ◦ϕ−1
2 (w) = w−1. Se puede escribir ω1 = f(z)dz, donde f : C→ C está

dada por f(z) = 1, y notar que ω1 está definida en la imagen de ϕ1. Si se transforma a ω1 usando

T , se obtiene una 1-forma ω2 = f(T (w))T ′(w)dw = −w−2dw meromorfa en C, la imagen de ϕ2.

Entonces, el conjunto Ω = {ω1, ω2} contiene formas diferenciales complejas que corresponden a

una carta local distinta del atlas {ϕ1, ϕ2} de C∞.

La colección Ω realmente no es una 1-forma diferencial sobre C∞. Existen otras cartas locales

φ : U → V en la estructura compleja de C∞ para las cuales no existe una 1-forma diferencial

compleja en Ω definida en V . Sin embargo, el procedimiento para extender una 1-forma usando

un cambio de variable para definirla en otras cartas locales se puede generalizar. El siguiente lema

verifica que este procedimiento es válido y que el resultado es, en efecto, una 1-forma diferencial

según la definición anterior.

Lema IV.7. Sean X una superficie de Riemann y A un atlas complejo de X. Supóngase que existe

una colección de 1-formas complejas C∞, una para cada carta de A, de forma que si dos formas

tienen dominios no disjuntos, una se transforma en la otra. Entonces, existe una única 1-forma

C∞ definida en X que extiende la colección de 1-formas en A.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supóngase que ∀φ ∈ A, el dominio U de φ es conexo.

Si no fuera aśı, reemplazamos φ por las cartas definidas en las componentes conexas de U .

Sea ψ : U → V una carta local en la estructura compleja de X que no esté en el atlas A. Se

busca una 1-forma diferencial compleja con dominio V que se pueda transformar en cualquier otra

1-forma que se necesite. Como A es un atlas, los dominios de sus cartas cubren X, aśı que si se

toma un p ∈ U fijo, existe φ ∈ A cuyo dominio contiene a p. Sea z la coordenada local asociada

a φ y w, la asociada a ψ. En la estructura compleja, T = φ ◦ ψ−1 es la función de transición y en

términos de las coordenadas es z = T (w). Sea ωφ = f(z)dz + g(z)dz̄ la 1-forma asociada a φ y

def́ınase

ωψ = f(T (w))T ′(w)dw + g(T (w))T ′(w)dw̄.

ωψ es la candidata para ser la 1-forma asociada a ψ. Primero, la definición es independiente de

la elección de φ. Si φ1 fuera otra carta local sobre p con coordenada local s, función de transición

s = R(w) = φ1 ◦ ψ−1(w) y 1-forma asociada ωφ1
= f1(s)ds+ g1(s)ds̄, ωψ estaŕıa dada por

f1(R(w))R′(w)dw + g1(R(w))R′(w)dw̄.

Por hipótesis, se puede transformar ωφ en ωφ1 . Es decir, f1(s) = f(T1(s))T ′1(s) y g1(s) =

g(T1(s))T ′1(s), donde T1 = φ ◦ φ−1
1 es la función de transición. Reescribiendo esta ecuación usando

funciones relacionadas a ψ, se obtiene T1 = T ◦R−1 y T = T1 ◦R. Si se sustituyen estas relaciones
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en la definición de ωψ en términos de φ1, se obtiene:

f1(R(w))R′(w)dw + g1(R(w))R′(w)dw̄

= [f(T1(R(w)))T ′1(R(w))] R′(w)dw + [g(T1(R(w)))T ′1(R(w))] R′(w)dw̄

= f(T1 ◦R(w)) [T ′1(R(w))R′(w)]dw + g(T1 ◦R(w)) [T ′1(R(w))R′(w)]dw̄

= f(T (w))T ′(w)dw + g(T (w))T ′(w)dw̄

= ωψ.

Esto muestra que las 1-formas definidas respecto de φ y de φ1 son iguales, por lo que la defini-

ción de ωψ es independiente de la carta local utilizada y ωψ es única. Es más, este hecho permite

probar que no solo se puede elegir cualquier carta local, sino que cualquier punto q ∈ U sirve de

base para definir ωψ.

Supóngase que U es conexo. Si no fuera conexo,este procedimiento se puede usar para definir ωψ

de forma única en cada componente conexa. Como ψ es un homeomorfismo, V es conexo y, por ser

un abierto de C, también es conexo por caminos. Esto significa que existe un camino γ0 : [0, 1]→ V

tal que γ0(0) = ψ(p) y γ0(1) = ψ(q). Si se define γ : [0, 1]→ U por ψ−1 ◦ γ0, se obtiene un camino

tal que γ(0) = p y γ(1) = q. Además, los dominios de las cartas del atlas A cubren a γ([0, 1]). Como

γ es una función continua, γ([0, 1]) es compacto y conexo. Gracias a esto, existe una cantidad finita

de cartas φk : Uk → Vk, con k = 0, 1, . . . , n, tales que φk ∈ A, γ([0, 1]) ⊂ ⋃nk=0 Uk por compacidad.

Por conexidad, se eligen los ı́ndices k de forma que Uk ∩
(⋃k−1

i=0 Ui

)
∩ 6= Ø para k = 1, . . . , n.

Esta construcción sirve para extender la definición de ωψ a q. Primero, def́ınase ωψ en γ([0, 1])∩
U0 transformando a ωφ0

en ωψ mediante la función de transición T0 = φ0 ◦ ψ−1. Supóngase ahora

que ωψ ya está definida en γ([0, 1])∩
(⋃k−1

i=0 Ui

)
para algún 1 ≤ k ≤ n. Como γ([0, 1])∩

(⋃k
i=0 Ui

)

es conexo, Uk ∩
[
γ([0, 1]) ∩

(⋃k−1
i=0 Ui

)]
es no vaćıo y contiene a un punto pk. Existe, entonces,

0 ≤ j < k tal que pk ∈ Uj . Usando el cambio de coordenadas Tkj = φk ◦ φ−1
j , la definición

de ωψ se extiende de (γ([0, 1]) ∩ Uj) ∩ Uk a γ([0, 1]) ∩ Uk. Como se ve al inicio de esta prue-

ba, ωψ es independiente de la carta local que se use para definirla. Por ello, ωpsi es igual en

γ([0, 1]) ∩ Uk y en γ([0, 1]) ∩
(⋃k

i=0 Ui

)
. Este proceso inductivo permite definir ωψ en el conjunto

γ([0, 1]) ∩ (
⋃n
i=0 Ui) = γ([0, 1]) y, en particular, en q = γ(1).

Lo que falta para tener una 1-forma en X es mostrar que todas las 1-formas definidas de

esta manera son compatibles. Es decir, que si ψ1 y ψ2 son cartas locales con dominios U1 y

U2, respectivamente, tales que U1 ∩ U2 6= Ø, entonces se puede transformar ψ1 en ψ2 usando

T = ψ1 ◦ ψ−1
2 . Si ψ1, ψ2 ∈ A, ωψ1 se transforma en ωψ2 por hipótesis. Si ψ1 ∈ A y ψ2 /∈ A,

la definición de ωψ2
es justamente ωψ1

transformada por T en U1 ∩ U2 . Si ψ1, ψ2 /∈ A, sea

p ∈ U1 ∩ U2. Se elige una carta local φ : U → V con p ∈ U . Sean T1 = φ ◦ ψ−1
1 y T2 = φ ◦ ψ−1

2 . Si
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ωφ = f(s)ds+ g(s)ds̄, se definen las 1-formas respecto de φ:

ωψ1 = f(T1(z))T ′1(z)dz + g(T1(z))T ′1(z)dz̄

ωψ2
= f(T2(w))T ′2(w)dw + g(T2(w))T ′2(w)dw̄.

En la expresión de ωψ1
, se hace el cambio de variable z = T (w) para obtener:

f [T1(T (w))]T ′1(T (w))[T ′(w)dw] + g[T1(T (w))]T ′1(T (w)) [(T ′(w))dw̄]

= f(T1 ◦ T (w))(T1 ◦ T )′(w)dw + g(T1 ◦ T (w))(T1 ◦ T )′(w)dw̄

= f(T2(w))T ′2(w)dw + g(T2(w))T ′2(w)dw̄

= ωψ2
.

En cualquier caso, es posible transformar a ωψ1
en ωψ2

. Aśı, se ha construido una 1-forma

diferencial {ωφ} en X a partir de las 1-formas correspondientes al atlas A. El paso restante es

demostrar la unicidad. Si {ηφ} es otra 1-forma sobre X que extiende a la colección de formas sobre

A, cualquier pareja de formas ηφ y ηψ pueden ser transformadas una en la otra. En particular, si

φ ∈ A, ηψ es la transformación de la forma ηφ que pertenece a la colección de formas sobre A. Por

tanto ηψ = ωψ.

Gracias al lema IV.7, el procedimiento del ejemplo IV.6 se puede continuar para extender la

1-forma compleja dz a una 1-forma diferencial en la esfera de Riemann.

2. Orden de 1-formas meromorfas.

Al igual que con las funciones meromorfas, se puede definir el orden de una 1-forma meromorfa

en un punto.

Definición IV.8. Sea ω una 1-forma meromorfa definida en una superficie de Riemann X. Sea z

una coordenada local y z0 la coordenada correspondiente a p ∈ X. En términos de z, ω toma la

forma f(z)dz con f meromorfa. El orden de ω en p se define como el orden de f en z0 y se denota

con ordp(ω).

Lema IV.9. El orden de una 1-forma meromorfa en p es independiente de la elección de coorde-

nada local.

Demostración. Esta prueba es similar a la del orden de las funciones meromorfas. Sean φ, ψ cartas

locales que contengan a p en su dominio y supóngase, sin pérdida de generalidad, que están cen-

tradas en p. Si no lo estuvieran, se reemplaza z por z− z0 y w por w−w0 en las series de Laurent,

donde z0 = φ(p) y w0 = ψ(p).

Respecto de φ, se tiene ωφ = f(z)dz =
(∑

n≥n0
anz

n
)

dz = (an0z
n0 + O(zn0+1))dz, con
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an0 6= 0. En esta forma, ordp(ω) = n0. Respecto de ψ, ω toma la forma g(w)dw. Por el lema II.18,

la función de transición T = φ ◦ ψ−1 tiene la forma z = T (w) =
∑
n≥1 bnw

n = b1w + O(w2) con

b1 6= 0. Como T transforma a ωφ en ωψ, se tiene que

g(w) = f(T (w))T ′(w)

= f(b1w +O(w2))(b1 +O(w))

= [an0
(b1w +O(w2))n0 +O((b1w +O(w2))n0+1)](b1 +O(w))

= [an0b
n0
1 wn0 +O(wn0+1)](b1 +O(w))

= an0
bn0+1
1 wn0 +O(wn0+1).

Por lo tanto, el orden de ω respecto de ψ también es n0, como se queŕıa.

Definición IV.10. Sean ω una 1-forma meromorfa sobre una superficie de Riemann X y p ∈ X.

p es un cero de orden n de ω si ordp(ω) = n > 0.

p es un polo de orden n de ω si ordp(ω) = −n < 0.

El lema IV.9 provee otra forma de comprobar que los polos de las formas diferenciales están

bien definidos. La demostración de las siguientes propiedades es análoga a su equivalente para

funciones meromorfas.

Proposición IV.11. El conjunto de ceros y polos de una 1-forma meromorfa es discreto.

Proposición IV.12. Una 1-forma meromorfa ω es holomorfa en p si y solo si ordp(ω) ≥ 0.

Ejemplo IV.13. Sea ω la forma diferencial en C∞ definida en el ejemplo IV.6. La forma de ω

respecto de ϕ2 es w−2dw, aśı que ord∞(ω) = ordϕ2(∞)(w
−2) = ord0(w−2dw) = −2. Entonces ω

tiene un polo de orden 2 en ∞. En cualquier otro punto z ∈ C, ω toma la forma dz respecto de ϕ1

y se tiene ordz(ω) = ordz(1) = 0.

Ejemplo IV.14. Sea f(z) = c
∏n
i=1(z − λi)ei una función definida en C, con c ∈ C \ {0}, λi ∈ C

distintos y ei ∈ Z \ {0}. Sea ω1 = f(z)dz una 1-forma diferencial en C. Transfórmese ω1 usando

el cambio de variable z = T (w) = 1
w . Primero, nótese que f

(
1
w

)
= c

∏n
i=1

(
w − 1

λi

)ei (
− w
λi

)−ei
.

Sea, entonces, ω2 = g(w)dw = f(T (w))T ′(w)dw = c

[∏n
i=1

(
w − 1

λi

)ei (
− w
λi

)−ei]
(−w−2)dw. Por

el lema IV.7, existe una 1-forma diferencial meromorfa ω sobre C∞ que extiende a {ω1, ω2}.
Se sabe que ordλi(f) = ei. Respecto de la carta ϕ1, ω toma la forma f(z)dz y entonces se tiene

que ordλi(ω) = ei. También se puede calcular ordλi(ω) usando la forma local de ω respecto de ϕ2.

Respecto de esta carta, ω toma la forma g(w)dw y ordλi(ω) = ordϕ2(λi)(g) = ord1/λi(g) = ei, que

concuerda con el orden respecto de ϕ1, según el lema IV.9. Para calcular ord∞(ω), se usa la forma
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respecto de ϕ2 y obtenemos ord∞(ω) = ordϕ2(∞)(g) = ord0(g) = −2 −∑n
i=1 ei. Naturalmente,

para cualquier otro punto z ∈ C∞ distinto de ∞ y de los λi, ordz(ω) = 0.

3. 2-formas diferenciales.

Más tarde, las 1-formas diferenciales se usan para integrar sobre trayectorias en superficies de

Riemann. En este caso, sólo se necesita un parámetro para definir una trayectoria. También puede

ser útil integrar sobre superficies, en cuyo caso se necesitan dos parámetros para definir la región

de integración y, con ello, un diferencial de “dos variables”. Ahora se formaliza esta noción y se

extiende a las superficies de Riemann.

Definición IV.15. Una expresión de la forma

η = f(z)dz ∧ dz̄

donde f es una función C∞ definida en un abierto V ⊂ C se llama 2-forma diferencial C∞ en la

coordenada z.

Ahora la regla de transformación es ligeramente distinta.

Definición IV.16. Supóngase que η1 = f(z)dz∧dz̄ y η2 = g(w)dw∧dw̄ son 2-formas diferenciales

definidas en los abiertos V1 y V2, respectivamente. Sea z = T (w) una función holomorfa de V2 a

V1. Entonces, T transforma a η1 en η2 si

g(w) = f(T (w))‖T ′(w)‖2.

La regla de transformación surge también de la idea de sustituir z = T (w) en la expresión de

η1 = f(z)dz ∧ dz̄. La diferencia es que ahora hay dos diferenciales, aśı que la forma diferencial

se transforma de la siguiente manera: dz ∧ dz̄ = d(T (w)) ∧ d(T (w)) = (T ′(w)dw) ∧ (T ′(w)dw̄) =

T ′(w)T ′(w)dw∧dw̄ = ‖T ′(w)‖dw∧dw̄. Aunque no se han descrito las propiedades de la operación

∧, esta sustitución explica la motivación del término ‖T ′(w)‖.
El siguiente paso es extender las 2-formas de C a las superficies de Riemann.

Definición IV.17. Sea X una superficie de Riemann. Una colección {ηφ} de 2-formas C∞ se llama

2-forma diferencial en X si cumple:

Para toda carta local φ : U → V de X, existe una única 2-forma ηφ en la colección definida

sobre V .

Si los dominios de dos cartas locales φ1 y φ2 no son disjuntos, la función de transición

T = φ1 ◦ φ−1
2 transforma a ηφ1 en ηφ2 .

Al igual que con las 1-formas, se tiene:
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Lema IV.18. Sean X una superficie de Riemann y A un atlas complejo de X. Supóngase que

existe una colección de 2-formas complejas C∞, una para cada carta de A, de forma que si dos

formas tienen dominios no disjuntos, una se transforma en la otra. Entonces existe una única

2-forma C∞ definida en X que extiende la colección de 2-formas en A.

La prueba de este lema es análoga a la del lema IV.7.

B. Operaciones con formas diferenciales
Existen varias formas de obtener nuevas formas diferenciales. Una manera es obtenerlas a

partir de otras formas existentes. Por ejemplo, en R2 se multiplican los diferenciales dx y dy para

obtener dA = dxdy. También se puede hacer una sustitución para cambiar el dominio de una

forma diferencial, como cuando se utilizan coordenadas polares mediante la función inversa de

F (r, θ) = (r cos θ, r sin θ); el dominio circular x2 + y2 ≤ R2 es transformado en uno rectangular

0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ < 2π. Por otro lado, las formas diferenciales generalmente están asociadas con

alguna forma de diferenciación. Al integrar
∫
f(x)dx, en ocasiones es necesario hacer un cambio de

variable x = g(u). En este caso, el diferencial dx se reemplaza entonces por g′(u)du. A continuación,

se formalizan estas ideas.

1. Producto exterior de 1-formas diferenciales.

En la definición de 2-formas diferenciales, se obtuvo informalmente el criterio para transformar

2-formas a partir de las propiedades del śımbolo ∧. Ahora se define correctamente la operación

∧ entre 1-formas diferenciales. Informalmente, se puede considerar a una 1-forma en el plano

complejo como un segmento de recta de longitud infinitesimal, mientras que una 2-forma es una

sección infinitesimal de un plano. Al igual que dos rectas no paralelas determinan un plano, dos

1-formas no “paralelas” determinan una 2-forma mediante la operación ∧.

Definición IV.19. Sean ω1 = f1dz + g1dz̄ y ω2 = f2dz + g2dz̄ dos 1-formas C∞ en C. Se define

el producto exterior de ω1 y ω2 por

ω1 ∧ ω2 = (f1g2 − f2g1)dz ∧ dz̄

La verificación de las siguientes propiedades es inmediata a partir de la definición.

Proposición IV.20. Sean ω1 = f1dz+g1dz̄ y ω2 = f2dz+g2dz̄ dos 1-formas C∞ en C. Entonces:

ω1 ∧ ω2 = −ω2 ∧ ω1.

ω1 ∧ ω1 = 0.

En particular, la proposición anterior dice que dz̄∧dz = −dz∧dz̄ y que dz∧dz = dz̄∧dz̄ = 0.

Interpretar al producto exterior como el plano infinitesimal generado por dz y dz̄, le da sentido

a estas propiedades. Al igual que dos rectas paralelas no generan un plano, la segunda propiedad
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dice que dos 1-formas “paralelas” no generan una 2-forma. La anticonmutatividad (la primera

propiedad) tiene sentido al integrar. Una integral respecto de dz̄ ∧ dz se hace en dirección opuesta

a dz∧dz̄, aśı que sus integrales difieren únicamente por su signo. En términos del producto exterior,

esto significa que ∧ le da una orientación a las 2-formas y que al invertir el orden de los factores,

se invierte la orientación.

Definición IV.21. Sea X una superficie de Riemann. Sean ω1 y ω2 1-formas C∞ definidas en

X. Supóngase que sus formas locales son ω1 = f1dz + g1dz̄ y ω2 = f2dz + g2dz̄ con respecto de

alguna coordenada local z. Se define el producto exterior de ω1 y ω2, denotado por ω1 ∧ ω2, como

la 2-forma diferencial cuya representación local es

(f1g2 − f2g1)dz ∧ dz̄

En otras palabras, el producto exterior de dos 1-formas en una superficie de Riemann es la

colección de los productos exteriores de las representaciones locales. Antes de seguir, se tiene que

verificar que:

Lema IV.22. La 2-forma ω1 ∧ ω2 de la definición IV.21 está bien definida.

Demostración. Sean φ1 y φ2 cartas locales tales que U1∩U2 6= Ø, z1 y z2 sus coordenadas inducidas

y z1 = T (z2) la función de transición. Sea ωi,j = fi,j(zj)dzj + gi,j(zj)dzj la representación local de

ωi respecto de φj , con fi,j(zj) y gi,j(zj) funciones C∞ para i = 1, 2 y j = 1, 2. La representación

de ω1 ∧ ω2 respecto de φj es [f1,j(zj)g2,j(zj) − f2,j(zj)g1,j(zj)]dzj ∧ dzj . Para verificar la buena

definición del producto exterior, se debe mostrar que T transforma la representación de ω1 ∧ ω2

respecto de φ1 en aquella respecto de φ2. Por hipótesis, T transforma a ωi,1 en ωi,2, es decir

fi,2(z2) = fi,1(T (z2))T ′(z2) y gi,2(z2) = gi,1(T (z2))T ′(z2). Entonces

[f1,1(T (z2))g2,1(T (z2))− f2,1(T (z2))g1,1(T (z2))]‖T ′(z2)‖2

= [f1,1(T (z2))g2,1(T (z2))− f2,1(T (z2))g1,1(T (z2))][T ′(z2)T ′(z2)]

= [f1,1(T (z2))T ′(z2)] · [g2,1(T (z2))T ′(z2)]− [f2,1(T (z2))T ′(z2)] · [g1,1(T (z2))T ′(z2)]

= f1,2(z2)g2,2(z2)− f2,2(z2)g1,2(z2).

Este es el criterio de transformación de 2-formas diferenciales, lo que se queŕıa mostrar.

2. Diferenciales de funciones y 1-formas.

A una función diferenciable f en Rn se le puede asociar una 1-forma diferencial llamada dife-

rencial total dado por df = ∂f
∂x1

dx1 + · · · + ∂f
∂xn

dxn. En las superficies de Riemann, la forma de

hacer esto es la siguiente.
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Definición IV.23. Sea X una superficie de Riemann y f una función C∞ sobre X. Sean φ una

carta local cualquiera, z su coordenada inducida y denótese por fφ(z) la forma local de f respecto

de esta coordenada. Se define el diferencial de f como la 1-forma diferencial dada localmente por

dfφ =
∂fφ
∂z

dz +
∂fφ
∂z̄

dz̄

Se omite la dependencia de la carta local cuando no haya riesgo de ambigüedad.

Como de costumbre, se verifica que las representaciones locales de df se transforman bien bajo

cambios de coordenadas.

Lema IV.24. Sean φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 cartas locales que inducen las coordenadas z1

y z2. Supongamos que U1 ∩ U2 6= Ø y sea z1 = T (z2) la función de transición. Sean dfφ1
(z1) y

dfφ2
(z2) las representaciones locales de df respecto de estas coordenadas. Entonces T transforma

a dfφ2 en dfφ1 .

Demostración. Escŕıbanse las formas locales como

dfφ1
(z1) =

∂fφ1

∂z1
(z1)dz1 +

∂fφ1

∂z1
(z1)dz1 = g1(z1)dz1 + h1(z1)dz1

dfφ2
(z2) =

∂fφ1

∂z2
(z2)dz2 +

∂fφ1

∂z2
(z2)dz2 = g2(z2)dz2 + h2(z2)dz2.

Verificar el lema se traduce en demostrar las igualdades g2(z2) = g1(T (z2))T ′(z2) y h2(z2) =

h1(T (z2))T ′(z2). Usando la regla de la cadena se obtiene:

g1(T (z2))T ′(z2) =
∂fφ1

∂z1
(T (z2))

dT

dz2
(z2)

=
∂

∂z2
[fφ1
◦ T ] (z2)

=
∂

∂z2

[
(f ◦ φ−1

1 ) ◦ (φ1 ◦ φ−1
2 )
]

(z2)

=
∂

∂z2

[
f ◦ φ−1

2

]
(z2)

=
∂

∂z2
[fφ2

] (z2)

= g2(z2).

La segunda igualdad se demuestra de forma análoga.

Aśı como se definen diferenciales de funciones, se pueden definir diferenciales de 1-formas.

Naturalmente, si el diferencial de una función es una 1-forma, el diferencial de una 1-forma será

una 2-forma.
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Definición IV.25. Sea ω una 1-forma C∞ sobre una superficie de Riemann X. Sea φ : U →
V una carta local en X y z su coordenada inducida. La representación de ω respecto de z es

f(z)dz + g(z)dz̄. El diferencial de ω se define localmente por

dω =

(
∂g

∂z
− ∂f

∂z̄

)
dz ∧ dz̄

Lema IV.26. El diferencial de una 1-forma C∞ ω sobre una superficie de Riemann está bien

definido.

Demostración. Sean φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 cartas locales con coordenadas inducidas z1, z2 y

U1∩U2 6= Ø. Sea z1 = T (z2) la función de transición. La representación de ω respecto de φi es ωi =

fi(zi)dzi + gi(zi)dzi, con i = 1, 2. Nótese que f2(z2) = f1(T (z2))T ′(z2) y g2(z2) = g1(T (z2))T ′(z2)

y que T es holomorfa. Derivando estas expresiones se obtiene:

∂f2

∂z2
(z2) =

∂

∂z2
[(f1 ◦ T ) · T ′](z2)

=
∂

∂z2
[f1 ◦ T ](z2)T ′(z2) + (f1 ◦ T )(z2)

∂T ′

∂z2
(z2)

=
∂

∂z2
[f1 ◦ T ](z2)T ′(z2).

Gracias a que T (z2) es holomorfa, T ′(z2) también lo es. Entonces
∂T ′

∂z2
(z2) = 0, justificando la

última desigualdad. Análogamente, se demuestra que

∂g2

∂z2
(z2) =

∂

∂z2
[g1 ◦ T ](z2)T ′(z2).

Entonces,

[
∂g1

∂z1
(T (z2))− ∂f1

∂z1
(T (z2))

]
‖T ′(z2)‖2

=

[
∂g1

∂z1
(T (z2))− ∂f1

∂z1
(T (z2))

]
T ′(z2)T ′(z2)

=

[
∂g1

∂z1
(T (z2))T ′(z2)

]
T ′(z2)−

[
∂f1

∂z1
(T (z2))T ′(z2)

]
T ′(z2)

=
∂

∂z2
[g1 ◦ T ](z2)T ′(z2)− ∂

∂z2
[f1 ◦ T ](z2)T ′(z2)

=
∂g2

∂z2
(z2)− ∂f2

∂z2
(z2).

Aśı como la derivada, el operador d(·) obedece la regla del producto.

Proposición IV.27. Sean f una función C∞ y ω una 1-forma C∞ definidas sobre una superficie



52

de Riemann. Entonces

d(fω) = df ∧ ω + fdω

Demostración. Escŕıbase a f y ω localmente como f(z) y g(z)dz + h(z)dz̄, respectivamente. En-

tonces,

d(fω) = d(fgdz + fhdz̄)

=

(
∂(fh)

∂z
− ∂(fg)

∂z̄

)
dz ∧ dz̄

=

(
∂f

∂z
h+ f

∂h

∂z
− ∂f

∂z̄
g − f ∂g

∂z̄

)
dz ∧ dz̄

=

(
∂f

∂z
h− ∂f

∂z̄
g

)
dz ∧ dz̄ + f

(
∂h

∂z
− ∂g

∂z̄

)
dz ∧ dz̄

=

(
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z̄
dz̄

)
∧ (gdz + hdz̄) + fdω

= df ∧ ω + fdω.

3. Pullback de formas diferenciales.

Al igual que las coordenadas polares cambian la forma del dominio de las formas diferenciales,

esta idea se adapta a las superficies de Riemann. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo no constante

entre superficies de Riemann. Sea ω una 1-forma C∞ en Y . Definiremos una 1-forma en X utilizando

ω y F . Tomemos cartas locales φ : U → V en X y ψ : U ′ → V ′ en Y tales que F (U) ⊂ U ′. Sean w

y z las coordenadas inducidas por φ y ψ, respectivamente. Sean z = h(w) y fdz + gdz̄ las formas

locales de F y ω.

Definición IV.28. Bajo las condiciones del párrafo anterior, se define localmente una 1-forma

diferencial C∞ sobre X, llamada el pullback de ω bajo F , por

F ∗ω = f(h(w))h′(w)dw + g(h(w))h′(w)dw̄

Obviamente, si ω es holomorfa o meromorfa, F ∗ω también es holomorfa o meromorfa, respec-

tivamente. Además:

Lema IV.29. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo no constante entre superficies de Riemann.

El pullback de una 1-forma diferencial ω sobre Y es una 1-forma diferencial bien definida.

Demostración. Sean φ1 : U1 → V1 y φ2 : U2 → V2 cartas locales sobre X con coordenadas w1

y w2 y ψ1 : U ′1 → V ′1 y ψ2 : U ′2 → V ′2 cartas locales sobre Y con coordenadas z1 y z2 tales que

U1 ∩ U2 6= Ø y F (Ui) ⊂ U ′i para i = 1, 2. Notemos que U1 ∩ U2 6= Ø implica U ′1 ∩ U ′2 6= Ø. Se



53

definen las funciones de transición TX = φ1 ◦ φ−1
2 y TY = ψ1 ◦ ψ−1

2 . Sean ωi = fidzi + gidzi y

hi = ψi ◦ F ◦ φ−1
i las representaciones locales de ω y F , respectivamente, con fi y gi funciones

C∞ para i = 1, 2. TY transforma las representaciones locales de ω, es decir f2 = (f1 ◦ TY ) · T ′Y y

g2 = (g1 ◦TY ) ·T ′Y . Por su parte, h1 y h2 son funciones holomorfas de valores complejos y cumplen

h1 = TY ◦ h2 ◦ T−1
X . La representación local del pullback F ∗ω respecto de la carta φi es

F ∗ωi = fi(hi(wi))h
′
i(wi)dwi + gi(hi(wi))h′i(wi)dwi

Solo falta comprobar que [(f2 ◦h2) ·h′2](w2) = [(f1 ◦h1 ◦TX) · (h′1 ◦TX)](w2)T ′X(w2); la prueba

de [(g2 ◦ h2) · h′2](w2) = [(g1 ◦ h1 ◦ TX) · (h′1 ◦ TX)](w2)T ′X(w2) es análoga. En efecto,

(f1 ◦ h1 ◦ TX) · (h′1 ◦ TX) · T ′X = [f1 ◦ (TY ◦ h2 ◦ T−1
X ) ◦ TX ] · [(TY ◦ h2 ◦ T−1

X )′ ◦ TX ] · T ′X
= [(f1 ◦ TY ) ◦ h2 ◦ (T−1

X ◦ TX)]

· [(T ′Y ◦ h2 ◦ T−1
X ◦ TX) · (h′2 ◦ T−1

X ◦ TX) · ((T−1
X )′ ◦ TX)] · T ′X

= [(f1 ◦ TY ) ◦ h2] · [(T ′Y ◦ h2) · h′2] · [((T−1
X )′ ◦ TX) · T ′X ]

= [((f1 ◦ TY ) · T ′Y ) ◦ h2] · h′2 · [T−1
X ◦ TX ]′

= (f2 ◦ h2) · h′2.

La siguiente proposición muestra cómo obtener el orden del pullback F ∗ω a partir del orden de

ω en Y y la multiplicidad de F .

Proposición IV.30. Sean F : X → Y un mapeo holomorfo entre superficies de Riemann y ω una

1-forma meromorfa en Y . Para p ∈ X,

ordp(F
∗ω) = (1 + ordF (p)(ω))multp(F )− 1

Demostración. Por la proposición III.36, existen coordenadas w, centrada en p, y z, centrada en

F (p), tales que la forma local de F es z = wn, con n = multp(F ). Por su parte, la forma local

de ω respecto de z es (czk + O(zk+1))dz, donde k = ordF (p)(ω). Entonces, la forma local de F ∗ω

respecto de w es (cwnk + O(wnk+1))(nwn−1)dw = (ncwn(k+1)−1 + O(wn(k+1)))dw. El resultado

sigue de esta ecuación.

C. Integración

La idea de definir formas diferenciales es para integrar sobre superficies de Riemann. Natural-

mente, estas integrales heredan muchas propiedades de sus contrapartes complejas y, por tanto, no
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se demostrarán todas. El contenido de esta sección que será útil más adelante es, principalmente,

el Teorema del Residuo.

1. Integrales de 1-formas.

El primer tipo es la integral de ĺınea. Las siguientes son definiciones estándar en cualquier

espacio topológico. Por ello no demostraremos que las construcciones están bien hechas.

Definición IV.31.

Un camino en una superficie de Riemann X es una función γ : [a, b]→ X que es continua y

C∞ por partes. γ(a) se llama punto inicial y γ(b), punto final. Si γ(a) = γ(b), se dice que γ

es un camino cerrado. Por simplicidad, a la imagen de γ se denota simplemente como γ.

Si α : [c, d]→ [a, b] es una función continua y C∞ por partes tal que α(c) = a y α(d) = b, al

camino γ ◦ α : [c, d]→ X se le llama reparametrización de γ. Para todo camino γ existe una

reparametrización con dominio [0, 1].

El camino inverso de γ se define por −γ(t) = γ(a+ b− t).

Si γ1 : [a1, b1]→ X y γ2 : [a2, b2]→ X son caminos en X tales que γ1(b1) = γ2(a2), se define

la concatenación de γ1 y γ2 con dominio [a, b] como el camino γ : [a, b]→ X tal que

γ(t) =





γ1 ◦ α1(t), t ∈ [a, a+b
2 ]

γ2 ◦ α2(t), t ∈ [a+b
2 , b]

donde α1(t) = a1 + 2(b1 − a1)( t−ab−a ) y α2(t) = b2 + 2(a2 − b2)( t−ba−b ). Nótese que α1 y α2

proveen reparametrizaciones de γ1 y γ2.

Para cualquier partición finita a = a0 < a1 < · · · < an = b del intervalo [a, b], la colección de

caminos {γk = γ|[ak−1,ak]}nk=1 se llama partición de γ. La concatenación de los elementos de

la partición es igual a γ.

Los caminos obtienen propiedades adicionales en las superficies de Riemann.

Definición IV.32. Si F : X → Y es un mapeo holomorfo entre superficies de Riemann y γ es un

camino en X, entonces F ◦ γ es un camino en Y que se denota por F∗γ.

Definición IV.33. Sea X una superficie de Riemann. Sean p ∈ X y S ⊂ X tales que p /∈ S̄. Sea

γ : [a, b]→ X un camino cerrado tal que

γ|[a,b) es una función inyectiva, es decir γ es un camino simple.

Existe una carta local φ : U → V tal que p ∈ U y γ ⊂ U .

El ı́ndice del camino cerrado φ ◦ γ alrededor de φ(p) es 1.
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Ningún punto s ∈ S ∩ U está en la imagen o en el interior de γ, es decir en la componente

conexa de X \ γ que contiene a p.

Se dice que γ es un camino que separa a p de S.

Para mostrar que la definición anterior está bien hecha, hay que verificar dos puntos: que el

ı́ndice de φ ◦ γ alrededor de φ(p) es el mismo sin importar la carta utilizada y que el interior de γ

está bien definido. Una prueba general requiere el Teorema de la Curva de Jordan. En cambio, se

muestra que existe un camino especial que cumple con las condiciones prescritas. No se necesitan

caminos generales, aśı que este caso particular será suficiente.

Lema IV.34. Sean X un espacio topológico conexo y Z ⊂ Y ⊂ X abiertos tales que Y y Y \ Z̄
son abiertos conexos no vaćıos. Entonces X \ Z̄ es conexo.

Demostración. Sea A,B una separación del abierto X \ Z̄, es decir abiertos de X \ Z̄ tales que

A ∩ B = Ø y X \ Z̄ = A ∪ B. Nótese que A y B son de la forma A = A′ ∩ (X \ Z̄) = A′ \ Z̄ y

B = B′ ∩ (X \ Z̄) = B′ \ Z̄, donde A′ y B′ son abiertos de X. Como Y \ Z̄ es un subconjunto

conexo de X \ Z̄, sin pérdida de generalidad, Y \ Z̄ ⊂ A y con ello Y ⊂ A′.
B es una intersección de abiertos de X, aśı que es abierto. A′ también es abierto y A′ ∪ B =

(Z̄ ∪ A) ∪ B = Z̄ ∪ (X \ Z̄) = X. Además, A′ ∩ B = (A ∪ Z̄) ∩ B = (A ∩ B) ∪ (Z̄ ∩ B) = Ø.

Estas últimas igualdades muestran que A′ y B forman una separación de X. Como X es conexo y

A′ ⊃ Y 6= Ø, B = Ø. Por lo tanto, A,B son una separación trivial de X \ Z̄, lo que muestra que

X \ Z̄ es conexo.

Lema IV.35. Sea X una superficie de Riemann. Sean p ∈ X y S ⊂ X tales que p /∈ S̄. Entonces

existe un camino γ que separa a p de S.

Demostración. Sea φ : U → V una carta centrada en p tal que U es conexo (si U no es conexo,

restringimos φ a la componente conexa que contiene a p). Sea R = U ∩ S. Nótese que p /∈ R̄ por

lo que φ(p) /∈ φ(R). Entonces, existe una bola abierta Br(0) ⊂ V tal que Br(0) ∩ φ(R) = Ø. Sea

γ0 : [0, 2π]→ V el camino definido por γ0(t) = r
2e
it. Nótese que γ0 es un camino cerrado simple y

que su ı́ndice alrededor de 0 es 1. Además, γ0 separa a V \ γ0 en Vi = Br/2(0) y Ve = V \Br/2(0).

Vi es una bola abierta, aśı que es conexa. Tanto V como Br(0) y Br(0) \Br/2(0) son conexos, aśı

que, por el lema IV.34, Ve es conexo. Entonces, V \ γ0 se separa en dos componentes conexas que

cumplen φ(p) ∈ Vi y R ∩ Vi = Ø.

Sea γ = φ−1 ◦γ0. U \γ tiene dos componentes conexas: Ui = φ−1(Vi) y Ue = U \Ui = φ−1(Ve).

Se define el interior de γ como γi = Ui y el exterior, como γe = X \γi. Dado que X, U y Ue = U \γi
son conexos, por el lema IV.34, γe es también lo es. Entonces, X \γ tiene dos componentes conexas:

γi y γe.

Se tiene, entonces, que γ es un camino inyectivo en [a, b), por ser la composición de una función
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inyectiva φ y γ0, que es inyectivo en [0, 2π). Como γ0 es cerrado, γ también es cerrado. Además,

γ ⊂ U y el ı́ndice de φ ◦ γ = γ0 es 1 alrededor de φ(p) = 0. Como γi ⊂ U , también se tiene

que S \ R = S \ U ⊂ X \ U ⊂ X \ γi = γe; como φ(R) ∩ Vi = Ø, R ∩ γi = Ø. En resumen,

S ∩ γi = [(S \R)∪R]∩ γi = [(S \R)∩ γi]∪ [R ∩ γi] = Ø. Por lo tanto, γ es un camino que separa

a p de S.

Ahora se muestra que el ı́ndice de este camino es independiente de la elección de carta local.

Lema IV.36. Sean X una superficie de Riemann, p ∈ X y γ : [a, b]→ X un camino cerrado tales

que p /∈ γ. Sean φ : U → V y ψ : U ′ → V ′ cartas locales tales que p ∈ U ∩ U ′ y γ ⊂ U ∩ U ′. Los

ı́ndices de φ ◦ γ alrededor de φ(p) y ψ ◦ γ alrededor de ψ(p) son iguales.

Demostración. Al igual que en el lema anterior, se puede suponer que U y U ′ son conexos. Sean

z y w las coordenadas locales asociadas a φ y ψ, respectivamente. Sea z = T (w) = φ ◦ ψ−1(w) la

función de transición. Sean z0 = φ(p) y w0 = ψ(p). Notemos que z0 = T (w0). Def́ınase una función

g : ψ(U ∩ U ′)→ C por

g(w) =





T ′(w)
w − w0

T (w)− z0
, w 6= w0

1, w = w0

g(w) es holomorfa para w 6= w0. En w = w0 tenemos, gracias a la Regla de L’Hôspital, y a que

T ′(w) 6= 0 por el lema II.18,

ĺım
w→w0

g(w) = ĺım
w→w0

T ′(w)
w − w0

T (w)− z0

=

(
ĺım
w→w0

T ′(w)

)(
ĺım
w→w0

w − w0

T (w)− z0

)

= T ′(w0) ĺım
w→w0

1

T ′(w)

= 1.

Entonces, g es además continua y holomorfa en w0. Si I(γ0, p0) denota el ı́ndice de un camino

γ0 alrededor de p0, tenemos que 2πi · I(φ ◦ γ, z0) =

∫

φ◦γ

dz

z − z0
. Haciendo el cambio de variable



57

z = T (w) y usando la fórmula integral de Cauchy, se obtiene

2πi · I(φ ◦ γ, z0) =

∫

φ◦γ

dz

z − z0
=

∫

T◦ψ◦γ

dz

z − z0

=

∫

ψ◦γ

T ′(w)

T (w)− z0
dw

=

∫

ψ◦γ

(
T ′(w)

w − w0

T (w)− z0

)
dw

w − w0

=

∫

ψ◦γ
g(w)

dw

w − w0

= 2πi · g(w0) · I(ψ ◦ γ,w0).

Como g(w0) = 1, el resultado sigue.

El siguiente lema será un ingrediente fundamental para definir integrales sobre superficies de

Riemann. Esencialmente, construye una partición finita de un camino en caminos suaves y sufi-

cientemente pequeños para que estén contenidos en el dominio de alguna carta local.

Lema IV.37. Sea γ : [a, b] → X un camino sobre una superficie de Riemann X. Entonces

existe una partición a = a0 < a1 < · · · < an = b del intervalo [a, b] que induce una partición

{γk : [ak−1, ak]→ X}nk=1 de γ tal que, para k = 1, . . . , n,

γk es C∞.

Existe φk : Uk → Vk tal que γk ⊂ Uk.

Demostración. Por definición, γ es C∞ por partes, aśı que existe una partición a = s0 < s1 <

· · · < sn = b del intervalo [a, b] tal que γi = γ|[si−1,si] es C∞ en (si−1, si) para i = 1, . . . , n. Como

esta partición es finita, podemos suponer que γ es C∞ y encontrar una partición {γk}nk=1 tal que

γk ⊂ Uk.

Sea {Lα} la colección de componentes conexas de los conjuntos de la forma Uβ ∩ γ, donde Uβ

es el dominio de alguna carta local φβ sobre X. En la topoloǵıa de γ relativa a X, todo Lα es

un abierto. Como R es segundo enumerable, para todo α existen conjuntos enumerables {dα,i}i y

{Dα,i}i contenidos en [a, b] tales que dα,i < Dα,i y γ−1(Lα) =
⋃
i(dα,i, Dα,i). Es posible que d = a

o que D = b, ya que los conjuntos de la forma [a,D) y (d, b] también son abiertos en la topoloǵıa

de [a, b]. Durante esta demostración, se hace la convención de escribir (a,D) y (d, b) en lugar de

[a,D) y (d, b] para simplificar la notación.

De cualquier forma, {Lα} cubre a γ, aśı que el conjunto {(dα,i, Dα,i)}i cubre a [a, b]. Por

la compacidad de [a, b], existe una colección finita I = {(dαj ,ij , Dαj ,ij )}mj=1 de intervalos que lo

cubren. Sea P = {dαj ,ij}mj=1 ∪ {Dαj ,ij}mj=0. P es finito, aśı que se puede escribir como {tk}nk=1,

donde t0 = a, tn = b, ti−1 < ti y donde cada ti es algún dαj ,ij o Dαj ,ij . P induce una partición
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de γ dada por {γk = γ|[tk−1,tk]}nk=1. Como I cubre a [a, b], para todo k = 1, . . . , n existe un

intervalo (dαj ,ij , Dαj ,ij ) ∈ I tal que [tk−1, tk] ⊂ (dαj ,ij , Dαj ,ij ). Entonces, para toda k = 1, . . . , n,

γk ⊂ Lαj ⊂ Uk, donde Uk es el dominio de la carta φk que corresponde a Lαj . Como además todos

estos caminos son C∞, se obtiene la partición deseada.

Todas las piezas están listas para definir integrales sobre superficies de Riemann.

Definición IV.38. Sea X una superficie de Riemann. Sean ω una 1-forma C∞ sobre X y γ :

[a, b]→ X un camino. Sea {γk : [ak−1, ak]→ X}nk=0 una partición de γ tal que γk es C∞ y γk ⊂ Uk,

el dominio de la carta φk. Con respecto de φk, se escribe localmente a ω como fkdz + gkdz̄ y a la

función φk ◦γk, como z(t), para t ∈ [ak−1, ak]. La integral de ĺınea de ω sobre el camino γ se define

como ∫

γ

ω =
n∑

k=1

∫ ak

ak−1

[fk(z(t))z′(t) + gk(z(t))z′(t)]dt

En el lema IV.37, se construyó una partición de un camino γ de forma que cada elemento γk

de la partición estuviera contenido en el dominio de alguna carta local φk. El propósito de esta

partición es dotar de una coordenada local a cada sección del camino con el fin de transportar la

integral al plano complejo. En otras palabras, la integral
∫
γ
ω se calcula sumando cada una de las

integrales que la componen en C. Ahora se verifica que este proceso provee una buena definición

para la integral.

Lema IV.39. La definición de integral es independiente de la elección de partición y de cartas

locales.

Demostración. Primero se verifica que la definición no depende de la elección de cartas locales.

Sean k = 1, . . . , n fijo y φ1 : U1 → V1, φ2 : U2 → V2 dos cartas locales tales que γk ⊂ U1 ∩ U2.

Sea T = φ1 ◦ φ−1
2 la función de transición. La representación local de ω respecto de φi es ωi =

fidzi+gidzi y cumple f2(z2) = f1(T (z2))T ′(z2) y g2(z2) = g1(T (z2))T ′(z2). Haciendo la sustitución

z1 = T (z2), se obtiene

∫ ak

ak−1

ω1 =

∫ ak

ak−1

[f1(z1(t))z′1(t) + g1(z1(t))z′1(t)]dt

=

∫ ak

ak−1

[f1[T (z2(t))][T (z2)]′(t) + g1[T (z2(t))][T (z2)]′(t)]dt

=

∫ ak

ak−1

[f1[T (z2(t))][T ′(z2(t))z′2(t)] + g1[T (z2(t))][T ′(z2(t))z′2(t)]]dt

=

∫ ak

ak−1

[f2(z2(t))z′2(t) + g2(z2(t))z′2(t)]dt

=

∫ ak

ak−1

ω2.
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Sea ahora a = b0 < b1 < · · · < bm = b un refinamiento de la partición {ak}nk=0. Para todo

k = 1, . . . , n fijo, se tiene una partición ak−1 = bjk < bjk+1 < · · · < bjk+nk = ak de [ak−1, ak].

Como [bji−1
, bji ] ⊂ [ak−1, ak], por simplicidad se puede usar la misma carta φk para calcular

∫
γk
ω

en todos los intervalos [bji−1
, bji ] (aunque ya se sabe que no importa la carta que se elija). Entonces,

∫
γk
ω se calcula de dos formas: como una sola integral de ak−1 a ak, o como una suma de integrales

de bji−1 a bji , para i = 1, . . . , nk. Por las propiedades de la integral compleja, ambas formas de

calcular
∫
γk
ω dan el mismo resultado. Por lo tanto, la integral es invariante bajo refinamientos

de partición. Si se tienen dos particiones distintas de [a, b], existe un refinamiento de ambas y la

integral respecto de las dos particiones originales es igual a la integral respecto del refinamiento.

Por lo tanto, la integral es igual, independientemente de la elección de la partición.

Las siguientes propiedades son heredadas del análisis complejo o son sencillas de verificar. Por

estas razones, no se da la prueba.

Proposición IV.40. Sean X una superficie de Riemann, ω una 1-forma C∞ sobre X y γ : [a, b]→
X un camino.

1. La integral es independiente de la parametrización de γ. Es decir, para toda función α :

[c, d]→ [a, b] C∞ por partes, ∫

γ◦α
ω =

∫

γ

ω

2. Si ω1, ω2 son 1-formas C∞ y λ, µ ∈ C, entonces

∫

γ

(λω1 + µω2) = λ

∫

γ

ω1 + µ

∫

γ

ω2

3. Vale el teorema fundamental del cálculo: si f es una función C∞ definida en una vecindad

de la imagen de γ, entonces ∫

γ

df = f(γ(b))− f(γ(a))

4. Si {γk} es una partición de γ, ∫

γ

ω =
∑

i

∫

γi

ω

5. Si se invierte la dirección del camino, el signo de la integral cambia.

∫

−γ
ω = −

∫

γ

ω

6. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo no constante. Entonces:

∫

F∗γ
ω =

∫

γ

F ∗ω
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2. Residuos.

Definición IV.41. Sea X una superficie de Riemann y ω una 1-forma meromorfa en p ∈ X. Sea

z una coordenada local centrada en p. Supóngase que ω se expresa mediante una serie de Laurent

en z:

ω = f(z)dz =

( ∞∑

n=−M
cnz

n

)
dz,

con c−M 6= 0. El residuo de ω en p se define como

Resp(ω) = c−1

Ciertamente, la serie de Laurent de ω es distinta en cada carta local. Sin embargo, ahora se

muestra que el residuo śı es independiente de la elección de coordenada.

Lema IV.42. Sean X una superficie de Riemann, p ∈ X y ω una 1-forma meromorfa en X. Si

γ : [a, b]→ X es un camino que separa a p de cualquier otro polo de ω, entonces:

Resp(ω) =
1

2πi

∫

γ

ω.

En particular, Resp(ω) es un número complejo bien definido.

Demostración. Sea φ : U → V una carta centrada en p tal que γ ⊂ U . Sea z la coordenada local

asociada a φ y escŕıbase localmente a ω como ω = f(z)dz = (
∑∞
n=−M cnz

n)dz, con c−M 6= 0. Por

el Teorema del Residuo en C y la definición de integral (definición IV.38), se tiene que:

Resp(ω) = c−1 =
1

2πi

∫

φ◦γ
f(z)dz =

1

2πi

∫ b

a

f [φ ◦ γ(t)](φ ◦ γ)′(t)dt =
1

2πi

∫

γ

ω.

Como c−1 es independiente de γ y la última integral, de φ, entonces Resp(ω) es un número

complejo bien definido.

3. Integrales de 2-formas.

Ahora se definen integrales dobles de forma análoga a las integrales de ĺınea.

Definición IV.43. Sean X una superficie de Riemann y D ⊂ X un cerrado triangulable. Sea

{Tk}nk=0 una triangulación de D con la propiedad de que existan cartas locales φk : Uk → Vk tales

que Tk ⊂ Uk. Sea η una 2-forma C∞ en X con representación local ηk = fk(z)dzk ∧ dz̄k respecto

de φk. Se define la integral de η sobre D por

∫∫

D

η =
n∑

k=0

∫∫

φ(Tk)

fk(z)dzk ∧ dz̄k
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Al igual que con las integrales de ĺınea, la integral doble está bien definida al integrar primero

sobre secciones que estén contenidas en el dominio de las cartas locales. La demostración de la

buena definición es análoga al caso de las 1-formas. Primero, cada conjunto Tk es homeomorfo

a un triángulo en C, aśı que siempre se puede encontrar una carta φk : Uk → Vk tal que Tk ⊂
Uk. Si Tk estuviera contenido en el dominio de dos cartas distintas, se pueden transformar las

representaciones locales de η respecto de estas cartas y la integral no cambiará. Asimismo, si se

refina la triangulación, la integral mantiene su valor (refinar una triangulación significa triangular

cada Tk en Tk,0, . . . , Tk,mk de forma que Tk =
⋃mk
i=0 Tk,i). Aśı, en lugar de integrar sobre φ(Tk),

se integra sobre φ(Tk,0), . . . , φ(Tk,mk) y gracias a las propiedades de la integral compleja, ambos

métodos dan el mismo resultado. Finalmente, como cualquier par de triangulaciones de D tienen

un refinamiento común, esta definición de integral doble es independiente de la triangulación.

4. Cadenas.

Definición IV.44. Sea k ∈ Z+. Sean γ1, . . . , γk caminos en X y n1, . . . , nk ∈ Z. La combinación

lineal formal γ =
∑nk
i=1 niγi se llama cadena. El conjunto de todas las cadenas sobre X se denota

por CH(X). CH(X) es el grupo abeliano libre generado por los caminos en X.

Las cadenas se usan para extender la integral de los caminos por linealidad. Es decir, para

cualquier 1-forma ω en X y cualquier cadena γ =
∑nk
i=1 niγi, se define

∫

γ

ω =

nk∑

i=1

ni

∫

γi

ω.

Sean T ⊂ X un cerrado y φ : U → V una carta local tal que T ⊂ U y φ(T ) es un triángulo en

C. Se busca un camino que recorra el borde de T . En el caso particular de C, se puede definir un

camino γ : [0, 1] → C que recorra el borde de φ(T ) en sentido antihorario. Los homeomorfismos

preservan los bordes, aśı que el camino ∂T = φ−1 ◦ γ : [0, 1]→ X recorre el borde de T . Aunque la

imagen de ∂T es el borde de T y es independiente de φ y de γ, el camino ∂T no está bien definido.

La razón es que γ podŕıa tener diferentes parametrizaciones y puntos iniciales. Sin embargo, por

el Teorema de Cauchy, el valor de la integral de una 1-forma diferencial sobre cualquiera de estos

caminos es el mismo. Por ello, se llama camino borde a cualquier camino ∂T definido de esta

manera y se puede decir, sin riesgo de ambigüedad, que
∫
∂T
ω es la integral de ω en el borde de

T . En general, si D ⊂ X es un cerrado y {T1, · · · , Tn} es una triangulación de D, se define una

cadena borde como ∂D =
∑n
k=1 ∂Tn. La suma

n∑

k=1

∫

∂Tk

ω (IV.1)

no depende de la triangulación elegida. Si Ti y Tj se intersectan en un lado común Li,j , las integrales
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∫
∂Ti

ω y
∫
∂Tj

ω recorren el lado Li,j en sentidos opuestos. Por el inciso 5 de la proposición IV.40,

∫

∂Ti

ω +

∫

∂Tj

ω =

∫

∂Ti\Li,j
ω +

∫

Li,j

ω +

∫

−Li,j
ω +

∫

∂Tj\Li,j
ω

=

∫

∂Ti\Li,j
ω +

∫

Li,j

ω −
∫

Li,j

ω +

∫

∂Tj\Li,j
ω

=

∫

∂Ti\Li,j
ω +

∫

∂Tj\Li,j
ω.

Entonces, la suma IV.1 se anula en cualquier segmento que sea lado común de dos triángulos.

La única región en la que esto no sucede es en el borde de D. Por tanto, la suma IV.1 depende

solo de D y se puede definir la integral sobre el borde de D como

∫

∂D

ω =
n∑

k=1

∫

∂Tk

ω.

D. Resultados importantes

El objetivo de definir integrales es demostrar las versiones en superficies de Riemann del Teo-

rema de Stokes y, especialmente, del Teorema del Residuo.

Teorema IV.45 (Teorema de Stokes). Sean X una superficie de Riemann, D ⊂ X un cerrado

triangulable y ω una 1-forma C∞ en X. Entonces,

∫

∂D

ω =

∫∫

D

dω.

Demostración. Sea {T1, . . . , Tn} una triangulación de D tal que, para todo k = 1, . . . , n, existe

una carta local φk : Uk → Vk con Tk ⊂ Uk. Sea T ′k = φk(Tk) y nótese que, vistos como caminos,

∂T ′k = φk(∂Tk). Sean zk la coordenada asociada a φk y ωk = fk(zk)dzk + gk(zk)dzk la forma local

de ω. Como T ′k ⊂ C, el Teorema de Green en C permite cambiar integrales de ĺınea por integrales
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dobles y obtener

∫

∂D

ω =
n∑

k=1

∫

∂Tk

ω

=
n∑

k=1

∫

φ(∂Tk)

ωk

=
n∑

k=1

∫

∂T ′k

fk(zk)dzk + gk(zk)dzk

=

n∑

k=1

∫∫

T ′k

(
∂gk
∂zk

(zk)− ∂fk
∂zk

(zk)

)
dzk ∧ dzk

=
n∑

k=1

∫∫

T ′k

dωk

=

n∑

k=1

∫∫

Tk

dω

=

∫∫

D

dω.

Teorema IV.46 (Teorema del Residuo). Sea X una superficie de Riemann compacta. Sea ω una

1-forma meromorfa en X. Entonces

∑

p∈X
Resp(ω) = 0

Demostración. Nótese que, como X es compacta, ω tiene una cantidad finita de polos y la suma

de residuos es finita. Sean p1, . . . , pn los polos de ω. Para cada i = 1, . . . , n, sean γi un camino que

separe a pi de los demás polos, que existe por el lema IV.35, y Ui el interior de γi. Por el lema IV.42,

Respi(ω) =
1

2πi

∫

γi

ω. Sea D = X \⋃ni=1 Ui. D es triangulable y se tiene que ∂D = −∑n
i=1 γi. Por

el Teorema de Stokes,

m∑

i=1

Respi(ω) =
1

2πi

m∑

i=1

∫

γi

ω

= − 1

2πi

∫

−∑m
i=1 γi

ω

= − 1

2πi

∫

∂D

ω

= − 1

2πi

∫

D

dω.

Como ω es holomorfa en D, dω = 0. Entonces,
∫
D

dω = 0 y se obtiene el resultado.
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V. DIVISORES Y CURVAS ALGEBRAICAS

En los dos caṕıtulos anteriores se extendieron conceptos del análisis complejo a las superficies

de Riemann. En este caṕıtulo, se utiliza una estudian los ceros y polos de funciones meromorfas

desde una nueva perspectiva. Para este propósito, se define una nueva herramienta algebraica,

los divisores. Sin embargo, la existencia de funciones meromorfas no constantes es un resultado

necesario, pero altamente no trivial. Por ello, se limita el estudio a un tipo especial de superficie

de Riemann, en donde se pueden obtener estas funciones con relativa facilidad.

A. Divisores

Definición V.1. Sea X una superficie de Riemann. Un divisor D sobre X es una combinación

lineal formal de una cantidad finita de puntos p ∈ X con coeficientes enteros. Es decir,

D =
∑

p∈X
np · p,

donde np ∈ Z para todo p ∈ X y np = 0 excepto para una cantidad finita de puntos p ∈ X. El

conjunto de divisores sobre X se denota por Div(X).

Definición V.2. Si D1 =
∑
p∈X np · p y D2 =

∑
p∈X mp · p son divisores, su suma se define como

el divisor D1 +D2 dado por

D1 +D2 =
∑

p∈X
(np +mp) · p.

De hecho, hay que verificar que D1+D2 es un divisor. Si np+mp 6= 0, entonces np 6= 0 o mp 6= 0.

En términos de conjuntos, esto significa que {p ∈ X | np + mp 6= 0} ⊂ {p ∈ X | np 6= 0} ∪ {p ∈
X | mp 6= 0} y, como esto último es la unión de dos conjuntos finitos, {p ∈ X | np + mp 6= 0}
también es finito. En consecuencia,

Proposición V.3. Si X es una superficie de Riemann, Div(X) con la suma de divisores es un

grupo abeliano.

La demostración de los demás axiomas de grupo es trivial. El divisor
∑
p∈X np ·p tal que np = 0

para todo p ∈ X es el elemento neutro de la suma y se denota por 0.

Definición V.4. Si D1 =
∑
p∈X np · p y D2 =

∑
p∈X mp · p son divisores, se dice que D1 ≥ D2 si

np ≥ mp para todo p ∈ X. Si además D1 6= D2, se dice que D1 > D2. Un divisor D ≥ 0 es llamado

efectivo.
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Proposición V.5. Sea X una superficie de Riemann compacta. Todo divisor D sobre X puede

ser escrito de forma única como P −N donde P y N son divisores efectivos tales que todo q ∈ X
aparece únicamente en la expansión de P o de N .

Demostración. Sea D =
∑
p∈X np · p un divisor cualquiera. Entonces

D =
∑

p∈X
np · p

=
∑

np>0

np · p+
∑

np<0

np · p

=
∑

np>0

np · p−
∑

np<0

(−np) · p

= P −N

donde P =
∑

np>0

np · p y N =
∑

np<0

(−np) · p son divisores efectivos. Estos son los divisores que

buscados, pues para todo q ∈ X, existen tres opciones excluyentes: nq > 0, nq < 0 y nq = 0. Estas

corresponden a cuando q aparece en la expansión de P , de N o en ninguna, respectivamente.

Si P ′ =
∑
p∈X ap ·p y N ′ =

∑
p∈X bp ·p es otra pareja de divisores que cumple las condiciones de

la proposición, sea q ∈ X tal que nq 6= 0. Si nq > 0 y como N ′ es efectivo, tenemos que nq = aq−bq
implica aq > 0. Esto fuerza a bq a ser 0 y aq = nq. Análogamente, como P ′ es efectivo, tenemos

que bq = −nq cuando nq < 0. Esto coincide con las definiciones de P y N aśı que la unicidad está

demostrada.

Ya que los divisores son sumas formales, una posible pregunta es cuál es la suma de sus coefi-

cientes. Esta suma será muy útil más adelante, por lo que se le pone un nombre.

Definición V.6. Sea X una superficie de Riemann y D =
∑
p∈X np · p un divisor. Se define el

grado de D como el número entero

deg(D) =
∑

p∈X
np

Como np 6= 0 solo en un número finito de puntos, la suma de deg(D) tiene un número finito de

términos no nulos y es, en efecto, un número entero. Por otro lado, es evidente que deg(D1 +D2) =

deg(D1) + deg(D2), aśı que deg : X → Z es un homomorfismo. El kernel de deg es el conjunto de

divisores de grado 0 y se denota por Div0(X).

1. Divisores principales y divisores canónicos.

El propósito de los divisores es estudiar los ceros y polos de las funciones meromorfas. Con esto

en mente, existe una forma natural de asignarle a función meromorfa f : X → C un divisor que

contenga información acerca sus de los ceros y polos. Sin embargo, para que esto sea posible, es

necesario que f tenga una cantidad finita de ceros y polos. Esto solo ocurre en superficies compactas,
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aśı que de ahora en adelante, el estudio se restringe únicamente a superficies de Riemann que son

compactas.

Definición V.7. Sea f : X → C una función meromorfa no nula definida sobre una superficie de

Riemann compacta X. Se define el divisor de f por

div(f) =
∑

p∈X
ordp(f) · p

Un divisor D ∈ Div(X) tal que D = div(f) para alguna función meromorfa f : X → C es

llamado divisor principal. El conjunto de divisores principales se denota por PDiv(X).

El divisor de ceros de f se define como

div0(f) =
∑

p∈X
ordp(f)>0

ordp(f) · p

y el divisor de polos de f como

div∞(f) =
∑

p∈X
ordp(f)<0

(−ordp(f)) · p.

Ejemplo V.8. Sea f : C∞ → C una función racional dada por f(z) = c
∏n
i=1(z − λi)

ei , con

c ∈ C\{0}, λi ∈ C todos distintos y ei ∈ Z\{0}. En el ejemplo III.25 se muestra que ordλi(f) = ei

y ord∞(f) = −∑n
i=1 ei. Entonces,

div(f) =

n∑

i=1

ei · λi +

(
−

n∑

i=1

ei

)
· ∞,

div0(f) =
∑

1≤i≤n
ei>0

ei · λi +


−

∑

1≤i≤n
ei<0

ei


 · ∞,

div∞(f) =
∑

1≤i≤n
ei<0

ei · λi +


−

n∑

1≤i≤n
ei>0

ei


 · ∞.

Los divisores principales cumplen las siguientes propiedades que son consecuencia directa de

las propiedades de las funciones meromorfas.

Lema V.9. Sean f, g : X → C funciones meromorfas no nulas sobre una superficie de Riemann

compacta X. Entonces:

1. div(fg) = div(f) + div(g)
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2. div(1/f) = −div(f)

3. div(f/g) = div(f)− div(g)

4. deg(div(f)) = 0

Demostración. Por el lema III.24,

div(fg) =
∑

p∈X
ordp(fg) =

∑

p∈X
ordp(f) + ordp(g) =

∑

p∈X
ordp(f) +

∑

p∈X
ordp(g) = div(f) + div(g).

Los incisos 2 y 3 se demuestran análogamente. El inciso 4 se demuestra usando la proposición

III.45:

deg(div(f)) =
∑

p∈X
ordp(f) = 0.

Aśı como una función meromorfa tiene un divisor asociado, también lo tiene una 1-forma

meromorfa.

Definición V.10. Sea ω una 1-forma diferencial meromorfa sobre una superficie de Riemann

compacta X. El divisor de ω es

div(ω) =
∑

p∈X
ordp(ω) · p

Si D ∈ Div(X) cumple D = div(ω), D es llamado divisor canónico y el conjunto de divisores

canónicos se denota por KDiv(X). El divisor de ceros div0(ω) y el divisor de polos div∞(ω) de ω

se definen análogamente a los de una función meromorfa no nula.

Ejemplo V.11. Sea ω la 1-forma meromorfa en C∞ cuya forma local es dz en C (ver ejemplo

IV.6). Se tiene ord∞(ω) = −2 y ordz(ω) = 0, para todo z ∈ C. Entonces,

div(ω) = −2 · ∞.

Nótese que deg(div(ω)) = −2.

Ejemplo V.12. Sea ω la 1-forma meromorfa en C∞ cuya forma local respecto de ϕ1 es f(z) =

c
∏n
i=1(z − λi)ei . Del ejemplo IV.14,

div(ω) =
n∑

i=1

ei · λi +

(
−2−

n∑

i=1

ei

)
· ∞.

Nuevamente, deg(div(ω)) = −2.
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2. Equivalencia lineal de divisores.

En el lema V.9 se muestra que el grado de un divisor principal es 0. Los ejemplos V.11 y V.12

muestran que existen divisores con grado no nulo, aśı que no todo divisor es un divisor principal.

Tiene sentido, entonces, investigar qué tan distinto es un divisor cualquiera de un divisor principal.

Será bastante común, además, que dos divisores difieran por un divisor principal. Por esto, se hace

la siguiente definición.

Definición V.13. Sean X una superficie de Riemann compacta, D1, D2 ∈ Div(X). Se dice que D1

es linealmente equivalente aD2 si existe una función meromorfa f sobreX tal queD1−D2 = div(f).

Si es aśı, se denota por D1 ∼ D2.

El siguiente lema es fácil de verificar a partir del lema V.9.

Lema V.14. Sean X una superficie de Riemann compacta y D1, D2 ∈ Div(X). Entonces,

1. ∼ es una relación de equivalencia sobre Div(X).

2. D1 ∼ 0 si, y solo si, D1 es un divisor principal.

3. Si D1 ∼ D2 entonces deg(D1) = deg(D2).

Proposición V.15. Sean ω1 y ω2 1-formas diferenciales meromorfas sobre una superficie de

Riemann X (no necesariamente compacta). Si ω2 es no nula, existe una función meromorfa f :

X → C tal que ω1 = fω2.

Demostración. Se define f : X → C localmente. Es decir, si p ∈ X y φ : U → V es una carta local

con p ∈ U , se define f(p) = (fφ ◦ φ)(p), donde fφ es una función meromorfa definida en V . Sean

ω1,φ = f1,φdz y ω2,φ = f2,φdz las formas locales de ω1 y ω2 respecto de φ : U → V , con f1,φ y

f2,φ 6= 0 funciones meromorfas. La función fφ = f1,φ/f2,φ es meromorfa y, al menos en U , se tiene

ω1,φ = fφω2,φ.

Esta definición de f es independiente de la elección de carta local. Si ψ : U ′ → V ′ es otra carta

tal que U ∩ U ′ 6= Ø, sea T = φ ◦ ψ−1 la función de transición. Sea ωi,ψ = fi,ψdw la forma local de

ωi respecto de ψ. Como T transforma a ωi,φ en ωi,ψ, se tiene fi,ψ = (fi,φ ◦ T ) · T ′. Gracias a que

T ′ 6= 0 por el lema II.18, también se sabe que

fψ ◦ ψ =

(
f1,ψ

f2,ψ

)
◦ ψ =

(
(f1,φ ◦ T ) · T ′
(f2,φ ◦ T ) · T ′

)
◦ ψ =

(f1,φ ◦ T ) ◦ ψ
(f2,φ ◦ T ) ◦ ψ =

f1,φ ◦ φ
f2,φ ◦ φ

= fφ ◦ φ.

Por lo tanto, la función f : X → C está bien definida y ω1 = fω2.

Esta propiedad permite demostrar la siguiente relación entre los divisores canónicos y la equi-

valencia lineal.
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Lema V.16. Sean X una superficie de Riemann compacta y ω una 1-forma meromorfa no nula

fija. Para cualquier 1-forma meromorfa no nula η, ω ∼ η. En otras palabras,

KDiv(X) = div(ω) + PDiv(X)

Demostración. Para toda función meromorfa no nula f sobre X, div(ω) + div(f) = div(fω) aśı

que div(ω) + PDiv(X) ⊂ KDiv(X). Por la proposición V.15, para cualquier 1-forma η existe una

función meromorfa no nula f tal que η = fω. Entonces, div(η) = div(ω) + div(f) y KDiv ⊂
div(ω) + PDiv(X).

En los ejemplos V.11 y V.12, se muestran dos 1-formas meromorfas no nulas sobre C∞ cuyo

divisor tiene el mismo grado. Esta proposición permite demostrar que esto no es casualidad, sino

que sucede en general.

Proposición V.17. Sean X una superficie de Riemann compacta de género g. Si existe una

función meromorfa no constante f sobre X, entonces existe un divisor canónico sobre X de grado

2g − 2.

Demostración. Sea F : X → C∞ el mapeo holomorfo asociado a f , dado en la proposición III.35.

Sea ω la 1-forma sobre C∞ con forma local dz en C. Sea η = F ∗(ω) el pullback de ω. Por la

proposición IV.30, la Fórmula de Riemann-Hurwitz y el hecho de que el género de la esfera de

Riemann es 0, se tiene

deg(div(η)) =
∑

p∈X
ordp(η)

=
∑

p∈X
ordp(F

∗(ω))

=
∑

p∈X

[
(1 + ordF (p)(ω))multp(F )− 1

]

=
∑

q 6=∞
p∈F−1(q)

(multp(F )− 1) +
∑

p∈F−1(∞)

(−multp(F )− 1)

=
∑

q 6=∞
p∈F−1(q)

(multp(F )− 1) +
∑

p∈F−1(∞)

(multp(F )− 1)−
∑

p∈F−1(∞)

2 multp(F )

=
∑

p∈X
(multp(F )− 1)−

∑

p∈F−1(∞)

2 multp(F )

= 2g − 2 + 2 deg(F )− 2 deg(F )

= 2g − 2.

Por lo tanto, div(η) es un divisor canónico de grado 2g − 2.
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Corolario V.18. Sea X una superficie de Riemann compacta de género g. Si existe una función

meromorfa no constante sobre X, todo divisor canónico sobre X tiene grado 2g − 2.

Demostración. Sean ω una 1-forma meromorfa no constante y div(η) el divisor canónico dado por

la proposición V.17. Por el lema V.16, existe div(f) ∈ PDiv tal que div(ω) = div(η) + div(f). Por

lo tanto deg(div(ω)) = deg(div(η)) + deg(div(f)) = 2g − 2.

3. Espacios de funciones y 1-formas meromorfas asociados a un divisor.

La función div(f) le asigna un divisor a una función meromorfa no nula o a una forma diferencial

meromorfa. Ahora se invierte el proceso. A un divisor se le asocia un espacio de funciones y un

espacio de formas meromorfas. Nuevamente, habrá una relación entre los ceros y polos de la función

o forma diferencial y el divisor. Antes de iniciar, se hace una convención. Si f es idénticamente

nula en una vecindad de un punto p, los términos de su serie de Laurent son todos 0 y ordp(f) no

se puede definir de la manera usual. En cambio, se toma ordp(f) =∞, con ∞ > n,∀n ∈ Z.

Definición V.19. Sea X una superficie de Riemann compacta y D =
∑
p∈X np · p un divisor. El

espacio de funciones meromorfas sobre X con polos limitados por D se define como el conjunto

L(D) = {f ∈M(X) | div(f) ≥ −D}.

La definición anterior dice que si f ∈ L(D), entonces ordp(f) ≥ −np, para todo p ∈ X. Si

np > 0, entonces f puede tener un polo en p de orden np a lo sumo. Si np < 0, f tiene un cero con

orden −np por lo menos.

Ejemplo V.20. En cualquier superficie de Riemann compacta X, L(0) = O(X). Como las únicas

funciones holomorfas en X son constantes, L(0) ∼= C.

Proposición V.21. Sean X una superficie de Riemann y D1, D2 ∈ Div(X). Entonces:

L(D1) es un espacio vectorial complejo.

Si D1 ≤ D2, entonces L(D1) ⊂ L(D2).

Demostración. Sea D1 =
∑
p∈X np · p. Por la convención al inicio de esta sección, la función

constante 0 tiene orden ∞ en todo punto de X y, por tanto, 0 ∈ L(D1). Si f, g ∈ L(D) y a, b ∈ C,

tenemos que

ordp(af + bg) ≥ mı́n{ordp(af), ordp(bg)} = mı́n{ordp(f), ordp(g)} ≥ −np.

Entonces div(af + bg) ≥ −D1 y af + bg ∈ L(D1). Por tanto, L(D1) es un espacio vectorial. Por

otro lado, para toda f ∈ L(D1), div(f) ≥ −D1 ≥ −D2 aśı que f ∈ L(D2).
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Aśı como en la proposición anterior hay una relación entre los espacios L(D1) y L(D2) cuando

D1 ≥ D2, ahora existe un isomorfismo cuando D1 y D2 son linealmente equivalentes.

Proposición V.22. Sean D1 y D2 divisores linealmente equivalentes sobre una superficie de Rie-

mann compacta X. Entonces L(D1) ∼= L(D2).

Demostración. Si D1 ∼ D2 existe una función meromorfa no constante h sobre X tal que D1 =

D2 + div(h). Para todo f ∈ L(D1), se tiene div(f) ≥ −D1 y div(fh) = div(f) + div(h) ≥ −D1 +

div(h) = −D2, por lo que fh ∈ L(D2). Se define, entonces, una aplicación µh : L(D1) → L(D2)

dada por µh(f) = fh. Cualquier aplicación de este tipo es lineal, aśı que su inversa η1/h(g) = g/h

definida en L(D2) también es lineal. Entonces, µh es una biyección lineal, es decir un isomorfismo

entre L(D1) y L(D2).

Ejemplo V.23. Sea D =
∑n
i=1 ei ·λi + e∞ ·∞ un divisor sobre C∞ con deg(D) ≥ 0 y λi números

complejos distintos. El propósito del ejemplo es dar una caracterización del espacio L(D). Def́ınase

fD(z) =
∏n
i=1(z − λi)−ei una función meromorfa sobre C∞ tal que div(f∞) =

∑n
i=1−ei · λi +

(
∑n
i=1 ei) · ∞. Eĺıjase h ∈ L(D) y sea g = h/fD una función meromorfa sobre C∞. Nótese que

div(g) = div(h)− div(fD)

≥ −D − div(fD)

= −
n∑

i=1

ei · λi − e∞ · ∞ −
n∑

i=1

−ei · λi −
(

n∑

i=1

ei

)
· ∞

= −
(
e∞ +

n∑

i=1

ei

)
· ∞

= −deg(D) · ∞.

En otras palabras, ordp(g) ≥ 0 para todo p ∈ C y ord∞(g) ≥ − deg(D); en consecuencia el único

polo de g es∞. Como g es meromorfa, tiene una cantidad finita de ceros complejos, aśı que g debe

ser un polinomio de la forma g =
∏m
i=1(z − ci)fi , donde c1, . . . , cm ∈ C son los ceros distintos de

g y f1, . . . , fn ∈ Z+. Nótese que ord∞(g) = −deg(g) ≥ − deg(D). Por lo tanto, todo h ∈ L(D) es

de la forma gfD, donde g es un polinomio con deg(g) ≤ deg(D).

Esta es la caracterización buscada del espacio L(D). Si g es un polinomio con grado máximo



73

deg(D), se tiene

div(gfD) = div(g) + div(fD)

≥
n∑

i=1

−ei · λi +

(
−deg(D) +

n∑

i=1

ei

)
· ∞

=
n∑

i=1

−ei · λi − e∞ · ∞

= −D.

Entonces, gfD ∈ L(D) para todo polinomio g con grado máximo deg(D). En conclusión,

L(D) = {gfD | g ∈ C[z] y deg(g) ≤ deg(D)}.

De hecho, dimL(D) = 1 + deg(D), pues {fD, zfD, . . . , zdeg(D)fD} es claramente una base para

L(D).

No cualquier divisor D define un espacio L(D) no trivial. Por ejemplo, dado p ∈ X y D = −1·p,
no existe ninguna función meromorfa que tenga un cero de orden por lo menos 1 en p y no tenga

polos. Tal función seŕıa holomorfa, por ende constante y no tendŕıa un cero en p. En el siguiente

lema, se encuentran divisores cuyos espacios asociados son vaćıos.

Lema V.24. Sean X una superficie de Riemann compacta y D ∈ Div(X). Entonces:

Si deg(D) < 0, entonces L(D) = {0}.

Si deg(D) = 0 y D 6∼ 0, entonces L(D) = {0}.

Demostración. Supóngase primero que deg(D) < 0. Si existiera f ∈ L(D) no nula, div(f) ≥ −D
y se tendŕıa que deg(div(f)) ≥ − deg(D) > 0. Esto contradice al lema V.9, aśı que L(D) = {0},
comprobando la primera afirmación.

La segunda afirmación se demuestra por contrapositiva. Supóngase que existe una función

meromorfa no nula f ∈ L(D). Sea E = div(f) + D ≥ 0. Si deg(D) = 0, deg(E) = 0 también. La

única manera en la que esto puede suceder es si E = 0, de donde D ∼ 0. Por otro lado, si D 6∼ 0,

se tiene E 6= 0 y deg(E) > 0. Por lo tanto deg(D) = deg(E) > 0.

Análogo al espacio de funciones meromorfas L(D), a continuación se define un espacio de

1-formas diferenciales asociadas a D.

Definición V.25. Sea X una superficie de Riemann compacta y D ∈ Div(X). El espacio de

1-formas diferenciales con polos limitados por D es el conjunto

I(D) = {ω 1-forma meromorfa sobre X | div(ω) ≥ −D}
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Argumentos análogos a los de las proposiciones V.21 y V.22 permiten demostrar que

Proposición V.26. Sea X una superficie de Riemann compacta y D1, D2 ∈ Div(X). Entonces:

I(D1) es un espacio vectorial complejo.

Si D1 ≤ D2, I(D1) ⊂ I(D2).

Si D1 ∼ D2, I(D1) ∼= I(D2).

También existe una relación entre los espacios L(D) e I(D).

Proposición V.27. Sean X una superficie de Riemann compacta, D ∈ Div(X) y K = div(ω) ∈
KDiv(X), para alguna 1-forma meromorfa ω no nula. Entonces L(D +K) ∼= I(D).

Demostración. Def́ınase una aplicación lineal ζ : L(D + K) → I(D) por ζ(f) = fω. Primero, se

verifica que ζ(f) ∈ I(D). Si f ∈ L(D+K), div(ζ(f)) = div(fω) = div(f) + div(ω) ≥ −(D+K) +

K = −D, aśı que ζ(f) ∈ I(D). Por otro lado, como ω es no nula, si ζ(f) = fω = 0 implica que

f = 0, aśı que ζ es inyectiva. Por último, si η ∈ I(D), por la proposición V.15, existe una función

meromorfa no nula f sobre X tal que η = fω. Como −D ≤ div(η) = div(f)+div(ω) = div(f)+K,

f ∈ L(D + K). El hecho de que ζ(f) = η comprueba que ζ es sobreyectiva. Resumiendo, ζ es un

isomorfismo entre L(D +K) y I(D).

4. Cota superior para la dimensión de L(D).

A continuación, se encuentran cotas superiores para la dimensión de L(D). Esto muestra que

la cantidad de funciones con polos prescritos está limitada de cierta forma.

Lema V.28. Sean X una superficie de Riemann compacta, p ∈ X y D =
∑
q∈X nq. Entonces,

L(D − p) = L(D) o codim L(D − p) = 1 en L(D).

Demostración. Sea z una coordenada local centrada en p. Si f ∈ L(D), su serie de Laurent al-

rededor de p centrada en z es de la forma anpz
−np + O(z−np+1). Def́ınase una aplicación lineal

α : L(D) → C por α(f) = anp . Si anp = 0, entonces ordp(f) ≥ −np + 1 y f ∈ L(D − p); si

f ∈ L(D−p), entonces ordp(f) ≥ −np+ 1 y anp = 0. Esto muestra que ker(α) = L(D−p). Si α es

una aplicación idénticamente nula, entonces L(D) = ker(α) = L(D−p). De lo contrario, existe una

función f ∈ L(D) tal que α(f) = anp 6= 0. Si se elige c ∈ C cualquiera, se tiene α( c
anp

f) = c, aśı que

α es sobreyectiva. Por el primer teorema de isomorfismos, C ∼= L(D)/ ker(α) = L(D)/L(D − p),
aśı que codim L(D − p) = 1.

Proposición V.29. Sean X una superficie de Riemann compacta y D ∈ Div(X). Escŕıbase

D = P − N , donde P y N son los divisores efectivos dados por la proposición V.5. Entonces,

dimL(D) ≤ 1 + deg(P ). En particular, dimL(D) <∞.
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Demostración. Supóngase que deg(P ) = 0. Como P es efectivo, P = 0 y L(P ) = C. Como D ≤ P ,

por la proposición V.21 L(D) ⊂ L(P ) aśı que dimL(D) ≤ dimL(P ) = 1 = 1 + deg(P ).

Se procede ahora por inducción sobre deg(P ). Supóngase que la proposición es verdadera si

deg(P ) ≤ k−1 y sea D =
∑
p∈X np ·p un divisor tal que deg(P ) = k ≥ 1. Sea p ∈ X tal que np ≥ 1.

El divisor P − p es efectivo y deg(P − p) = k − 1, aśı que la hipótesis de inducción afirma que

dimL(D−p) ≤ 1+deg(P −p) = deg(P ). El lema V.28 da dos opciones: dimL(D) = dimL(D−p)
y dimL(D) = 1 + dimL(D − p). En cualquier caso, se tiene dimL(D) ≤ 1 + dim(D − p) ≤
1 + deg(P ).

En virtud del isomorfismo de la proposición V.27, se obtiene un corolario de la proposición

V.29.

Corolario V.30. Sean X una superficie de Riemann compacta y D ∈ Div(X). Entonces, I(D)

es un espacio vectorial complejo de dimensión finita.

B. Curvas algebraicas

Los resultados a partir de la sección 2 (en especial la proposición V.17) dependen de la existen-

cia de funciones meromorfas no constantes en superficies de Riemann compactas arbitrarias. La

construcción de estas funciones, si bien no requiere de herramientas muy avanzadas, es muy larga

y se desv́ıa de los objetivos de este trabajo. Por ello, se estudia un tipo particular de superficies

de Riemann en el que la existencia de estas funciones se pueda demostrar de forma más simple.

Primero, se hace la convención de decir que una función meromorfa f : X → C tiene multiplicidad

1 en p si el mapeo holomorfo F : X → C∞ de la proposición III.35 tiene multiplicidad 1 en p. La

siguiente definición se adopta de Lucas de Arruda (2011).

Definición V.31. Sea S un conjunto de funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann

compacta X. Se dice que S separa puntos de X si para cualquier pareja p, q ∈ X de puntos

distintos, existe una función f ∈ S tal que f(p) 6= f(q). S separa tangentes si, para todo p ∈ X,

existe una función f ∈ S que tenga multiplicidad 1 en p.

Definición V.32. Una superficie de Riemann compacta X es una curva algebraica si M(X), el

conjunto de funciones meromorfas sobre X, separa puntos y tangentes de X.

Lucas de Arruda (2011) advierte que la definición anterior no es común en la literatura. En

primer lugar, el hecho que M(X) separe puntos implica que existen funciones meromorfas no

constantes. La utilidad del hecho que separe tangentes no es tan inmediata, pero es posible justificar

la elección del nombre. La derivada de un mapeo F : X → Y entre variedades X y Y es una

aplicación lineal F ′ del espacio tangente de X al espacio tangente de Y . Decir que F separa

tangentes significa que F ′ es inyectiva. En el caso de queX sea una superficie de Riemann compacta,
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esto equivale a que f : X → C tenga multiplicidad 1. Sea F : X → C∞ el mapeo holomorfo asociado

a f y supóngase que la representación de F en coordenadas centradas en p es una función holomorfa

g : C → C. El espacio tangente a C tiene dimensión 1, aśı que g′ es una multiplicación por un

escalar g′(0). g′ es inyectiva si, y solo si, g′(0) 6= 0. Aśı que, si f separa tangentes, g′ es inyectiva

y esto conlleva multp(F ) = 1.

Ejemplo V.33. Sean p, q ∈ C∞, con p 6= q. Si p, q 6= ∞, la función f(z) = z−p
q−p + z−q

q−p cumple

f(p) 6= f(q). Si q = ∞, f(z) = z bastará para tener f(p) 6= f(q). Entonces, el campo M(C∞)

separa puntos. Por otro lado, si p ∈ C∞ y p 6= ∞, sea f(z) = z − p; si p = ∞ se toma f(z) = 1
z .

En cualquier caso, p es un cero de orden 1 de f , aśı que f tiene multiplicidad 1 en p. Por tanto,

M(C∞) separa tangentes de C∞ y la esfera de Riemann C∞ es una curva algebraica.

1. Funciones meromorfas con comportamiento prescrito.

En una curva algebraica, no solo existen funciones meromorfas no constantes sino también es

posible describir su comportamiento en una cantidad finita de puntos. Las siguientes propiedades

muestran descripciones cada vez más precisas.

Proposición V.34. Sea X una curva algebraica y p ∈ X. Para todo m ∈ Z, existe una función

meromorfa f sobre X tal que ordp(f) = m.

Demostración. Como M(X) separa tangentes, existe una función meromorfa f : X → C asociada

a un mapeo holomorfo F : X → C∞ con multp(F ) = 1. Por el lema III.40, hay dos opciones:

ordp(f − f(p)) = 1 y ordp(f) = −1. En el primer caso, sea g = (f − f(p))m y en el segundo,

g = 1/fm. En cualquier caso, ordp(g) = m.

Más que solo especificar el orden de una función en un punto, se puede especificar una parte

de su serie de Laurent. Para ello, se fija una notación.

Definición V.35. Sea n ∈ Z fijo. Sea h(z) =
∑∞
i=m aiz

i una serie de Laurent cualquiera. Si

n ≤ m, se define τ(h, n) = 0. De lo contrario,

τ (h, n) =
n−1∑

i=m

aiz
i.

En cualquier caso, τ(h, n) se llama truncamiento de Laurent de h en grado n. Un polinomio de

Laurent es cualquier función de la forma r(z) =
∑n
i=m aiz

i y su grado se define como deg(r) =

máx{k | ak 6= 0}.

Es fácil verificar que τ(h, n) es lineal en h. Nótese que τ(h, n) es una forma abreviación para

decir que todos los términos de grado mayor o igual que n de la serie h(z) fueron eliminados. Si

todos los términos tienen por lo menos grado n (es decir si n ≤ m), τ los remueve todos y τ(h, n)

es 0.
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Proposición V.36. Sean X una curva algebraica, p ∈ X y z una coordenada local centrada en p.

Sea r(z) un polinomio de Laurent de grado n. Entonces, existe una función meromorfa f sobre X

cuya serie de Laurent f̃(z) alrededor de p cumple r(z) = τ(f̃ , n+ 1), donde n = deg(r).

Demostración. Sea r(z) =
∑n
i=m aiz

i, con am, an 6= 0. La prueba es por inducción sobre el número

de términos de r. Si r tiene un solo término, r(z) = amz
m y deg(r) = m. Por la proposición V.34,

existe una función meromorfa g : X → C con ordp(g) = m. Si la serie de Laurent de g alrededor

de p es
∑∞
i=m biz

i, se tiene bm 6= 0, aśı que se elige f = am
bm
g. Ésta es la función buscada pues su

serie de Laurent alrededor de p es f̃(z) =
∑∞
i=m

ambi
bm

zi y cumple τ(f̃ ,m+ 1) = amz
m.

Supóngase que r(z) tiene k términos y que todo polinomio de Laurent con menos de k términos

cumple la propiedad. Sea h una función meromorfa sobre X con serie de Laurent h̃(z) tal que

τ(h̃,m + 1) = amz
m. Sea s = τ(h̃ − r, n + 1). Como h̃ y r coinciden por lo menos en el primer

término, s(z) tiene k − 1 términos a lo sumo. Por hipótesis de inducción, existe una función

meromorfa g sobre X cuya serie de Laurent g̃(z) satisface s = τ(g̃, n+ 1). Si se define f = h− g,

su serie de Laurent f̃ alrededor de p en términos de z cumple

τ(f̃ , n+ 1) = τ(h̃− g̃, n+ 1)

= τ(h̃− r − g̃ + r, n+ 1)

= τ(h̃− r, n+ 1)− τ(g̃, n+ 1) + τ(r, n+ 1)

= r

Por lo tanto, f es la función buscada.

También se pueden encontrar funciones meromorfas con propiedades en varios puntos.

Lema V.37. Sea X una curva algebraica. Para todo número finito de puntos p, q1, . . . , qn, existe

una función meromorfa f sobre X con cero en p y polos en q1, . . . , qn.

Demostración. Nuevamente, la prueba es por inducción sobre n. Como X es una curva algebraica,

existe una función meromorfa g sobre X tal que g(p) 6= g(q1). Si p es un polo de g, cambiamos g

por 1/g y si p no es un cero de g, cambiamos g por g− g(p). En cualquier caso, g tiene un cero en

p, g(q1) 6= 0 y la función f =
g

g − g(q1)
tiene un polo en q1.

Supóngase que existe una función meromorfa g con cero en p y polos en q1, . . . , qm−1. Sea h una

función meromorfa con un cero en p y un polo en qn. Para m suficientemente grande, f = g + hm

es la función buscada. Tanto g como h tienen un cero en p, aśı que f también. Sea 1 ≤ i ≤ n− 1

fijo. g tiene un polo en qi. Dependiendo de si h tiene o no un polo en qi, hay dos casos. Si h

no tiene un polo en qi, es decir si h es holomorfa en qi, entonces f śı tiene un polo en qi. Si h

tiene un polo en qi, sea m tal que ordqi(h
m) < ordqi(g). Sea z una coordenada local alrededor

de qi tal que z0 corresponda a qi. Las formas locales de g y h son g̃(z) = (z − z0)ordqi (g)g0 y
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h̃m(z) = (z − z0)ordqi (h
m)h0, con g0 y h0 funciones holomorfas en z0. Entonces, la forma local de

f es

f̃(z) = g̃(z) + h̃m(z) = (z − z0)ordqi (g)g0 + (z − z0)ordqi (h
m)h0

= (z − z0)ordqi (h
m)[(z − z0)ordqi (g)−ordqi (h

m)g0 + h0]

donde, por la elección de m, (z − z0)ordqi (g)−ordqi (h
m)g0 + h0 es holomorfa en z0. Entonces f tiene

un polo en qi. Análogamente se demuestra que f tiene un polo en qn, considerando si g tiene o no

un polo en ese punto. Esto comprueba que f es la función buscada.

La función dada por el lema V.37 tiene polos espećıficos, mas no se tiene información de su

orden. El siguiente corolario responde esta pregunta.

Corolario V.38. Sea X una curva algebraica. Entonces, para todo número finito de puntos

p, q1, . . . , qn ∈ X y todo N ∈ Z+, existe una función meromorfa f sobre X tal que ordp(f−1) ≥ N
y ordqi(f) ≥ N .

Demostración. Por el lema V.37, existe una función meromorfa g sobre X con un cero en p y polos

en q1, . . . , qn. Sea f = 1
1+gN

. Por el lema III.24 y las desigualdades ordp(g) ≥ 1 y ordqi(g) ≤ −1,

se tiene

ordp(f − 1) = ordp

( −gN
1 + gN

)
= ordp(g

N )− ordp(1 + gN ) ≥ Nordp(g)− 0 ≥ N

y

ordqi(f) = ordqi

(
1

1 + gN

)
= −ordqi(1 + gN ) ≥ −Nordqi(g) ≥ N.

La cumbre de esta sucesión de teoremas es el siguiente. Por un lado, ya se logró que una

función tenga el truncamiento de Laurent deseado en un punto fijo. Por otro, es posible encontrar

una función con ceros y polos en una cantidad finita de puntos con un orden mı́nimo. Ahora, se

combinan propiedades en un resultado llamado Lema de aproximación de series de Laurent.

Lema V.39. Sean X una curva algebraica y p1, . . . , pn ∈ X. Para 1 ≤ i ≤ n, eĺıjanse coordenadas

locales zi centradas en pi y polinomios de Laurent ri(zi). Entonces, existe una función meromorfa

f sobre X tal que su serie de Laurent alrededor de pi en la coordenada zi tiene a ri(zi) como

truncamiento de Laurent.

Demostración. Sea N = 1 + máx{deg(ri) | i = 1, . . . , n}. Se construye una función meromorfa f

con la siguiente propiedad. Si fi es la serie de Laurent de f alrededor de pi en términos de zi,

entonces ri = τ(fi, N + 1). Por la proposición V.36, para cada i = 1, . . . , n existe una función
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meromorfa gi sobre X tal que g̃i es su serie de Laurent alrededor de pi en la coordenada zi y

ri = τ(g̃i, N + 1). Sea M = mı́n{ordpj (gi) | i, j = 1, . . . n}. Por el corolario V.38, para cada i existe

una función meromorfa hi sobre X tal que ordpi(hi−1) ≥ N−M y, para j 6= i, ordpj (hi) ≥ N−M .

Sea f =
∑n
i=1 gihi. Sean g̃ij y h̃ij las series de Laurent de gi y hi alrededor de pj para i 6= j;

sea h̃i la serie de hi alrededor de pi. Por las observaciones del párrafo anterior, ordpj (gihi) =

ordpj (gi) + ordpj (hi) ≥ N para i 6= j. Entonces, τ(g̃ij h̃ij , N + 1) = 0 si i 6= j. Análogamente se

muestra que τ(g̃i(h̃i − 1), N + 1) = 0. Por lo tanto,

τ(fj , N + 1) =
n∑

i=1

τ(g̃ij h̃ij , N + 1)

= τ(g̃i, N + 1) + τ(g̃i(h̃i − 1), N + 1) +
∑

1≤j≤n
j 6=i

τ(g̃ij h̃ij , N + 1)

= ri.

Corolario V.40. Sea X una curva algebraica. Eĺıjanse una cantidad finita de puntos p1, . . . , pn ∈
X y m1, . . . ,mn ∈ Z. Entonces, existe una función meromorfa f sobre X tal que ordpi(f) = mi

para i = 1, . . . , n.

Demostración. Para i = 1, . . . , n, sea zi una coordenada local centrada en pi. Sea ri(zi) = zmii .

Por el lema V.39, existe una función meromorfa f sobre X tal que ri(zi) es el truncamiento de su

serie de Laurent alrededor de pi en la coordenada zi. f es la función buscada.

Es importante aclarar que, si bien existe una función con un orden prescrito en una cantidad

finita de puntos, no se tiene control sobre los demás puntos. Es posible que la función tenga otros

polos o ceros que no se conozcan.

2. M(X) como extensión del campo C.

En la sección anterior se construyeron funciones meromorfas con propiedades locales. Ahora se

estudia el campo de funciones meromorfas globalmente. Espećıficamente, M(X) es una extensión

del campo C que está generada por una cantidad finita de elementos.

Primero, se repasan definiciones del álgebra de campos. Si K es una extensión del campo L,

un elemento α ∈ K es llamado trascendente si no existe ningún polinomio p(t) ∈ L[t] tal que

p(α) = 0. Un conjunto A = {α1, . . . , αn} es llamado algebraicamente independiente si no existe

ningún polinomio p ∈ L[x1, . . . , xn] tal que p(α1, . . . , αn) = 0. El grado de trascendencia de K sobre

L se define como tr.deg(M(X)) = |A|, donde A es un conjunto algebraicamente independiente con

la mayor cardinalidad entre esos conjuntos. (Lang, 2002)
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Proposición V.41. Sea X una curva algebraica. Viendo a M(X) como una extensión de C,

tr.deg(M(X)) = 1

Demostración. Ya se sabe que si X es una curva algebraica, entonces existe una función f ∈M(X)

no constante. Sea A = {f}. Si A no es algebraicamente independiente, f es un elemento algebraico

de C. Existe, entonces, un polinomio p ∈ C[t] tal que p(f) = 0. Como C es algebraicamente cerrado,

f ∈ C. Esto es absurdo pues f no es constante. Entonces, tr.deg(M(X)) ≥ 1.

Supóngase ahora que tr.deg(M(X)) > 1. Sean f, g ∈ M(X) algebraicamente independientes.

Sea D =
∑
p∈X np · p un divisor sobre X tal que D > div∞(f),div∞(g). Por la elección de D,

f, g ∈ L(D). Tomando n ∈ Z+ e i, j ∈ Z+ tales que i+ j = n se tiene, por el lema V.9,

div(f igj) = idiv(f) + jdiv(g) ≥ −iD − jD = −nD

aśı que f igj ∈ L(nD). Como f, g son algebraicamente independientes, el conjunto B = {f igj | i+

j = n; i, j ∈ Z+} es linealmente independiente sobre C. Luego, dimL(nD) ≥ (n2 + 3n + 2)/2.

Sin embargo, esto es una contradicción, pues la proposición V.29 establece que dimL(nD) ≤
1 + deg(nD) = 1 + n deg(D) y, para n suficientemente grande, (n2 + 3n + 2)/2 > 1 + ndeg(D).

Esto implica que tr.deg(M(X)) > 1 es imposible, aśı que tr.deg(M(X)) = 1.

Ahora se muestra que M(X) es una extensión finita de C. El lema anterior dice que cualquier

función meromorfa no constante es un elemento trascendente en C. Por esta razón, en lugar de

demostrar directamente que la extensión deM(X) sobre C es finita, se prueba que [M(X) : C(f)]

es finito, pues C(f) es de por śı una extensión finita de C.

Lema V.42. Sean X una curva algebraica y A ∈ Div(X). Sea f una función meromorfa no

constante sobre X y D = div∞(f). Entonces, existen m ∈ Z+ y una función meromorfa g sobre

X tales que A− div(g) ≤ mD. Es más, existe r ∈ C[t] tal que g = r(f).

Demostración. Sea A =
∑
p∈X ap · p. Si no existiera ningún punto regular de f tal que ap ≥ 1,

m = máx{1, ap | p ∈ X} y g = 1 cumplen el lema. De lo contrario, existe una cantidad finita de

puntos regulares p1, . . . , pk de f para los cuales ap ≥ 1. Para cada i = 1, . . . , k, f(pi) ∈ C aśı que

f − f(pi) es una función meromorfa. pi es un cero de esta función y sus polos son exactamente los

polos de f con el mismo orden. Asimismo, (f − f(pi))
api también es meromorfa, tiene un cero en

pi con orden mı́nimo api y un polo en q si, y solo si, q es polo de f . Además, ordq(g) = apiordq(f).

Sean r(t) =
∏k
i=1(t − f(pi))

api ∈ C[t] y g = r(f). Por el razonamiento del párrafo anterior,

g es una función meromorfa. Gracias a ello, existe m = máx{ap − ordp(g) | p ∈ X}. Nótese que

solo hay una cantidad finita de puntos p ∈ X en los que ap 6= 0 u ordp(g) 6= 0. Es decir, existen

infinitos p ∈ X tales que ap − ordp(g) = 0 aśı que m ≥ 0. Para probar que A− div(g) ≤ mD hay
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dos casos: dado p ∈ X, este puede o no ser un polo de f . Si p no es un polo, su coeficiente en

div∞(f) es 0 y hay que probar que ap − ordp(g) ≤ 0. Para empezar, p tampoco es un polo de g y

ordp(g) ≥ 0. Si ap ≤ 0 no hay nada que probar. Si ap ≥ 1, g tiene un cero en p con ordp(g) ≥ ap,

aśı que ap − ordp(g) ≤ 0. Si p es un polo, su coeficiente en div∞(f) es el entero c = −ordp(f) ≥ 1.

Entonces, ap − ordp(g) ≤ m ≤ mc. Al unir estos dos casos se obtiene la desigualdad buscada.

Corolario V.43. Sean X una curva algebraica y f, g funciones meromorfas no constantes sobre

X. Entonces, existen m ∈ Z+ y un polinomio r ∈ C[t] tales que

r(f)g ∈ L(mD), donde D = div∞(f).

q ∈ X es un polo de r(f)g solo si q es polo de f .

Demostración. Dado A = −div(g), por el lema V.42, existen m ∈ Z+ y r ∈ C[t] tales que −div(g)−
div(r(f)) ≤ mD. Entonces, div(r(f)g) ≥ −mD, aśı que r(f)g ∈ L(mD). Si q ∈ X es un polo de

f , su coeficiente en D es nq = 0. Entonces, ordq(r(f)g) ≥ −mnq = 0 y q no puede ser un polo de

r(f)g.

Lema V.44. Sean X una curva algebraica, f una función meromorfa no constante sobre X y

D = div∞(f). Si [M(X) : C(f)] ≥ k, existe m0 ∈ Z+ tal que

dimL(mD) ≥ (m−m0 + 1)k

para todo entero m ≥ m0.

Demostración. Si [M(X) : C(f)] ≥ k, existen por lo menos k funciones gi ∈ M(X) linealmente

independientes. Por el corolario V.43, para cada i = 1, . . . , k existen mi ∈ Z+ y ri ∈ C[t] no nulo

tales que hi ∈ L(miD), donde hi = ri(f)gi y D = div∞(f). Dado que ri(f) ∈ C(f), las funciones

hi son linealmente independientes sobre C(f) pues cada una es un múltiplo escalar de una función

gi distinta.

Sea m0 = máx{mi | i = 1, . . . , k}. Para todo entero m ≥ m0 y j = 0, . . . ,m−m0 tenemos

div(f jhi) = jdiv(f) + div(hi) ≥ −jD −miD ≥ −jD −m0D ≥ −mD,

es decir f jhi ∈ L(mD). Todas estas funciones son linealmente independientes sobre C, aśı que

dimL(mD) ≥ (m−m0 + 1)k para todo entero m ≥ m0.

Ahora se demuestra que M(X) es una extensión finita de C.

Proposición V.45. Si X es una curva algebraica, f una función meromorfa no constante sobre

X y D = div∞(f), entonces

[M(X) : C(f)] ≤ deg(D).
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Demostración. Supóngase, por reducción al absurdo, que [M(X) : C(f)] ≥ 1 + deg(D). La propo-

sición V.29 da una cota superior para la dimensión de L(D), mientras que el lema V.44 da una

cota inferior a partir de [M(X) : C(f)] y de un entero fijo m0. Combinándolas, se obtiene que para

todo entero m ≥ m0,

(m−m0 + 1)(1 + deg(D)) ≤ dimL(mD) ≤ 1 +m deg(D).

Esto es una contradicción, pues como deg(D) > 0, la desigualdad anterior no vale para m suficien-

temente grande.

De hecho, la cota anterior permite obtener un valor más preciso de [M(X) : C(f)].

Proposición V.46. Si X es una curva algebraica, f una función meromorfa no constante sobre

X y D = div∞(f),

[M(X) : C(f)] = deg(D).

Demostración. En virtud de la proposición V.45, solo falta demostrar que [M(X) : C(f)] ≥
deg(D). Sea D =

∑n
i=1 ni · pi, donde pi son los polos de f y ni ≥ 1. Por el corolario V.40, para

todo i = 1, . . . , n y todo j = 1, . . . , ni, se puede encontrar una función meromorfa gij sobre X tal

que pi es un polo con ordpi(gij) = −j y ordpk = 0 para k 6= i. La prueba concluye si se demuestra

que el conjunto {gij | i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , ni}, que tiene deg(D) elementos, es linealmente

independiente. Supóngase lo contrario: sean cij ∈ C(f) funciones racionales en f tales que

∑

i,j

cij(f)gij = 0. (V.1)

De hecho, se puede suponer que cada cij(f) es un polinomio en f multiplicando la relación

V.1 por el denominador común de los cij(f). Nótese que si d es el grado de cij(f), entonces

ordpk(cij(f)) = −dnk. Sean i0 y j0 los ı́ndices tales que el grado de ci0j0 es máximo (si existieran

varios, eĺıjase una pareja en la que j0 sea máximo). Si la ecuación V.1 se divide entre ci0j0 , se

obtiene
∑

i,j

dij(f)gij = 0, (V.2)

donde di0j0(f) = 1 y el resto de coeficientes di,j(f) son funciones racionales en las que el grado del

denominador es mayor o igual que el grado del numerador. Esto causa que ordpi0 (di0j0(f)) = 0 y

ordpk(di,j(f)) = mijnk con mij > 0 para cualquier otro i, j, k. A pesar de esto, un término dij(f)gij

podŕıa tener un polo. De hecho, si i 6= i0, dij(f)gij no tiene un polo en pi0 pues ordpi0 (dij(f)gij) =
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ordpi0 (dij(f)) + ordpi0 (gij) ≥ 0. Por otro lado, para i = i0,

ordpi0 (di0j(f)gi0j) = ordpi0 (di0j(f)) + ordpi0 (gi0j) = mi0jni0 − j ≥ mi0jni0 − ni0
= (mi0j − 1)ni0 .

Entonces, si j 6= j0, mi0j ≥ 1 aśı que ordpi0 (di0j(f)gi0j) ≥ 0 y pi0 no es un polo de di0j(f)gi0j .

Si j = j0, mi0j0 = 0 y ordpi0 (di0j0(f)gi0j0) = −ni0 < 0. Por lo tanto, el término di0j0(f)gi0j0 tiene

un polo en pi0 y es el único con esta caracteŕıstica. Sin embargo, esto significa que la combinación

lineal de la ecuación V.2 tiene un polo en pi0 . Esto es una contradicción, pues la función constante

0 no tiene polos.

C. Divisores de truncamiento de Laurent

Al principio de este caṕıtulo, se definieron divisores en superficies de Riemann como sumas

formales finitas y se estudiaron un tipo particular de superficies de Riemann, llamadas curvas

algebraicas, y resultados como el corolario V.40. Este resultado dice, parafraseando el enunciado,

que dado un divisor D =
∑n
i=1 ni · pi, se puede encontrar una función meromorfa f definida en la

curva algebraica tal que ordpi(f) = ni. Sin embargo, el corolario V.40 es solo un caso especial de

un resultado más poderoso, el lema V.39 de aproximación de series de Laurent. El hecho de que un

divisor usual D genere una función, por el corolario del lema de aproximación, inspira la definición

un nuevo tipo de divisor.

Definición V.47. Sea X una superficie de Riemann. Para cada punto p ∈ X, eĺıjase una coorde-

nada local zp alrededor de p. Un divisor de truncamiento de Laurent sobre X se define como una

suma formal finita
∑

p∈X
rp(zp) · p

donde cada rp(zp) es un polinomio de Laurent. Se omite la dependencia de la coordenada local

cuando no sea necesaria para evitar ambigüedades. El conjunto de divisores de truncamiento de

Laurent se denota por T (X).

Al igual que los divisores usuales, la suma de dos divisores de truncamiento de Laurent es

definida puntualmente; con respecto de esta suma, T (X) forma un grupo. A cada divisor D =
∑
p∈X np · p se asocia a un subgrupo de T (X) definido por

T [D](X) =




∑

p∈X
rp · p | deg(rp) < −np,para todo rp 6= 0



 .
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1. Mapas de truncamiento.

En esta sección se definen funciones lineales entre estos grupos que llamadas mapas de trunca-

miento. Dado un divisor D =
∑
p∈X np · p, se define

tD : T (X) −→ T [D](X)
∑

p∈X
rp(zp) · p 7−→

∑

p∈X
τ(rp,−np) · p.

El efecto de tD es remover, en cada punto p ∈ X, los términos de orden mayor o igual a −np
del polinomio de Laurent rp. Esta función se generaliza para que actúe sobre los grupos T [D](X).

Sean D1 =
∑
p∈X np · p y D2 =

∑
p∈X mp · p tales que D1 ≤ D2. Se define

tD1

D2
: T [D1](X) −→ T [D2](X)
∑

p∈X
rp(zp) · p 7−→

∑

p∈X
τ(rp,−mp) · p.

Las funciones tD y tD1

D2
son llamadas mapas de truncamiento y es sencillo verificar que son

homomorfismos de grupos. Sea ahora f una función meromorfa sobre X no nula y D un divisor.

Si zp es una coordenada local alrededor de p ∈ X, sea fp(zp) la serie de Laurent de f alrededor de

p en términos de zp. Se define

µDf : T [D](X) −→ T [D − div(f)](X)
∑

p∈X
rp(zp) · p 7−→

∑

p∈X
τ(fprp,−np + ordp(f)) · p.

Claramente, µDf es lineal e inyectiva. Sea
∑
p∈X sp(zp) · p la imagen de

∑
p∈X rp(zp) bajo µDf .

Nótese que fprp(zp) = sp(zp) + O(z
−np+ordp(f)
p ). Si 1/fp denota a la serie de Laurent de 1/f , se

tiene
1

fp
sp =

1

fp
fprp −

1

fp
O(z−np+ordp(f)

p ) = rp +O(z−np),

pues ordp(1/f) = −ordp(f) implica que 1
fp

= O(z
−ordp(f)
p ). Como deg(rp) < −np, se tiene

τ(sp/fp,−np) = rp. Entonces, µ
D−div(f)
1/f

(∑
p∈X sp(zp) · p

)
=
∑
p∈X rp(zp) ·p. Esto muestra que la

función µ
D−div(f)
1/f : T [D− div(f)](X)→ T [D](X) es la inversa de µDf y que µDf es un isomorfismo

de espacios vectoriales.

Por último, manteniendo la notación de la definición anterior, sea

αD : M(X) −→ T [D](X)

f 7−→
∑

p∈X
τ−np(fp) · p,
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De nuevo es fácil verificar que αD es lineal. Nótese que si D1, D2 ∈ Div(X) son tales que

D1 ≤ D2, entonces αD2 = tD1

D2
◦ αD1 . En otras palabras, el siguiente diagrama conmuta:

T [D1](X) T [D2](X)

M(X)

t
D1
D2

αD1 αD2

Si D ∈ Div(X) y f es una función meromorfa sobre X, el siguiente diagrama también es

conmutativo:

M(X) T [D − div(f)](X)

M(X) T [D](X)

αD−div(f)

f

αD

µDf

Dentro de este contexto, podemos darle una interpretación al espacio L(D). Si f ∈ L(D),

entonces su serie de Laurent alrededor de un punto p ∈ X no tiene términos de orden menor que

−np. Si se remueven los términos con orden mı́nimo −np, la serie se quedaŕıa sin términos. En

otras palabras,

L(D) = ker(αD).

2. Espacio H1(D).

En el lema de aproximación de series de Laurent dice que, dado un divisor de truncamiento de

Laurent Z =
∑
p∈X rp · p, existe una función meromorfa f tal que su serie de Laurent alrededor

de p tiene a rp como truncamiento de Laurent. Sin embargo, se hizo la aclaración que no se tiene

control del comportamiento de f en los demás puntos de X. Una pregunta similar es la siguiente,

llamada problema de Mittag-Leffler. Dado D ∈ Div(X) y Z ∈ T [D](X), ¿existirá f ∈ M(X)

tal que αD(f) = Z? A diferencia del lema de aproximación de series de Laurent, el problema de

Mittag-Leffler requiere que f tenga truncamientos espećıficos en todos los puntos de X. Si bien

la serie de Laurent de f tendrá términos negativos solo en una cantidad finita de puntos, en el

resto f debe ser holomorfa (y quizás tener ceros con un orden mı́nimo). El lema de aproximación

solamente asegura que f sea holomorfa en una cantidad finita de puntos y, por el momento, solo

vale en curvas algebraicas.

En lugar de intentar resolver el problema de Mittag-Leffler, se evalúa qué tan dif́ıcil es. Para

eso, se estudia el siguiente espacio:

H1(D) := coker(αD) =
T [D](X)

im(αD)
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El problema de Mittag-Leffler se puede parafrasear e investigar si Z ∈ im(αD). Esta ecuación

vale si, y solo si, la clase de equivalencia de Z en H1(D) es Z̄ = 0̄. Entonces, el espacio H1(D)

mide la dificultad del problema: mientras más elementos tenga, más dif́ıcil será obtener un Z para

el cual el problema de Mittag-Leffler tenga solución. Los teoremas que siguen están dirigidos a

probar que H1(D) tiene dimensión finita en curvas algebraicas.

Definición V.48. La secuencia de espacios vectoriales y funciones lineales

V0 V1 · · · Vn−1 Vn
f1 f2 fn−1 fn

es llamada exacta si ker(fi+1) = im(fi) para todo i = 0, . . . , n− 1. El caso especial

0 V1 V2 V3 0
f1 f2 f3 f4

es llamado secuencia exacta corta.

Nótese que en una secuencia exacta, V0 = 0 y Vn = 0 si, y solo si, f2 es inyectiva y fn−1 es

sobreyectiva. Esto se debe a que ker(f2) = im(f1) = {0} y a que im(fn−1) = ker(fn) = Vn−1. En

este caso, las funciones f1 y fn generalmente se omiten del diagrama. Otra propiedad que será útil

es la siguiente.

Lema V.49. Sea

0 V1 V2 V3 0
f1 f2 f3 f4

una secuencia exacta corta tal que V1 y V2 tienen dimensión finita. Entonces

dimV3 = dimV2 − dimV1

Demostración. Por las observaciones del párrafo anterior, f3 es sobreyectiva y f2 es inyectiva. Por

un lado, la inyectividad de f2 causa que dim im(f2) = dimV1. Por otra parte, la exactitud de la

secuencia implica que ker(f3) = im(f2). Por el primer teorema de isomorfismos, V3 es isomorfo a

V2/ ker(f3) = V2/im(f2). Luego dimV3 = dimV2 − dim im(f2) = dimV2 − dimV1.

Un resultado más elaborado de secuencias exactas es el siguiente.

Lema V.50 (Lema de la serpiente). Considérese el siguiente diagrama conmutativo de espacios

vectoriales en el que las filas son secuencias exactas cortas:

0 A B C 0

0 A′ B′ C ′ 0

f

α

g

β γ

f ′ g′
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Entonces, existe una secuencia exacta

0 ker(α) ker(β) ker(γ) coker(α) coker(β) coker(γ) 0,
f̄ ḡ h f ′ g′

donde f̄ , ḡ son las restricciones adecuadas de f, g y f ′, g′ son los homomorfismos inducidos por f ′

y g′ respectivamente.

Demostración. La demostración de este lema, que no es dif́ıcil pero śı larga, puede ser encontrada

completa en Blute (s.f.) y como un ejercicio en Atiyah y MacDonald (1969). Aqúı no se reproduce

completa; únicamente se muestra que h está bien definida.

Para c ∈ ker(γ), se define h(c) como la clase lateral (f ′
−1 ◦ β ◦ g−1)(c) + im(α). Nótese que

coker(α) ⊂ A′ y que se puede obtener h(c) recorriendo las flechas del diagrama empezando por

C, yendo a B, pasando por B′ para terminar en A′. Siguiendo este camino, se muestra que h está

bien definida. Como g es sobreyectiva, para todo c ∈ ker(γ) existe b ∈ B tal que g(b) = c. Nótese

que g′(β(b)) = γ(g(b)) = γ(c) = 0, aśı que β(b) ∈ ker(g′) = im(f ′). Entonces, existe a ∈ A′ tal

que f ′(a) = b y, gracias a que f ′ es inyectiva, a es único. La clase lateral a + im(α) ∈ coker(α)

se llama h(c). El paso que podŕıa generar ambigüedad en la definición de h(c) es la obtención de

b ∈ B tal que g(b) = c, pues es posible que exista otro b′ ∈ B tal que g(b′) = c. Para corregir esto,

hay que probar que (f ′
−1 ◦ β)(b′) = h(c) como clases laterales en coker(α) o, en otras palabras,

que (f ′
−1 ◦ β)(b) − (f ′

−1 ◦ β)(b′) ∈ im(α). Sin embargo b − b′ ∈ ker(g) = im(f) pues g es lineal y

g(b− b′) = c− c = 0. Entonces,

(f ′
−1 ◦ β)(b)− (f ′

−1 ◦ β)(b′) = (f ′
−1 ◦ β)(b− b′) = (α ◦ f−1)(b− b′) ∈ im(α),

como se queŕıa.

El anterior es un ejemplo del tipo de razonamientos que se pueden usar para demostrar que

la secuencia propuesta es exacta. El argumento principal es la conmutatividad del diagrama para

poder intercambiar las funciones como sea conveniente. Se deja que el lector complete la prueba o

consulte alguna de las referencias propuestas.

Sean X una superficie de Riemann compacta y D1, D2 ∈ Div(X) tales que D1 ≤ D2. Como se

vio en la sección 1, el siguiente diagrama es conmutativo

0 M(X)/L(D1) T [D1](X) H1(D1) 0

0 M(X)/L(D2) T [D2](X) H1(D2) 0

αD1

ϕ

β1

t
D1
D2

%

αD2 β2

(V.3)

Las aplicaciones β1, β2, ϕ, % denotan los homomorfismos naturales entre los espacios indicados.
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En particular, nótese que ϕ(f +L(D1)) = f +L(D2) para toda f ∈M(X). Por otra parte, nótese

que M(X)/L(Di) = M(X)/ ker(αDi), aśı que αDi actuando sobre las clases de equivalencia de

M(X)/L(Di) es inyectivo. Por definición, ker(βi) = im(αDi) y además βi es sobreyectivo. En

resumen, las filas del diagrama V.3 son secuencias exactas cortas.

Def́ınase

H1(D1/D2) = ker(%).

Nótese que, por ser % : H1(D1) → H1(D2) un homomorfismo sobreyectivo, el primer teorema

de isomorfismos dice que H1(D2) ∼= H1(D1)/H1(D1/D2).

En la búsqueda por probar que H1(D) tiene dimensión finita, será útil probar primero que

H1(D1/D2) tiene dimensión finita. Este es el contenido del siguiente lema.

Lema V.51. Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces,

dimH1(D1/D2) = (deg(D2)− dimL(D2))− (deg(D1)− dimL(D1)).

Demostración. Por el lema de la serpiente, el diagrama V.3 posee una secuencia exacta

0 ker(ϕ) ker(tD1

D2
) H1(D1/D2) coker(ϕ) coker(tD1

D2
) coker(%) 0.

Como D1 ≤ D2, ϕ es sobreyectiva, aśı que coker(ϕ) = {0}. Por tanto, la secuencia exacta

anterior se reduce a una secuencia corta

0 ker(ϕ) ker(tD1

D2
) H1(D1/D2) 0.

Por el lema V.49, si ker(ϕ) y ker(tD1

D2
) son de dimensión finita, dimH1(D1/D2) = dim ker(tD1

D2
)−

dim ker(ϕ). Calcular dimH1(D1/D2) se reduce, entonces, a mostrar dim ker(tD1

D2
) y dim ker(ϕ) que

son finitas y encontrar sus valores.

Dado que ϕ(f + L(D1)) = f + L(D2) y que f + L(D2) = 0̄ si, y solo si, f ∈ L(D2), se

observa que ker(ϕ) = L(D2)/L(D1). Como X es compacta, todo espacio L(D) tiene dimensión

finita, luego dim ker(ϕ) = dimL(D2) − dimL(D1). Por otro lado, escŕıbase D1 =
∑
p∈X np · p y

D2 =
∑
p∈X mp · p. Para cualquier p que sea necesario, se escogen coordenadas zp centradas en p.

Se hace evidente que

ker(tD1

D2
) =




∑

p∈X
rp(zp) · p | −mp ≤ ord0(rp) y deg(rp) < −np



 .

Si Z ∈ ker(tD1

D2
), en cada p el polinomio de Laurent rp solo puede tener términos zkp con −mp ≤

k < −np. Estos son exactamente mp − np posibles términos linealmente independientes, aśı que
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dim ker(tD1

D2
) =

∑
p∈X(mp − np) = deg(D2)− deg(D1). Por lo tanto,

dimH1(D1/D2) = dim ker(tD1

D2
)− dim ker(ϕ)

= (deg(D2)− dimL(D2))− (deg(D1)− dimL(D1)).

Lema V.52. Sean X una curva algebraica, f una función meromorfa sobre X y D = div∞(f). En-

tonces, dimH1(0/mD) es eventualmente constante. Es decir, existe m0 ∈ Z+ tal que dimH1(0/mD)

es constante para todo m ≥ m0.

Demostración. La prueba consiste en verificar que dimH1(0/mD) es acotada y no decreciente y,

por tanto, convergente y, como una secuencia convergente de números enteros es eventualmente

constante, el lema vale. Sea m ∈ Z+; apĺıquese el lema V.51 con D1 = 0 y D2 = mD. Como

dimL(0) = 1 por ser X compacta,

dimH1(0/mD) = (deg(mD)− dimL(mD))− (deg(0)− dimL(0))

= m deg(D)− dimL(mD) + 1.

Por la proposición V.46, [M(X) : C(f)] = deg(D) aśı que se puede usar k = deg(D) en el lema

V.44. Entonces, existe m′0 ∈ Z+ tal que dimL(mD) ≥ (m −m′0 + 1) deg(D) para todo m ≥ m′0.

Esto permite obtener una cota superior para dimH1(0/mD) que no depende de m.

dimH1(0/mD) ≤ m deg(D)− (m−m′0 + 1) deg(D) + 1

= 1 + (m0 − 1) deg(D).

Se prueba ahora que {dimH1(0/mD)}m es no decreciente. Sean m1 < m2 enteros positivos.

Como D es efectivo, m1D < m2D. Nótese que, en el diagrama

H1(m1D) H1(m2D)

H1(0),

%3

%1
%2

las funciones %i, que son los homomorfismos naturales entre los espacios indicados, están bien

definidas y conmutan. Entonces H1(0/m1D) = ker(%1) ⊂ ker(%2) = H1(0/m2D). Por lo tanto

dimH1(0/m1D) ≤ dimH1(0/m2D), como se queŕıa.
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Lema V.53. Si X es una curva algebraica, existe M ∈ Z+ tal que

deg(A)− dimL(A) ≤M

para todo A ∈ Div(X).

Demostración. Sea D = div∞(f) para alguna función f ∈ M(X). Para este tipo particular de

divisor, por el lema V.52 se sabe que

deg(mD)− dimL(mD) = dimH1(0/mD)− 1 ≤M

para algún M ∈ Z+. Ahora se demuestra para un divisor arbitrario A. Por el lema V.42, existe una

función meromorfa g sobre X tal que B = A− div(g) ≤ mD. Nótese que A ∼ B, aśı que, del lema

V.14 y de la proposición V.22, se sabe que deg(A) = deg(B), L(A) ∼= L(B) y dimL(A) = dimL(B).

Por el lema V.51,

deg(A)− dimL(A) = deg(B)− dimL(B)

= deg(mD)− dimL(mD)− dimH1(B/mD)

≤ deg(mD)− dimL(mD)

≤M.

Una consecuencia del lema anterior es la existencia de un divisor A0 tal que deg(A0)−dimL(A0)

es maximal (de lo contrario la diferencia deg(A)− dimL(A) no estaŕıa acotada). Este hecho, a su

vez, permite probar el siguiente lema.

Lema V.54. Sean X una curva algebraica y A0 ∈ Div(X) tal que deg(A0) − dimL(A0) sea

maximal. Entonces, H1(A0) = {0}.

Demostración. Si el lema no fuera verdadero, existiŕıa Z ∈ T [A0](X) no nulo tal que Z /∈ im(αA0
).

Sea B ≥ A0 un divisor tal que tA0

B (Z) = 0. La clase de equivalencia de tA0

B (Z) en H1(B) es

justamente 0, aśı que la clase de Z en H1(A0) es el kernel H1(A0/B). Como Z /∈ im(αA0), esta

clase es distinta de 0 y H1(A0/B) 6= {0}. Sin embargo, por ser deg(A0)− dimL(A0) maximal, se

tiene

dimH1(A0/B) = (deg(B)− dimL(B))− (deg(A0)− dimL(A0)) ≤ 0.

Entonces, H1(A0/B) = {0}. Esta contradicción prueba que el lema es verdadero.

El lema anterior es el paso clave para demostrar que H1(D) tiene dimensión finita, pues conecta

esta idea con el hecho de que H(D1/D2) es de dimensión finita.
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Proposición V.55. Sean X una curva algebraica y D ∈ Div(X). Entonces, H1(D) es un espacio

vectorial de dimensión finita.

Demostración. Sea A0 ∈ Div(X) tal que deg(A0)− dimL(A0) es maximal. Sea D − A0 = P −N
con P y N divisores efectivos según la proposición V.5. Como A0 ≤ A0 + P , el homomorfismo

natural %1 : H1(A0) → H1(A0 + P ) está bien definido y, de hecho, es sobreyectivo. Por el lema

V.54, H1(A0) = {0} aśı que H1(A0 +P ) = {0} también. De la misma forma, %2 : (A0 +P −N)→
H1(A0 + P ) = {0} está definido y es sobreyectivo. Entonces,

H1(D) = H1(A+ P −N) = ker(%2) = H1(A0 + P −N/A0 + P ).

Como el lema V.51 asegura que H1(A0 + P − N/A0 + P ) tiene dimensión finita, la prueba está

terminada.
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VI. TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

Las herramientas para demostrar el Teorema de Riemann-Roch ya casi están completas. Por

ahora, se demuestra una versión intermedia.

Teorema VI.1 (Primera forma del Teorema de Riemann-Roch). Sea X una curva algebraica.

Para todo divisor D ∈ Div(X), se tiene

dimL(D)− dimH1(D) = deg(D) + 1− dimH1(0).

Demostración. Sean D1, D2 ∈ Div(X) arbitrarios. Sea D′ ∈ Div(X) tal que Di ≤ D′ para i = 1, 2.

Por la proposición V.55, H1(Di) y H1(D′) tienen dimensión finita, aśı que

dimH1(D′) = dimH1(Di)/H
1(Di/D

′) = dimH1(Di)− dimH1(Di/D
′).

Usando el lema V.51 para sustituir dimH1(Di/D
′) en la ecuación anterior, se obtiene

dimL(Di)− deg(Di)− dimH1(Di) = dimL(D′)− deg(D′)− dimH1(D′).

Esto muestra que dimL(D1)− deg(D1)− dimH1(D1) = dimL(D2)− deg(D2)− dimH1(D2).

En particular, para D1 = D y D2 = 0,

dimL(D)− dimH1(D) = deg(D) + 1− dimH1(0).

Si bien esta forma nos información acerca de la dimensión de L(D), todav́ıa queda trabajo por

hacer. Los espacios H1(D) miden la dificultad de encontrar un divisor de truncamiento de Laurent

que surja de una función meromorfa. En cierta forma, si conocemos la estructura del espacio L(D)

podremos conocer la de H1(D) y viceversa, aśı que el problema de calcular L(D) no ha variado

significativamente. Aqúı es donde entran en juego las 1-formas diferenciales. En la siguiente sección

se encuentra una relación entre H1(D) y el espacio de formas meromorfas I(D).

A. Aplicación residuo

Sea X una superficie de Riemann compacta y D =
∑
p∈X np · p un divisor sobre X. Dado

un divisor de truncamiento de Laurent Z ∈ T [D](X), la pregunta de si existe f ∈ M(X) tal

que αD(f) = Z puede ser abordada desde un punto de vista distinto al que se ha usado hasta
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el momento. Sea ω ∈ I(−D); para todo p ∈ X sean zp una coordenada local centrada en p y

ωp =
(∑∞

k=np
ckz

k
p

)
dzp la forma local de ω en términos de zp. Se define

Resω : T [D](X) −→ C
∑
p∈X rp · p 7−→ ∑

p∈X Res0(rpωp).

Sea ahora f ∈M(X). Sea fp =
∑∞
k=m akz

k
p la serie de Laurent de f centrada en 0 en términos

de zp. Si se toma ak = 0 para k < m, entonces

Resp(fω) = Res0(fpωp) =
∞∑

k=np

cka1−k. (VI.1)

Nótese que el lado derecho de la ecuación VI.1 depende únicamente de los coeficientes ak

con k < −np. En otras palabras, Resω(αD(f)) =
∑
p∈X Resp(fω). Como X es compacta, por el

Teorema del Residuo (teorema IV.46), Resω(αD(f)) = 0. Este es el criterio que se buscaba. Dado

un divisor de truncamiento de Laurent Z ∈ T [D](X), una condición necesaria para la existencia

de una función f ∈ M(X) tal que αD(f) = Z es Resω(Z) = 0. El Teorema de Dualidad de Serre

muestra que éste es, de hecho, un criterio necesario y suficiente.

Como Resω es 0 en im(αD), se puede definir un funcional lineal

Resω : H1(D) −→ C

Z + im(α) 7−→ Resω(Z).

que actúa en las clases de equivalencia de H1(D) aplicando Resω a cualquier representante. Se

define la aplicación residuo por

Res : I(−D) −→ H1(D)∗

ω 7−→ Resω.

B. Dualidad de Serre

En esta sección se demuestra que la aplicación residuo es un isomorfismo de espacios vectoriales;

este es el Teorema de Dualidad de Serre. Para ello, se hace una convención. Sea φ : T [D](X)→ C

un funcional lineal tal que φ(Z) = 0 para todo Z ∈ im(α). Nótese que si Z1, Z2 ∈ T [D](X) son tales

que Z1 = Z2 en H1(D), existe f ∈M(X) tal que Z1 = Z2 +αD(f) y φ(Z1) = φ(Z2)+φ(αD(f)) =

φ(Z2). Entonces, se puede pensar que φ es un funcional definido sobre H1(D) pues su imagen sobre

una clase de equivalencia está bien definida. De la misma forma, si ψ : H1(D)→ C es un funcional

lineal, se dice que ψ está definido en T [D](X) cuando sea conveniente.

Recuérdese que si ω1 y ω2 6= 0 son formas diferenciales meromorfas, se pueden encontrar fun-
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ciones meromorfas f1 y f2 tales que f1ω1 = f2ω2 (esto es una paráfrasis de la proposición V.15).

Dado que se quiere probar que H1(D)∗ es isomorfo a I(D), es natural esperar que exista una

propiedad similar en H1(D)∗ y es justamente lo que se demuestra a continuación. Esencialmente,

el siguiente lema dice que dados dos funcionales lineales φ1, φ2 ∈ H1(D)∗, existen funciones mero-

morfas f1 y f2 tales que, cambiando al dominio adecuado, la multiplicación de φ1 por f1 es igual

a la multiplicación de φ2 por f2.

Lema VI.2. Sean X una curva algebraica y A ∈ Div(X). Si φ1 y φ2 son funcionales lineales sobre

H1(A), entonces existen un divisor efectivo C ∈ Div(X) y funciones meromorfas f1 y f2 no nulas

sobre X tales que φ1 ◦ tA−C−div(f1)
A ◦ µf1 = φ2 ◦ tA−C−div(f2)

A ◦ µf2 , vistos como funcionales sobre

H1(A− C). En otras palabras, los funcionales del siguiente diagrama son iguales.

T [A− C − div(f1)](X) T [A](X)

T [A− C](X) C

T [A− C − div(f2)](X) T [A](X)

t
A−C−div(f1)

A

φ1
µf1

µf2 t
A−C−div(f2)

A
φ2

Demostración. Supóngase que el resultado es falso. Entonces, para todo C ∈ Div(X) la aplicación

lineal

L(C)× L(C) −→ H1(A− C)∗

(f1, f2) 7−→ φ1 ◦ tA−C−div(f1)
A ◦ µf1 − φ2 ◦ tA−C−div(f2)

A ◦ µf2

es inyectiva. Esto implica que dimH1(A − C) = dimH1(A − C)∗ ≥ 2 dimL(C). Aplicando la

primera forma del Teorema de Riemann-Roch a D = C, se obtiene dimL(C) = dimH1(C) +

deg(C) + 1−dimH1(0) ≥ deg(C) + 1−dimH1(0). Combinando estas desigualdades, se encuentra

una cota inferior para dimH1(A− C):

dimH1(A− C) ≥ 2(1− dimH1(0)) + 2 deg(C)

Aplicando nuevamente el Teorema VI.1 para D = A− C, se obtiene una cota superior:

dimH1(A− C) = dimL(A− C)− deg(A− C)− 1 + dimH1(0)

≤ (dimL(A)− deg(A)− 1 + dimH1(0)) + deg(C).

En resumen,

a+ 2 deg(C) ≤ H1(A− C) ≤ b+ deg(C),

donde a y b son constantes. Sin embargo estas desigualdades son falsas si deg(C) es suficientemente
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grande. Por tanto, el lema debe ser verdadero.

Lema VI.3. Sean X una superficie de Riemann compacta y D1, D2 ∈ Div(X) con D1 ≤ D2.

Supongamos que existe ω ∈ I(−D1) tal que Resω : T [D1](X) → C está definido. Si ker(tD1

D2
) ⊂

ker(Resω) entonces ω ∈ I(−D2).

Demostración. Si ω /∈ I(−D2), existe un punto p ∈ X tal que mp ≤ k < np, donde k = ordp(ω) y

mp y np son los coeficientes de p en D1 y D2 respectivamente. Sea Z = z−k−1
p · p. Por la elección

de k, Z ∈ ker(tD1

D2
), pero Resω(Z) 6= 0. Esta contradicción muestra que ω ∈ I(−D2).

Teorema VI.4 (Dualidad de Serre). Sea X una curva algebraica. Entonces, la aplicación residuo

Res : I(−D)→ H1(D)∗ es un isomorfismo de espacios vectoriales, para todo D =
∑
p∈X np · p.

Demostración. Res es obviamente lineal; falta probar que Res es inyectiva y sobreyectiva. Supónga-

se que existe una 1-forma meromorfa no nula ω ∈ I(−D) tal que Res(ω) es el funcional 0

sobre H1(D). Es decir,
∑
p∈X Resp(rpω) = 0 para todo divisor de truncamiento de Laurent

∑
p∈X rp ∈ T [D](X). Fijando p ∈ X y una coordenada local zp centrada en p, sea

(∑∞
n=k cnz

n
p

)
dzp

la forma local de ω en términos de zp, con k = ordp(ω) y ck 6= 0. Nótese que z−1−k
p · p ∈ T [D](X).

Entonces

Resω(z−1−k
p · p) = Resp

(
z−1−k
p

∞∑

k

cnz
n
p dzp

)

= ck 6= 0,

una contradicción. Entonces ker(Res) = {0} y Res es inyectiva.

Sea φ : H1(D)→ C un funcional lineal, considerado como un funcional sobre T [D](X). Sean ω

una 1-forma meromorfa no nula sobre X y K = div(ω). Eĺıjase un divisor A =
∑
p∈X ap · p tal que

A ≤ D y A ≤ K. Sea φA = φ ◦ tAD : T [A](X) → C. Por el lema VI.2, existen un divisor efectivo

C =
∑
p∈X cp · p y f1, f2 ∈ L(C) tales que

φA ◦ tA−C−div(f1)
A ◦ µf1 = Resω ◦ tA−C−div(f2)

A ◦ µf2 , (VI.2)

considerados como funcionales sobreH1(A−C). Sea Z =
∑
p∈X rp·p ∈ T (X), con rp =

∑Mp

i=mp
biz

i
p.

Por las observaciones de la sección A, Resω(Z) depende únicamente de los términos de rp con

i < −ordp(ω). En particular, los términos de rp con −ordp(ω) ≤ i ≤ −ap+cp+ordp(f2) no inciden

en Resω. Entonces, para todo Z ∈ T [A − C − div(f2)](X), Resω(Z) = Resω ◦ tA−C−div(f2)
A (Z).

Por ello, se puede reemplazar Resω ◦ tA−C−div(f2)
A por Resω : T [A − C − div(f2)](X) → C en el

lado derecho de la ecuación VI.2. Por un razonamiento análogo, Resω ◦ µf2 es igual al funcional
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Resf2ω : T [A− C](X)→ C. En pocas palabras,

φA ◦ tA−C−div(f1)
A ◦ µf1 = Resf2ω.

Componiendo ambos lados de la última ecuación con µ1/f1 , se obtiene

φA ◦ tA−C−div(f1)
A = Resf2ω ◦ µ1/f1 = Res(f2/f1)ω, (VI.3)

viéndolos como funcionales sobre T [A− C − div(f1)](X). Esta última igualdad muestra que

ker(t
A−C−div(f1)
A ) ⊂ ker(Res(f2/f1)ω).

Dado que (f2/f1)ω ∈ I(−A+C+ div(f1)), por el lema VI.3, realmente se tiene que (f2/f1)ω ∈
I(−A). Nótese que la restricción de t

A−C−div(f1)
A a T [A](X) es la identidad, aśı que la ecuación

VI.3 se reduce a φA = Res(f2/f1)ω. Por definición de φA, φ ◦ tAD = Res(f2/f1)ω. De nuevo se tiene

que ker(tAD) ⊂ ker(Res(f2/f1)ω) y, por el lema VI.3, que (f2/f1)ω ∈ I(−D). Por lo tanto, φ es la

imagen bajo Res de la forma meromorfa (f2/f1)ω ∈ I(−D), probando la sobreyectividad de la

aplicación residuo.

Corolario VI.5. Sean X una curva algebraica y K ∈ KDiv(X) un divisor canónico cualquiera.

Para todo divisor D ∈ Div(X),

dim I(−D) = dimH1(D) = dimL(K −D).

Demostración. SustituyendoD por−D en la proposición V.27, se obtiene que L(K−D) ∼= I(−D) y

que dimL(K−D) = dim I(−D). Por el teorema VI.4, I(−D) ∼= H1(D)∗ ∼= H1(D) y dim I(−D) =

dimH1(D).

C. Segunda forma del Teorema de Riemann-Roch

El Teorema de Dualidad de Serre era la última pieza que faltaba para poder demostrar el

resultado principal:

Teorema VI.6 (Teorema de Riemann-Roch). Sea X una curva algebraica de género g. Para todo

divisor D ∈ Div(X) y todo divisor canónico K ∈ KDiv(X), se tiene

dimL(D)− dimL(K −D) = deg(D) + 1− g.

Demostración. Sustituyendo D = K en el corolario VI.5, se obtiene dimH1(K) = dimL(0) = 1

y con D = 0, dimH1(0) = dimL(K). Por el corolario V.18 y la primera forma del Teorema de
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Riemann-Roch aplicada a D = K,

2 dimH1(0) = dimH1(0) + dimL(K)

= dimH1(K) + 1 + deg(K)

= dimL(0) + 1 + (2g − 2)

= 2g.

Entonces dimH1(0) = g. Nuevamente, por el corolario VI.5, dimH1(D) = dimL(K −D). Por lo

tanto, al sustituir estas relaciones en la primera forma del Teorema de Riemann-Roch se obtiene:

dimL(D)− dimH1(D) = deg(D) + 1− dimH1(0)

dimL(D)− dimL(K −D) = deg(D) + 1− g.



VII. APLICACIONES

A manera de conclusión de esta tesis, se examinan algunas consecuencias del Teorema de

Riemann-Roch. Se empieza mostrando que el concepto de curva algebraica y el Teorema de

Riemann-Roch son equivalentes. Espećıficamente, se muestra que las únicas superficies de Rie-

mann en las que vale el Teorema de Riemann-Roch son curvas algebraicas. Como el Teorema de

Riemann-Roch no es necesario para demostrar la existencia de funciones meromorfas no constantes,

es posible demostrar que toda superficie de Riemann compacta es, en efecto, una curva algebraica.

También se este teorema para calcular la dimensión de un espacio I(D) particular. Esto inspira

la definición de puntos de Weierstrass y se concluye enunciando un teorema de clasificación de

superficies de Riemann.

A. Superficies de Riemann y Teorema de Riemann-Roch

Teorema VII.1. Sea X una superficie de Riemann compacta tal que la ecuación

dimL(D)− dimL(K −D) = deg(D) + 1− g (VII.1)

vale para todo D ∈ Div(X). Entonces, X es una curva algebraica.

Demostración. Para mostrar que X es una curva algebraica, hay que mostrar que M(X) separa

puntos y tangentes de X. Sean p, q ∈ X, p 6= q. Sea D = (g + 1) · p. Por la ecuación VII.1,

dimL(D) = deg(D) + 1− g + dimL(K −D)

≥ deg(D) + 1− g

= 2.

Entonces existe una función meromorfa f ∈ L(D) no constante. Como X es compacta, si f fuera

holomorfa seŕıa constante aśı que f debe tener por lo menos un polo. Como el único polo permitido

por D es p, f tiene un polo en p, pero no en q. Entonces f(p) 6= f(q) yM(X) separa puntos de X.

Considérense ahora los divisores Dn = n·p. Siendo K un divisor canónico, por el corolario V.18,

deg(K) = 2g−2. Si n > 2g−2, deg(K−Dn) < 0 aśı que el lema V.24 implica que L(K−D) = {0}.
Por la ecuación VII.1,

dimL(Dn) = deg(Dn) + 1− g + dimL(K −Dn)

= n+ 1− g,

99



100

para todo n > 2g − 2. Entonces, dimL(Dn+1) − dimL(Dn) = 1 para todo n > 2g − 2. Por ello,

existen fn ∈ L(Dn) \ L(Dn−1) con ordp(fn) = −n, para n > 2g − 1. Luego, la función fn/fn+1

tiene ordp(fn/fn+1) = 1 y, por el lema III.40, multp(fn/fn+1) = 1. Por lo tanto, M(X) separa

tangentes de X.

El teorema VII.1 implica que la condición que una superficie de Riemann X sea una curva

algebraica es imprescindible para demostrar el Teorema de Riemann-Roch. Algunos autores que

demuestran la existencia de funciones meromorfas no constantes son Jost (2006) y Springer (1957).

En lugar de construir estas funciones directamente, construyen primero funciones armónicas y

demuestran un teorema similar al de Dualidad de Serre. Forster (1981), en cambio, toma un

camino más topológico. Su trabajo se basa en espacios cubierta y haces (o sheaves en inglés)

y deduce el Teorema de Dualidad de Serre como una consecuencia del Teorema de Riemann-

Roch. Una caracteŕıstica común de ambas perspectivas es la necesidad de técnicas de homoloǵıa o

cohomoloǵıa y la construcción que se utiliza en la demostración del teorema II.33. De cierta forma,

se puede decir que el teorema VII.1 implica que el Teorema de Riemann-Roch requiere resultados

no triviales, como la construcción de funciones meromorfas no constantes, o un camino totalmente

distinto como el topológico de Forster (1981) y los haces.

B. Mapeos holomorfos y género

El propósito principal del Teorema de Riemann-Roch es calcular la dimensión de los espacios

de funciones o formas diferenciales. Ya se usó para calcular la dimensión de algunos espacios L(D)

en la prueba del teorema VII.1. Ahora se usa para calcular la dimensión de un espacio de formas

diferenciales.

Proposición VII.2. Sea X una superficie de Riemann compacta de género g. Entonces dim I(0) =

g.

Demostración. Por el corolario VI.5, dim I(−D) = dimL(D+K). Como L(0) ∼= C, dimL(0) = 1.

Sustituyendo D = 0 y estas igualdades en el Teorema de Riemann-Roch, se obtiene

dim I(0) = dimL(0)− deg(0) + g − 1 = g.

La proposición anterior es útil por muchas razones. En este caso, permite demostrar que el

género induce una jerarqúıa en las superficies de Riemann.

Teorema VII.3. Sean X, Y superficies de Riemann compactas de géneros g′ y g, respectivamente.

Si existe un mapeo holomorfo F : X → Y , entonces g′ ≥ g.
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Demostración. Por la proposición VII.2, existen g formas holomorfas linealmente independientes

sobre Y , digamos η1, . . . , ηg. Sea ωi = F ∗(ηi) el pullback de ηi, para i = 1, . . . , g. Eĺıjanse cartas

locales φ : U → V sobre X y ψ : U ′ → V ′ sobre Y , con coordenadas inducidas z y w, tales

que F (U) ⊂ U ′. Sean w = h(z) y fi(w)dw las formas locales de F y ηi en términos de estas

coordenadas. La forma local de ωi es fi(h(z))h′(z)dz.

Considérese una combinación lineal
∑g
i=1 ciωi = 0, que, reescrita en términos de coordenadas

locales, es
g∑

i=1

cifi(h(z))h′(z)dz = 0.

Por el lema II.18, h′(z) 6= 0. Como h′(z) es un factor común en la ecuación anterior, se tiene

que (
g∑

i=1

cifi(h(z))

)
dz = 0,

que equivale a
g∑

i=1

cifi(h(z)) = 0.

Reemplazando w = h(z), esto implica que la forma local de la combinación lineal
∑g
i=1 ciηi

en términos de w es 0. Como esto vale para cualquier coordenada local w y η1, . . . , ηg son lineal-

mente independientes, los coeficientes ci deben ser todos 0. Entonces, ω1, . . . , ωg son linealmente

independientes y g′ = dim I(0) ≥ g, como se queŕıa.

El teorema VII.3 dice que un mapeo holomorfo puede disminuir el género de una superficie

de Riemann, pero no lo puede aumentar. Esto refuerza la idea de que el género clasifica a las

superficies de Riemann y conecta a una superficie con aquellas de género menor.

C. Puntos de Weierstrass
Proposición VII.4. Sean X una superficie de Riemann compacta de género g = 1 y p ∈ X. No

existe una función meromorfa f sobre X que tenga un polo simple en p y sea holomorfa en X \{p}.

Demostración. Sean D = 1 · p y K un divisor canónico. Por el corolario V.18, deg(K) = 0. Por el

lema V.24, como deg(K −D) = −1, dimL(K −D) = 0. Por el Teorema de Riemann-Roch,

dimL(D) = deg(D) + 1− g + dimL(K −D) = 1.

Nótese que L(D) contiene a las funciones constantes, un espacio de dimensión 1. Por lo tanto,

L(D) es exactamente el espacio de funciones constantes y no puede existir la función f .

La proposición anterior es un ejemplo de un tipo de funciones meromorfas que no se pueden

construir en una superficie de Riemann compacta. Esto se puede generalizar. Sean f1, . . . , fn fun-

ciones holomorfas definidas en un abierto V ⊂ C. El wronskiano W (f1, . . . , fn) se define como el
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determinante de la matriz 


f1 f2 · · · fn

f ′1 f ′2 · · · f ′n
...

...
...

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 · · · f

(n−1)
n




W (f1, . . . , fn) es idénticamente 0 en V si, y solo si, f1, . . . , fn son linealmente dependientes sobre

C. Esta idea se adapta a las superficies de Riemann X de género g > 0. Por la proposición VII.2,

sea ω1, . . . , ωg una base del espacio I(0) de formas holomorfas sobre X. Se elije una coordenada

local z y la forma local de ωi se escribe como fi(z)dz. Def́ınase el wronskiano de ω1, . . . , ωg en

términos de z como

Wz(ω1, . . . , ωg) := W (f1, . . . , fg).

Utilizando inducción sobre g y propiedades de determinantes, es posible demostrar que si w es

otra coordenada local y z = T (w) la función de transición, entonces

Wz(ω1, . . . , ωg) = (T ′)NWw(ω1, . . . , ωg),

donde N =
g(g + 1)

2
. Si ω̃1, . . . , ω̃g es otra base de I(0), entonces existe una constante c ∈ C tal

que

Wz(ω1, . . . , ωg) = cWz(ω̃1, . . . , ω̃g).

Gracias a estas dos propiedades, y al hecho que T ′ 6= 0 por el lema II.18, se puede definir un

punto de Weierstrass como un punto p ∈ X tal que el wronskiano W (ω1, . . . , ωg) tiene un cero en

p para alguna coordenada local z y alguna base ω1, . . . , ωg de I(0).

Sea f una función meromorfa sobre X que tenga exactamente un polo p de orden máximo g.

Springer (1957) muestra que los únicos puntos para los cuales existe tal función f son los puntos

de Weierstrass. En el caso g = 0, por definición, la superficie X no tiene puntos de Weierstrass;

por la proposición VII.4, si el género de X es 1, X no tiene puntos de Weierstrass. Para g ≥ 2 se

sabe que la cantidad de puntos de Weierstrass está entre 2g+ 2 y (g− 1)(g+ 1). Además, Springer

(1957) y Jost (2006) utilizan las propiedades de los puntos de Weierstrass para demostrar otro

teorema de clasificación de superficies de Riemann.

Teorema VII.5. Para toda superficie de Riemann compacta X de género g ≥ 0, existe una

equivalencia conforme entre X y un espacio cubierta de la esfera de Riemann con g + 1 hojas.

La definición de superficie de Riemann es, al principio, muy abstracta. El poder del teorema

anterior radica en que provee una forma concreta de visualizar superficies de Riemann y un v́ınculo

entre estos objetos y la definición usual de curvas algebraicas (un espacio topológico que surge a

partir de un polinomio f(x, y) = 0). La demostración de este teorema va más allá de los objetivos
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de este trabajo y el lector interesado puede consultarla en el libro de Griffiths (1989). En todo

caso, espero que estos ejemplos en particular, y la tesis en general, sirvan de motivación para

los estudiantes de pregrado con interés en adentrarse en el estudio de la teoŕıa de superficies de

Riemann.
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Fulton, W. 2008. Algebraic Curves. 3a edición. Nueva York: Addison-Wesley. 129 páginas.
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Jost, J. 2006. Compact Riemann Surfaces. Nueva York: Springer-Verlag. 282 páginas.
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