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PREFACIO

Terence Tao dice que la formacién de un estudiante de matemaéticas se puede dividir en tres
etapas. La primera es una etapa de intuicién en la que la matemadtica se ensefia informalmente. Los
conceptos se introducen a través de ejemplos y se enfatiza el resolver operaciones. El aprendizaje se
da mas por intuicién; se sabe que las propiedades que uno aprende funcionan mas no necesariamente
por qué. La segunda etapa es la etapa de rigor matemdtico, en la que se empieza a estudiar
la matematica “de verdad”. En esta etapa, una clase tipica consta de definiciones, teoremas y
demostraciones. Ahora es necesario, no solo conocer las propiedades, sino saber por qué funcionan
y ser capaz de demostrarlo. La ultima etapa es la de pos-rigor. Podria decirse que es la mezcla
de las dos anteriores y es cuando un matemadtico alcanza la madurez. El estudiante puede usar
su intuicion para demostrar y entender la teoria y es capaz de sustentarlo con pruebas rigurosas
si es necesario. El énfasis en esta tltima etapa es nuevamente la intuicién y ser capaz de ver el
panorama general de una teoria, en lugar de un conglomerado de teoremas. (Tao, s.f.)

De acuerdo con esta clasificacion, creo que esta tesis entra por lo menos en la etapa de rigor
(la segunda), aunque quizds estd con un pie en la tercera. Queria escribirla de forma que fuera
accesible a estudiantes de pregrado, que explicara la idea detras de las demostraciones y diera
el marco general de la teoria. También debia fundamentar formalmente todos los pasos y evitar
frases como “es obvio que”. Aunque si utilizo este tltimo recurso, confio en haber dejado suficiente
trasfondo para que el lector pueda terminar los detalles que falten (la frase también tiene sus usos,
a pesar de lo que uno pueda pensar cuando estd en la transicién entre la etapa de intuicién y rigor).

Es importante aclarar que la fuente principal de este trabajo es el libro de Miranda (1995). Su
redaccién amigable y detallada me hizo preferirlo frente a otras fuentes. Considero que el valor
de esta tesis es, de acuerdo con el parrafo anterior, haber llenado los detalles que “se dejaban al
lector” en muchas demostraciones. No estoy seguro de haber logrado la componente de intuicién
que buscaba, pero confio que expliqué bien los primeros capitulos de forma que el lector pueda
construir su propia intuicién en los capitulos posteriores y que pueda estudiar otros textos ma&s

avanzados con facilidad.



VI



INDICE

Pagina

Prefacio . ... .. Y
Lista de figuras . ... ... IX
Resumen . . ... X1
L Introduccidn . . ... .. 1
II.  Topologia de variedades . . ... ... ... 3
A Definiciones baSICaS . . . . . . . 3

B Ejemplos de variedades ... ....... ... 6

C. Superficies de Riemann ... ....... ... e 10

D Ejemplos de superficies de Riemann ... .......... ... ... 14

E Teoremas importantes de variedades y superficies. .. ........ ... ... ... .... 15

ITI. Funciones sobre superficies de Riemann . ........... ... ... . . ... . . . . o, 21
A. Funciones de valores complejos sobre superficies de Riemann . ................. 21

B.  Funciones entre superficies de Riemann. . ... ............... ... ... ... ...... 25

C. Propiedades de los mapeos holomorfos ........ ... ... ... ... ... . ... ... ... 27

1. Series de Laurent . ... ... ... . . 28

2. Teoremas heredados del andlisis complejo . ......... ... . ... ... ..... 31

3.  Funciones meromorfas y mapeos holomorfos en la esfera de Riemann . . ... .. 32

4. Forma normal y multiplicidad de un mapeo holomorfo .................. 33

D.  Funciones entre superficies de Riemann compactas . .. ............. ... ....... 36

1. Férmula de Riemann-Hurwitz ........ ... ... .. ... . 38

IV. Formas diferenciales e integrales. .. ... ... ... . . 41
A, Formas diferenciales. . . ... ... 41

1. Formas diferenciales definidas en un atlas ................ ... ... ..... 42

2. Orden de 1-formas meromorfas. . .. ........ . ... .. ... 45

3. 2-formas diferenciales .. ...... .. 47

B.  Operaciones con formas diferenciales. . .......... ... ... . . ... .. 48

1. Producto exterior de 1-formas diferenciales . .......................... 48

2. Diferenciales de funciones y 1-formas . ............. ... ... ... . ... 49

3. Pullback de formas diferenciales . .. ...... ... .. ... 52

C.  Integracion . . ... ... 53

1. Integrales de 1-formas. ... ... ... ... 54



2. Residuos . ... e 60

3. Integrales de 2-formas. . ... ... . 60

4. Cadenas . ....... ... 61

D. Resultados importantes . ... ... ... 62

V. Divisores y curvas algebraicas. . ... ... 65
AL DIVISOTES . .ottt 65

1. Divisores principales y divisores canOmnicos . . . . ... .......uuuueeeeao. .. 66

2. Equivalencia lineal de divisores . ......... ... .. .. ... . . .. 69

3. Espacios de funciones y 1-formas meromorfas asociados a un divisor ....... 71

4. Cota superior para la dimensién de L(D) ....... .. ..., 74

B.  Curvas algebraicas . ... .. ... 75

1. Funciones meromorfas con comportamiento prescrito ................... 76

2. M(X) como extensiéon del campo C.......... .. ... ... ... ... 79

C. Divisores de truncamiento de Laurent . .. ...... .. ... .. ... .. 83

1. Mapas de truncamiento . ........... ... ... 84

2. Espacio HY (D) .ot 85

VI. Teorema de Riemann-Roch . ....... ... .. . . . . . . . . 93
A, Aplicacion residuo . ... ... 93

B. Dualidad de Serre . . ... ... 94

C. Segunda forma del Teorema de Riemann-Roch . .............. ... . ........ 97

VI ApHCACIONES . .. oo e e 99
A. Superficies de Riemann y Teorema de Riemann-Roch........................ 99

B.  Mapeos holomorfos y género ... ... . 100

C. Puntos de Weierstrass . . ........ .. 101

VIII. Bibliografia . ... ... 105

VIII



Indice de figuras

I1.1. Vecindades de un punto homeomorfas a abiertos de R™. .. ....................
I1.2. Toro generado al girar un anillo alrededor de un punto. .. ....................
I1.3. Toro generado al pegar los lados opuestos de una hoja de papel. ...............
I1.4. Traslacién del conjunto P’ a Ps. .. ...ttt
I1.5. Cartas locales y funcién de transicidn ... ............ .. .. ...
I1.6. Posibles triangulaciones de un toro. . . ...t
I1.7. Intersecciones prohibidas en una triangulacion . ........ ... ... ... ... .......
I1.8. Ejemplos de suma conexa de toros ............. ... ..

I1.9. Definicién de orientacién antihoraria usando e27t.

II1.1. Forma local de un mapeo entre superficies de Riemann ......................

IX






RESUMEN

En este trabajo se presenta una demostracién del Teorema de Riemann-Roch sobre superficies
de Riemann definidas como variedad compleja de dimensién 2. Se comienza definiendo variedades
y se enuncian sin demostracién teoremas acerca de triangulaciones, caracteristica de Euler y géne-
ro. Con esta base, se desarrolla la teoria de funciones meromorfas y de formas diferenciales sobre
superficies de Riemann. Los resultados mas importantes son los teoremas de Riemann-Hurwitz y
del Residuo. Luego de construir esta base, se definen divisores y sus espacios vectoriales asociados.
A pesar de que la existencia de funciones meromorfas no constantes en una superficie de Riemann
compacta es un paso vital, la demostraciéon es muy extensa. Por ello, el trabajo se limita a un tipo
particular de superficie de Riemann, las curvas algebraicas. En este nuevo contexto, se encuentran
funciones meromorfas con series de Laurent prescritas en una cantidad finita de puntos y se de-
muestran cotas para la dimensién de los espacios asociados a un divisor. Finalmente, se demuestra
el resultado principal utilizando el Teorema de Dualidad de Serre.

En el dltimo capitulo se presentan aplicaciones del Teorema de Riemann-Roch. Se demuestra
que las tnicas superficies de Riemann en las que vale el resultado principal son curvas algebrai-
cas. Se demuestra una relacién entre dos superficies de Riemann entre las que existe un mapeo
holomorfo y su género. Se definen puntos de Weierstrass y se finaliza enunciando un teorema que

caracteriza las superficies de Riemann como espacios cubierta de la esfera.
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. INTRODUCCION

El renombrado David Hilbert decia que los problemas son el elemento vital de la matematica.
De acuerdo con este criterio, la geometria algebraica es uno de los candidatos para ser la teoria
perfecta. Junto con la teoria de numeros, ambas ramas requieren herramientas de practicamente
cualquier otro campo de la matematica y viceversa. Hoy en dia la geometria algebraica es el vinculo
entre conceptos aparentemente distantes. (Dieudonné, 1972)

Un ejemplo de este amalgama de ideas matemaéticas es el Teorema de Riemann-Roch, que da
una relacion entre la dimension de ciertos espacios de funciones meromorfas y el género del do-
minio. El propio enunciado del teorema involucra algebra, andlisis y topologia. En consecuencia,
el camino hacia este resultado requerirda muchas herramientas. Las variedades proveen el ambien-
te idéneo para empezar este recorrido. Familiarizados con su topologia iniciaremos el estudio de
funciones sobre superficies de Riemann. Aqui aparece el primer vinculo entre dos ramas distintas.
Al conferir informacion geométrica a los puntos que tienen informacién analitica nace la férmula
de Riemann-Hurwitz, la relacién entre el andlisis y la topologia. Por otro lado, los conjuntos de
funciones también contienen informacién algebraica. El Teorema del Residuo, fruto de la teoria
de integracion, serd una pieza clave para relacionar esta informacién algebraica con la topolégica.
Finalmente el Teorema de Dualidad de Serre proveerd el tltimo eslabén para unir toda esta infor-
macién en el Teorema de Riemann-Roch.

El Teorema de Riemann-Roch requiere mucho trabajo, pero este esfuerzo es bien recompensa-
do. La informacién local de una variedad no siempre puede usarse para conocer sus propiedades
globales, pero el Teorema de Riemann-Roch disminuye la dificultad de este problema en el caso
de las superficies de Riemann compactas. Ademads es el puente que une la definicién moderna de
superficie de Riemann y el concepto original que el mismo Riemann forjé. Asi que mas que un
vinculo, el Teorema de Riemann-Roch es una componente fundamental de la teoria de superficies

de Riemann.






I[I. TOPOLOGIA DE VARIEDADES

El principal objeto de estudio de este trabajo son funciones sobre superficies de Riemann.
Estas superficies pertenecen a una clase de espacios mas general, las variedades. Informalmente,
una variedad es un espacio topoldgico que localmente “se ve” como un espacio euclidiano, es decir,
R™.

Para entender el concepto de variedad, pensemos en la Tierra. Mucha gente creia que la Tierra
es plana. De hecho, si una persona observa el suelo a su alrededor, ve que este es plano. Si viaja
podria encontrar montanas, valles, barrancos y otras imperfecciones, pero si ignora estos accidentes
geograficos, puede ver que la forma del suelo es esencialmente plana. Hoy sabemos que la Tierra es
(casi) esférica. Por esto, usar el primer razonamiento para concluir que la Tierra completa es plana
es un error. La persona solo estd viendo lo que esté cerca de ella, asi que no puede dar conclusiones
sobre la forma completa del planeta. Esta es la caracteristica fundamental de las variedades. En
vecindades pequenas de un punto, la variedad tiene una forma conocida, aunque la forma global
sea distinta. En el caso de la Tierra, nuestros alrededores se ven planos (es decir, como R?) y

sabemos que su forma es realmente una esfera.

A. Definiciones bésicas
Ya con un primer ejemplo de variedad, esta definicién formaliza la intuicién que se acaba de

presentar.

Definiciéon II.1. Un espacio localmente euclidiano de dimensidn n es un espacio topologico X tal

que todo punto x € X tiene una vecindad abierta U homeomorfa a un abierto de R™.

Figura II.1: Vecindades de un punto homeomorfas a abiertos de R".

X

Ejemplo II.2. Cualquier abierto U C R"™ con la topologia subespacio heredada de R™ es un
espacio localmente euclidiano de dimensién n. Para cualquier punto z € U, U es una vecindad de

x abierta en R™. O



Ejemplo I1.3. Inspirados en que la Tierra es muy parecida a una esfera, el siguiente ejemplo es
la esfera S? = {(z,y,2) € R3 | 22 + y? + 2% = 1} con la topologia de subespacio de R3. Sean
N = (0,0,1), P = (0,0,—1) € S%. Como R? es Hausdorff, S? también lo es, as{ que los conjuntos
de un solo punto son cerrados. En particular, {N} y {P} son cerrados por lo que S?\ {N} y
52\ {P} son abiertos en S2.

Considérense las funciones ¢1 : 2\ {N} — R? y ¢ : 5%\ {P} — R? definidas por

e (7o)

1—2"1—2

(T Y
¢2(xvy7z)_(l+za 1—|—Z>

Noétese que ambas son funciones racionales cuyos denominadores no se anulan en sus respectivos

dominios y, en consecuencia, continuas. Por el mismo razonamiento, sus inversas

_ 2u 2v w402 -1
o o) = )

w2+ 1w 4+024+1" w2 +02+1

o7 w0 =

2u —2v 1—u?—o?
w42+ 1w+ + 17w+ 02+ 1

también son continuas y estdn definidas en todo R?, asf que ¢; y ¢ son sobreyectivas. Si ¢1 (21, y1, 21) =

1—z 1—29

¢1(x2,Y2, 22), entonces xo = =21y Y2 = =241 Por tanto

L= +y3 + 2

De aqui,

0 1—22)2(1725)7(1*2’1)2(1*25)

(
=1 —2)(1 —22)[(1 —22)(1 4+ 21) — (1 = 21)(1 + 22)]

(1 =21)(1 = 22)(21 — 22). (IL.1)

Tanto z; como zp son diferentes de 1 pues (z1,y1,21), (T2,¥2,22) € S?\ {N}. Por ello, la
unica solucién de (I1.1) es z; = 22, que conlleva ©1 = x2 y y1 = y2. Esto implica que ¢ es
inyectiva. Un razonamiento andlogo muestra que ¢ también es inyectiva. Por lo tanto, ¢ y ¢2 son
homeomorfismos de sus respectivos dominios con R?. Finalmente, como S? = (S2\{N})U(S?\{P}),

cualquier punto de la esfera tiene una vecindad homeomorfa a R2. En conclusién, S? es un espacio



localmente euclidiano de dimension 2. O

Ejemplo I1.4. Sea M = R,; x R, donde R, denota el conjunto de niimeros reales con la topologia
discreta. Sea (a,z) € M. En Ry, {a} es abierto, as{ que U = {a} x R es una vecindad abierta de
(a,2) en M homeomorfa a R. Entonces, M es un espacio localmente euclidiano de dimensién 1.

Por otro lado, si (a, z), (b,y) € M son distintos, tenemos dos opciones:
= Sia#b, {a} x Ry {b} x R son vecindades disjuntas de (a,z) y (b, z), respectivamente.

= Sia=by x #y, como R es Hausdorff, existen U, V vecindades disjuntas de x, y, respectiva-

mente. Con ellas, {a} x U y {b} x V son vecindades disjuntas de (a,x) y (b,y).

Estos dos casos muestran que M es Hausdorff. Ahora bien, M no es segundo enumerable. Sean B
una base de M y = € R. El conjunto {z} x R es un abierto de M, asi que B debe contener un
abierto B, tal que z € B, C {z} xR. Entonces el conjunto no enumerable de abiertos { B, | z € R}

estd contenido en B, causando que B tampoco sea enumerable. O

Ejemplo I1.5. Considérese el conjunto Rpx1 = (R x {0}) U (R x {1}), formado por dos copias
de la recta real. Los abiertos de este espacio son los conjuntos de la forma (U x {0}) U (V x {1}),
donde U, V son abiertos de R en la topologia usual. Definase una relacién de equivalencia mediante
(z,0) ~ (z,1) para todo = # 0 y dendtese al espacio cociente como Ry = Ryx1/ ~. El mapa cociente
correspondiente f : Rox; — Rg estd definido por f(z,i) = [z] para © # 0y f(0,7) = {(0,4)} para
1 =0, 1. El espacio Rq se llama la recta con dos origenes.

Si [z] € Ry es la clase de equivalencia de x € R\ {0} y U es una vecindad de z en R, f(U x {0})
es una vecindad de [z] homeomorfa a U. En cambio, si z = 0, f(U x {0}) es una vecindad de
{(0,0)} e Ry y f(U x{1}), de {(0,1)} € Rg; ambos conjuntos son homeomorfos a U. Por lo tanto,
Ry es localmente euclidiano de dimensién 1.

Por otro lado, Ry no es Hausdorff. De hecho, no podemos separar a (0,0) y (0,1) mediante
abiertos. Si tomamos vecindades arbitrarias U de (0,0) y V de (0, 1), existen U’ y V' vecindades
de 0 en R tales que f(U' x {0}) = U y f(V' x {1}) = V. Sin embargo, U' N V' # @ implica
Unv #0. 0

Estos ejemplos muestran casos extranos de espacios localmente euclidianos. En el ejemplo 11.4,
el plano R? se separé en infinitas fibras {z} x R. El espacio del ejemplo IL.5 es una sola recta que
tiene dos ceros infinitamente cerca que no se pueden separar. Como las variedades (y en particular,
las superficies de Riemann) son objetos “naturales”, la definicién de espacios localmente euclidianos

se refina para excluir estos casos patoldgicos.

Definicién I1.6. Un espacio topolégico X es una variedad topoldgica de dimension n (o n-variedad
topoldgica) si X es localmente euclidiano de dimensién n, Hausdorff y segundo enumerable. En

particular, una variedad de dimensién 2 se llama superficie.



Observacion. Es necesario hacer dos comentarios a la definicién I1.6. Primero, existen varios tipos
de variedades dependiendo de las propiedades adicionales que el espacio X o sus funciones puedan
tener. El objeto de estudio de este trabajo son las superficies de Riemann, que son claramente
distintas de las variedades topoldgicas. Segundo, por razones de simplicidad el estudio se restringe
a variedades conexas. Si se desea comprobar alguna propiedad de una variedad disconexa, se
demuestra primero en espacios conexos y después se aplica a cada componente. Dicho esto, en este
estudio las variedades topoldgicas conexas de dimensién n seran llamadas simplemente variedades

de dimensién n o n-variedades.

B. Ejemplos de variedades
Ejemplo II.7. R" con la topologia usual, ademas de localmente euclidiano de dimensiéon n, es

Hausdorff y segundo enumerable; en consecuencia, R™ es una variedad de dimensién n. O

Ejemplo II.8. El plano complejo C es homeomorfo a R? y, por lo tanto, es una variedad de

dimensién 2 o una superficie. O

Ejemplo II.9. La esfera S? del ejemplo I1.3 es un subespacio de R? y, como tal, es Hausdorff y
segundo enumerable. También es un espacio localmente euclidiano de dimensién 2, asi que S? es

una 2-variedad. O

Ejemplo I1.10. La recta larga del ejemplo I1.4 no es segundo enumerable y la recta con dos
origenes del ejemplo I1.5 no es Hausdorff. Ambos son localmente euclidianos, pero ninguno es una

variedad. O

Ejemplo I1.11 (Toro complejo). En este ejemplo se define un espacio topoldgico conocido como
toro, o toroide de dos formas distintas. La primera forma es como una superficie de revolucion
generada por la rotacién de una circunferencia S* alrededor de un punto fuera de ella. Esto genera
el espacio de la figura II.2.

El segundo definicién inicia con una hoja de papel. Al pegar los lados opuestos se obtiene un
cilindro. Si luego se pegan los extremos abiertos del cilindro uno con otro, nuevamente se obtiene
el toro (figura I11.3).

Para formalizar la segunda definicién, se eligen wy,ws € C dos nimeros complejos linealmente
independientes sobre R. Sea L = Zwy + Zws = {miwi + maws | m1,mo € Z} el reticulo generado
por {wi,ws}. L es un subgrupo normal del grupo aditivo abeliano C. Sean, entonces, X = C/L
el grupo cociente y 7 : C — X la proyeccién canénica. X se dota con la topologia cociente: U es
abierto en X si y solo si 771(U) es abierto en C. Se mostrard que esta definicién corresponde con
la idea intuitiva de pegar los bordes de una hoja de papel.

Sean P = {M\w; + daws | A, A2 € [0,1]} y P/ = {Mwi + Aaws | A1, A2 € [0,1)}. P es un

paralelogramo cerrado. Su “base” es wj y su “altura’, ws. P’ es el mismo paralelogramo con los



Figura II.2: Toro generado al girar un anillo alrededor de un punto.

Sl

Circunferencia generadora

Eje de rotacion

Figura I1.3: Toro generado al pegar los lados opuestos de una hoja de papel.

Fuente: http://365daysofpattern.blogspot.com/2013/04/tiling-on-torus.html



bordes superior y derecho removidos. Como wy,ws son linealmente independientes sobre R, forman
una base para el espacio vectorial C. Asi, para todo z € C, existen s,t € R tales que z = swy + tws.
Sean my = |s| y ma = |t]. Escribiendo de forma tinica s = mj + A1, t = ma + A2, con my,mg € Z
v A1, A2 € [0,1), se observa que z = (Mwi + Aows) + (Miwy + maws) € (A1w1 + Aaws) + L. Es
decir, z es congruente a un tinico punto de P’ médulo L. En otras palabras, P’ es el conjunto de
representantes candnicos del grupo cociente X.

Ahora, jqué sucede con los puntos de P\ P’ = {\w; + daws € P | Ay =10 Ay = 1}7 Sean
A1 €10,1) y A2 = 1. El punto z; = Ajw; + Aawg € P\ P’ es congruente a zg = Ajw; € P’ médulo
L. En otras palabras, el mapa cociente manda z; y 2o al mismo punto, lo que corresponde con la
idea intuitiva de “pegar” el borde superior de P con su borde inferior. Andlogamente, 7 pega el
borde derecho de P con el borde izquierdo. Efectivamente, X cumple con la segunda descripcién
de un toro.

A continuacién se exploran las propiedades topolégicas de X. Sea V' C C cualquiera. x €
Uper(w +V) <= existen w € L, v € V tales que 2 = w +v <= existe v € V tal que

m(z) = n(v) < z € r }(m(V)). Entonces,

aH(w(V)) = U (w+V). (I1.2)
weL

En particular, si V' es abierto, w+ V es una traslacion de V' y, por ende, es abierto. Asi, el lado
derecho de la ecuacién (I1.2) es abierto por ser unién de abiertos, mostrando que 7= (7(V)) C C
es abierto. Por definicién de abiertos en X, (V') también lo es. Por lo tanto, 7 es un mapa abierto.

Sea ¢ = nf m Si z,y € L son distintos, x —y € L\ {0} y |x —y| > 4 > 2e. Sea

zeL\{0} 4

D., = B:(zp) una bola centrada en algin z; € C. La distancia méxima entre cualquier par de
puntos de D, es menor que 2¢, asi que D, no puede contener dos puntos distintos de L. Como 7
es una funcién continua, sobreyectiva y abierta, su restriccion | D., también lo es. Ahora bien, si
z,y € D, son tales que 7|p, (z) = 7|p. (y), entonces = y + w para algin w € L. Sin embargo,
si w # 0 entonces 2 < |w—0| = |z —y| < 2¢, una contradiccién. La tnica opcidn restante es w = 0,
es decir, x = y. Esto quiere decir que 7| D., es inyectiva. Por ende, 7| D., €S un homeomorfismo
entre el disco D,, y un abierto de X.

Por sobreyectividad de 7, para todo € X existe z € C tal que m(x) = Z. Por el razonamiento
del pérrafo anterior también existe un disco D, que contiene a z tal que 7|p,(D,) es un abierto
en X homeomorfo a D,. Como D, es homeomorfo a un abierto de R?, 7|p, (D, ) es una vecindad
de Z homeomorfa a R?, por lo que X es un espacio localmente euclidiano de dimensién 2.

Como C es conexo, P compacto y X = n(C) = n(P) es su imagen bajo la funcién continua m,

X también es conexo y compacto. C es segundo enumerable y X es un espacio cociente de C, asi

que X también es segundo enumerable.



Se muestra ahora que X es Hausdorff. Sean T y § elementos distintos de X. En P’ existen
T = Mwi + Aws y ¥y = piwy + pows elementos distintos tales que 7(z) = Z y w(y) = §. Para

i = 1,2 se definen:

1—pi
2

1-X

6; = 5 sip; =0

0 si A\ju; # 0.

Si)\izo

Notese que si \; = u; = 0, §; toma el valor % sin ambigiiedad. Sea § = dyw; + Jows y considérese
el conjunto Ps; = —6 + P’. La idea es trasladar el paralelogramo P’ lo suficiente para que si z o y
no estédn en int(P’), entren en int(P;s); pero no demasiado para que si x o y ya estdn en int(P’),

salgan de int(Ps) (ver figura I1.4).

Figura I1.4: Traslacién del conjunto P’ a Ps.

Pl

En efecto, sustituyendo \; = \; + d; se obtiene

xr = )\1(,01 + )\20)2

=04 (A1 + 61)w1 + (A2 + §2)wo

=8+ (MNw1 + Nyws).

De la misma forma, p) = p; + 6; produce y = —0 + pjwy + phwe. Si A; =0, §; = 1_2“"' < % asi que

N € (0,1). SiA; #0,6; € {0,152}, por lo que \; € {);, 1£2} € (0,1). Un razonamiento andlogo

muestra que p); € (0,1) de forma que z,y € int(Ps). Entonces, existen abiertos U, V' C int(Ps) tales
quez € U,y € Vy, como C es Hausdorff, U NV = . Ademas, existen discos D, y D, tales que
7|p, ¥ 7|p, son homeomorfismos y, si su radio es suficientemente pequefio, D, C U y D, C V.

Ademds, al igual que P’, Ps es un conjunto de representantes para las clases de equivalencia de C/ L.
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Por ello, 7|p, es inyectiva y n(D;) y m(D,) son vecindades disjuntas de Z y ¢, respectivamente.
Por lo tanto, el toro X es Hausdorff y, con ello, también es una variedad compacta de dimensién

2. O

C. Superficies de Riemann

El dominio de las funciones holomorfas son subconjuntos del plano complejo. Las variedades que
se han trabajado hasta el momento son reales solamente, en el sentido que el espacio es localmente
homeomorfo a R™. Ahora se cambia a un ambiente complejo. Como C es una superficie en si
mismo, los objetos que se trabajan de ahora en adelante también son variedades, pero el cambio

es necesario porque las funciones de variable compleja tienen propiedades que las reales no.

Definiciéon I1.12. Sea X un espacio topoldgico. El homeomorfismo ¢ : U — V entre abiertos
U C X yV CC de la definicién I1.1 se llama carta local compleja de X. Al escribir z = ¢(x), para
x € U, se dice que z es la coordenada local inducida por ¢. Si ¢(p) = 0 para algin p € U, la carta

¢ estd centrada en p.

Una ventaja de hacer explicito el homeomorfismo ¢ : U — V C C es la coordenada local
inducida por ¢. La carta ¢ asigna un nimero complejo z = ¢(z) € V a todo € U. Intuitivamente,
el hecho de que U sea homeomorfo a V significa que la forma de ambos conjuntos es esencialmente
la misma. Esta similitud permite describir la posicién de x (adentro de U) mediante el nimero
complejo z. Mas adelante, en el estudio de funciones entre superficies de Riemann se le saca el
mayor provecho a las coordenadas locales. Por ahora, la mejor forma de entenderlas es con el

siguiente ejemplo.

Ejemplo I1.13. C es una superficie y, en particular, es homeomorfo a R?. La representacién
geométrica de ambos es un plano. En R?, un punto P estd representado por una coordenada z y
una coordenada y. En C, un nimero complejo z = x + iy es representado por un punto de R2,
cuya abscisa es la parte real de z y la ordenada, la parte imaginaria de z. Es decir, z se representa
como el punto (z,y) de R?. Asf, la funcién ¢ : C — R? definida por 1(z) = (Re(z),Im(z)) (que de
hecho es un homeomorfismo) representa al nimero complejo z mediante dos coordenadas reales.

Las cartas complejas juegan el mismo papel. La funcién inversa de v es el homeomorfismo ¢ :
R? — C que le asigna el nimero complejo z = x + iy al punto P = (x,y) € R%. Al igual que 2z € C
puede ser representado con coordenadas reales, el punto P € R? puede ser representado en el plano
complejo usando una coordenada compleja. Asi como 9 le da dos coordenadas reales a un nimero

complejo, ¢ le da una coordenada compleja a un punto de R2. O

Ejemplo I1.14. En el ejemplo I1.3 se dan homeomorfismos explicitos entre abiertos de la esfera
S? y abiertos de R?. En virtud de la equivalencia entre R? y C, estos homeomorfismos se pueden

reescribir como cartas locales complejas. Asi, se definen ¢ : S?\ {N} - Cy ¢2: S?\ {P} —» C
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Y

1—z+ 1—2z2
T .y

1+2z Z1—|—z

P\ (z,y,2) =

Py (2, y,2) =

La tnica diferencia con el ejemplo I1.3 es que el punto (u,v) de R? cambié por el nimero

complejo u + iv. O

Ahora bien, el ejemplo anterior muestra que un punto puede recibir varias coordenadas distintas.

De hecho, a excepcién de N y P, todo punto de S? recibe dos coordenadas distintas, una dada por
| v otra por ¢}. La definicién de funciones sobre variedades depende de las coordenadas locales, por
lo que es necesario que sus propiedades (en particular, diferenciabilidad) no cambien sin importar

la coordenada utilizada. Esto se logra delimitando el tipo de cartas complejas admitidas.

Definicién I1.15. Sean ¢; : Uy — Vi y ¢o : Us — Vi cartas locales complejas en X. Se dice que

@1 es compatible con ¢o si Uy NUs = @ o si la funcién

T=¢o0¢7" : ¢1(UNUs) = ¢2(Ur NT>)
es holomorfa. En este caso, T se llama funcidon de transicion de V; a V5.

Figura I1.5: Cartas locales y funcién de transicién

X

Si @1 y ¢o inducen coordenadas locales en abiertos de X, T representa un cambio de coorde-
nadas. El dominio y la imagen de T tienen formas similares, por ser 7" un homeomorfismo, y la
transicién entre ellos es suave en el sentido que T es infinitamente diferenciable (por ser holomorfa).

Esto significa que las coordenadas inducidas por ¢, y ¢2 no son esencialmente distintas.
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Ejemplo I1.16. Sean ¢; y ¢5 las cartas locales del ejemplo I1.14. Sean U; = S?\{N}, Uy = S?\{P}
y Vi = V5 = C. Nétese que ¢1(P) = 0 y que ¢o(IN) = 0, asi que la imagen de la interseccién
Uy NU; = S?\ {N, P} bajo ¢1 y ¢2 es C\ {0}.

Las inversas de ¢1 y ¢2 tienen la misma forma que las inversas de las funciones del ejemplo II.3;
solamente hay que sustituir u = Re(z) y v = Im(z). Sise toma un z € C distinto de 0 y se simplifica,
se obtiene que T'(z) = ¢g 0 ¢ '(2) = % Como T estd definida solo en ¢1(U; NUz) = C\ {0}, es
holomorfa en todo su dominio. Por lo tanto, ¢; es compatible con ¢5. Analogamente se muestra

1
que T(z) = ¢y 0 5 '(2) = = es holomorfa en su dominio, asf que ¢y es compatible con ¢;. O
z

El dltimo paso para emular el concepto de variedad es asegurarnos que cada punto tenga una

vecindad euclidiana. Para eso se define:

Definicién I1.17. Una coleccién de cartas complejas A = {¢, : Uy, C X — V, C C} es un atlas

complejo en X si cualquier par de cartas ¢, ¢s € A es compatible entre si y X = J, Ua.

En un atlas complejo, la compatibilidad de cartas locales es simétrica: dadas ¢, 95 € A, tanto
T =¢y0 gbgl como S = ¢ 0 ¢, ! son holomorfas en su dominio. Esto implica que las funciones de
transicién son biholomorfas y que los cambios de coordenadas son reversibles. Como consecuencia

se tiene el siguiente lema.

Lema I1.18. Sea A un atlas complejo. Sean ¢o,ps € A cartas locales cualquiera y T = ¢g o ¢,

su funcion de transicion. Entonces T'(z) # 0 para cualquier z en el dominio de T.

Demostracion. Sea S = T—! = ¢, o qbgl. Como A es un atlas complejo, S es holomorfa. En el
dominio de T', (SoT')(z) = z. Derivando esta ecuacién respecto de z y usando la regla de la cadena

se obtiene S’(T'(z))T"(z) = 1. Por lo tanto, T(z) # 0 en todo su dominio. O

Ejemplo II.19. Sea X = R2. Si U es un abierto de R?, la funcién ¢y : U — C definida por
¢u(z,y) = x + iy es una carta local compleja. Ademds, si U NV # O, la funcién de transicién
T : ¢y (UNV) = ¢y (UNV) dada por T(z) = ¢prrody,' () = 2 es holomorfa. Por lo tanto, la coleccién
A = {¢v | U abierto de R?} es un atlas complejo. En particular, A" = {¢y | U = Be(z,y)}, el
subconjunto que solo tiene las funciones correspondientes a las bolas abiertas de R?, también es

un atlas complejo. O

Como muestra este ejemplo, un espacio puede tener mas de un atlas complejo asociado. En
general, decimos que dos atlas A y A’ son equivalentes si AU A’ es un atlas; es decir, si todas las

cartas de A son compatibles con todas las de A’. De hecho, tenemos el siguiente
Lema I1.20. Todo atlas complejo estd contenido en un unico atlas maximal.

Demostracion. Sean Ag un atlas complejo sobre X y A el conjunto parcialmente ordenado por

inclusion de todos los atlas equivalentes con Ag. Si T C A es un conjunto totalmente ordenado, el
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atlas 7 = (J 4o A es una cota superior de T'. Por el Lema de Zorn, A tiene al menos un elemento
maximal, es decir, un atlas A tal que A C A implica A = A. Ahora bien, cualquier otro atlas
B € A debe ser compatible con A, asi que AU B es también un atlas. Como A C AU B, tenemos
que AU B = A lo que implica B C A. En particular, Ay C Ay si B es otro atlas maximal, B C A

implica B = A. En conclusién, A es el atlas maximal tinico buscado. O

Definicién 11.21. Una estructura compleja sobre X es un atlas complejo maximal.

El ejemplo I1.19 muestra dos atlas sobre R?, el primero de los cuales es una estructura compleja,
se puede trabajar con el atlas de cartas sobre las bolas abiertas sin ningin problema. La diferencia
es simplemente practica, gracias a la flexibilidad de una estructura compleja. Por ejemplo, si
¢ : U — V es una carta local en algin atlas A, la restriccién de ¢ a cualquier W C U serd
compatible con todas las cartas que sean compatibles con ¢. Asi, aunque ¢|w ¢ A, ¢|w si estard
en la estructura compleja que contiene a A. En general, el hecho que un atlas complejo cualquiera
se puede extender a una estructura compleja permite agregar a conveniencia cualquier carta local
que sea compatible con las originales.

Este era el ultimo bloque que faltaba para definir el principal objeto de estudio de este trabajo.

Definiciéon II1.22. Un espacio topologico Hausdorff, segundo enumerable y equipado con una

estructura compleja se llama una superficie de Riemann.
Nota. Al igual que con las variedades, estudiaremos superficies de Riemann conexas tinicamente.

En virtud de la nota al inicio de esta seccién, y para justificar el estudio de variedades, tenemos

la siguiente propiedad.
Proposicion 11.23. Toda superficie de Riemann es una 2-variedad.

Demostracion. Sea X una superficie de Riemann. Por definicién, X es Hausdorff y segundo enu-
merable, asi que solo hay que verificar que sea localmente euclidiana. De hecho, como X tiene un
atlas complejo asociado, todo punto p € X pertenece al dominio de alguna carta local en el atlas.
Esta carta establece un homeomorfismo entre su dominio (que es una vecindad de p) y un abierto
de C, que a su vez, es homeomorfo a un abierto de R?. En conclusién, X es localmente euclidiano

y, por ende, una 2-variedad. O

De hecho, una superficie de Riemann es una superficie en el sentido de la definicién I1.6 (una 2-
variedad) que ademds tiene una estructura compleja. La diferencia entre una superficie “topoldgica”
y una superficie de Riemann son las propiedades extra que provienen de la holomorfia de las

funciones de transicién.
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D. Ejemplos de superficies de Riemann
En esta seccién se muestran algunos ejemplos de variedades que, con el atlas adecuado, son

superficies de Riemann.

Ejemplo I1.24. El ejemplo I1.16 muestra que las cartas locales de la esfera S2? son compatibles y,
como S? = U;UUs, A = ¢1, ¢3 es un atlas complejo. Asi, S? es una superficie de Riemann llamada

la esfera de Riemann. O

Ejemplo I1.25. C no es compacto, pero si se le agrega un punto llamado oo, se genera el espacio
Co = CU {oo} llamado plano extendido. C, tiene una topologia que extendiendo la de C. Los
abiertos son de dos tipos: los abiertos de C y los conjuntos U = Cy\ D, donde D C C es un conjunto
compacto. El Teorema 29.1 de Munkres (2000) asegura que esta coleccién es una topologia y que
Cw es un espacio compacto. Con base en una de las cartas locales del ejemplo 11.16, definamos la

funcién v : S? — C4, de la siguiente manera:

Y N
P(z,y,2) = e Ty w7 (I.3)

00 si (z,y,2) =N

Nétese que v restringida a S?\ {N} coincide con ¢y, asi que ¥ es inyectiva, sobreyectiva
y bicontinua en esa parte de su dominio. Falta verificar estas propiedades para co. De hecho,
h(N) = oo, asi que 1) es sobreyectiva. La inyectividad se mantiene porque 1(S?\ {N}) no contiene
a 00. Ahora, sea U un abierto de S? que contiene a N. D = S?\ U es cerrado y como S? es acotado,
también es compacto. Como v es un homeomorfismo en S?\ {N}, ¥(D) es compacto en Co, y no
contiene a co. Entonces V' = Co, \ (D) es un abierto de Co, que contiene a co. Mds todavia: por
inyectividad de v, 9 (U)N1y(D) = @; por sobreyectividad, )(U)U(D) = »(UUD) = 1(S?) = Cu.
Estas dos relaciones fuerzan ¢ (U) = V. Entonces v es un mapeo abierto y un razonamiento analogo
se puede usar para mostrar que si V' C C, es un abierto que contiene a oo, existe U abierto de S?
con N € U tal que U = ¢~1(V). En conclusién, ¢ es un homeomorfismo entre C, y la esfera de
Riemann. Esto demuestra indirectamente que C, es una superficie de Riemann compacta.

Para probar directamente que C, es una superficie de Riemann, se necesita un atlas complejo.
La primera carta es @1 sobre Cy, \ {00} v se define por ;1 (z) = z; este es un homeomorfismo entre
Coo \ {00} y C. Con la carta ¢, de S? se define ¢z : Coo \ {0} por @a(2) = ¢2097(2) = 1. Siendo
Yy ¢o homeomorfismos, @, también lo es. La funcién de transiciéon T(z) = g 0 o] '(2) = % tiene
dominio ¢1(Cs \ {0,00}) = C\ {0} y es holomorfa en él. Por tanto, estas dos cartas forman un

atlas complejo explicito para C. O

Nota. En virtud del homeomorfismo del ejemplo 11.25, a C., también se le llama esfera de Rie-

mann.
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Ejemplo I1.26. En el ejemplo II.11, un toro se define como el espacio cociente C/L entre C
y un reticulo L = {mjw; + maws | m1,ma € Z} generado por el conjunto linealmente inde-
pendiente {w,ws}. Intuitivamente, esto equivale a pegar los lados opuestos del paralelogramo
P = {\w1 + dows | A1, A2 € [0,1]}. También se mostré que las restricciones de la proyeccién
canénica 7|p : D — X son homeomorfismos entre un disco suficientemente pequenio D y un abier-
to de X.

De hecho, también se puede probar que el toro X es una superficie de Riemann. Para ello,
hay que encontrar un atlas complejo, que obtendremos de las proyecciones 7|p. Igual que antes,
sea € > 0 el radio de los discos que separan los puntos del reticulo L y para cada zy € C, sea
D., = Be(2). Sea ¢, : m(Ds,) = Dy, la funcién inversa de 7|p, . Como ya se mostré, 7|p,  son
homeomorfismos, de forma que ¢,, también lo es. Asi, para cualquier 2y, ¢,, es una carta local
compleja.

Lo tnico que falta mostrar es que al elegir dos puntos distintos 21 y 22, las cartas ¢1 = ¢.,, ¢2 =
¢., son compatibles. Sea U = w(D,,) Nm(D,,) la interseccién de sus dominios. Si U = O, las car-
tas son compatibles por definicién. Si no, sea T = ¢ o gbl_l la funcién de transicién. Para todo
z € ¢1(U), 7[T(2)] = 7[p2(d7*(2))] = 7[p2(7(2))] = 7(2). Entonces la funcién w(z) = T(z) — z
siempre es un elemento de L. Por ser diferencia de funciones continuas, w(z) es continua.

Si W C ¢1(U) es una componente conexa de ¢1(U), w(W) C L es conexo. Los tnicos subcon-
juntos conexos de un espacio discreto consisten unicamente de un punto. Por ello, w es constante
en las componentes conexas de ¢1(U). Asi, la representacién de T'(z) en cada componente conexa
es z+w, para algin w € L fijo en esa componente. Como los polinomios son funciones holomorfas,
T es holomorfa en cada componente conexa de ¢1(U). En conclusién, {¢, | z € C} es un atlas

complejo, por lo que el toro X es una superficie de Riemann. O

E. Teoremas importantes de variedades y superficies

En esta seccién se recopilan definiciones y teoremas importantes acerca de variedades y su-
perficies de Riemann. No se incluye la prueba completa de ninguno de estos teoremas pues son
muy extensas. En cambio, se dan referencias a libros que las contengan y, cuando sea posible, un
argumento informal e intuitivo que se espera sea suficiente para convencer al lector de la veracidad

del teorema.

Definicién I1.27. Un tridngulo T es un subconjunto de R? que es compacto, tiene interior no
vacio y estd acotado por tres rectas distintas. Si f : T'— Y es un homeomorfismo, se llama vértice

o lado a la imagen f(S) de un vértice o un lado de T', respectivamente.

Notese que la definicién anterior describe a los tridngulos usuales. La compacidad implica que
ninguna pareja de rectas es paralela, mientras que el interior no vacio elimina el caso degenerado de

tres rectas concurrentes, que determinan un punto y no un triangulo. Ademsds, si Y es homeomorfo
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a un tridngulo, naturalmente Y también tiene vértices y lados.

Definicién I1.28. Una triangulacion de una 2-variedad compacta S consiste de una coleccién
finita {T1,...,T,} de cerrados que cubre a S y una familia de homeomorfismos ¢; : T/ — T;,
donde cada T/ C R? es un tridngulo, tales que si ¢ # j, T; N T} es vacio, o es un vértice o un lado
comun de T; y Tj.

Si existe una triangulacién de S, decimos que S es triangulable.

Triangular una superficie compacta simplemente significa dividirla en tridngulos (o en figuras
homeomorfas a tridngulos, al menos) de forma ordenada. La Figura I1.6 muestra dos ejemplos de
triangulaciones correctas de un toro generado por {% + é,i}, en las que la intersecciéon de dos
tridngulos distintos es vacia o es el vértice o el lado de algun tridngulo. Recuérdese que, en el
toro, los lados derecho y superior de cada rectangulo estan identificados con los lados izquierdo
e inferior, respectivamente. En términos de las triangulaciones, esto significa que los puntos del
extremo derecho (respectivamente superior) son los mismos que los puntos del extremo izquierdo
(respectivamente inferior). Lo mismo sucede con los lados. La Figura I1.7, por otro lado, muestra

tres tipos de intersecciones que no estan permitidas.

Figura I1.6: Posibles triangulaciones de un toro.

1 2 3 1] 1 2 3 4 1
13 14 15 16 13

7 8 9 7
9 10 11 12 9

4 ) 6 4
5 6 7 3 )
1 2 3 1 1 2 3 4 1

Figura IL.7: Intersecciones prohibidas en una triangulacién: parte de un lado (deberfa de ser un
lado completo), un tridngulo més pequetio y dos vértices en lugar de uno.
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Teorema 11.29. Toda 2-variedad compacta admite al menos una triangulacion.

Demostracion. Una prueba de este teorema puede encontrarse en Moise (1977). O

La importancia de este teorema es que implica que todas las superficies de Riemann admiten
una triangulacion y hace que la siguiente definicién sea aplicable para cualquier superficie de

Riemann.

Definicién I1.30. Sean S una 2-variedad compacta y T una triangulacion. Supdéngase que, en
esta triangulacién, existen v vértices, e lados y t tridngulos en S. La caracteristica de Euler de S

se define como x(S) =t —e+v.

Esta definicién necesita algunas aclaraciones. Primero, los puntos que se cuentan son aquellos
en S que son imagen de un vértice de algin tridngulo de T'; no se cuentan los vértices de todos
los tridngulos de T'. De la misma forma, no se cuentan los lados de los tridngulos de T sino los
subconjuntos de S que son lado de algin tridngulo. Segundo, y quizds lo mas problematico, es
que una 2-variedad puede tener varias triangulaciones y la caracteristica de Euler se define en
términos de ellas, asi que podria no estar bien definida. Por ejemplo, en la Figura I1.6, sea T3 la
triangulacién de la izquierda y T la de la derecha. Dendtese con x(R,T;) a la caracteristica de
Euler del rectdngulo R en términos de T;. Para Ty, v = 9, e = 27, t = 18, as{ que x(S,T1) =
9—27+4 18 =0. Para Ty, v = 16, ¢ =48, t = 32, de donde x(S,T3) = 16 — 48 4+ 32 = (0. Para las
triangulaciones T y T5 del toro, la caracteristica de Euler es la misma. De hecho, esta equivalencia

sucede para cualquier triangulacién de cualquier 2-variedad.

Teorema I1.31. La caracteristica de Euler es independiente de la triangulacion.
De hecho, el Teorema I1.31 es un corolario del siguiente.

Teorema I1.32. La caracteristica de Fuler es una invariante topoldgica.

Demostracion. Una prueba de este hecho se encuentra en Lee (2011). En el capitulo 5 define
triangulaciones y caracteristica de Euler para variedades de cualquier dimensiéon. En el capitulo
13, define grupos de homologia y demuestra su invarianza topoldgica. Finalmente, demuestra que la
caracteristica de Euler se puede expresar en términos de los niimeros de Betti, niimeros asociados
a los grupos de homologia. Como estos grupos no dependen de una triangulacién y son invariantes

bajo homeomorfismos, se demuestra este teorema y tiene como corolario el teorema I1.31. O

El siguiente resultado es una clasificacién de las superficies de Riemann compactas. En pocas
palabras, dice que toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera o a la suma conexa de n

toros.

Teorema I1.33. Toda superficie de Riemann compacta es homeomorfa a una esfera o a una suma

conexa de n toros, conn € Z7.
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Figura II.8: Ejemplos de suma conexa de toros. De arriba a abajo: una esfera, un toro, suma
conexa de 2 y 3 toros.

CICEED
(< =—==>

Fuente: https://people.math.osu.edu/fiedorowicz.1/math655/classification.html.

Demostracion. Massey (1977) demuestra que toda 2-variedad compacta y orientable es homeomor-
fa a una esfera o a la suma conexa de n toros. Lo que falta mostrar para poder usar su resultado
es que las superficies de Riemann son orientables. Esto quiere decir que en cada punto podemos
definir una rotacién en sentido horario de forma continua (i.e. mientras m4s nos acercamos a un
punto p, nuestra nocién de rotacién coincide con la de p). El plano complejo permite entender este
concepto. C tiene una orientacién natural (que también es continua): el ciclo e?™* con 0 <t < 1,

va en sentido antihorario cuando t varia de 0 a 1.

Figura I1.9: Definicién de orientacién antihoraria usando e*7%.

(3 eQTrtz

i
1\/1

Mediante las cartas locales, esta nocién se puede trasladar a las superficies de Riemann y no
importa qué carta se utilice. Las funciones de transicién son biholomorfas, por lo que también son
funciones conformes, es decir, que preservan la orientacién. Esto induce una orientacién continua

y consistente, como se queria. O

Definicién I1.34. Sea X una superficie de Riemann compacta. Si X es homeomorfa a la suma

conexa de n toros, el género de X se define como el ntimero g(X) = n. Si X es homeomorfa a una
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esfera, se toma g(X) = 0.

El ultimo teorema del capitulo relaciona la caracteristica de Euler y el género de las superficies

de Riemann.

Teorema 11.35. Sea X una superficie de Riemann compacta, x su caracteristica de FEuler y g su

género. Entonces

X=2-2g

Demostracion. Ver Massey (1977). O
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[II. FUNCIONES SOBRE SUPERFICIES DE RIEMANN

En este capitulo inicia el estudio de funciones sobre superficies de Riemann. Las cartas complejas
definidas en el capitulo II sirven para transferir el dominio de las funciones a C. Esto permite
dotarlas con las propiedades de las funciones de variable compleja. La compatibilidad de cartas

asegura que estas construcciones sean independientes de la eleccion de la carta local.

A. Funciones de valores complejos sobre superficies de Riemann
Definicién ITI.1. Sean X una superficie de Riemann, p € X y f : W — C una funcién definida
en una vecindad W C X de p. Se dice que f es holomorfa en p si existe una carta local ¢ : U — V
tal que p € U 'y fo ¢! es holomorfa en ¢(p). f es holomorfa en W si f es holomorfa en cada
punto de W.

El papel que juegan las cartas locales en la definicién de superficies de Riemann es transformar
los abiertos de X en abiertos de C. Gracias a la similitud de esos abiertos, las cartas locales
transforman las funciones sobre superficies de Riemann en funciones complejas y de esta forma,

transfieren propiedades como la holomorfia al nuevo dominio.

Ejemplo II1.2. Sea ¢ : U — V una carta local sobre X. La funcién ¢ o ¢~!(z) = z es holomorfa

en cualquier z € ¢(U). Por ello, ¢ es una funcién holomorfa en todo p € U. O

Por otro lado, es posible que la definicion de holomorfia no coincida al usar cartas locales
distintas. El siguiente lema se encarga de resolver este problema y demuestra que estas funciones

heredan més propiedades de sus contrapartes complejas.

Lema IIL.3. Sea X wuna superficie de Riemann, p € X y f: W — C una funcion definida sobre

una vecindad de p. Entonces:

1. f es holomorfa en p si y solo si f o ¢~ ! es holomorfa para cualquier carta local ¢ : U — V

tal que p € U.

2. f es holomorfa en W si y solo si existe un conjunto de cartas locales {¢; : Uy — V;} tal que

WclUiyfo ¢;1 es holomorfa en ¢;(W NU;) para todo i.
3. Si f es holomorfa en p, entonces es holomorfa en una vecindad de p.
Demostracion.

1. Si f es holomorfa en p, existe una carta local ¢ tal que p estd en su dominio y f o ¢! es

holomorfa. Si ¥ es cualquier otra carta local cuyo dominio contiene a p, como ¢ y ¥ son

21
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compatibles, ¢ 01! es holomorfa. Entonces fo ™! = (fo¢p~1)o(poy1) es una funciones
holomorfa sobre 1(p). Para mostrar el converso, se usa el hecho de que X estd equipada con
una estructura compleja. En efecto, los dominios de las cartas locales cubren X, de forma
que existe una carta ¢ cuyo dominio contiene a p. Como f o ¢! es holomorfa por hipétesis,

f es holomorfa por definicién.

2. Sea C = {¢; : U; — V;} el conjunto de todas las cartas locales cuyos dominios contienen algiin
punto de W. Gracias la estructura compleja de X, C # @y W C |J, U;. Si f es holomorfa en
W, sea ¢; € C cualquiera. Para cualquier punto x € WNU;, fo gi)i_l es holomorfa en ¢;(x).
Por ello, f o (;5;1 es holomorfa en todo ¢;(W NU;) y, como ¢; es arbitraria, esto sucede para
todo ¢; € C. Para mostrar el converso, nétese que los dominios de las cartas ¢; € C' cubren
a W. Por ello, para todo x € W, existe una carta local ¢; tal que f o ¢i—1 es holomorfa en

¢(x). Por ello, f es holomorfa en todo W, probando la segunda afirmacién.

3. Por definicién, existe una carta local ¢ : U — V tal que f o =1 es holomorfa en ¢(p).
Se sabe que si una funcién compleja, como f o ¢!, es holomorfa en un punto, entonces es
holomorfa en una vecindad de ese punto. De igual manera, f o ¢~ es holomorfa en una

vecindad V' C ¢(W NU) de ¢(p) y f loesen U’ = ¢~ 1(V'), una vecindad de p.

O

Este lema serd de gran utilidad. En pocas palabras, dice que si una funcién f definida sobre
una superficie de Riemann es holomorfa, lo sera respecto de cualquier carta local; por tanto para
demostrar que f es holomorfa, solo se necesita verificarlo respecto de una carta local, en lugar de

hacerlo con todas.

Proposicion I11.4. Si f,g : X — C son funciones holomorfas en p, entonces f £ g y fg son
holomorfas en p. Si ademds g(p) # 0, f/g también es holomorfa en p.

Demostracion. Sea zy = ¢(p). Por el lema anterior, f o ¢!y go ¢~! son holomorfas en zy para
cualquier carta ¢ : U — V tal que p € U. Para las funciones fo¢~! y go ¢! con dominio V C C
e imagen en C, una suma (o resta) de funciones holomorfas en zy es una funcién holomorfa en
2. Entonces (f £g)o¢p ! = (fop 1)+ (g0 ¢ 1) es holomorfa en zy y, por definicién, f & g es
holomorfa en p. La prueba para fg es andloga.

Con la condicién adicional g(p) = 0, solo hay que agregar un detalle para probar que f/g es
holomorfa. Como g(p) # 0, g o ¢~ (z0) = g(p) # 0. Asi, (f/g) o ¢ = (fo671)/(go ¢71) es un
cociente de funciones holomorfas en zg, donde go ¢~1(2g) # 0. Entonces, (f/g)o ¢! es holomorfa

en zg y, por ende, f/g es holomorfa en p. O

Ejemplo ITI.5. Si se define una funcién f en C.,, la definicién de holomorfia de f en p # oo

coincide con la definicién usual en C. Cualquier p # co estd en el dominio de ¢1(z) = z, asf que
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f(2) es holomorfa si, y solo si, f o ¢y *(z) = f(2) lo es vista como una funcién con dominio C. En
cambio, f es holomorfa en 0o si f o 5" (2) = f(1) es holomorfa en s (c0) = 0.

En la definicién de C,,, se agregé el punto co a C con topoldgicas, pero no algebraicas. Un
ejemplo de tales propiedades es que las sucesiones {a,}, C C en las que |a,| > M para cualquier
M > 0 y n suficientemente grande convergen a oo en la topologia de C.; en la topologia de
C no convergen. De hecho, cualquier conjunto compacto es acotado; estd contenido en una bola
cerrada centrada en el origen Bjs(0) que también es compacta. Entonces, cualquier abierto de C,
que contiene a 0o también contiene a un abierto de la forma C., \ Bys(0). En consecuencia, para
cualquier M existen infinitos n enteros tales que a,, € Co, \ Ba(0). Por tanto, a, converge a oo.
En particular si a,, converge a 0, i converge a oQ.

Gracias a esta propiedad, el cambio de variable z — i permite intercambiar funciones cerca de

oo por funciones en vecindades de 0. Por ejemplo, se puede mostrar que una funcién racional f(z) =
A 2™ 4+ ame12™ L+ -+ ag
bpz™ +bp_12" L4+ by
algebraico y simplemente evaluar f(oco) no es suficiente: se obtiene una fraccién indeterminada 22.

, con a;,b, # 0, es holomorfa en oo si m < n. Tomar el camino

En cambio, el cambio de variable propuesto (que es lo mismo que usar la carta local g ! para
_ . o Om t QW+ -+ aw™
evaluar f o ¢, ') permite obtener f(1) = w" ™= =w

holomorfa en 0, pues b, # 0 y se sabe que w"™~ "™ es holomorfa en 0 si, y solo si, m < n. Por tanto,

n—m

q(w). q(w) es
f(£) es holomorfa en 0 y f(z) en oo si, y solo si, m < n. O
Definicién ITI.6. Si W C X es un abierto de una superficie de Riemann X, O(W) es el conjunto

de funciones holomorfas sobre W.

Ahora se traslada el concepto de funciones meromorfas a las superficies de Riemann. Lo primero

por definir son las singularidades.

Definicién IIL.7. Sean X una superficie de Riemann, p € X y f : Up \ {p} — C una funcién
holomorfa definida en una vecindad perforada de p. Se dice que f tiene una singularidad en p si
existe una carta local ¢ : U — V con p € U tal que f o ¢! tiene una singularidad en ¢(p). Las

singularidades se clasifican de la siguiente forma:
1. Singularidad removible si |f(x)| estd acotado en una vecindad perforada de p.

2. Polo si lim |f(z)] = 0.

T—p

3. Singularidad esencial si lim |f(x)| no existe.
T—p

Vale la pena recordar que el dominio y la imagen de f o ¢~ ! son abiertos de C. El concepto
de singularidad estd definido para funciones de variable compleja. La definicién anterior usa una
carta local para extenderlo a funciones sobre superficies de Riemann. Al igual que sucede con las

funciones holomorfas, la carta local que se utilice es irrelevante.
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Lema III.8. Con las condiciones de la definicion anterior, f tiene una singularidad en p si, y
solo si, fo¢~! tiene una singularidad en ¢(p) para cualquier carta local ¢ : U — V tal que p € U.

El tipo de singularidad también es independiente de la carta local elegida.

Demostracion. Supéngase que f tiene una singularidad en p. Entonces, existe una carta local
¢ : Uy — Vi tal que fo ¢~ tiene una singularidad en ¢(p). Sean 1 : Uy — V4 cualquier otra carta
local con p € Uy y T = ¢ o9p~! la funcién de transicién. La funcién foyp=! = (fod™!) o T estd
definida en una vecindad de 1 (p). Como fo¢~! es holomorfa en una vecindad perforada de ¢(p) y
T es holomorfa en una vecindad de 1 (p), f o1 ~! es holomorfa en una vecindad perforada de v (p).
Por tltimo, como f o ¢~ ! tiene una singularidad en ¢(p), f o' tiene una singularidad en v (p).
Notese que los criterios de clasificacién de singularidades no dependen de las cartas locales. Solo
dependen del comportamiento de f alrededor de p, que se puede identificar sin necesidad de utilizar

cartas locales. O

Definiciéon II1.9. Una funcién f definida en un abierto U de la superficie de Riemann X es
meromorfa en p si es holomorfa, tiene una singularidad removible o tiene un polo en p. Si f es
holomorfa en p, se dice que p es un punto regular de f. f es meromorfa en un abierto W C U si es

meromorfa en cada punto de W. M(W) denota al conjunto de funciones meromorfas en W.

Proposicion II1.10. Sean f,g funciones meromorfas en p € X. Entonces f =g y fg son me-

romorfas en p. Si g no es idénticamente 0 en una vecindad de p, f/g también es meromorfa en

p.

Demostracion. La demostracion es andloga a la prueba de la proposicién I11.4. Solamente se re-
quiere que g no sea idénticamente 0 alrededor de p para poder definir f/g en una vecindad de p.
Luego, se elige una carta local ¢ : U — V tal que p € U y se usan las propiedades de las funciones

meromorfas en C para probar sus correspondientes en X. O

Corolario IIL.11. Sean f,g funciones holomorfas en p € X. Si g no es idénticamente 0 en

cualquier vecindad de p, entonces f/g es meromorfa en p.

Demostracion. Si f y g son holomorfas en p, en particular, son meromorfas. Por la proposicién

anterior, f/g es meromorfa en p. O

Ejemplo II1.12. Al igual que en el ejemplo IIL.5, decir que una funcién f definida sobre C, es
meromorfa en z € C equivale a la definicién usual de funciones meromorfas en C. Por el contrario,
f es meromorfa en oo si f (i) es meromorfa en 0. En particular, cualquier funcién racional es

meromorfa en oo y, en general, en todo el plano extendido C. O
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B. Funciones entre superficies de Riemann
Ya con idea de como se comportan las funciones en una superficie de Riemann con valores com-
plejos, se generalizan las definiciones del inicio del capitulo para estudiar funciones entre superficies

de Riemann.

Definicién ITI.13. Sean XY superficies de Riemann. Un mapeo F : X — Y es holomorfo en
p € X si existen cartas ¢1 : Uy = Vi y ¢po : Uy = Vo con p € Uy y F(p) € Us tales que ¢o OFogi)l_l
es holomorfo en ¢1(p). Si W C X es un abierto, se dice que F' es holomorfo en W si es holomorfo

en todo punto de W. Si W = X, F' es un mapeo holomorfo.

Figura III.1: Forma local de un mapeo entre superficies de Riemann

F

X Y

. - 92(F(p))
Vi Vo

Nota. Generalmente, las palabras funcién y mapeo son sinénimos, pero aqui se hace una distincién.
Dada f: X — Y, si X es una superficie de Riemann, se usa la palabra funcién cuando ¥ = C,
mientras que si Y es una superficie de Riemann arbitraria, se usa mapeo (o mapa) y el nombre de

la funcién se escribird con mayuscula (es decir, F' : X — Y es un mapeo).

Ejemplo II1.14. Sea id : X — X el mapeo identidad. Para cualquier p € X existe una carta
¢:U — V con p € U. En este caso, la composicién (¢ oid o ¢~1)(z) = z es holomorfa. Entonces

id es un mapeo holomorfo. O
Tgual que antes, la eleccion de la carta local no influye en la definicion.
Lema II1.15. Sean X,Y superficies de Riemann y F : X — Y wuna funcion.

1. F es holomorfa en p si y solo si la composicion ¢s o F' o qbl_l es holomorfa en ¢1(p) para

cualquier pareja de cartas locales ¢y : Uy — Vi y ¢ : Us — Va tales que p € Uy y F(p) € Us.

2. F es holomorfa en W si y solo si existen dos colecciones de cartas {qb(li) : Ul(i) — Vl(i)} en X
Yy {(;ng) : UQ(j) — Vz(j)} en'Y tales que W C |J; Ul(i), FW) c U, Uz(j) y gzbéj) oFo gbgi)il es

holomorfa para cualquier i,j en que la composicion esté definida.
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Demostracion.

1. Si F es holomorfa en p, existen cartas locales (/)(10) : Ul(o) — Vl(o) y ;0) : UQ(O) — V2(0)
tales que p € U1(0)7 F(p) € UQ(O) y ¢)§O) oFo ¢g0)_1 es holomorfa. Sean ¢; : Uy — W
y ¢2 : Uy — V5 otras cartas locales con p € Uy y F(p) € Us; sean Ty = ¢§0) ooty
To = ¢ 0 (20)71 las funciones de transicién correspondientes. Como éstas son holomorfas, la
funcion ¢o 0F0¢f1 =15 O(gbgo) OFqugO)il)OTl es holomorfa por ser composiciéon de funciones
holomorfas, probando la primera direccién. La segunda direccién es inmediata, pues por ser
X y Y superficies de Riemann, para cualquier p € X existen cartas locales ¢ : Uy — V1 y
¢o : Uy — Vs tales que p € Uy y F(p) € Us. Por hipétesis, ¢o OFoqﬁfl es holomorfa, haciendo
de F' holomorfa.

2. Supongamos que F es holomorfa en W. Témense dos colecciones Z = {qbgi) : Ul(i) —
Vl(i) | Ul(i) NW#Qy J = {¢§j) : Uz(j) — ‘/2(j) | UQ(j) NE(W) # @}. Como las cartas
locales forman un atlas, los dominios de los atlas de Z y J cubren W y F(W), respecti-
vamente. Para cualquier pareja de cartas nggi) : Ul(i) — Vl(i) y gzﬁéj) : Ug(j) — VQ(j) tales que
Ul(i) N F_l(Ug(j)) # (), la composicién ¢§j) oFo (bgi)il estd definida y es una funcién ho-
lomorfa en (bl(Ul(i) N F_l(UQ(j))). Ahora bien, Ul(i) N F‘l(UQ(j)) # () es un requerimiento
para que la composicién qﬁéj JoFo gbgir1 esté definida. Por tanto, la primera direccién de la
segunda afirmacién estd demostrada. El converso es inmediato. Para cualquier p € W, como
w c U, Ul(i)7 F(W) c U, U2(j)7 existen cartas ¢§i) : Ul(i) — Vl(i) y (béj) : UQ(j) — VQ(j) tales
que p € Ul(i), F(p) € UQ(j), ¢§j) oFo ¢§i)_l est4 definida y es una funcién holomorfa.

O

En el siguiente lema demostramos varias propiedades de las funciones holomorfas relacionadas

a la composicién de funciones.
Lema II1.16. Sea F : X — Y un mapa holomorfo entre superficies de Riemann.

1. F es continua y es C*°. Esto es, la parte real y la parte imaginaria de Fo¢~! tienen derivadas

parciales de cualquier orden, para cualquier carta local ¢.
2. SiG:Y — Z es un mapa holomorfo, Go F : X — Z es holomorfo.

3. 5ig: W — C es una funcion holomorfa definida en un abierto W C Y, go F es holomorfa
en F~Y(W).

4. Si g fuera meromorfa, go F es meromorfa, siempre y cuando F(X)NW no consista inica-

mente de polos de g.

Demostracion.
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1. Como F' es holomorfo, Vx € X, d¢y : Uy — Vi, ¢o : Us — V5 cartas locales tal que x € Uy,
y € Uy y ¢pg0F q[)fl es holomorfa. En C, las funciones holomorfas son continuas y C*°.
Como las cartas locales son homeomorfismos, son continuas y F' = ¢5* o (¢ 0 Fé7 ') 0 ¢y es
continua. Ademds, F' es C* respecto de cualquier pareja de cartas locales, pues las funciones
de transicion Ty = ¢r0 ¢} 'y Ty = ¢ho ¢35 ' son holomorfas y C*. Por tanto, ¢4 o F ¢} =

Ty o (2 0 Fé') o Ty también es C.

2. Como F' y G son holomorfos, para todo = € X, existen cartas locales ¢ : Uy — Vi, ¢ :
Uy = Va, ¢3:Us — Vzenlas que x € Uy, F(x) € Uy y Go F(x) € Us tales que ¢30Gop, "
y ¢p20F o ¢>f1 son holomorfas. Entonces ¢30 (Go F)o ¢! = (¢30Go ¢51) o(¢20F o ¢1—1>

es holomorfa.

3. Sean = € F_l(W) vy o1 U — Vi y ¢a : Uy — Vo cartas locales tales que z € Uy y
F(z) € Uy NW. Nétese que (go F)o ¢yt = (go¢dy') o (da 0 Fogr') es composicién de
funciones holomorfas, asi que es holomorfa en ¢;(x). Como x es arbitraria, go F' es holomorfa

en todo F~1(W).

4. Como F(X) N W no contiene tnicamente polos de g, g o F' es holomorfa en los puntos
x € F~1(W) tales que F(x) no es polo de g. En C y bajo estas condiciones, la composicién
de una funcién meromorfa con una holomorfa es meromorfa, asi que (g o F') o ¢1_1 = (go

b3') o (¢pa0 Fopr!) es meromorfa.

La siguiente definicién es un criterio para comparar dos superficies de Riemann.

Definiciéon ITI.17. Sean X,Y superficies de Riemann. Sea F' : X — Y un mapeo holomorfo
inyectivo con inversa F~! : Y — X holomorfa. Se dice que F es un isomorfismo (o biholomorfismo)

entre X y Y y que estas son isomorfos.

Ejemplo II1.18. La esfera de Riemann S? y el plano extendido Co, son homeomorfos y, de hecho,
también isomorfos. La funcién ¢ definida en el ejemplo I1.25 es un isomorfismo. La demostracién

se encuentra mas adelante. O

C. Propiedades de los mapeos holomorfos

En esta seccién, se exploran mas a fondo las funciones y los mapeos holomorfos. Lo primero
es la serie de Laurent de una funcién sobre una superficie de Riemann utilizando coordenadas
locales. Luego, se generalizan propiedades de las funciones holomorfas de variable compleja. Al
final del capitulo, se encuentra una relacién entre las funciones meromorfas f : X — C y los
mapeos holomorfas F' : X — C., lo que permite probar la férmula de Riemann-Hurwitz, una

pieza clave en la demostracion del Teorema de Riemann-Roch.
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1. Series de Laurent.
Las coordenadas locales ahora adquieren un papel protagénico. Gracias a ellas, las funciones
sobre superficies de Riemann adquieren un rostro familiar que facilita la herencia de propiedades

de las funciones complejas.

Definicién ITI.19. Sean f una funcién holomorfa definida en una vecindad perforada dep € X y
¢ : U — V una carta local tal que z € U. Sea z = ¢(x) la coordenada local dada por ¢ y 2o = ¢(p).
Como f o ¢! es holomorfa en una vecindad de zg, tiene una serie de Laurent en una vecindad de

20

F(671 =) =D enlz = 20)"
Esta serie se llama serie de Laurent de f con respecto de ¢.

Es en esta definiciéon donde se ve la bondad de las coordenadas locales. En la definicién de
coordenada local, se dijo que estas expresan la posiciéon de un punto en una superficie de Riemann
mediante un ndmero complejo. Una funcién f : X — C le asigna un ntmero complejo f(z) a
cualquier z € X, asi que si se identifica x con la coordenada z € C inducida por ¢, se puede pensar
que f le asigna el niimero complejo f(x) a z. Esta idea inspira a expresar f en términos de z como
w = h(z), donde h = fo¢~!. La misma idea funciona con los mapeos F : X — Y entre superficies
de Riemann. Para los puntos 29 € X y yo = F(x9) € Y, se escogen cartas locales ¢y : Uy — V)
y ¢o : Uy — V5 tales que 2y € Uy y yo € Us. Estas cartas inducen las coordenadas locales z en
Ui y wen Us. En términos de estas coordenadas, decimos que F' toma la forma w = H(z), donde
H = ¢y0Fo¢'. La utilidad de las formas w = h(z) y w = H(z) es que ambas son funciones con
dominio y valores complejos. Entonces, para determinar si f y F' tienen una propiedad especifica,
se estudian h y H en su lugar y se usan los teoremas de funciones sobre el plano complejo para

determinar si las funciones en la superficie de Riemann tienen la propiedad buscada.

Nota. En virtud de estas equivalencias, de ahora en adelante se dice que f y F' toman las formas
w = h(z) y w= H(z) en términos de las coordenadas locales w y z sin llamar explicitamente a las

cartas locales.

Contrario a las propiedades anteriores, la serie de Laurent de f si depende de la coordenada

local elegida. Lo que no depende es el orden de f, definido a continuacion.

Definicién ITI.20. Sean f una funcién meromorfaenp € X y )" c,(2z —20)" la serie de Laurent

de f respecto de una coordenada local z. Se define el orden de f en p por

ord,(f) = min{n | ¢, # 0}

Lema II1.21. ord,(f) estd bien definido. Es decir, no depende de la coordenada local respecto de
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la cual se construya la serie de Laurent de f.

Demostracion. Sean ¢ : U — V y o : U' — V' cartas locales alrededor de p. Sean z = ¢(x) y
w = 1)(z) las coordenadas locales dadas por ¢ y 1, con 2o = ¢(p) y wo = ¥ (p). Sea T(w) = ¢porp~*
la funcién de transicién holomorfa. Por el lema I1.18, T’ (wg) # 0. Entonces el coeficiente a1 de la

serie

z=T(w) =2+ Z an(w — wo)"

n>1

es distinto de 0. Sea ) cn(z — 20)" la serie de Laurent de f respecto de z, que tiene orden

n>ng
ng. Como foy™! = (fo¢™")oT, sisustituimos z — zo por la serie z — 20 = Y, -, an(w — wo)"
obtendremos la serie de Laurent de f respecto de w. El término no nulo con menor grado en
la expansién de T es ay; el de f(z) es ¢p,. Entonces, el término no nulo de menor grado en la

composicién (fop™1)oT es cpyal® (w—wp)™. Por lo tanto, ord,(f) estd bien definido y es ng. O

El lema anterior da un sencillo criterio para determinar si una funcién es holomorfa o meromorfa

y clasificar el tipo de singularidades.
Corolario II1.22. Sea f una funcion meromorfa en p.

1. Sip es una singularidad removible, ¢, = 0 para todo n < 0, donde ¢, son los coeficientes de

la serie de Laurent de f con respecto de cualquier carta local ¢ centrada en zo = ¢(p).

2. p es un polo si y solo si la serie de Laurent de f tiene una cantidad finita de términos

negativos no nulos. Esto equivale a decir que ord,(f) < 0.

3. p es una singularidad esencial si y solo si la serie de Laurent de f tiene una cantidad infinita

de términos negativos no nulos.
4. [ es holomorfa en p si y solo si ord,(f) > 0.
5. f(p) =0 si y solo si ord,(f) > 0.
6. p no es un cero ni un polo de f si y solo si ord,(f) = 0.

Demostracion. Todos estos criterios son iguales a los criterios de series de Laurent en C. Por
ello, la prueba de todos ellos consiste en encontrar una serie de Laurent de f respecto de una
coordenada local y demostrar que posee todas estas propiedades. Como ord,(f), la holomorfia y
las singularidades de f no dependen de la coordenada utilizada, demostrar las propiedades para

una carta serd suficiente. O
Definicién I11.23. En virtud de estas propiedades, se dice que si f es meromorfa en p

» f tiene un cero de orden n > 0 en p si ord,(f) =n > 1.
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» f tiene un polo de orden n > 0 en p si ord,(f) = —n < 0.
Lema II1.24. Sean f, g funciones meromorfas no nulas en p € X. Entonces
1. ord,(fg) = ordy(f) + ord, (g)
2. ordy(f/9) = ordy(f) — ordy(g)
5. ord,(1/f) = —ord, (f)
4. ord,(f % g) = minford,(£), ordy(g)}.

Demostracion. Sean n = ord,(f) y m = ord,(g). Utilizando notacién O grande y suponiendo
#(p) = 0 sin pérdida de generalidad, las series de Laurent de f y g son a,2" + O(z" ™) y b, 2™ +

O(2™*1), respectivamente, con a,b,, # 0. Entonces:
w fg=(anz"+O0E"T))(bpnz™ + O(z™)) = apbpz" ™™ + O(z" T+

An _n—m n—m
- b 2™ + O(zm+1) - 1+ 0(2) N az +0(2 )

R e T R A G
g

- f +g = anz™ + O(zn+1) + byp2™ + O(Zm+1) — czmin{n,m} + O(zmin{n,m}—i-l) para alguna

constante c.

Las primeras dos conclusiones del lema se obtienen directamente de estas relaciones. La tercera
se obtiene de la segunda tomando f(x) = 1. En la tltima, es posible que n = m y que a,, +b,, =0,
haciendo que la potencia z" desaparezca de la serie de Laurent de f + g. Por tanto, la menor

potencia de esa serie es por lo menos min{n, m}, aunque no sea exactamente ese nimero. O

Ejemplo II1.25. Sea f(z) = p(z)/q(z) una funcién racional no constante sobre el plano extendido

Cx. Por el Teorema Fundamental del A,lgebm7 se factorizan p y ¢ para obtener
f@) =c]Jz=2)"

donde ¢ € C\ {0}, los A; € C son distintos y e; € Z\ {0}. Sea Fi(2) = c[[; (2 — X))
Como los A; son distintos Fy(Ag) # 0,00. Por el corolario I11.22, ordy, (F);) = 0 y por definicidn,
ordy, [(z — A\g)*] = eg. Juntando estos hechos y usando el lema II1.24, ordy, (f) = ordy, [(z —
o)) + ordy, (Fi) = e

Por otro lado, se usa la carta local @2(z) = 1 para encontrar que ords(p(z)) = ordg(p()) es
igual a —grado(p). Andlogamente, ord(g(z)) = —grado(q). Nuevamente gracias al lema I11.24, se
tiene que ordao(f(2)) = ordes(p(2)) — ordes(¢(2)) = grado(q) — grado(p) = — > ", e;.

Para cualquier otro x € C distinto de los A; y de oo, f(z) # 0,00. Por el corolario 111.22,
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ordz(f) = 0. Juntando todos estos resultados, se obtiene que

E ordz(f) =0
z€C
Esta ecuacién dice que una funcién racional en C,, tiene la misma cantidad de ceros que
de polos, si se cuentan de acuerdo con su orden. De hecho, esto sucede para cualquier funcién
meromorfa en cualquier superficie de Riemann compacta, pero todavia faltan propiedades para

demostrarlo. O

2. Teoremas heredados del andlisis complejo.

Se empieza recolectando varios teoremas que los mapeos holomorfos heredan del andlisis com-
plejo. Viendo a C como superficie de Riemann, estos resultados cumplen, en particular, para las
funciones que definimos en la seccién A. Se omiten algunas pruebas porque el esquema es el mismo
para todas. Si se quiere que un mapeo holomorfo F' tenga alguna propiedad, se eligen cartas loca-
les ¢1 y ¢2 de forma que la funcién holomorfa compleja ¢s 0 F o ¢1_1 tenga la propiedad buscada.
Como las cartas locales son homeomorfismos, también tienen (o mantienen) la propiedad, asi que

la composicién F' = ¢5 Lo (p20 F o qbl_l) o ¢1 cumple la propiedad requerida.

Proposicién I11.26 (Teorema del mapeo abierto). Todo mapeo holomorfo no constante entre

superficies de Riemann es una funcion abierta.

Proposicion II1.27. Sea F' : X — Y un mapeo holomorfo inyectivo entre las superficies de

Riemann X yY. F es un isomorfismo entre X y su imagen F(X).

Proposicién IT1.28 (Teorema de Identidad). Sean F,G dos mapeos holomorfos entre las super-
ficies de Riemann X y Y. Si FF = G en un conjunto S C X que tiene un punto limite en X,

entonces F' =G en X.

Proposicion II1.29. Sea X una superficie de Riemann compacta y F : X — Y un mapeo holo-

morfo no constante. Entonces Y es compacto y F es sobreyectivo.

Demostracion. Por el Teorema del mapeo abierto, F'(X) es abierto. Como X es compacto, F'(X)
es compacto y por ser Y Hausdorff, F(X) es cerrado. Como Y es un conjunto conexo, los tinicos

conjuntos abiertos y cerrados son @y Y. X # @ implica que F(X) =Y. O

Proposicién I11.30. Si F : X — Y es un mapeo holomorfo no constante, la preimagen F~(y)

de cualquier y € Y es un subconjunto discreto de X .

Estas proposiciones no aplican para mapeos entre superficies de Riemann en general, pero si al

menos para funciones sobre superficies de Riemann con valores complejos.
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Proposicion IT1.31. Sea f : X — C una funcion meromorfa. Si f no es idénticamente 0, entonces

el conjunto de ceros y polos de f es discreto.

Corolario I11.32. Si f : X — C es una funcion meromorfa no constante sobre una superficie de

Riemann compacta X, entonces f tiene un numero finito de ceros y polos.

Demostracion. Sea P el conjunto de singularidades de f. Por la proposicién anterior, P es discreto.
Entonces, existen vecindades conexas U, para cada p € P tal que U, N P = {p}. Por otro lado,
para z € X \ P, sean ¢, : U, — V, una carta local centrada en z y D, C V, un disco abierto tal
que 0 € D, y D, C V. La coleccién {U, | p € PYU{¢; (D,) | # € X \ P} es una cubierta abierta
de X y como X es compacto, existe una subcubierta finita {Uk}szl. Supéngase, por reduccién
al absurdo, que existe n € Z, 1 < n < N, tal que U, contiene infinitos puntos de P. Nétese
que U,, # U, para todo p € P pues, por definicién, |U, N P| = 1. Entonces U,, = ¢, (D, ) para
algin z € X \ P. En particular, f es meromorfa en U,, asi que la funcién de valores complejos
fo¢;! es meromorfa en V,, O D, y D, contiene infinitos polos y ceros de f o ¢;!. Sean {py}
los ceros y polos de f o ¢, L. Por el Teorema Bolzano-Weierstrass, la compacidad de D, causa que
{pa} contenga una subsecuencia convergente {py, } con limite p € D,. Como f o ¢! es continua,
(f o d7)(pr,) = (f o d7)(p) ¥ como f o ¢7 (pa,) € {0,00} para todo n, el limite f o 67 (p)
también debe ser 0 o co. Esto es absurdo pues los ceros y polos de f o ¢! deberfan estar aislados
v p no lo esta. Por lo tanto, paran =1,...,N, U, N P es finito, de donde P = U1§n§N(Un N P)

también. 0

Proposicién II1.33 (Teorema del Mddulo Maximo). Sea f : W — C una funcidn holomorfa
definida sobre un abierto W C X de una superficie de Riemann X. Si existe p € W tal que
|f(x)] < |f(p)| para todo x € W, entonces f es constante en W.

Proposicion II1.34. Sea X una superficie de Riemann compacta. Si f es holomorfa en X, en-

tonces f es constante.

Demostracion. Como f es holomorfa, es continua, asi que la funcién |f| es continua. Como X es
compacto, |f| alcanza su valor méximo en X, asi que por el Teorema del Médulo Méximo, f es

constante en X. O

3. Funciones meromorfas y mapeos holomorfos en la esfera de Riemann.

De acuerdo con la definicién II1.7, un polo es un punto en el que el limite de una funcién es
oo. Una funcién sobre una superficie de Riemann es meromorfa si todas sus singularidades son
Unicamente removibles o polos. Por otro lado, en el ejemplo I1.25 se agrega un punto oo al plano
complejo C. Luego, en el ejemplo I11.5, se prueba que una sucesién {a, }, tal que VM > 0, |a,| > M

para infinitos n converge a oo en Co,, a pesar de que diverge en C. Todos estos hechos inspiran la
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pregunta de qué pasara si el dominio de una funcién meromorfa f : X — C se extiende de C a C.

Esta es la motivacién de la siguiente proposicién, que da una respuesta natural a esta pregunta.

Proposicion I11.35. Sea X una superficie de Riemann. Eziste una biyeccion entre las funciones
meromorfas sin singularidades removibles f : X — C sobre X y los mapas holomorfos ' : X — C,

que no son idénticamente co.

Demostracion. Sea f : X — C una funcién meromorfa sobre X que no tenga singularidades

removibles. Definamos el mapeo F': X — C,, por

Fle) = f(x) sixnoesun polode f
0 si x es un polo de f

f es holomorfa en cualquier x € X que no sea un polo. La funcién inclusién i : C — C
definida por i(z) = z es un mapeo holomorfo (usando la carta local v1(z) = z en C). Entonces,
en el conjunto de puntos regulares de f, F' =i o f es holomorfa. Falta entonces verificar que F es
holomorfa en los polos de f. Para ello, se debe mostrar que, para todo polo p € X, % =90 F es
una funciéon holomorfa en p. En términos de una coordenada local z tal que zy corresponde a p, f
se expresa como »_, -, ¢n(2 — 20)" = (2 — 20)"®H(z — z), donde k = —ord,(f) > 0, H(0) # 0
y H es holomorfa en 0. En los puntos regulares de f alrededor de p, esta representacién se puede
utilizar también para F' y como Zlinzlo(z — 20)"FH (2 — 29) = oo, también en p. Entonces, H(0) # 0

implica que % = (z—2)F H(Zi o) €8 holomorfa en 0. Por tanto, F' es holomorfa en p y es la funcién

buscada.

Para mostrar el converso, sea F': X — C, un mapeo holomorfo que no sea idénticamente oco.
Sea P C X el conjunto de puntos p tales que F'(p) = co. Nétese que P es el conjunto de ceros
de % = @9 o F, que también es un mapeo holomorfo. Por ello, P es un conjunto discreto y como
X es Hausdorff, X \ P es abierto. Definase f : X \ P — C como F(z) € C. flx\p = F|x\p es
holomorfa por ser la restricciéon de una funcién holomorfa a un abierto. Si P = @, f es holomorfa
en todo X y por consiguiente también es meromorfa. Supéngase ahora que P # (). Se busca
mostrar que todo p € P es un polo de f. Primero nétese que F' es holomorfa y, por ende, continua.
Entonces, ilin F(z) = oo. Como P es un conjunto discreto, existe una vecindad D C X de p tal
que F(x) # o]:) y f(z) = F(x) para € D \ {p}. Entonces ilir;) flz) = ;gr; F(z) = oo. Por tanto,
p es un polo de f. En resumen, f es holomorfa en X \ P y todo p € P es un polo de f. En otras

palabras, f es una funcién meromorfa. O

4.  Forma normal y multiplicidad de un mapeo holomorfo.
Las coordenadas locales permiten expresar un mapeo F : X — Y como una funcién compleja

z = H(w). Si F' es meromorfa, es posible expresar a F' como una serie de Laurent z = Zn>n0 chw™.

Resulta que si una eleccién cuidadosa de las coordenadas produce una forma muy sencilla y util.



34

Proposicién I11.36 (Formal normal local). Sea F': X — Y un mapeo holomorfo no constante.
Para todo p € X, existe un tnico m € Z* tal que para cualquier carta local ¢o : Us — Vo centrada

en F(p) existe una carta ¢y : Uy — Vi centrada en p de forma que ¢ 0 F o ¢7'(z) = 2™.

Demostracion. Sea ¢o una carta en Y centrada en F(p). Considérese una carta local arbitraria 1)

en X centrada en p con coordenada local w = 1 (z). La serie de Laurent de T = ¢g 0 F ot~ !

oo
i=m

respecto de w es T'(w) = Y oo c;w® con ¢, # 0. Como ¢y estd centrada en F(p), 1(p) es un
cero de T'(w), asi que m > 1 gracias al corolario II1.22. Si se factoriza w™, se obtiene T(w) =
w™ 2w ™™ = w™S(w), donde S(w) es una funcién holomorfa en 0y S(0) # 0. Los ceros de
S estan aislados, asi que existe una vecindad U de 0 tal que 0 ¢ S(U) y como S es continua, se
puede escoger U de forma que S(U) esté contenido en un ramo del logaritmo (que es un abierto).
Por ello, In S(w) estd bien definido y es holomorfo en U, asi que la funcién R(w) = ew M5 eg
holomorfa y cumple R™(w) = S(w). Esto permite escribir T'(w) = (wR(w))™

Sea n(w) = wR(w). n es holomorfa por ser producto de funciones holomorfas. Por el Teorema
de la funcién inversa, n'(0) = R(0) # 0 implica que existe una vecindad W de 0 en la que 7 es
invertible. Como toda biyeccién holomorfa es un homeomorfismo, 1 es un homeomorfismo en W.
Sea Uy = ¢~ 1(W). Como % es un homeomorfismo, ¢; = 10 9|y, es un homeomorfismo.

T(w) = n™(w) ya se parece a la forma normal local. Se necesita ahora una carta centrada en p
proveniente de la estructura compleja de X para obtener la forma normal. ¢, es la candidata. Para
admitirla en la estructura compleja, basta mostrar que ¢; es compatible con v (por transitividad,
serd compatible con todas las demds cartas de X). De hecho, la funcién de transicién ¢4 ow[;ll =n
es holomorfa, as{ que si son compatibles. Ademds, ¥ (p) = 0 implica ¢1(p) = 0, asi que ¢; estd
centrada en p. Ahora, se puede nombrar una nueva coordenada local z = n(w) = ¢1(z). Entonces
pr0Fogl(z) = (20 Fop™ ) on~'(z) = T(n~"(2)) =™ (7" (2)) = [non"(2)]™ = 2™, que es
la forma buscada.

Lo ultimo que queda por mostrar es la unicidad del exponente m. Sea xy € U; \ {p} un
punto suficientemente cerca de p (pronto se determinard qué tan cerca). Escribase a xg y F(z0)
mediante coordenadas locales zg = ¢1(xg) y wo = ¢2(F(x0)). Gracias a la primera parte de
esta prueba, wg = z§*. Sean 21, ...,2Zm—1 las otras m — 1 raices m-ésimas de wp, que estan en
un circulo centrado en 0. Como V; es un abierto que contiene a 0, se puede elegir xy de forma
que el circulo que contiene a 2,21, ..., zm_1 esté en el interior de Vi. Si z; = &' (2), F(xo)
tiene exactamente m preimagenes xg, X1, ..., T.;,—1. I cumple esta propiedad para cualquier x en

una vecindad suficientemente pequena de p y es independiente de las cartas locales utilizadas.

Entonces, se puede encontrar m estudiando a F' cerca de p. O

Al igual que con el orden de una funcién, el lema anterior permite hacer la siguiente definicién.

Definicién II1.37. La multiplicidad de F en p es el tinico m € Z* tal que existen cartas locales
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¢1, @2 centradas en py F(p), respectivamente, con F(z) = 2. Se denota por m = mult,(F).
El siguiente lema permite detectar la multiplicidad sin utilizar la forma normal local.

Lema I11.38. Sea F : X — Y wun mapeo holomorfo. Para un punto cualquiera p € X sean z y w
coordenadas locales alrededor de p y F(p), respectivamente. Sean zo = p y wo = F(p). y = F(x)

se reescribe en términos de estas coordenadas como w = h(z). Entonces:
dh
mult, (F) = ord,, (h — h(2)) = 1 + ord,, =
z
Demostracion. La serie de Taylor de h es:

h(z) = h(zo) + Z en(z —20)"

n>m

con ¢,, # 0y m € ZT. En la prueba de la proposicién I11.36 se vio que la multiplicidad de F' surge

del primer ¢, # 0 de una serie centrada en p. La serie de arriba puede ser intercambiada por

w—wo = h(z) = h(z0) = Y enl(z—2)"
n>m
lo que indica que mult,(F) = m. Como h es holomorfa, se puede derivar su serie de potencias.

Hacer esto con la ecuacién anterior respecto de z produce

dh
= Z nen(z — 20)" 1

n>m

h
d) = m—1, probando la segunda igualdad.

z
O

de donde, tras aplicar la definicién, se obtiene ord,, (

El lema anterior tiene dos consecuencias. Primero, muestra que la multiplicidad en cualquier

punto p € X es por lo menos 1. Como h es holomorfa, su serie de Taylor solo tiene potencias

no negativas de z y si se remueve su término independiente, la siguiente debe ser por lo menos

de grado 1. Segundo, permite mostrar que el conjunto de puntos con mult,(F') > 2 es discreto.
dh

ord,, (%) > 1 indica que estos puntos son ceros de %. Como 77 es holomorfa, estos puntos forman

un conjunto discreto que obtendran un nombre especial.

Definicién II1.39. Sea F': X — Y un mapeo holomorfo no constante. Un punto p € X es un
punto de ramificacion de F si mult,(F) > 2.y € Y es un valor de ramificacion de F si es la imagen

de un punto de ramificacion.

De la proposicién II1.35, toda funciéon meromorfa f : X — C corresponde a una funcién
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holomorfa F': X — C.,. Naturalmente, existe una relacién entre la multiplicidad de F' y el orden

de f en un punto p € X.

Lema II1.40. Sea f : X — C wuna funcion meromorfa y F : X — Cs el mapeo holomorfo

correspondiente segun la proposicion II1.35. Entonces:
1. Sip es un cero de f, mult,(F) = ord,(f).
2. Sip es un polo de f, mult,(F) = —ord,(f).
3. St p no es un cero ni un polo de f, mult,(F) = ord,(f — f(p)).

Demostracion. Sip no es un polo de f, el lema II1.38 establece que mult,(F') = ord,(f — f(p)). En
particular, si p es un cero de f, mult,(F) = ord,(f). Por otro lado, si p es un polo de f, también
es un cero de % Para encontrar la multiplicidad de F' en p se usa la carta local @2(z) = 1. Si ¢ es
la carta que provee la forma normal, g 0 F o ¢~ ! = 2™. Como 0 F = %, (%) o¢ = 2™ asi que

mult, (F') = ord, (%) = —ord,(f), por el lema II1.24. O

D. Funciones entre superficies de Riemann compactas

En esta seccidn, se estudian superficies de Riemann compactas para obtener propiedades impor-
tantes, incluyendo la férmula de Riemann-Hurwitz que sera fundamental en la prueba del resultado
principal. Se empieza contando el nimero de preimagenes de puntos y € Y bajo un mapa holo-
morfo F': X — Y. La siguiente propiedad dice que cualquier punto y € Y tiene la misma cantidad

de preimagenes si las contamos con multiplicidad.

Proposiciéon II1.41. Sea F : X — Y wun mapa holomorfo no constante entre superficies de

Riemann compactas. La funcion dy : Y — Z definida por

dy(F)= Y mult,(F)

PEF~1(y)
es independiente de la eleccion de y. Es decir, es constante.

Demostracion. Este resultado se demuestra primero para una clase particular de funciones. Sea
D = B4(0) el disco unitario abierto en el plano complejo y considérese la funcién f : D — D dada
por f(z) = 2™ param € Z*. Sea w € D. Si w = 0, su tinica preimagen es z = 0 y multo(f) = m.
Contando con multiplicidad, w = 0 tiene m preimagenes. w # 0, por otro lado, tiene exactamente
m raices m-ésimas z1, ..., 2z, € Dy mult,, (F) = 1. En este caso, w también tiene m preimdgenes,
probando la proposicién para f.

La forma normal local de la proposicién II1.36 transforma a una F' arbitraria, al menos local-
mente, en una funcién de la forma w = z™; esto es similar a la funcién del parrafo anterior y es

el nexo entre el caso particular y el general. Témese y € Y arbitrario. Sean {z1,...,2,} todas las
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preimégenes de y bajo F'. Elijase una carta local ¢ : U — D centrada en y. Por la proposicién
I11.36, para cada x; existe una carta local ¢; : U; — V; centrada en x; que proporciona la coor-

m;

denada z; y que transforma a F' en w = h;(z) = 2" en V;. Gracias a que la imagen de ¢ es D
(y por tanto, la de h; también), se puede suponer sin pérdida de generalidad que V; = D. Asi, en

términos de las coordenadas locales F'

y, tiene la misma forma que la funcién f del inicio de esta
prueba: es una funcién del disco D a si mismo que manda un punto z; a z;"*. Por ello, cualquier
punto y’ € U tiene la misma cantidad de preimdgenes que y en las vecindades Uq, ..., U,.

Si esas fueran todas las preimagenes de 3y’ la proposicién estarfa demostrada. Sin embargo, es
posible que ¥y’ tenga otra preimagen que no esté en esas vecindades. Supdngase, en busca de una
contradiccion, que existen infinitos puntos y; € U arbitrariamente cerca de y (esto es, y; — y) que
tienen al menos una preimagen p; fuera de las vecindades Uy, ..., U,. Obviamente, F(p;) — y.
Como X es compacto, existen z € X y una subsecuencia convergente de {p; }, digamos {p;, }, tales
que p;, — . Como F es continua, F'(p;, ) — y implica que F'(z) = y, de donde = = x; para algiin
i. Sin embargo, esto es una contradiccién, pues p;, — x; implica que eventualmente p;, € U;.

Por ello, cualquier punto de U tiene la misma cantidad de preimagenes que y en Uy U--- U U,
y este conjunto las contiene a todas. Esto implica que d, es constante en U. Como y es arbitraria,

d, es localmente constante y como Y es conexo, entonces es constante. O

Esta proposicién da una medida para clasificar a los mapas holomorfos.

Definiciéon II1.42. Sea F' : X — Y un mapa holomorfo no constante entre dos superficies de
Riemann compactas. El nimero deg(F'), dado por d,(F') para cualquier y € Y, se llama grado de

F.

Corolario II1.43. Sea F : X — Y un mapeo holomorfo entre dos superficies de Riemann com-

pactas. F es un isomorfismo si y solo si deg(F) = 1.

Demostracion. Sideg(F) = 1, todo punto y € Y tiene exactamente una preimagen de multiplicidad

1. Esto quiere decir que F' es inyectivo. Por la proposicion I11.27, F tiene que ser un isomorfismo. [

Corolario II1.44. Sea X una superficie de Riemann compacta. Si existe una funcion meromorfa
f X — C que tiene exactamente un polo simple p y ninguna otra singularidad, entonces X es

isomorfo a Cy.

Demostracion. Sea F : X — C el mapeo holomorfo correspondiente a f. Al calcular deg(F) en
00, la tnica preimagen de oo es p. Como p es un polo simple de f, ord,(f) = —1 y por el lema
II1.40, mult, (F) = —ord,(f) = 1. Entonces deg(F) = 1 y en virtud del corolario anterior, F' es un

isomorfismo entre X y Cg. O

A continuacién se generaliza el ejemplo II1.25 a superficies de Riemann compactas. Este es un

paso crucial para obtener la férmula de Riemann-Hurwitz.
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Proposicion I11.45. Sean X una superficie de Riemann compacta y f : X — C una funcion

meromorfa no constante. Entonces

Zordp(f) =0

Demostracion. En virtud de la proposicién I11.35, sea F' : X — C la funcién holomorfa corres-
pondiente a f. Sean {z;} el conjunto de ceros y {y,} el conjunto de polos de f. Para cualquier ¢ y

J, F(z;) =0y F(y;) = oo. Con esto, se calcula el grado de F respecto de 0 y de oo.

deg(F) = do(F) = Zmultxi (F)

=dwo(F) = Zmultyj (F)

Por el lema II1.40, mult,, (F') = ord,, (f) y mult, (F) = —ord,, (f). Ademds, por el corolario

II1.22, s6lo los ceros y polos tienen orden no nulo. En consecuencia

D ordy(f) = Y ords () + 3 ordy, (f)
= Z mult,, (F) — Z mult,, (F)

=0

1.  Férmula de Riemann-Hurwitz.
El siguiente es el primer teorema importante en la teoria de mapeos holomorfos. Esta féormula
relaciona las propiedades analiticas de un mapeo holomorfo con las propiedades topoldgicas de su

dominio y su imagen (que son superficies de Riemann).

Teorema II1.46 (Férmula de Riemann-Hurwitz). Sean X y Y dos superficies de Riemann com-

pactas. Sea F : X =Y un mapeo holomorfo no constante. Entonces

29(X) — 2 = deg(F)(29(Y) — 2) + Y _ (mult, (F) — 1)
pEX
Demostracion. Antes que nada, como X es compacta, el conjunto de puntos de ramificacion de F
ademads de ser discreto es finito. Asi, la suma de la derecha es finita.
Construyase una triangulacion de Y de forma que todos los valores de ramificacion de F' sean
vértices en la triangulaciéon. F' induce una triangulacién andloga en X, enviando cada valor de
ramificacién a sus puntos de ramificaciéon. Sean v, e, t el nimero de vértices, lados y tridngulos,

/

respectivamente, de la triangulacién de Y y v/, €/, ¢’ sus correspondientes en X.
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Como todos los valores de ramificacién son vértice de algin tridngulo en Y, ningin triangulo
contiene valores de ramificacién en su interior. Por ello, cada punto del interior de un triangulo
tiene exactamente deg(F') preimdgenes bajo F (todas de multiplicidad 1). En otras palabras, por
cada tridngulo en Y, hay deg(F') tridngulos en X. Este argumento funciona también para mostrar
que v' = deg(F)v y ¢/ = deg(F)e. Si se sustituye el ntimero de preimdgenes de un punto ¢ € Y

usando la definicién de deg(F’) en ¢, se obtiene:

F gl = Y T=deg(F)— Y [mult,(F)—1].

pEF~1(q) pEF~1(q)

Entonces,

V=Y IF )

q vértice de Y

> deg(F)— Y [mult,(F) — 1]

q vértice de Y pEF—1(q)

= deg(F)v — Z Z [mult, (F) — 1]

q vértice de Y pe F—1(q)

=deg(F)v— > [mult,(F)-1].

p vértice de X

Por el teorema I1.35, x(X) = 2 — g(X). Al unir todas estas cuentas se obtiene:

:—UI—I—e/—t/

=—deg(F)v+ > [multy(F) — 1] + deg(F)e — deg(F)t

p vértice de X

=—deg(F)x(Y)+ > [mult,(F)—1]

p vértice de X

= deg(F)(2g(Y) — 2) + Y _ [mult,,(F) — 1].
peEX
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IV. FORMAS DIFERENCIALES E INTEGRALES

Después de extender la nocién de diferenciabilidad a las superficies de Riemann, ahora se
extiende la definicién de integrabilidad. Sin embargo, las integrales no son el tinico objetivo de este
capitulo. Las formas diferenciales estdn involucradas en el enunciado del Teorema de Riemann-

Roch, mientras que el Teorema del Residuo sera clave en la demostracién del resultado principal.

A. Formas diferenciales

Primero se extiende la nocién de formas diferenciales complejas a las superficies de Riemann.
No se ahonda en los detalles del significado de una forma diferencial. Lo importante es saber que
su comportamiento es el mismo que en el plano complejo. El lector interesado puede consultar
el articulo de Tao (2007) que define formas diferenciales generalizando una nocién especifica de

integracién en la recta real.

Definiciéon IV.1. Sea V C C un abierto. Una 1-forma diferencial w es una expresion de la forma
w= f(2)dz + g(z)dz

Definicién IV.2. En la definicién anterior, si f y ¢ son funciones C*°, se dice que w es C*° en V

o en la coordenada z.

Elfjanse dos 1-formas particulares: wy = f1(z)dz y we = fa(w)dw, C* en los abiertos V7 y Vs,
respectivamente. Sea T : V2 — V} una funcién holomorfa, z = T'(w) en términos de las coordenadas
2z y w. En una integral, T puede servir para hacer un cambio de variable de w a z de la siguiente
forma: [wy = [ fi(z)dz = [ fi(T(w))T"(w)dw = [ fa(w)dw = [ wo. Esta idea inspira la definicién

de un cambio de variable mas general.

Definicién IV.3. Sean wy = f1(2)dz+g1(2)dz y we = fa(w)dw + go(w)dw 1-formas C*>° definidas
sobre los abiertos abiertos V4, Vo C C respectivamente. Sea z = T'(w) un mapeo holomorfo de

V5 a Vp. Se dice que T transforma a wy en wo, o que T es un cambio de variable de wy a wo, si

fa(w) = fi(T(w)T'(w) y g2(w) = g1 (T (w))T" (w).

La idea es obtener wy después de sustituir z = T'(w) , dz = T'(w)dw y dz = T'(w)dw en la
expresion de wq, al igual que un cambio de variable de integracién. Como es esperado, si S es la
funcién inversa de T, se puede transformar a wy en wy usando S.

Hacer un cambio de variable simplifica el cdlculo de la integral, pero no cambia el resultado.
De igual manera, que estas transformaciones no deben afectan las propiedades méas importantes

de las 1-formas diferenciales.

41
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Definicién IV.4. Sea X una superficie de Riemann. Una I-forma C* en X es una coleccién {wg }

de 1-formas C*° que cumple las siguientes dos condiciones.
= Para toda carta local ¢ : U — V de X, existe una tnica 1-forma w, definida sobre V.

= Si los dominios de dos cartas locales ¢ : Uy — V1 y ¢2 : Uy — V5 no son disjuntos, la funcién

de transicién T = ¢1 o ¢, transforma a wy, en wey,.

La motivacién de esta definicién sigue la misma linea que las funciones holomorfas. Una 1-
forma sobre una superficie de Riemann es un objeto que localmente es una 1-forma compleja y
cuyas representaciones locales son compatibles. Esto significa se puede usar un cambio de variable
para transformar la representacién de la 1-forma en una carta local al cambiar de coordenada. En

este caso, el cambio de variable es la funciéon de transicion entre las cartas locales.

Definicién IV.5. Una l-forma {wy} en una superficie de Riemann X es holomorfa si localmente
tiene la forma f(z)dz, con f holomorfa. Es decir, Vw € {ws}, w = f(2)dz con f holomorfa. En

cambio, si cada f(z) es meromorfa se dice que {wy} es meromorfa.

Las 1-formas ma&s relevantes no son las C* sino las holomorfas y meromorfas. Sin embargo,
las propiedades que se demostraremos a continuacion se refieren a formas C*°. La razoén es que las
formas holomorfas y meromorfas son muy parecidas a las C*°. Por ejemplo, toda funcién holomorfa
es analitica o C*°. Entonces, una 1-forma holomorfa {w, } es una 1-forma C*> en la que cada wy,
no depende de z,, (igual que las funciones holomorfas, que cumplen % = 0). Por ello, las 1-formas
holomorfas heredan todas las propiedades de las 1-formas C*°.

Las funciones meromorfas heredan las propiedades de las funciones C*°, aunque solo en sus
puntos regulares, pues en sus polos no son analiticas. Lo mismo ocurre con las 1-formas meromorfas.
Sea {w,} una 1-forma definida sobre X y sean wy = f(2)dz y wy = g(w)dw sus representaciones
locales respecto de ¢ y 7 respectivamente, con f y g meromorfas. Sea T = ¢ o 1! la funcién
de transicién (que es holomorfa). Si ¢(p) es un polo de f y se transforma wyg en wy, la funcién
g(w) = f(T(w))T'(w) tiene un polo en ¥ (p). Por tanto, los polos de las 1-formas meromorfas estdn
bien definidos en el sentido que no dependen de la carta local. Por ello, se puede decir que p es un
polo de la 1-forma meromorfa {w,}. Asi, {w,} hereda las propiedades de las 1-formas C*> en sus

puntos regulares, mientras que sus polos se mantienen fijos.

Nota. Por la explicacién en el parrafo anterior, se demostraran los siguientes teoremas para formas

C® tnicamente, recordando que valdran también para formas holomorfas y meromorfas.

1.  Formas diferenciales definidas en un atlas.
Ejemplo IV.6. Sea w; = dz una 1-forma diferencial en C. Se busca una 1-forma w sobre C, cuya

representacién local en C sea wi. En el ejemplo I1.25, se obtuvo un atlas para C,, que consiste de
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las cartas ¢y : Coo \ {00} = Cy 2 : Coo\ {0} — C dadas por ¢1(2) = 2 y p2(w) = w L. La funcién
de transicién es T'(w) = @1 0 p; ' (w) = w™'. Se puede escribir w; = f(2)dz, donde f : C — C estd
dada por f(z) = 1, y notar que w; estd definida en la imagen de ¢;. Si se transforma a w; usando
T, se obtiene una 1-forma wy = f(T(w))T"(w)dw = —w~?dw meromorfa en C, la imagen de 3.
Entonces, el conjunto Q = {wi,ws} contiene formas diferenciales complejas que corresponden a

una carta local distinta del atlas {¢1, @2} de Cu. O

La coleccion €2 realmente no es una 1-forma diferencial sobre C,,. Existen otras cartas locales
¢ : U — V en la estructura compleja de C,, para las cuales no existe una 1-forma diferencial
compleja en €2 definida en V. Sin embargo, el procedimiento para extender una 1-forma usando
un cambio de variable para definirla en otras cartas locales se puede generalizar. El siguiente lema
verifica que este procedimiento es valido y que el resultado es, en efecto, una 1-forma diferencial

segun la definicién anterior.

Lema IV.7. Sean X una superficie de Riemann y A un atlas complejo de X . Supéngase que existe
una coleccion de 1-formas complejas C*°, una para cada carta de A, de forma que si dos formas
tienen dominios no disjuntos, una se transforma en la otra. Entonces, existe una unica 1-forma

C>® definida en X que extiende la coleccion de 1-formas en A.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supéngase que V¢ € A, el dominio U de ¢ es conexo.
Si no fuera asi, reemplazamos ¢ por las cartas definidas en las componentes conexas de U.

Sea 1 : U — V una carta local en la estructura compleja de X que no esté en el atlas A. Se
busca una 1-forma diferencial compleja con dominio V' que se pueda transformar en cualquier otra
1-forma que se necesite. Como A es un atlas, los dominios de sus cartas cubren X, asi que si se
toma un p € U fijo, existe ¢ € A cuyo dominio contiene a p. Sea z la coordenada local asociada
a ¢ v w, la asociada a 9. En la estructura compleja, T = ¢ o)1 es la funcién de transicién y en
términos de las coordenadas es z = T'(w). Sea wy = f(z)dz + g(z)dz la 1-forma asociada a ¢ y

definase

wy = f(T(w))T (w)dw + g(T(w))T"(w)dw.

w,y es la candidata para ser la 1-forma asociada a 1. Primero, la definicién es independiente de
la eleccién de ¢. Si ¢q fuera otra carta local sobre p con coordenada local s, funcién de transicién
s = R(w) = ¢1 o ¢p~ (w) y 1-forma asociada wg, = f1(s)ds + g1(s)ds, wy estarfa dada por

f1(R(w)) R (w)dw + g1 (R(w)) R (w)dw.

Por hipétesis, se puede transformar wg en wy,. Es decir, fi(s) = f(T1(s))T1(s) v g1(s) =

g(T1(s))T}(s), donde Ty = ¢pop; " es la funcién de transicién. Reescribiendo esta ecuacién usando

funciones relacionadas a 1), se obtiene T} = To R~! y T = T} o R. Si se sustituyen estas relaciones
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en la definicién de wy en términos de ¢1, se obtiene:

fi(R(w)) R (w)dw + g1 (R(w)) R’ (w)dw

= /(T (R(w)))Ti (R(w))] B (w)dw + [g(T1 (R(w)))T{ (R(w))] R (w)dw
= f(Ty o R(w)) [T} (R(w)) R (w)]dw + g(T1 o R(w)) [T{(R(w)) R (w)]dw

= f(T(w)) T (w)dw + g(T(w))T"(w)dw

= Wy.

Esto muestra que las 1-formas definidas respecto de ¢ y de ¢; son iguales, por lo que la defini-
cién de w,y, es independiente de la carta local utilizada y w,, es tinica. Es més, este hecho permite
probar que no solo se puede elegir cualquier carta local, sino que cualquier punto ¢ € U sirve de
base para definir wy,.

Supoéngase que U es conexo. Si no fuera conexo,este procedimiento se puede usar para definir wy
de forma unica en cada componente conexa. Como % es un homeomorfismo, V' es conexo y, por ser
un abierto de C, también es conexo por caminos. Esto significa que existe un camino 7 : [0,1] = V
tal que v0(0) = ¥(p) y Y0(1) = ¥(q). Si se define v : [0,1] — U por ¢p~1 o0 vg, se obtiene un camino
tal que v(0) = py v(1) = q. Ademas, los dominios de las cartas del atlas A cubren a ([0, 1]). Como
~ es una funcién continua, v([0, 1]) es compacto y conexo. Gracias a esto, existe una cantidad finita
de cartas ¢, : Uy, — Vi, con k =0,1,...,n, tales que ¢}, € A, v([0,1]) C Uj_, Ux por compacidad.
Por conexidad, se eligen los indices k de forma que U N (Uf:_ol U,;) N#QPparak=1,...,n.

Esta construccion sirve para extender la definicién de wy, a ¢. Primero, definase w,, en ([0, 1])N
Uy transformando a wg, en w, mediante la funcién de transicién Ty = ¢ o ¢~ *. Supéngase ahora
que wy, ya estd definida en v([0,1]) N (Ui:ol Ui> para algin 1 < k < n. Como ~([0,1])N (Uf:() Ui)
es conexo, U, N [fy([(), 1) n (Ui:ol Uiﬂ es no vacio y contiene a un punto p,. Existe, entonces,
0 < j < k tal que pr, € U;. Usando el cambio de coordenadas Tj; = ¢ o qu_l, la definicién
de wy, se extiende de (y([0,1]) N U;) N Ui a ~([0,1]) N Uy. Como se ve al inicio de esta prue-
ba, wy es independiente de la carta local que se use para definirla. Por ello, wysi es igual en
~([0,1])) N Uy, y en v(]0,1]) N (Uf:() Ui>. Este proceso inductivo permite definir wy, en el conjunto
7([0,1]) N (Ui, Ui) = 7([0,1]) v, en particular, en ¢ = y(1).

Lo que falta para tener una l-forma en X es mostrar que todas las 1-formas definidas de
esta manera son compatibles. Es decir, que si 11 y 2 son cartas locales con dominios U; y
Us, respectivamente, tales que Uy N Uy # ), entonces se puede transformar t; en 1y usando
T = vy othy ' Si by, 1hs € A, wy, se transforma en wy, por hipétesis. Si 11 € Ay s ¢ A,
la definicién de wy, es justamente w,, transformada por 7' en Uy N Uz . Si 91,92 ¢ A, sea

p € Uy NUs. Se elige una carta local ¢ : U — V con p € U. Seanleqboz/JflyTQ:qbow;l.Si
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we = f(s)ds + g(s)ds, se definen las 1-formas respecto de ¢:

Wiy = F(TL ()T (2)dz + g(Ty (=) T ()

Wi = F(Ta(w)) T (w)dw + g(Ty (w) T3 (w)de.

En la expresién de wy,, se hace el cambio de variable z = T'(w) para obtener:

fI(T )T (T ()T (w)dw] + g[T3 (T (w)]TY (T (w)) [(T"(w))dw]

= f(Ty o T(w))(Ty o T) (w)dw + g(Ty o T'(w))(T1 o T) (w)dw

= f(Ta(w) T3 (w)dw + g(To(w)) T3 (w)dw

= Wy, -

En cualquier caso, es posible transformar a wy, en wy,. Asi, se ha construido una 1-forma
diferencial {wy} en X a partir de las 1-formas correspondientes al atlas \A. El paso restante es
demostrar la unicidad. Si {n,} es otra 1-forma sobre X que extiende a la coleccién de formas sobre
A, cualquier pareja de formas 74 y 7y pueden ser transformadas una en la otra. En particular, si
¢ € A, ny es la transformacion de la forma 74 que pertenece a la coleccién de formas sobre A. Por

tanto ny = wy. O

Gracias al lema IV.7, el procedimiento del ejemplo IV.6 se puede continuar para extender la

1-forma compleja dz a una 1-forma diferencial en la esfera de Riemann.

2. Orden de 1-formas meromorfas.
Al igual que con las funciones meromorfas, se puede definir el orden de una 1-forma meromorfa

en un punto.

Definiciéon IV.8. Sea w una 1-forma meromorfa definida en una superficie de Riemann X. Sea z
una coordenada local y 2y la coordenada correspondiente a p € X. En términos de z, w toma la
forma f(z)dz con f meromorfa. El orden de w en p se define como el orden de f en z y se denota

con ord,(w).

Lema IV.9. El orden de una 1-forma meromorfa en p es independiente de la eleccion de coorde-

nada local.

Demostracion. Esta prueba es similar a la del orden de las funciones meromorfas. Sean ¢, cartas
locales que contengan a p en su dominio y supdéngase, sin pérdida de generalidad, que estan cen-
tradas en p. Sino lo estuvieran, se reemplaza z por z — 2y y w por w — wq en las series de Laurent,

donde zo = ¢(p) y wo = 1(p).
Respecto de ¢, se tiene wy = f(2)dz = (ZnZno anz”) dz = (ap,2™ + O(z"*1))dz, con
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an, # 0. En esta forma, ord,(w) = ng. Respecto de 9, w toma la forma g(w)dw. Por el lema II.18,
la funcién de transicion T = ¢ o 9p~" tiene la forma 2z = T'(w) = 3 5, bpw" = biw + O(w?) con

b1 # 0. Como T transforma a wg en wy, se tiene que

g(w) = f(T(w))T'(w)
= f(b1w + O(w?)) (b1 + O(w))
= [ang (brw + O(w?))™ + O((byw + O(w?))"1)](by + O(w))
= [an b1 w™ + O™ )] (b1 + O(w))

= A 01T 0™ - O (w0t ).

Por lo tanto, el orden de w respecto de 1 también es ng, como se queria. O
Definiciéon IV.10. Sean w una 1-forma meromorfa sobre una superficie de Riemann X y p € X.

= pesun cero de orden n de w si ord,(w) =n > 0.

= pes un polo de orden n de w si ord,(w) = —n < 0.

El lema IV.9 provee otra forma de comprobar que los polos de las formas diferenciales estan
bien definidos. La demostracién de las siguientes propiedades es andloga a su equivalente para

funciones meromorfas.
Proposicion IV.11. El conjunto de ceros y polos de una 1-forma meromorfa es discreto.
Proposicién IV.12. Una I-forma meromorfa w es holomorfa en p si y solo si ord,(w) > 0.

Ejemplo IV.13. Sea w la forma diferencial en C, definida en el ejemplo IV.6. La forma de w
respecto de @o es w2dw, asi que ordeo(w) = ordy, (o) (w™?) = ordo(w ?dw) = —2. Entonces w
tiene un polo de orden 2 en co. En cualquier otro punto z € C, w toma la forma dz respecto de ¢

y se tiene ord, (w) = ord,(1) = 0. O

Ejemplo IV.14. Sea f(z) = ¢[]_;(z — A\;)® una funcién definida en C, con ¢ € C\ {0}, X\; € C
distintos y e; € Z\ {0}. Sea w1 = f(z)dz una 1-forma diferencial en C. Transférmese w; usando

€; —€;
el cambio de variable z = T(w) = . Primero, nétese que f (L) = cJ[;, (w - %) (—)\H) .

Sea, entonces, wy = g(w)dw = f(T(w))T"(w)dw = ¢ {H?_l (w - %)ﬁ (—i‘l)ﬂi] (—w~2)dw. Por
el lema IV.7, existe una 1-forma diferencial meromorfa w sobre Co, que extiende a {wy,ws}.

Se sabe que ordy, (f) = e;. Respecto de la carta 7, w toma la forma f(z)dz y entonces se tiene
que ordy, (w) = e;. También se puede calcular ordy, (w) usando la forma local de w respecto de pa.
Respecto de esta carta, w toma la forma g(w)dw y ordy, (w) = ord,,(x,)(g9) = ordyx,(9) = €;, que

concuerda con el orden respecto de 1, segin el lema IV.9. Para calcular ords (w), se usa la forma



47

respecto de ¢z y obtenemos ords(w) = ordy,(s)(9) = ordo(g) = —2 — 3" | €;. Naturalmente,

para cualquier otro punto z € Co, distinto de oo y de los \;, ord,(w) = 0. O

3. 2-formas diferenciales.

Mas tarde, las 1-formas diferenciales se usan para integrar sobre trayectorias en superficies de
Riemann. En este caso, sélo se necesita un pardmetro para definir una trayectoria. También puede
ser util integrar sobre superficies, en cuyo caso se necesitan dos parametros para definir la regién
de integracién y, con ello, un diferencial de “dos variables”. Ahora se formaliza esta nocién y se

extiende a las superficies de Riemann.

Definiciéon IV.15. Una expresion de la forma

n=f(z)dzAdz
donde f es una funcién C*° definida en un abierto V' C C se llama 2-forma diferencial C*° en la
coordenada z.

Ahora la regla de transformacion es ligeramente distinta.

Definicién IV.16. Supéngase que 1, = f(z)dzAdZ y n2 = g(w)dwAdd son 2-formas diferenciales
definidas en los abiertos Vi y V3, respectivamente. Sea z = T'(w) una funcién holomorfa de V5 a

V1. Entonces, T' transforma a m1 en ng si

g(w) = f(T())||IT"(w)|*.

La regla de transformacién surge también de la idea de sustituir z = T'(w) en la expresién de

m = f(z)dz A dz. La diferencia es que ahora hay dos diferenciales, asi que la forma diferencial

se transforma de la siguiente manera: dz A dz = d(T(w)) A d(T(w)) = (T (w)dw) A (T"(w)dw) =

T (w)T"(w)dwAdw = ||T"(w)||dw A dw. Aunque no se han descrito las propiedades de la operacién
A, esta sustitucién explica la motivacién del término || 7(w)]|.

El siguiente paso es extender las 2-formas de C a las superficies de Riemann.

Definicién IV.17. Sea X una superficie de Riemann. Una coleccién {n,} de 2-formas C* se llama

2-forma diferencial en X si cumple:

= Para toda carta local ¢ : U — V' de X, existe una tnica 2-forma 74 en la coleccién definida

sobre V.

= Si los dominios de dos cartas locales ¢1 y ¢2 no son disjuntos, la funcién de transicién

T = ¢ 0 ¢, " transforma a Ny €N T, -

Al igual que con las 1-formas, se tiene:
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Lema IV.18. Sean X una superficie de Riemann y A un atlas complejo de X. Supdngase que
existe una coleccion de 2-formas complejas C*°, una para cada carta de A, de forma que si dos
formas tienen dominios no disjuntos, una se transforma en la otra. Entonces existe una unica

2-forma C*° definida en X que extiende la coleccion de 2-formas en A.
La prueba de este lema es andloga a la del lema IV.7.

B. Operaciones con formas diferenciales

Existen varias formas de obtener nuevas formas diferenciales. Una manera es obtenerlas a
partir de otras formas existentes. Por ejemplo, en R? se multiplican los diferenciales dz y dy para
obtener dA = dxdy. También se puede hacer una sustituciéon para cambiar el dominio de una
forma diferencial, como cuando se utilizan coordenadas polares mediante la funcién inversa de
F(r,0) = (rcos®,rsinf); el dominio circular 22 + y? < R? es transformado en uno rectangular
0<r<R,0<60 < 2x Por otro lado, las formas diferenciales generalmente estian asociadas con
alguna forma de diferenciacién. Al integrar [ f(z)dz, en ocasiones es necesario hacer un cambio de
variable z = g(u). En este caso, el diferencial dz se reemplaza entonces por g’ (u)du. A continuacidn,

se formalizan estas ideas.

1. Producto exterior de 1-formas diferenciales.

En la definicién de 2-formas diferenciales, se obtuvo informalmente el criterio para transformar
2-formas a partir de las propiedades del simbolo A. Ahora se define correctamente la operacién
A entre 1-formas diferenciales. Informalmente, se puede considerar a una 1-forma en el plano
complejo como un segmento de recta de longitud infinitesimal, mientras que una 2-forma es una
seccién infinitesimal de un plano. Al igual que dos rectas no paralelas determinan un plano, dos

1-formas no “paralelas” determinan una 2-forma mediante la operacién A.

Definiciéon IV.19. Sean wy; = f1dz 4+ ¢1dZ y wa = fodz + godZ dos 1-formas C* en C. Se define

el producto exterior de wi y wy por

w1 /\(.L)Q = (f1g2 - f2gl)dz ANdz

La verificacién de las siguientes propiedades es inmediata a partir de la definicién.
Proposicion IV.20. Sean wy; = fidz+¢1dZ y we = fodz+godZ dos 1-formas C*° en C. Entonces:

Wy Awy = —wo Awy.

= w Awp =0.

En particular, la proposicién anterior dice que dZAdz = —dzAdZ y que dzAdz =dzAdz = 0.
Interpretar al producto exterior como el plano infinitesimal generado por dz y dz, le da sentido

a estas propiedades. Al igual que dos rectas paralelas no generan un plano, la segunda propiedad
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dice que dos 1-formas “paralelas” no generan una 2-forma. La anticonmutatividad (la primera
propiedad) tiene sentido al integrar. Una integral respecto de dz A dz se hace en direccién opuesta
a dzAdZz, asi que sus integrales difieren inicamente por su signo. En términos del producto exterior,
esto significa que A le da una orientacion a las 2-formas y que al invertir el orden de los factores,

se invierte la orientacion.

Definiciéon IV.21. Sea X una superficie de Riemann. Sean w; y we 1-formas C*° definidas en
X. Supoéngase que sus formas locales son wy = fidz + ¢1dZ y wy = fodz + godZ con respecto de
alguna coordenada local z. Se define el producto exterior de wi y ws, denotado por wi A wa, como

la 2-forma diferencial cuya representacion local es

(f192 — fag1)dz N dZz

En otras palabras, el producto exterior de dos 1-formas en una superficie de Riemann es la
coleccién de los productos exteriores de las representaciones locales. Antes de seguir, se tiene que

verificar que:
Lema IV.22. La 2-forma wi A wy de la definicion IV.21 estd bien definida.

Demostracion. Sean ¢1 'y ¢o cartas locales tales que U1NUs # O, z1 y 22 sus coordenadas inducidas
y z1 = T'(22) la funcién de transicién. Sea w; ; = f; j(z;)dz; + ¢ ;(2;)dZ; la representacién local de
w; respecto de ¢;, con f; ;(z;) v gi,j(%;) funciones C*> para i = 1,2 y j = 1,2. La representacién
de w1 A wy respecto de ¢; es [fi1;(2)92.,(25) — f2,;(25)91,5(25)]dz; A dZ;. Para verificar la buena
definicién del producto exterior, se debe mostrar que 7' transforma la representaciéon de wi A wo
respecto de ¢; en aquella respecto de ¢o. Por hipdtesis, T' transforma a w;; en w; 2, es decir

Ji2(z2) = fin(T(22))T"(22) ¥ gi2(22) = 9i,1(T(22))T"(22). Entonces

[f1.1(T(22)) 92,1 (T (22)) — f2,1(T(22))g1.1 (T ()T (22) 7
= [fl,l(T(Z2))g271(T(Z2)) - f2,1(T(Z2))91,1(T(Z2))][T/(Z2)T/(Z2)]
(

= [f1,1(T Zz))T/(Zz)] ) [92,1(T(22))T'(22)] - [f2,1(T(22))T/(Z2)] ) [91,1(T(22))T'(22)]

= f1,2(22)92,2(22) - f2,2(22)91,2(22)~

Este es el criterio de transformacién de 2-formas diferenciales, lo que se queria mostrar. O

2. Diferenciales de funciones y 1-formas.
A una funcién diferenciable f en R™ se le puede asociar una 1-forma diferencial llamada dife-
rencial total dado por df = %dﬂfl + -+ ;Tidxn. En las superficies de Riemann, la forma de
hacer esto es la siguiente.
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Definiciéon IV.23. Sea X una superficie de Riemann y f una funcién C* sobre X. Sean ¢ una
carta local cualquiera, z su coordenada inducida y dendtese por f;(z) la forma local de f respecto

de esta coordenada. Se define el diferencial de f como la 1-forma diferencial dada localmente por

0
df, — 8f¢d n af<z>

Se omite la dependencia de la carta local cuando no haya riesgo de ambigiiedad.

Como de costumbre, se verifica que las representaciones locales de df se transforman bien bajo

cambios de coordenadas.

Lema IV.24. Sean ¢1 : Uy — Vi y ¢o : Uy — Vo cartas locales que inducen las coordenadas zq
y z2. Supongamos que Uy NUz # @ y sea z1 = T(z2) la funcidn de transicion. Sean dfy, (z1) y
dfs,(z2) las representaciones locales de df respecto de estas coordenadas. Entonces T transforma

adfe, en dfe,.
Demostracion. Escribanse las formas locales como

f¢1

dfs, (1) = %fzﬁl( 1)dz + (zl)dzl = g1(21)dz1 + h(21)dz

f¢1
07y

0
df¢2 (22) = ai(il (ZQ)dZQ + (Zz)dzig = gz(Zg)ng + ho (Zg)dg
Verificar el lema se traduce en demostrar las igualdades ga2(22) = g1(T(22))T"(22) v ha(z2) =
h1(T(z2))T"(z2). Usando la regla de la cadena se obtiene:
Ofg, dT
WTET (22) = L) T e2)
0
82
= [(foer) o (106" (22)
822

0

= 87,22 [f°¢51] (22)

0
= 35, Hel(2)

[for 0T (22)

= 92(22)~

La segunda igualdad se demuestra de forma andloga. O

Asi como se definen diferenciales de funciones, se pueden definir diferenciales de 1-formas.
Naturalmente, si el diferencial de una funcién es una 1-forma, el diferencial de una 1-forma sera

una 2-forma.
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Definiciéon IV.25. Sea w una l-forma C* sobre una superficie de Riemann X. Sea ¢ : U —
V una carta local en X y z su coordenada inducida. La representacién de w respecto de z es
f(2)dz + g(2)dz. El diferencial de w se define localmente por

_ (99 _9of .
dw = (82 az)dz/\dz

Lema IV.26. FEl diferencial de una 1-forma C*>° w sobre una superficie de Riemann estd bien

definido.

Demostracion. Sean ¢ : Uy — Vi y ¢o : Uy — V5 cartas locales con coordenadas inducidas z1, zo y

UiNU; # @. Sea z; = T(22) la funcién de transicién. La representacién de w respecto de ¢; es w; =

fi(zi)dzi + gi(2i)dzi, con i = 1,2. Nétese que fa(z2) = f1(T(22))T"(22) y g2(22) = 91(T'(22))T"(22)

y que T es holomorfa. Derivando estas expresiones se obtiene:

0f2 0 1
8772(22) = %[(fl oT)-T'](22)
P , T’
= %[fl o T)(22)T"(22) + (f1 0 T)(Z2)85(Z2)
0 y
= é975”1 o T](22)T"(22)-

U

073

Gracias a que T'(z2) es holomorfa, T'(z2) también lo es. Entonces (z2) = 0, justificando la

ultima desigualdad. Andlogamente, se demuestra que

092 (22)

6722 = i[91 OT](Z2)T/(Z2)-

62’2

Entonces,

|
- [%(T(@))T’(zg)] T'(z2) — [gQ(T(@))T’(@) T'(2)

= ol o T ) — plfi o TI()T'(22)
= 872(22 - %(22)

Asi como la derivada, el operador d(-) obedece la regla del producto.

Proposicion IV.27. Sean f una funcion C*° y w una 1-forma C* definidas sobre una superficie
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de Riemann. Entonces

d(fw)=df Aw+ fdw

Demostracion. Escribase a f y w localmente como f(z) y g(z)dz + h(z)dz, respectivamente. En-

tonces,

d(fw) = d(fgdz + fhdz)
_ <3(fh) B 5(fg))dzAdZ

0z 0z
of, . ,oh _0f .0y .
<6z 9. T 9sY fa—>d”dz

8f of Oh g
<8z az)dz/\d +f(z a)d Adz

(gfd + afdz> A (gdz + hdZ) + fdw

=df Nw+ fdw.

3. Pullback de formas diferenciales.

Al igual que las coordenadas polares cambian la forma del dominio de las formas diferenciales,
esta idea se adapta a las superficies de Riemann. Sea F': X — Y un mapeo holomorfo no constante
entre superficies de Riemann. Sea w una 1-forma C* en Y. Definiremos una 1-forma en X utilizando
wy F. Tomemos cartas locales ¢ : U = Ven X yo: U — V' en'Y tales que F(U) C U’. Sean w
y z las coordenadas inducidas por ¢ y 1), respectivamente. Sean z = h(w) y fdz + gdz las formas

locales de F'y w.

Definiciéon IV.28. Bajo las condiciones del parrafo anterior, se define localmente una 1-forma

diferencial C* sobre X, llamada el pullback de w bajo F', por
F*w = f(h(w))h' (w)dw + g(h(w))h' (w)dw

Obviamente, si w es holomorfa o meromorfa, F*w también es holomorfa o meromorfa, respec-

tivamente. Ademas:

Lema IV.29. Sea F : X — Y un mapeo holomorfo no constante entre superficies de Riemann.

El pullback de una 1-forma diferencial w sobre Y es una I1-forma diferencial bien definida.

Demostracion. Sean ¢1 : Uy — Vi y ¢o : Uy — V, cartas locales sobre X con coordenadas wy
ywey ¥y : U — V] ys: U, — Vi cartas locales sobre Y con coordenadas z; y 2o tales que

UrnNU; # @y F(U;) C U/ para i = 1,2. Notemos que Uy N Uz # @ implica U N U} # O. Se
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definen las funciones de transicién Tx = ¢ o gzbgl y Ty = 910 w;l. Sean w; = f;dz; + ¢;dz; v
hi =v;0oFo qS;l las representaciones locales de w y F', respectivamente, con f; y g; funciones
C™ para i = 1,2. Ty transforma las representaciones locales de w, es decir fo = (fi0Ty) -1y v
g2 = (g10Ty) ﬁ Por su parte, h1 y hy son funciones holomorfas de valores complejos y cumplen

hi =Ty ohyo Til. La representaciéon local del pullback F*w respecto de la carta ¢; es

Frwi = fi(hi(w:))hi(wi)dw; 4 gi(hi(w;)) b (w;)dw;

Solo falta comprobar que [(f2 0 hg) - h5](we) = [(f1 0o h1 0 Tx) - (b} o Tx)](w2)T% (w2); la prueba
de [(g2 © ha) - h5](w2) = [(g1 0 h1 0 T'x) - (A} o T'x)](w2)T% (w2) es andloga. En efecto,

(fiohioTx)-(hyoTx) Tk =[fio(Ty ohyoTx") o Tx] [(Ty o hao Tx') o Tx]- Tk
= [(fioTy)ohyo (Tx" oTx)]
(T3 o hp o T o Tx) - (hy o Ty 0 Tx) - (Tx') o Tx)] - T
= [(froTy) o ha] - (T} 0 ho) - hy] - [(Tx ") 0 Tx) - T]
=[((froTy) Ty ) o ho] - by - [T o T

= (fa o hy) - hi.
O

La siguiente proposicién muestra cémo obtener el orden del pullback F*w a partir del orden de

w en Y y la multiplicidad de F'.

Proposicion IV.30. Sean F : X — Y un mapeo holomorfo entre superficies de Riemann y w una

1-forma meromorfa en'Y. Para p € X,
ord, (F*w) = (1 + ordp(y) (w))mult, (F) — 1

Demostracion. Por la proposicion I11.36, existen coordenadas w, centrada en p, y z, centrada en
F(p), tales que la forma local de F es z = w”, con n = mult,(F). Por su parte, la forma local
de w respecto de z es (cz¥ + O(z**1))dz, donde k = ordp(,)(w). Entonces, la forma local de F*w
respecto de w es (cw™ + O(w™+1))(nw" V)dw = (ncw™* D=1 4 O(w™* +1)))dw. El resultado

sigue de esta ecuacion. O

C. Integracién
La idea de definir formas diferenciales es para integrar sobre superficies de Riemann. Natural-

mente, estas integrales heredan muchas propiedades de sus contrapartes complejas y, por tanto, no
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se demostraran todas. El contenido de esta seccién que sera 1til mas adelante es, principalmente,

el Teorema del Residuo.

1. Integrales de 1-formas.
El primer tipo es la integral de linea. Las siguientes son definiciones estandar en cualquier

espacio topoldgico. Por ello no demostraremos que las construcciones estdn bien hechas.
Definiciéon IV.31.

= Un camino en una superficie de Riemann X es una funcién v : [a,b] = X que es continua y
C® por partes. y(a) se llama punto inicial y v(b), punto final. Si y(a) = v(b), se dice que =

es un camino cerrado. Por simplicidad, a la imagen de 7 se denota simplemente como ~.

» Sia:|ed — [a,b] es una funcién continua y C* por partes tal que a(c) = ay a(d) =b, al
camino yo « : [¢,d] — X se le llama reparametrizacion de v. Para todo camino «y existe una

reparametrizacién con dominio [0, 1].
= El camino inverso de v se define por —y(¢) = v(a + b —t).
w Sivy:fa,b1] = X y 92 : [ag, bo] — X son caminos en X tales que 1 (b1) = y2(ag), se define

la concatenacion de 1 y 72 con dominio [a, b] como el camino v : [a,b] — X tal que

yoan(t), tela, 3>

) = a0 as(l), te (%t p

donde ay(t) = a1 + 2(b1 — a1)(£=2) y aa(t) = bo + 2(az — bo)(L=2). Nétese que a1 y az

—a a—b

proveen reparametrizaciones de y; y 7ya.

= Para cualquier particién finita a = ag < a; < --- < a, = b del intervalo [a, b], la coleccién de
caminos {Yx = V|[ay_,,ax]}o—1 S€ llama particion de ~. La concatenacién de los elementos de

la particién es igual a ~.
Los caminos obtienen propiedades adicionales en las superficies de Riemann.

Definiciéon IV.32. Si F': X — Y es un mapeo holomorfo entre superficies de Riemann y ~ es un

camino en X, entonces F' oy es un camino en Y que se denota por Fi~.

Definicién IV.33. Sea X una superficie de Riemann. Sean p € X y S C X tales que p ¢ S. Sea

~ : [a,b] = X un camino cerrado tal que
®* 7|[ap) €8 una funcién inyectiva, es decir v es un camino simple.
= Existe una carta local ¢ : U — V talque pe U y vy C U.

= El indice del camino cerrado ¢ o v alrededor de ¢(p) es 1.
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= Ningtin punto s € SN U estd en la imagen o en el interior de ~, es decir en la componente

conexa de X \ v que contiene a p.
Se dice que 7y es un camino que separa a p de S.

Para mostrar que la definicion anterior estd bien hecha, hay que verificar dos puntos: que el
indice de ¢ oy alrededor de ¢(p) es el mismo sin importar la carta utilizada y que el interior de 7
estd bien definido. Una prueba general requiere el Teorema de la Curva de Jordan. En cambio, se
muestra que existe un camino especial que cumple con las condiciones prescritas. No se necesitan

caminos generales, asi que este caso particular serd suficiente.

Lema IV.34. Sean X un espacio topoldgico conexo y Z C'Y C X abiertos tales que Y yY \ Z

son abiertos conexos no vacios. Entonces X \ Z es conezo.

Demostracion. Sea A, B una separacién del abierto X \ Z, es decir abiertos de X \ Z tales que
ANB=0y X\Z=AUB. Nétese que Ay B son de la forma A =A'N(X\Z)=A\Zy
B=BnN(X\Z)=B'\Z, donde A’ y B’ son abiertos de X. Como Y \ Z es un subconjunto
conexo de X \ Z, sin pérdida de generalidad, Y\ Z C Ay conello Y C A’.

B es una interseccién de abiertos de X, asi que es abierto. A’ también es abierto y A’ U B =
(ZUA)UB =ZU(X\Z)=X. Ademés, ANB =(AUuZ)NB=(ANB)U(ZNB) = 0.
Estas dltimas igualdades muestran que A’ y B forman una separacién de X. Como X es conexo y
A'DY # @, B=Q. Por lo tanto, A, B son una separacién trivial de X \ Z, lo que muestra que
X\ Z es conexo. O

Lema IV.35. Sea X una superficie de Riemann. Sean p € X y S C X tales que p ¢ S. Entonces

existe un camino vy que separa a p de S.

Demostracion. Sea ¢ : U — V una carta centrada en p tal que U es conexo (si U no es conexo,

restringimos ¢ a la componente conexa que contiene a p). Sea R = U N S. Nétese que p ¢ R por

lo que ¢(p) ¢ ¢(R). Entonces, existe una bola abierta B,-(0) C V tal que B,(0) N ¢(R) = . Sea

Y0 : [0,27] — V el camino definido por () = Ze'. Nétese que g es un camino cerrado simple y

r
2
que su indice alrededor de 0 es 1. Ademds, o separa a V \ v en V; = B, 2(0) y Vo =V \ B, /2(0).
V; es una bola abierta, asi que es conexa. Tanto V' como B,(0) y B,(0) \ B, 2(0) son conexos, asf
que, por el lema IV.34, V, es conexo. Entonces, V' \ 7o se separa en dos componentes conexas que
cumplen ¢(p) € V; y RNV; = 0.

Seay = ¢ 1ovy. U\~ tiene dos componentes conexas: U; = ¢~ 1(V;) y U, = U\ U; = ¢~ 1(Ve).
Se define el interior de v como «; = U; y el exterior, como v, = X \7;. Dado que X, U y U, = U\7%;
son conexos, por el lema IV.34, v, es también lo es. Entonces, X \ v tiene dos componentes conexas:
Yi Y Ve-

Se tiene, entonces, que 7 es un camino inyectivo en [a, b), por ser la composicién de una funcién



56

inyectiva ¢ y 79, que es inyectivo en [0, 27). Como 7y, es cerrado, vy también es cerrado. Ademaés,
v C U y el indice de ¢ oy = v es 1 alrededor de ¢(p) = 0. Como v; C U, también se tiene
que S\R=S\U CX\U C X\7% = 7 como ¢(R)NV; = @, RN~; = @. En resumen,
SNy =[(S\R)UR|Nvy;, =[(S\R)Ny]U[RN~;] = . Por lo tanto, v es un camino que separa
apdeS. O

Ahora se muestra que el indice de este camino es independiente de la eleccion de carta local.

Lema IV.36. Sean X una superficie de Riemann, p € X y~ : [a,b] = X un camino cerrado tales
quep ¢ . Sean ¢ : U =V yob: U — V' cartas locales tales que p e UNU' yv CUNU'. Los
indices de ¢ oy alrededor de ¢(p) y v oy alrededor de ¥(p) son iguales.

Demostracion. Al igual que en el lema anterior, se puede suponer que U y U’ son conexos. Sean
z y w las coordenadas locales asociadas a ¢ y 1, respectivamente. Sea z = T(w) = ¢ o b~ (w) la
funcién de transicién. Sean zo = ¢(p) vy wo = ¥(p). Notemos que zg = T(wy). Deffnase una funcién

g: (U NU") — C por
w — Wy

T (0) iy

w # wy
g(w) =
1

) w = Wo

g(w) es holomorfa para w # wy. En w = wy tenemos, gracias a la Regla de L’Héspital, y a que

T’ (w) # 0 por el lema II.18,

, _ , / w — wo
Jm g(w) = Mm T(w)mes—0
, — Wo
= 1 T 1
Q&mWOQ%HW%J
1

Entonces, g es ademds continua y holomorfa en wq. Si I(7yo,po) denota el indice de un camino

d
7o alrededor de po, tenemos que 27i - I(¢ 0, 29) = / :
poy Z— 20

. Haciendo el cambio de variable
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z = T(w) y usando la férmula integral de Cauchy, se obtiene

2ﬂi~I(¢07,zo):/ dz :/ dz
oy Z T 20 Tooy # — 20
T/
= / 7(1”) dw
oy T(w) — 2o
— dw
= T’ (w) — %0 )
/1110’7 < ( )T(w) —20/) w—wy

dw
= g(w)
Yoy w = Wo

= 2mi - g(wo) - I () 07, wo).

Como g(wp) = 1, el resultado sigue. O

El siguiente lema serd un ingrediente fundamental para definir integrales sobre superficies de
Riemann. Esencialmente, construye una particion finita de un camino en caminos suaves y sufi-

cientemente pequenos para que estén contenidos en el dominio de alguna carta local.

Lema IV.37. Sea v : [a,b] — X un camino sobre una superficie de Riemann X. Entonces
existe una particion a = ag < a1 < -+ < a, = b del intervalo [a,b] que induce una particion

{Vk : [ak—1,ak] = X}7_, de~ tal que, para k =1,...,n,
=, es C.
w Friste ¢ : Up — Vi tal que ~y, C Uy.

Demostracion. Por definicién, v es C* por partes, asi que existe una particiéon a = sp < s1 <
--+ < s, = b del intervalo [a,b] tal que v; = v|[5,_, 5, €8 C® en (s,_1,5;) para i =1,...,n. Como
esta particién es finita, podemos suponer que 7 es C* y encontrar una particién {~vx}7_, tal que
Yk C Ug.

Sea {L,} la coleccién de componentes conexas de los conjuntos de la forma Ug N+, donde Ug
es el dominio de alguna carta local ¢g sobre X. En la topologia de v relativa a X, todo L, es
un abierto. Como R es segundo enumerable, para todo « existen conjuntos enumerables {dq ;}; ¥y
{D,,i}; contenidos en [a, b] tales que do; < Do, ¥ v ' (La) = U;(da,is Dai). Es posible que d = a
o que D = b, ya que los conjuntos de la forma [a, D) y (d,b] también son abiertos en la topologia
de [a,b]. Durante esta demostracién, se hace la convencién de escribir (a, D) y (d,b) en lugar de
[a, D) v (d,b] para simplificar la notacién.

De cualquier forma, {L,} cubre a ~, asi que el conjunto {(da,, Da)}s cubre a [a,b]. Por
la compacidad de [a, b], existe una coleccién finita T = {(da,i;, Da;,i;)}j21 de intervalos que lo
cubren. Sea P = {da, i, }721 U {Da,.i,} 2o P es finito, asi que se puede escribir como {tx}7_;,

donde ty = a, t, = b, t;_1 < t; y donde cada t; es algun de;i; 0 Dq; i, - P induce una particién
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de v dada por {yx = 7Ylit,_,.t,)the1- Como T cubre a [a,b], para todo k = 1,...,n existe un
intervalo (da, i, Da;,i;) € T tal que [ty_1,tx] C (da,,i;, Da,.i;)- Entonces, para toda k = 1,...,n,
Yk C Lo, C Uy, donde Uy, es el dominio de la carta ¢ que corresponde a L, ;. Como ademds todos
estos caminos son C*°, se obtiene la particiéon deseada.

O
Todas las piezas estan listas para definir integrales sobre superficies de Riemann.

Definiciéon IV.38. Sea X una superficie de Riemann. Sean w una 1-forma C* sobre X y « :
[a,b] = X un camino. Sea {7 : [ar—1, ar] = X }}_, una particién de v tal que v es C* y v, C Uy,
el dominio de la carta ¢;. Con respecto de ¢, se escribe localmente a w como frdz 4+ gxdz vy a la
funcién ¢y oy, como z(t), para t € [ag—1, ag]. La integral de linea de w sobre el camino v se define

como

/w - Z/ak [fe(2(1)2" (t) + gi(=2(t)) 2" (¢)]dt

k=1Y%-1
En el lema IV.37, se construyé una particién de un camino = de forma que cada elemento 7
de la particién estuviera contenido en el dominio de alguna carta local ¢. El propdsito de esta
particién es dotar de una coordenada local a cada seccién del camino con el fin de transportar la
integral al plano complejo. En otras palabras, la integral fv w se calcula sumando cada una de las
integrales que la componen en C. Ahora se verifica que este proceso provee una buena definicién

para la integral.

Lema IV.39. La definicion de integral es independiente de la eleccion de particion y de cartas

locales.

Demostracion. Primero se verifica que la definicién no depende de la eleccién de cartas locales.
Sean k =1,...,nfijoy ¢1 : Uy — Vi, ¢2 : Uy — V5 dos cartas locales tales que v, C Uy N Us.
Sea T = ¢1 0 ¢ ! la funcién de transicién. La representacién local de w respecto de ¢; es w; =

fidzi+g:dz; y cumple fo(z2) = f1(T(22))T"(22) ¥ 92(22) = g1(T(22))T"(22). Haciendo la sustitucién

z1 = T(22), se obtiene

/ . ak [f1(z1(8) 21 (1) + g1 (21 (1)) 21 ()]t

ag

T~

(AT (2 ()T (22)]'(8) + 91T (22 ()T (22)) ()]t

I
—~—

Ap—1
ag

([T (2 (T (22(8)) 25 ()] + g1 [T (z2 ()T (22(£)) 25 (2)] A

I
T~

Ak—1
ag

[f2(22())25() + g2(22(t)) 25 (t)]dt

Il
T~

Ak—1
(2

w2.

I
T~

k—1
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Sea ahora a = by < by < -+- < by, = b un refinamiento de la particién {ak}}gzo. Para todo
k =1,...,n fijo, se tiene una particién ar—1 = b;, < bj, 41 < -+ < bj4n, = ai de [ar_1,ax).
Como [bj,_,,bj,] C [ak—1, ax], por simplicidad se puede usar la misma carta ¢y para calcular f% w
en todos los intervalos [b;, ,,b;,] (aunque ya se sabe que no importa la carta que se elija). Entonces,
f% w se calcula de dos formas: como una sola integral de ax_1 a ag, 0 como una suma de integrales
de bj,_, a bj,, para i = 1,...,n,. Por las propiedades de la integral compleja, ambas formas de
calcular f'm w dan el mismo resultado. Por lo tanto, la integral es invariante bajo refinamientos
de particién. Si se tienen dos particiones distintas de [a, ], existe un refinamiento de ambas y la
integral respecto de las dos particiones originales es igual a la integral respecto del refinamiento.

Por lo tanto, la integral es igual, independientemente de la elecciéon de la particion. O

Las siguientes propiedades son heredadas del analisis complejo o son sencillas de verificar. Por

estas razones, no se da la prueba.

Proposicién IV.40. Sean X una superficie de Riemann, w una 1-forma C* sobre X y~ : [a,b] —

X un camino.

1. La integral es independiente de la parametrizacion de . Es decir, para toda funcion o :

Yoo ¥

2. Siwy,ws son 1-formas C>* y A\, p € C, entonces

/()\W1+/ng):)\/W1+ﬂ/wg
Y Y Y

3. Vale el teorema fundamental del cdlculo: si f es una funcion C* definida en una vecindad

[e,d] = [a,b] C* por partes,

de la imagen de vy, entonces

/ df = f((b)) — F(2(a))

4. Si{y} es una particion de v,
¥

i Vi

5. Si se invierte la direccion del camino, el signo de la integral cambia.

[e= ]

6. Sea F : X — Y un mapeo holomorfo no constante. Entonces:

/ w:/F*w
F.~v el
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2. Residuos.

Definiciéon IV.41. Sea X una superficie de Riemann y w una 1-forma meromorfa en p € X. Sea

z una coordenada local centrada en p. Supéngase que w se expresa mediante una serie de Laurent

w= dz_<zcn>

con c_pr # 0. El residuo de w en p se define como

en z:

Resp(w) = c_1

Ciertamente, la serie de Laurent de w es distinta en cada carta local. Sin embargo, ahora se

muestra que el residuo si es independiente de la eleccién de coordenada.

Lema IV.42. Sean X una superficie de Riemann, p € X y w una I-forma meromorfa en X. Si

v : [a,b] = X es un camino que separa a p de cualquier otro polo de w, entonces:

1
Res,(w) = %/w
8!

En particular, Res,(w) es un nimero complejo bien definido.

Demostracion. Sea ¢ : U — V una carta centrada en p tal que v C U. Sea z la coordenada local
asociada a ¢ y escribase localmente a w como w = f(z)dz = (3, ,; ¢n2™)dz, con c_pr # 0. Por

el Teorema del Residuo en C y la definicién de integral (definicién IV.38), se tiene que:

1
271

b
Resy(w) =co1 = 5 [ fedz= 5 [ floea(l@er) (Bt =

Y

Como c_; es independiente de 7 y la dltima integral, de ¢, entonces Res,(w) es un nimero

complejo bien definido. O

3. Integrales de 2-formas.

Ahora se definen integrales dobles de forma andloga a las integrales de linea.

Definiciéon IV.43. Sean X una superficie de Riemann y D C X un cerrado triangulable. Sea
{T%}}_, una triangulacién de D con la propiedad de que existan cartas locales ¢y, : Uy — V4, tales
que Ty C Ug. Sea n una 2-forma C* en X con representacién local ny = fi(z)dzp A dZ respecto

de ¢. Se define la integral de n sobre D por

=S o
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Al igual que con las integrales de linea, la integral doble estd bien definida al integrar primero
sobre secciones que estén contenidas en el dominio de las cartas locales. La demostracién de la
buena definicién es andloga al caso de las 1-formas. Primero, cada conjunto T} es homeomorfo
a un tridngulo en C, asi que siempre se puede encontrar una carta ¢y : Uy — Vi tal que Ty C
Uk. Si T} estuviera contenido en el dominio de dos cartas distintas, se pueden transformar las
representaciones locales de 7 respecto de estas cartas y la integral no cambiard. Asimismo, si se
refina la triangulacién, la integral mantiene su valor (refinar una triangulacién significa triangular
cada Ty en Ty, ..., Tk m, de forma que Ty = J** Tj ;). Asi, en lugar de integrar sobre ¢(T}),
se integra sobre ¢(Tko),--.,®(Tkm,) ¥ gracias a las propiedades de la integral compleja, ambos

métodos dan el mismo resultado. Finalmente, como cualquier par de triangulaciones de D tienen

un refinamiento comun, esta definicién de integral doble es independiente de la triangulacién.

4. Cadenas.

Definicién IV.44. Sea k € Z*. Sean ~1,...,7 caminos en X y nq,...,n € Z. La combinacién
lineal formal v = >>""*| n;v; se llama cadena. El conjunto de todas las cadenas sobre X se denota

por CH(X). CH(X) es el grupo abeliano libre generado por los caminos en X.

Las cadenas se usan para extender la integral de los caminos por linealidad. Es decir, para

cualquier 1-forma w en X y cualquier cadena v = Y 1*  n;7;, se define

Nk
/w: g nl/ w.
Y i=1 i

Sean T'C X un cerrado y ¢ : U — V una carta local tal que T C U y ¢(T') es un tridngulo en
C. Se busca un camino que recorra el borde de T'. En el caso particular de C, se puede definir un
camino v : [0,1] — C que recorra el borde de ¢(T) en sentido antihorario. Los homeomorfismos
preservan los bordes, asf que el camino 9T = ¢~ Lo~ : [0,1] — X recorre el borde de T'. Aunque la
imagen de 0T es el borde de Ty es independiente de ¢ y de «, el camino 9T no esta bien definido.
La razén es que 7 podria tener diferentes parametrizaciones y puntos iniciales. Sin embargo, por
el Teorema de Cauchy, el valor de la integral de una 1-forma diferencial sobre cualquiera de estos
caminos es el mismo. Por ello, se llama camino borde a cualquier camino 9T definido de esta
manera y se puede decir, sin riesgo de ambigiiedad, que |, o w es la integral de w en el borde de
T. En general, si D C X es un cerrado y {71, -+ ,T,} es una triangulacién de D, se define una

cadena borde como dD = >} _, 9T,,. La suma

n

Z/m w (IV.1)

k=1

no depende de la triangulacién elegida. SiT; y T se intersectan en un lado comun L; ;, las integrales

1,5
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/. o1, WY I o, W Tecorren el lado L; ; en sentidos opuestos. Por el inciso 5 de la proposicién 1V.40,

ot o= it ot Lo L

6Ti BTj aTi\Lin Liyj —Liyj BTJ-\LM
:/ w+/ wf/ er/ w
:/ er/ w.

Entonces, la suma IV.1 se anula en cualquier segmento que sea lado comin de dos triangulos.
La tnica regién en la que esto no sucede es en el borde de D. Por tanto, la suma IV.1 depende

solo de D y se puede definir la integral sobre el borde de D como

| w
0T},

n

[

=1

D. Resultados importantes

El objetivo de definir integrales es demostrar las versiones en superficies de Riemann del Teo-

rema de Stokes y, especialmente, del Teorema del Residuo.

Teorema IV.45 (Teorema de Stokes). Sean X una superficie de Riemann, D C X un cerrado

triangulable y w una 1-forma C* en X. Entonces,

/ w:/ dw.
oD D

Demostracion. Sea {Ty,...,T,} una triangulacién de D tal que, para todo k = 1,...,n, existe
una carta local ¢y : Uy — Vi con T, C Uy. Sea T}, = ¢i(T)) y nétese que, vistos como caminos,
0T}, = ¢ (0Tk). Sean zj, la coordenada asociada a ¢y y wr = fi(zr)dzr + gr(2)dZy la forma local

de w. Como T, C C, el Teorema de Green en C permite cambiar integrales de linea por integrales
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dobles y obtener

n

/ wzz/ o
oD 1 Y 0T,

n

k=1’ #(0Tk)

= Z fi(ze)dzi + gr(21)dzk
oy

_Z// (giz 2) _%( k))de/\dzk
e

:;/dew

i

O

Teorema IV.46 (Teorema del Residuo). Sea X una superficie de Riemann compacta. Sea w una

1-forma meromorfa en X. Entonces

Z Res,(w) =
pEX
Demostracion. Nétese que, como X es compacta, w tiene una cantidad finita de polos y la suma
de residuos es finita. Sean py, ..., p, los polos de w. Para cada ¢ = 1,...,n, sean ; un camino que
separe a p; de los demas polos, que existe por el lema IV.35, y U; el interior de ;. Por el lema V.42,
Resy, (w) = L / w. Sea D = X \|J!_, U;. D es triangulable y se tiene que 9D = — >, v;. Por
.~

2mi .,
el Teorema de Stokes,

Como w es holomorfa en D, dw = 0. Entonces, fD dw = 0 y se obtiene el resultado. O
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V. DIVISORES Y CURVAS ALGEBRAICAS

En los dos capitulos anteriores se extendieron conceptos del andlisis complejo a las superficies
de Riemann. En este capitulo, se utiliza una estudian los ceros y polos de funciones meromorfas
desde una nueva perspectiva. Para este propdsito, se define una nueva herramienta algebraica,
los divisores. Sin embargo, la existencia de funciones meromorfas no constantes es un resultado
necesario, pero altamente no trivial. Por ello, se limita el estudio a un tipo especial de superficie

de Riemann, en donde se pueden obtener estas funciones con relativa facilidad.

A. Divisores

Definiciéon V.1. Sea X una superficie de Riemann. Un divisor D sobre X es una combinacién

lineal formal de una cantidad finita de puntos p € X con coeficientes enteros. Es decir,

=Y nn
peX
donde n, € Z para todo p € X y n, = 0 excepto para una cantidad finita de puntos p € X. El

conjunto de divisores sobre X se denota por Div(X).

Definicién V.2. Si D; = ZpeX ny-py Da=3 my, - p son divisores, su suma se define como

peX
el divisor Dy + D5 dado por

D1+ Dy = Z(np+mp) " D-
peX

De hecho, hay que verificar que D1+ D5 es un divisor. Si n,+m, # 0, entonces n, # 0 o m,, # 0.
En términos de conjuntos, esto significa que {p € X | n, +m, #0} C{pe X | n, #0}U{p €
X | mp # 0} y, como esto dltimo es la unién de dos conjuntos finitos, {p € X | n, + m, # 0}

también es finito. En consecuencia,

Proposicién V.3. Si X es una superficie de Riemann, Div(X) con la suma de divisores es un

grupo abeliano.

La demostracién de los demés axiomas de grupo es trivial. El divisor Z;DGX np-ptal que n, =0

para todo p € X es el elemento neutro de la suma y se denota por 0.

Definicién V.4. Si D1 =} cxnp-py D2 =3 x my-p son divisores, se dice que Dy > Dy si

n, > my, para todo p € X. Si ademas Dy # Ds, se dice que Dy > Dy. Un divisor D > 0 es llamado

efectivo.

65
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Proposiciéon V.5. Sea X una superficie de Riemann compacta. Todo divisor D sobre X puede
ser escrito de forma unica como P — N donde P y N son divisores efectivos tales que todo q € X

aparece unicamente en la expansion de P o de N.

Demostracion. Sea D = ZpEX np - p un divisor cualquiera. Entonces

D:anp

peX
S IR
np>0 n, <0
SIS AR
np>0 np<0
=P-N

donde P = Z np-py N = Z (—nyp) - p son divisores efectivos. Estos son los divisores que
np>0 np<0
buscados, pues para todo g € X, existen tres opciones excluyentes: ny > 0, ng < 0y ng = 0. Estas

corresponden a cuando ¢ aparece en la expansion de P, de N o en ninguna, respectivamente.
SiP = ZpEX ap-py N' = ZpEX b, -p es otra pareja de divisores que cumple las condiciones de
la proposicién, sea ¢ € X tal que ng # 0. Sing > 0y como N’ es efectivo, tenemos que n, = aq — by
implica aq > 0. Esto fuerza a by a ser 0 y a; = ny. Andlogamente, como P’ es efectivo, tenemos
que by = —n4 cuando n, < 0. Esto coincide con las definiciones de Py N asi que la unicidad esta

demostrada. O

Ya que los divisores son sumas formales, una posible pregunta es cual es la suma de sus coefi-

cientes. Esta suma serda muy 1til mas adelante, por lo que se le pone un nombre.

Definiciéon V.6. Sea X una superficie de Riemann y D = Z;DGX np - p un divisor. Se define el

grado de D como el niimero entero

deg(D) = Z Np

pEX
Como n,, # 0 solo en un nimero finito de puntos, la suma de deg(D) tiene un nimero finito de
términos no nulos y es, en efecto, un nimero entero. Por otro lado, es evidente que deg(Dy + D2) =
deg(D1) + deg(D3), asi que deg : X — Z es un homomorfismo. El kernel de deg es el conjunto de
divisores de grado 0 y se denota por Divy(X).

1. Divisores principales y divisores canénicos.
El propdsito de los divisores es estudiar los ceros y polos de las funciones meromorfas. Con esto
en mente, existe una forma natural de asignarle a funcién meromorfa f : X — C un divisor que
contenga informacién acerca sus de los ceros y polos. Sin embargo, para que esto sea posible, es

necesario que f tenga una cantidad finita de ceros y polos. Esto solo ocurre en superficies compactas,
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as{ que de ahora en adelante, el estudio se restringe inicamente a superficies de Riemann que son

compactas.

Definiciéon V.7. Sea f: X — C una funciéon meromorfa no nula definida sobre una superficie de

Riemann compacta X. Se define el divisor de f por

div(f) =) ordy(f) - p
peX
Un divisor D € Div(X) tal que D = div(f) para alguna funcién meromorfa f : X — C es
llamado divisor principal. El conjunto de divisores principales se denota por PDiv(X).

El divisor de ceros de f se define como

divo(f) = Zordp(f) °p
peX
ord, (f)>0

y el divisor de polos de f como

diveo (f) = Z(—ordp(f)) - p.
peX
ord, (f)<0

Ejemplo V.8. Sea f : Coo — C una funcién racional dada por f(z) = c¢[]_,(z — A\;)¢, con
c € C\ {0}, \; € C todos distintos y e; € Z\ {0}. En el ejemplo II1.25 se muestra que ordy, (f) = e;
y ordso (f) = — >, e;. Entonces,

div(f) :zn:eiv\i—k <—zn:ei> - 00,
i=1 i=1

divo(f) = E e N+ | — E e | - oo,
1<i<n 1<i<n
e; >0 e;<0
n
diveo (f) = g €N+ —E e; | - o0o.
1<i<n 1<i<n
e; <0 e; >0

O

Los divisores principales cumplen las siguientes propiedades que son consecuencia directa de

las propiedades de las funciones meromorfas.

Lema V.9. Sean f,g: X — C funciones meromorfas no nulas sobre una superficie de Riemann

compacta X . Entonces:

1. div(fg) = div(f) + div(g)
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2. div(1l/f) = —div(f)
3. div(f/g) = div(f) — div(g)
4. deg(div(f)) =0
Demostracion. Por el lema I11.24,
div(fg) = Z ord,(fg) = Z ord, (f) + ord,( Z ord,(f) + Z ord,(g) = div(f) + div(g).

peX peX peX peX

Los incisos 2 y 3 se demuestran andlogamente. El inciso 4 se demuestra usando la proposiciéon

I11.45:

deg(div(f Z ord,(

peX
O

Asi como una funcién meromorfa tiene un divisor asociado, también lo tiene una 1-forma

meromorfa.

Definiciéon V.10. Sea w una 1l-forma diferencial meromorfa sobre una superficie de Riemann

compacta X. El divisor de w es

div(w Z ord(

peEX
Si D € Div(X) cumple D = div(w), D es llamado divisor candnico y el conjunto de divisores
canénicos se denota por KDiv(X). El divisor de ceros divg(w) y el divisor de polos dive.(w) de w

se definen andlogamente a los de una funcién meromorfa no nula.

Ejemplo V.11. Sea w la 1-forma meromorfa en C,, cuya forma local es dz en C (ver ejemplo

IV.6). Se tiene ordes(w) = —2 y ord,(w) = 0, para todo z € C. Entonces,
div(w) = -2 0.

Nétese que deg(div(w)) = —2. O

Ejemplo V.12. Sea w la 1-forma meromorfa en C, cuya forma local respecto de ¢ es f(z) =

cITi,(z — Xi)%. Del ejemplo IV.14,

div(w Zez )\+< é >oo

Nuevamente, deg(div(w)) = —2. O
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2. Equivalencia lineal de divisores.

En el lema V.9 se muestra que el grado de un divisor principal es 0. Los ejemplos V.11 y V.12
muestran que existen divisores con grado no nulo, asi que no todo divisor es un divisor principal.
Tiene sentido, entonces, investigar qué tan distinto es un divisor cualquiera de un divisor principal.
Sera bastante comin, ademas, que dos divisores difieran por un divisor principal. Por esto, se hace

la siguiente definicién.

Definicién V.13. Sean X una superficie de Riemann compacta, D1, D2 € Div(X). Se dice que Dy
es linealmente equivalente a Dy si existe una funcién meromorfa f sobre X tal que D1 — Dy = div(f).

Si es asi, se denota por Dy ~ Ds.
El siguiente lema es facil de verificar a partir del lema V.9.
Lema V.14. Sean X una superficie de Riemann compacta y Dy, Dy € Div(X). Entonces,
1. ~ es una relacion de equivalencia sobre Div(X).
2. Dy ~ 0 si, y solo si, D1 es un divisor principal.
3. Si Dy ~ Dy entonces deg(D1) = deg(D2).

Proposiciéon V.15. Sean w; y wy I-formas diferenciales meromorfas sobre una superficie de
Riemann X (no necesariamente compacta). Si wy es no nula, existe una funcidn meromorfa f :

X — C tal que w1 = fws.

Demostracion. Se define f : X — C localmente. Es decir,sip € X y ¢ : U — V es una carta local
con p € U, se define f(p) = (fy 0 ¢)(p), donde f,; es una funcién meromorfa definida en V. Sean
wi,¢ = f1,¢dz ¥ wo¢ = f2,4dz las formas locales de w; y wy respecto de ¢ : U — V, con fi4 ¥
f2,6 # 0 funciones meromorfas. La funcién fy = fi1,4/f2,¢ es meromorfa y, al menos en U, se tiene
wip = fowz,o-

Esta definicién de f es independiente de la eleccién de carta local. Si v : U' — V' es otra carta
tal que UNU’ # @, sea T = ¢po1p~! la funcién de transicién. Sea w; 4 = fi pdw la forma local de
w; respecto de 1. Como T' transforma a w; 4 en wj 4, se tiene f; 4 = (fi,p o T) - T". Gracias a que

T’ # 0 por el lema I1.18, también se sabe que

ot = fw)o :<(f1,¢>°T>'TI>O _ (figoT)od _ freod _ .
foo¥ (ﬁw v (fagoT)-T' v (fogpoT)ot  frpo0d food

Por lo tanto, la funcién f : X — C estd bien definida y w1 = fws. O

Esta propiedad permite demostrar la siguiente relacién entre los divisores canénicos y la equi-

valencia lineal.
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Lema V.16. Sean X una superficie de Riemann compacta y w una I1-forma meromorfa no nula

fija. Para cualquier 1-forma meromorfa no nula n, w ~ n. En otras palabras,
KDiv(X) = div(w) + PDiv(X)

Demostracion. Para toda funcién meromorfa no nula f sobre X, div(w) + div(f) = div(fw) asi
que div(w) 4+ PDiv(X) € KDiv(X). Por la proposicién V.15, para cualquier 1-forma 7 existe una
funcién meromorfa no nula f tal que n = fw. Entonces, div(n) = div(w) + div(f) y KDiv C
div(w) + PDiv(X). O

En los ejemplos V.11 y V.12, se muestran dos 1-formas meromorfas no nulas sobre C,, cuyo
divisor tiene el mismo grado. Esta proposicion permite demostrar que esto no es casualidad, sino

que sucede en general.

Proposicion V.17. Sean X una superficie de Riemann compacta de género g. Si existe una
funcion meromorfa no constante f sobre X, entonces existe un divisor candénico sobre X de grado

2g — 2.

Demostracion. Sea F : X — Co, el mapeo holomorfo asociado a f, dado en la proposicién I11.35.
Sea w la 1-forma sobre Cy con forma local dz en C. Sea n = F*(w) el pullback de w. Por la
proposicién IV.30, la Férmula de Riemann-Hurwitz y el hecho de que el género de la esfera de

Riemann es 0, se tiene

deg(div(n)) = Y ordy(n)

peX
= Z ord, (F*(w))
peX
= Z [(1 4 ord p(p) (w))mult, (F) — 1]
peX
= Y (mult,(F) -1+ > (—mult,(F) - 1)
q#0 peF—1(c0)
pEF ' (q)
= > (mult,(F) -1+ Y (mult,(F)—1)— > 2mult,(F)
q7#oo pEF—1(c0) pEF—1(c0)
pEF 1 (q)
= (mult,(F)—=1)— Y 2mult,(F)
peEX pEF—1(00)

=29 —2+2deg(F) — 2deg(F)

=29 — 2.

Por lo tanto, div(n) es un divisor candnico de grado 2g — 2. O
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Corolario V.18. Sea X una superficie de Riemann compacta de género g. Si existe una funcion

meromorfa no constante sobre X, todo divisor candnico sobre X tiene grado 2g — 2.

Demostracion. Sean w una 1-forma meromorfa no constante y div(n) el divisor canénico dado por
la proposicién V.17. Por el lema V.16, existe div(f) € PDiv tal que div(w) = div(n) + div(f). Por
lo tanto deg(div(w)) = deg(div(n)) + deg(div(f)) = 2g — 2. O

3. Espacios de funciones y 1-formas meromorfas asociados a un divisor.

La funcién div(f) le asigna un divisor a una funcién meromorfa no nula o a una forma diferencial
meromorfa. Ahora se invierte el proceso. A un divisor se le asocia un espacio de funciones y un
espacio de formas meromorfas. Nuevamente, habra una relacién entre los ceros y polos de la funcién
o forma diferencial y el divisor. Antes de iniciar, se hace una convencién. Si f es idénticamente
nula en una vecindad de un punto p, los términos de su serie de Laurent son todos 0 y ord,(f) no

se puede definir de la manera usual. En cambio, se toma ord,(f) = oo, con co > n,Vn € Z.

Definicién V.19. Sea X una superficie de Riemann compactay D = nyp - p un divisor. El

peEX

espacio de funciones meromorfas sobre X con polos limitados por D se define como el conjunto

L(D) = {f € M(X) | div(f) > ~D}.

La definicién anterior dice que si f € L(D), entonces ord,(f) > —n,, para todo p € X. Si
np, > 0, entonces f puede tener un polo en p de orden n, a lo sumo. Si n, < 0, f tiene un cero con

orden —n, por lo menos.

Ejemplo V.20. En cualquier superficie de Riemann compacta X, L(0) = O(X). Como las tinicas

funciones holomorfas en X son constantes, L(0) = C. O
Proposicién V.21. Sean X una superficie de Riemann y D1, Dy € Div(X). Entonces:

w L(Dy) es un espacio vectorial complejo.

» Si Dy < Dy, entonces L(D1) C L(D3).

Demostracion. Sea Dy = > np - p. Por la convencién al inicio de esta seccién, la funcién

peX
constante 0 tiene orden oo en todo punto de X y, por tanto, 0 € L(D4). Si f,g € L(D) y a,b € C,

tenemos que

ordy(af + bg) > min{ord,(af),ord,(bg)} = min{ord,(f),ord,(g9)} > —n,.

Entonces div(af 4+ bg) > —D;y y af + bg € L(D1). Por tanto, L(D;) es un espacio vectorial. Por
otro lado, para toda f € L(Dy), div(f) > =Dy > —Ds asi que f € L(Ds). O
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Asi como en la proposicién anterior hay una relacién entre los espacios L(D1) y L(D3) cuando

Dy > D5, ahora existe un isomorfismo cuando Dy y D5 son linealmente equivalentes.

Proposiciéon V.22. Sean D1 y Dy divisores linealmente equivalentes sobre una superficie de Rie-

mann compacta X . Entonces L(D1) = L(Ds).

Demostracion. Si D1 ~ Dy existe una funcién meromorfa no constante h sobre X tal que D; =
Dy + div(h). Para todo f € L(Dy), se tiene div(f) > —D; y div(fh) = div(f) + div(h) > —=D;1 +
div(h) = —Ds, por lo que fh € L(Dz). Se define, entonces, una aplicacién pyp, : L(D1) — L(Ds)
dada por pp(f) = fh. Cualquier aplicacién de este tipo es lineal, asi que su inversa 7y /,(g) = g/h
definida en L(D3) también es lineal. Entonces, pp, es una biyeccién lineal, es decir un isomorfismo

entre L(D;) y L(Ds). O

Ejemplo V.23. Sea D = Z?:l €; " A + ex - 00 un divisor sobre Co, con deg(D) > 0 y A; nimeros

complejos distintos. El propdsito del ejemplo es dar una caracterizacién del espacio L(D). Definase

fp(z) =TI, (z = X\i)~% una funcién meromorfa sobre Co, tal que div(foo) = D1y —€i - Ai +

(>, €;) - oco. Elijase h € L(D) y sea g = h/ fp una funcién meromorfa sobre Co.. Nétese que

div(g) = div(h) — div(fp)

> —D —div(fp)
—zn:ei-/\i—eoo-oo—zn:—ei-/\i— <zn:ei> - 00
i=1 i=1 i=1
— (600 +ie¢> - 00
i=1

= —deg(D) - c0.

En otras palabras, ord,(g) > 0 para todo p € C y ords(g) > — deg(D); en consecuencia el tinico
polo de g es co. Como g es meromorfa, tiene una cantidad finita de ceros complejos, asi que g debe
ser un polinomio de la forma g = [[/~,(z — ¢;)%*, donde ¢1,. .., ¢, € C son los ceros distintos de
gV fi,---y fn € ZT. Nétese que orde(g) = —deg(g) > — deg(D). Por lo tanto, todo h € L(D) es
de la forma gfp, donde g es un polinomio con deg(g) < deg(D).

Esta es la caracterizacién buscada del espacio L(D). Si g es un polinomio con grado méximo
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deg(D), se tiene

div(g/fp) = div(g) +div(fp)
> i—ei i+ (—deg(D) —i—iei) - 00
i=1 i=1

n
= E —€;* Aj — €oo - OO
i=1

=-D.
Entonces, ¢gfp € L(D) para todo polinomio g con grado méximo deg(D). En conclusidn,

L(D) ={gfp | g € C[z] ydeg(g) < deg(D)}.

De hecho, dim L(D) = 1 + deg(D), pues {fp,zfp,...,2%8P) fp} es claramente una base para
L(D). 0

No cualquier divisor D define un espacio L(D) no trivial. Por ejemplo, dadop € X y D = —1-p,
no existe ninguna funcién meromorfa que tenga un cero de orden por lo menos 1 en p y no tenga
polos. Tal funcién seria holomorfa, por ende constante y no tendria un cero en p. En el siguiente

lema, se encuentran divisores cuyos espacios asociados son vacios.

Lema V.24. Sean X una superficie de Riemann compacta y D € Div(X). Entonces:
» Sideg(D) <0, entonces L(D) = {0}.
= Sideg(D) =0y D #0, entonces L(D) = {0}.

Demostracion. Supéngase primero que deg(D) < 0. Si existiera f € L(D) no nula, div(f) > —D
y se tendria que deg(div(f)) > —deg(D) > 0. Esto contradice al lema V.9, asi que L(D) = {0},
comprobando la primera afirmacion.

La segunda afirmacién se demuestra por contrapositiva. Supdngase que existe una funcion
meromorfa no nula f € L(D). Sea E = div(f) + D > 0. Si deg(D) = 0, deg(F) = 0 también. La
Unica manera en la que esto puede suceder es si £ = 0, de donde D ~ 0. Por otro lado, si D + 0,

se tiene E # 0 y deg(E) > 0. Por lo tanto deg(D) = deg(E) > 0. O

Anédlogo al espacio de funciones meromorfas L(D), a continuacién se define un espacio de

1-formas diferenciales asociadas a D.

Definicién V.25. Sea X una superficie de Riemann compacta y D € Div(X). El espacio de

1-formas diferenciales con polos limitados por D es el conjunto

I(D) = {w 1-forma meromorfa sobre X | div(w) > —D}
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Argumentos analogos a los de las proposiciones V.21 y V.22 permiten demostrar que
Proposicién V.26. Sea X una superficie de Riemann compacta y D1, Dy € Div(X). Entonces:

= (D) es un espacio vectorial complejo.

= Si Dy < Dy, I(Dy) C I(D2).

w Si Dy ~ Dy, I(Dq) 2 1(D5).

También existe una relacién entre los espacios L(D) e I(D).

Proposicién V.27. Sean X una superficie de Riemann compacta, D € Div(X) y K = div(w) €
KDiv(X), para alguna I1-forma meromorfa w no nula. Entonces L(D + K) = I(D).

Demostracion. Definase una aplicacién lineal ¢ : L(D + K) — I(D) por ((f) = fw. Primero, se
verifica que ((f) € I(D). Si f € L(D+ K), div(¢(f)) = div(fw) = div(f) + div(w) > —(D+ K) +
K = —D, asi que ((f) € I(D). Por otro lado, como w es no nula, si {(f) = fw = 0 implica que
f =0, asf que ( es inyectiva. Por dltimo, si n € I(D), por la proposiciéon V.15, existe una funcién
meromorfa no nula f sobre X tal que n = fw. Como —D < div(n) = div(f)+div(w) = div(f) + K,
f € L(D + K). El hecho de que ((f) = n comprueba que ¢ es sobreyectiva. Resumiendo, ¢ es un
isomorfismo entre L(D + K) y I(D). O

4. Cota superior para la dimensién de L(D).
A continuacidn, se encuentran cotas superiores para la dimensién de L(D). Esto muestra que

la cantidad de funciones con polos prescritos estd limitada de cierta forma.

Lema V.28. Sean X una superficie de Riemann compacta, p € X y D = quX ng. Entonces,
L(D —p) = L(D) o codim L(D —p) =1 en L(D).

Demostracion. Sea z una coordenada local centrada en p. Si f € L(D), su serie de Laurent al-
rededor de p centrada en z es de la forma a,,z~"* + O(z=™*1). Deffnase una aplicacién lineal
a: L(D) — C por a(f) = an,. Si ap, = 0, entonces ord,(f) > —n, + 1y f € L(D — p); si
[ € L(D —p), entonces ord,(f) > —n,+1y a,, = 0. Esto muestra que ker(a) = L(D —p). Si a es
una aplicacién idénticamente nula, entonces L(D) = ker(a) = L(D —p). De lo contrario, existe una
funcién f € L(D) tal que a(f) = an, # 0. Si se elige ¢ € C cualquiera, se tiene a(if) = ¢, asi que
« es sobreyectiva. Por el primer teorema de isomorfismos, C = L(D)/ker(a) = L(D)/L(D — p),
asi que codim L(D —p) = 1. O

Proposicién V.29. Sean X wuna superficie de Riemann compacta y D € Div(X). Escribase
D = P — N, donde P y N son los divisores efectivos dados por la proposicion V.5. Entonces,

dim L(D) < 1+ deg(P). En particular, dim L(D) < co.
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Demostracion. Supéngase que deg(P) = 0. Como P es efectivo, P =0y L(P) =C. Como D < P,
por la proposicién V.21 L(D) C L(P) as{ que dim L(D) < dim L(P) = 1 =1 4 deg(P).
Se procede ahora por induccién sobre deg(P). Supdéngase que la proposicién es verdadera si

deg(P) <k—1lyseaD =) _ n,-pundivisor tal que deg(P) =k > 1. Seap € X tal que n, > 1.

peX
El divisor P — p es efectivo y deg(P — p) = k — 1, asi que la hipdtesis de induccién afirma que
dim L(D —p) < 1+deg(P —p) = deg(P). El lema V.28 da dos opciones: dim L(D) = dim L(D — p)
y dimL(D) = 1 + dim L(D — p). En cualquier caso, se tiene dim L(D) < 1 + dim(D — p) <

1+ deg(P). O

En virtud del isomorfismo de la proposiciéon V.27, se obtiene un corolario de la proposicion

V.29.

Corolario V.30. Sean X una superficie de Riemann compacta y D € Div(X). Entonces, I(D)

es un espacio vectorial complejo de dimension finita.

B. Curvas algebraicas

Los resultados a partir de la seccién 2 (en especial la proposicién V.17) dependen de la existen-
cia de funciones meromorfas no constantes en superficies de Riemann compactas arbitrarias. La
construccién de estas funciones, si bien no requiere de herramientas muy avanzadas, es muy larga
y se desvia de los objetivos de este trabajo. Por ello, se estudia un tipo particular de superficies
de Riemann en el que la existencia de estas funciones se pueda demostrar de forma mas simple.
Primero, se hace la convencién de decir que una funcién meromorfa f : X — C tiene multiplicidad
1 en p si el mapeo holomorfo F' : X — C,, de la proposicién II1.35 tiene multiplicidad 1 en p. La

siguiente definicién se adopta de Lucas de Arruda (2011).

Definiciéon V.31. Sea S un conjunto de funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann
compacta X. Se dice que S separa puntos de X si para cualquier pareja p,q € X de puntos
distintos, existe una funcién f € S tal que f(p) # f(q). S separa tangentes si, para todo p € X,

existe una funciéon f € S que tenga multiplicidad 1 en p.

Definicién V.32. Una superficie de Riemann compacta X es una curva algebraica si M(X), el

conjunto de funciones meromorfas sobre X, separa puntos y tangentes de X.

Lucas de Arruda (2011) advierte que la definicién anterior no es comun en la literatura. En
primer lugar, el hecho que M(X) separe puntos implica que existen funciones meromorfas no
constantes. La utilidad del hecho que separe tangentes no es tan inmediata, pero es posible justificar
la eleccién del nombre. La derivada de un mapeo F' : X — Y entre variedades X y Y es una
aplicacién lineal F’ del espacio tangente de X al espacio tangente de Y. Decir que F separa

tangentes significa que F’ es inyectiva. En el caso de que X sea una superficie de Riemann compacta,
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esto equivale a que f : X — C tenga multiplicidad 1. Sea F' : X — C, el mapeo holomorfo asociado
a f y supongase que la representacion de F' en coordenadas centradas en p es una funcién holomorfa
g : C — C. El espacio tangente a C tiene dimensién 1, as{ que ¢’ es una multiplicacién por un
escalar ¢'(0). ¢’ es inyectiva si, y solo si, ¢’(0) # 0. Asi que, si f separa tangentes, ¢’ es inyectiva
y esto conlleva mult,(F') = 1.

Ejemplo V.33. Sean p,q € C, con p # q. Si p,q # oo, la funcién f(z) = fl:£ + ;:g

f(p) # f(q). Si ¢ = o0, f(2) = z bastard para tener f(p) # f(q). Entonces, el campo M(Cy)

cumple

separa puntos. Por otro lado, si p € C y p # 00, sea f(z) = z — p; si p = 0o se toma f(z) = %
En cualquier caso, p es un cero de orden 1 de f, asi que f tiene multiplicidad 1 en p. Por tanto,

M(C) separa tangentes de Co y la esfera de Riemann C, es una curva algebraica. O

1. Funciones meromorfas con comportamiento prescrito.
En una curva algebraica, no solo existen funciones meromorfas no constantes sino también es
posible describir su comportamiento en una cantidad finita de puntos. Las siguientes propiedades

muestran descripciones cada vez mas precisas.

Proposiciéon V.34. Sea X una curva algebraica y p € X. Para todo m € 7Z, existe una funcion

meromorfa f sobre X tal que ord,(f) =m.

Demostracion. Como M(X) separa tangentes, existe una funcién meromorfa f : X — C asociada
a un mapeo holomorfo F' : X — Co con mult,(F) = 1. Por el lema II1.40, hay dos opciones:
ord,(f — f(p)) = 1y ordy(f) = —1. En el primer caso, sea g = (f — f(p))™ y en el segundo,
g =1/f™. En cualquier caso, ord,(g) = m. O

Mas que solo especificar el orden de una funcién en un punto, se puede especificar una parte

de su serie de Laurent. Para ello, se fija una notacién.

Definicién V.35. Sea n € Z fijo. Sea h(z) = Y. ;2 a;z" una serie de Laurent cualquiera. Si

1=m

n < m, se define 7(h,n) = 0. De lo contrario,

n—1
7 (h,n) = Z a;z".

En cualquier caso, 7(h,n) se llama truncamiento de Laurent de h en grado n. Un polinomio de
Laurent es cualquier funcién de la forma r(z) = Y1 a;z" y su grado se define como deg(r) =

méax{k | ay # 0}.

Es facil verificar que 7(h,n) es lineal en h. Nétese que 7(h,n) es una forma abreviacién para
decir que todos los términos de grado mayor o igual que n de la serie h(z) fueron eliminados. Si
todos los términos tienen por lo menos grado n (es decir si n < m), 7 los remueve todos y 7(h,n)

es 0.
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Proposiciéon V.36. Sean X una curva algebraica, p € X y z una coordenada local centrada en p.
Sea r(z) un polinomio de Laurent de grado n. Entonces, existe una funcion meromorfa f sobre X

cuya serie de Laurent f(z) alrededor de p cumple r(z) = 7(f,n + 1), donde n = deg(r).

Demostracion. Sear(z) =Y, a;z", con a,,,a, # 0. La prueba es por induccién sobre el niimero

i=m
de términos de r. Si r tiene un solo término, 7(z) = a,, 2™ y deg(r) = m. Por la proposicién V.34,
existe una funcién meromorfa g : X — C con ord,(g) = m. Si la serie de Laurent de g alrededor
de p es Zfim b; 2!, se tiene b, # 0, asi que se elige f = ‘;—: g. Esta es la funcién buscada pues su
serie de Laurent alrededor de p es f(z) =3 ab’"—;izi y cumple T(f, m+1) = ap,z™.
Supéngase que r(z) tiene k términos y que todo polinomio de Laurent con menos de k términos
cumple la propiedad. Sea h una funcién meromorfa sobre X con serie de Laurent iL(z) tal que
7(h,m +1) = anz™. Sea s = 7(h — r,n 4+ 1). Como h y r coinciden por lo menos en el primer
término, s(z) tiene k — 1 términos a lo sumo. Por hipétesis de induccién, existe una funcién

meromorfa g sobre X cuya serie de Laurent g(z) satisface s = 7(g,n + 1). Si se define f = h — g,

su serie de Laurent f alrededor de p en términos de z cumple

T(f,n—i—l) :T(ﬁ—g,n—&—l)

Th—r—g+rn+1)

T(h—r,n+1)—7(g,n+1)+7(r,n+1)

=r

Por lo tanto, f es la funcién buscada. O
También se pueden encontrar funciones meromorfas con propiedades en varios puntos.

Lema V.37. Sea X una curva algebraica. Para todo nimero finito de puntos p,qi,...,q,, existe

una funcion meromorfa f sobre X con cero en p y polos en q1, ..., qn.

Demostracion. Nuevamente, la prueba es por induccién sobre n. Como X es una curva algebraica,
existe una funcién meromorfa g sobre X tal que g(p) # g(q1). Si p es un polo de g, cambiamos g

por 1/g y si p no es un cero de g, cambiamos g por g — g(p). En cualquier caso, g tiene un cero en

p, 9(q1) # 0 y la funcién f = — 9 tieneun polo en q;.
9—9(q)
Supéngase que existe una funcién meromorfa g con cero en p y polos en g1, ..., ¢mn—1. Sea h una

funcién meromorfa con un cero en p y un polo en ¢,. Para m suficientemente grande, f = g + h™
es la funcién buscada. Tanto g como h tienen un cero en p, asi que f también. Sea 1 <i<n—1
fijo. g tiene un polo en ¢;. Dependiendo de si h tiene o no un polo en ¢;, hay dos casos. Si h
no tiene un polo en g¢;, es decir si h es holomorfa en ¢;, entonces f si tiene un polo en ¢;. Si h
tiene un polo en g¢;, sea m tal que ordg, (k™) < ordg,(g). Sea z una coordenada local alrededor

de ¢; tal que z corresponda a ¢;. Las formas locales de g y h son §(z) = (z — 20)°*%u @Dgo v
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ﬁm(z) = (2 — 29)°"%: (") hg, con go y ho funciones holomorfas en zy. Entonces, la forma local de

fes

F2) = 5(2) + B™(2) = (2 = 20040 Do + (2 = 200740 " g

= (2 — 20) 0 (M"[(z — 2)°rdas (D =ordui (W) gy 4 pg]

donde, por la eleccién de m, (z — zo)ord%(g)_ordqi(hm)go + hg es holomorfa en zy. Entonces f tiene
un polo en ¢;. Andlogamente se demuestra que f tiene un polo en g,, considerando si g tiene o no

un polo en ese punto. Esto comprueba que f es la funcién buscada. O

La funcién dada por el lema V.37 tiene polos especificos, mas no se tiene informacién de su

orden. El siguiente corolario responde esta pregunta.

Corolario V.38. Sea X wuna curva algebraica. Entonces, para todo mumero finito de puntos
Diq1y--- qn € X ytodo N € ZT, existe una funcion meromorfa f sobre X tal que ord,(f—1) > N
yordg (f) > N.

Demostracion. Por el lema V.37, existe una funcion meromorfa g sobre X con un cero en p y polos

en qi,...,qn. Sea f = ﬁ. Por el lema II1.24 y las desigualdades ord,(g) > 1 y ordy, (g9) < —1,

se tiene
_ N
ord,(f — 1) = ord, <1+‘qu> = ord,(g") — ord,(1+ ¢g") > Nord,(g) —0 > N
y
1
ordg, (f) = ord, <1+gN> = —ord,, (14 ¢") > —Nord,,(9) > N.

O

La cumbre de esta sucesion de teoremas es el siguiente. Por un lado, ya se logré que una
funcién tenga el truncamiento de Laurent deseado en un punto fijo. Por otro, es posible encontrar
una funcién con ceros y polos en una cantidad finita de puntos con un orden minimo. Ahora, se

combinan propiedades en un resultado llamado Lema de aproximacién de series de Laurent.

Lema V.39. Sean X una curva algebraica y p1,...,pn € X. Para 1 < i < n, elijanse coordenadas
locales z; centradas en p; y polinomios de Laurent r;(z;). Entonces, existe una funcidon meromorfa
f sobre X tal que su serie de Laurent alrededor de p; en la coordenada z; tiene a r;(z;) como

truncamiento de Laurent.

Demostracion. Sea N = 1+ méax{deg(r;) | i = 1,...,n}. Se construye una funcién meromorfa f
con la siguiente propiedad. Si f; es la serie de Laurent de f alrededor de p; en términos de z;,

entonces r; = 7(f;, N + 1). Por la proposicién V.36, para cada ¢ = 1,...,n existe una funcién
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meromorfa g; sobre X tal que §; es su serie de Laurent alrededor de p; en la coordenada z; y
ri = 7(gi, N 41). Sea M = min{ordy, (g;) | i,j = 1,...n}. Por el corolario V.38, para cada i existe
una funcién meromorfa h; sobre X tal que ord,, (h; —1) > N —M y, para j # i, ord,, (h;) > N—M.

Sea f = Z?:l gihi. Sean g;; y iuj las series de Laurent de g; y h; alrededor de p; para i # j;
sea iLl la serie de h; alrededor de p;. Por las observaciones del parrafo anterior, ordy, (gihi) =
ordy, (9s) + ord,, (h;) > N para i # j. Entonces, r(gijﬁij,N +1) =0si¢# j. Andlogamente se

muestra que 7(g;(h; — 1), N + 1) = 0. Por lo tanto,

n

(£ N+1) =Y 7(Gijhi;, N +1)

i=1
=70 N+ 1) +7(Gi(hs = 1), N+ 1)+ > 7(gighis, N +1)
1<j<n
J#i
=T;.
O
Corolario V.40. Sea X una curva algebraica. Elijanse una cantidad finita de puntos p1,...,pn €
X y my,...,my, € Z. Entonces, existe una funcion meromorfa f sobre X tal que ordy,(f) = m;
parai=1,...,n.
Demostracion. Para ¢ = 1,...,n, sea z; una coordenada local centrada en p;. Sea r;(z;) = 2.

Por el lema V.39, existe una funcién meromorfa f sobre X tal que r;(z;) es el truncamiento de su

serie de Laurent alrededor de p; en la coordenada z;. f es la funcién buscada. O

Es importante aclarar que, si bien existe una funcién con un orden prescrito en una cantidad
finita de puntos, no se tiene control sobre los deméas puntos. Es posible que la funcién tenga otros

pOlOS O Ceros que no se conozcan.

2. M(X) como extensién del campo C.

En la seccién anterior se construyeron funciones meromorfas con propiedades locales. Ahora se
estudia el campo de funciones meromorfas globalmente. Especificamente, M(X) es una extensién
del campo C que esté generada por una cantidad finita de elementos.

Primero, se repasan definiciones del algebra de campos. Si K es una extensién del campo L,
un elemento o € K es llamado trascendente si no existe ningin polinomio p(t) € L[t] tal que
p(a) = 0. Un conjunto A = {aq,...,a,} es llamado algebraicamente independiente si no existe
ningdn polinomio p € L[z, ..., z,] tal que p(aq, ..., a,) = 0. El grado de trascendencia de K sobre
L se define como tr.deg(M (X)) = |A], donde A es un conjunto algebraicamente independiente con

la mayor cardinalidad entre esos conjuntos. (Lang, 2002)
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Proposicién V.41. Sea X una curva algebraica. Viendo a M(X) como una extensién de C,
tr.deg(M(X)) =1

Demostracion. Ya se sabe que si X es una curva algebraica, entonces existe una funcién f € M(X)
no constante. Sea A = {f}. Si A no es algebraicamente independiente, f es un elemento algebraico
de C. Existe, entonces, un polinomio p € CJ[¢] tal que p(f) = 0. Como C es algebraicamente cerrado,
f € C. Esto es absurdo pues f no es constante. Entonces, tr.deg(M (X)) > 1.

Supéngase ahora que tr.deg(M (X)) > 1. Sean f,g € M(X) algebraicamente independientes.
Sea D =} ynp-p un divisor sobre X tal que D > divao(f), dives(g). Por la eleccién de D,
f,g9 € L(D). Tomando n € Z" e i,j € Z" tales que i + j = n se tiene, por el lema V.9,

div(fig?) = idiv(f) + jdiv(g) > —iD — jD = —nD

asf que fig? € L(nD). Como f, g son algebraicamente independientes, el conjunto B = {fi¢g? | i +

/2

j = n;i,j € Z*} es linealmente independiente sobre C. Luego, dim L(nD) > (n? + 3n + 2)/2.
<

)
Sin embargo, esto es una contradiccién, pues la proposicién V.29 establece que dim L(nD)
1+ deg(nD) = 1 + ndeg(D) y, para n suficientemente grande, (n? + 3n +2)/2 > 1 + ndeg(D).

Esto implica que tr.deg(M(X)) > 1 es imposible, as{ que tr.deg(M (X)) = 1. O

Ahora se muestra que M(X) es una extension finita de C. El lema anterior dice que cualquier
funcién meromorfa no constante es un elemento trascendente en C. Por esta razén, en lugar de
demostrar directamente que la extensién de M(X) sobre C es finita, se prueba que [M(X) : C(f)]

es finito, pues C(f) es de por si una extensién finita de C.

Lema V.42. Sean X una curva algebraica y A € Div(X). Sea f una funcién meromorfa no
constante sobre X y D = diveo(f). Entonces, existen m € Z* y una funcidén meromorfa g sobre

X tales que A —div(g) < mD. Es mds, existe r € C[t] tal que g = r(f).

Demostracion. Sea A = ZpEX ap - p. Si no existiera ningtn punto regular de f tal que a, > 1,
m = méx{1l,a, | p € X} y g = 1 cumplen el lema. De lo contrario, existe una cantidad finita de
puntos regulares p1,...,p; de f para los cuales a, > 1. Para cada ¢ =1,...,k, f(p;) € C asi que
f — f(p:) es una funcién meromorfa. p; es un cero de esta funcién y sus polos son exactamente los
polos de f con el mismo orden. Asimismo, (f — f(p;))%: también es meromorfa, tiene un cero en
p; con orden minimo a,, y un polo en ¢ si, y solo si, ¢ es polo de f. Ademds, ord,(g) = ap,ordy(f).

Sean r(t) = Hle(t — f(ps))* € C[t] y g = r(f). Por el razonamiento del parrafo anterior,
¢ es una funcién meromorfa. Gracias a ello, existe m = méx{a, — ord,(g) | p € X}. Nétese que

solo hay una cantidad finita de puntos p € X en los que a, # 0 u ord,(g) # 0. Es decir, existen
infinitos p € X tales que a, — ord,(g) = 0 asi que m > 0. Para probar que A — div(g) < mD hay
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dos casos: dado p € X, este puede o no ser un polo de f. Si p no es un polo, su coeficiente en
diveo (f) es 0 y hay que probar que a, — ord,(g) < 0. Para empezar, p tampoco es un polo de g y
ord,(g) > 0. Si ap < 0 no hay nada que probar. Si a, > 1, g tiene un cero en p con ord,(g) > a,,
asf que a, —ord,(g) < 0. Si p es un polo, su coeficiente en dive (f) es el entero ¢ = —ord,(f) > 1.

Entonces, a, — ordp(g) < m < me. Al unir estos dos casos se obtiene la desigualdad buscada. [

Corolario V.43. Sean X una curva algebraica y f,g funciones meromorfas no constantes sobre

X. Entonces, existen m € Z1 y un polinomio r € C[t] tales que
» 7(f)g € L(mD), donde D = dive(f).
s g€ X es un polo de r(f)g solo si q es polo de f.

Demostracion. Dado A = —div(g), por el lema V.42, existen m € Z" y r € C[t] tales que —div(g) —
div(r(f)) < mD. Entonces, div(r(f)g) > —mD, asi que r(f)g € L(mD). Si ¢ € X es un polo de

f, su coeficiente en D es ny = 0. Entonces, ordy(r(f)g) > —mng =0y ¢ no puede ser un polo de

r(f)g. O

Lema V.44. Sean X una curva algebraica, f una funcion meromorfa no constante sobre X y

D =divao(f). Si [M(X) : C(f)] > k, existe mg € ZT tal que
dim L(mD) > (m —mg + 1)k

para todo entero m > my.

Demostracion. Si [M(X) : C(f)] > k, existen por lo menos k funciones g; € M(X) linealmente
independientes. Por el corolario V.43, para cada i = 1,...,k existen m; € Z% y r; € C[t] no nulo
tales que h; € L(m;D), donde h; = r;(f)g; y D = diveo(f). Dado que r;(f) € C(f), las funciones
h; son linealmente independientes sobre C(f) pues cada una es un multiplo escalar de una funcién
g; distinta.

Sea mg = max{m; | i =1,...,k}. Para todo entero m > mgy j =0,...,m — mq tenemos
div(fih;) = jdiv(f) + div(h;) > —jD —m;D > —jD — moD > —mD,
es decir f/h; € L(mD). Todas estas funciones son linealmente independientes sobre C, asi que
dim L(mD) > (m — mg + 1)k para todo entero m > my. O

Ahora se demuestra que M(X) es una extensién finita de C.

Proposicion V.45. Si X es una curva algebraica, f una funcion meromorfa no constante sobre
X y D =dive(f), entonces
[M(X) : C(f)] < deg(D).
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Demostracion. Supéngase, por reduccién al absurdo, que [M(X) : C(f)] > 1+ deg(D). La propo-
sicién V.29 da una cota superior para la dimensién de L(D), mientras que el lema V.44 da una
cota inferior a partir de [M(X) : C(f)] y de un entero fijo mg. Combindndolas, se obtiene que para

todo entero m > mg,
(m —mg 4+ 1)(1 + deg(D)) < dim L(mD) < 1 + mdeg(D).

Esto es una contradiccién, pues como deg(D) > 0, la desigualdad anterior no vale para m suficien-

temente grande. O

De hecho, la cota anterior permite obtener un valor mas preciso de [M(X) : C(f)].

Proposicion V.46. Si X es una curva algebraica, f una funcién meromorfa no constante sobre
X y D =diveo(f),
[M(X) : C(f)] = deg(D).

Demostracion. En virtud de la proposicién V.45, solo falta demostrar que [M(X) : C(f)] >

deg(D). Sea D = Y, n; - p;, donde p; son los polos de f y n; > 1. Por el corolario V.40, para

todoi=1,...,nytodo j=1,...,n;, se puede encontrar una funcién meromorfa g;; sobre X tal
que p; es un polo con ord,, (gi;) = —j y ord,, = 0 para k # i. La prueba concluye si se demuestra
que el conjunto {g;; | ¢ = 1,...,n;j = 1,...,n;}, que tiene deg(D) elementos, es linealmente

independiente. Supdngase lo contrario: sean ¢;; € C(f) funciones racionales en f tales que
Z cij(f)gi; = 0. (V.1)
2]

De hecho, se puede suponer que cada ¢;;(f) es un polinomio en f multiplicando la relacién
V.1 por el denominador comin de los c¢;;(f). Nétese que si d es el grado de c¢;;(f), entonces
ordy, (¢i;j(f)) = —dng. Sean ig y jo los indices tales que el grado de ¢;,j, es méximo (si existieran
varios, elijase una pareja en la que jo sea méximo). Si la ecuacién V.1 se divide entre ¢, ,, se

obtiene

> dii(Hgis =0, (V-2)

donde d;,;, (f) = 1y el resto de coeficientes d; ;(f) son funciones racionales en las que el grado del
denominador es mayor o igual que el grado del numerador. Esto causa que ordy, (di;,(f)) =0y
ordy, (d; ;(f)) = msjn, con m;; > 0 para cualquier otro 4, j, k. A pesar de esto, un término d;;(f)g:;

podrfa tener un polo. De hecho, si i # io, d;;(f)gi; no tiene un polo en p;, pues ordy, (di;(f)gi;) =
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ordy, (di; (f)) + ordy,, (gi5) > 0. Por otro lado, para i = i,

ordy, (diy;(f)ies) = ordp, (diy;(f)) + ordp, (giej) = MigjNie — J = Migjni, — N

= (Migj — iy

Entonces, si j # jo, mi,; > 1 ast que ordy, (di,;(f)gij) > 0y pi, no es un polo de diy;(f)gig;-
Si j = jo, Migj, = 0y ordy, (digjo(f)Gieso) = —1i, < 0. Por lo tanto, el término dy, j,(f)giej, tiene
un polo en p;, v es el tnico con esta caracteristica. Sin embargo, esto significa que la combinacién
lineal de la ecuacién V.2 tiene un polo en p;,. Esto es una contradiccién, pues la funcién constante

0 no tiene polos. O

C. Divisores de truncamiento de Laurent

Al principio de este capitulo, se definieron divisores en superficies de Riemann como sumas
formales finitas y se estudiaron un tipo particular de superficies de Riemann, llamadas curvas
algebraicas, y resultados como el corolario V.40. Este resultado dice, parafraseando el enunciado,
que dado un divisor D = """ | n; - p;, se puede encontrar una funcién meromorfa f definida en la
curva algebraica tal que ord,,(f) = n;. Sin embargo, el corolario V.40 es solo un caso especial de
un resultado més poderoso, el lema V.39 de aproximacién de series de Laurent. El hecho de que un
divisor usual D genere una funcién, por el corolario del lema de aproximacién, inspira la definicién

un nuevo tipo de divisor.

Definiciéon V.47. Sea X una superficie de Riemann. Para cada punto p € X, elijase una coorde-
nada local z, alrededor de p. Un divisor de truncamiento de Laurent sobre X se define como una

suma formal finita

Z Tp(2p) - P

peX
donde cada rp,(2p) es un polinomio de Laurent. Se omite la dependencia de la coordenada local
cuando no sea necesaria para evitar ambigiiedades. El conjunto de divisores de truncamiento de

Laurent se denota por 7 (X).

Al igual que los divisores usuales, la suma de dos divisores de truncamiento de Laurent es
definida puntualmente; con respecto de esta suma, 7 (X) forma un grupo. A cada divisor D =

Zpe « Mp - D se asocia a un subgrupo de 7(X) definido por

TD|(X) = Z rp-p | deg(rp) < —nyp, para todo r, # 0

peX
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1.  Mapas de truncamiento.

En esta seccién se definen funciones lineales entre estos grupos que llamadas mapas de trunca-

miento. Dado un divisor D =) nyp - P, se define

peX

tp: T(X) —  T[D|(X)
Z rp(2p) P Z 7(rp, —np) - p.
peX peX

El efecto de tp es remover, en cada punto p € X, los términos de orden mayor o igual a —n,,
del polinomio de Laurent r,. Esta funcién se generaliza para que actie sobre los grupos T [D](X).

Sean D = ZpEX ny-py Dy = ZpEX my, - p tales que D1 < Dy. Se define

tplr TID(X)  — TIDoJ(X)
Z rp(2p) P Z 7(rp, =mp) - p-
pEX peX
Las funciones tp y tg; son llamadas mapas de truncamiento y es sencillo verificar que son
homomorfismos de grupos. Sea ahora f una funcién meromorfa sobre X no nula y D un divisor.
Si 2z, es una coordenada local alrededor de p € X, sea f,(2p) la serie de Laurent de f alrededor de

p en términos de z,. Se define

pf s TIDNX)  — T[D—div(f)|(X)
er(zp) D ZT(fprp,fanrordp(f)) - .
peX peEX
Claramente, /JJ? es lineal e inyectiva. Sea >_ v sp(zp) - p la imagen de 3y 7p(2p) bajo /J?.

Nétese que fprp(2p) = sp(2p) + O(z;""JrordP(f)). Si 1/f, denota a la serie de Laurent de 1/f, se

tiene

1 1 1

— 5, = — fory — —O(z; TNy = 4 O(z7),

fp P fp p'p fp ( P ) p ( )
pues ord,(1/f) = —ord,(f) implica que ﬁ = O(z ")), Como deg(r,) < —ny, se tiene
7(sp/ fp, —Mp) = 7. Entonces, ,uf/}div(f) (ZpEX sp(2p) ~p) = ZpEX rp(2p) - p. Esto muestra que la
funcién ,u?/;div(f) :TID = div(f)|(X) = T[D](X) es la inversa de uf y que pf es un isomorfismo

de espacios vectoriales.

Por dltimo, manteniendo la notacién de la definicién anterior, sea

ap: M(X) — TI[D|(X)
f — Z T,np(fp) D

peEX
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De nuevo es facil verificar que ap es lineal. Nétese que si D1, Dy € Div(X) son tales que

D; < D5, entonces ap, = tg; o ap,. En otras palabras, el siguiente diagrama conmuta:

TIDA(X) — 2 T(Dy)(X)
M(X)

Si D € Div(X) y f es una funcién meromorfa sobre X, el siguiente diagrama también es

conmutativo:
M(X) == TID — div(f)](X)
f ny
M(X) ———;—— TIDI(X)

Dentro de este contexto, podemos darle una interpretacién al espacio L(D). Si f € L(D),
entonces su serie de Laurent alrededor de un punto p € X no tiene términos de orden menor que
—nyp. Si se remueven los términos con orden minimo —n,, la serie se quedarfa sin términos. En
otras palabras,

L(D) = ker(ap).

2. Espacio H'(D).

En el lema de aproximacién de series de Laurent dice que, dado un divisor de truncamiento de
Laurent Z = Zpe x Tp - D, existe una funcién meromorfa f tal que su serie de Laurent alrededor
de p tiene a 1, como truncamiento de Laurent. Sin embargo, se hizo la aclaracién que no se tiene
control del comportamiento de f en los demds puntos de X. Una pregunta similar es la siguiente,
llamada problema de Mittag-Leffler. Dado D € Div(X) y Z € T[D](X), jexistird f € M(X)
tal que ap(f) = Z? A diferencia del lema de aproximacién de series de Laurent, el problema de
Mittag-Leffler requiere que f tenga truncamientos especificos en todos los puntos de X. Si bien
la serie de Laurent de f tendra términos negativos solo en una cantidad finita de puntos, en el
resto f debe ser holomorfa (y quizéds tener ceros con un orden minimo). El lema de aproximacién
solamente asegura que f sea holomorfa en una cantidad finita de puntos y, por el momento, solo
vale en curvas algebraicas.

En lugar de intentar resolver el problema de Mittag-Leffler, se evalia qué tan dificil es. Para

eso, se estudia el siguiente espacio:

TID(X)

H'(D) := coker(ap) = im(ap)
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El problema de Mittag-Leffler se puede parafrasear e investigar si Z € im(ap). Esta ecuacién
vale si, y solo si, la clase de equivalencia de Z en H'(D) es Z = 0. Entonces, el espacio H'(D)
mide la dificultad del problema: mientras mas elementos tenga, mas dificil serd obtener un Z para
el cual el problema de Mittag-Leffler tenga solucién. Los teoremas que siguen estan dirigidos a

probar que H'(D) tiene dimensién finita en curvas algebraicas.

Definicion V.48. La secuencia de espacios vectoriales y funciones lineales

fl f2 . fnfl fn

VO Vl Vn_1 Vn
es llamada ezacta si ker(f;11) = im(f;) para todo i =0,...,n — 1. El caso especial
0 1 Vi f2 Vs f3 Va fa 0

es llamado secuencia exacta corta.

Notese que en una secuencia exacta, Vo = 0y V,, = 0 si, y solo si, fo es inyectiva y f,_1 es
sobreyectiva. Esto se debe a que ker(fz) = im(f1) = {0} y a que im(f,—1) = ker(f,) = Vs,—1. En
este caso, las funciones f; y f, generalmente se omiten del diagrama. Otra propiedad que serd 1til
es la siguiente.

Lema V.49. Sea

f1 f2 f3

0 Vi Vv Vs — s 0

una secuencia exacta corta tal que Vi y Vo tienen dimension finita. Entonces
dim V3 = dim V5 — dim V

Demostracion. Por las observaciones del parrafo anterior, f3 es sobreyectiva y fo es inyectiva. Por
un lado, la inyectividad de fy causa que dimim(f;) = dim V;. Por otra parte, la exactitud de la
secuencia implica que ker(fs) = im(f2). Por el primer teorema de isomorfismos, V3 es isomorfo a

Va/ ker(f3) = Vo /im(f2). Luego dim V3 = dim Vo — dim im(f2) = dim V5 — dim V3. O
Un resultado mas elaborado de secuencias exactas es el siguiente.

Lema V.50 (Lema de la serpiente). Considérese el siguiente diagrama conmutativo de espacios

vectoriales en el que las filas son secuencias exactas cortas:
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Entonces, existe una secuencia exacta
0 — ker(a) ER ker(3) =N ker(y) % coker(a) EiN coker () N coker(y) — 0,

donde f,G son las restricciones adecuadas de f,q y f', g’ son los homomorfismos inducidos por f’

y g respectivamente.

Demostracion. La demostracién de este lema, que no es dificil pero si larga, puede ser encontrada
completa en Blute (s.f.) y como un ejercicio en Atiyah y MacDonald (1969). Aqui no se reproduce
completa; inicamente se muestra que h esta bien definida.

Para ¢ € ker(y), se define h(c) como la clase lateral (f o 8o g~1)(c) + im(a). Nétese que
coker(a) C A’ y que se puede obtener h(c) recorriendo las flechas del diagrama empezando por
C, yendo a B, pasando por B’ para terminar en A’. Siguiendo este camino, se muestra que h estd
bien definida. Como g es sobreyectiva, para todo ¢ € ker(v) existe b € B tal que g(b) = ¢. Né6tese
que ¢'(B(b)) = v(g(b)) = v(c) = 0, asi que B(b) € ker(¢') = im(f’). Entonces, existe a € A’ tal
que f'(a) = by, gracias a que f’ es inyectiva, a es unico. La clase lateral a + im(a) € coker(a)
se llama h(c). El paso que podria generar ambigiiedad en la definicién de h(c) es la obtencién de
b € B tal que g(b) = ¢, pues es posible que exista otro ' € B tal que g(b’) = ¢. Para corregir esto,
hay que probar que (f'~ o B)(b') = h(c) como clases laterales en coker(a) o, en otras palabras,
que (f'_1 o B)(b) — (f’_1 o B)(V') € im(x). Sin embargo b — b’ € ker(g) = im(f) pues g es lineal y

g(b—b') =c—c=0. Entonces,

—1

(f o BB = (f e BW) = (f oBb=Y)=(aof ) (b-)€im(a),

como se queria.

El anterior es un ejemplo del tipo de razonamientos que se pueden usar para demostrar que
la secuencia propuesta es exacta. El argumento principal es la conmutatividad del diagrama para
poder intercambiar las funciones como sea conveniente. Se deja que el lector complete la prueba o

consulte alguna de las referencias propuestas. O

Sean X una superficie de Riemann compacta y D1, Ds € Div(X) tales que D; < Dy. Como se

vio en la seccién 1, el siguiente diagrama es conmutativo

00— MX)/L(D)) —22 5 TID(X) — 2 HY(D) ———— 0

v tpl ) (V.3)

0— % MX)/L(D2) — 222 TIDo)(X) — 2 HY (D) ——— 0

Las aplicaciones 1, (2, ¢, 0 denotan los homomorfismos naturales entre los espacios indicados.
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En particular, nétese que o(f + L(D1)) = f + L(D3) para toda f € M(X). Por otra parte, nétese
que M(X)/L(D;) = M(X)/ker(ap,), asi que ap, actuando sobre las clases de equivalencia de
M(X)/L(D;) es inyectivo. Por definicién, ker(8;) = im(ap,) y ademds f; es sobreyectivo. En
resumen, las filas del diagrama V.3 son secuencias exactas cortas.

Definase

H1 (Dl/DQ) = ker(g).

Nétese que, por ser o : H'(D1) — H'(Ds) un homomorfismo sobreyectivo, el primer teorema
de isomorfismos dice que H'(Ds) & H'(D1)/H'(D1/D>).
En la busqueda por probar que Hp(D) tiene dimensién finita, serd ttil probar primero que

Hy(D1/D5) tiene dimensién finita. Este es el contenido del siguiente lema.

Lema V.51. Sea X una superficie de Riemann compacta. Entonces,
dim H,(Dy /D) = (deg(Ds) — dim L(D5)) — (deg(D;) — dim L(Dy)).
Demostracion. Por el lema de la serpiente, el diagrama V.3 posee una secuencia exacta
0 — ker(yp) — ker(tgé) — HY(D1/D3) — coker(p) — coker(tgé) — coker(p) — 0.

Como Dy < Ds, ¢ es sobreyectiva, asi que coker(¢) = {0}. Por tanto, la secuencia exacta

anterior se reduce a una secuencia corta
0 — ker(p) — ker(tp!) —— H'(D1/Dy) — 0.

Por el lema V.49, si ker(¢) y ker(tg;) son de dimensién finita, dim H'(D;/Ds) = dim ker(tg;) -
dim ker(¢p). Calcular dim H!(D;/Ds3) se reduce, entonces, a mostrar dim ker(tg;) y dimker(y) que
son finitas y encontrar sus valores.

Dado que o(f + L(D1)) = f + L(D3) y que f + L(D2) = 0 si, y solo si, f € L(D3), se
observa que ker(p) = L(D3)/L(D;). Como X es compacta, todo espacio L(D) tiene dimensién
finita, luego dimker(¢) = dim L(Dz) — dim L(D1). Por otro lado, escribase D1 =3 v ny-py
Dy = Zpe x My - p. Para cualquier p que sea necesario, se escogen coordenadas z, centradas en p.

Se hace evidente que

ker(tg;) = Z rp(2p) P | —my < ordo(ry) y deg(rp) < —np
peX

SiZ e ker(tg;), en cada p el polinomio de Laurent r, solo puede tener términos 2¥ con —my <

P
k < —n,. Estos son exactamente m, — n, posibles términos linealmente independientes, asi que
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dim ker(tg;) =Y pex(mp —ny) = deg(D2) — deg(D1). Por lo tanto,

dim H'(D,/D;) = dim ker(tgé) — dim ker(y)

= (deg(D2) — dim L(Dy)) — (deg(Ds) — dim L(Dy)).

Lema V.52. Sean X una curva algebraica, f una funcion meromorfa sobre X y D = diveo(f). En-
tonces, dim H(0/mD) es eventualmente constante. Es decir, existe mg € Z* tal que dim H*(0/mD)

es constante para todo m > my.

Demostracion. La prueba consiste en verificar que dim H*(0/mD) es acotada y no decreciente v,
por tanto, convergente y, como una secuencia convergente de niimeros enteros es eventualmente
constante, el lema vale. Sea m € Z*; apliquese el lema V.51 con D; = 0 y Dy = mD. Como

dim L(0) = 1 por ser X compacta,

dim H*(0/mD) = (deg(mD) — dim L(mD)) — (deg(0) — dim L(0))

= mdeg(D) — dim L(mD) + 1.

Por la proposicién V.46, [M(X) : C(f)] = deg(D) asi que se puede usar k = deg(D) en el lema
V.44. Entonces, existe m{, € Z* tal que dim L(mD) > (m — m(, + 1) deg(D) para todo m > my,.
Esto permite obtener una cota superior para dim H'(0/mD) que no depende de m.

dim H*(0/mD) < mdeg(D) — (m — m}, + 1) deg(D) + 1
=1+ (mg —1)deg(D).

Se prueba ahora que {dim H'(0/mD)},, es no decreciente. Sean m; < msy enteros positivos.

Como D es efectivo, m; D < moD. Nétese que, en el diagrama

HY(mD) —2—— H'(myD)

H(0),

las funciones g;, que son los homomorfismos naturales entre los espacios indicados, estan bien
definidas y conmutan. Entonces H'(0/m;D) = ker(o1) C ker(g2) = H'(0/maD). Por lo tanto
dim H*(0/m1 D) < dim H'(0/m3D), como se querfa. O
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Lema V.53. Si X es una curva algebraica, existe M € Z" tal que
deg(A) —dim L(A) < M

para todo A € Div(X).

Demostracion. Sea D = diveo(f) para alguna funcién f € M(X). Para este tipo particular de

divisor, por el lema V.52 se sabe que
deg(mD) — dim L(mD) = dim H*(0/mD) —1 < M

para algin M € Z*. Ahora se demuestra para un divisor arbitrario A. Por el lema V.42, existe una
funcién meromorfa g sobre X tal que B = A —div(g) < mD. Nétese que A ~ B, asi que, del lema
V.14 y de la proposicién V.22, se sabe que deg(A) = deg(B), L(A) =2 L(B) y dim L(A) = dim L(B).
Por el lema V.51,

deg(A) — dim L(A) = deg(B) — dim L(B)
= deg(mD) — dim L(mD) — dim H'(B/mD)
< deg(mD) — dim L(mD)

< M.

O

Una consecuencia del lema anterior es la existencia de un divisor Ay tal que deg(Ag)—dim L(Ap)
es maximal (de lo contrario la diferencia deg(A) — dim L(A) no estarfa acotada). Este hecho, a su

vez, permite probar el siguiente lema.

Lema V.54. Sean X wuna curva algebraica y Ao € Div(X) tal que deg(Ag) — dim L(Ap) sea
mazximal. Entonces, H*(Ag) = {0}.

Demostracion. Si el lema no fuera verdadero, existiria Z € T[Ap](X) no nulo tal que Z ¢ im (a4, ).
Sea B > Ag un divisor tal que #3°(Z) = 0. La clase de equivalencia de t4°(Z) en H'(B) es
justamente 0, as{ que la clase de Z en H'(Ap) es el kernel H'(Ay/B). Como Z ¢ im(ay,), esta
clase es distinta de 0 y H'(Ag/B) # {0}. Sin embargo, por ser deg(Ay) — dim L(A) maximal, se
tiene

dim H'(Ag/B) = (deg(B) — dim L(B)) — (deg(4y) — dim L(4y)) < 0.
Entonces, H'(A/B) = {0}. Esta contradiccién prueba que el lema es verdadero. O

El lema anterior es el paso clave para demostrar que H'(D) tiene dimensién finita, pues conecta

esta idea con el hecho de que H(D1/D3) es de dimensién finita.
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Proposicién V.55. Sean X una curva algebraica y D € Div(X). Entonces, H' (D) es un espacio

vectorial de dimension finita.

Demostracion. Sea Ay € Div(X) tal que deg(Ap) — dim L(Ap) es maximal. Sea D — Ag = P — N
con Py N divisores efectivos segin la proposicién V.5. Como Ay < Ag + P, el homomorfismo
natural o1 : H'(Ag) — H'(Ag + P) estd bien definido y, de hecho, es sobreyectivo. Por el lema
V.54, HY(Ap) = {0} asi que H!(Ag + P) = {0} también. De la misma forma, g : (4g+ P — N) —
H' (Ao + P) = {0} estd definido y es sobreyectivo. Entonces,

HY(D)=HY(A+ P — N) =ker(gs) = H'(Ag + P — N/Ay + P).

Como el lema V.51 asegura que H'(Ag + P — N/Ag + P) tiene dimensién finita, la prueba estd

terminada. O
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VI. TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

Las herramientas para demostrar el Teorema de Riemann-Roch ya casi estdn completas. Por

ahora, se demuestra una version intermedia.

Teorema VI.1 (Primera forma del Teorema de Riemann-Roch). Sea X wuna curva algebraica.

Para todo divisor D € Div(X), se tiene
dim L(D) — dim H' (D) = deg(D) + 1 — dim H'(0).

Demostracion. Sean Dy, Dy € Div(X) arbitrarios. Sea D’ € Div(X) tal que D; < D' parai = 1,2.

Por la proposicién V.55, H(D;) y H*(D’) tienen dimensién finita, asi que
dim HY(D') = dim H'(D;)/H"(D;/D') = dim H*(D;) — dim H'(D;/D’).
Usando el lema V.51 para sustituir dim H!(D;/D’) en la ecuacién anterior, se obtiene
dim L(D;) — deg(D;) — dim H(D;) = dim L(D’) — deg(D’) — dim H*(D").

Esto muestra que dim L(D;) — deg(D;) — dim H!(D;) = dim L(D3) — deg(D2) — dim H'(D5).
En particular, para D1 = D y Dy =0,

dim L(D) — dim H'(D) = deg(D) + 1 — dim H'(0).
O

Si bien esta forma nos informacién acerca de la dimensién de L(D), todavia queda trabajo por
hacer. Los espacios H!(D) miden la dificultad de encontrar un divisor de truncamiento de Laurent
que surja de una funcién meromorfa. En cierta forma, si conocemos la estructura del espacio L(D)
podremos conocer la de H'(D) y viceversa, asf que el problema de calcular L(D) no ha variado
significativamente. Aqui es donde entran en juego las 1-formas diferenciales. En la siguiente seccién

se encuentra una relacién entre H'(D) y el espacio de formas meromorfas I(D).

A. Aplicacién residuo

Sea X una superficie de Riemann compacta y D = > np - p un divisor sobre X. Dado

peX
un divisor de truncamiento de Laurent Z € T[D](X), la pregunta de si existe f € M(X) tal

que ap(f) = Z puede ser abordada desde un punto de vista distinto al que se ha usado hasta
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el momento. Sea w € I(—D); para todo p € X sean z, una coordenada local centrada en p y

wp = (ZZ":% ckz}’,f) dz, la forma local de w en términos de z,. Se define

Res,: T[D|(X) — C

ZpEX Tp P — ZpEX RGSO (prl))'

Sea ahora f € M(X). Sea f, = >~ axzF la serie de Laurent de f centrada en 0 en términos

de z,. Si se toma ay = 0 para k < m, entonces

o0

Resy (fw) = Reso(fpwp) = > cra1—x. (VL1)
k=nyp

Notese que el lado derecho de la ecuacién VI.1 depende tnicamente de los coeficientes ay
con k < —n,. En otras palabras, Res,(ap(f)) = >_ < x Resp(fw). Como X es compacta, por el
Teorema del Residuo (teorema IV.46), Res, (ap(f)) = 0. Este es el criterio que se buscaba. Dado
un divisor de truncamiento de Laurent Z € T[D](X), una condicién necesaria para la existencia
de una funcién f € M(X) tal que ap(f) = Z es Res,(Z) = 0. El Teorema de Dualidad de Serre

muestra que éste es, de hecho, un criterio necesario y suficiente.

Como Res,, es 0 en im(ap), se puede definir un funcional lineal

Res,: HYD) — C
Z +im(a) +—— Res,(2).

que acttia en las clases de equivalencia de H'(D) aplicando Res,, a cualquier representante. Se

define la aplicacion residuo por

Res: I(-D) — HYD)*

w — Res,.

B. Dualidad de Serre

En esta seccién se demuestra que la aplicacién residuo es un isomorfismo de espacios vectoriales;
este es el Teorema de Dualidad de Serre. Para ello, se hace una convencién. Sea ¢ : T[D](X) — C
un funcional lineal tal que ¢(Z) = 0 para todo Z € im(«a). Nétese que si Z1, Z2 € T[D](X) son tales
que Z1 = Z» en H'(D), existe f € M(X) tal que Zy = Za+ap(f) y ¢(Z1) = ¢(Za) +d(an(f)) =
#(Z5). Entonces, se puede pensar que ¢ es un funcional definido sobre H!(D) pues su imagen sobre
una clase de equivalencia esté bien definida. De la misma forma, si v : H'(D) — C es un funcional
lineal, se dice que 1) estd definido en 7[D](X) cuando sea conveniente.

Recuérdese que si wy y wy # 0 son formas diferenciales meromorfas, se pueden encontrar fun-
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ciones meromorfas f1 y fo tales que fiw; = fows (esto es una parafrasis de la proposicién V.15).
Dado que se quiere probar que H!(D)* es isomorfo a I(D), es natural esperar que exista una
propiedad similar en H(D)* y es justamente lo que se demuestra a continuacién. Esencialmente,
el siguiente lema dice que dados dos funcionales lineales ¢y, ¢2 € H'(D)*, existen funciones mero-
morfas f; y fo tales que, cambiando al dominio adecuado, la multiplicacién de ¢ por f; es igual

a la multiplicaciéon de ¢o por fs.

Lema VI.2. Sean X una curva algebraica y A € Div(X). Si ¢1 y d2 son funcionales lineales sobre
HY(A), entonces existen un divisor efectivo C' € Div(X) y funciones meromorfas fi y fo no nulas

sobre X tales que ¢1 o tﬁ_c_div(fl) oy =¢g0 tﬁ_c_div(ﬁ) o [if,, Vistos como funcionales sobre

HY(A - C). En otras palabras, los funcionales del siquiente diagrama son iguales.
A—C—div(f1)

" TIA = C —div(f)](X) “——— TI4](X) X

T[A - C|(X) C
N T - o= ()0 S Ay /

Demostracion. Supéngase que el resultado es falso. Entonces, para todo C' € Div(X) la aplicacién

lineal
L(IC)x L(C) — HYA-O)*

A—C—di A—C—di
(fi,f2) ¥ 1oty R opf — P20ty iv(f2) O g,

es inyectiva. Esto implica que dim H'(A — C) = dim H}(A — C)* > 2dim L(C). Aplicando la
primera forma del Teorema de Riemann-Roch a D = C, se obtiene dim L(C) = dim H*(C) +
deg(C) +1—dim H'(0) > deg(C) + 1 — dim H'(0). Combinando estas desigualdades, se encuentra

una cota inferior para dim H!(A — C):
dim H'(A — C) > 2(1 — dim H'(0)) + 2deg(C)
Aplicando nuevamente el Teorema VI.1 para D = A — C, se obtiene una cota superior:

dim H'(A - C) = dim L(A — C) — deg(A — C) — 1 + dim H*(0)

< (dim L(A) — deg(A) — 1 + dim H'(0)) + deg(C).

En resumen,

a+2deg(C) < HY(A—C) < b+ deg(C),

donde a y b son constantes. Sin embargo estas desigualdades son falsas si deg(C) es suficientemente
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grande. Por tanto, el lema debe ser verdadero. O

Lema VI.3. Sean X wuna superficie de Riemann compacta y D1, Dy € Div(X) con Dy < Ds.
Supongamos que eziste w € I(—Dq) tal que Res,, : T[D1](X) — C estd definido. Si ker(tg;) C

ker(Res,,) entonces w € I(—Ds).

Demostracion. Siw ¢ I(—Ds), existe un punto p € X tal que m, < k < n,, donde k = ord,(w) y

k—1

mp y Ny son los coeficientes de p en Dy y D; respectivamente. Sea Z = 2z~ - p. Por la eleccion

P
de k, Z € ker(tg;), pero Res,,(Z) # 0. Esta contradiccién muestra que w € I(—Dy). O

Teorema V1.4 (Dualidad de Serre). Sea X una curva algebraica. Entonces, la aplicacion residuo

Res : I(—D) — HY(D)* es un isomorfismo de espacios vectoriales, para todo D = Z;DEX Ny - P.

Demostracion. Res es obviamente lineal; falta probar que Res es inyectiva y sobreyectiva. Supénga-
se que existe una 1l-forma meromorfa no nula w € I(—D) tal que Res(w) es el funcional 0

sobre H'(D). Es decir, Y. _ Res,(r,w) = 0 para todo divisor de truncamiento de Laurent

peEX
> pex Tp € T[D](X). Fijando p € X y una coordenada local z,, centrada en p, sea (o cnzp) dzp
la forma local de w en términos de z,, con k = ord,(w) y ci # 0. Notese que Zp_l_k -p € T[D](X).

Entonces

Resw(zp_l_l€ -p) = Res, (zp_l_k Z cnzgdzp>
k

:Ck#ov

una contradiccién. Entonces ker(Res) = {0} y Res es inyectiva.
Sea ¢ : H'(D) — C un funcional lineal, considerado como un funcional sobre 7T[D](X). Sean w

una 1-forma meromorfa no nula sobre X y K = div(w). Elfjase un divisor A =}_ _ a, - p tal que

A<Dy A<K.Sea¢s=d¢oth: T[A(X)— C. Por el lema VL2, existen un divisor efectivo
C=3%exC Py f1,fo € L(C) tales que

A—C—div(f1)

daot’ A—C—div(f2) (V1.2)

ouyp = Res, oty o [if,,

considerados como funcionales sobre H*(A—C). Sea Z = > pex Tpp € T(X), conry, = Zf\i’;np biz},.
Por las observaciones de la seccién A, Res, (Z) depende tnicamente de los términos de r, con
i < —ord,(w). En particular, los términos de r, con —ord,(w) < i < —a,+c,+ord,(f2) no inciden
en Res,. Entonces, para todo Z € T[A — C — div(f2)](X), Resw(Z) = Res, o tﬁ_c_div(fQ)(Z).
Por ello, se puede reemplazar Res,, o tﬁ_c_div(h) por Res, : T[A — C —div(f2)](X) — C en el

lado derecho de la ecuacién VI.2. Por un razonamiento analogo, Res,, o ps, es igual al funcional
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Resy,., : T[A — C](X) — C. En pocas palabras,

A—C—div(f1)

paoty opf = Resyp,.

Componiendo ambos lados de la tltima ecuacién con fi /¢, , se obtiene

A—-C—div(f1
¢AOtA () :Resfwoul/fl :Res(fz/fl)w, (VI3)

viéndolos como funcionales sobre T[A — C — div(f;)](X). Esta tltima igualdad muestra que
ker(ty €Uy ¢ ker(Resf,/f,)w)-

Dado que (fz/f1)w € I(—A+ C +div(f1)), por el lema VI.3, realmente se tiene que (f2/f1)w €
I(—A). Nétese que la restriccién de tﬁ_c_div(fl) a T[A](X) es la identidad, asi que la ecuacién
V1.3 se reduce a ¢4 = Res(y, /). Por definicién de ¢4, ¢ o t5 = Res(y,/1,).- De nuevo se tiene
que ker(t55) C ker(Res(s,/f,)w) ¥, por el lema VL3, que (f2/f1)w € I(=D). Por lo tanto, ¢ es la
imagen bajo Res de la forma meromorfa (f2/f1)w € I(—D), probando la sobreyectividad de la

aplicacién residuo. O

Corolario VI.5. Sean X una curva algebraica y K € KDiv(X) un divisor candnico cualquiera.

Para todo divisor D € Div(X),
dim I(—D) = dim H'(D) = dim L(K — D).

Demostracion. Sustituyendo D por —D en la proposicién V.27, se obtiene que L(K—D) 2 I(—D) y
que dim L(K — D) = dim I(—D). Por el teorema V1.4, [(—D) = H'(D)* = HY(D) y dim I[(—D) =
dim HY(D). O

C. Segunda forma del Teorema de Riemann-Roch
El Teorema de Dualidad de Serre era la tultima pieza que faltaba para poder demostrar el

resultado principal:

Teorema V1.6 (Teorema de Riemann-Roch). Sea X una curva algebraica de género g. Para todo

divisor D € Div(X) y todo divisor candnico K € KDiv(X), se tiene
dim L(D) — dim L(K — D) = deg(D) +1 — g.

Demostracion. Sustituyendo D = K en el corolario VL5, se obtiene dim H'(K) = dim L(0) = 1

y con D = 0, dim H'(0) = dim L(K). Por el corolario V.18 y la primera forma del Teorema de
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Riemann-Roch aplicada a D = K,

2dim H'(0) = dim H'(0) + dim L(K)
=dim H'(K) + 1 + deg(K)
= dim L(0) + 1+ (29 — 2)

= 2g.

Entonces dim H'(0) = g. Nuevamente, por el corolario V1.5, dim H*(D) = dim L(K — D). Por lo

tanto, al sustituir estas relaciones en la primera forma del Teorema de Riemann-Roch se obtiene:

dim L(D) — dim H*(D) = deg(D) + 1 — dim H*(0)

dim L(D) — dim L(K — D) = deg(D) + 1 — g.



VII. APLICACIONES

A manera de conclusién de esta tesis, se examinan algunas consecuencias del Teorema de
Riemann-Roch. Se empieza mostrando que el concepto de curva algebraica y el Teorema de
Riemann-Roch son equivalentes. Especificamente, se muestra que las tinicas superficies de Rie-
mann en las que vale el Teorema de Riemann-Roch son curvas algebraicas. Como el Teorema de
Riemann-Roch no es necesario para demostrar la existencia de funciones meromorfas no constantes,
es posible demostrar que toda superficie de Riemann compacta es, en efecto, una curva algebraica.
También se este teorema para calcular la dimensién de un espacio I(D) particular. Esto inspira
la definicién de puntos de Weierstrass y se concluye enunciando un teorema de clasificacién de

superficies de Riemann.

A. Superficies de Riemann y Teorema de Riemann-Roch

Teorema VII.1. Sea X una superficie de Riemann compacta tal que la ecuacion
dim L(D) —dim L(K — D) =deg(D)+1—g (VIL.1)
vale para todo D € Div(X). Entonces, X es una curva algebraica.

Demostracion. Para mostrar que X es una curva algebraica, hay que mostrar que M(X) separa

puntos y tangentes de X. Sean p,q € X, p # q. Sea D = (g + 1) - p. Por la ecuacién VII.1,

dim L(D) = deg(D) + 1 — g + dim L(K — D)
>deg(D)+1—yg

=2

Entonces existe una funcién meromorfa f € L(D) no constante. Como X es compacta, si f fuera
holomorfa serfa constante asi que f debe tener por lo menos un polo. Como el tinico polo permitido
por D es p, f tiene un polo en p, pero no en q. Entonces f(p) # f(q) y M(X) separa puntos de X.

Considérense ahora los divisores D,, = n-p. Siendo K un divisor canénico, por el corolario V.18,
deg(K) =2g—2.Sin > 2g—2, deg(K —D,,) < 0 asi que el lema V.24 implica que L(K — D) = {0}.

Por la ecuacién VII.1,

dim L(D,,) = deg(Dy) +1 — g+ dim L(K — D,,)

:n+1_gv
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para todo n > 2g — 2. Entonces, dim L(D,,+1) — dim L(D,,) = 1 para todo n > 2g — 2. Por ello,
existen f, € L(D,) \ L(Dy—1) con ord,(f,) = —n, para n > 2g — 1. Luego, la funcién f,/fn+1
tiene ord,(fn/fnt1) = 1y, por el lema II1.40, mult,(f,/fn+1) = 1. Por lo tanto, M(X) separa
tangentes de X. O

El teorema VII.1 implica que la condicién que una superficie de Riemann X sea una curva
algebraica es imprescindible para demostrar el Teorema de Riemann-Roch. Algunos autores que
demuestran la existencia de funciones meromorfas no constantes son Jost (2006) y Springer (1957).
En lugar de construir estas funciones directamente, construyen primero funciones armonicas y
demuestran un teorema similar al de Dualidad de Serre. Forster (1981), en cambio, toma un
camino mds topoldgico. Su trabajo se basa en espacios cubierta y haces (o sheaves en inglés)
y deduce el Teorema de Dualidad de Serre como una consecuencia del Teorema de Riemann-
Roch. Una caracteristica comin de ambas perspectivas es la necesidad de técnicas de homologia o
cohomologia y la construccién que se utiliza en la demostracion del teorema I1.33. De cierta forma,
se puede decir que el teorema VII.1 implica que el Teorema de Riemann-Roch requiere resultados
no triviales, como la construccién de funciones meromorfas no constantes, o un camino totalmente

distinto como el topoldgico de Forster (1981) y los haces.

B. Mapeos holomorfos y género

El propésito principal del Teorema de Riemann-Roch es calcular la dimensién de los espacios
de funciones o formas diferenciales. Ya se usé para calcular la dimensién de algunos espacios L(D)
en la prueba del teorema VII.1. Ahora se usa para calcular la dimensién de un espacio de formas

diferenciales.

Proposicién VIL.2. Sea X una superficie de Riemann compacta de género g. Entonces dim I(0) =

qg.

Demostracién. Por el corolario VI.5, dim I(—D) = dim L(D + K). Como L(0) = C, dim L(0) = 1.

Sustituyendo D = 0 y estas igualdades en el Teorema de Riemann-Roch, se obtiene
dim 7(0) = dim L(0) — deg(0) + g — 1 = g.
O

La proposicién anterior es 1til por muchas razones. En este caso, permite demostrar que el

género induce una jerarquia en las superficies de Riemann.

Teorema VIL.3. Sean X,Y superficies de Riemann compactas de géneros g' y g, respectivamente.

Si existe un mapeo holomorfo F: X — Y, entonces ¢' > g.
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Demostracion. Por la proposicion VII.2, existen g formas holomorfas linealmente independientes
sobre Y, digamos 71, ...,n4. Sea w; = F*(1;) el pullback de 7;, para i = 1,...,g. Elijanse cartas
locales ¢ : U — V sobre X y 3 : U’ — V'’ sobre Y, con coordenadas inducidas z y w, tales
que F(U) C U'. Sean w = h(z) y fi(w)dw las formas locales de F' y n; en términos de estas
coordenadas. La forma local de w; es f;(h(2))h/(2)dz.

Considérese una combinacién lineal Zle c;w; = 0, que, reescrita en términos de coordenadas

locales, es
g

> cifi(h(2))H (2)dz = 0.

i=1
Por el lema II.18, h'(z) # 0. Como h/(z) es un factor comin en la ecuacién anterior, se tiene

que

<Z cif,»(h(z))> dz =0,

=1

que equivale a

Z ¢ifi(h(2)) = 0.

Reemplazando w = h(z), esto implica que la forma local de la combinacién lineal Y7, ¢;n;

en términos de w es 0. Como esto vale para cualquier coordenada local w y 71,...,n4 son lineal-
mente independientes, los coeficientes c; deben ser todos 0. Entonces, wy,...,w, son linealmente
independientes y ¢’ = dim I(0) > g, como se querfa. O

El teorema VIIL.3 dice que un mapeo holomorfo puede disminuir el género de una superficie
de Riemann, pero no lo puede aumentar. Esto refuerza la idea de que el género clasifica a las

superficies de Riemann y conecta a una superficie con aquellas de género menor.

C. Puntos de Weierstrass
Proposicion VII.4. Sean X una superficie de Riemann compacta de género g =1y p € X. No

existe una funcion meromorfa f sobre X que tenga un polo simple en p y sea holomorfa en X\ {p}.

Demostracion. Sean D =1-py K un divisor canénico. Por el corolario V.18, deg(K) = 0. Por el

lema V.24, como deg(K — D) = —1, dim L(K — D) = 0. Por el Teorema de Riemann-Roch,
dim L(D) = deg(D) +1— g+ dim L(K — D) = 1.
Nétese que L(D) contiene a las funciones constantes, un espacio de dimensién 1. Por lo tanto,

L(D) es exactamente el espacio de funciones constantes y no puede existir la funcién f. O

La proposicién anterior es un ejemplo de un tipo de funciones meromorfas que no se pueden
construir en una superficie de Riemann compacta. Esto se puede generalizar. Sean f1,..., f, fun-

ciones holomorfas definidas en un abierto V' C C. El wronskiano W (f1,..., fn) se define como el
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determinante de la matriz

fr fo e fn
fi fa
n—1 n—1 n—1
1( ) f2( N
W(f1,..., fn)esidénticamente 0 en V si, y solo si, f1, ..., f, son linealmente dependientes sobre

C. Esta idea se adapta a las superficies de Riemann X de género g > 0. Por la proposiciéon VII.2,
sea wi,...,w, una base del espacio I(0) de formas holomorfas sobre X. Se elije una coordenada
local z y la forma local de w; se escribe como f;(z)dz. Definase el wronskiano de wy,...,w, en

términos de z como

W (w1, ..., wq) = W(f1,..., fg)-

Utilizando induccién sobre g y propiedades de determinantes, es posible demostrar que si w es

otra coordenada local y z = T'(w) la funcién de transicién, entonces

W (wi, ... wy) = (TN Wy (Wi, - - ., wy),

1
donde N = 79(9 +1)

. Si@1,...,@4 es otra base de I(0), entonces existe una constante ¢ € C tal
que

Wowi, ... ,wg) = cW,(@1,...,0¢).

Gracias a estas dos propiedades, y al hecho que T' # 0 por el lema I1.18, se puede definir un
punto de Weierstrass como un punto p € X tal que el wronskiano W(w1, ...,w,) tiene un cero en
p para alguna coordenada local z y alguna base wi,...,wy de I(0).

Sea f una funcién meromorfa sobre X que tenga exactamente un polo p de orden maximo g.
Springer (1957) muestra que los inicos puntos para los cuales existe tal funcién f son los puntos
de Weierstrass. En el caso g = 0, por definicién, la superficie X no tiene puntos de Weierstrass;
por la proposicién VII.4, si el género de X es 1, X no tiene puntos de Weierstrass. Para g > 2 se
sabe que la cantidad de puntos de Weierstrass estd entre 2g+2 y (g —1)(g + 1). Ademds, Springer
(1957) y Jost (2006) utilizan las propiedades de los puntos de Weierstrass para demostrar otro

teorema de clasificacién de superficies de Riemann.

Teorema VIL.5. Para toda superficie de Riemann compacta X de género g > 0, existe una

equivalencia conforme entre X y un espacio cubierta de la esfera de Riemann con g + 1 hojas.

La definicion de superficie de Riemann es, al principio, muy abstracta. El poder del teorema
anterior radica en que provee una forma concreta de visualizar superficies de Riemann y un vinculo
entre estos objetos y la definicién usual de curvas algebraicas (un espacio topoldgico que surge a

partir de un polinomio f(z,y) = 0). La demostracién de este teorema va maés alld de los objetivos
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de este trabajo y el lector interesado puede consultarla en el libro de Griffiths (1989). En todo
caso, espero que estos ejemplos en particular, y la tesis en general, sirvan de motivacién para
los estudiantes de pregrado con interés en adentrarse en el estudio de la teoria de superficies de

Riemann.
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