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JOSE RIGOBERTO ENRIQUE ZELADA CIFUENTES

PARA OPTAR AL GRADO
DE LICENCIADO EN MATEMÁTICA
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Resumen

El propósito de este trabajo es investigar aquellas situaciones en que la infor-

mación sobre un espacio topológico X puede deducirse de la topología de algún

subespacio denso de X. Para lograr este objetivo se introduce el concepto de recu-

perabilidad y se estudia la estructura topológica que un espacio topológico hereda

a sus subespacios densos.

El concepto de recuperabilidad intenta describir aquellas situaciones en que, a

partir de la topología de un subespacio de un espacio topológico X, se puede deducir

la topología deX. Dentro de los resultados presentados en este trabajo y relacionados

con el concepto de recuperabilidad, destacan distintas caracterizaciones de cuándo

el espacio topológico X es recuperable a partir de su subespacio D. En el capítulo

�nal se incluye una caracterización de algunos espacios topológicos recuperables a

partir de cada uno de sus subespacios densos.

Además del concepto de recuperabilidad, en este trabajo también se investiga el

concepto de densidad. Uno de los resultados relevantes en este trabajo caracteriza el

concepto de densidad en términos de una relación entre la estructura topológica del

espacio X y el subespacio denso D. Es de resaltar que siempre que X sea recuperable

a partir de D, D es denso en X.

Finalmente, es importante señalar que en este trabajo se propone un método para

la construcción de la topología de X a partir de la topología de un espacio topológico

D, de tal forma que X sea recuperable a partir de D. De hecho se muestra que, bajo

ciertas condiciones, cada espacio X recuperable a partir de D puede reconstruirse

mediante este método. Así, en este trabajo se señalan algunas de las propiedades

que permiten la existencia de procesos como los métodos de compacti�cación de

espacios topológicos o los métodos de completación de espacios métricos.
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1 Introducción

Al asistir a cualquier curso introductorio a la Topología General los estudiantes

se suelen encontrar con las siguientes preguntas: ¾Qué tanto se parece un espacio

topológico a uno de sus subespacios densos?, ¾Existe evidencia que indique la exis-

tencia de los puntos de un espacio topológico X en cada uno de sus subespacios

densos?, y ¾Qué tanto se deben parecer X y alguno de sus subespacios densos, D,

para que los puntos de X dejen algún rastro inequívoco en D?

Como muchas otras cosas en la vida, sería de esperar que el rastro de los puntos

de X en D pueda recibir muchas interpretaciones. Sin embargo, con el afán de

reducir la arbitrariedad en las posibles interpretaciones del rastro de X en D, se

introduce en el Capítulo 2 de este trabajo, el concepto de recuperabilidad de X a

partir de D. Este nuevo concepto intenta describir aquellos casos en que X puede

deducirse del rastro de X en D en una forma considerada como poco arbitraria.

Sobre esta deducción poco arbitraria de X a partir de D hace falta señalar que

no todos los subespacios densos D de un espacio topológico X poseen su�ciente

información sobre X como para que X sea recuperable a partir de D. Por tanto,

hace falta conocer: a) La información sobre X que posee cualquier subespacio D

denso en X (Ésto se estudia en el Capítulo 3); y b) La información adicional sobre

X que debe poseer D para que X sea recuperable a partir de D (Ésto se estudia en

el Capítulo 4).

En el Capítulo 5 se establece un método para la reconstrucción de X a partir de

un subespacio D del que X es recuperable y que posee ciertas características. Este

método deja en evidencia la debilidad de la de�nición de X es recuperable a partir

de D para evitar la arbitrariedad: Existe más de un espacio topológico que se puede

deducir de la topología de D, de tal forma que X sea recuperable a partir de D.

En el Capítulo 6 se presentan teoremas que permiten al lector reconocer aquellos
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espacios que son recuperables a partir de cada uno de sus subespacios densos. Algu-

nos de estos espacios recuperables son los espacios métricos completos, los espacios

regulares y los espacios Hausdor� compactos.

En el Capitulo 7 se realiza una breve revisión de bibliografía en la que se preten-

den dos cosas: a) Mostrar al lector algunos de los enfoques que existen para estudiar

la estructura topológica de un espacio topológico y b) Mostrar al lector algunos de

los métodos de selección arbitraria de puntos y topologías que existen para exten-

der un espacio topológico D a un espacio topológico X, de tal forma que X sea

recuperable a partir de D.



2 De�niciones, notaciones y

propiedades básicas

En este capítulo se realizará una breve descripción de las notaciones y los con-

ceptos básicos utilizados en este trabajo. Se incluyen algunos resultados conocidos

relacionados con estos conceptos.

A lo largo de este trabajo se denota a una topología contenida en el conjunto

potencia de un conjunto X (con X como elemento) como TX y se usa la expresión

�espacio topológico X� para referirse al par (X,TX) y �espacio topológico X dotado

de la topología TX� cuando pueda existir ambigüedad. Además se denota con ∅ al

conjunto vacío.

De�nición 2.1. Para x ∈ X y D ⊆ X, X espacio topológico con topología TX se

de�ne:

1. La topología relativa deD al espacio topológicoX como TD ={U∩D|U ∈ TX}.

Al conjuntoD dotado de esta topología se le llama subespacio deX, y a menos que se

especi�que de otra manera, se debe asumir que la topología de cualquier subconjunto

D ⊆ X es la topología relativa a X de D.

2. La cerradura de D como DTX =
⋂
{X \U |U ∩D = ∅yU ∈ TX}. La asignación

D 7→ DTX se denomina operador cerradura respecto a TX o simplemente operador

cerradura cuando no existe riesgo de confusión (en este caso se denota D).

3. Es importante resaltar que un operador C : P(X) → P(X) tal que para

A,B ∈ P(X):

a) C(∅) = ∅,

b) A ⊆ C(A),

c) C(A ∪B) = C(A) ∪ C(B),
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d) C(C(A)) = C(A);

induce una topología TC = {X \ C(A)|A∈ P(X)}. Obsérvese que TC = TX si y

solo si C(A) = A para cada A ⊆ X.

4. El interior de D como D◦TX=
⋃
{U ∈ TX |U ⊆ D}. La asignación D 7→ D◦TX se

denomina operador interior respecto a TX o simplemente operador interior cuando

no existe riesgo de confusión (en este caso se denota D◦).

5. Se de�ne D̃ como
(
D
)◦
en donde los operadores cerradura e interior son res-

pecto a TX (De existir riesgo de confusión, se escribe D̃TX ).

6. Se de�ne U (x) como {U ∈ TX |x ∈ U}, el conjunto de todas las vecindades

abiertas de x en el espacio X.

7. Se de�ne UD (x) como {U ∩D|U ∈ U (x)}. En el caso que existan dos espacios

topológicos X y Y tales que D es subespacio de ambos, se denotará UD∩X(x) a

{U ∩ D|U ∈ U (x) ⊆ TX}; y UD∩Y (y) a {U ∩ D|U ∈ U (y) ⊆ TY }, para x ∈ X y

y ∈ Y .

8. Se de�ne ŨD(x) como {ŨTX ∩D|U ∈ U(x)}. En el caso que D = X, se escribe

Ũ(x).

9. Para U ∈ TX , se de�ne [U ] = {V ∈ TX |V TX = UTX}. Nótese que para

U, V ∈ TX ; si [U ] ∩ [V ] 6= ∅, entonces [U ] = [V ] y que U ∈ [U ].

10. Se de�ne Γ como {[U ] |U ∈ TX}. Ya que
⋃

Γ = TX , se tiene que Γ es una

partición de TX .

11. Se de�ne C como {f : Γ→ TX |∀γ ∈ Γ(f(γ) ∈ γ)}. Nótese que la aplicación

φ : Γ→ TX tal que φ([U ]) = ŨTX es elemento de C, y por tanto C 6= ∅.

12. Se de�ne σD : TX → TD de forma tal que σD(U) = U ∩D para cada U ∈ TX .

13. Se dice que D es denso en X si DTX = X.

14. Se de�ne T̃D como {ŨTD |U ∈ TD}.

15. Sea F ⊆ TX , se dice que F es un �ltro (o �ltro abierto) si:

a) ∅ /∈ F ,
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b) Para cada V ∈TX , si existe U∈F tal que U ⊆ V , entonces V ∈ F ,

c) Para todos los U, V ∈ F , U ∩ V ∈ F ,

d) X ∈ F .

Claramente el inciso d) asegura que si F es un �ltro, entonces F 6= ∅.

16. Sea Y un conjunto. Una base β es un subconjunto de P(Y ) tal que:

a) ∅ ∈ β,

b) si A,B ∈ β, entonces A ∩B ∈ β,

c)
⋃
{A ∈ β} = Y .

17. Es un hecho que Tβ = {
⋃
b|b ⊆ β} es una topología sobre Y . Así si Y = X

y TX = Tβ se dirá que β es base de TX , o simplemente que β es base de X si no

existe riesgo de confusión.

18. Es importante notar que si X = Y , entonces TX = Tβ si y solo si se cumple

que ∀U ∈ TX∀x ∈ U∃V ∈ β tal que x ∈ V ⊆ U y β ⊆ TX . Además debe notarse

que Tβ es la topología menos �na que contiene a β.

19. Si β es base de TD, se de�ne Uβ(x) = {U ∩D ∈ β|U ∈ U (x)} . En donde TD

es la topología de D relativa a X.

A continuación se presentan algunos resultados básicos de topología:

Lema 2.2. Sea X espacio topológico y D subconjunto de X, entonces ∀K ⊆ D(KTD =

KTX ∩D).

Demostración. Sea X espacio topológico y D subconjunto de X. Entonces ∀U ∈

TD∃V ∈ TX(U = V ∩D), así KTD =
⋂
{D \U |U ∈ TD y U ∩K = ∅}=

⋂
{(D∩X) \

(U ∩D)|U ∈ TX y K ∩ (U ∩D) = ∅} =
⋂
{D ∩ (X \ U)|U ∈ TX y U ∩K = ∅} =

KTX ∩D.

Lema 2.3. Sea X espacio topológico, x ∈ X y K ⊆ X. Entonces x ∈ K si y solo si

U(x) ⊆
⋃
{U(y)|y ∈ K}.
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Demostración. Por vacuidad, el resultado vale para K = ∅. Considérese K 6= ∅.

Así, si x esta en la cerradura de K, cada abierto U tal que x ∈ U cumple que

∃y ∈ K({y} ⊆ U ∩ K). Por tanto U(x) ⊆
⋃
{U(y)|y ∈ K}. Por otra parte si

U(x) ⊆
⋃
{U(y)|y ∈ K}, entonces cada abierto de x es abierto de algún elemento

de K y por tanto x es elemento de la cerradura de K.

Lema 2.4. Sean X, Y espacios topológicos, f : X → Y un homeomor�smo. Enton-

ces ∀K ⊆ X(f(KTX ) = f(K)TY ). Es decir, el operador cerradura ClX que genera

a TX y el operador cerradura ClY que genera a TY , se relacionan de la siguiente

manera: f(ClX(A)) = ClY (f(A)).

Demostración. Sea K ⊆ X; debido a que f es continua se tiene que f(KTX ) ⊆

f(K)TY . Y debido a que f−1 es continua, se tiene que KTX = f−1(f(K))TX ⊇

f−1(f(K)TY ), de modo que al aplicar f de ambos lados de la contención se obtiene

f(KTX ) ⊇ f(K)TY . Por tanto, f(KTX ) = f(K)TY .

Lema 2.5. Sea D ⊆ X, (D,T∆) y (X,TX) espacios topológicos, y sea i : D → X tal

que i es continua e i(d) = d para cada d ∈ D. Además supongase que ∀V ∈ T∆∃U ∈

TX tal que i−1(U) = V . Entonces D es subespacio de X.

Demostración. A probar que T∆ = {U∩D|U ∈ TX}. Para esto considérense V ∈ T∆,

entonces existe U ∈ TX tal que V = i−1(U), de modo que V = {d ∈ D|i(d) ∈ U} =

{d ∈ X|d ∈ U ∩D} = U ∩ D. Ésto muestra que T∆ ⊆ {U ∩ D|U ∈ TX}. Por

otra parte, sea U ∈ TX , entonces i−1(U) = V ∈ T∆; y como se tiene que V =

{d ∈ D|i(d) ∈ U} = U ∩D, se concluye que T∆ ⊇ {U ∩D|U ∈ TX}; lo que muestra

que T∆ = {U ∩D|U ∈ TX}.

Observación. Es importante notar que las condiciones su�cientes del Lema 2.5,

son también necesarias. Ésto muestra la gran diferencia que existe entre la expresión

D ⊆ X y D es subespacio de X.

Lema 2.6. Para todo U ∈ TX sea X \ U = V . Entonces V = Ṽ .

Demostración. Para W,U ∈ TX , se tiene que si W ⊆ X \U , entonces W ⊆ X \U ya

que X \U ⊆ X \U . Por otra parte, siW ⊆ X \U entonces para cada x ∈ W se tiene
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que x /∈ U , lo que muestra que W ⊆ X \ U . Esto establece que W ⊆ X \ U ⇐⇒

W ⊆ X \ U.

Así, como X\U es cerrado y V = X\U ⊆ X\U , se tiene que X \ U ⊆ X\U . Por

tanto, si W ⊆ V , entonces W ⊆ X \U . Pero W ⊆ X \U = V. ⇐⇒ W ⊆ X \U , de

modo que W ⊆ V . Así como V ⊆ V , Ṽ =
⋃
{W ∈ TX |W ⊆ V } =

⋃
{W ∈ TX |W ⊆

V } = V ; lo que muestra el resultado.

Lema 2.7. Sea X espacio topológico, V ∈ T̃X y U = X \ V . Entonces U = X \ V .

Demostración. Si V \ V = ∅ entonces U es cerrado al ser el complemento de un

abierto y por tanto U = U = X \ V = X \ V . Por otra parte, si V \ V 6= ∅, por ser

V ∈ T̃X se tiene que para cada x ∈ V \ V , para cada W ∈ U(x), W * V . Así, al

notar que U ∪ V = X se obtiene que ∀x ∈ V \ V ∀W ∈ U(x)(W ∩ U 6= ∅), de modo

que ∀x ∈ V \ V (x ∈ U = U), lo que a su vez hace posible concluir que U ∪ V = X.

Finalmente, como V ∩ U = ∅, se obtiene que X \ V = (U ∪ V ) \ V = U , con lo que

se demuestra el lema.

Lema 2.8. Para cualesquiera U,V∈ TX , sea W = Ũ ∩ Ṽ . Entonces W = W̃ .

Demostración. Sean T, U, V ∈ TX yW = Ũ∩Ṽ . Si T ⊆ Ũ ∩ Ṽ , entonces T ⊆ U∩V .

Ésto implica que T ⊆ U y por tanto, que T ⊆ Ũ . De forma análoga, T ⊆ Ṽ . Por

tanto, T ⊆ Ũ ∩ Ṽ = W . Lo que muestra que W̃ ⊆ W . Además, como por de�nición

W ⊆ W̃ , se deduce que W = W̃ .

Lema 2.9. Sea X espacio topológico y D subespacio denso de X. Entonces para

cada x ∈ X vale UD(x) es un �ltro en TD.

Demostración. Considérense A,B ∈ TD; U, V ∈ TX tales que A = U ∩ D y B =

V ∩D; x ∈ X y U ∈ U(x). Nótese que para x ∈ X se tiene que: 1) Como x /∈ ∅ y

D es denso en X, entonces ∅ /∈ UD(x). 2) Recordando que A ∈ UD(x), si A ⊆ B,

entonces x ∈ U ∪ V y por tanto (U ∪ V )∩D = B ∈ UD(x). 3) Si A,B ∈ UD(x), sin

perdida de generalidad supóngase que V ∈ U(x). Entonces x ∈ V y x ∈ U , lo que

implica que U ∩ V ∈ U(x) y por tanto, A ∩ B ∈ UD(x). 4) Por de�nición x ∈ X y

X ∈ TX , por tanto X ∩D = D ∈ UD(x).
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Lema 2.10. Sea β base de TX . Para cada x ∈ X y para cada K ⊆ X vale que

U (x) ⊆
⋃
{U(y)|y ∈ K} si y solo si Uβ (x) ⊆

⋃
{Uβ(y)|y ∈ K}.

Demostración. Sea x ∈ X y K ⊆ X. Es claro que Uβ(z) = U(z) ∩ β para z ∈

X. Por tanto, si U (x) ⊆
⋃
{U(y)|y ∈ K}, entonces Uβ (x) ⊆

⋃
{Uβ(y)|y ∈ K}

por propiedades de la intersección de conjuntos. Por otra parte, supóngase que

Uβ (x) ⊆
⋃
{Uβ(y)|y ∈ K}, y sea U ∈ U(x). Como β es base, existe V ∈ β, tal

que V ⊆ U y x ∈ V, de modo que V ∈ Uβ (x) ⊆
⋃
{Uβ(y)|y ∈ K}. Ésto implica

que existe y ∈ K tal que V ∈ Uβ(y) ⊆ U(y). Finalmente, como U(y) es �ltro,

U ∈ U(y) ⊆
⋃
{U(y)|y ∈ K}; con lo que se demuestra el lema.

Para concluir el capítulo se introduce el concepto de recuperabilidad, que será

uno de los conceptos más estudiados en este trabajo.

De�nición 2.11. Sea X espacio topológico y D un subconjunto no vacío de X. Se

dice que X es recuperable a partir de D si y solo si ∀K ⊆ X∀x ∈ X (x ∈ KTX ⇐⇒

UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K} ∪ {∅}).

El concepto de recuperabilidad sintetiza aquellas situaciones en que la topología

de un subespacio topológico es su�ciente para describir a la topologia del espacio

que lo contiene. Es importante notar la gran similitud entre el hecho de que X sea

recuperable a partir de D y el hecho de que para K ⊆ X, x ∈ KTX si y solo si

U(x) ⊆
⋃
{U(y)|y ∈ K}.

Los siguientes ejemplos pretenden familiarizar al lector con el concepto de recu-

perabilidad y mostrar la independencia de este concepto del hecho de que un espacio

topológico sea Hausdor�, en particular el siguiente ejemplo muestra que no todo es-

pacio topológico Hausdor� es recuperable a partir de cada uno de sus subespacios

densos.

Ejemplo. Considérese el conjunto I =[0, 1], N = { 1
n
|n ∈ N \ {0}}, α la topología

usual de I y β = {U \ N |U ∈ α}. Sea TX la topología menos �na que contiene a
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α ∪ β e I el conjunto de números irracionales contenidos en I. Se observa que I es

denso en (I,TX) , que (I,TX) es Hausdor�. y que N es cerrado en (I,TX). Además,

UI(0) ⊆
⋃
{UI(y)|y ∈ N}; lo que muestra que I no es recuperable a partir de I.

Por otra parte, el siguiente ejemplo muestra que un espacio topológico puede

ser recuperable a partir de cada uno de sus subespacios densos, sin que el espacio

topológico sea Hausdor�.

Ejemplo. Sea X = {1, 2} espacio topológico dotado de la topología TX = {∅, X}.

Se nota que (X,TX) no es Hausdor� (de hecho no es T0) y que los únicos cerrados

de X con esta topologia son ∅ y X. Así, sin importar si a = 1 o a = 2, se observa

que para x ∈ X, x ∈ ∅ si y solo si {a} = U{a}(x) ⊆ ∅ ∪ {∅} y que x ∈ X si y solo si

{a} = U{a}(x) ⊆
⋃
{U{a}(x)|x ∈ X} ∪ {∅} = {a} ∪ {∅}.

Hasta este punto se ha mostrado que la densidad de un subespacio D en un

espacio topológicoX no garantiza la recuperabilidad deX a partir deD. El siguiente

teorema muestra que siempre que X sea recuperable a partir de D, D es denso en

X.

Teorema 2.12. Sea X espacio topológico y D subespacio no vacío de X. Entonces X

es recuperable a partir de D si y solo si D es denso en X y para cada K subconjunto

de X y cada x ∈ X vale que x ∈ KTX ⇐⇒ UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K}.

Demostración. =⇒ ) Tomando K = D en la de�nición de recuperabilidad, y re-

cordando que para cada x ∈ X, UD(x) ⊆ TD; se obtiene para cada x ∈ X que

UD(x) ⊆
⋃
{UD(d)|d ∈ D}∪{∅} = TD, por tanto DTX = X. Así para cada x ∈ X,

para cada U ∈ U(x) se tiene que U ∩D 6= ∅ y por tanto vale la siguiente sucesión

lógica para K ⊆ X: x ∈ KTX si y solo si UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K} ∪ {∅} = K si

y solo si UD(x) = UD(x) \ {∅} ⊆ K\{∅} si y solo si UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K}. Por

tanto se establece que ∀K ⊆ X∀x ∈ X (x ∈ KTX ⇐⇒ UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K}).

⇐=) De igual forma, si D es denso en X, K ⊆ X y x ∈ X; se obtiene la

siguiente sucesión lógica: x ∈ KTX si y solo si UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K} si y solo si

UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K} ∪ {∅}; con lo que se demuestra el teorema.
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El Teorema 2.12 muestra que siempre que D sea denso en X, es equivalente el

que X sea recuperable a partir de D y el que para cada K subconjunto de X y

cada x ∈ X, x ∈ KTX si y solo si UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K}. Claramente este

enunciado se asemeja más a x ∈ KTX si y solo si U(x) ⊆
⋃
{U(y)|y ∈ K} que la

de�nición original de X es recuperable a partir de D al omitir la mención de {∅}.

Así, para mostrar la necesidad de mencionar {∅} en la de�nición de recuperabilidad,

se concluye esta sección con el siguiente teorema.

Teorema 2.13. Sea D subconjunto de X tal que D no es denso en X. Entonces para

cada K ⊆ X y cada x ∈ X se tiene que x ∈ KTX ⇐⇒ UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K}

si y solo si ∀x ∈ X \D(UD(x) = TD y {x} = X) y DTX es recuperable a partir de

D.

Demostración. =⇒ ) Si x ∈ X \ D entonces existe U ∈ U(x) tal que U ∩ D = ∅,

por tanto para cada V ∈ TX , V ∩ D ∈ UD(x) ya que (V ∪ U) ∩ D = V ∩ D. Así

se concluye que ∀x ∈ X \ D(UD(x) = TD y {x} = X). Por otra parte, como D es

denso en DTX = A y para K ⊆ A vale que KTA = KTX , se deduce del Teorema 2.12

que DTX es recuperable a partir de D.

⇐=) Se observan dos casos para K ⊆ X: 1) Si K ⊆ D = A por el teorema an-

terior se tiene que x ∈ KTX = KTA ⇐⇒ UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K}. 2) Si K * D,

entonces existe y ∈ K \D tal que UD(y) = TD y {y} = X, de modo que en este caso

también se cumple que ∀K ⊆ X∀x ∈ X (x ∈ KTX = X ⇐⇒ UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈

K} = TD); con lo que se demuestra el teorema.



3 Los subespacios densos de X, C,

φ y σD

En este capítulo se exploran algunas de las relaciones existentes entre la topo-

logía de X y la topología de alguno de sus subespacios densos D. A lo largo del

capítulo se ilustrará la relación que existe entre UTX y U ∩DTD para cada abierto

U de X; algunas de las propiedades que se mencionan en este capítulo son bien

conocidas, mientras que otras no se presentan en la literatura utilizada para realizar

este trabajo, tal es el caso del Teorema 3.2.

El primer resultado que se presenta en el capítulo es un lema conocido que

relaciona la cerradura respecto a TX de los abiertos de TD y la cerradura respecto a

TX de los abiertos de TX .

Lema 3.1. Sea X espacio topológico y D un subconjunto no vacío denso en X,

Entonces para cada U ∈ TX , U ∩D = U .

Demostración. Como D es denso en X, ∀U, V ∈ TX \{∅} se tiene que U ∩V 6= ∅, lo

que implica que U ∩ V ∩D 6= ∅, debido a que U ∩ V es abierto. Por tanto, si x ∈ X

se deduce que si ∀V ∈ U(x)(V ∩ U 6= ∅), entonces ∀V ∈ U(x)((V ∩ U) ∩ D 6= 0).

Lo que demuestra que si x ∈ U , entonces x ∈ U ∩D. Así se puede concluir que

U ⊆ U ∩D ⊆ U ∩ D = U . Lo que demuestra el lema para U 6= ∅. El resultado es

claro para U = ∅ ya que ∅ ∩D ⊆ ∅ = ∅.

Así, por el lema anterior se puede observar la existencia de un vínculo entre la

topología de X y la topología de D, cuando D es denso en X. Una pregunta natural

es saber si existe alguna relación entre la cerradura respecto a TX de los abiertos

de X y la cerradura respecto a TD de los abiertos de D que garantice la densidad

de D en X. Afortunadamente la respuesta a esta pregunta es a�rmativa y se puede

resumir en el siguiente teorema.

11
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Teorema 3.2. Los siguientes enunciados son equivalentes para X espacio topológico

y D subconjunto de X:

1. D es denso en X.

2. ∀U, V ∈ TX vale que UTX ⊆ V TX si y solo si (U ∩D)TD ⊆ (V ∩D)TD .

3. ∀f ∈ C la composición σD ◦ f : Γ → TD es inyectiva, donde σD : TX → TD

es tal que σD(U) = U ∩ D y f ∈ C si y solo si f(γ) ∈ γ para todo γ ∈ Γ (Ver

De�nición 2.1; incisos 10, 11 y 12).

Demostración. 1 =⇒ 2) Sean U, V ∈ TX . Como DTX = X, si (U ∩D)TX =

UTX ⊆ V TX = (V ∩D)TX , entonces (U ∩D)TD = (U ∩D)TX ∩ D ⊆ (V ∩D)TX ∩

D = (V ∩D)TD . Por otro lado, notando que para W ∈ TX , W TX = (W ∩D)TX ⊆

(W TX ∩D)TX ⊆ W TX ; si (U ∩D)TX ∩D = (U ∩D)TD ⊆ (V ∩D)TD = (V ∩D)TX ∩

D, se obtiene que UTX = ((U ∩D)TX ∩D)TX ⊆ ((V ∩D)TX ∩D)TX = V TX ; lo que

demuestra el enunciado 2.

2 =⇒ 3) Sean U, V ∈ TX , entonces por hipótesis si U ∩D = V ∩D, entonces

(U ∩D)TD = (V ∩D)TD implica que UTX = V TX ; de modo que para cada f ∈ C se

tiene que σD ◦ f es inyectiva.

3 =⇒ 1) Si D no es denso en X, entonces U = X \ D 6= ∅ es un elemento

de la topología de X. Así, f : Γ → TX tal que f ([V ]) =

 Ṽ , si U /∈ [V ];

U, si U ∈ [V ];

es

elemento de C y σD (f([∅])) = σD(∅) = ∅ = U ∩ D = σD(f([U ])), mostrando que

σD ◦ f no es inyectiva.

El teorema anterior indica la existencia de una biyección entre la cerradura res-

pecto a TX de los abiertos de X y la cerradura respecto a TD de los abiertos de D.

Es de notar que esta biyección preserva la relación de la contención. Aún así sería

deseable poder asegurar la existencia de una biyección que preserve la relación de

la contención entre la topologia de X y la topología de D o al menos entre subcon-

juntos de ambas topologías. El Lema 3.3 y el Corolario 3.4, a continuación, ayudan

a de�nir esta biyección.

Lema 3.3. Sea X espacio topológico y D ⊆ X =D. Entonces ∀K ⊆ D(K̃TD =
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K̃TX ∩D).

Demostración. Sea U ∈ TX ; si U∩D ⊆ KTD , entoncesKTX ⊇ U ∩DTX = UTX ⊇ U ,

lo que implica U ⊆ KTX . Además, como U ⊆ KTX implica que U ∩ D ⊆ KTX ∩

D = KTD , se tiene que U ∩ D ⊆
⋃
{V ∈ TD|V ⊆ KTD} = K̃TD si y solo si

U ⊆
⋃
{V ∈ TX |V ⊆ KTX} = K̃TX .

Así, por la de�nición de TD para cada K ⊆ D existe W ∈ TX tal que K̃TD =

W ∩D, y se tiene que W ⊆ K̃TX , conforme a la equivalencia deducida en el párrafo

anterior. Por otra parte K̃TX ⊆ K̃TX , implicando que K̃TX ∩ D ⊆ K̃TD . Por tanto

se establece que K̃TD = W ∩D ⊆ K̃TX ∩D ⊆ K̃TD , demostrando el lema.

Corolario 3.4. Sea X espacio topológico y D ⊆ X =DTX . Entonces la función

δD : T̃X → T̃D tal que δD(U) = σD(φ([U ])) = U ∩D es biyectiva.

Demostración. Primero, nótese que el contradominio de δD está bien de�nido; ya que

si V ∈ T̃X , entonces V ∩D ∈ T̃D ( ˜V ∩DTX = Ṽ TX y por tanto, el Lema 3.3 implica

que ˜V ∩DTD = V ∩D). Además, el Lema 3.3 también hace a δD sobreyectiva, pues

para ˜V ∩DTD ∈ T̃D, ˜V ∩DTX ∩D = ˜V ∩DTD .

Segundo, la inyectividad de δD se obtiene del Teorema 3.2; ya que si U, V ∈ T̃X
y δD(U) = δD(V ) entonces (U ∩D)TD = (V ∩D)TD y por tanto UTX = V TX , de

donde se concluye que U = V . Así se concluye que δD es biyectiva.

Observación. En el corolario anterior se observa que δD hace más que ser una

biyección entre subconjuntos de la topología de X y la topología de D. De hecho,

δD preserva las intersecciones �nitas, es decir δD(U ∩ V ) = δD(U) ∩ δD(V ). Des-

afortunadamente el reciproco del Corolario 3.4 no es cierto. Como ejemplo de ésto

se considera el conjunto de los números naturales con la topología TN = {F ⊆

N|N \ F es finito} ∪ {∅} y D = {1}.

Notando que siempre que U ∈ TN \ {∅} vale que UTN = N, se deduce que T̃N =

{∅,N}. Además como T{1} = {∅, {1}} y T̃{1} = T{1}, se concluye que δ{1} : T̃N → T̃{1}

es una biyección. A pesar de ésto, {1} no es denso en (N, TN).

El siguiente teorema muestra algunas condiciones bajo las cuales la inyectividad

de δD y la densidad de D en X son equivalentes.
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Teorema 3.5. Sea X espacio topológico, ∅ 6= D ⊆ X. Los siguientes enunciados

son equivalentes:

1. (∀U ∈ TX(D ⊆ U =⇒ U = X)) =⇒ D = X.

2. D 6= X =⇒ ∃U ∈ TX(D ⊆ U y U 6= X).

Además si se cumplen 1 y 2 vale también

3. X =D ⇐⇒ (δD : T̃X → TD tal que δD(U) = σD(φ([U ])) = U ∩ D, es

inyectiva.).

Demostración. 1 y 2 son expresiones contrapuestas, por tanto son equivalentes.

2 =⇒ 3) Si D es denso en X, por el Corolario 3.4, δD es inyectiva. Si D no es

denso, por hipótesis, ∃U ∈ TX(D ⊆ U y U 6= X). Por tanto X ∩D = ŨTX ∩D, de

modo que δD no es inyectiva.

En el teorema anterior se expuso una situación en que la inyectividad de una

función es equivalente a la densidad de un conjunto en otro conjunto. De nuevo, surge

la pregunta ¾qué tipo de subconjuntos A de TX permiten que para cadaD ⊆ X = D,

fD : (A ⊆ TX)→ (B ⊆ TD), con fD(U) = U∩D, sea una función inyectiva para cada

D? Como se observará en los capítulos subsecuentes, la respuesta a esta pregunta

es de particular interés ya que permite entender mejor como debe de ser la relación

entre la topología de un espacio X y la topología de sus subconjuntos para que X

sea recuperable a partir de cada uno de sus subespacios densos D.



4 Una caracterización de

recuperabilidad

En este capítulo se presenta una caracterización para el concepto de recupera-

bilidad, es decir, se presenta un enunciado equivalente a que X sea recuperable a

partir de D. El siguiente teorema sugiere que aunque un espacio topológico D no

siempre conserva todas las propiedades de un espacio recuperable a partir de D, X;

podría ocurrir que alguna base de la topología de D si lo hiciera. Este punto podría

motivar futuras investigaciones sobre la relación entre las propiedades de las bases

de un espacio topológico D y las de las bases de algún espacio recuperable de D, X.

Este tipo de investigación no se incluye en este trabajo.

Teorema 4.1. Los siguientes enunciados son equivalentes para X espacio topológico

y D ⊆ X:

1. Existen α base de TX y β base de TD tales que la función T : α→ β de�nida

por T (U) = U ∩D, es función biyectiva.

2. X es recuperable a partir de D.

Demostración. 1 =⇒ 2) Antes de empezar la prueba debe notarse que para cada

U ∈ TX \{∅} se tiene que existe V ∈ α\{∅} tal que V ⊆ U . Así, por la inyectividad

de T se tiene que ∅ 6= V ∩D ⊆ U ∩D, y por tanto D es denso en X. De modo que

para mostrar que X es recuperable a partir de D, basta probar que ∀K ⊆ X∀x ∈ X

(x ∈ KTX ⇐⇒ UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K}) .

Sea x ∈ X y ∅ 6= K ⊆ X. Entonces si UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K}, se tiene

que Uβ(x) ⊆
⋃
{Uβ(y)|y ∈ K}, que por la biyectividad de T implica que Uα(x) ⊆⋃

{Uα(y)|y ∈ K}. Por el Lema 2.10 se obtiene que U(x) ⊆
⋃
{U(y)|y ∈ K}, que a

su vez implica que UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K}; de modo que por el Lema 2.3, se

tiene que X es recuperable a partir de D.

15
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2 =⇒ 1) Es de notar que T siempre es una función bien de�nida ya que si

A = B, resulta claro que A ∩ D = B ∩ D por la de�nición de intersección entre

conjuntos. Teniendo esto en mente, se de�ne α = {X \KTX |K ⊆ D} y T : α→ TD

tal que T (X\KTX ) = (X\KTX )∩D = D\(KTX∩D) = D\KTD . Se demostrará que T

es función biyectiva, y que tanto α como TD son bases de TX y TD, respectivamente.

Primero se demostrará que T es función biyectiva. Para esto, se observa que D

es denso en X por ser X recuperable a partir de D, y recordando de la de�nición

de α que para cada K, K está contenido en D. Como K ⊆ KTD , se tiene que

KTX ⊆ KTD
TX ⊆ KTX

TX ∩DTX = KTX . Por tanto, cuando H,K ⊆ D se tiene que

si D \ HTD = D \ KTD , entonces HTD = KTD ; y por tanto al tomar la cerradura

respecto a TX en ambos lados de esta última igualdad se concluye que HTX = KTX .

Ésto implica que X \ HTX = X \ KTX ; demostrando así que T es inyectiva . Por

otro lado, si U ∈ TD, se de�ne K = D \ U . Claramente K es cerrado en D respecto

a TD y T (X \ KTX ) = D \ KTD = D \ (D \ U) = U ; demostrando así que T es

sobreyectiva. Ésto establece que T es función biyectiva.

Ahora, como TD es base de TD, basta probar que α es base de X para concluir la

demostración del teorema. Para ello, ya que ∅, X ∈ α, basta demostrar los siguientes

dos enunciados:

a) Si U, V ∈ α, entonces U ∩ V ∈ α; y

b) Si U ∈ TX \ {∅, X} y x ∈ U, entonces ∃V ∈ α tal que x ∈ V ⊆ U.

Primero se demostrará el enunciado a). Para ésto, se nota que para K,H ⊆ D,

K ∪H ⊆ D; de modo que si X \KTX , X \HTX ∈ α, entonces X \KTX ∩X \HTX =

X \ (K ∪H)TX ∈ α. Esta a�rmación prueba a).

Para demostrar el enunciado b), para cada U ∈ TX \ {∅, X} y cada x ∈ U , se

construirá un conjunto A = ATD ⊆ D tal que x ∈ X \ ATX ⊆ U . Para conseguir

ésto, se observa que para cada U ∈ TX \ {∅, X} y cada x ∈ U , si KTX = K =

X \U , entonces x /∈ K. Además, como X es recuperable a partir de D, se sabe que

UD(x)*
⋃
{UD(y)|y ∈ K}, lo que implica que ∃V ∈ UD(x) tal que V /∈

⋃
{UD(y)|y ∈

K}.
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Así, sea U ∈ TX\{∅, X},K = X\U , x ∈ U , V ∈ UD(x) tal que V /∈
⋃
{UD(y)|y ∈

K} y A = {d ∈ D|V /∈ UD(d)} = D \ V , claramente A es cerrado en D. Para

caracterizar los y ∈ ATX se presenta la siguiente sucesión lógica: y ∈ ATX si y solo

si ∀W∈U(y)(W ∩ A 6= ∅) si y solo si ∀W∈U(y)((W ∩ D) ∩ A 6= ∅) si y solo si

∀W∈U(y)((W ∩ D) * V ) si y solo si V /∈ UD(y). Así se obtiene que y ∈ ATX si y

solo si V /∈ UD(y).

Finalmente, se observa que como para cada y ∈ K, V no es elemento de UD(y);

entonces K ⊆ ATX . Además V ∈ UD(x), de modo que x /∈ ATX . Así como ATD =

A ⊆ D, se tiene que X \ ATX ∈ α y x ∈ X \ ATX ⊆ U ; lo que demuestra b),

concluyendo la prueba de 2 =⇒ 1).

Finalmente, se concluye el capítulo presentando el siguiente teorema, que resume

las diferentes caracterizaciones para el enunciado X es recuperable a partir de D. La

equivalencia de estos enunciados ya ha sido probada a lo largo de este trabajo, aún

cuando no se haya presentado como un teorema.

Teorema. Los siguientes enunciados son equivalentes para X espacio topológico y

D ⊆ X:

1. X es recuperable a partir de D.

2. DTX = X y para cada K subconjunto de X y cada x ∈ X vale que x ∈

KTX ⇐⇒ UD(x) ⊆
⋃
{UD(y)|y ∈ K}.

3. α = {X \KTX |K ⊆ D} es base de TX y ∅ ∈ α.

4. Existen α base de TX y β base de TD tales que la función T : α→ β de�nida

por T (U) = U ∩D, es función biyectiva.
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5 Una construcción útil

Con base en los resultados del capítulo anterior, en el presente capítulo se pre-

tende mostrar parte de la respuesta a la siguiente pregunta: ¾Puede un espacio

topológico X reconstruirse a partir de la topología de uno de sus subespacios densos

D? Por un lado si X = {1, 2, 3} con la topología TX = {X, ∅} y D = {1}; es claro

que D = X y que no existe ningún indicio en la topologia de D que nos permita

inferir la forma del espacio X y su topología. Por otra parte, si X = R con la to-

pología usual y D = Q, entonces es bien sabido que Q = R y que existen métodos

para reconstruir a R a partir de la topología de Q, un ejemplo de estos métodos es

conocido como el proceso de completación de un espacio métrico.

En este capítulo se propondrá un método para construir un �sobrespacio� topo-

lógico ξ a partir de un espacio topológico D, de tal forma que ξ sea recuperable a

partir de D. También se mostrará que mediante este método es posible reconstruir

ciertos espacios topológicos T0 recuperables a partir de D con base en la información

presente en la topología de D, siempre que se cumplan las condiciones planteadas

en el Teorema 5.2.

De�nición 5.1. SeaD espacio topológico, F ⊆ P(TD) un conjunto de �ltros abiertos

y Σ(U) = U ∪ {F ∈ F|U ∈ F} para U ∈ TD. Se de�ne α = {Σ(U)|U ∈ TD} , ξ =

D ∪ F y se denotará por Tξ a la topología menos �na que contenga a α.

De hecho se mostrará en el siguiente teorema que α es una base de Tξ, y que por

tanto, Tξ = {
⋃
A|A ⊆ α}.

Teorema 5.2. Sea D espacio topológico, F ⊆ P(TD) un conjunto de �ltros abiertos

tal que F∩D = ∅ y Σ(U) = U ∪{F ∈ F|U ∈ F}. El conjunto ξ = D∪F dotado de la

topología generada por α = {Σ(U)|U ∈ TD} es recuperable a partir de D. Además,

para F ∈ ξ \D, UD(F ) = {U ∩D|F ∈ U ∈ Tξ} = F.
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Demostración. Se observa que la función T : α → TD de�nida por T (Σ(U)) = U

cumple T (Σ(U)) = Σ(U) ∩D = U , al ser F ∩D = ∅. Además, U = V implica que

Σ(U) = Σ(V ) para U, V ∈ TD; y Σ(U) = Σ(V ) implica que U = V . Por tanto,

T es una función biyectiva, y bajo el supuesto que α es base de Tξ se obtiene por

el Teorema 4.1 que ξ es recuperable a partir de D. Así, para demostrar que ξ es

recuperable a partir de D, basta mostrar que α es una base.

Para ello, se observa que ∅, ξ ∈ α. Por tanto sólo hace falta demostrar que para

U, V ∈ TD, Σ(U)∩Σ(V ) ∈ α. Para ésto, se observa que para cada par Σ(U),Σ(V ) ∈

α se cumple que Σ(U) ∩ Σ(V ) = (U ∩ V ) ∪ ({F ∈ F|U ∈ F} ∩ {F ∈ F|V ∈ F})

y que U, V ∈ F si y solo si U ∩ V ∈ F, ya que F es �ltro abierto. Por tanto,

Σ(U)∩Σ(V ) = (U ∩ V )∪ {F ∈ F|U ∩ V ∈ F} = Σ(U ∩ V ), lo que demuestra que ξ

con Tξ es recuperable a partir de D.

Finalmente, para F ∈ ξ \ D se observa que como para cada U ∈ Uξ(F ) existe

algún V ∈ F tal que Σ(V ) ⊆ U , se debe tener que U ∩ D ∈ F ya que U ∩ D ⊇

Σ(V ) ∩ D = V ∈ F . Así, se puede concluir que UD(F ) ⊆ F . Por otra parte es

claro que si U ∈ F , entonces U = Σ(U) ∩ D ∈ UD(F ). Por tanto, se concluye que

UD(F ) = F .

Teorema 5.3. Sea X espacio topológico T0 recuperable a partir de D y sea ξ =

D ∪ {UD(x)|x ∈ X \ D} tal que {UD(x)|x ∈ X \ D} ∩ D = ∅. Entonces (ξ, Tξ) es

homeomorfo a (X,TX), con Tξ la topologia generada por α.

Demostración. Se desea probar que la relación f : X → ξ tal que f(x) =

 x si x ∈ D;

UD(x) si x /∈ D;

es un homeomor�smo. Para esto se demostrará que f es una función biyectiva con-

tinua y cerrada.

Primero, supongase que x, y ∈ X. Claramente x = y implica que f(x) = f(y);

por tanto f es función. Segundo, si se sabe que para x, y ∈ X, f(x) = f(y) se

distinguen dos casos:

1) si f(x) = f(y) ∈ D entonces por la de�nición de f y por el hecho de que

f(X \D) ∩D = ∅, se tiene que x, y ∈ D, y por tanto x = y; y
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2) si f(x) = f(y) /∈ D entonces UD(x) = UD(y), lo que ocurre si y solo si

{x}TX = {y}TX por ser X recuperable a partir de D. Además, como X es T0,

{x}TX = {y}TX si y solo si x = y.

Así, f es función inyectiva. Además, por la de�nición de ξ, f es función sobre-

yectiva. Por tanto, f es función biyectiva.

Finalmente, para K ⊆ X se obtiene que x ∈ KTX si y solo si UD∩X(x) ⊆⋃
{UD∩X(y)|y ∈ K}. Además, como UD∩ξ(f(x)) = UD∩X(x) para cada f(x) ∈ ξ y f

es inyectiva, se obtiene que x ∈ KTX si y solo si UD∩ξ(f(x)) ⊆
⋃
{UD∩ξ(f(y))|y ∈ K}

si y solo si UD∩ξ(f(x)) ⊆
⋃
{UD∩ξ(f(y))|f(y) ∈ f(K)}. De ahí, por la recuperabili-

dad de X y ξ a partir de D, se concluye que x ∈ KTX si y solo si f(x) ∈ f(K)Tξ . Así,

se obtiene que f(KTX ) = f(K)Tξ , lo que implica que f es un homeomor�smo.
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6 T̃X y la recuperabilidad de X a

partir de cada uno de sus

subespacios densos

En este capítulo se pretende responder la pregunta de cuándo un espacio topoló-

gico es recuperable a partir de cada uno de sus subespacios densos. A pesar de que

en este trabajo no se formula una condición necesaria para que X sea recuperable a

partir de cada uno de sus subespacios densos, si se presenta una condición su�ciente

para que esto ocurra. Además, en este capítulo también se provee un teorema para

reconocer a los espacios topológicos que veri�can esta condición su�ciente. Es de

resaltar que como consecuencia de este teorema, un espacio regular es recuperable

a partir de cada uno de sus subespacios densos.

Teorema 6.1. Sea X espacio topológico, D ⊆ X = DTX y T̃X base de TX . Entonces

X es recuperable a partir de D.

Demostración. Sea δD : T̃X → T̃D tal que δD(U) = U ∩D, x ∈ X y K ⊆ X. Como

D es denso en X, δD es función biyectiva. Además como D es subespacio de X, T̃D

es base de TD. Por tanto, al aplicar el Teorema 4.1 se obtiene el resultado.

Teorema 6.2. Los siguientes enunciados son equivalentes para X espacio topológi-

co:

1. ∀K ⊆ X∀x ∈ X(x /∈ K =⇒ ∃U ∈ TX(K ⊆ U y x /∈ U)).

2. T̃X es base del espacio topológico X.

3. ∀K ⊆ X∀x ∈ X(x ∈ K ⇐⇒ Ũ(x) ⊆
⋃
{Ũ(y)|y ∈ K})

Demostración. 1 =⇒ 2) Por el Lema 2.8, para todos los U, V ∈ T̃X , U ∩ V ∈ T̃X .

Además, si U ∈ TX \ {∅} (para el caso de ∅, se tiene que ∅ ∈ T̃X), sea K = X \ U
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y x ∈ U . Claramente x /∈ K = K, de modo que por hipótesis ∃V ∈ TX(K ⊆

V y x /∈ V ). Así, para W = X \ V ⊆ X \ K = U , x ∈ W y por el Lema 1.6

W = X \ V = W̃ ∈ T̃X . Ésto demuestra que T̃X es base de TX .

2 =⇒ 3) Es consecuencia inmediata del Lema 2.10 y el Lema 2.3.

3 =⇒ 1) Sea x ∈ X y K ⊆ X y supongase que x /∈ K. Al aplicar la hipótesis

a K = K, se obtiene que Ũ(x) *
⋃{

Ũ(y)|y ∈ K
}
, lo que implica que ∃U ∈ Ũ(x)

tal que U ∩K = ∅ (de otra forma U sería elemento de Ũ(y) para algún y ∈ K). Sea

V = X \ U . Al aplicar el Lema 2.7 se obtiene que V = X \ U ⊇ K; y como x ∈ U,

se obtiene que x 6/∈ V ; lo que demuestra el enunciado.

Recordando que X es regular si y solo si ∀K ⊆ X∀x ∈ X(x /∈ K =⇒ ∃U ∈

TX(K ⊆ U y x /∈ U)), se presenta el siguiente corolario que pretende señalar que

existe una gran variedad de espacios topológicos recuperable de cada uno de sus

subespacios densos.

Corolario 6.3. Sea X un espacio topológico regular. Entonces T̃X es base de TX .

Demostración. Sea K ⊆ X y x /∈ K. Como X es regular existe U ∈ TX tal que

K ⊆ U y x /∈ U . Además, como U ⊆ U , se tiene que K ⊆ U y x /∈ U . Aplicando el

Teorema 6.2 se obtiene el resultado.

Observación. Siempre que un espacio topológico X tiene por base a T̃X , se le deno-

mina espacio semirregular. Así, por el Corolario 6.3 se sabe que todos los espacios

regulares son semirregulares y, que por tanto, todo espacio T3 es recuperable a partir

de cada uno de sus subespacios densos. En particular todo espacio métrico es re-

cuperable a partir de cada uno de sus subespacios densos y todo espacio Hausdor�

compacto es recuperable a partir de cada uno de sus subespacios densos.



7 Conclusiones y recomendaciones

En este capítulo se ilustran algunos de los temas relacionados con el contenido de

este trabajo de graduación. La �nalidad de este capítulo es describir algunas de las

investigaciones relacionadas con el alcance y lo logrado en este trabajo. La revisión

bibliográ�ca para elaborar este capítulo no es exhaustiva.

7.1. Extensiones topológicas

Sean X y Y espacios topológicos y φ : X → Y una función continua, abierta e

inyectiva. Se dice que el par (Y, φ) es una extensión de X si y solo si φ(X) es denso

en Y . Por facilidad, se puede decir que Y es una extensión de X si X es denso en

Y . (Banaschewski. 1964)

Un pregunta natural al pensar en el concepto de extensión topológica es la de

a qué posibles espacios topológicos se puede extender un espacio topológico dado.

Suponiendo que X es T 0, esta pregunta puede re�narse un poco a la pregunta de a

qué espacios topológicos relativamente T 0 puede extenderse X (Si ξ es una extensión

de X; ξ es relativamente T 0 a X si y solo si para cualesquiera a, b ∈ ξ, a = b si y

solo si UX(a) = UX(b)). (Banaschewski. 1964)

Así es posible pensar que (Y, T Y ) es una extensión relativamente T 0 de X y

que O0 ⊆ TY ⊆ O1. En donde O0 es la topologia menos �na que contiene a α0 =

{{y ∈ Y |U ∈ UX(y)}|U ∈ TX} y O1 es la topologia menos �na que contiene a

α1 = {U ∪ {y}|y ∈ Y y U ∈ TX y U ∈ UX(y)} ∪ {∅}. A (Y,O1) se le conoce

como una extensión simple de X y a (Y,O0) como una extensión estricta de X.

(Banaschewski. 1964)

Ya que Y es una extensión estricta de X si y solo si Y es recuperable a partir de

X, resulta interesante señalar que, conforme a un resultado de Banaschewski, bajo

ciertas condiciones es posible asegurar que un espacio es semirregular si y solo si es

recuperable a partir de cada uno de sus subespacios densos. Éste hecho se resume
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en el siguiente teoremas. (Banaschewski. 1964)

Teorema. Sea X un espacio topológico Hausdor� primero contable. X es una ex-

tensión estricta de cada uno de sus subespacios densos si y solo si es semirregular.

(Banaschewski. 1964)

7.2. Compacti�caciones

Dentro de las posibles extensiones para un espacio topológico X, resultan de

particular interés aquellas extensiones con nuevas propiedades topológicas. Tal es el

caso de las compacti�caciones de un espacio topológico. (Porter y Woods. 1988)

Es bien sabido que todo espacio completamente regular X posee una compacti�-

cación Hausdor� compacta Y . De modo que al observar que Y es normal es posible

deducir que Y es recuperable a partir de X. Por tanto, se sabe que Y puede ser cons-

truido utilizando un método semejante al presentado en el Teorema 5.3. (Porter y

Woods. 1988)

Por tanto, resulta de particular interés para este trabajo de graduación estudiar

los diferentes métodos que existen para construir la compacti�cación de un espacio

topológico dado. Algunos de estos métodos son: La compacti�cación de un punto

de espacios topológicos localmente compactos, las compacti�caciones generadas uti-

lizando bases cerradas de Wallman y las compacti�caciones de Gelfend. (Porter y

Woods. 1988)

7.3. Topología sin puntos

Finalmente, se señala la gran importancia que tiene el estudio de las propiedades

asociadas al retículo completo formado por los abiertos de la topologia de un espa-

cio topológico bajo el orden parcial de la contención en la construcción de nuevos

espacios topológicos a partir de espacios ya existentes. (Picado y Pultr. 2012)

Como nota de interés en este tema, se señala el Teorema de Densidad de Isbell,

que se puede interpretar como la contraparte en topología sin puntos del Teorema

3.2. El Teorema de Densidad de Isbell asegura que un sublocalo (el análogo a un

subespacio en topología sin puntos, que es un álgebra de Heyting) es denso en un
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localo si y solo si este sublocalo contiene al álgebra booleana cuyos elementos son

aquellos elementos del localo que son iguales al complemento de su complemento.

(Picado y Pultr. 2012)

Para intentar dar algún tipo de explicación para este fenómeno, aquí sólo se

señalará que un subretículo es un sublocalo si existe algún mapeo cuya adjunta

izquierda de Golois preserve intersecciones �nitas. (Picado y Pultr. 2012)
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