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RESUMEN

En el estudio de la teoria financiera moderna de los mercados de activos financieros, se utiliza la
matematica como su herramienta principal. En el recorrido de este trabajo se construyen los elementos
basicos de dicha teoria con una estructura basada en definiciones y teoremas para hacer de ficil
comprension. En dicha estructura se definen los activos Arrow-Debreu que proponen las condiciones
necesarias para calcular la valuacion de activos contingentes. Ademas, se hace una clasificacion de los
mercados que depende del comportamiento de dichos activos. Al finalizar se presentan algunas de las

posibles aplicaciones de los teoremas y resultados mas importantes a los diferentes tipos de mercados.
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I. INTRODUCCION

Los modelos matematicos han sido una hetramienta de gran utilidad en diversas areas. En los
bitimos veinte afios la modelacion matematica de la teoria financiera ha tomado un gran auge como lo
demuestra la adjudicacion del Premio Nobel de Economia en 1998 a Myron Scholes y Robert Merton
con el desarrollo de modelos de valvacion de opciones financieras. Como una consecuencia de ese
desarrolio se han propuesto modelos que pueden representar los mercados de activos financieros,
haciendo asi una conexion entre la matematica y las finanzas. Dichos modelos se pueden trabajar

utilizando variables en forma continua y en forma discreta.

Este trabajo tiene como finalidad construir ¢l modelo de mercado de activos financieros en forma
discreta utilizando el modelo original de Kenneth Arrow y Gerard Debreu. Se inicia la presentacion
desde la forma mas simple (modelo en un periodo) para exponer todos los elementos necesarios de esta
teoria. Luego se generaliza el modelo en un periodo para construir un modelo multiperiddico. Se
exponen los resuitados principales del modelo mediante una estructura de teoremas y propiedades con
demostraciones a un nivei elemental que no se encuentra disponible en Ia bibliografia actual en

castellano y por lo tanto representa Ia principal contribucion de este ensayo.

Después de una breve introduccion a los elementos de la teoria de probabilidades, se construye el
modelo basico, que posteriormente es generalizado. Se dan a conocer las aplicaciones basicas al

evaluar activos contingentes utilizando como herramienta basica los activos de Arrow-Debreu.

El principal resuitado es un teorema de valuacion de activos financieros contingentes que

propone las condiciones necesarias para calcular tal valuacion.




II. REVISION DE ELEMENTOS DE LA TEORIA DE
PROBABILIDADES

Para dar inicio a la teoria de probabilidades que nos llevara al manejo de procesos estocasticos es

necesario definir algunos resultados que son de suma importancia.
A. Definiciones de la teoria de probabilidades

Definicion (2.1);
Para cualquier experimento aleatorio se define un espacio muestral (€2} como la coleccion de todos

los posibles resultados del mismo.

Definicion (2.2)
Dado que muchas veces la definicién del espacio muestral es dificil de manejar se define una

variable aleatoria como una funcién de dicho espacio muestral a los nlimeros reales,

Las variables aleatorias se denotan como X donde X: Q —R, donde X(®,) = x, para cada

@; €£2.Se denota § el subconjunto de R tal que x, € S,Vw, €Q.

Definicién (2.3);
Se dice que los resultados de los experimentos son inciertos, por lo tanto existe una probabilidad

(pr{X = x)) asociada a dichos resultados. Una medida de probabilidad es una funcién que asocia

un nilmero p;a cada X, . Ademas p, > 0,Vx, €Sy pr =1.

xe§
Nota:
Lopo=Plw)=pr(X =x),x, €S
ii. La funcion distribucion de probabilidad de una variable aleatoria se refiere a

F(x)= pr(X <x).

Definicion (2.4):
Sean X,..., X un conjunto de variables aleatorias. Se dice que dichas variables aleatorias son

independientes si y solo si su funcién de distribucion de probabilidad conjunta es igual a la

multiplicacién de cada una de las funciones de probabilidades de cada una de las variables aleatorias.




Definicion: (2.5)

i. Elvalor esperado de una variable aleatoria X se define como

E[X]=) X(w,)P(w,)

it. La varianza de una variable aleatoria X se define como
Var[X]= E[X*]-(E[X])’
iii. Dadas dos variables aleatorias X'y Y la covarianza de dichas variables se define como:

CoV[XY]= E[XY]- E[X]E[Y)]

Definicion (2.6):
El valor esperado condicionado de una variable aleatoria, ¥, dado un evento fijo, 4, se define en

términos de probabilidades condicionadas de la siguiente forma:

E[Y|A]= Y yP{Y = )} 4}

¥

Definicion (2.7):
Dada un algebra (vid. Capitulo IX) de subconjuntos, /*, del espacio muestral, €2, se define £[Y|F]

como el resumen de todos los valores esperados condicionales F[Y| A], si el evento 4 ocurre en el
algebra F. La idea es que F[Y|F] esta definida como L[Y[F)1, = E[Y]| 4] paratodo A€ Pa,

donde Pa es la particion correspondiente al algebra.

Propiedad (2.1):
ELE[Y|F]] = EY

Propiedad (2.2):

Si f, < f; entonces E[E[Y] £, /1= E[Y| /]

Propiedad (2.3):

Dadas las variables aleatorias X,,X,.1.Y, con X, X, €l se tiene que

ELX\Y, + X,Y,|F]= X,E[Y,|F]+ X,E[Y,|I).




Propiedad (2.4):

T

Dada una variable aleatoria cualquiera, ¥, el valor esperado condicional E[Y|F] es la tnica

variable aleatoria tal que
i E[Y|F)eF
ii. E[E[Y|FN,]=E[Y1,] paratodo A4 €/

B. Procesos estocasticos

Definicion (2.8):
Un proceso estocdstico (o aleatorio) es una familia de variables aleatoras {X ,}, donde X ,
representa una situacion en el instante t. Los valores que puede tomar X, son llamados estados y los

cambios de dicho valor son las transiciones entre sus estados.

Definicién (2.9):
Dado un espacio muestral filtrado en un proceso estocastico adaptado (vid. Capitulo V),

Z={Z,3t=01,.,T} Elproceso Z, se dice que es una martingala si:
L[Z,,|f,1=Z, paratodo 5, =0

Teorema (2.1):

Dado X ={X,3¢=0,,...,7} un proceso estocastico adaptado, entonces las siguientes son
equivalentes:

i. X esuna martingala
it. X, =FE[X;|f,] parat=0,1,..T-1
iii. £[AX,,|f,1=0 parat=01,. . T-1

Definicion (2.10):

Un proceso de Markov es un proceso estocastico {Z,:f € T < (~00,0)} para el cual, dado el
valor de Z,, la distribucion de Z,{s>{) no depende en forma alguna de un conocimiento de
Z,(u> t). El comportamiento futuro, cuando se conoce el estado presente del proceso, no se altera

por el conocimiento adicional a cerca de su comportamiento pasado.

Propiedad de Markov:

Sea T, <7, <.<7, <l <l,<.<{entonces las distribuciones conjuntas de

ZysrZ V2 = 2y Zy =2, yde Z

o0y | £, = Z, sonlas mismas.




1. MERCADOS DE ACTIVOS FINANCIEROS EN UN

PERIODO

A. Especificaciones del modelo

El modelo de mercados de activos financieros en un periodo consta de varios procesos estocasticos

que constan de:

ii,

iv.

Ftapas de tiempo: Una etapa inicial 7 = 0 y una etapa final / = /, en las cuales se puede

COMmprar y consumir.

Espacio muestral: Q = {@,,..@,} > k < 0 +en el que cada @ , representa los escenarios

o estados posibles en el tiempo /= /.

Medida de probabilidad: P:€2— R tal ue P(w)>0,Vw €.

Estrategias de mercados: H € R¥*' H = (H,,H,,....,H,) donde N <0, describe ¢l
portafolio de la etapa inicial, # = 0, a la final, f = /.

- H representa la cantidad monetaria invertida en la cuenta de banco.
- H,,con n21, representa las unidades monetarias que se invierte en cada accidn. Cada
H,, puede ser positiva, si se compra una accién, o negativa, si se hace algin préstamo de

diriero.

Dichos procesos estocasticos son:

Proceso de cuenta bancaria (o numerario): B ={B, 3¢t =0,1} donde B, =1y B, esuna
variable aleatoria tal que B,(@)>0 y B(w)=1,Vw €Q. De lo anterior, se puede

entender como que en la etapa inicial / = 0 se tenia una unidad monetaria y que esto aumento

en la etapa f = / por medio de una tasa de interés r y por lotanto » = B, - 12 0.

Proceso de precios: S ={S,3t=0,1}3 8§, = {§5,(),5,(¢),...,Sy(¢)} donde N <
y cada S, (#) representa el valor del activo n del portafolio en el la etapa . S, (1) es una

variable aleatona.
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iii. Proceso de valuacién: V = {V, 3t = 0,1}, este proceso describe el valor del portafolio

en cada etapa tiempo. Depende de la estrategia de mercado que se utilice y V| es una
variable aleatoria.
N
V,=H,B, +ZH,,S,,(I) paraf =40,/
n=1
- Se puede interpretar V(@) como la etapa en la que se paga el activo dado en el
estado w.

-V, se puede interpretar como la etapa en la que se da el valor del activo.

iv. Proceso de ganancia: es una variable aleatoria que describe la ganancia total (o pérdida)

del portafolio cuando se pasa a la etapa final, 1 = /.

N
G=Hyr+) H,AS, 3AS, =S,(1)-S,(0)

n=|

Propiedad (3.1}
Vi=V,+G

Demostracion:

N ful
Vo +G= (HOBO +3. H,,S,,(O))+ (Hor +> H,,AS,,] =

n=1 n=1

= (HOBO + fH,,S,.(O)] + [Hor + i H,(S,(1) ~S,,(0))J =
N N N
= Hy(By +r)+ ) H,8,(0)+> H,S,(1)-). H,8,(0) =

N
= H,B, + 3 H,8,() =V,
n=|

Es necesario normalizar los precios de tal manera que la el proceso de cuenta bancaria (0 tumerario)

se haga constante. Para esto se define:
i. Proceso de precio descontado: S ={S, 31=0]1}58, = {87 (1,85 (€),....S5 ()}

Sq (1)
B

donde S, (1) =

!

N
it. Proceso de valuacion descontado: V" = V" 3t =01} 3V, = H, + ZH"S;(I)
=]




N
iii. Proceso de ganancia descontado. G~ = Z HAS, (1)3AS, (1)=S. (1) - S; )

n=1

Propiedad (3.2):

*

iV, =

!

x |::

i V' =V, +G"

B. Medida lineal de valuacion y otras especificaciones del modelo

Para poder aplicar este modelo a la economia definimos lo siguiente:

Definicién (3.1):
Una estrategia de mercado /1 se dice dominante si existe otra estrategia de mercado H 3V, =V

y Viw)> V(@)Y .

Lo que significa una estrategia dominante en el ambito econémico es que si se tienen dos estrategias
en las cuales se invierte la misma cantidad en la etapa inicial, la dominante obtendré mas dinero en la

etapa final.

Teorema (3.1):

Existe una estrategia dominante si y solo si existe una estrategia de mercado que satisface Vo =0y
Vi(w)>0,Vo eQ.

Demaostracion:
(<=)

Sea H una estrategia de mercado tal que ¥, =0 y V(@) > 0,V € Q = H es dominante con
respecto de la estrategia que inicia con nada de dinero y no invierte en la siguiente etapa.
=)

Sea H una estrategia que dominaa H ysea H=H-H = Vy = 1}0 - IF/; =0 ya que

Vo=V, y como Vy(@)>V,(@w)VoeQ = V(-V(@)>0Voe =
Vi(w)>0,Vo Q.




Teorema (3.2):

Existe una estrategia dominante si y solo si existe una estrategia de mercado que satisface V, <0 y
V{w)y=20,Vo €.

Demostracion:
(<)

Supdngase que existe una estrategia dominante => 3 H=(H ,H,,....,H,)> Vo=0y
N(@)>0,Vo €Q. Dado que B,>0=> V, =0 y V' (@)>0,Vw €Q, y dado que
VW=Vo+G = 1 =V, +G =0+G =G" = G (0)>0,Vw €Q. Ahora definase

N
H3>H =H, pwra n=12,,.N y ta que £H,= —Z H S (0)—38  donde
=1

h

F=minG (@)>0. Al construir e proceso de valuacion  tenemos que

[7* prard ad 3 * il * al .

Vo =Hy+ Y H,S(0)=="H.8(0)+Y HS/(0)-65=-F y como &>0=>
n=l n=] n=i

Vo ==6<0= V7 <0. Ademss, 7 (w)=Vy +G (0)=—-6+G (0)20,Vo eQ
= ' (@)20,VweQ.
(=)

Sea ahora A una estrategia tal que V, <0 y P (0)20,VoeQ = B >0= /' <0y

Wwz20veoeQ = G =F(w-V>0= G (@>0YoeQ. Sa

N
H =(H,,...H,) una estrategia tal que H = ?f,, para n=12,.. N y H, = —Z H,,S;(O)

n=1

* N L N - N * * _ VO -
= ¥, :.HO+§H,,S,,(0)=—"Z=]H,,S,,(0)+§H,,S,,(0)=o = ¥, _—Bo—_o =
Vo=0. Notese que V'(@w)=V, +G(0)=0+G (0)>0,VoeQ =

Viw)>0Vo et = V(w)>0,YVoeQ = V=0 y Vi(w)>0,Yo e, por lo

tanto / es una estrategia dominante.

El resuitado del teorema (3.1) asegura que cualquier inversionista que inicia un portafolio sin invertir
nada tiene la garantia de obtener una cantidad positiva de dinero mediante una estrategia dominante.
Este resultado no se da en la realidad. Ademas, el resultado del teorema (3.2} asegura que no solo se

_puede obtener una ganancia al no invertir nada sino que garantiza al inversionista que prestadifiero que
puede devolver el dinero siempre. Dada [a interpretacion de los teoremas anteriores se puede observar

que el modelo es inconsistente en la realidad.




Para que la valuacion de activos sea consistente es necesario afladir algunas cosas al modelo.
Definicion (3.2):
Una medida lineal de valuacion es un vector 7 =(m,,7,,...,7,) € R* con entradas no
. . . . Vi(w)
negativas tal que para alguna estrategia de mercado 4, ¥, = Z v, (w,)= Z T
p - Blw)
Teorema (3.3):

El vector ## = (7, 7t,,...,7%, ) € R* es una medida lineal de valuacion si y solo si es una medida

de probabilidad en €2 que satisface S, (0) = Z 2()S, (1)(w) paran=12,.. . N.

Demostracion:

(<)

Sea 7 = (n(w,),7(®,),...,7(@,)) una medida lineal de valuacion => para alguna estrategia

N
de mercado H, V, = Zﬂ'(a))Vl-(a)l). Sabemos que V, = H, +ZH,,S,:([) paraf =0,] =

n=1

N N
Vo = Hy+D H,8,(0)=> n(0W, (@,) = Zfr(co)(Ho +> H.S, (1)] por lo tanto
n=l ar @ n=|
N . N
Hy+ D H,8.(0) = Zfr((o)(Ho + ZH"S,:(I)). Supéngase que H, = H, =..= H,, =0
n=] 2] n=}
= H,= th((o)(Ho) = HOZII((U) = 1= Zﬂ'(a)). Por lo anterior y el hecho que el

vector es de componentes positivas, # = {(m{®,),7(@,),....,7(w;)) es una medida de
probabilidad en Q.
Por otro lado, considérese una estrategia tal que /A, =0,Vn#i donde i €{1,2,..., N} = de

lo anterior tenemos que ;
H, + ZNI:H,,S; (0) = Z:r(w)(HO + i: H.S(1 )J

= Hy +H5;(0) = ?n(w)(h'o +HS[ () =Y rlw)H, + gm)(y,s;(,-)) =
= Hozﬂ:ﬂ(w) + g::r(w)(H,S: ())=H, + Zm:;r(w)(H,S:(i))

= H, + HS(0) = Hy+ Y. m(@)H,S; (1) = H,S,(0) = H, Y a(w)S; (1)(@)
=5/ (0)= ;r(w)s: (@)

Por tanto se cumple que S, (0) = Z r(@)S, (N(w),Yn=12,. . N.

£
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=)
Sea = (m(@,), 7(@,),....M(@,)) tal que S.(0)=) m@)S,()(@) para

n=12,..,N ysea H una estrategia de mercado => H S (0) = Zn’(a))HnS;(l)(a)) =

N N N
> 8,(0) = Z(Z ;r(a))HnS;(l)(a))) =Y (@)Y (H,S.(1){@)). Sabemos que  es

n=1 n=1 o
una medida de probabilidad por lo que 1 = ch(a)) = Hy= HUZ (@) = Zir(a))Ho =

si sumamos ambos resuitados tenemos que

Hy+3.5,0) = 3 @), + 3 (@) y_(H,S, (X)) = Zn(w)(ﬁo + Z(H,,S;a)(w)))

n=l

N
ue por la definicion de V, =H,+ > H S (¢ ara { = 0, se transforma en
q ' 0 n~'n p

n=1

Vo = Hy+ ZN:S;(O) = Zn(a))(Ho + ZN:(H,,S;( 1)(0)))) = > m@W, =

Vv, = Z oW = = (@), m(@,),...,7(@,)) esuna medida lineal de valuacion.

w

El teorema (3.3) propone que ¢l precio inicial de un activo es igual al valor esperado bajo su medida

iineal de valuacion.

Teorema (3.4):
Existe una medida lineal de valuacion si y solo si no existen estrategias de mercado dominantes.

Demostracion:

(<)
8,(0)
Sea 7 € R* un vector. Considérense Z e RV y Z € R™™ x R wales que 2= S;:(O) ’
1

Si(@) - S(@,)

. Supongase que existe una medida lineal de vafuacion, entonces

"N

B S.:'(w:) S;v(a)u)
|

se puede encontrar solucion al problema de programacion lineal:
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max0’ -7
neftt

sujeto a:
Z-n=1Z

20
Sabemos esto porque cualquier vector puede satisfacer ser el méximo de la multiplicacion dada, pero
las restricciones conforman al vector como un vector con entradas no negativas. Ademas, notese que

por el teorema anterior si & es una medida lineal de valuacion lo siguiente se cumple:

[ > 7(w)S; (@) ]
(w,) )
.. SN . I
Sy(w,) - Sylwy,) w,) ;ﬂ(a})b’v(a)) Sy(0)
I ¢ 3 (w) I

]

Por dualidad (Lancaster, 1987:40), debe existir /1= (h,,h,,...,h,,,), en el problem.a dual

Si(@) - Si(wy) S (0)

Z-r=

min A" -7
her™H
sujeto a:
h-Z 20
tal que hN +1 = /1, . Este problema tiene solucion ya que por el teorema anterior se cumple:
- [87(0)
h g v
WZ=| i bl U [ =hya + 2 hSI(0) =V, , yademas
Sy(0) =y
hNH
1
. g’ [~ N . ]
w Y|P @O s ERSI@) | 1)
hZ= : = i {20

) Sc © . Sa w = N- ) . .
N(l 1) N(l 0) Ry, +Z:h,,S"(a)k)-J Vi (@)
n=1

En ambos casos el problema objetivo debe de coincidir y es igual a cero. Por lo tanto, en el problema

hN +1

dual se dice que ¥, = O en el problema objetivo y con V,"(@) 2 0. Esto contradice ef teorema 3.2,
por lo tanto no existen estrategias dominantes.
=)

Supongase que no existen estrategias dominantes entonces ¢l problema dual, anteriormente utilizado,
tiene solucion y por lo tanto por el teorema de dualidad de programacion lineal (Lancaster, 1987:40), el

primal debe tenerla y dicha solucion dual es un vector & que es una medida lineal de valuacion,
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Las medidas lineales de valuacion permite que el modelo distinga entre las estrategias de mercado

que son dominantes; ya que desde el punto de vista econdmico generan inconsistencias con la realidad.

Definicion (3.3):
Se dice que sc cumple la Jey de un precio si no existen dos estrategias de mercado H y H tales

que V(@)= Vﬂl(a)),Va) €Q pero V, > l}o.

La ley de un precio hace que no exista ambigiiedad entre las etapas inicial y final; ya que si dicha
fey no se cumple, existirian dos estrategias en las cuales se invierten montos diferentes y al tiempo final
generan la misma cantidad. Esto genera situaciones irreales, ya que en dado caso los inversionistas

escogen la estrategia en la que se invierte menos y asi generar la cantidad esperada en la etapa final.

Teorema (3.5):
Si no existen estrategias de mercado dominantes la ley de un precio se cumple.

Demostracion:

Supodngase que la ley de un precio no se cumple, entonces existen dos estrategias /1 y H tales que

Vo)==V, (@) VoeQ y V>V = V,-V,>0 =
Vi=Vy +Gy=Vy +Gy =V" = Vy ~Vy =Gy -Gy >0 =

G(;(w)—é;(a))>0,Va) ed.

Definase ahora una nueva estrategia, 4, tal que H, = ﬁn ~H_ paran = [,2,.,.N = dado que

N
G, =G, - G; = G,(@)>0,Vw €. Ademas, tomando H, = -Z H.S, (@) tenemos
n=l

N
que Vo = Hy + Z H.S (@)=0. Por otro lado,
n=]

V)=V, +G (@)= 0+G (@)>0,YoeQ. Por lo tanto, Vv, =0y

Vi (@) >0,V® €Q = H esuna estrategia dominante.

C. Las oportunidades de arbitraje

De lo anterior visto, se nota que si existen estrategias dominantes o si la ley de un precio no se
cumple, los inversionistas serian capaces de invertir sin riesgo de perder. A esto se le llama

oportunidad de arbitraje. Es una forma de hacer dinero sin riesgo alguno.
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Definicion (3.4):

Se dice que existe una oporfunidad de arbitraje si y solo si existe una estrategia de mercado H tal
que:

L V=0
i V20
i, £V, >0

Propiedad: (3.2)

Existe oportunidad de arbitraje si y solo si se cumple
i V,=0
i V20

i EV. >0

Teorema (3.6);

Existe una oportunidad de arbitraje si y solo si

. G =20
L ]
i EG >0
Demostracion;

(=)

Sea H una estrategia de mercado en la que existe una oportunidad de arbitraje = VU =0y
Vl' =0 entonces G = Vi' - VO' = Vl. -0= V,' z0. Por otro lado,
EG = EW, -V 1= E[V, -0]= LV, >0.

(<)

s . * - . -
Sea una estrategia // de mercado tal que G 20 y EG > 0. Considérese 1a estrategia

N
H=(H,,H, ,H,) tal  que H, =—ZH"S,:(G)). Notese  que
n=|
. ud kg - ad - - ad o *
Vo = Hy+ > H,S,(@)=-Y HS.(@)+) HS, (0)=0. Ademas,
n=l n=} n=1

V, =G 4V, =G +0=G" 20y L[ ]1= E[G" +V, |= E[G" +0]= EG >0 por o

que /{ es una oportunidad de arbitraje.
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Teorema (3.7):

Si existe una estrategia dominante entonces existe una oportunidad de arbitraje.

Demostracion:
Sea H una estrategia dominante VU‘ =0y V,'(OU) >0,V eQd = V:; =0y

EVl'(a)) > E[0] =0,V w €Q y ademas por el teorema 3.2 V,'(a)) 20,Vw € = existe

una oportunidad de arbitraje.

Con los teoremas anteriores podemos clasificar los mercados de tal forma que se adecuen a los

mercados reales sin generar inconsistencias. En la Figura 3.1 se muestra dicha clasificacion:

GJERCADOS DONDE NO SE CUMPLE LA LEY DE UN PRECIO \
N

rMERCADOS DONDE SE CUMPLE LA LEY DE UN PRECIO

MERCADOS DONDE NO HAY ESTRATEGIAS DOMINANTES

{ MERCADOS DONDE NO HAY OPORTUN{DADES DE ARBITRAJE ]

\> 7

Este grupo de estrategias de
mercado es la que mejor modela la
realidad, segun el modelo.

Figura 3.1

D. Medidas de probabilidad neutralcs al riesgo

Definicion (3.5):
Una medida de probabilidad, (), es neutral al riesgo si cumple:
i Qw)>0,Va e

ii. £,[AS,]1=0
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Propiedad (3.3):
Si existe una medida neutral al riesgo, (J, entonces se cumple EQ[S;(I)] =S (0).

Demostracion:
0= EG[AS;]= Eo[S, (1)~ S;(0)] = Eo[S, (D] - E,[S, (0)]=
= Eo[S, (D] - S, (0)
=
0= E,[S, (D]-S,(0)
=

S,(0) = E,[S,(1)]

Para los siguientes corolarios y teoremas considérense los siguientes conjuntos:
i W={XeR" 3 X =G paraalgin H}
i, A={XeR*3X20yX=0)
i Wt={XeR 3X-Y=0VXeW
iv. P*={XeR"3> x,=1yx,>0Vi=1,. k)
v. M ={Q eR* 50 es unamedida neutral al riesgo}

vi A'={XeAdrlrX21}

Corolario (3.1):
Existe oportunidad de arbitraje siy solosi WA # O .
Demostracion;
. - * *
Notese que existe una oportunidad de arbitraje si y solo si &G 20 y EG >0, Ademas,
WAnA={XeR  3X=G"> 0yG  #0 para algun '} por lo que las condiciones para

que exista arbitraje se cumplan siysolosi W A= .

Corolario (3.2):
No existen oportunidades de arbitraje si y solosi W A= .
Demostracion:

Considérese el corelario 3.1,
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Corolario (3.3):
M=Wtnp
Demostracion:

(<)

Sea ()€ M entonces por definicion de medida neutral al riesgo  sabemos que

ZQ(&),)=1 y Qlw,)>0 Vi=1,..,k poriotanto O € P*. Por otro lado, sea X € W

entonces X=G para alguna estrategia H =

N N N
Q-X=0.G = E G']= EQ[ZH,,AS,:]= ZH,,EQ[AS,:]= ZHH +0:=0 por lo que
n=|

n=| n={

QeW' = QeWr AP = McW AP,
=)
Sea QeW*np entonces dada la estrategia

v _
H=(0,.,H,,.,0) paracualquiecrn=12,..,N, G =Y HAS, =AS, y AS, eW

n=l

entonces 0= (0-AS, = E,[AS,]. Por otro lado, sabemos que € P* entonces

ZQ(&),)=1 y Q@,)>0 Vi=1,.,k = Qesuna medida neutral al riesgo = Q € M
= WnP c M.

Corolario: (3.4)

— . . :
Si W™ N P* # @ entonces existen medidas neutrales al riesgo

Demostracion;
Por ¢l corolario 3.2 sabemos que M =W* A P* y M es el conjunto de medidas neutrales al

riesgo. Por lo tanto para que existan medidas neutrales al riesgo W' " P* = M = O

Corolario: (3.5)

A" i
€s un conjunto cerrade y convexo.

Demostracién:

Por la definicion del conjunto 4*, sabemos que es una bola cerrada, entonces es un conjunto
cerrado. Sean X,y € A"y A eR30<A<1 = E[Ax+(1-A)y) = AE[x]+(1- A)E[y].
Ademis, E[x]21 = AE[x]2 Ay E[y]21 = (1- D)E[y]2(1- 1) =
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AE[x]+(1-A)E[y]2A+(1-A)=1 por lo tanto E[Ax+{(1-A)y]21 =
Ax+(1-A)ye A* = A" esconvexo.

Teorema (3.8):
No existen oportunidades de arbitraje si y solo si existe una medida de probabilidad neutral al riesgo.
Demostracion:
Supdngase que N = / (i.e. un solo activo).

(<)

Sea H una oportunidad de arbitraje 0 < G = H,AS" = existen dos opciones
i. AS" =0con AS (@) > 0 paraalgin @ €Q
o
ii. AS" <0con AS" (@) <0 para algin @ €Q

Considérese , una medida tal que Q(@) >0,V €Q = E,[AS,]> 0 en el caso que (i) se

cumpla 6 £, [AS.]1< 0 en el caso que (ii) se cumpla. En ambos casos EQ[AS;] # 0, porloque 0
no es una medida neutral al riesgo.
(=)

Supdngase que (i) ¢ (if) no se cumplen = 3 Qtalque A@)>0,Vo eQ y £, [AS1=0

para algun A = no existe oportunidad de arbitraje.

Supdngase ahora que N 2 2 (i.e. varios activos)
Notese que por los corolarios 3.2 y 3.4 el enunciado del teorema a demostrar se puede escribir de la

siguiente forma:
WnA=OsiysolosiM# O
=)
Supongase que W ™ A = & entonces W N A* =& . Porel corolario 3.5, sabemos que A*

es cerrado y convexo, entonces por el Teorema de Minkowski (vid Capitulo IX) tenemos que
I YeW's X-Y>0, VXed*. Sea X =(0,...,x,,...,00 e 47 tal que
s=1,...ky x,>0 = X;-Y=xy,>0ycomo x,>0= y,>0 V s=1..,k
= V>0
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Y(w,)

Definase QeR* 30(w,) = =
PR(CH

Vi=l,.,k. Notese que

K i)’(a),,)

Y(w,) n .
Y 0@,)=> LA =1,yeomo ¥>0 = 0>0 = Qed’
K = 2 Y (w, Y(w,

; (@,) EK; (,)

Porotrolado, 5i X el =

X\ Y(w,) +XKY((9K)_

0-X =X Qo)+ .+X,0(w,) = +... =
@ e ;Y(wx) ;Y(mx)

(X,Y(@,)+..+X (@) = (0)=0

1 ] 1
= (X Y) = e——
> V(@) S T @)
K K K

=> QeW' = QeP nW =M 2> Mz0

(<)
Sea () € M entonces para alguna estrategia de mercado H se cumple EQG' =0 pero

Q-G = EQG. =0 entonces G no satisface las ecuaciones G =0 y EG >0 al mismo

tiempo, por lo tanto no existen oportunidades de arbitraje = WA =0 .




IV. VALUACION DE ACTIVOS CONTINGENTES

En el contexto financiero actual se utilizan una serie de instrumentos financieros conocidos como
instrumentos derivados. Casos especificos son los contratos a futuro y las opciones de compra y venta
(Diaz, 1998:75), que desde el punto de vista tedrico financiero se denominan activos contingentes. El

propdsito de este capitulo es presentar una formalizacion matemitica de tales instrumentos.
A. Activos contingentes

Definicion (4.1):
Un activo contingente es una variable aleatoria, X, que representa un pago de un portafolio de

mercado en la etapaf = /,

Se puede entender un activo contingente como el contrato que un vendedor y un comprador hacen en
la etapa 1 = 0. El vendedor promete pagar al comprador X (@) enlaetapas=/siseda @ €Q; es
por eso que un activo contingente es una variable aleatoria, pues depende de algin estado. Se debe
notar que el valor acordado no puede depender de las preferencias, o funcion utilidad, de ambas partes.

De lo contrario se darian oportunidades de arbitraje.

Definicion (4.2):
Un activo contingente se dice que es asequible si existe una estrategia /, llamada portafolio
replicante, tal que ¥V, = X', donde V| es el valor del portafolio en la etapa ¢ = /. Se dice que H genera

alX

Teorema (4.1):

Si ( es una medida neutral al riesgo entonices para toda estrategia / se cumple que £, [FI:' =V,.
1

Demostracion:

Sea () una medida neutral al riesgo y / alguna estrategia de mercado entonces:

N
Vo=V, = EolVy )= Eyl) = G'1= Eg 1= ElG™ 1= EolW - EQ[ZHnAS;] =

n=l

N N
= Ey7'1- X H,EG[AS, 1= EglV1- Y H, 0= E [V, ] = Eg[g—']

19
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El teorema 4.1 propone que el valor esperado de ¥}, bajo la medida neutral al riesgo, debe ser el
valor inicial del portafolio, que es ¥,. Lo anterior indica que el precio que el inversionista espera la
etapa / = / es el mismo que sabe en la etapa 1 ~ 0. Por otro lado, €l resultado dei teorema no depende
de la media neutral al riesgo O, esto significa que para cualquier medida neutral al riesgo ef valor

esperado de ¥}, bajo la misma, es constante.

Teorema (4.2):

Si Ia ley de un precio se cumple entonces el valor de un activo contingente asequible, .X, en la etapa

A
t=0es V,=HB, + Z H,S,(0), donde H es el portafolio replicante de dicho activo.

n=}
Demostracion;
Supdngase que se cumple la ley de un precio y que existe un activo contingente asequible, X, tal

que H es su portafolio replicante, entonces X = V. Sea ¥}, el valor inicial de dicho portafolio. Por

~

otro lado, supéngase que existe un portafolio / tal que replica a X, es decir X =V, y ademas, ¥,
es el valor inicial de dicho activo contingente tal que Vo # V,- Entonces dado que existen estrategias
de mercado H y H tales que ¥, =V, y V, #V, entonces no se cumple la ley de un precio. Dado

que lo anterior genera una contradiccion se debe cumplir que ¥, = V;;, es decir que el valor inicial de

un activo contingente asequible es igual al valor inicial de su portafolio replicante que por definicion es

N
Vo = HyBy+Y H,S,(0).

n=]

Corolario (4.1}

Sino existen oportunidades de arbitraje la ley de un precio se cumple.

Demostracion:

Supdngase que no existen oportunidades entonces al tomar el converso del teorema 3.7 entonces no
existen estrategias dominantes. Ademas por el teorema 3.6 si no existen estrategias dominantes se
cumple la ley de un precio.

|
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Teorema: (4.3)

Si el modelo de un periodo est4 libre de oportunidades de arbitraje entonces el valor, en la etapa 10,

. . X . .
de un activo contingente asequible, X, es /| — |, donde Q es una medida neutral al riesgo.
q Q B ]
1

Demostracion:
Supdngase que no existen oportunidades de arbitraje entonces por teorema 3.8 existe una medida

neutral al riesgo, (. Ademas por el corolario 4.1 y el teorema anterior si X es un activo contingente

asequible y // su portafolio replicante entonces X =V, y ¥, es su valor inicial. Por otro lado, por el

teorema 4.1 ¥, =EQ % = EQ -j—;\i .
1 1

Al teorema 4.3 se le llama Principio de valuacion neutral al riesgo.

Definicion (4.3):
Para el modelo de un periodo con un espacio muestral £2=(@,,...,@;) se tienen & activos

llamados Arrow-Debrex o activos puros,  €,,....,€,; dichos activos son tales que cada

e,(w,)=3,"', paratoda j = I,...k enlaetapat = /.

Definicidn (4.4);

K
. *
Sea m una medida lineal de valuacion, entonces por definicion ¥V = E ¥, (w,).
i=1

K
Considerando los activos de Arrow-Debreu V(e j)(wi)=ZIc!ej(w!)= 7T;. A los valores
il

Tinj= I,..., & seles llama precios estado de los activos Arrow-Debreu.

Definicidn (4.5):
A los activos que paga un precio fijo en cualquier escenario en la etapa { = /, se les llama activos
libres de riesgo. Dichos activos toman un valor inicial igual al reciproco de su rendimiento / + r, donde

r s la tasa de interés libre de riesgo.

' Delta de Kroenecker 8 y =
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Corolario (4.1}

Suponiendo que en el modelo no existen oportunidades de arbitraje. Sea (2 un vector con entradas
IS

positivas tal que ZQ(O),) =1 y para cualquier estrategia de mercado H se cumple que
i=

v,

E, {}B—L] =V, entonces ( es una medida neutral al riesgo.

1

Demostracion:

£
Sea () un vector con entradas positivas tal que ZQ(&J,) =1 y para cualquier estrategia de
i=1

4
mercado  H  se cumple que EQ[—B'—:I= Vo, entonces se cumple que
i

——] = EQ[V,'] entonces EQ[V(;] =V, = E 0 [¥;"] que por definicion implica

N N
que E, [Ho + EH,,S;(I)} = EQ[HO +ZH,,S;(0)} =
=]

n=1

H,+ i HE,[S,(D]= H, + i H,Eo[S:(0)] = iH,,EQ[AS;] =0 entonces como
n=l

n=1 n=|

H, es la cantidad del activo invertida no puede ser igual a cero, ademis dado que no existen

oportunidades de arbitraje EQ[AS,:]= 0 entonces la medida de probabilidad (' es una medida

neutral al riesgo.

Teorema (4.4):
Los precios de los activos Arrow-Debreu definen una medida neutral al riesgo .

Demostracion:

Sea X un activo contingente asequible. Notese que si { X ,}rﬂl es ¢l conjunto de todos los posibles

K
valores del activo contingente en cada escenario entonces X (@)= Ze, (w;)X, para todo
il

K X . .
@ €€). Sean {t;/ ,} ;g |0 precios estado de los activos Arrow-Debreu entonces el valor del activo

P
contingente es V, = ZW,X, . Por otro lado, sea W,=¥,+W,+. .+ y definase
i=]
K Ve . : , ,
Q= {q, }.v=l tal que g, = —=. Natese que Zq, =1 y dado que los precios estado de los activos
Vo =1
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K
Arrow-Debreu son positivos, ¢ es una medida de probabilidad. Ademas, X, =V, = WOZq, A,

=1

entonces V= w /5, X]. Por otro lado, el valor de ¥, puede ser interpretado como el valor inicial

del activo e = ¢, +e,+..+¢, = (1,1,...,1) que es un activo libre de riesgo, pues paga uno no

1 1

importando ¢l escenario. Entonces si r es la tasa libre de riesgo Wo = 1—- = —. Por lo tanto,
+r
1

1
Vo=wololX]= FEQ[X] =k, -}j—, y por el corolario 4.1, O es una medida neutral al
! 1

riesgo.
a

Notese que con la demostracién del teorema anterior, los activos contingentes se pueden escribir
como una combinacion lineal de activos Arrow-Debreu. Ademas, el valor de dicho activo contingente

se puede escribir también como una combinacion lineal en donde las constantes son los precios estado.

En la vida real los inversionistas desean aplicar estrategias de inversién que les generen ganancias.
Algunas de estas estrategias de inversion se pueden modelar utilizando activos contingentes. Un
ejemplo de dichos activos contingentes son las opciones europeas. Las opciones son contratos que dan
al tenedor o al comprador el derecho, sin obligacion, de comprar o vender algun activo (activo
subyacente) en una fecha determinada. El precio de la compra o venta del activo se fija y es llamado
precio de ¢jercicio. Si 1a opcion le da al tenedor el derecho de comprar una accidn en una fecha
determinada a un precio preestablecido entonces la opcion es de compra; y éste se asegura que el
emisor le venda el active. Por otro lado, si la opcion e da al tenedor el derecho de vender un activo en
una fecha determinada a un precio preestablecido entonces Ia opcion es de venia; v éste se asegura que

el emisor e compre el activo.

Este tipo de instrumento financiero tiene por objeto proteger al inversionista del riesgo financiero y
le permite asi especular o simplemente invertir en el momento indicado. Ademas, notese que €l
inversionista no compra si no le conviene y compra si su ganancia es mayor que el precio de ejercicio,
creando asi una oportunidad de arbitraje. Esto se da porque el inversionista siempre obtiene una

ganancia mayor o igual a cero.

El valor de este tipo de activos se puede representar matematicamente de la siguiente forma:
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Definicion (4.6):

Considérese el modelo en un periodo con un active (i.e N = /). Sea X un activo contingente tal
que X =(§,-E)' = max{O,Sl -K } . Dicho activo contingente se le llama opcion de compra
(call). Al valor £ se le llama precio de ejercicio. Por otro lado, si se cousidera

X=(E-8)) = max{O,E - S,} se tiene una opcion de venia (pul).

Notese que el precio del activo subyacente S es una variable aleatoria y por consiguiente X es una
variable aleatoria y se le llama valor intrinseco de la opcion (Diaz, 1998:75). Para observar el
comportamiento de dichas opcidnes (vid. Figura 4.1) del punto de vista del tenedor (opcion larga) o del

emisor (opcion corta),

Opcion de compra (call)
X
X
|
<
E
E
Posicion larga Posicion corta
Opcion de venta (put)
X X
< ]
E
I
£
Posicion larga Posicibn corta

X: Valor intrinseco de la opcién
S: Precio de mercado del activo subyacente
E: Precio de gjercicio

Figura 4.1
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B. Mercados completos e incompletos

Dado que no todo activo contingente es asequible, no se puede saber su valor en el tiempo inicial, ya
que ¢l teorema 4.3 no seria aplicable. Por lo tanto es necesario conocer cuando un mercado es asequible

O no,

Definician (4.7):
El modelo de mercado de un periodo se dice que es completo si cada activo contingente X puede ser

replicado por alguna estrategia de mercado. De lo contrario se dice que el mercado es incompleto.

Teorema (4.5):
Suponiendo que no existen estrategias de arbitraje. El modelo se dice que es completo si y s6lo si el

numero de estados en ) es igual al nimero de vectores linealmente independientes en

{B,.S,(),....Sy (D}
Demostracion:
B(w,) S§(INw;) - Sy(Nw,)
Sea AeR¥MD pigue A= : y considérense
Bwyg) §(MNeog) - Sy(Newy)
los vectores H =(H,,...,Hy) vy X=(X,,..,X,). Utlizando la matriz y los vectores
anteriores el teorema se puede reescribir de la forma: El modelo es completo si y solo si el sistema
AH" = X tiene solucién H para todo X
Natese que al utilizar la herramienta de algebra lineal, lo anterior es cierto si y solo si la matriz

tiene rango K, que significa K columnas linealmente independientes.
]

Teorema (4.6):

. X
Un activo contingente, X, es asequible si y solo si toma el mismo valor EQ I:E para todo
1

QeM.
Demostracion:
=)
Sea X un activo contingente asequible, entonces existe 4, su portafolio replicante, tal que X =V y

Vo es su valor inicial. Sea ( una medida de probabilidad neutral al riesgo entonces por el teorema 4.3

X
Vy=£ Ql:—B—:I - Notese que dicho valor no depende de (), por lo que debe tomar el mismo valor para
I

todo () € M .
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(=)

Supdngase que X es un activo contingente no asequible, Ademas, sean 4 € RV 1 & N+
Bi(@,)) 50)e@) - Sy()w,)
y X eR" tales que 4= : : : S H=(H,,. Hy) y
Bilog) Si(N@g) - Sy(X@y)
X =(X,..., X¢). Por otro lado, si no hay solucién H para el sistema A" = X tenemos que
por la variante del Teorema de Farkas (vid. Capitulo IX) debe existir el vector & ={7x,,...,7 ) tal
que ZA =0y X > 0. Sean Q eMy A ek tales que Q(@,) = Q(a),)+,17r,Bl(aJ,.) para
todo i = 1,..., K . Notese que como 74 = 0O entonces:

B@) S(Hw) - Sy()w@,)

O=md =[x, . 7] : . :
Bi(wy) Si(Nwyg) - Sy(I)awg)

=[Zbﬁ(w,>n, > S ()@ )r, - ZSN(l)(w,)fr,]
=1 i1=l

f=1

Esto implica que ZB (0)m, =0y Z.S (@, )r, =0 paratodo s=1,....N.
i=]

Ademis, como B(@,)>0, 7,>0y S,(1¥@,)>0 para todo i = 1,.,K entonces

B(w)m, =0y S,(Nw,)xr, =0 i = 1,.K Del resultado dado tenemos que

Olw,)= Q(a),)+ Am, B(@,)= Q((O,)+ A(0) = Q(co, )> 0, entonces ¢ es una medida de
probabilidad.

Por otro lado, nitese que:

. K S P -
E [S, ()] = ; Q(w,;] (,;f:;(co,) - ; (Qw,)+ zfglfif;,)s,,(l)(w,) )

K A S K .
-2 Q(wﬁi o A, () < A 5 05 )
=t @, 1=1 @, i=1

K ol * *
sabemos que () € M entonces ZQ(a), IS, (I)@,) = S, (0) entonces EQ[S, (D] =S, (0) por

=1

loque J e M.




27
Sea & = X > 0 entonces:

[ } 3@ X(@) Q@)+ 1,5 @)X @) _

i=1 B(@,) - i=l Bi(w,)

29 @) X(@,) +Am,X(,) =E<{Bﬁl}+ Aﬁ: 7, X(@,) =EQ[B£I}+MX =

(@) il
X
B,
A . X X
Por lo tanto 0y (J son dos medidas neutrales al riesgo tales que ol g * E, 7|
1] !

Teorema (4.7):

El modelo es completo si y sélo si M consiste exactamente una medida de probabilidad neutral al
riesgo.

Demostracion.
(<)

Sea M un conjunto unitario (i.e s6lo existe una medida neutral al riesgo) y X un activo contingente

X .
entonces F 0 |:F es constante para todo (J € M . Entonces por el teorema 4.6, X es asequible y por
\

lo tanto el modelo es completo.
(=)
Supéngase que el modelo es completo entonces todo activo contingente, X, es asequible. Supdngase,

sin pérdida de generalidad, que existen dos medidas neutrales al riesgo, O y (2, diferentes. Entonces
debe existir algin @; €€2 tal que Nw,)# A ;)- Considérese el activo contingente

B(w,) O, =@,

X A X
Xw;) = , entonces EQ|:—[-3- =Q(an)¢Q(an)=Eé i Por
0 W, #Q,; 1 ]
el teorema anterior X no es asequible y por lo tanto en modelo no es completo. Es decir que no es
posible tener dos medidas neutrales al riesgo diferentes, lo que implica que M es unitario, que es lo

mismo que s0lo exista una medida neutral al riesgo.
n
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Notese que si el modelo es incompleto sdlo se sabe el valor de los activos contingentes asequibles,

Pero para los activos no asequibles no se puede determinar el valor en el que no se permitan

, . . , X
oportunidades de arbitraje. Por lo tanto debe existir el conjunto EQ F 30 e M; de los
1
posibles valores en los que no hay arbitraje financiero. Dicho conjunto tiene las cotas
V.(X)= 2 X V =inf{k X M
(X)) =sup QFSQEM y V.(X)=in LQ-B-—3Q€ , por lo tanto el
i t

precio del activo contingente puede ser acotado de la forma V_(X)<V(X)<V (X). Del

resultado anterior podemos proponer el siguiente teorema.

Teorema (4.8);

Si M#(J entonces para cualquier activo contingente, X, se tiene que el conjunto

X
{ k Q[—] 3QeM } €s acotado. Es decir existen los valores
B

i

V.(X)= sup{EQ[Bﬁ] 30¢ M} y V_(X)= inf{EQ[-g] 50 ¢ M}.

Propiedad (4.1):

Si un activo contingente, X, es asequible entonces ¥, (X') = V_(X) yes el precio del activo.




V. MERCADOS DE ACTIVOS FINANCIEROS
MULTIPERIODICOS

El modelo de mercados de activos multiperiédico es un modelo mas realista que el modelo en un
periodo. Es més aplicable a la teoria financiera, ya que puede modelar el movimiento de los activos

durante varios estados de tiempo.

A. Especificaciones del modelo

La construccion de este modelo es por medio de diferentes procesos estocdsticos se necesitan los
siguientes elementos y procesos basicos:

i. Etapasde tiempo. T+ 1, t=0,1,..T
ii. Espacio muestral: Q) = {a), ) x} con K < o0 estados ¢ escenarios.

iii. Medida de probabilidad: P:£) —» R tal que P(w) > 0 paratodo @ € Q).

iv. Filtracion. F = { f,at= 0,1,...,T} , es un submodelo que describe como la informacion

de los precios de los activos es transmitida a los inversionistas.

Notese que en la etapa ¢ = 0, todos los escenarios @ € €2 son posibles y en la etapa ¢ = T los
inversionistas obtendran un escenario @ que sera el Gnico verdadero. Sin embargo, ;qué informacién
pueden obtener los inversionistas para 0 < ¢ < T'7 Se puede observar que, al pasar de una etapa a otra,

algunos estados no son posibles. Por lo tanto, se permite construir una sucesion de conjuntos, {4, } de
Q tal que 4, =Q, A4, ={w}, donde wes el escenaric verdadero, y

Ay D A, 2.2 Ay, D Ay . Es decir, se sabe que el escenario verdadero esta en cada A, pero no
se esta seguro de cudl es, en cada subconjunto se va dando a conocer mas informacién del mismo. Por
otro lado, cada escenario es posible en éste modelo, por lo tanto deben existir X posibles sucesiones de
conjuntos (una para cada escenario @ & (). Es por esto que si se toma ¢l subconjunto A, , para cada
escenario se puede encontrar una particion del conjunto Q. Es decir que para tomar en cuenta a todos
los posibles escenarios en cada tiempo ¢ es necesario construir una secuencia de particiones de (2,
{f0. P o Plalque A =Q, P ={{w){w,},..{w.}) vy satisface la propiedad que

cada 4 € F, es la unién de algunos elementos de P

7+ paratodo ¢ < T. Estas particiones se pueden

representar de dos formas: por medio de un secuencia de diagramas que representan las particiones que

suceden en los tiempos posibles (vid Figura 5.1) o por medio de un arbol, en el que cada nodo

representa un elemento de A,y cada arco va desde un nodo hacia el nodo correspondiente a algin

A,., € A, (vid. Figura 5.2).
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w W, 0, 0, w, W, W, 0,
W, O, ©, O, 0, o, |0, o,
1=0 1=1
0, w0, | ®0; 0, W, |W, | O; | W,
w; W, | ®, o, o, o, |0, |o,
i=2 i=3
Figura 5.1

@,
@,
w,
@,
@5
@y
@
Wy
1=0 (=1 (=2 =3

Figura 5,2
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Los elementos de la filtracion resumen las particiones del espacio muestral con la caracteristica de
ser algebras de conjuntos (vid. Capitulo 1X). Notese que f, = {J,Q2} y f+ consiste de todos

subconjuntos unitarios de §2. Por otro lado, como cada conjunto de la particién de la etapa f es igual a

la unién de algunos conjuntos de fa particion en la etapa 1 + /, decimos que la filtracién es una

coleccion encestada de subconjuntos de Qy f,_, € f,.
v. Proceso de cuenta bancaria (o numerario): B = {B ,3t=01..,T } donde B es un

proceso estocastico con B, =1 y B,(w) >0, paratodo ty @. Se debe entender B,

como ¢l valor del activo de cuenta libre de riesgo en el tiempo ¢ cuando se deposita un délar

en el tiempo inicial, + ~ 0. Usualmente, B es un proceso no decreciente, y

B -B .
rp=——2L>0, t=0,,..,7, debe interpretarse como la tasa de interes
-
perteneciente al intervalo de tiempo (¥ - 7, 4).
vi. Proceso de precios: S, = {S,(1)31=0,,...,T}, donde S, puede interpretarse como el

precio del activo en la etapa 1. Por ejemplo, el precio de una accion de cualquier corporacion,

Es importante que en ¢l modelo sea consistente con la estructura de informacion que da la filtracion

¥y es por eso que se debe definir lo siguiente:

Definicion (5.1):
Una variable aleatoria X' se dice medible con respecto al algebra 4 si X:CQ— R es tal que

X (@) es constante en cualquier conjunto de la particion correspondiente de A. Equivalentemente,

para todo numero real x, el conjunto {@ € £23 X (@) = x} esunelemento del algebra A.

Definicion (5.2):
Un proceso estocastico {X,} se dice que esta adaptado a una filtracién F si 1a variable aleatoria es

medible con respectoa f, paratodo f - 0,1,..., 7.
Los procesos estocasticos necesarios para ¢l modelo son:
i. N procesos de precios: S, es un proceso simple, sin embargo, se convierte en un proceso

estocastico ya que en cada etapa se dan diferentes escenarios y dado el escenario se comporta

de diferentes formas en las etapas que le siguen. Se define entonces el proceso estocastico

como la funcion S,:{0,1,....T} xQ—> R.

Notese que si se fija un valor #, la funcion anteriormente mencionada es una variable aleatoria,
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Definicion (5.3):
Se llama un trayecioria muesiral a 1a funcion S,:{0,1,..., T} x Q — R, si en ésta se fija un valor

a.

Es necesario establecer desde este punto que ¢l proceso de precios de los activos son adaptados por
la filtracion. De esta manera los inversionistas tendran amplio conocimiento en cualquier etapa de

tiempo.

Definicion (5.4);
Una filtracion se dice que es generada por el proceso de precios si es construida por dicho proceso

estocistico.

ii. Estrategias de mercado. H =(H,,H,,...,Hy) es un vector de procesos estocasticos
H, ={H,(t):t =1,...,T} . Notese que H,_(0) no esta especificado; esto es porque para
nz1, H,(t) debe ser interpretado como el nimero de unidades que el inversionista posee
desde la etapa 7 — / ala etapa ¢ Al mismo tiempo, H(#)B,_, representa la cantidad de

dinero invertida en una cuenta de banco en la etapa 7 - {. H, (#) puede ser negativo cuando el

inversionista presta dinero o vende algin activo.

Las estrategias de mercado pretenden mostrar la posicion del inversionista en cada etapa, pero en

ningin momento muestra el futuro de sus activos. Ademas, estan relacionadas con la filtracion.

Definicion (5.5):
Un proceso estocastico Hn se dice predecible con respecto a la filiracion F, si cada variable
aleatoria /,(¢) es medible con respecto a Jfi, paratodo ¢ = 1,2..,7. Dado que f, , C /,, se

puede decir que todos los procesos estocasticos son adaptados.

Para que el modelo sea consistente se tomara en cuenta que las estrategias de mercado son

predecibles.

ili. Proceso de valuacion: V = {V, 3t = 0,1,..., T} es un proceso estocastico que esté definido

Hy(D)B, + i H,(DS,(0), ¢=0

por V, = . Se dice que V), es el valor inicial del
N
Ho(1)B, + 3 H,(0)S,(t), 21

n=|
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portafolio y para ¢ 21, V, es el valor del portafolio en la etapa f antes de que se realice

cualquier transaccion,

iv. Proceso de ganacia: G = {(G, 3¢ =1,...,T} es un proceso estocistico que esta definido

{ N ¢
por G, =Y Hy(w)AB,+Y > H,(u)AS,(u)  para (21,  donde

u=i n=| u=|
AS,(1)=S,(t)-S,(t~1) y AB, = B, - B, ;. Este proceso representa la ganancia o

pérdida acumulativa del portafolio durante la etapa 1.

Propiedad (5.1}

Los procesos de valuacion y de ganancia son procesos adaptados.

Notese que V, representa el valor del portafolio en la etapa /4, justo antes de hacer alguna

A.'
transaccion. Por otro lado, (¢ + 1), + Z H, (t+1)S,(t) para t =1 representa el valor del

n=1
portafolio después de haber realizado 7 transacciones, es decir antes de pasar a la etapa 1 + /. Esto
significa que durante Ia etapa / se puede afiadir o quitar dinero del portafolio, sin embargo, en las etapas

t =0y t = Tdicho dinero no puede ser afiadido ni quitado.

Definicion (5.6):

Una estrategia de mercado, H, se dice autofinanciable st

N
Vo= Hy(t+)B, + ) H,(t + 1)S, (1) parat=1,...T- 1.

n=1
Esta definicion significa que no se afiade ni se quita dinero del portafolio durante las etapas r = 0 y
=T, entonces cualquier cambio de valor en el portafolio se debe a la ganancia o pérdida de la

inversion.

Propiedad:(5.2)

Una estrategia de mercado es autofinanciable si y solosi V, =V, + G, parar=1,...,T.

De igual forma que en el modelo de un periodo es necesario normalizar los valores de los precios
para poder manejar su comportamiento absoluto. Y de igual forma se normaliza el proceso de cuenta
bancario utilizandolo como el numerario. Se tiene entonces los procesos descontados de la siguiente

forma;
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Sa{1)
B

£

Proceso de precio descontado: S, = {S.(¢)3 { = 0,1,..., T} definido por S ()=

para t=8/. .. Tyn=L2..N
Proceso de valuacion descomtado: V' = {V: 3¢=0,1,.,T} definidko por

Hy(1)B, + iﬁn(l)&:(o): t=0

. n=1

K
fi

N
Hy(0)B, + Y H, (S, (1), 121

n=1

Proceso de ganacia  descontado. G’ ={G, 3t=1,...,T}  definido por

G: = ii/—[a(u)AS;(u) para 2 1, donde AS,:(I)-—— S,:(f)“S::(t"l)'

LT

Propiedad (5.3).

. ¥V
V, = — paraf=0,1..T
B, ,

Propiedad (5.4):

- - * L]
Una estrategia de mercado es autofinanciable si y solosi V, =V, +(, parat={,..,T.

B. Las oportunidades de arbitraje

En el modelo de un periodo las oportunidades de arbitraje dependian de las medidas neutraies ai

riesgo. En el caso multiperiodico, se trabaja de forma analoga.

Definicion (5.7):

Una estrategia de mercado H, se dice que es una oportunidad de arbitraje si y solo si:

ii.

ii.

Vo =0
V20
EV,>0

iv. H es autofinanciable
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Propiedad (5.5):
Una estrategia de mercado, H, autofinanciable es una oportunidad de arbitraje si y solo si:
LV, =0
i Y, >0

ii. EVy >0

Propiedad (5.6):
Una estrategia de mercado, &, autofinanciable es una oportunidad de arbitraje si y solo si:
i. G20
i. EG, >0

Definicién (5.7):

Una medida de probabilidad neutral al riesgo (medida martingala) es una medida de probabilidad
O tal que:

. Q@) >0 paratodo @ €
ii. el proceso de precios descontado S,: es una martingala (vid. Capitulo II) bajo (2, para todo

n=17..N

Nabtese que, al tomar la definicion de martingala, fa definicion 5.7 propone lo siguiente:

Eo[Sat + ) f,1= S, (t) para 8,52 0

Teorema (5.1):

!
Si Z es una martingala y 4 es un proceso predecible entonces G, = ZH“AZH es una

U=}

martingala también.

Demostracion:
Sean 5,1 2 0 arbitrarios, entonces por propiedades de los valores esperados condicionados:

LG \f1= E[G,,, - G, + G| [f\]= EH,\AZ, +.+H AZ, | f,]+C, =
= E[H AZ |+ +EH,AZ, | f1+G, =

= EETH WAZ | L 1 A ELELH, AZ, £ 1,1+ G,
= L{H EIAZ, | S 3+ ELH,ETAZ,L £ 1111+ G,

= E[H.Hl 'Olf;]+---+E[Hr+.s Olf;]+G| =0+ Gr = Gt

1
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Teorema (5.2}
Si ¢ es una medida martingala y / es una estrategia de mercado autofinanciable, entonces ¥ " es
una martingala bajo ().
Demostracion;

Esto se cumple por la propiedad 5.4 y el teorema 5.1.

Nétese que si se toma un nodo no terminal correspondiente al arbol que representa la informacion
del modelo. Este representa un modelo uniperiodico. Es decir que si el modelo multiperiodico tiene
oportunidades de arbitraje los modelos uniperiédicos que lo conforman también tienen oportunidades

de arbitraje. De este resultado el siguiente teorema:

Tecrema (5.3):
Si el modelo multiperiédico no tiene oportunidades de arbitraje, entonces ninguno de sus modelos

uniperiddicos que lo conforman tienen oportunidades de arbitraje.

Teorema (5.4):
No existen oportunidades de arbitraje si y solo si existe una medida martingala, (.

Demostracion:
(<)
Supongase que H es una estrategia de mercado autofinanciable tal que V; 20y E V; >0,

Entonces EQV,: >0, 'y por el teorema 52, V es una martingala bajo ( entonces

Vv, = EQVT. > 0. Entonces por la propiedad 5.5, H no puede ser una oportunidad de arbitraje.
=)

Supongase que no existen oportunidades de arbitraje. Entonces por el teorema 5.3 no existen
oportunidades de arbitraje para ningin modelo en un periodo que conforman al modelo multiperiodico.
Entonces por el teorema 3.8 existen medidas de probabilidad neutrales al riesgo para cada uno de los
modelos simples. Y al conformar todas esas medidas neutrales al riesgo, se genera una medida

martingala . Esto es porque para cada A de las particiones de la filtracion se tiene que
EoumlAS, (1 + )] = 0 paratodo n~1,...N,t< Ty A € P,. Entonces, EolAS, (¢ +1)£,]1=0

para n=1,..N y t<7T Témense 8,¢{ 2 Qarbitrarios,
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B [So(t+ DIf,]= EQ[ASL(t + )+ +AS,(t + )+ S, (DI f, 1=
= EQLEG[AS, (1 4 )| froa WS 14 A E QL EQLAS, (1 + DI £ 1 £]+ S, (1) =

= Eo[0Lf, 1.+ EQ[0L£, 1+ S,(1) = S, ()

Por lo tanto, O es una medida martingala.

Definicion (5.8):
Una medida lineal de valuacion es un vector con entradas no negativas 7 = (77,,..., 7T, ) € R® tal

que, para cada estrategia de mercado autofinanciable, H, se tiene que V¥, = Z rr((o)V,f (w).

(]

Teorema (5.5):
Un vector 7 = (7T, ,..., 7 ) € R® es una medida lineal de valuacion si y solo si es una medida de

probabilidad sobre {2 tal que el proceso de precios descontado es una martingala.

Definicion (5.9):
Se dice que la fey de un precio se cumple si no existen dos estrategias de mercado, H y H , tales que

Vo(@) =V, (@) paratodo @ € pero ¥, = V,.

Propiedad (5.7):

Si existe una medida lineal de valuacidn entonces la ley de un precio se cumple.

Notese que el modelo muitiperiddico tiene un comportamiento casi igual que el modele en un
perido; ya que entre cada dos etapas se puede hacer corresponder un modelo en un periodo. Es decir

que el modelo multiperiodico es una sucesion de modelos en un periédo.




VI. APLICACIONES

A. Activos de Arrow-Debreu en mercados completos

Existen dos situaciones que se deben asumir y que son de suma importancia para los inversionistas:

i. Siempre tienden a querer mas riqueza de la que poseen y toman decisiones para maximizarla.
ii. No les gusta arriesgar su dinero y modifican sus decisiones en torno a los valores esperados
que se les muestre.

Dado que es mas facil medir la forma de maximizar la riqueza, las metodofogias de valuacién son
mas existosas. Es claro que los inversionistas desean maximizar sus riquezas tomando todas las
posibles oportunidades de arbitraje que se les presente. ;COomo fo hacen? Minimizan el costo de la
compra de un portafolio, en el que se pueden comprar o vender activos, sujeto a que cada activo pague

una cantidad. Es decir, se plantea e! siguiente problema de programacion lineal:

m’inhr VA
sujeto a:
hZ 20
5, (0) Si@) - 5/(@y)
donde Z = : es el vector de precios iniciales y Z= : : es la
S7(0) Su(@) - Sy(@y)

matriz que representa fos precios de los activos en la etapa final,

Al analizar la solucién se debe notar lo siguiente:
i. Si A7 -Z <0 los activos prestan dinero para cubrir el costo del portafolio.

ii. Sih’-Z=0 losactivos no tienen costo alguno.

Por lo tanto, se debe concluir que la solucion ideal debe ser no negativa (es decir que exista arbitraje
para que los inversionistas maximicen su riqueza).

El que no existan arbitrajes implica que existe un equilibrio en el mercado y se pueda encontrar un
precio equilibrado para los activos financieros. De esto, las condiciones de arbitraje financiero son las
premisas mas importantes para la mayoria de las metodologias que tratan de calcular precios en los
activos financieros.

Si se considera que no existen oportunidades de arbitraje entonces el problema del dual puede ser

considerado como:
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Notese que el vector 1 es el vector de precios estado, es decir que para resolver este problema se
deben de utilizar los activos de Arrow-Debreu,
Al tomar en cuenta que a los inversionistas no les gusta arriesgar su dinero, es importante construir

las medidas neutrales al riesgo, (J. Y estas pueden ser construidas utilizando los precios estado, como

¥4
Fi .

27

i=]

se demostré en el teorema 4.4. Entonces (J =

Si se considera el modelo en el que hay dos activos y dos escenarios en la etapa final y tomando el

problema dual se tiene que ¢! sistema;
SNz, + 5, ()@;)7, = 5,(0)
Sy (D@ )7, +S;(N@; )7, = 5,{(0)

se debe resolver para n de lo cual se obtiene que:

_ Sl(O)Sz(])(mz)“ Sz (O)Sl(])(a’z)
S, (@,)S,(1X@,) - S, (1@,)S, (D(@,)
S5,(0)S, (I @,) = S, (0)S, (IN@,) )
S, (N, )Sz(l)(a’z )= 35, (1)(0-’2 )Sz(])(a’l)
S,(N)w,)

Ademds, para encontrar los precios iniciales libres de riesgo se debe utilizar la medida neutral al

1

$,(0) -8, ()@, )(

”2‘*‘

riesgo y se obtienen por S, (0) = (7, + 7, XS, (0, YA w,) + S, (@, )@, )), donde i representa

algin activo del modelo.

Ejemplo numérico:

_ [10 5 7] 7 =05 _
St Z = y £= entonces los precios estado son . De estos se obtienen
8 6 64_ Ty = 04

0.56
la medida neutral al riesgo (= . 8i se define un tercer activo en el que su precio en el

0.44

escenario 1 es 5 y 8 en el segundo, se tiene que su precio libre de riesgo es

$,(0) = (0.5+0.4)(5(0.56) + 8(0.44)) = 5.7.
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B. Activos de Arrow-Debreu en mercados incompletos utilizando el

modelo multiperiédico

Considérese el modelo en un periodo que consta de dos activos y tres escenarios. Por el teorema 4.5
se puede establecer que el modelo es incompleto. Por otro lado, si se considera la aplicacion anterior,
deben existir los activos Arrow-Debreu asociados a los escenarios para hacer uso de sus precios estado
(en el caso del modelo completo, el nimero de activos es igual al nimero de escenarios). Sin embargo,
en el modelo que. presentamos no se pueden construir dichos precio estado. Para lograr construirlos es
necesario transformar el modelo a un modelo multiperiddico. Este nuevo modelo es construido al
afiadir una etapa intermedia entre las etapas que ya tiene el modelo inicial (Aziz, 1998:47). Esto se
logra haciendo que a cada etapa los activos tengan dos estados disponibles inicamente (vid Figura
6.1).

Modelo incompleto

S(I)@,)

S(0) S(IXa,)

S()@;)

Modelo multiperiodico asociado

SC2X)w,)
S(H(4,)
S2Xw,)
S(0)
S(1X(4,)
S2)w;)
Etapa
intermedia
agregada

Figura 6.1
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¢Cdmo se encuentran los precios estado?
Antes de proponer la forma de construir los precios estado se propone la siguiente notacion que facil

manejo:
i i . \ )2 )
S5(0) = . S(IX4,) = paraj = 1,2y S(2) @) = paraj=12,3.
Ay a5 i
Al recordar que los modelos multiperiodicos son formados de submodelos en un periodo, se
encontraran los precios estados de dichos submodelos, denotados por 7, , (a,b), donde 7 representa ¢l
activo del precio estado, & el escenario hacia donde va, a es el escenario de donde inicia y b es la etapa
donde inicia. Luego, se hara la generalizacion para el modelo multiperiédico.
Para encontrar los precios estado de cada escenario se multiplicaran todos los precios estado que

se encuentran en la trayectoria hacia dicho escenario. Si existen varias trayectorias se sumaran. Es

decir, 7, =m,(1.0)x,,(L1), my=m (107, (L) + 7, (1,0)7, ,(2,1) y
Ty = 15, (1,0)7,,(2,1).

Para comprender esto se propone el siguiente ejemplo numérico:

36) 48 31
S(0) = S(IX4) = S(IX4,) =
24, 36 17
(60 40 25
S2Kw, )= S2)w,) = S2)(w;) =
\ 44 32

Primero se encuentran los precios estado del submodelo que va de la etapa uno hacia la etapa dos, y

haciendo uso del procedimiento del la aplicacién anterior {wid. Figura 6.2.).

60

48) 44 )

36 36, 40\
24 31 32)
17) 25)

5 )

Figura 6.2
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7,,(1,0) = 0.44

Entonces los valores de los precios estado son

73,(1,0) = 0.48

Segundo, se encuentran los precios estado que van desde el escenario uno de la etapa dos hacia la

etapa tres (vid Figura 6.3).
(60\
(48J \44)
36 \ 36 (40
[17) &‘ (25
\5
Figura 6.3
(L) =06

Los valores de los precios estado son

7,,(1,1) =04

Por ultimo, se encuentran los precios estado que van desde el escenario dos de la etapa dos hacia la

etapa tres (vid. Figura 6.4).

(60

(48\ (44 )

36 36, (40)
(24} 31) (32)
{17) (75

3 )

Figura 6.4
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755(2,1) = 045
Los valores de los precios estado son

73,(2,1) =052

Ya teniendo los precios estado de cada submodelo tenemos que los precios estado que corresponden

a cada escenario son:

7, = (0.44)(0.6) = 0.264
7, = (044)(0.3) + (0.48)(0.45) = 0348
7y = (0.48)(0.52) = 02496

C. Mercado incompleto en un periodo

El siguiente es un ejemplo sencillo de un mercado incompleto:

Considérese ¢l modelo en un periodo tal que se tiene un bono sin riesgo con rendimiento (o tasa de
interés) r, que paga una unidad monetaria en !a etapa ¢ = 1. Ademas, el modelo tiene un activo con
riesgo S, tal que su valor en la etapa 1 = 0 es S(0) = p y los valores de cada escenario en la etapa ? =
Ison S(I{@,)=up, S(O)@,)=mp y S(I)}{@,)=dp, donde d < m < u. Notese que este
mercado es incompleto, ya que se tienen tres escenarios y Gnicamente dos activos, y por el teorema 4.5.

Ademas, si se consideran los precios estado 77, 7T, , 774 se deberan satisfacer las siguientes ecuaciones:
+7, + 7, = .
F/3 /4 n, =
i 2 3
1+r

um, +mn, +dn, =1

Notese que este sistema de ecuaciones tendra soluciones positivas, es decir no habrd arbitraje

financiero, y tendra soluciones:
(+r)~d
Ty == et
{(l1+ru—d)

i 7,=0 enelcasode d <1+r <u,

= u—(l+r)
T4 (u-d)

7, =0
_ m=(l+r)
" S s rm—d)
g = (xn)=d
(1+r)m—-d)

ii, enelcasom=1+r,y




_ (+r)-m
b (Y+rXu—m)

u—(1+r)
M. Ty =-———————enelcasodem </ +r.
(14 r)u—m)
7,=0

En cada caso se estiman los valores de los precios estado basados en la informacidn disponible.
Ahora considérese la opcion de compra sobre S, con el precio de ejercicio E, tal que pm < E < pu.

Entonces los pagos de dicha opcion en cada escenario son X(@,)= pu—FE, X(w,)=0y

X(w;)=0. Las cotas entre las cuales se encuentra e valor de la opcion son

S Hn-d _(Hr-m
V*(X)"(Hr)(u—d)(p" By = e m)

valor de la opcién que se encuentra entre las cotas dadas es libre de oportunidades de arbitraje.

(pu~— E). Debe notarse que

D. Una aplicacion de las opciones en el modelo en un periodo

Considérese el modelo en un periodo con N = 2 y K = 3 tal que ¢l valor de los activos en el precio en

2

la etapa incial es S(0)= y los precios en los escenarios en.la etapa ¢+ = / son

1.2 24 6
S(Nw,)= , SN w,) = y S(Nw;) = . Se desea verificar si existen
7.2 45 18

oportunidades de arbitraje, encontrando los valores necesarios de una estrategia de mercado,

H,

H= . ¥ para esto se utilizaré el problema de programacion lineal:

min(2H, +3H,)
sujeto a;

(12H, +72H, 20
24H,+45H, 20

J
6H, +18H, 20

-1<H <1y —-1<H, <1
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Notese que la Onica solucion para este problema es H = (0,0) y por lo tanto el valor en la etapa
inicial del portafolio es igual a cerc y no cambia en la etapa final. Entonces no existen oportunidades de
arbitraje. Adema4, en la Figura 6.5, se puede comprender el resuitado tal que el vector de precios en la

etapa inicial se encuentra dentro del cono generado por los vectores de precios en cada escenario.

Precio del Activo 2

S({e,)

S w,)

S(Dw,)

Precio del Activo 1

Figura 6.5

Definase  ahora una  opcion de compra sobre el activo 1, tal que

0.7
X(@)=[5,(1) (@)~ E]* ={ 19 |, donde el precio de ejercicio es £ = 0.5. Para encontrar la cota
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minima y la cota maxima entre las cuales se encuentra el valor de la opcion, en la etapa inicial, se debe

resolver los siguientes problemas de programacion lineal:

min (Z A@)[S, (1)) - 15]*) Rl,%i‘o[z MH)S, (1Y) ~ E]*)

Al )20
sujeto a: sujeto a:
2. H@)S, (1)) = 5,(0) 2. A@)8, (@) = 5,(0)

D A@)S, (1) @) = 5,(0) > A(@)S, (1)(w) = S,(0)
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Entonces se deben resolver;

min(V_(X) =074, +194, +554,)  max(V,(X) =074, +194, +551,)

A(®)z0

sujeto a; y sujeto a:
124, 4244, +64, =2 124, +244,+64,=2
724, +454, +184,, =3 724, +454, +184,, =3
£4,20,4,20,4,20 A, 20,4,20,4,20

A, =0
Al resolver tenemos que para encontrar la cota minima A, = 0.64 y para la cota mixima
A, =008
A, =035
A, =0 entonces V_(X)=164 y V, (X)=169. Porlo tanto el valor inicial de la opcion esta

A, =026

localizada en el intervalo 1.64 <V < 169.

1

Al incluir un activo libre de riesgo al modelo se tiene que S(0)=|21{ y los precios en los

3

11 11 11

escenarios en la etapa = 7 son S(I{e,) =12 |, S()@,)={24 | y S)(@,) =6
72 4.5 18

Para verificar si existen estrategias de arbitraje se debe resolver el problema de programacion lineal

H,
como se resolvio sin el activo libre de riesgo. Se tiene entonces que A =] H,

H,
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Al buscar 1a solucién def problema:
min(H, +2H, +3H,)
sujeto a:
(VH, +12H, +72H, 20
LIH, +24H, +45H, 20

¥
LIH, +6H, +18H, 20

—~1€H, sly -1<H, <l
-1
se tiene que /7 =| 0.13 |. Notese que el valor inicial del portafolio H, +2H, +3H, =~021 es
018
LYH, +12H, +72H, = 0352
negativoy L1H +24H, +4.5H, = 0022 entonces el portafolio en la etapa # = / es positivo en

L1H, +6H, +18H, = 0004

cada escenario. Por lo tanto, existe una oportunidad de arbitraje.




VII. CONCLUSIONES

Basicamente, €l modelo presentado asume que el inversionista tiene una actitud indiferente al riesgo,
de alli la denominacién neutral al riesgo, a cual es modelada mediante la medida . Ademas, es
interesante hacer notar que, si bien el inversionista busca oportunidades de arbitraje para maximizar el
valor de su inversidn, en el momento que dichas oportunidades existan, el modelo de mercado deja de
ser neutral al riesgo. Esto podria interpretarse com un cambio de actitud frente al riesgo por parte del

inversionista.

Los activos contingentes son una herramienta Util para la construccién de portafolios de inversion.
Dichos activos son utilizados para llevar a cabo coberturas de riesgo (Risk-hedginng). Siendo
instrumentos cuyo valor depende de los escenarios que sucedan. En la actualidad, otra aplicacidn
importante en el campo de las finanzas corporativas es la evaluacion de proyectos, mediante el uso de
las llamadas opciones reales. Uno de los mayores retos de la teoria financiera actual ha sido como
estimar el valor de tales activos. El modelo propuesto permite analizar las condiciones bajo las cuales
tal valuacion es posible, ya que ésta depende de la completitud del mercado. Sin embargo, es posible

generar estimaciones para el caso de un mercado incompleto.

El modelo no hace mas que formalizar matematicamente el paradigma de la teoria econémica, segiin

el cual los precios son generados con base en las expectativas del mercado y la informacion disponible.

El modelo discreto presentado es una etapa inicial en un analisis que puede generalizarse a variables
de tipo continuo, ya que los distintos elementos del modelo tales como los activos Arrow-Debrey, la
medida neutral al riesgo, la nocidén de mercados completos, etc., pueden ser ampliadas a un contexto

tedrico de variables continuas.

El modelo tiene como principal ventaja el ser facil de comprender y puede ser la base para

algoritmos computacionales. Este trabajo es una contribucion al desarrollo de esta teoria.
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IX. APENDICE

A. Teorema de Minkowski, del hiperplano separante (Laricaster, 1987:264):

§i 5 es un conjunto cerrado y convexo y T es un punto exterior de S, entonces existe un vector p y

unpunto X € Stal que px 2 pX > pZ paratodo X € 5.
Demostracion:

Sea ¥ € Stal que x minimice la expresion (T — x)'(Z — x) paratodo X € S (es decir que ¥ es el
punto mas cercano de § a Z ). Este minimo existe porque (Z - x)(Z — x) 2 0 y tnicamente puede

sercerosi Z = x perodadoque x €S y T ¢ 5, entonces el producto de ambos es diferente de cero

y esta acotado y ticne un minimo.

Si x es cuaquier punto de S, entonces X + A(x—X) € S para 0< A <1, ya que § es convexo.
Entonces [T+ A(x~X)-Z][¥+A(x-X)~Z)2[Xx-Z][x-Z] por la propiedad de
minimo de X. Al reorganizar términos tenemos que
Ax—XY(x-X)+2UF-Z)(x-%)20. Al dividir por A,
Ax~X) (x=F)+2(F-Z)(x-¥)20, si A —> ootenemos que (¥ —Z) (x—X)20. Sea
p=(x-32¥, y escribase X-F=(x-2)-(x~2)=(x-2)-p' entonces
Px—=Z)-pp'20. Por otro lado, nétese pp’ > 0 entonces p(x—2)>0 y por lo tanto

P’ (x—X) > 0. Al unir todas las desigualdades se tiene que px > pX > pZ.

El teorema demostrado asegura la existencia del hiperplano px = pZ que contiene a Z y es tal que

§ esta contenido en una de sus subespacios. De esto se puede decir que para cualquier hiperplano px=c,

donde p estal que pX > ¢ > pI tiene un elemento Z en uno de sus subespacios y S esta en el otro.
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B. Variante del teorema de Farkas (Lancaster, 1987:253):

i. Ax = btiene una solucién x 20
0

ii. las desigualdades y4 > 0 y yb < 0 tienen solucién

Demostracion:

Para dar inicio a la demostracion es de importancia verificar que i. e ii. no pueden darse al mismo
tiempo. De i. tenemos que Ax =56 = yAx = yb al multiplicar por y, y por otro lado, de ii.
yA 2 0=> yAx > Qal multiplicar por x 2 0 y ademas yb < 0, esto genera una contradiccion. Por
lo tanto no se pueden dar fas dos condiciones al mismo tiempo.

Si i. no tiene solucion entonces existe una solucion para y4x = 0, b = ¢, si ¢ < 0 entonces se
tiene solucion para ii..

Para probar que i. tiene una solucion que no sea no negativa, y concluir que ii. tiene solucién se

utiliza el procedimiento de induccion. Para ia matriz con dimension mx 1, i. se transforma en
' yA' = b A" =—x(A'Y 4' >0
xA" = b donde x esunescalar. Siy - — 5" entonces tal que y =
yb=-b'b<0

— b'es una solucion de ii., probando el teorema .
Asimase que el teorema se cumple para una matriz de dimension mx {k — 1), se verificar qué
sucede cuando el nimero de columnas se incrementa a &.
&
Por hipotesis, Ax= Zx J,.Aj = btiene una solucion no negativa. Entonces el sistema
i=1

&
Zx J.AJ = b tiene una solucion necesariamente no negativa, de lo contratio esta solucién con la
=l

componente adicional X, = 0 seria una solucion no negativa. Como el teorema se cumple para &k — /
yA’ 20, j=12,. k-1 \

columnas, las desigualdades tienen una solucion ¥. Si y4" 20 e
yb <0

teorema esta probado, y para eso se debe considerar el caso P’A‘ <0.
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— o4/
a;=yA

Para simplificar notacién, considérense —~a, = ?Ak ., dado que J es solucion se tiene que
-B=yb

a,20 A =a, A" va, A
y por hipétesis a, > 0. Férmense los siguientes vectores columna

B>0 b=-p4* +a,b

k-1 _
y entonces el nuevo sistema Zx jAj =5 con solucién no negativa X. Al hacer algunas
J=l

substituciones de los sistemas tenemos que:
> (a4 +a,A'y=-pA* +a,b
=
~ I3 - i
Z(xjocJr + A +czz,,ijAJ =a.b

=
! !
o 2 4
— Y (R, + A +) 3,4 =b)
a,
de lo cual los nameros ij,a ; ‘son no negativos y  a,, f son positivos. Entonces

I - —
Y= ———Z (x ;@ ; + D) es un niimero positivo. Denotese ahora X el vector cuyas componentes son
a,

X, =X, para j=12,. . k-1 _ _ _
. Entonces X es un vector no negativo y ademas se tiene que las

A =b

ecuaciones anteriores son equivalentes a _* ) .
XA =b
XA =
Je
Con lo anterior, se ha probado que las soluciones son no negativas, pero la hipotesis dice que no
k-l -~ -~
deben tener solucions no negativas. Dado que las ecuaciones Zx jAj = b tienen Gnicamente k - /
J=i

columnas, el teorema se cumple para las mismas, entonces debe existir una vector y tal que
FA 20, j=12 . k-1

ﬂ;<0
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Al hacer un arreglo con lo construido se puede construir la solucion para ii). Al utilizar los vectores

Y y Vse puede construir el vector y=(§A")j¢'—(?Ak )Y, del cual tenemos que

yA = (A YJA) - (JA Y FA') = @, 54" + @, FA! = (@, A* +a, A') =Y.

k
yd" =0
De manera similar se puede probar que . De todo lo anterior se tiene que
yb=yb
yA? = YA’ para j=12,. k-I
yd* =0 . por lo que y es la solucion para ii.

yb=-b <0
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C. Propiedades de las algebras de conjuntos
Defincion (9.1} :
Una coleccion F de subconjuntos de € es llamada algebra en Q si:
i Qel
i. feF=>f=Q\feflF
i f,gel=fugel

Propiedad (9.2):
Si F es un algebra en £ entonces

L Del
i. f.gelF=>fngel

Propiedad (9.3):
Dada un algebra en €, denotada F, siempre se puede enocntra una dnica coleccion { fn} tal que:
. cada f, €I
ii. los subconjuntos {f, } son disjuntos
i Jf, =Q
De la propiedad 9.3 se puede decir que existe una unica particion del conjunto € correspondiente al

algebra F.

Propiedad (9.4):

Existe una relacion uno a uno entre las particiones posibles del conjunto € y las algebras en Q.
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