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I. INTRODUCCION 

El estudio de universos de dimensionalidad espacial, diferente a la 

nuestra, ha sidó y será fuente de entendimiento, por comparación, de las 

características especiales del universo tridimencional. 

De todos los posibles universos, en particular, es más sencillo el 

estudio de mundos con dimensión menor que 3 y de estos, el universo bidi-

mensional presenta bastantes semejanzas con el tridimensional, por lo que 

ya desde principios de siglo se le empezó a investigar, aunque, de manera 

poco formal. En los últimos 4 $5 5 años, este tema ha sido objeto de ri-

gurosos estudios. tendientes a elucidar su estructura y características. 

Es asi como Asturiasy Aragón 3; han propuesto una tabla de los ele-

mentos químicos en 2-D, a partir del cálculo de las energías del átomo de 

hidrógeno en este mundo, utilizando el potencial coulórbico correcto, es 

decir, el potencial logarítmico, como se verá después. Sin embargo, en 

ese trabajo, el método utilizado (rhomas-Fermi) permitió solamente conocer 

los órdenes energéticos de átomos complejos, sin poder dar valores muy re-

finados acerca de los valores precisos de energía, salvo en el caso del 

hidrógeno, para el cual se hizo un cálculo variacional más preciso. 

En este trabajo se hace, primero una demostración de por qué el poten-

cial coulómbico ha de ser logarítmico en un universo 2-D, utilizando para 

esto el formalismo del álgebra exterior y la geometría diferencial. Luego, 

se plantean las ecuaciones de Schradinger para el átomo hídrogénico y pa-

ra el átomo de Berillo (que en 2-D posee dos electrones), y se utiliza el 



método de variación lineal para obtener cuotas superiores de los valores 

de energía. 

Entonces, se procede a plantear las ecuaciones de Schrledinger bajo 

las hipótesis del método de campo auto-consistente de Hartree, y las ecua-

ciones integro-diferenciales resultantes se resuelven numéricamente con el 

algoritmo Noumerov. Se concluye con una discusión de los resultados obte-

nidos. 



II. BASES TEORICAS 

Se postula que, en un 2-D, el comportamiento de un sistema atómico 

también está descrito por la ecuación de Schztedinger: 

= 
	 (2.1) 

dt 
con las correspondientes modificaciones a un universo 2-D, como por 

ejemplo el uso de coordenadas polares en lugar de coordenadas esféricas. 

Dado que los valores de constantes fundamentales, como por ejemplo h, se 

desconocen para este universo, tales cantidades serán absorbidas por las 

variables de las ecuaciones del caso. El postulado 2.1 implica, entonces, 

trasladar los postulados fundamentales de la Mecánida Cuántica tridimen-

sional al mundo bidimensional. 

Dado que, como se verá más adelante, el potencial coulómbico por uti-

lizarse será logarítmico, la solución de la ecuaciones de SchrSedinger, en 

forma exacta, no ha sido posible hasta la fecha, por lo que será necesa-

rio el uso de métodos que proporcionen respuestas aproximadas pero confia-

bles. Por lo tanto, se expone, a continuación, un resumen de los métodos 

utilizados en este trabajo y, finalmente, otro correspondiente al álgebra 

de formas. Los dos primeros temas se basan en las referencias 10 y 11, 

mientra que el último tema en las referencias 3 y 15. 

1. El método variacional. 

Este método se afirma en el principio de variación, el cual se 

puede presentar de la siguente manera: 



Sea 11  una función de prueba y sean {Un} todas;  las eigenfunciones del 

operador hamiltoniano H. Ya que 1(141 es completo y suponiéndolo ortonormal, 

se obtiene : 

"kr = tAr un 	 = En un 	 (2.2) 

de donde 

frrity 	= pE„¡A42. (2.3) 

Substituyendo E04 E,,Vn en la ecuación 2.3, se obtiene 

.(yi HIN,» pE-0 14,1 2 	Ea  E i Ani 2  (2.4) 

pero 

piA,42= 

por lo tanto, obtenemos 

  

 

(2.5) 

 

dar 

£0  • f Y*Ar 
(2.6) 

El método variacional consistirá, entonces, en escoger una función de 

prueba que dependa de ciertos parámetros; y después de haber evaluado el la-i 

do izquierdo de la expresión 2.6, en minimizar la expresión obtenido para 

la energía, con respecto a los parámetros mencionados. El resultado que 
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se obtiene es un límite superior para la energía del estado basal Eo. Es-

te límite estará tan cerca del verdadero valor de la energía del estado ba-

sal, como cerca o aproximadamente esté la función de prueba a la verdadera 

función de onda de ese estado; por ejemplo, si tomamos 

srSq) 

(1  = 	
v

+

+ (51
1/z  

(2.7) 

donde: liv = verdadera función del estado basal 

= valor de la desviación 

O'vlYv) = (919) 

(ti (P)= o 

se tiene,entonces, para el valor de expectación de la energía: 

 

14i' ss[(Nedqhfv) 	sg-(soi 

 

  

 

(2.8) 

  

ahora, utilizando la aproximación 

 

 

á+ CS
4
- (2.9) 

y tomando sólo los dos primeros términos, tendremos 

 

 

uhr? fi- 	- 8) [1v ± saK(P(i-ilso)] z r, - 

 

  

 

(2.10) 

  

  

El método variacional es utilizado principalmente para determinar 



límites superiores al valor de energía para el estado basal, pero tam-

bién puede ser modificado28  para calcular límites superiores a la ener- 

gía de estados excitados. 12 Es de hacer notar también 	que una optimiza- 

ción de la función de onda a partir de la optimización de la energía, co- 

mo se propuso anteriormente, no implica necesariamente una mejora para 

otros valores de expectación de 

Este método fue propuesto14  por D.R. Hartree, en 1928, quien se ha- 
só en 

argumentos físicos intuitivos para justificarlo. En este método se 

propone 

(i„ ri , 	) = 	( 7-;) cp 0;1) 	 (2.11) 

y se asume que cada electrón se mueve en un campo central, calculado a 

partir del potencial nuclear y de las funciones de onda de los electrones 

restantes y -
que la densidad de carga de un electrón es "e" veces su densi-

dad de probabilidad de posición, ie: 

X99 
	

(2.12) 

por lo que 

Vi(r: ) = 	1 	v (FI  — 	) clec, 	
(2.13) 

6 

operadores que no sean el hamiltoniano. 

114  El método de campo auto-consistente de Hartree. 

Entonces, para el k-ésimo electrón, se busca la función de onda que sea 

solución de la ecuación 



L_it 	2.  
V _ 

2m j*K Vnk 1ClitcPx = `k9.< (2.14) 

Luego, estas funciones de onda se hacen consistentes con los campos 

de los cuales fueron calculadas, interando hasta un orden dado de preci-

sión. 

Pero la ecuación 2.13 difícilmente será solo función de r
k' por lo que, 

en la ecuación 2.14 se ha de utilizar Vi promediado sobre las k-ésimas va - 

riables angulares, siendo esta la última y más importante aproximación, la 

cual le dará simetría esférica al potencial. 

La validez de este metodo puede ser fundamentada sólidamente26  en el 

principio variacional, ya que, si se utiliza 2.11 como función de prueba 

en la ecuación 

krt = Et 	
(2.1:) 

H= 	(— 27: V: — Vn,) + L. 	(2.15) 

j>K 

se tendrá 

'fficlib;,1-91-v«)<P,d; + 	1f ;\ fP chcliK 

	

sc j 	j j  , (2.16) i   

Para el valor de E. la función óptima se obtiene variando cada 

separadamente, de manera que se minimice la expresión anterior. Pero la 

única dependencia de 2.16 en es a través de los términos 
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fgoi:(-:r+;s7K-Viix)(Pwd 	TÍ <fi Mil 9iSpx dirj drK 
jsk 

mm  

 = 	Hl< Qx dTK 

donde 

= —211/ri 	 /9991VP 
K 

(2.17) 

(2.18) 

por lo que debemos minimizar 2.17, o sea, el valor de expectación del 

operador Hk, es decir, ek. Pero el principio de variación nos dice- que 

ek  será mínima cuando ileksea eigenfunción de Hk, es decir, cuando tenga 

(2.19) 

ecuación formalmenteidéntica a la ecuación 2.14, lo que.implica que, 

variadionalmente hablando, las funciones de onda de Hartree son las me-

jores para el cálculo de E, que entonces toma la forma 

E = E E}( - " Zffp*, 	vip< P, 1),‹ dri d ,4 i>,, (2.20) 

ya que los términos de interacción electrónica serían tomados en cuenta 

dos veces, de no incluir el sustraendo en 2.20. 

Se debe notar que la energía calculada por medio de 2.20 diferirá de 

la verdadera energía, toda vez que se obvien las aproximaciones menciona-

das, por razón de que la función de onda propuesta (2.11) no considera efec-

tos de spin, ni es antisimétrica bajo el intercambio de electrones. A la 

diferencia entre la energía real y la energía 2.20 se le llamó de correla-

ción. Esta diferencia fue señalada por" Pock y Slater en 1930, quienes 
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propusieron el uso de spin-orbitales para corregir este problema. 

III, Algebra exterior. 

El álgebra exterior es la de las formas diferenciales, las cuales son 

campos tensoriales completamente antisimétricos de la forma (9). Su utili-

dad radica en el hecho de que permiten que todo el análisis vectorial clá-

sico pueda ser expresado en un lenguaje geométrico independiente de coor-

denadas, y aun de la forma de la métrica, lo que permite su extensión sin 

dificultades a espacios n-dimensionales. 

Sea p un punto espacio n-dimensional M. En cada Pe m se definen las 

uno-formas base dxi, de manera que cualquier uno-forma 0 se exprese como 

y se defina 

ri  W = t a dx 
.i= o 

(2.21) 

tsj 	= 
1= O 

(2.22) 

Se forma una base para p-formas a través del uso del producto cuña, el 

cual cumplirá con 

dxndx 	- dxi 	dx¿ 	
(2.23) 

Ectich`) 	= ZCli; dKiAdgi. 
	

(2.24) 

lo cual nos permite definir las p-formas base como 



10 

clx'A d 	... Ad x`P. 	 (2.25) 

Nótese que, según 2.23, no se permite repetir ningún dxl en 2.25 y 

que cualquier p-forma con p>n será necesariamente igual a cero. Por lo 

tanto, las p-formas base expanden un espacio vectorial en cada punto de (11,. 

de manera que cualquier p-forma se pueda expresar como 

w = E" 0,. 	 dx`? ti... _p 

ii:0 
(2.26) 

Se define una cero-forma como un campo escalar. Definiendo también 

la derivada exterior de una p-forma como la p+l-forma dwy, tal que 

dui = 	ct. • d j  d 	Ilx`r A X X ••• 
44 )(3 9  4.• 

Nótese que, sibil es una n-forma, dc4=0. Finalmente, introducimos el 

operador de Hodge u operador estrella, el cual asigna a una p -forma otra 

pero de ranga n-p, de manera que, actuando sobre una p -forma base, nos dé: 

(dx1:indx1:1^...nclx9= C. C.1... 4 sir ald/rin.• • nclx"n) (2.28)  

donde c
i corresponde a los coeficientes de la métrica diagonalizada de M: 

C i  O ... O 
O Ca 	• O 
. 	. 
0 0 .. • cn  

Y Siga nos dice que si la permutación de 4 de los indices, con respec-

to a un orientamiento espacial de ejes (1, 2, 3...n), es par, su valor se- 

(2.27) 

pise!. (2.29) 



rát+lly que, en caso contrario, en permutación impar, valdrá(-11 

Por ejemplo se tiene 

11 

en 11 a4 ;Si 112«13 1 - 
1 0 0 0 
0 100 
0 P 1 0 
0 0 o -1 

(2.30) 

     

     

se tendrá 

	

(WCA dx1 = — de A dxs. 	(2.31) 

A partir de las definiciones dadas, resultan entonces los cuatro teo-

remas fundamentales de las formas diferenciales, los cuales sólo se enume-

ran aquí: 

Tl: Seawl una p-forma arbitraria, entonces 

des = 	 (2.32) 

Este teorema se conoce también como el lema de Poincaré. 

T2: Converso del teorema 1, 

si dw= o entonces 3..\: d).= 	 (2.33) 

T3: Este teorema también se conoce como la descomposición factorial 

de Hodge, y se dice: 

(únicos ) 

(,) = d 	d  ) 	Y 
	(2.34) 



donde U= p-formá arbitraria 

= p-l-forma 

(3= p+l-forma 

Y = forma armónica tal que 	= 

T4: Este teorema es llamado teorema generalizado de Stokes, y se dice 

que, si p-forma y D un dominio (p+1) dimensional, entonces 

ií ($.3 == f 
Ó 1) 

(2.35) 

Ya con el material presentado, se establece la correspondencia clave 

entre un campo vectorial A y una tino-forma 95
A' de manera que 

A = 
r, 	

= E 	uxi  . 	(2.36) 

Entonces, para un espacio euclidiano n-dimensional, se tendrá: 

12 

A 	*(95A A358)=31( 558 A *°A ) 

g 
V í 	clf 
71 /4 4 --- 1(0A A Os) 
vx 	x(dit) 

(2.37) 

(2.38) 

,(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

Con esta equivalencias hechas, se pueden poner todas las identidades vec-

toriales en términos de formas diferenciales, por ejemplo: 



vx (v3) - 5 

7.(vsi)= 

   

"(d2f)=- o 

*(ty1) = 0 

(2.42) 

(2.43) 

13 

    

    

En especial, para un espacio 2-D euclidiano, se tendrá, haciendo uso 

de 2.37-2.41: yr= 	119. vxi  

2: 	. 	x = /4182  - A581 
(2.44) 

B = 5' 31'¿ 	srx 	3D1 	aB. 
Ir 3)4 • 	 ax 	by 

Nótese que, aquí, tanto el producto Ixfi como ira dan como resultado cam-

pos escalares. Los resultados 2.44 son idénticos a los que se obtendrían 

de hacer dz=0 , en la formulación del álgebra exterior para un espacio 3-D, 

con el mismo tipo de métrica. 





111. LA ELECTRODINAMICA,EN 2-D 

De lo visto en la última sección, se desprende que las generaliza-

ciones de leyes físicas, a partir del universo tridimensional a otras di-

mensionalidades, se han de hacer utilizando un lenguaje geométrico, o sea, 

usando las formas diferenciales, ya que éstas nos darán, de manera inequí-

voca, las expresiones analíticas correctas , como en el caso de los opera-

dores divergencia y gradiente, que se estudiaron en la sección anterior. 

Entonces se emplean las ecuaciones de Maxwell para 3-E, en unidades 

wcgsle2:  

" + vx-É 

= 

= 

= 

0 

411-e 

4« Y 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

at 

ÓE 	vx - Ot 
en las que se utiliza c•=1. Ahora, en un espacio 3+1, con métrica 

-I 0 0 0 
o 1 0 0 
O O 1 0 
O 0 0 

(3.5) 

   

se define el tensor del campo electromagrnético F como la dos-forma 

= 	dtAdx - Ey  dtAdy - E1dtndz + dyndz + By  dzndx + Ba  dxAdy . (3.6) 



o bien en componentes, en la forma covariante 

16 

O - F(  - - Ey  -Ez 
Ex O f3 By  (3.7) 
Ey 

E-1 
— 82 

By  

O 

- 

5, 

Estas definiciones permiten escribir las ecuaciones de Maxwell en un len- 

guaje geométrico, yarque las ecuaciones 3.1-3.2 son ahora resumidas en la 

ecuación 

dF= o 	 (3.8) 

y las dos ecuaciones de Maxwell restantes, en la ecuación 

d 
	

(3.9) 

con el cuadrivector J = (e IJx, Lir JZ) 

Entonces, para un espacio con dos coordenadas espaciales y una temporal, 

o 
sea, un espacio 2+1, con una métrica del mismo tipo que 3.7, es decir, 

con 

 

- 1 o 
O 1 o 

0 O t 

 

(3.10) 

   

   

Según lo visto en la sección de formas diferenciales, debemos hacer 

dz=0 en 3.5, 3.8 y 3.9, para obtener las leyes del electromagnetismo en este 



espacio, lo que da como resultado: 

F = _ ET dtAdx — Ey dtA dy + Bdx cly (3.11) 

o sea 

    

     

 

I; = 

o 

EX 

Ey 

-Ex  - Ey  

O 	13 

—B o 

(3.12) 

     

y de 

    

d = o 	 (3.13) 

se tendrá, en componentes, la ecuación 

+ F 	+ 	= 

	 (3.14) 

con N7, "X yr que varían de 1 a 3 y la coma que indica derivada parcial 

con respecto a la i-Isima coordenada. 

Además de 

ti 

d = 
	

(3.15) 

se tendrá también, en componentes: 

= Is( 
	

(3.16) 

17g 



en los cuales se ha sustituido el valor 47( por la constante k, ya que 

ésta depende de la dimensionalidad del espacio, como veremos más adelan-

te. Usando las componentes 3.12 de É' en la ecuación 3.14,se tendrá 

9 E, 	gEy 	aB 
5 9 	ax 	dt 

dEr 	paEy 
Q ax 	a, 

(3.17) 

(3.18) 

las que, con la ayuda de 2.44, pueden ser identificadas como 

Vxf =  aB st 

y de la misma manera se obtienen, a partir de 3.15 

36 — 	_ 54; ax 	at 

aB 	3E x 
ay 	at 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

De 3.16 y según 2.44, B es un campo escalar, lo que entonces sugiere 

= srx 
(3.21) 

y ya de acuerdo a 2.42,7x07(10)= 1, de 3.16 se tendrá 

— 7cp 	
(3.22) 

18 



donde A y O serán los respectivos potenciales vectorial y escalar, a 

partir de los cuales se define el trivector A como 

(p, A„ , A) 
	

(3.23) 

lo que a su vez permite escribir las componentes de 1 como 

F = A — Á jult 	sivk 
(3.24) 

a la manera de 7 en el espacio 3+1. Ahora, para determinar el valor de 

la constante k, tomamos la ecuación 3.18 y la reescribimos como 

/5(•
7 	— R e) cig 	o 
	

(3.25) 

en la cual S representa una superficie cerrada en el espacio 2+1, es de-

cir, el área acotada por una curva cerrada. De 3.22, se tendrá 

19 

= feds = OT0, 

pero, según el teorema de Green 
1 

 

cies = 

 

  

(3.26) 

(3.27) 

lo que modifica 3.26 a la forma 

r  • jlí 	Qmoi 	 (3.28) 



que es la manera en que se presenta el teorema de Gauss, para el flujo 

del campo electromagnético en un espacio 2-D. Suponiendo que É sea consta-

te y paralelo a dl, o sea, suponiendo una distribución "esférica" del cam-

po eléctrico, se tendrá 

E 	cil = i{ a 	
(3.29) 

E 2,cr 
	

(3.30) 

	

E = 2.7rr 
	 (3.31) 

y ya que originalmente se usaron unidades cgs, se tendrá que 

	

= 2/11 
	

(3.32) 

por lo que las ecuaciones de Maxwell, en un universo 2+1, 

se pueden escribir como 

- áB „xlE = 

en unidades "cgs" 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

= 	21-cQ 

95  = - 
DX 	3t 

95  — 	+ 2TC TI  
3y 	3t 

Ahora, examinando la dependencia de E en un potencial escalar, se toma la 

ecuación 3.22 en el caso que g=0 y se tiene 
at 

20 

(3.37) 



21. 

que, con la ayuda de 3.31, implica 

- V = QT 
	

(3.38) 

y de donde se obtiene que 

(ID = - QT I:n Irl 
	

(3.39) 

Aquí será necesario introducir una constante adecuada en el argumen-

to de 3.39, lo que se hará en la sección siguiente. 

Los resultados obtenidos concuerdan perfectamente con los de R.Lapidts 

quien utilizó un desarrollo distinto al aquí presentado. Además, (referen-

cia 19) reporta que los potenciales satisfacen ecuaciones de onda 

(3.40) 

con 

(3.41) 

y en la ausencia de corrientes y cargas: 

o' 	r= o 	(3.42) 

O sea que el campo satisface la ecuación de ondas libres, por lo 

que existen ondas electromagnéticas en 2-D que viajan a velocidad c=1, 



según las unidades escogidas. Las ecuaciones 3.40-3.42 son obtenidas subs-

tituyendo 3.21 en las ecuaciones de Maxwell 3.33-3.36 y siguiendo el pro-

cedimiento utilizado en la teoría electromagnética en 3-D2. 

A partir de los resultados presentados aquí, es posible desarrollar 

toda la electrodinámica bidemensional a semejanza de la tridimensionalle. 

De especial importacia para el presente trabajo es la ecuación 3.39, que 

dice que la dependencia del potencial escalar electrostático en el vacío 

(A=0 o simplementela) será logarítmica, hecho que influirá grandemente 
Ot 

en las características del electromagnetismo en 2-D, como por ejemplo 4  , 

y no existirá una cantidad semejante al vector de Runge-Lenz que se con-

serve bajo este tipo de potencial. 

22 



IV. CALCULOS VARIACIONALES PARA EL ATOMO 

HIDROGENICO Y EL ATOMO DE BE. EN 2-D 

En esta sección, se plantean y se resuelven las ecuaciones de 

Schroedinger para los átomos mencionados, bajo las hipótesis del princi-

pio de variación, por lo que se obtienen cotas superiores para las ener-

gías de los estados basales de estos átomos. Los cálculos de la primera 

parte, son originales de Sergio R. Aragón, mientras que la segunda parte 

es trabajo conjunto del mencionado autor y del de esta tesis. 

1. El átomo hidrogénico. 

Este átomo esta fórmado por un núcleo de carga +2e y un solo elec-

trón de carga -e unidos por medio de una energía potencial logarítmica, 

según 3.39, de valor 

V= —ZeZ in I r/ro l 
	

(4.1) 

donde la constante de escala ro  se define de manera adecuada. Entonces 

se tiene que la ecuación de Schr6ed nger, para este átomo, toma la forma5  

2 

7 2 	zez tnrro lj 	-_-_ EY 
	

( 4 . 2) 

1 
con 11-- ̂ f(r,e) y V el operador laplaciano en coordenadas polares. 

Dado que el potencial depende exclusivamente de la variable r, la ecua-

ción de onda es separable por medio de 5 



LLG 
(te, 	= 	„i (r) e Ab77 9  1= 41.„ (4.3)  

Por causa de que se desconocen los valores de las constantes h, e, etc. 

en este universo, se definen5 las constantes: 

2/ e/ 2• 

ro = (2.µz ez/V) = (4 
y la variable adimensional "z" como: 

z Arg 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

de manera que la ecuación radial correspondiente a la ecuación 4.2 tome 

la forma: 

szlí 	di 	11  

donde 

E = 
r 
ze 

(4.8) 

Ya que este trabajo se limita al estado basal, 1=0, y de 4.7, se tie-

ne para el átomo hidrogénico en este estado: 
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(4.9) 
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1.1 rase qaussiana. A partir de 4.9 y utilizando una base 

gaussian'a 0(z) normalizada : 

 

 

-c 40C e /47 (4.10) 

se tiene 

1 4 

14CP -= 4C(147 Ú-Cle  4,x2z2,/4-4 	± igz< e (4.11) 

CL 

y dado que E =(4/11/4)) , se obtiene, efectuando las integraciones en los 

segmentos indicados (ver apéndice A), 

25 

: 
-2caz 

4 ja  4c< e zdz = 4 icx (4.12) 

b: - 16 cdaZ3é-2c'eclz. 	ry'Ay = - 2a 
	(4.13) 

donde 	 = [2:7, 

c: 40( ft-nz é"2".t (21 = 2 y ln Y e-Y2 ci , 	Y . 	2 
o 5j 

= 2 [ 	tfly e2dy - 111157 y eldy I 
= - -1-1.yacc 

(4.14) 

donde 1 es la constante de Euler13, c=0.577215..., de manera que 

EN') = 2cx. 	(-zet)- 
	(4.15) 

Minimizando 3.15 y evaluando esa expresión, se tiene el resultado de 

E = 0.557966... 



1.2 

se tiene 

Base exponencial. , Siempre a partir de 4.9, pero ahora utili- 

(4.16) 

 (4.17) 

zando una base 

(a) 

a 

exponencial normalizada 

-cia 

= 2a e /12 

b 

-cíe 

— 1  2C‘  e  _ aZ — 
	

2a.
1 
 e 	

l 	1 2cce
_de  \ + 	eriz) 

/52 

y de 	«?/H/110) , 	haciendo también la integraciónpor partes 

A): 

CO 

a: 	(2 .z) f e 2aidi = 	2a 2  

(ver apéndice 

b 
o as, 

2&. (-2°`')/ 	= - al 

(4.18) 

(4.19) 
C ( 2.d- )2  rz E2al  Ln2, di  = 	1- - 1n 2«. 

con lo que 

o (4.20) 

E (a-) 	= 	ccz  - 	- (Y] + (4.21) 

Minimizando 4.21 y evaluando esa expresión en el valor óptimo, se 

tiene E = 0.576211... 

Los valores obtenidos con estas dos bases simples no están muy aleja-

dos del valor reportado por Asturias5, quien utilizó una base mucho más 
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extensa. Sin embargo, es este trabajo, no se utilizarán en sí los valores 

de energía, sino más bien las expresiones 4.15 y 4.21, como se verá a con-

tinuación. 

2. El átomo de Berilio. 

Como se mencionó anteriormente, según las referencias 4 y 5, el átomo 

de Berilio en 2-D está formado por dos electrones y un núcleo de carga 

+2e. Esto complica la ecuación de Schroedinger con la inclusión de la ener-

gía potencial electrostática interelectrónica, que se escribe comol6: 

itcon 49,) 
r z‹ Ln 	= 	Z, - le 	e 

 
f=1 

(4.22) 

en la que z)  y z<  significan z mayor y z menor, respectivamente. Usando 

nuevamente el argumento de que se trabaja solamente con el estado basal Y 

ya que para este estado no hay dependencia angular4, V12 se reduce a la 

forma 

VII 
	

Vi  ) r- 	l-n 	) = ( len r> ) 
	

(4.23) 

Rotulando los dos electrones con los números 1 y 2, se escribe el 

hamiltoniano del sistema como 

El = 	-211772+ 21 Unzi  + 21L1r1; — bnIZal (4.24) 

o de la forma 

(4.25) 



y donde Ho es el hamiltoniano hidrógenico de la forma 4.9 para el elec- 

trón número 1 y equivalente significado posee Ho.  
2 

2.1 Base qaussiana. Utilizando la expresión E=K:.14« y ya que de 

la ecuación 4.15 se tiene el promedio de Ho y H
o
1 
 para la base 1  

gaussiana normalizada 4.10, falta solo la evaluación del último término 

de 4.25 para obtener E(q) con esta base. Entonces (ver apéndice A) 
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CO 

KeP 	19) 	
(4$i 
	 é2d-W-q:)(1) z)  

	

= 	1 4 	 - 	21 

y con la ayuda de 4.15, se tiene: 

	

EDI.) 4zcc - 	17-1 20( - (Z-14 - It-n2 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

donde las unidades de energía son E/e2  . La minimización de 4.28 requie-

re que 

2 
a -

z -  1 
 

81 

condición con la cual se llega a 

cf(z) = 211  - (L111) 	_ 

2 	
4z 

(4.29) 

(4.30) 

y para el caso del Berilio, donde a=2, se obtiene la cota superior 
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Ertal 	135885S... 	(4.31) 

2.2 Base exponencial. Utilizando de nuevo la base normalizada 

4.16 y el hamiltoniano 4.25, hace falta únicamente evaluar el 

término de interacción electrónica, ya que 4.21 permite conocer el pro- 

(cplh, 

y con 

E k 

que, 

con 

medio 

apéndice 

para los otros términos del 

A 	) 

l2etyl 	dx,
o  xt d 	e o  

-t 	- 	¢ - ln 4 
la ayuda de 4.21, se tiene en 

uoct - 	- 	In 20c 4- 2 

al ser minimizada, implica 

2Z — 1 

hamiltoniano mencionado. Entonces (ver 

e 
2,,,  

(y) x, 
(4.32) 

2 at 

unidades E/e2 

(4.33) 
() - 	- 

(4.34) 

(4.35) 

	

1/4.  - 	- In 2 4 
(z) 

= 
4z 

lo que se llega a 

3z - (2z-1)  ty) (22;:j) 
2 

expresión que, para 2=2, o sea Berilio, da una cota superior de 

Ereal.  N. 
< 1.717024-6 o. 
	 (4.36) 



Las evaluaciones de todas las integrales presentadas aquí fueron he-

chas con la ayuda de la referencia 13  y, dado lo extenso de su análisis, 

éste se presenta en el apéndice A. Los valores 4.31 y 4.32 sirvieron de 

referencia para el trabajo realizado en la siguiente sección. 
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y. ECUACIONES DE CAMPO AUTO-CONSISTENTE 

PARA Be. EN 2-D Y.SU SOLUCION. 

En esta sección, se utilizan los conceptos de la segunda del primer 

capítulo, para obtener las ecuaciones de Hartree correspondientes al átomo 

de berilio bidimensional, y se describe el método utilizado para resolverlas. 

- 	, 
1. Ecuaciones de campo auto-donsiatente para Be. 

Sea 

c\i/  (1,2) 	(i) 	) 	 (5.1) 

donde los índices 1 y 2 se refieren a los dos electrones del Be. De 4.25. 

tenemos, entonces, que la ecuación de Schr5edinger para este átomo se es-

cribirá como : 

[/-17 	Hz + V211P("cP(2)  = I: (P(
1)-(1P(2) 	(5.2) 

y entonces, las ecuaciones de Hartree para cada electrón, según 2.14, se-

rán de la forma : 

CH: 	(9(241 vu.1 /419(2))] 43(1) 	-ppm 	(5.3) 

Se han utilizado las convenciones 4.4-4.6 y la simplificación 4.23 por lo 

que se llega a 

(cpti v. ha) = SI (TI ZzdZi  
o 

(5.4) 

Suponiendo z1  fijo, algo que no afecta en nada, dado que z1=z
2 y que los 

subíndices son arbitrarios, y haciendo uso de 
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efe 
1)(1) r. 

4ptt 

se tiene que 5.4 se puede escribir como • 

KCP21/121 1:132) = 	(*);CIZI  4-  fíi CP23. 	(4--; )7» 

Ahora, sumando y restando la cantidad 	4enc--,1,-)4dza 

(5.5) 

(5.6) 

a la ecuación 

anterior, esta se transforma en 

trl( ilr ) 	fii<f), Ir) 	zo  dza, 	(5.7) 

co 
(5.8) 

— (XI 	f Ti 6-1z, • El  cl id,. • 
Sustituyendo este resultado en la ecuación 5.3 y utilizando el resultado 

H1 para H
1 con 2•=2 de la ecuación 4.9, se tiene entonces que la parte radial 

de la función de onda deberá satisfacer las ecuaciones integro-diferencia- 

les acopladas : 

co 

1—  i1.1.4. 	f z°111 	 = (-C/cPz2(29£9cP, z. 	e  

(IFM(fidt'',191 

2. 	SolUcIón de las ecuaciones de Hartree. 

Para resolver las ecuaciones 5.9-5.10, se reducen primero a la forma 

de la ecuación de onda por medio de las transformaciones 

— 1 	 (5.11) 

= f12(1)'ill 
	

(5.12), 

con lo cual las mencionadas ecuaciones se reducen a 

(5.9) 

(5.10) 

F;(z) 	[1-n 2 - 2-1  - 4Cn(-}1);:Ctiait — (5.13) 



con una ecuación idéntica para f
2(z). Debido a que lá ecuación 5.13 con-

lleva acoplamiento con la ecuación para f
2(z) y a que sus coeficientes no 

son homogéneos, la solución de estas ecuaciones se podrá obtener únicamen-

te por medios numéricos. 

..- 
Utilizando para el efecto8 el algoritmo de Cowell o algoritmo de Nou- 

merov, que indica que para 

f"(I) 
	

Y(2). .P(1) 	 (5.14) 

se tiene que 
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( GIL  Nfr„) (5.15) 

donde G es el valor del intervalo 
zn+1.-zn, o sea, de la "rejilla", y los 

subíndices indican en que valor de z se evalua cada función. Entonces, para 

las ecuaciones 5.13, se tendrá 
co 

Y(z) = lm z - 9-1 z - in n t(a ) d2. E 
/ * * 

con las integrales de esta expresión evaluadas con ayuda del método de 

Simpson
27

; 

1 = 	(10  + 4 E Y2n-fri 3 	.2n+t <in 
-4-2Z9h, +,y„,) (5.17) 

entendiéndose por m el-número de términos consideradOs en el proceso, y 

por h el valor de la "subrejilla", donde en particular se usó h=1G/4—. 

De 5.15 y 5.16, se puede ver que el método requiere el conocimiento 

previo de f2(z) y de los valores iniciales fi(0) y fk(1). De 5.11-5.13, 

y ya que la función de onda debe ser cuadrática integrable, se tienen las 

condiciones de frontera 

(5.16) 

0.18) 
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(6.49) 

Pero esta información no es muy útil debido a que, en z=0, el argumento de 

5.16 diverge y z=oo no es calculable. 

Por lo tanto, se escogió un valor inicial de z
0  
=1.0x10-1 y se tomó 

la base exponencial como primera tentativa para f
2
(
z) (por el método de 

integración utilizado, no existía diferencia entre las dos bases posibles); 

y también para los valores iniciales.f
1  (0) y f1  (1) . Partiendo de estas su- 

posiciones, se generó fi(z), teniendo cuidado enlcumplir con las condicio-

nes 5.18-5.19. Esto supuso ajustes en los valored iniciales. 

Habiendo obtenido esta primera función, se procedió a generar f
2(z), 

para lo cual fue necesario, primero interpolar f
1(z) debido a que se generó 

para una rejilla de tamaño G, y luego normalizarla. Este proceso de mutuo 

mejoramiento se repitió hasta el punto en que ya no hubo mejora apreciable 

en los valores obtenidos, o sea, en el límite de resolución propio a la má-

quina y a los métodos utilizados. Los valores utilizados en las iteraciones 

realizadas se presentan en el cuadro 5.1. 

Con estos datos, se modificó el programa principal (apéndice E) para 

calcular el valor de la expresión 5.4, lo que dio, como resultado el valor: 

e IVtz 	= - 0.3312178515879365 4-1104 -13 (5.29_  

Entonces, utilizando la ecuación 2.2.0, se tiene queda energía para el áto-

mo de berilio en 2-Des de 

E = 0.98Z25767809 	±Cufly-13 (5.21) 

Los programas utilizados para resolver este problema fueron escritos 

en lenguaje Fortran IV, en una máquiAa Hewlett-Packard 3000, cuya arquitec- 

tura 

  

permitió el uso de un máximo de 2000 puntos en la resolución de las 



Cuadro 5.1 

No. 

Valores utilizados en las iteraciones 
hechas con el programa TESIS 

z(0) z(4) 	 E
1 (x10E -20) 

1 0.0167361672428941 0.1112370730284201 0.3255039728147500 
2 0.1695463135762179 0.1556477331074102 0.3255198215280080 
_3 0.1917651512031400 0.1618456149297621 0.3255198754449200 
4 0.1942477794857225 0.1625338118622930 0.3255198927467800 
5 0.1945150965261507 0.1626078572571679 0.3255198927505225 
6 0.1945437303365836 0.1626157871845273 0.3255199087056500 
7 0.1945467915740602 0.1126166349327414 0.3255199099813250 

---8 -0J.945471189848685 0.1426167256097766 0.3255199099817340 
9 0.1945471167538322 0.1626167237449126 0.3255199343084780 
10 0.1945471171054693 0.1626167224038836.  0.3255199268477151 
11 0.1945471171054693 0.1626167224038837 0.3255199285173051 
12 0.1945471171054693 0.1626167224038837 0.3255199282063063 
13 0.1945471201249398 0.1626167249277782 0.32551992826219541  
14 0.1945471201214864 0.1626167249248916 0.3255199282521926 
15 0.1945471201214864 0.1626167249248916 0.3255199282539900 
16 0.1945471201219941 0.1626167249253159 0.3255199282536714 

--27'"0.1945471201220102 0.716201672492b3296- .3255199282537180- 
18 0.1945471201220090 0.1626167249253286 0.3255199282537250 
19 0.1945471201220088 0.1626167249253284 0.3255199282537168 
20' 0.1945471201220079 0.1626167249253276 0.3255199282537000 
21 0.1945471120122009 0.1626167249253293 0.3255199282537350 
22 0.1945471120122009 0.1626167249253293 0.3255199282537168 

Tomando en cuenta los últimos seis valores de E
1 ,solamente, se tiene (ver texto ) : 
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E
1  = 0.3255199282537 +/- 0.104E-13 



ecuaciones diferenciales, las cuales fueron resueltas en el intervalo 

1. E-12 	2, 	15 
	

(5.22) 

lo que implica "rejillas" de 

e= 0.29985007496249Si E —1 

h = 
	 (5.23) 

El rango de incertidumbre fue calculado tomando en cuenta solamente 

las últimas seis iteraciones, ya que, a partir de ellas, el valor de la 

energía empezó a oscilar, por lo cual no fue posible alcanzar la condición 

de consistencia interna, aunque las variaciones en los parámetros fuesen 

ya mínimas. 

Un desarrollo alterno al aquí presentado (propuesto por Sergio R. 

Aragón) consiste en multiplicar la ecuación 5.2 por la izquierda por la 

función 15(2) e integrar sobre las coordenadas de ese electrón, lo que arro-

ja como resultado una ecuación formalmente idéntica a la ecuación 5.3, pe- 

ro ahora con 

= 	— E0 	
(5.24), 

donde 

I:0  = KrY 	I et) 	 (5.25), 

Utilizando el valor para E
O  reportado por Asturias

5
, se tiene entonces 

E = 1.37880 -± 6E-5. 	(5.26), 

energía que también se encuentra por debajo de las cotas superiores cal- 

culadas. El rango de incertidumbre esta definido por el valor de E utili- 
O 
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VI. CONCLUSIONES. 

Haciendo un resumen de lo presentado, vemos que, primero, se dedujo 

la estructura de la electrodinámica en 2-D, de lo cual se obtuvo la infor-

mación referente al potencial coulómbico en dos dimensiones, lo que permi-

tió plantear las ecuaciones de SchxZedinger para los átonos de hidrógeno y 

berilio en ese universo. Estas ecuaciones fueron resueltas por métodos va-

riacionales, obteniéndose así cotas superiores para los valores de energía 

del estado basal de los átomos citados. Luego, se planteó la ecuación de 

Schroedinger para el átomo de berilio en 2-D, bajo las hipótesis del méto-

do de Hartree, y se resolvieron numéricamente las ecuaciones resultantes. 

Se presentó, al final, un desarrollo alterno a las ecuaciones de Hartree, 

propuesto por Sergio R. Aragón. 

Los resultados obtenidos con estos dos métodos están dentro de los 

limites impuestos por los cálculos variacionales pero, como se vio en la 

primera sección del capítulo 2, el método de Hartree es el mejor desde el 

punto de vista variacional, aunque conlleva un poco más de trabajo numéri-, 

co, en este caso. Por lo tanto, el valor de energía obtenido con este mé-

todo debe ser considerado como el mejor valor de energía para el átomo de 

berilio en su estado basal en un universo bidimensional. Trabajos adicio-

nales en esta área podrían consistir en cálculos para estados excitados 

O.  en una estimación de la energía de correlación 

Finalmente, puede decirse (a pesar de que no existe un universo bidi-

mensional) que el estudio de este tema es importante, dada la comprensión 



que nos proporciona sobre nuestro mundo tridimensional y de las leyes que 

lo gobiernan. 
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APENDICE A 

Evaluacion de las integrales presentadas 
en los cálculos variacionales del 

capítulo IV. 

Se presenta, a continuación,: la evaluación de las integrales cuyos 
resultados fueron utilizados en el capítulo IV. Todas las evaluaciones se 
realizaron con la ayuda de la referencia 13, previa a las transformaciones 
necesarias. Se marca con un asterisco cada paso del proceso en que se 
utilizaron resultados dados por la referencia citada. 
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APENDICE E 

Resolución de las ecuaciones de Hartree. 

El programa TESIS resuelve las ecuaciones integro-diferenciales, -
acopladas 5.9-5.10, para 2000 puntos en un intervalo de 1.00E-12 Z 15. -
Realiza 500 integrales por el método de Simpson de la expresión 5.4, va-
riando los puntos iniciales en pasos de G=0.2998500749624987 E-01. Es -
tos datos son almacenados en eliarchivo "Datos", del cual, cada vez que 
se empieza a correr este prograiria, se toman los datos de la interacción-
anterior. 

Luego, el programa pide les valores iniciales f2(1.00 E-12), f2(4) 
y EP y, a partir de todos estosidatos, genera f2(z), por medio del algo-
ritmo de Noumerov. La función es presentada en pantalla conforme es ge-
nerada y luego se ofrecen las opciones de variar parámetros, parar, em - 
pezar de nuevo todo el proceso e iterar. En caso de la última opción, -
se interpola f2(z), por el método de Stirling, y luego se compara la fun 
ción generada con la'función de la iteracción anterior y, si no son dite 
rentes en un rango mayor al 0.05%, imprime los datos utilizados como re-
sultados finales. En caso contrario, normaliza f2(z) y procede al cálcu 
lo de las integrales mencionadas ahora con la nueva función. 

Este proceso se repite hasta que se obtiene el grado de autoconsis 
tencia deseado. 



i 

I 



	

1 	scouTkoL NOSOURCE,HSLINIT 

	

2 	 PROGRAM TESIS 

	

3 	 ImPLICIT DoUBLF PRECISION (A-H,U-7) 

	

4 	 DOLERLE PRECISION RI(e000),F2(2000),RI(500),sI(sol),Yi(soo), 

	

5 	 >E(166) 

	

6 	 SYSTEM INTRINSTC DLOG,DEXP 

	

7 	C 	*************************************** 

	

8 	C 	** 	INICIALTZACION DE VARIABLES 	** 

	

9 	C 	*************************************** 
lu 	 CN=1.000 
41 	1 	00 2 K0=1,2000 
.2 	 F2(4(44)=0.000 

	

3 	2 	F1(K0)=0.0D0 

	

4 	 DO 3 40=1,500 

	

5 	 RI(KO)=0.0D0 
[6 	 SI(KO)=0.000 

	

3 	YI(K0)=0.00 
8 	 SI(501)=0.0D0 
9 	 EP=0.0D0 
_0 	 0014=0.0D0 
1 	 REWIND 7 
2 	 4=1.0D-12 
'3 	 8=15-0D0 
4 	 N=100 
5 	 H=1B-A1/2001 
6 	 G=H*4.000 
7 	C 	***************************************************** 
8 	C 	** LECTURA DE DATOS DE LA 1A. FUNCIUN A PARTIR DE ** 
9 	 ** ARCHIVO AUXILIAR 	 ** 
U 	C 	***************************************************** 
1 	 nisRLAY"LEYENDD DATOS..." 
2 	 Do 4 IM=1,500 
3 	4 	READ(7,*)SI(IM) 
4 	 GO TO 8 

******************************************************* 
** EVALUACION DE INTEGRALES POR EL METODO DE SIMPSON ** 

7 	C 	******************************************************* 
5 	DISPLAY ("VALORE DE INTEGRALES : ") 

REwIND 7 
DO 7 J=1,500 
K=4*(J-1) 
S1=0.000 
S2=0.0 DO 

4 	 oo 6 RP=K+1,1999,2 
T1rFI(RP)**2*OLOG((KP*m+A)/(R*H+A)) 
sirs1-4-71 
T2=F1(KP+1)**2*DLOG((KP*H+H+A)/(K*m+A)) 
S2=S2+72 

6 	cONTINUE 
sI(J)=H*(4*51+2*s2-F1(2000)**2*DLOG(8/(K*H+A)))/3 
wRITE(7,*)SI(3) 
DISPLAY SI(J) 
CONTINÚE 

O 

	

	********************************************************** 
** CALCULO DF F2(Z) POR MEDIO DEL ALGORITMO DE NOUMEROV ** 
********************************************************** 
DISPLAY "INGRESE F2,F2(44) y Ep: " 
ACCEPT F21,F2(u),EP 
DO 9 K=1,500 
Do6=K*G.-A 



YI(K)=OLOG(DOEI)-SI(K+1)-EP-0.2500/(DUE1**2) 
CUNTINUE 
YI1=DL0G(A)-0,25/(A**2)-SI(1)-EP 
F2(d)=(((2+5*YI(1) *G**2/6)*F2(4))-(1-YING** 2/1 2)*F21)/ 

>(1-YI(2)*G**2/12) 
DISPLAY"R2(8)= ",F2(8) 
DO 10 K4=2,499 
Kó=4*K4 
RT=(1-YI(K4+1)*G**2/12) 

F2(K8+4)=(((2+5*YI(K4)*G**2/6)*F2(K8))-(1-G**2*YI(K4- 1)/12) 
>*F2(K8-4))/RT 
DISPLAY F2(K8+0) 
IF(DABS(F2(K81-4)),GE.1000.0D10)G0 TO 22 

lo 	CONTINUE 

DISPLAY F21,F2(4),EP 
DISPLAY "ITERAMOS? NO=2 " 
ACCEPT R5 
IF(R5.EU.2)GO TU 22 

********************************************************* 

** INTERPOLACION DE F2(Z) CON EL ALGORITMO DE STIRLING ** 
********************************************************* 
DO 11 KU=1,7 

F2(KU) =F2(4)+H*(Ku-4.0D0)*(F2(8)-F21)/(2*G)+ 
>H**2*(KU-4)**2*((F2(8)-2*F2(4)+F21)/(2*G**2)) 

11 	CONTINUE 

DO 13 KT=2,250 
KI=4*(2*KT-1) 
DO 12 KK=KI-3,KI+3 
F2(KK)=F 2(KI)+H*(KK-KI)*(F2(KI+4)-F2(KI-4))/(2*G)+ 

> h**2*(KK-KI)**2*((F2(KI+4)-2*E2(KI)+F2(KI-4))/(2*G**2)) 
12 	CUNTINUE 
13 	CONTINUE 

****************************** 

** COMPARACION DE FUNCIONES ** 
****************************** 
DU 14 KL=1,20*N 

IF(DABS(F1(KL)-F2(KL)).GT.0.0005*F1(KL)/G0 TO 15 
14 	CONTINUE 

GO TO 23 

**************************** 

** NURMALIZACION DE F2(Z) ** 
**************************** 

15 	53=0.000 
sLito s ono 

DO 16 NK=1,1992,2 
T3=F2(NK)**2 
53=S3+13 
1.4=F2(NK+1)**2 
54=54+T4 

16 	CONTINUE 
CN=H*(F21**2+4*53+2*54-F2(2000)**2)/3 
RON=OSORT(CN) 
DO 17 JK=1,2000 

17 	FI(JK)=F2(JK)/RCN 
************************i*tflftwA.*************  
** CALCULO DE VALORES INICIALES CONSIDERANDO ** 
** NURMALIZACION 

** 
*********************************************** 
DO 18 KD=3,500 
YliKUI=YI(K0)+FP 



	

1 	 G2=G**2 

	

2 	 DO 19 Kw=1,166 

	

s 	 E(Kw)=(-F1(12*KW+8)*(12-YI(3*Kw+2)*G2)+F1(12*KW+4)*(24+10*G2* 

	

4 	 >yi(3*Kw+1))-F1(12*KW)*(12-G2*YI(3*Kw)))/(G2*(F1(12*KW+8)+ 

	

5 	 >10*F1(12*Kw*4)+F1(12*KW)1) 

	

6 	19 CONTINUE 

	

7 	 ES=0.0D0 
EA=0.0D0 

	

y 	 DO 20 JA=1,I66 

	

0 	 ES=ES+E(JA) 

	

1 	20 	CONTINUE 
EM=ES/166 
DO 21 KR=1,166 
EA=EA+(Em-E(KR))**2 

	

5 	21 	CONTINÚE 

	

6 	 RO=DSoRT(EA/166) 

	

7 	 DISPLAY "VALORES YA NORMALIZADOS : " 

	

3 	 DISPLAY "F1(0)= ",F21/RCN 
DISPLAY "F1(4)= ",F1(4) 
DISPLAY "ENERGIA = ",EM,"+/-  ",R0 

1 	 GO TO 5 
2 	C 	************** 
5 	C 	** OPCIONES ** 

C 	************** 
22 	DISPLAY " VARIAMOS pARAMETROS = 3 " 

ACCEPT R2 
IF(R2.E0.3)G0 TO 8 
DISPLAY " PARAMOS = 2 " 
ACCEPT R4 
IF(R4.E0.2)STOP 
GO TO 1 

C 	*********************************** 
C 	** IMPRESION DEL RESULTADO FINAL ** 
C 	*********************************** 
23 	DO 25 KF=1,20*N 

WRITE(6,24)F2(KF) 
24 	FORMAT(F5.5) 
25 	CONTINÚE 
26 	WRITE(6,27)EP 
27 	FORMAT(" ESTA ES SU FUNCION, CON EP= ",F5.5) 

STOP 
ENO 





APENDICE C 

Evaluación del promedio sobre todo el espacio 
del potencial de interacción 

El programa TEsISlevalua la expresión (̂ fIVIalY) , con base en la 
información que lee del archivo aunliar Datos, y a valores iniciales su-
ministrados por el operador de acuerdo-con-la riltiMa iteración hecha con 
el prbgrama tesis, donde se supone.que-stha-alcanzado ya la condición de 
consistencia interna. La expresión mencionada es promediada sobre todo 
el espacio, por el método de Simpson y el resultado final se presenta en 
pantalla. 





	

1 	$CONTROL NOSOURCE,USLINIT 

	

2 	 PROGRAM IESIS1 

	

3 	 IMPLTCIT DOUBLE PRECISION (A—H2O—Z) 

	

4 	 DOUBLE PRECISION F2(2000),RI(500),SI(501),YI(500),  

	

5 	 >E(166) 

	

6 	 SYSTEM INTRINSIC DLOG,DEXP 

	

7 	C 	******************************AAA 

	

8 	C 	AA INICIALIZACION DE VARIABLES ** 

	

9 	C 	********************************* 

	

10 	 CN=1.000 

	

11 	1 	00 2 KO=1,2000 

	

12 	2 	F2(K0)=0.000 

	

as 	 DO 3 K0=1,500 

	

14 	 RI(KO)=0.000 

	

15 	 SI(K0)=0.000 

	

lb 	3 	YIlK0)=0.00 

	

17 	 SI(5013=0.000 

	

18 	 EP=0.000 

	

19 	 D08=0.000 

	

'20 	 REWIND 7 

	

`A 	 A=1.00-12 

	

22 	 B=15.000 

	

3 	 N=100 

	

:'4 	 M=(B— A)/2001 

	

:5 	 G=H*4.000 

	

6 	C 	A****************************************** 

	

/ 	C 	AA LECTURA DE DATOS DE LA ULTIMA FUNCION ** 

	

93 	C 	******************************************* 

	

:9 	 DISPLAY "LEYENDO DATOS FINALES..." 

	

;0 	 DO 4 IM=1,500 

	

a 	4 	READ(7,9e)SI(IN) 

	

2 	C 	*************************************************** 

	

3 	C 	** CALCULO DE F2(Z) CON EL ALGORITMO DE NOUMEROV ** 

	

4 	C 	AAAAAAA******************************************** 

	

5 	 DISPLAY "INGRESE F2,1- 2(4) Y EP: " 

	

6 	 ACCEPT F21,E2(4),EP 

	

7 	 DO 5 K=1,500 

	

8 	 DO8=KAG+A 

	

9 	 YI(K)=OLOG(DOB)—SI(K+1)—EP-0.25D0/(D0B**2)  

	

U 	5 	CONTINUE 

	

1 	 YII=OLOG(A)-0.25/(A**2)—SI(1)—ER 

e F2(8)=m2+5*ri(1)*G**2/b)*F2(4))-(1-ri 1 *G**2/12)*F21),  

S >(1—YI(2)*6**2/12) 

	

4 	 DISPLAY"F2(8)= ",F2(8) 

	

5 	 DO 6 K4=2,499 

	

6 	 K8=4*K4 

	

7 	 RT=(I—YI(K4+1)AG**2/12) 

	

8 	 F2(K8+4)=M2+5*YI(K4)*G**2/6)*E2((8))—(1-6**2*YI(K4-1)/12)  

	

9 	 >*F2(K8-4))/RT 
U DISPLAY F2(K8+4) 

	

1 	6 	CONTINUE 
d C 	******************************************************* 

	

3 	C 	** CALCULO DEL PROMEDIO DEL POTENCIAL DE INTERACCION ** 

	

4 	C 	AA EN TODO EL ESPACIO **  

	

5 	C 	******************************************AA AAAAAAAAAA 

	

5 	 S3=0.000 

	

1 	 s4=0.0D0 

	

5 	 DO 7 K=1,497,2 

	

9 	 T1=F2(4*K)**2*(—DLOG(A+K*G)— S1(K+1)) 

	

U 	 S3=S31-T1 



T2=F2(4*K+4)**2*(-DLUG(A+K*G+G)-SI(K+2)) 
Su=S4+72 

7 	CONTINUE 
T I =F21**2*(-DLOG(A)-SI(I)) 
TE=F2(2000)**2*(-DLOG(B)-SI(500)) 
SS=6*(TI+49,83+2*S4+TF)/3 

DISPLAY "POTENCIAL DE INTERACCION PROMEDIADO= ",SS 
STUP 
END 



APENDICE D 

Evaluación del potencial de interacción 
promediado sobre la primera función 

El programa SIMPSON tiene como función la evaluación de la expresión 
5.4 con la función inicial propuesta, 	que fue la base gaussiana norma- 
lizada 4.10. La expresión citada es evaluada para 500 puntos, y las eva-
luaciones son almacenadas en un archivo auxiliar llamado Datos, y del 
cual el programa TESIS tomara los valores iniciales para la primera itera-
ción. Todas las integrales realizadas por el presente programa se hicieron 
con arreglo al método de Simpson. 



`CONTROL NOSDURCE 
PRuGRAm SIMPSON 
ImPLICIT DDLPLE PRECISION (A—H,D-2) 
DUUBLE PRECISION F(2000) 

) SYSTEM INTRINSIC DLOG,DEXP 
) 	 DISPLAY "INICION DE INT. = 

ACCEPT A 
DISPLAY "FINAL DE INTEGRACION r " 
ACCEPT 

) 11,-(d-4)/2001 
xrA+1-1 
DO 	10 	1=1,2000 
F(1)=0.7500*x*DExp(-0.37500*X**2) 
X=X-1-H 

) 10 CONTINUE 

DO 	30 	1=1,500 
S1=0 
S2=0 
K=4*(I-1) 

) DO 	20 	J=K+1,1999,2 
ST=SA+Li*F(J)*DLOG((J*H+A)/(K*H+A)) 
S2=S2+2*F(J+1)*OLOGM*Hali+A)/(K*H+A)) 

5 2U CONTINUE 
prhisci51+82—F(2000)*DLOG(8/(K*WIA)))/3 

) wRITE(7,*)R 
DISPLAY 	I 

3u CONTINÚE 
STOP 
END 
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