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L INTRODUCCION

El anélisis insumo-producto en economia trata del estudio de las interdependencias
sectoriales para establecer las proporciones y ritmos de crecimiento de las ramas de una
cconomia nacional. Para los paises en desarrollo, la formulacién y puesta en marcha de
programas de industrializacion, aparecen hoy como la via fundamental para construir

economias interdependientes.

En el presentc trabajo de investigacion se presentan algunas propiedades
mateméticas de los modelos insumo-producto, los cuales se deben al economista
soviético-estadounidense Wassily Leontief. En el capitulo II se consideran algunos
resultados de las matrices no-negativas, presentando una interesante caracterizacion de la
irreducibilidad de estas matrices por medio de la teoria de grafos. En el capitulo III se
presentan las principales caracterizaciones de la invertibilidad de matrices-M, tipo al cual
pertenecen las matrices de coeficientes de los modelos mmsumo-producto. En estas
caracterizaciones se propone un teorema que incluye cincuenta de ellas, siendo este el eje
del presente trabajo de investigacion. En el capitulo IV se presentan los modelos abierto
y cerrado, en sus versiones estética y dindmica; el trabajo finaliza con el planteo de dos
problemas, el primal y el dual, de control 6ptimo en un modelo dindmico de insumo-

producto.




Este trabajo de investigacién se centra en ¢l estudio de las propiedades de las
matrices de coeficientes de los modelos, estudiando éstas como operadores que dejan
cierto tipo de conjuntos, llamados conos, invariantes. Ademds busca recopilar resultados
de distintas ramas de la Matematica y relacionarlos para que ¢l estudio de los modelos
econdmicos en cuestion se realice con mayor facilidad. Se lograron recopilar resultados
del Algebra Lineal, Ana’l]isisl Funcional, Topologia, Matematica Computacional

(Matematica Discreta) y de teoria de control aplicada a la investigacién de operaciones.

La importancia del presente radica en que proporciona una herramienta tedrica para
el estudio de las economias nacionales. Es evidente que algunos métodos y sistemas de
computacién electrénica aplicados en un drea sumamente importante de la economia
nacional surten todavia un efecto limitado y fragmentado. Los modelos de este tipo
estudiados en forma tedrica, pueden presentar problemas como el siguiente: no se puede
descartar la posibilidad de que, al conseguirse el 6ptimo sectorial, no se logre ¢l debido

acercamiento al maximo de eficacia macroecondémica global.

El resultado mas importante, como se mencion6é con anterioridad, es lograr la
conjuncién de distintas ramas de! quehacer matemaético para el estudio de un modelo que,

en una u otra forma, puede coadyuvar al desarrollo de nuestro pais.




II. MATRICES NO-NEGATIVAS

Una matriz no-negativa es aquella cuyos elementos son todos no negativos. El

estudio de tales matrices se puede enfocar de forma geométrica y combinatoria.

A. Estudio geométricg de las matrices no negativas.

1. Mairices que dejan un cono invariante

Definicién (2.1.1): Con SCR" se asocian dos conjuntos: S, el conjunto generado
por S, que consiste de todas las combinaciones lineales finitas no-negativas de elementos
de S,y S, el dual de S, definido por

S'= {yeR“ xeS=> (x,y)z()}.

Un conjunto K es un cono si K=K,

Definicién (2.1.2): Un conjunto A es convexo si, para cualesquiera x,ye A, éste contiene

el segmento lineal de x a y.

Teorema (2.1.1): Un subconjunto K de R" es un cono convexo si, y s6lo si:
(1)cKcK, para todo c¢>0, y

(ii) K+KcK.




Demostracién: K es un cono convexo. La definicién de cono prueba la validez de la
condicién (i). Si, ademds, K es convexo, entonces la condicién (i1} €s una consecuencia

de 1a condicidn (i). Se tiene la validez de K+K=1K+1Kc2KcK.

Conversamente, asumiendo que se satisface (i) y (ii), se tiene que, si 0<c<l, se

cumple entonces que cK+(I-c)KcK+KcK.

Algunos ejemplos de conos convexos son:R";R{ = {x eR":x, = 0}, el cono de

helado o cono circular de Minkowski K, = {x eR" ((x} +..+x2 )" <x, }

Definicion (2.1.3): Un cono convexo es
a) Puntiagudo, si Kn(-K)={0}.
b} Sélido, si int(K), el interior de K, es no vacio, y

¢) Reproductivo, si K-K=R".

Definicién (2.1.4): Un cono convexo, cerrado, puntiagudo y s6lido es llamado cono

propio.

Ejemplos de conos propios son R} y K.




Un cono propio induce un orden parcial en R" de la forma siguiente: y<* x si, y

solo si el elemento x-yeK. Un espacio n-dimensional que es parcialmente ordenado por

un cono propio es llamado espacio de Kantarovich de orden n.

Definicién (2.1.5): El cono S es llamado cono poliedro si S es finito.

Asi, K es un cono poliedro si K =BR', para algiin nimero natural r y una matriz B

de nxr.

Definicién (2.1.6): Sea K un cono convexo cerrado, un vector x es un extremal de K si

0<* y<* x implica que y es miltiplo no-negativo de x.

El teorema de Krein-Milman proporciona interesantes resultados para conos propios.

Teorema (2.1.2): Un cono propio es generado por sus extremales.

Definicién (2.1.7): Si x es un vector extremal de K, entonces {x}€ es llamado un rayo
extremal de K. Un cono propio de R" que tiene n rayos extremales es llamado un

simplice. En otras palabras, KcR" es un cono simplice si K =BR”, donde B es una

matriz no-singular de orden n.




En R” un cono poliedro es propio si y solo si es simplice. En R’, sin embargo, se

puede construir un cono poliedro con k rayos exiremales para cada nimero natural k.

Definicién (2.1.8): Sean K y FCK conos puntiagudos cerrados. Entonces F es llamado

faceta de K si para xF, se tiene que 0<* y<* x = yeF.

La faceta F es no-trivial si F#£{0} y F2K. La dimension de una faceta es definida

como la dimension del subespacio F-F, el extendido de F.

Las facetas de R son de la forma
F = {x eR} x, =0s1i ¢ I},I c{l,..,n}

Las facetas no-triviales de Ky, son de la forma {x}¢, donde xebd(Ky).

Notacién: Sean K, y K, conos propios en R" y R™, respectivamente. Se denotara por

TI(K,K>) el conjunto de todas las matrices AeR™", para las cuales AK K.

Para K, =R" y K, =RT, TI(K;,Kz) es la clase de matrices no-negativas de mxn.
Para m=n y K;=K,=K se usa TI(K) como una notaci6n corta de TI(K,K). Asi II( R})esla

clase de matrices no-negativas de orden n.



Definicion (2.1.9): Las matrices de II(K) son llamadas K-no-negativas y se dice dejan K
invariante. Una matriz A es K-positiva si

A(K - {0}) c int( K).

2. Propiedades especirales de las matrices en II(K).

Definicion (2.2.1): Si A,...,A, son los eigenvalores de una matriz A de nxn, entonces

p(A) = maxfi,

, 1=1,...,n, es llamado el radio espectral de A. El conjunto {A,...,An} es

llamado el espectro de A.

Considérese K un cono propio en R”, n>1. Sea AeII(K). Sea A un eigenvalor de A.
El grado de A, degh, es el tamafio de la diagonal de bloque mas grande en la forma
candnica de Jordan de A, que contiene a A (i.e. la multiplicidad de A en el polinomio

minimo de A).

A continuacidn se presenta la demostracién dada por Birkhoff a la version finito-

dimensional del teorema de Krein-Rutman.

Teorema (2.1.1) (Krein-Rutman): Si AeIl(K), entonces:
a) p(A)es un eigenvalor,
b) SiAesuneigenvalor de A tal que [2] =p(A), entonces degi<degp(A).

c) K contiene un eigenvector de A correspondiente a p(A).




Demostracién: Si p(A)=0, A es nilpotente, por lo que A=0 para algin r, ademas existe

0=xeK tal que w=A"1x20. Claramente weK y Aw=0, por lo que w es el vector en (c).

k
Si p(A)>0, sea {x;}, i=1,..k, }=1,....my; Zmi =n, una base candnica de Jordan
i=1

(en C"); ie.,
Aj=xiAit X1, Xi0=0,
donde los eigenvalores A; estdn ordenados por las siguienties reglas:
p=p(A)= [ == A > [ [ 22 I
mM=m=mMy=... =Mk 2...2My

A= peie' : 0<6152m; 1=1,2,...,h; 0<6,<...<64.

Los eigenvectores principales {x;} son reales u ocurren en pares conjugados desde

que A es real y cada vector yeR" puede ser escrito como

m;
y= Zauxu’a _apq’S]xij =Xpq
i=l j=I

Desde que K es sélido, se puede tomar yeint(K) y un pequefio 8 tal que para todo iy

j, se tiene que c;=x;1620, y

= iicuxu = y+Zqu € int(K).

i=l =l : i=1 j=l

—

Ahora, se probard que K contiene un vector no cero que es una combinacién lineal

de eigenvectores Xy1,....xn. Para hacerlo obsérvese que



il {r

rLo_ r-k : s

A'xy = Z[k}\'i X, (induccién sobre 1),
k=0

y de este modo

Para valores grandes de r los sumandos dominantes serin de la forma

r

—m+l . ’ - - r

cim[ J?Ji "X, 1=1,...,h, y asi una buena aproximacion de A'z es
m pa—

r r r—Im- . i
A zz(m—ljp léclmeexn. )

El término derecho de la ecuacion anterior es claramente diferente de cero, ya que los
eigenvectores son linealmente independientes y todos los coeficientes son no nulos. Asi,
para cada r, A'z#0 y A'eK desde que A<II(K). El conjunto de rayos en K es compacto,
ya que K es cerrado, de aqui la sucesién de rayos {(A'2)°} tiene una subsucesion
convergente, sea a & {X,}°.

Por (1)
h
Xy = ZBihxil
=]

el cual es un vector no cero en K.

A continuacion se har uso del siguiente lema, e] cual se presenta sin demostracion.
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Lema: Para cada numero complejo o fuera del eje real no-negativo, existen numeros

q
positivos wy,..., W tales que ZWPOLP =0.
p=0

Si A#p, entonces por el lema existen numeros positivos Wo,...,Wq tales que

q
ZWpl‘; = 0. En este caso, sea

p=0
h
Xpa = inApxh = iwp ZBithi’xii
p=0 p=0 i=l
h h-]
= ZBih iwplﬁ:xu = Z B Xirs
i=1 p=b il
donde
Biner = Pin i Wpl‘i
p=0

El vector x,; es un vector no cero en K. Esto se sigue de prpxheK y woxp#0. Esto
prueba que A;=p, en otro caso se puede utilizar el mismo procedimiento para generar una

sucesion de vectores no-cero Xn.z,...,X1,Xp, pero xo=0 por el lema. Si Ay=p, pero Ae#p,

f
entonces X, = ZB”X“ , €l cual es un vector no cero en K y claramente

i=]

Ax=p(A)xs

que prueba (a),(b) y (c).
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Este resultado puede ser enunciado de manera alternativa, al considerar las matrices
no-negativas de orden n como aquellas que mapean R”, el ortante no-negativo de R, en

€1 mismo, de la forma siguiente:

Teorema (Ver teorema 2.2.1): Si A es una matriz cuadrada no-negativa, entonces
(a) p(A), el radio espectral de A, es un eigenvalor, y

(b) A tiene un eigenvector no-negativo correspondiente a p(A).

En los siguientes teoremas seran necesarias las observaciones que son presentadas

a continuacion:
t>ky = tu-x=tu-y+y-xeK y tutx=tu-x+x+xeKk.
Sea K un cono propio y sea ueint(K).
(a) El intervalo ordenado
B, ={xeR":~u<"x<" u}

€S un cuerpo convexo, i.e., B, es cerrado y convexo y para cualquier xeR", existe

un t positivo tal que xetB,, y
xeB,, [a|S1::>xeBu.
(b) Cuando B, es un cuerpo convexo define una norma sobre R",

||x||u =inf{t>0:xetB }

y asf [u| =1 (parau'=(1,..,1)y K =R? setiene lanorma 1. ).
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As{ la norma es mond6tona con respecto a K,

o<t x<* y:>||x

L2

u

Similarmente, la norma para operadores inducida

A

. = suplAx],
bl

satisfacen

JA], =JAul, si A <TIR)

desde que tu=Ax=tu-Aut+A(u-x) y tutAx=tu-AutA(u+x), si tu >* Au, xeB, y AelI(K).

Sean K; y Ks conos propios en R" y R", respectivamente, y sea AeR™™
Considérese los siguientes sistemas:
(1) Axeint(Kp), xemt(K,),
(i1) Alye K1 ,0xye-K,,
(o) AxeKs 0#xekK,

(i) Alyein(K)), ye -int(K,).

Entonces, exactamente uno de los sistemas (i) y (ii) es consistente y exactamente uno de

los sistemas (1) v (ilg) es consistente.
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Definicion (2.2.2): El conjunto de matrices para las cuales (i) es consistente es denotado
por S(K;,Kz). El conjunto de matrices para las cuales (ip) es consistente es denotado por

So(K1,K2). Una matriz cuadrada A se dice K-semipositiva si AeS(K,K).

Definicidn (2.2.3): Una matriz B se dice es convergente si I;im B* existe y es la matriz
—»oc

CEro.

A continuacién se presenta un importante resultado de la teoria de operadores

acotados. La demostracion de este teorema se presenta en el Apéndice 1.

Teorema (2.2.2): Una matriz B es convergenie si y sélo si p(B)<I. Ademds es

convergente si y sdlo si I-B es no singular y

(I1-B)" :in

A continuacién se presentan algunos teoremas que describen la relacién entre

convergencia, semipositividad y otras propiedades similares.

Teorema (2.2.3): Sea A=al-B, donde B €I1(K). Entonces,
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(a) Si AxeK para algin xeint(K), entonces p(B)=<a. Si, ademas, >0, entonces

Lim(a™"'B)*x =x  existe y x’<'x. Mas ain x’=0 si y sdlo si o'B es

k—peo
convergente, i.e., p(B)<a.
(b) La matriz A es K-semipositiva si y s6lo si o’ 'B es convergente.

(¢) Si p(B)<a, entonces A eSo(K,K).

Demostracion:

(a) Elradio espectral esta acotado por todas las normas. En particular,

p(B)<|B

. =[Bx

o =lox], = o

. ‘. ‘. -1 . .
Si o es positivo, entonces la sucesion {(a B)*x} decrece en el orden parcial inducido por

K, y es acotado por {0}, lo cual asegura la existencia de X’, y por X que implica x'<*x. Si

p(or'B)<I, entonces Ifim(m"B)k = 0. Conversamente, (cc"B)"”x = "(oe'lB)“x” y asi,

six’=0, l(oc"B)"u — 0, de lo que se deduce que p(B)<l.

(b) Si: Sea yeint(K). Entonces x = aAly=(I-aB)'y=y+ Z(a”l’B)y ent(K) y
k=1

Ax eint(K).

So6lo si: A es K-semipositiva, entonces la prueba se sigue de la definicion (2.2.2).




15
(¢) Para cada nimero natural K, p(B)<a+%. Por (b) existe x®eK tal que

1 . .
Bx® < [a te x“). Como los vectores x® se pueden normalizar, se tiene que “x “"” =1

para todo kK, por lo que existe un limite x” de una subsucesién convergente

x’ ek,

x'|| =1y x’#0, Ax’<ax’.

Definicién (2.2.4): Una matriz en [1(K) es K-irreducible si las unicas facetas de K que
esta deja invariante son {0} y K mismo. Una matriz en I{(K) es K-reducible si ésta deja

invariante una faceta no trivial de K.

Teorema (2.2.4): Una matriz Aell(K) es K-irreducible si y s6lo si ningiin eigenvector de

A estd en la frontera de K.

Demostracion: Si: Supéngase que F es una faceta no-trivial de K. F es un cono propio en
F-F. Aplicando el teorema (2.2.1), parte (c), a Ay, la restriccién de A a F-F, se tiene que
posee un eigenvector de A y xebd(K). Sélo si: Sea Fy la faceta de K generada por x. Si x

es un eigenvector de A, entonces AF, cF, . Si 0=xebd(K), entonces Fy es no trivial.




16

Teorema (2.2.5): Una matriz AeII(K) es K-irreducible si y sélo si A tiene exactamente

un (excepto multiplos escalares) eigenvector en K, y este vector estd en int(K).

Demostracién: Si: Se sigue del teorema (2.2.4).
S6lo si: Por el teorema (2.2.4), A no tiene ningtn vector en bd(K). Siendo K-no-negativa,
ésta tiene un eigenvector en K que tiene que estar en int(K). La unicidad de este

eigenvector se sigue de la primera parte del lema a continuacion.

Lema: Si AeII(K) tiene dos vectores en int(K), entonces A tiene un eigenvector en la

frontera. Ademas, los eigenvalores correspondientes son todos iguales.

Demostracién: Sean
Ax1=\ix1, x1€int(K),
Ax,=hx2, X2 €int(K).
Los cigenvalores A; y A2 son no-negativos desde que A es K-no-negativa. Asumamos que
A=Ay y sea
t, =min{t>0:tx, -x, e K}.

Este minimo existe desde que xpeint(K). Sea x3=toxz-x;. Claramente x3ebd(K). Si 2,>0,

A
Ax, =toh, — A%, = ll{to[f}(z —xl}.
1

entonces
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El vector Ax;eK. Entonces, por la definicion de to, A, 2A1. De aqui M=k, y Axs=h;x3, lo

cual completa la demostracion del lema y del teorema.

Teorema (2.2.6): Una matriz A eI1(K) es K-irreducible si y solo si
Ax<*ox, para algin 0=x <K, (II)

implica que xeint(K).

Demostracién: Si: Supéngase que A K-reducible. Entonces Ax=Ax, para algin
Oxebd(K). Este x satisface (II) pero no estd en int(K).

Solo si: AFy cFy para cada x que satisface (II).

Cada matriz K-positiva es K-irreducible. Conversamente se tiene el siguiente

Teorema (2.2.7): Una matriz A €Il(K) de nxn es K-irreducible si y solo si (I+A™! es K-

positiva.

Demostracion: Si: Supdngase que A es K-irreducible, asi xebd(K) es un eigenvector de
A. Entonces (I+A)™" es K-positiva.
Sélo Si: Sea y un elemento arbitrario no-cero de bd(K). Por K-irreducibilidad y,;=(I+A)y

no estd en Fy-Fy y la dimension de Fy, es mayor que la dimension de Fy. Repitiendo el
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argumento se muestra que (I+A)yeint(K), para algin k<n-1, de donde se tiene que

(I+AY™! es K-positiva.

Corolario (2.2.8): Si A y B estan en II(K) y A es K-irreducible, entonces lo es A+B.

Teorema (2.2.8): Si Ael(K) es K-irreducible, entonces
(a) p(A) es un eigenvalor simple y cualquier otro eigenvalor con ¢l mismo
moédulo es también simple, y
(b) Existe un eigenvalor correspondiente a p(A) en int(K), y ningin otro

eigenvector (excepto multiplos escalares) esta en K.

Mas atn, (a) es suficiente para la existencia de un cono propio K, para el cual A

es K-no-negativa y K-irreducible.

Demostracién: La parte (b) se deduce del teorema (2.2.3). La parte (a) se sigue del
teorema (2.2.1). Se probard que p(A) es simple. Supéngase que p(A) no es simple.

Entonces existen vectores linealmente independientes x; y x2, con x; €int(K), tales que

AX1=p(A)X1 (HI)
y también

Ax=p(A)x;
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o bien

Axo=p(A)xatx;. - (IV)

Si (III) fuera verdad, entonces para t>0 grande, x3=tx;+x2 en K, y X3 seria otro
eigenvector; esto contradice la unicidad del eigenvector. Si se cumpliera (IV), entonces —
x2¢K, y se podria definir

to=min {t>0: tx,-xeK}.
Entonces, p(A)#0 porque A es K-irreducible; pero p(A)#0 implica

A(loX1-X2)=top(A)X1-p(A)X2-X1

=p(A){(to-1/p(A))x1-X2} €K,
1o cual contradice la definicién de to.

El teorema anterior puede ser generalizado de la forma siguiente para matrices K-

positivas (se presenta sin demostracion):

Teorema (2.2.9): Si A es K-positiva, entonces
(a) p{A) es un eigenvalor simple, mayor que la magnitud de cualquier otro

eigenvalor,




20

(b) Un eigenvector correspondiente a p(A) esta en int(K).

Mas aon, la condicion (a) asegura que A es K-positiva para algin cono propio K.

Teorema (2.2.10): Sea AeI1(K) una matriz K-irreducible. Entonces la existencia de un

nimero real o y del vector xeint(K) tal que 0zax-AxeK implica que p(A)<a.

Demostracion: Por el teorema (2.2.3), p(A)<a. Si p(A)=0 entonces p(A)<a. Supongase

que p(A)=a=0. Sea x, el eigenvector de A en int(K) y

z =[], x-x,

Entonces zebd(K) y

0<* Az =|x, |, Ax—Ax, <* x| ox-x, = az,

lo cual contradice la irreducibilidad de A.

Corolario (2.2.11): Sea 0<™® A <™ B, donde A es K-irreducible y A#B. Entonces

p(A)<p(B).
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Demostracion: Por (2.2.8) B es también K-irreducible. Sea x el eigenvector de B en
int(K). Entonces
Ax <* Bx = p(B)x.

Como BzA,

B- A” es positiva para cualquier norma. En particular "B — AIL >0.Deesa

mancra

0< "B - A||x = ||(B —-A)x

L= ”p(B)z— AX

»

de donde p(B)x=Ax. Aplicando (2.2.10) se prueba que p(B)>p(A).

Corolario (2.2.12): Si 0 <™ A <™%) B entonces p(A)<p(B).

Demostracion: Sea C una matriz K-positiva y definase A=A+tC, B=B+tC, t>0. Siendo
K-positiva, A; es K-irreducible y por el corolario (2.2.11) se tiene que p{A)<p(By).

Tomando t—»0, se obtiene que p(A)<p(B).

Teorema (2.2.13): Sea AeII(K) una matriz K-irreducible. Si
ox<*Ax para algin xeK, a>0 (V)

entonces p(A)>a. Conversamente, si p{A)>a, entonces Ax>aX, para algiin xeint(K).

Demostracion: Sea A=o'®. Por (V), Ax>*x. Sea x; el eigenvector de A en int(K). Ahora,

!|x1||xl x,—x e K, ydeaqui
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0<*A( I, |

SR X <%, ||x’ p(A)x-x

o bien

x<p(A) [,

que, por definicién de ||x,||xl , implica que p(A)<l. La igualdad es imposible debido a la

desigualdad anterior y de la K-irreducibilidad , por lo que se tiene que p(A)<1, es decir,
p(A)<a.

Conversamente, sea Ax;=p(A)x;>>ax;, x;€int(K).

Corolario (2.2.14): Sea AeIl(K). Entonces Ax>¥ax para algun O=xe€K, con o0, si
L.orolario y

solo si p{A)>a.

Teorema (2.2.15): ): Sea Aell(K). Entonces

ax<*Ax<*Px, para algin xeint(K),

implica que a<p(A)<p.
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Ademds, si A es K-irreducible, ax#Ax y Ax#Bx, entonces a<p(A)<p.

Los teoremas (2.2.3) y (2.2.10) dieron las cotas superiores para el radio espectral de
las matrices K-no-negativas, mientras que el teorema (2.2.13), el corolario (2.2.14) y el

teorema (2.2.15) complementaron con las cotas inferiores.

Todos los resultados anteriores se pueden resumir, en el caso de las matrices no-

negativas, en los teoremas siguientes:

Notacion: Se escribiré:
A>B, si aj>byj, para todos iy j.
A>B, si A>By A#B, y

A>>B, si ai>by, para todos 1y j.

Las matrices que satisfacen A>>0 son las llamadas matrices positivas.

Definicion (2.2.5): (Ver definicién 2.2.4) Una matriz A de nxn es cogradiente a una

matriz E si para alguna matriz permutacién P, PAP'=E. A es reducible si es cogradiente a

la matriz
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donde B y C son matrices cuadradas, o si n=1 y A=0. _En otro caso, la matriz A es

irreducible.

Teorema (2.2.16) (Ver teoremas (2.2.4), (2.2.5), (2.2.6), (2.2.7)): Cada una de las
siguientes condiciones caracteriza la irreducibilidad de una matriz no-negativa A de
orden n (n>1).

(a) Ningin vector de A tiene una coordenada cero,

(b) A tiene exactamente un (excepto multiplos escalares) eigenvector no-

negativo, y este eigenvector es positivo.
(c) ax>Ax, x>0 = x>>0.
(d)  (+A)"'>>0.

(e)  A'esirreducible.

Las matrices no-negativas irreducibles incluyen el caso positivo.

Teorema (2.2.17): (Perron-Frobenius) (Ver teoremas (2.2.8) y (2.2.9)):

(a) Si A es positiva, entonces p(A) es un eigenvalor simple, mayor que la

magnitud de cualquier otro eigenvalor.
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(b) Si A>0 es irreducible, entonces p(A) es un eigenvalor simple, A tiene un
eigenvector positivo x correspondiente a p(A), y cualquier eigenvector no-

negativo de A es un multiplo de x.

Carolario (2.2.18): (Ver corolarios (2.2.11) y (2.2.12))
(a) Si 0<A<B, entonces p(A)<p(B).

(b)  Si0<A<By A+B es irreducible, entonces p(A)<p(B).

Teorema (2.2.19) (Ver teoremas (2.2.14) y (2.2.15)): Para A>0,

ax<Ax, x>0, implica que a<p(A);

Ax=<Bx, x>>0, implica que p(A)< B.

St, ademds, A es irreducible, entonces

ax<Ax<fx, x>0, implica que a<p(A)<B, y x>>0.

Teorema (2.2.20): Si x es un eigenvector positivo de una matriz A no-negativa, entonces

x corresponde a p(A).

B. Caracterizacion combinatoria de las matrices no-negativas

Una interesante caracterizacién de la irreducibilidad de matrices esta dada por el

enfoque combinatorio. Sea (ajj)(q) el elemento (i,j) de A%

& A R S T ST,
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Teorema (2.3.1): Una matriz no-negativa A es irreducible si y sélo si para cada (i,j} existe

un nGimero natural q tal que az*>0.

Demostracién: Sélo si: Se obtiene de la definicion (2.2.5).

Si: Por el teorema (2.2.16), (I+A)"'>>0. Sea B=(I+A)""%. Como el anterior es el producto
de una matriz positiva con una irreducible, entonces es también positivo. Sea B=A"+C,.
JA™+ +C|A. Entonces bij=aij“+cn_1aij“'1+...+claij>0, para todo (i,j), de donde para cada

(i,j) debe de existir un entero positivo g tal que a; 0.

Definicion (2.3.1): El grafo dirigido asociado, G(A), de una matriz A de nxn, consiste en

n vértices py,...,Pn, donde un arco sale de p; hacia p; si y solo si a;=0.
Definicion (2.3.2): Un grafo dirigido G es fuertemente conexo si para un par ordenado
cualquiera (p;,p;) de vértices de G, existe una secuencia de arcos (una trayectoria) que

sale de p; hacia p;.

Como 2;%>0 si y sOlo si existe una trayectoria de q arcos de p; a p;, entonces el
ij is

teorema (2.3.1) puede enunciarse de la forma siguiente:

Teorema (2.3.2): Una matriz es irreducible si y sélo si G(A) es fuertemente conexo.
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Ejemplo: Considérense las siguientes matrices

1 ¢ 1 0 1 01 0
o1 0111 0 ¢ 01
A=i1 0 0 B= C=
1 01 0 01 0 0
1 0 0
1 1 01 1 1 01
Los grafos asociados son
2. @
G(A):// Pi G(B): I \\ pz}
N //p) i\ o
G g
G(C): p1 P2

i A

Pa P3







IIl. MATRICES-M

En muchos problemas en ciencias biologicas, fisicas y sociales es comiin encontrar
soluciones es comun encontrar soluciones que involucran matrices que tienen una
estructura especial. Las matrices que a continuacién se presentan ocurren a menudo en
relacion a sistemas de ecuaciones lineales o no-lineales o problemas de eigenvalores en
una gran variedad de areas incluyendo métodos de diferencias finitas para gran variedad
de dreas incluyendo métodos de diferencias finitas para ecuaciones diferenciales
parciales, mo&elos de produccidn, insumo-producto y modelos de crecimiento en
economia, problemas de investigacion de operaciones, y en procesos de Markov en

probabilidad estadistica.
Notacidn: Sea Z™" = {A = (aij )e R™a,<0,i# j}

El nombre de matrices-M fue utilizado por primera vez por Ostrowski en el afio de
1937, en referencia al trabajo‘de Minkowski quien probd, a principios de siglo, si

A eZ™ ytiene todas las sumas de filas positivas, entonces detA>0.

A continuaciéon se presentan varios teoremas que seran necesarios para las

caractel_'izaciones de matrices-M invertibles.
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Definicién(3.1): Sea K un cono propio. Una matriz A es llamada K-monotona s1

AxeK=>xek.

Teorema(3.1): Una matriz A es K-monétona si y sélo si ésta es no-singular y
AT e] (XK.

Demostracion: Para una matriz no-singular A de orden n y conjuntos no vacios P y Q en
R" es evidente que la equivalencia Q c AP < A7'Q< P se cumple. Se debe probar que
A es no singular. Sea x e N(A), el espacio nulo de A. Entonces, por la definicién de K-

monotona, x eK y - xe K, y, por ser K puntiagudo, x=0.

Teorema(3.2): Sea A=al-B,B eH(K). Entonces los siguientes enunciados son

equivalentes:
1) La matriz A es K-monotona.
iL) El radio espectral de B es menor que .

1i1) La matriz A es estable positiva; i.e., si A es un eigenvalor de A, entonces

ReA<0.

Demostracion:

i)=>ii): Sea xeKun eigenvector de B, correspondiendo a p(B). Entonces Ax=(a-

p(B))x.
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Desde que A es no-singular, siendo K-monétona, o= p(B)y con A™'x=(o-p(B))'x.

Por K-monotonia, A'xeK y de alli oa>p(B).

ii)=>1): A es claramente no singular, desde que o’'B es convergente,

Al =g (a"B)i

0
i=0

de donde A es K-monétona.

ii)=>1ii1): Sea A un eigenvalor de A. Entonces A=a-p, donde p es un eigenvalor de B.
Entonees (iii) se sigue de o> p(B) = |y] .
i) => i1) : Sea x€K un eigenvector de B correspondiente a p(B). Entonces A=a-p(B) es

un eigenvalor de A y ReA>0 implica o>p(B).

Definicion (3.2): Una matriz A es
1) Una matriz-M K-no-singular si satisface cualquiera de las condiciones
equivalentes del teorema (3.2).

i) Una matriz-M K-singular si puede ser expresada en la forma A=al-B, con

o=p(B).
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Corolario (3.3): Sea A=al-B, B e[1(K), una matriz-M K-no-singular. Entonces, se tiene

que Al'xeint(K) si y sélo si B es K-irreducible.

Demostracién: Si: Sea 0% x e K. Sea A”'x=y. Claramente, 0 # y e K desde que A es K-

k
mondtona. También oy=By por el tcorema (2.2.5) y la K-irreducibilidad de B,
yeint(K).
Sélo si: Supéngase que B es K-irreducible y sea x un eigenvector de B sobre bd(K), sea,

Bx=x. Entonces, 0 # (o — B)x € bd(K). Pero Alyeiny(K).

Definicién (3.3): Cualquier matriz A de la forma A=sI-B, s>0, B20, para la cual s=p(B),

es llamada una matriz-M.

Teorema (3.4) Sea AcR™. Entonces, para cada letra { representando cada una de las
siguientes condiciones, { ; son equivalentes para cada i. Ademds, si C representa

cualesquiera de las condiciones ;, el siguiente rbol de implicaciones se cumple
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s

\I-W -

—M:M d

Finalmente, si AeZ™ entonces cada una de las 50 condiciones siguientes es

equivalente al enunciado “A es una matriz-M no-singular”.

{A,) Todos los menores principales de A son positivos.

(A2) Cada eigenvalor real de cada submatriz principal de A es positivo.

(A3)Para cada x=0 existe una matriz diagonal positiva D tal que x'ADx>0.

(As)Para cada x=0 existe una matriz diagonal D no-negativa tal que x'ADx>0.

(As) A no reversa el signo de cada vector; es decir, si x#0 y si y=Ax, entonces para alglin
subindice i, x;y;>0.

(Ag) Para cada matriz signo S (S es una matriz diagonal con entradas +1), existe un x>>0,
tal que SAS>>0.

(B7) La suma de todos los menores principales kxk de A es poslitiva para k=1,2,...n.

(Cs) A es no-singular y todos los menores principales de A son no negativos.

(Co) A es no-singular y cada eigenvalor real de cada submatriz principal de A es no

negativa.
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(Cio) A es no-singular y A+D es no-singular para cada matriz diagonal positiva D.

(C11) A+D es no-singular para cada matriz diagonal no-negativa D.

(Ci2) A es no singular y para cada x#0 existe una matriz diagonal no-negativa D tal que
x'Dx=0 y X' ADx>0.

(C13) A es no-singular y para cada matriz signo S existe un vector x>0 tal que SAS=0.

(Ci4) A es no-singular y si x#0 y Ax=y, entonces para algin subindice i, xi#0 y x;y;20.

(Dys) A+ol es no singular para cada a.20.

(D16) Todos los eigenvalores reales de A son positivos.

(Ei7) Todos los menores principales dominantes de A son positivos.

(B1s) Existen matrices triangulares inferior y superior L y U, respectivamente, con
diagonales positivas, tales que A=LU.

(Fi0) Existe una matriz permutacion P tal que PAP' satisface la condicién (Eq7) o (Eisg).

(Gao) A es estable positiva; es decir, la parte real de cada eigenvalor de A es positiva.

(Ga;) Existe una matriz Iﬁositivo definida y simétrica W, tal que AW+AW' es positivo
definida.

(Ga2) A+l es no-singular y G=(A+)'(A-T) es convergente.

(Ga3) A+l es no singular y ﬁara G=(A+1)(A-I) existe una matriz positivo definida W tal
que W-G'WG es positivo definida.

(Ha4) Existe una matriz diagonal positiva D tal que AD+DA' es positivo definida.

(Has) Existe una matriz diagonal positiva E tal que para B=E'AE, la matriz (B+B")/2 es

positivo definida.
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(Hz6) Para cada matriz Q positivo semidefinida , la matriz QA tiene un elemento diagonal
positivo.

(I27) A es semipositiva; es decir, existe x>>0 con Ax>>0.

(I2) Existe un x>0 con Ax>>0.

(Iro) Existe una matriz diagonal positiva D tal que AD tiene todas las sumas de filas

positivas.

(J30) Existe un x>>0 con Ax>0Q y Z:aijxj >0,1=1,2,...,n.

j=1
(K31) Existe una matriz permutacion P tal que PAP' satisface jso.
(L32) Existe x>>0 con y=Ax>0, tal que si y;0=0, entonces existe una sucesion de indices
11,...,1r cON &;511#0, j=1,...,r y con y;=0.

(Ls3) Existe un x>>0 con Ax=y>0, tal que la matriz A=(ﬁgj) definida por

l, a,#006y #0.
(ﬁlj) — 1l 1
0, enotrocaso.

es irreducible.
(M34)Existe x>>0 tal que para cada matriz signo S, SAS>>0.
(M3s)A tiene todos los elementos diagonales positivos y existe una matriz diagonal D tal

que AD es estrictamente  diagonalmente  dominante, es decir

a;d; > |agf;,i=12,..n.

i#]
(M3s)A tiene todos los elementos diagonales positivos y existe una matriz diagonal

positiva E tal que E"' AE es estrictamente diagonalmente dominante.
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(Ms7)A tiene todos los elementos diagonales positivos y existe una matriz diagonal
positiva D tal que AD es semiestrictamente diagonalmente dominante nferior; es

decir

a;d; 2 Zlaij1dj, i=L2,..,n

i#]

i-1
a;d; 2 Z]:|aij1dj’1 =12,...,n.
=
(N3g) A es inversa-positiva; es decir A’ existe y A 20.
(N39) A es mondtona; es decir Ax20=>x>0,VxeR".

(N4o) Existen matrices B; y B; inversas positivas tales que B, S A<B,.

(N41) Existe una matriz inversa-positiva B>A, tal que I-B 2 es convergente.

(N4,) Existe una matriz inversa-positiva B>A y A satisface Iz7, Izg 0 Iog.

(Ng3) Existe una matriz inversa positiva B>A y una matriz-M no singular C tal que
A=BC.

(N4s) Existe una matriz inversa-positiva B y uba matriz-M no singular C tal que A=BC.

(Ngs) A tiene un fraccionamiento convergente regular; €8s decir, A tiene una
representacion A=M-N, M0, N>0, donde MN es convergente.

(N4g) A tiene un fraccionamiento regular convergente debil; es decir, A tiene una
representacion A=M-N, M1>0, MIN >0, donde M N es convergente.

(047) Cada fraccionamiento regular débil de A es convergente.

(P4g) Cada fraccionamiento regular de A €s convergente.
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(Qa9) Para cada y=0 el conjunto S, = {x >0:A'x< y} es acotado y A es no-singular.

(Qs0) So={0}; esto es, las desigualdades A'x<0 y x>0 tienen una sola solucién trivial x=0,
y A es no-singular.
A continuacién se presenta la demostracion para A<Z™; i.e., que cada una de las 50

condiciones (A1)-(Qso) pueden utilizarse para caracterizar a una matriz-M no singular.

Demostracién Supéngase que A es una matriz-M no-singular. Observando el arbol de
implicaciones en el enunciado del teorema, se tiene que las condiciones (M) y (N) se
cumplen; estas c-ondiciones juntas implican cada una de las restantes condiciones en el
teorema para una matriz AeZ™" arbitraria. Por la definiciéon (3.3), A tiene una
representacion A=§I-B, B=>0 con s>p(B). Més atin, s>p(B), desde que A es no-singular.
Haciendo T=B/s, se sigue que p(T)<1 y por el teorema (2.2.2)

A=(1-TY1/s>0.
Entonces la condicion (Nig) se cumple. Ademas, A tiene la diagonal positiva ya que el
producto interno de la i-ésima fila con la i-ésima columna de A™' es uno, para i=1,...n.
Sea x=A'le, donde e=(1,...,1)". Entonces, D=diag(x,,....x,), I es una matriz diagonal
positiva, entonces

Ade=Ax=e>>0,

nxn

y entonces AD tiene todas las sumas de filas positivas. Pero AcZ™", esto significa que A

es estrictamente diagonalmente dominante y entones (Mss) Se cumple.
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Supéngase que AcZ™", Se probara que A satisface cualquiera de las condiciones
(A)-(Q), entonces DA es una matriz-M no-singular. De nuevo, por el arbol de

implicaciones, es suficiente considerar solo las condiciones D), (), L)y (P).

Consideremos que la condicion (D) se cumple para A y sea A=sI-B, B=0, s>0.
Supongase que s<p(B). Entonces si Bx=p(B)x, x#0, Ax=(s-p(B))x, se tiene que s-p(B)
debe ser un eigenvalor no-positivao real de A, contradiciendo (Dig). Ahora supongase
que la condicién (Fi9) se. cumple para A. Entonces suponiendo que PAP'=LU donde L es
una triangular inferior con diagonal positiva. Se demostrard primero que los elementos
fuera de la diagonal de L y de U son no-positivos. Sea L=(r;) y U=(sj;) con 1;=0 para i<j y

si s;=0 para i>j y 1;>0, s3>0, para i<j, j<n.

Se probaran las desigualdades ;=<0 s;;<0 para i#j por induccion sobre it+j. Sea
A’=PAP'=(a’;).
Si i+j=3 las desigualdades r2;<0 y ;250 se siguen de a’;2=rsi2 ¥ a’y=r21811. Sea
i+j>3, i#j, y suponiendo que las desigualdades <0 y si<0, k#1, son validas k+1<itj.

Entonces, si i<j en la relacién

a, =T;8; + Zrikskj’

k<i

se tiene que az<0, P 1S, 20, desde que rg=0, s;<0, de acuerdo a Jas condiciones

k<i
j+k<i+j, k+j<i+j. Entonces 53<0. Analogamente, para i>j la desigualdad ry<0, puede ser

probada. Es ficil ver entonces que L'y U existen y son no-negativas. Entonces,
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A'=(P'LUPY'=P'U'L"'P>0.
Ahora, sea A=sI-B, >0, B>0, se sigue que (I-T)'IZO, donde T=B/s. Entoncgs p(B)<1 por
el teorema (2.2.2), y entonces s>p(B) y A es una matriz-M no singular. A continuacion,
asumamos la condicién (Ls3) se cumple para A. Escribimos A=sI-B, s>0. B=0 y T=B/s.

Entonces, como y=Ax>(0 para algin x>>0, se sigue que Tx<x. Se define ahora

:[\' = (,t\ij)pOI'Z

ty, t; =0

ty={6,1,=0,y, %0

0, otro caso.

A

Se sigue entonces que Tes irreducible desde que A, tal como se define en (I33) es

irreducible. Mas atn, para >0, suficientemente pequefio, se tiene que

Tx<x
asi p(T)<l por el teorema de Perron-Frobenius (2.2.17). Finalmente, como T<T se
sigue que

o(T)<p(T)<1

por el corolario (2.2.18). Por lo anterior, A es una matriz no-singular del tipo M.

Seguidamente, se asume que la condicidén (Psg), se cumple para A. Entonces como A
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tiene una division regular de la forma A=sl-B, s>0, B0, se sigue de (Psg) que T=B/s es
convergente, asi por eso s>p(B) es una matriz-M no-singular.
Teorema (3.5): Sea AeR™", n>2. Entonces cada una de las siguientes condiciones es
equivalente al enunciado “A es una matriz-M no-singular”.

(1) A+D es inversa-positiva para cada matriz diagonal D.

(i1) A+1 es inversa-positiva para cada escalar o>0.

(i)  Cada submatriz principal de A es inversa-positiva.

(iv)  Cada submatriz principal de A de érdenes 1,2 y n es inversa positiva.

Demostracién:Supéngase que A es una matriz-M no-singular y que D es una matriz
diagonal positiva. Entonces cada menor principal de A es positivo implica que cada
menor principal de A+D es positivo. Entonces, por la condicién (A;) del teorema (3.4),
A+D es una matriz-M no-singular. Entonces, por la condicion (Nsg), A+D es inversa
positiva. Por lo anterior, (i) y (ii) se cumplen. También por el teorema (3.4), cada
submatriz principal de una matriz-M no-singular es también una matriz no-singular es

también una matriz no-singular. Asi (iii) y (iv) se cumplen.

Ahora, supongase que AcR™ y que A+al es inversa-positiva para cada o=0. Se
sigue que A'>0 al tomar a=0. Por la condicién (N3g) del teorema (3.4), para mostrar que
A es una matriz-M no-singular es suficiente mostrar que AeZ™". Asumamos que A tiene
una entrada positiva fuera de la diagonal, digamos, a;>0, i#j. Entonces para un a>0

suficientemente pequefio,
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(I+oA) '=l-aA+HaA ) -(0A) +...
tiene (i,j) entrada negativa, ya que el segundo término de la serie domina la entrada. Pero
esto es una contradiccién debido a lo asumido
0<(A+/0) ' =a(i+oA)’
Desde que (1)=>(i1) se sigue que si (i) se cumple para AcR™" entonces A es una matriz-M

no-singular.

Ahora, sea AeR™" con la propiedad de que cada una de sus submatrices principales

de 6rdenes 1,2 y n es inversa-positiva y A'>0. Sea

una submatriz principal de A de orden 2. Entonces a>0, d>0, y
-1 -1 d -b
B~ =(ad —bc) =0.
-c a

Entonces, como la diagonal de B tiene todos los elementos positivos, se sigue que b<0y
¢<0. Por lo anterior se concluye que A tiene todos los elementos fuera de la diagonal no
positivos. Finalmente, como (iii)=(iv) se sigue que si (ili) se cumple para AeR™,

entonces A es una matriz-M no-singular.
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Teorema(3.6) Sea AeZ™" irreducible. Entonces, cada una de las siguientes condiciones
es equivalente al enunciado “A es una matriz-M no-singular”.
) A>>0,

i) Ax>0 para algin x>>0.

Demostracién:Supéngase que A es una matriz-M no-singular. Entonces, tomando
K =R" en el corolario (3.3), se sigue que A'>>0y asi (i) se cumple. La condicion (i) se
sigue inmediatamente de la condicién (i) del teorema (3.4). Conversamente, si (i) se

cumple, entonces A es una matriz-M no-singular por la condicion (Nsg) del teorema (3.4).

Supéngase que Ax>0 para algin x>>0. Entonces como A es irreducible, se sigue que A
definida en la condicién (Las) del teorema (3.4) es irreducible, y entonces A es una

matriz-M no-singular.




IV. MODELOS INSUMO-PRODUCTO

Los modelos insumo-producto son parte de la rama de la Economia conocida como
Economia Interindustrial; ésta estudia, en particular, las interrelaciones que existen entre
los productores en su cardcter de compradores de sus producciones mutuas, como

consumidores de recursos escasos, y como vendedores a los consumidores finales.

El primer modelo empirico interindustrial fue formulado por el profesor Wassily

Leontief, cuyo sistema se conoce con el nombre de “Andlisis de Insum- Producto”.

A. Contabilidad Interindustrial

La funcién primordial de las cuentas interindustriales es investigar el curso de las
corrientes de bienes y servicios en su paso de uno a otro sector de la produccion. Las
tablas de interdependencias intersectoriales, tipo de balance de realizacién y de
prediccién estatica y dinamica, permiten reflejar el conjunto de relaciones interramales en
su articulacién con la demanda final y el consumo productivo.

En el sistema de contabilidad cada sector de la economia aparece dos veces, como
creador de una produccion y como usuario de insumos. Las unidades empleadas para la

contabilidad seran unidades de valor, determinadas por precios constantes.
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El plan fundamental de estas cuentas interindustriales se deriva de la division de los
consumos en dos categorias -intermedio y final- y la correspondiente division de los

insumos “primarios” y “producidos”.

A continuacién se presenta el sistema de contabilidad interindustrial del modelo
“abierto” de Leontief, en el cual €l consumo final total tiene, aproximadamente, la misma

significacién que Producto Nacional Bruto.

Sectores de Compris
Consumo Intermedio Consumo Final Oferta
commomo |5 @ @ 8 & .8
Sector sum? B § B Z|use Total| Uso Total g g
Ljon Intermedio E 25 % Final E‘ .g
...... Total
g 3§ 6 m%‘ g &
1 xu...xlj...xm Wl Il C1 G1 E1 Y| Zl M1 Xl
2 | HoyRej.Benm W, LG G E| Y Z M X,
Sector de
Produccidn L] %K Em Wy LG G E; Y Z; M X
n | XagRnjZm Wa |[LCaGuEd Ya Zy M. X
Insumos Producidos : =
Totales -
Insumos Pnmarios ViV, Vg Vg v v
Produccidn Total 1 CGE Y Z M X

La separacion entre consumo intermedio y final de produccién, y entre insumos
producidos y primarios conduce a la formacién de cuatro tipos distintos de transacciones,

que se indican en los cuatro cuadrantes de la Tabla de Transacciones:
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Cuadrante I: Contiene el Consumo Final de mercancias y servicios producidos,
subdivididos en tipos principales de consumo.

Cuadrante II: Comprenda la parte esencial de las cuentas interindustriales. Cada x;
indica la cantidad de mercancia i consumida en el sector j, determinada a precios
constantes. El consumo intermedio total de cualquier mercancia se encuentra identificado
por W, y el total de compras hechas a otros sectores por una industria dada, como U;.
Cuadrante I11L Cémtiene el empleo de insumos que no son producidos dentro del sistema
(insumos primarios). El pago total de insumos primarios por cada sector corresponde, por
tanto, aproximadamente al valor agregado en la produccion, representando la diferencia
que hay entre el valor de la produccion y el costo de los insumos producidos fuera del
establecimiento dado.

Cuadrante IV: Contiene el insumo directo de factores primarios en el consumo final,
cuyos principales ejemplos son los servicios nacionales y los empleos del Gobierno.
Estas transacciones no se incluyen en la mayoria de modelos interindustriales, pero se

registran para la compatibilidad de totales.
Si cada mercancia se produce Unicamente por un sector y no existen co-productos,
la oferta total de la mercancia i es igual a la produccion del sector i, mas las

importaciones de i.

B. Analisis Insumo-Producto en Economia
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El analisis insumo-producto de Leontief, esta referido a resolver el problema: ;Qué
nivel de produccién debe tener cada una de n industrias en una situacién econémica
particular, tal que sea suficiente para que satisfaga exactamente la demanda total de la

economia para este producto?

En el enfoque de Leontief, las actividades de produccién en una economia se
disgregan en n sectores de industrias, y la transaccidon de bienes enfre los sectores es

analizada. Sus supuestos basicos son los siguientes:

(1) Cada uno de los n sectores producen un solo tipo de bienes. Ampliamente
interpretado, esto significa que los n sectores y los n bienes estdn en una correspondencia

uno-a-uno. El sector que produce el i-ésimo bien es denotado por i.

(2) En cada sector, produccién significa la transformacién de varios bienes en
algunas cantidades en un tipo simple de bien en alguna cantidad. Més atn este patrén de

transformacion insumo-producto se asume estable.

Intuitivamente, en un sistema de Leontief este patron se asume de la forma
siguiente: Para producir una unidad de j-ésimo bien, C unidades del i-ésimo hien son
necesarias como insumos para i=1,2...,n, en el sector j, y A unidades de producto del j-
ésimo bien requieren ity unidades del i-ésimo bien. Las cantidades t;; son los llamados

coeficientes de insumo y son usualmente consideradas como constantes.
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Sea x; la produccién del i-ésimo bien por una unidad fija de tiempo. Parte de esta
produccién bruta es consumida como insumos necesarios para las actividades de

produccidn de los n sectores asi

unidades del i-ésimo bien forman la produccién neta. Esta produccidn neta es
normalmente llamada demanda final del i-ésimo bien. En forma alternativa, d; puede
pensarse como la contribucién del sector abierto de la economia, donde los salarios
laborales, etcétera, son tomados en cuenta.
Si x y d denotan los vectores con n componentes x; y d;, respectivamente, se obtiene
el sistema de ecuaciones lineales
({-T)x=d
La matriz de coeficientes A=I-T de este sistema de ecuaciones lineales esta
evidentemente en Z™". Las matrices en Z™" son a menudo llamadas matrices del tipo

Leontief, o algunas veces, matrices esencialmente no positivas.

Entonces, resolviendo la ecuacién matricial anterior para x, si I-T es no singular
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x=(I-T)'d
El modelo descrito anteriormente se clasifica como un modelo insumo-producto
estatico, o sea independiente del tiempo (se supone que toda actividad ocurre
simultaneamente), y abierto, en el cual la fuerza de trabajo y los consumidores se

consideran exégenos al proceso productivo.

Asociado al modelo abierto estatico insumo-producto se tiene el modelo dual de
precios y valores agregados. La matriz T de coeficientes tecnolégicos puede ser utilizada
para determinar los valores agregados durante el proceso de produccién. Sea P; el precio
de una unidad del i-ésimo articulo, entonces el costo de todos los insumos usados para la

produccion de una unidad del j-ésimo articulo es

;tijpi, 1<j<n.
Asi

P;— Ztijpi

i=l
es el valor agregado por unidad de producto, v;. Entonces, si p denota el vector con
entradas p; y v denota e] vector con entradas v;, las relaciones entre ellos estan descritas
en el siguiente sistema de ecuaciones:

t

p-pT=v

t t

pA=Y
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donde A=I-T. El vector p es llamado el vector de precios y el vector v es llamado vector
de valor agregado asociado del modelo abierto de Leontief. Obviamente v>0 y los

economistas s¢ interesan en soluciones p=>0.

Una relacion entre los modelos primal y dual del sistema abierto de Leontief esta

dada por

2 vix = 2pid,
=1 =t

que se puede interpretar por el siguiente enunciado econdémico: El ingreso nacional y el

producto nacional son iguales.

Definicion(4.1): Un modelo abierto de Leontief con matriz tecnoldgica (o de insumos) T

se dice es factible si el sistema
(I-T)x=d

tiene una solucién no-negativa para el vector produccion x, para cada vector demanda d.

Ademas el modelo es rentable si el sistema

pt_ptT___vt
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tiene una solucidn no-negativa para el vector de precios p, para cada vector de valor

agregado v.

Teorema (4.1): Considere un modelo abierto de Leontief con matriz tecnologica Ty sea
A=I-T. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) | El modelo es factible.

(2)  Elmodelo es rentable. |

(3) A es una matriz-M no-singular.

Demostracion: Se prdbaré que (1) y (3) son equivalentes. Si (1) se cumple, entonces por
ser el vector de demanda d positivo, se sigue que A satisface: Existe x>0 con Ax=d>>0.
Pero esta es la condicién Irs del teorema (3.4), que caracteriza las matrices-M no-
singulares. Entonces (3) se cumple para AeZ™. Conversamente, si (3) se cumple,
entonces porr la condicién Nag det teorema (3.4), A"'>0. Asi el sistema de ecuaciones tiene
una solucién no-negativa x=A"'d, para cada d>0, por lo que (1) se cumple. La
equivalencia entre (2) y (3) es establecida de una manera simila-lr usando el hecho que A

es no-singular si y sélo si lo mismo es verdadero para Al

El teorema (4.1) puede ser enunciado de otra forma al considerar Jas 50

caracterizaciones de una matriz-M no-singular, de }a forma siguiente:
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Teorema (4.2): Considere un modelo abierto de Leontief con matriz tecnoldgica T y sea
A=I-T. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1)  Elmodelo es factible.

(2)  Elmodelo es rentable.

(3) A satisface una (y todas) las condiciones de (A}) a (Qso) del teorema (3.4).

A continuacion se presentan algunas ideas sobre el modelo cerrado insumo-

producto de Leontief.

Si el sector externo del modelo abierto insumo-producto es absorbido en el sistema
como ofra industria, entonces el sistema sera un sistema cerrado. En este modelo, la
demanda final y el insumo primario no aparecen; en su lugar aparecen los requerimientos
de insumo y el producto de la nueva industria concebida. Aqui todos los bienes pueden
ser intermedios en su naturaleza, de aqui que cada articulo es producido sélo para los

requerimientos de insumo de los sectores o industrias dentro del modelo mismo.

De este modo, en el sistema cerrado insumo-producto, el consumidor o sector
abierto sera considerado como un sector productivo. En esta formulacion particular del
modelo cerrado, los “insumos” del sector abierto son varios bienes de consumo y
servicios, y su “producto” es trabajo. En este sistema, la demanda final y los elementos,
tales como el empleo y la tasa de salarios son tratados como incognitas y sus valores de

equilibrio son resueltos simultdneamente con el resto de las variables.
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Debido a que no hay variables determinadas desde fuera del sistema, el modelo
trata de responder una nueva pregunta: Dada una tecnologia de produccion (Cuéles son
los niveles de equilibrio de produccién y de precio para que no haya demanda
insatisfecha?. Se tiene la ecuacién Ax=d, del modelo anterior, donde X; es la produccion
del i-ésimo sector y d; es la demanda del i-ésimo sector. Estas demandas finales seran,
ahora, consideradas como insumos del sector consumo. Cada componente d; de des
ahora relativa a un nivel de empleo &, de modo que los consumidores adquieren una
cantidad d; que varia con el nivel de empleo E. Para obtener lo anterior, se definen los

coeficientes técnicos fijos c; por:

Ci:d.i/&
de tal forma que

di=cig,

entonces, asumiendo que el modelo abierto original consta de n-1 sectores, las relaciones

insumo-producto en el modelo cerrado seran descritas por las n-1 ecuaciones simultaneas




55

Ahora el abastecimiento total del trabajo, esto es, el nivel de empleo &, es la suma

del trabajo usado por cada sector:

donde L; es la cantidad de trabajo utilizado por el sector y, donde i=n es €l sector de

consumo. Definimos ahora los coeficientes de insumo del trabajo fijo k;,
ki:Li/Xi i=1,...,n-1; kn=Ln/§,

entonces el suministro total del trabajo puede ser expresado en términos de la relacion

lineal
E=>kx,+k,& (ID
=1

entonces con el sistema de ecuaciones lineales (I) t tomado (IT) como altima ecuacion, se
tiene:
X1=thnxa ... X116t

Xo=ty X1 +....tapXp-11Co
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xn-lw_Mtn—l,lxl"'----tn-l,lﬂ‘hl-l'*'(-'fn-l

E=kxi+.. KnaXp1HKaE

el cual en forma matricial es

ty . fa-l <
ty - o C,
T=
tn—l,] tn—],n—l cn—I
L kl kn‘l n

Por conveniencia se utilizara la notacion:

y también se define

de donde, las relaciones insumo-producto para el modelo cerrado son descritas por el

sistema de ecuaciones lineales

x=Tx (III)
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y T es llamada la matriz de insumo para el modelo. Sea A=I-T, el sistema (III) puede

escribirse como

Ax=0 (IV)

de donde el sistema (IV) tiene una solucidén tnica x=0 ¢ tiene infinitas soluciones; como
en el modelo anterior, estamos interesados en soluciones donde las x; son todos no

negativos y, en este caso, positivos.

En este modelo cerrado insumo-producto de Leontief se toman en cuenta los
factores de demanda como factores de suministro. En cierto sentido, el nivel de empleo &

representa la demanda final sobre el sistema.

Esta demanda no es dada, pero es determinada como las otras variables de
suministro, las producciones totales x; de cada una de las n-1 industrias originales.
Entonces para resolver la demanda final &, y para los requerimientos de producciones X;
simultdneamente, el modelo cerrado toma en cuenta el impacto de la demanda sobre los
sumninistros y la de los suministros sobre la demanda. Entonces los niveles de produccion
de equilibrio calculadas sobre el modelo cerrado, no solo incorporan las producciones
requeridas para conocer €l cambio en la demanda final que es inducida en la produccion.

Sea x un vector de produccion de este sistema. Entonces,
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es la cantidad del i-ésimo bien necesario como insumo para obtener la produccion
buscada, y=Tx es el vector de insumos. Pero desde que el vector x produce Unicamente
insumos, el sistema no puede operar a menos que y<x. Mas aun, los procesos de
produccion serdn asumidos irreversibles desde que x es necesariamente no-negativo y, en

efecto, positivo en nuestro caso.

Definicién (4.2): Un modelo cerrado de Leontief con matriz de insumos T es factible si
existe alglin x tal que Tx<x, x20. Este x, si existe, es llamado una solucion factible de

produccion para el modelo.

Definicién (4.3): Un vector x es llamado un vector de equilibrio de produccion si, y solo
si, el sistema homogéneo (IV) tiene una solucion positiva, es decir, si Ax=0, x>>0 es
consistente. En este caso, el modelo es, entonces, factible. Un modelo factible no tiene

necesariamente un vector de equilibrio de produccion.

Definicion (4.4): Se dice que una matriz A es una matriz-M con propiedad “c” si se tiene
que A tiene una representacion A=sl-B, con s>0, B=0, donde las potencias de B/s

convergen €n una matriz.
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Teorema (4.3): Un modelo cerrado de Leontief con matriz de insumo T es factible si y
s6lo si A=I-T es una matriz-M con propiedad “c”.
Demostracion: El modelo es factible sélo si Ax>0 para x>>0. Por otra parte, como

AeZ™, se tiene que A es una matriz-M con propiedad “c”.

Lema (4.5): Supéngase que la matriz de insumos T de un modelo cerrado de Leontief es
irreducible y sea A=I-T. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:
(1)  Elmodelo es factible.
(2)  El modelo tiene un vector de equilibrio de produccién que es unico y con
multiplos escalares positivos.

(3) A esunamatriz-M con propiedad “c”.

Demostracion:

(1)=(3): Se establece del teorema (4.3).

(3)=(2): Asumiendo que (3) se cumple, existe x>>0 con Ax=0. Pero como T es
irreducible y Tx=x, se tiene que X es Umico con multiplos escalares, por €l teorema de
Perron-Frobenius se obtiene 2.

(2)=(1): Es clara de las definiciones (4.2) y (4.3).

Teorema (4.6): Sea T una matriz de insumo para un modelo cerrado de Leontief y

supéngase que PTP' tiene una matriz reducida a una forma triangular de bloques. Sea
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A=I-PTP', entonces el modelo es factible si y s6lo si A es una matriz-M para cada 1,

1<i<k, A; singular=T;=0,Vi].

Demostracion:
(=) Asumamos que el modelo es factible, por lo que se tiene que A es una matriz-M por

el teorema (4.3) y existe un vector X=(Y1,-...yi)>>0, tal que PTP%>>0, entonces A;=I-Tj,

> Ay 20, 1<i<k, (VD)

j<i

Debido a que A;;, Vj<i, se sigue que A;y>0, 1<i<k. Pero como Aj es singular, entonces
Aiiy=0, debido a que Aj; es irreducible, se sigue que Ayy=0, Vi>j, ya que A;i<0. De aqui
que A;=0, Vi=j, y es consecuentemente Ty=A;=0, ij, cumpliéndose asi (V).

(<) Asumimos que A=I-PTP' es una matriz-M y que (VI) se cumple. Si Aj es singular,
entonces por construccion, A es una matriz-M singular e irreducible y como tal, existe
yi>0 para el cual A;y=0. Similarmente, si A ; es no-singular debida a que A es una
matriz-M, de aqui que exista y>>0 para los cuales A;y>>0. Asumiendo que (V) se
cumple, se sigue que los y; pueden ser ordenados x=(yi,....yx), satisfaciendo x>>0 y que

(VD) se cumple.

Entonces Ax>>0 y PTP'x<x, por lo que en consecuencia, T(Px)<P'x, P'x>>0, y asi

el modelo es factible.
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Teorema (4.7): Sean T 'y A como en el teorema anterior. Entonces el modelo tiene un

vector de equilibrio si y sélo si se tiene que, si A es una matriz-M y para cada i, 1<i<k,
Aji es singular si y sélo si T=0, Vizj. (VIII)

Demostracién: Si el modelo tiene un vector de equilibrio de produccidn, entonces el
modelo es factible y, por €l teorema anterior, se concluye que A es una matriz-M que
satisface (V). Suponiendo ahora que 1 es un indice tal que Ti=0,Vi#j. De lo anterior, y
debido a lo supuesto, existe un vector X=(y\,....yx)>>0, tal que Ax=0. Entonces, A;y=0,

y, por lo tanto, A;; es singular estableciendo, de esa manera (VIII).

Para el converso, se asume que A es una matriz-M y que (VIII) se cumple.
Supdngase inicialmente que i es un indice tal que A;; es singular. Por lo anterior, se puede
considerar y>>0 tal que A;yi=0, debido a que A;; es una matriz-M singular irreducible.
Ademas A;=0, para todo i#j en (VIII). Se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que
los bloques A;; han sido ordenado de tal manera que son todos los bloques singulares en
la diagonal de A. Sea y>>0 tal que A;y=0, i=1,...,g. Ahora, si g=k entonces el resultado

se obtiene. Si k>g, se define

h-1
V= A“lthAhjyj, h=g+1,..,k.
=l
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Consecuentemente, sea X=(Y1,...,Yx), €8 evidente que x>>0 y Ax=0, por lo que TP'x=P'x y

P'x es un vector de equilibrio de produccién para el modelo.

C. Una Aplicacién Simple

A manera de ejemplo, considérese una economia hipotética y simple que consiste
en tres vectores: (1) agricultura, (2) manufécturas, y (3) servicios. Cada uno de los
sectores produce solo el tipo de producto: agricolas, bienes manufacturados y servicios.
En este caso, por facilidad, no se consideraran las importaciones, ni el sector gobierno y

tampoco el capital en equipo. Se considerar4 un modelo abierto y estatico de Leontief.

A continuacién se presenta la tabla del flujo de bienes y servicios. Las cantidades

estin en unidades monetarias.

Producto a (1) 2) (3) (4) (5)
Insumo de Agricultura Manufactura Servicios Demanda - Producto
Externa Bruto
(1) Agricultura 15 20 30 35 100
(2) Manufactura 30 10 45 115 200
(3) Servicios 20 60 0 70 150

Aqui, un dato en cualquier fila muestra Ja distribucion de insumos a varios sectores,
mientras los datos en columna indican las cantidades de insumos necesarios por cada

sector para la produccion.
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Notacién: Xi: Produccidn bruta del sector i.
Xj:  Ventas del sector i al sector j.
d;: Demanda final sobre el sector i,

Evidentemente, la relacién basica que muestran las filas de la tabla anterior es

X=X HXigtxin+d;, 1=1,2,3.

Sea t €l coeficiente de insumos indicando la cantidad de producto i necesaria para

producir una unidad de producto del bien j. Se tiene entonces

XX,  1<1,)<3.
Con estos coeficientes de insumo se construye la tabla técnica de insumo-

producto:

Producto a (1) (2) (3)
Insumo de Agricultura Manufactura Servicios
(1} Agricultura 0.15 0.10 0.20
(2) Manufactura 0.30 0.05 0.30
(3) Servicios 0.20 0.30 0.00

Entonces, rescribiendo la relacion basica anterior se tiene:
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Xi=ti X HiXipHisxistd;, 1=1,2,3.

Entonces, haciendo T=(t;), se tiene

0.15 0.10 020
T=[030 005 030
0.20 030 0.00

de donde la matriz A=I-T est4 dada por

085 -0.10 -0.20
A=|-030 095 -030
-0.20 -0.30 1.00

Es facil verificar que la matriz A es una matriz en Z™, y atn més, por la
deﬁnicién(3.3) A es una matriz-M. Aplicando la condicidén (Ls3) del teorema (3.4), se

tiene que la matriz A asociada esta dada por

>

i
—
—_— b
—_—

La matriz A es irreducible. En efecto, considerando el teorema (2.3.2), se encuentra

el grafo asociado a la matriz A.
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1l

EAN

G P2 /\_‘-_/;_‘ p3 @
Este grafo es simplemente conexo, lo que implica la irreducibilidad y posterior
invertibilidad de la matriz A (Teorema (3.4)); ademés, por el teorema (4.1) tenemos que

el modelo es factible y rentable. La inversa de la matriz A es

1.3459 02504 0.3443
A7 =[0.5634 12676 0.4930
0.4382 0.4304 1.2670

y por la condicién (N3g) del teorema (3.4) sabemos que A existe y A™>0. Entonces para

cualquier vector demanda d>0, el vector propio x serd no-negativo.

D. Modelos de crecimiento equilibrado

En un sistema dindmico, equilibrio econdmico significa una solucién estacionaria,
la que se repetira sin cambio a través del tiempo. Es decir, un sistema dinidmico estara en
equilibrio si las fuerzas involucradas, tales como las cantidades y precios estan
balanceadas, de tal manera que no requerirén de cambios futuros. El crecimiento
equilibrado no involucra una solucién estacionaria, sino una en la cual, cantidades

comparables crecen a la misma tasa constante, manteniendo fijas sus proporciones. El

prototipo es para algin O<yeR™', a>1
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y(H=a'y, t=0,1,2,...

1. Un modelo abierto y dindmico de insumo-producto

En el modelo estitico abierto de insumo-producto con ¢l modelo dual de

evaluacion de precios se tenia
x=Tx+d y p=pT+v

Suponga que (I-A)" es una matriz-M no singular. Sean

Si y; es el ingreso del j-ésimo sector y;=vyx;, y para el vector columna y de ingresos

sectoriales, y=Vx.

Sea ¢;>0 la porcion de ingreso (i.e., valor agregado) de una unidad de producto del
sector j usada para comprar el producto del sector i. Los ¢;; son las llamadas propensiones

al consumo, y se suponen constantes a través del tiempo. Suponiendo que existen

ganancias, se tiene

dey<l, vj (D
il
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Las suposiciones basicas en la formulaciéon de un modelo dindmico de propagacién
del ingreso seran:
(1) El gasto de ingreso sectorial se retrasa a su recibo por un periodo.

(1)  Existe un vector de ingresos del tiempo de gasto exégeno e(t)>>0.

Siy(1) es el vector de ingresos sectoriales en el tiempo t, €l vector en el tiempo t+1
de gasto total es
Cy(tyte(t+1),
el vector de demanda final (cantidades) es
P (Cy(t)+e(t+1)),
el vector de producto interno bruto es
(I-T)' P(Cy(t)+e(t+1)), y
y(EH1)=VE-T)! PUCy(trre(t+1),
y(t+1)=By(t)+a(t) ey
donde
B=V(I-TY'C>0, y
a()=V({I-T)'Ple(t+1).
Para un vector inicial dado y(0)>0, se tiene y(1)>0, t=1,2,....Examinemos la

propagacién de y(t) bajo el supuesto que a(t)=p'a, donde pI-B es una matriz-M no-
singular y a es un vector arbitrario no-negativo. Sean y=(pI-B)' ay y =p'y Claramente

y 20, de hecho es una solucidn de (II). Por otra parte,
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St 1)~ By(t) = (01— p'B)y = p' (I - B)(pl -B)"a = p'a =a(t).

Esta solucién, por supuesto, exhibe un crecimiento equilibrado.

Por otra parte, se cumple que, comenzando con un y(0)>0 arbitrario, la solucion
de crecimiento equilibrado obtenida con anterioridad seré aproximada eventualmente por

la solucion y(t) de (1I) determinada por y(0), 1.e.

Lim ¥ _y

t—=x p

En efecto, se debe observar que y = (pl-B)™'a implica que (pl—B)y=a, asi

1 1
como py=By+ay,y y=—By+—a.
P P

Para cualquier solucién y(t) de (11), dividiendo entre p*™' se obtiene

Y+ 1Byw 1,

p PP P
Restando y, se tiene

X2y =—B 2y

1

. 1 i
Sea Z(t)zy@ ~y; se tiene Z(t+1)=—DBZ(t),Vt =12,..., de lo que se sigue que
P

7(6) = (L B) Z(0), vt = 12,...
p
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Como pl-B es una matriz-M no singular, p>p(B), y el radio espectral de lB es
P

menor que 1. Ahora, (l B)' — 0, por lo que Z(t) — 0.
P

Puede mostrarse que para a>0, una solucién de crecimiento equilibrado con a(t)=p'
a es posible s6lo si pI-B es una matriz-M no-singular. La mayor cota inferior de tal p es
el radio espectral p(B). Asi, para mantener una situacién de crecimiento equilibrado, la

tasa de crecimiento comin de gastos exdgenos y de ingreso sectorial endégeno no puede

ser arbitrariamente bajo.

2. Un modelo dindmico cerrado de insumo-producto

| Suponga que no hay gasto exdgeno en el modelo anterior: e(t)=0, t=0,1,2,..., lo

cual define un modelo cerrado. Nuestro modelo

y(t+1)=By(t), =0,1,2,... (Il
tiene una solucién de crecimiento equilibrado ;(t)zl‘y,para A=p(B) vy

y > Oun eigenvalor asociado con p(B). Cada solucién de crecimiento equilibrado tiene la

forma y(t)=\' y para algin eigenvector A, 0<A<p(B), y con y un eigenvector semipositiva

y asociado a ;(Si B es mrreducible, no hay tales y# ; ). Sie=(1,...,1), entonces
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eB=eV(I-T)'P'C=V(I-Ty'P"'C=PP"'C=eC<ye,
donde por (1),
1€isn <=

y=max ) ¢, <i
=1
asi para y>0,
Be(y)=eBy=yey<ey.

Por otra parte, p(B)<l. Por lo anterior, y > 0, por lo que no es posible una solucion

de crecimiento equilibrado.

3. Modelo de op‘ timizacién de crecimiento econdmico

A continuacién se presenta el planteo del problema de crecimiento 6ptimo de un
modelo de Leontief para un sistema econémico. Para un estudio mas profundo del tema,
en Gonzilez de Paz (1990), se encuentran las condiciones de recurrencia de los

problemas dual y primal y las interpretaciones econdmicas respectivas. -

3.1 El problema primal

El primal del problema de crecimiento optimo es un problema de programacion
lineal aplicado al estudio del crecimiento econdémico de un sistema dindmico de Leontief
con n sectores de produccion: Dado un vector ¢ de ponderaciones o precios ajustados al
periodo T, la matriz de coeficientes de capital-producto B, la matriz de insumo-producto

A y el vector xo de producciones en el periodo 0, se busca la sucesion o trayectoria de
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vectores de produccion (x), t=0,1,...,T, tal que se minimice el producto escalar (¢,xt) bajo
las restricciones:
()  Bxp-x)<(-T)x;, t=0,1,....T-1.

()  x0,t=0,1,..., T-1.

Introduciendo un vector de variables de holgura, €l cual puede interpretarse, ya
sea como un vector de demandas exdgenas al sistema, o como un vector de excedentes de

produccion, se convierte el sistema de inecuaciones en uno de ecuaciones.

En este caso se tiene:
B(Xs1-%)=(I-T)x¢-d;, t=0,1,...,T-1.
donde 0<d<D:. Los vectores D, tendridn como componentes las cotas superiores de las
demandas sectoriales (vectores de disponibilidad) y estaran en funcion de las capacidades

de produccion.

Definamos las matrices:
wW=({I-T)'B y U=(I-T)"
de manera que el sistema de ecuaciones se escribe:
W(xe+1-x0)=x-Ud,, t=0,1,...,T-1 )]
El vector u=Ud, puede interpretarse como el vector de produccion requerido para
satisfacer la demanda exdgena di. A continuacion se plantea el problema de control

optimo:
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Problema: Encontrar las trayectorias de vectores de producciéon y de demanda (),
t=0,1,2,..T y (d), t=0,1,...,T-1, tales que la expresion {c,X,) sea maximizada y de forma
que se cumplan las ecuaciones de recurrencia:
Wxe=(I+W)x-Ud,, t=0,1,...,T-1
y las restricciones
0<d<D,, t=0,1,...,T-1. (I}
Seglin la terminologia de la teorfa de control éptimo, los vectores X, y d; serian las

variables de estado y control, respectivamente.

3.2 El problema dual
Si se introducen las familias de multiplicadores de Lagrange (py), t=0,1,...,T, ¥y (M),
t=0,1,...,T-1, correspondiente a las restricciones (I) y (II), respectivamente, se puede

construir el Lagrangiano:
T-1 T-1
L(x, u'sp’}\') = (C’X:)'l' Z (pwl’(l + W)xtﬂ - le _Udt )+ Z(;\’:BDt - dt)
t=0 1=0
Reordenando términos se obtiene:

L(x,wp,A) = ((I+ WT)p,,x,) + E(%D‘H ((c—Whp,x,)+

t=0

T-1 T-1
+ Z((I + WT)pt+l - WTptixt)+ Z(—UTptH —}“t’ dt )
t=0

t=0
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Lo anterior motiva a definir el problema dual:

Problema: Encontrar las trayectorias de vectores de estado dual y de control dual (py),

t=1,2,...,T-1, tales que se minimice la expresion:

((T+WT)p,x)+ 3 (A,.D,),

t=0
bajo las restricciones

(i) (+WHpui-Wp, t=1,2,...,T-1

(iv)  Wps=c

(v) —U'pr+1-A=0, t=0,1,...,T-1

(vi) A0, t=0,1,2,...,T-1.

Es un resultado clasico que si uno de los problemas primal o dual tiene un control
optimo, entonces el otro también lo tiene y los valores dptimos de las funciones objetivo
de los problemas primal y dual son iguales. Asimismo, del punto de vista
macroeconomico es sabido que si el problema primal se encuentra planteado en términos

de producciones dual, se interpretard en términos de precios y valores agregados.
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APENDICE A
Convergencia de Operadores

Lineales Acotados

Definicion (A.1): Sea T:X =Y un operador lineal, donde X ¢ Y son espacios de
Banach completos. Definimos
Dom(T)={xeX: TxeY}, el Dominio de T;
Im(T):={yeY: existe xe Dom(T) t.q. y=Tx}, la imagen de T
Ker(T):={xeX: Tx=0}, el espacio nulo o kernel de T;

T es acotado si y sélo si = M
y s0lo si ”T" = sup "x" <o0;
0=xeDom(T}

L(X,Y) es el espacio de todos los operadores lineales acotados de X en Y.

Con la norma ||T||: sup ” | L(X,Y) es un espacio de Banach. Cuando X=Y,

0z xeDom(T) " "

L(X,Y) es denotado L(X).

Sea Tel(X). El operador T es invertible si y solo si Ker(T)=0. Su inverso es

denotado por T,

Teorema (A.1): Sea TeL(X). El limite p(T)= llm"Tk“”k =inkf|!Tk||”k existe. Este es

k—o

llamado el radio espectral de T.
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Demostracion: Sea a, = log"T“". A demostrar: af‘ — b donde b= iIII(f a?“.

Entonces ”T‘“+k , dado que am.Saytay, para meZ', fijo, sea k=mqg+r, donde

<[

qeZ’, y 0<r<m. De lo anterior, ax<qam+ar. ¥

. . 1 , . a a o
Si k — o0, para m fijo, 1., " De aqui que lim supl — |<—=_ donde m es arbitrario.
k m v Uk m

k
Entonces lim sup{%} <b.

k

k
a . .. a
Por otro lado, —]—:— > b, entonces se tiene que lim H;lcf [—]—:—] >b.

El teorema anterior muestra que p(T) < ”Tk H”k, keZ'; en particular, que se cumple Ja

desigualdad p(T)<|T|.

Definicién (A.2): Un operador T ta que p(T)=0 es llamado cuasi-nilpotente,

Teorema (A.2): Sea TeL(X), tal que ||T||<l. Entonces Im(I-T)=X, (I-T)" existe, es

acotada sobre X, y
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(-T) ' =IHT+T%+ . AT ..

1

donde la serie converge en L(X), y ”(I -T)™ " < I_HT_” .

K .
, la serie

Demostracion: Como ||T|| <1, entonces i”T”k converge, Como ”T"”s"T]
k=0

2. T* converge a L(X). Sea R su limite. RT=TR=> T**' ; de aqui (I-T)R=R(I-T)=, lo
k=0

k=0

que prueba el teorema,
Definicion (A.3): Sea T:X—Y. El grafo de T, denotado G(T), se define como
G(T)={(x,Tx):xeDom(T)}.

Definiciéon (A.4): T es cerrado si y sélo si su grafo G(T) es un conjunto cerrado en XxY,

con la topologia del espacio producto. Se considera sobre XxY, la norma del producto

% W) seel= Q] + I

C(X,Y) es el conjunto de operadores cerrados de X en Y. Si X=Y, C(X) es una
notacion para C(X,X). TeC(X,y) si y sblo si para cualquier sucesion {x,}, tal que x,—X,

Xn€Dom(T) y Txp—y y Tx=y.
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Definicién (A.5): Si TeC(X), entonces para cualquier zeC, T-zeC(X), donde z se
entiendf; como zl. Definimos:

(i) El conjunto resolvente p{T)={ze C:(T-z)’1 eL(X)};

(ii)  El operador resolvente R(T,z)=(T-z)"'; zep(T);

(i)  El espectro de T es el conjunto complementario, sobre C, de p(T). Notacion:

o(T).

. . 17k . . .
Sea Te L(X), acotado y no vacio. Asumimos que ll(lm”Tk " existe y es igual al radio
—yor

espectral de T, p(T).

Teorema (A.3): Sea T acotado. Si |z > p(T), el resolvente R(z) existe y est4 dado por

R(z)= —i x !

la cual converge en L(X).

Demostracién: Para probar esta propiedad, debe considerarse la expresién

4>p(T)+e, £>0, entonces [ [T <M +e) (p(T)+e/2), y por
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consiguiente ”(z"T)"“S (p(T) +&/2)"(p(T) +¢€)* . La serie z"' Y (z”'T)* es entonces
k=0

convergente en la norma de operadores cuando |z| > p(T). Multiplicando por T-z ambos

lados de la serie, se obtiene que la serie resultante sera el resolvente R(z).

Corolario (A.4): Para un operador acotado T, p(T) y o(T) son no vacios y o(T) es

compacto.

Corolario (A.5): Para TeL(X), p(T)= maxlll.

Aeo(T)
Teorema (A.6): Dado TeL(X), tal que p(T)<1, R(I) existe y su expansion de Neumann
+T+T+ 4T, =(I-T)"

converge en L(X).

Demostracién: Por teorema (A.3) con z=1, si p(T)<l, R(I) existe y se tiene que R(I)=(I-

T)'= Z T* , 1a cual convérge en L(X).

k=0
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