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1 INTRODYCCION

El presente trabajo monogr&fico pretende cumplir con

los reguisitos gue exije la Universidad del Valle de Guate-

mala para la obtencidn del diploma en fisica.

Con el deseo de gue sea de gran utilidad para el es-

tudiante de meclnica estadistica, la presentacidn del mismo
se realizé en forma detallada, omitiendo lo menos posible en

cuanto a operatoria. Tomando en cuenta gue muchos textos

recientes sobre la materia se dedican m&s que todo al estu-
dio de la mec&nica estadistica desde el punto de vista cuén-
.tico y descuidan el aspecto cldsico de la teoria, provocan-
‘do asi dificultades al estudiante, se omitid el tratamiento

cuintico y se trat6 exhaustivamente la mec&nica estadistica

clasica.

Este trabajo se basa fundamentalmente en las notas de
las lecturas dadas por Wolfgang Pauli en 1959 en el Institu-
to Tecnolbgico ?ederal de Zurich, ETH, hechas por mi direc-
tor de estudio, Dr. E. Suger C.

Un importante problema en fisica consiste en construir
las propiedades macroscSpicas de la materia como resultantes
de una manipulacidn colectiva en su estructura atémica o sub

atémica. El punto de salida es puramente mecdnico, defini-

do por las ecuacifnes de Hamilton para un sistema de N masas




puntuales. Con estos pocos datos se desea obtener un cier-

to niimero de propiedades macrosclpicas tales como la ecua-

cibn de estado, el calor especifico, etc. :

La dificultad esencial esta en el inmenso némero de
~grados de libertad del sistema que uno trata de describir,
lo que trae consigo la inaplicabilidad de los mé&étodos corri-
entes de la mec@nica por dos razdbnes evidentes: las ecuacié—
nes de movimienté para tantos.grédos de libertad forman un
Sistema demasiado complicado como‘para ser resuelto, e in-
cluso conociendo estas ecuacibnes, no servirian de nada de-
bido al completo desconocimiento de las condicibnes inicia-
les. Tenemos pués un problema con las siguientes propieda-
des: a) un nfimero practicamente infinito de variables,

b) demasiado poca informacién sobre sus valores actuales y
¢) las cantidades por calcular son macroscbpicas y mucho me-

nor en nfimero que las variables originales.

La Mecénica Estadistica persigue construir las funcié-
nes macroscBpicas a partir de las funcibnes dindmicas defi-

nidas sobre el espacio fasico del sistema mec8nico.

L.a Meclnica Estadistica considera las situacidnes de

materia en equilibric y fuera de equilibrio. En este traba-




jo, nos restringimos a evaluar las propiedades macroscd-

picas de la materia (e.d. de sistemas) en equilibrio.
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[T -1 HNOCIONES PRELIMINARES

Se introducen a continuacidn algunos conceptos basicos

necesarios para la comprensidn de los temas siguientes.

Siempre que se hable de una particula o mel&cula en es-

te trabajo, se refiere a una masa puntual, ( como modelo de

una particula real). Esto se hace para simplificar el estu-
dio, yva que al describir la posicién de una masa puntual en
un Espacio Euclideo solamente se requieren. tres datoé'(coor—
denadas, fig. II 1-1) gue indican la posicién del centro

de masa e.d. de la masa puntual misma.

coordenadas de posicidn coordenadas de posicidn

Yy, 2 %Yy,2,©,9

—

centro de masa
masa puntual

. %

molécula diatSmica

/ *Y / >y

figqura IT-1-1 figura II-1-2
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No intervienen asi cantidades adicionales como por ejemplo

dos angulos que fijan la orientacibén del eje de una molécula
diatbmica en el espacio. Asi ya tendriamos 5 coordenadas de
posicibn (ver fig. II 1-2)}. De esta forma tambi&n se Simpli
fica la expresidn para la energia de movimiento de la parti-
cula que es solamente la energia cinética. Si en cambio se
estudian moléculas diatbmicas, es necesario tomar en cuenta
la energia de rotacibn de la molécula y la energia almacena-

da en una posible vibracién entre los &tomos de la misma.

Cabe considerar las coordenadas ‘1"’ . "H como Ccoor-
denadas de un punto en un espacio de f dimensiones, el espa-

cio de configuracién del sistema mecé@nico. A cada punto en

el espacio de configuracidn corresponde una configuracién de
las partes del sistema. Cuando el sistema se mueve, el pun-
uiqh “ee ,14 describe una trayectoria en el espacio de con-
figuracién. Esta trayectoria representa la historia del sis
‘tema. ‘
Si deseamos especificar a la vez la configuraci6n y el
movimiento de un sistema en un instante dado, hemos de dar -
las coordenadas y velocidades, o lo que es equivalente, las
coordenadas y momentos. El espacio de 2f dimensiones cuyos

puntos estan determinados por las coordenadas y momentos

q1, cen ,q*f;P1 e 'Pf se denomina espacio de las fases o

espacio f8sico del sistema mecdnico. Cuando el sistema se

mueve, el punto en el espacio fasico y oree g H
e ? 1 ¥ Pa

;7 s ,P& describe una trayectoria en dicho espacio.




[1-2 ESTADISTICA EN EL ESPACIO - A

Esta estadistica es aplicable a gases ideales clé&sicos
no-cudnticos, debido a que los valores permitidos de E forman
un "continuum". Esto quiere decir que el sistema puede tener
una energfia total E, cualquiera tal que O E<@ . Esto es
de suma importancia para poder introducir entre otros el con-
cepto de densidad de energia gue son esenciales para la fisi-
ca estadistica. 8Si se tratara de estudiar gases ideales cuég

ticos, las energias totales E solo podriah tomar valores dis-
cretos, e.d. los valores permitidos de E formarian una "esca-

1a" cuantizada.

El Espaciojﬁg es el espacio f&sico de una particula. La
posicibn de una particula en el espacio R3_en cualguier ins-
tante queda especificada dando las coordenadas generalizadas

44 + 95 + 95 (tres grados de libertad). 8Si a éstas les

agregamos tres coordenadas de momenta generalizados p1 P p2,

Pq donde p;, es la i - sima componente del momentum 5, obte-

nemos 6 cantidades numéricas para describir la particula en

un instante t dado. El espacioj/l tiene 6 dimensiones, por -

lo gue una particula en el espacio fisico aparece comc un pun-

to en el espacio-/u .
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Andlogamente, N particulas (esto es un sistema de particulas)

aparecen como N puntos en el espacioj/A como lo indica la fig.
II-2-1, para el caso simplificado de N mol&culas en una dimen

si6n (e.d. un valor de p y otro para g por molécula).

Espacio—m

P Zs= celda # s

. ( N
] L *3 ,__> celdas del
dp M LI S A espacio- m
- e i L] . /
L ] » - -

. "nube" gque

e
L . forman las
. L s e L r N TR
*le v [a® .“”’1"’— N partficulas

[-dg— Tt

figura II-2-1
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Se introduce ahora el Espacio ]? . Este espacio es el espa-
cio fasico de N moléculas. En el espacio euclideo de 3 dimen

siones,. las posiciones de N particulas esté&n descritas por 3N

coordenadas de posicidn

9, r 49

i 2" 73 4’ 75 6 N
- ~— — e ~ e
posicidn posicidn

part. 1 part. 2 etc.

Similarmente existen 3N componentes de momenta (3 por particu
la) para sumar 6N cantidades numéricas. De esta manera queda
fijada la configuracidn del sistema y los momenta de las par-
ticulas en un instante t dado. El espacio I? tiene 6N dimen

siones, por lo que un sistema de N particulas en el espacio

euclideo aparece como un punto en el espacio I .

Cuando un sistema aislado (E=H=constante) evoluciona en. el

tiempo segfin qi(t) Yy pi(t) (e.d. seglin la funcién de Hamil-

ton) dadas las condiciones iniciales qi(O) Yy pi(O), entonces

el punto en el espacio ]? correspondiente a este sistema des

cribe una trayectoria fé&sica sobre el hiperplano H = E .




Desde ahora en adelante se usa la relacidn

f=3N (I1-2-1)

donde £ = nfimero de grados de libertad del sistema. EIl1

espacio T tiene por lo tanto 2 £ dimensiones.

Sea

(ITI-2-2)
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la funcibdn de Hamilton de una molécula. Se asume también

que no hay interaccibn entre las moléculas (por ejemplo coli-
siones). Esto parece ser, a primera vista, un postulado des-

ventajoso para el desarrollo posterior de la teoria, yva gque
una ausencia de interaccidn implica que no tiene sentido ha-

blar de una "distribucibn de equilibrio"” de particular, la -

cual se desea obtener de la teoria. Sin embargo, podemos asu
mir gque existe una distribucién de equilibrié la qué se obtie
ne después de un tiempo infinitamente grande debido a interac
ciones energéticamente tan débiles que carecen de importancia

para el formalismo matemdtico.

El vol{men -ELS de la celda 12

en el espacioj;L viene

dado por:

= d “ow ..

L I 9 dpgdp, ... dpg (II-2-3)
zS
Sls es invariante respecto a transformaciones canb6nicas,
e.d. sl q; para a ser g} vy p; se vuelve p;} con i = 1,2, ...
" .
,£, el voltmen (L s es:
Q= Q= {aq dqtdp! -
s s— qi L qfd}?i ... dpf

s
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Se llama macroestado.de un sistema de N moléculas a toda

distribucidn en las celdas del espacio fasico. (ver fig.II-2-
1). Sea
N _ = nfimero de molé&culas en Zg y
s
:E: N, = Nel nmero total de moléculas consideradas.
S

i

Notése gue al definir un macroestado no se especifica gué mo

léculas estin en cuil celda.

Un microestado del sistema queda definido adem8s de las

Ns por la especificacibén de cuales moléculas se encuentran en
gué celda. Agquil se asume que las moléculas son diferenciables
entre si. Generalmente hay mds microestados gque macroestados.

En particular, para un macroestado se tienen

Nl

1 .
N:'rr ﬁET microestados

(II-2-4),

Esto es, el nmero total de permutaciones de N moléculas, o -
sea N! se divide entre las permutaciones de Ni molé&culas en la
i-&ésima celda con i=1,2, ..., S gque no contribuyen a la forma

cidn de un nuevo macroestado.
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Ademés se asocia con cada macroestado una probabilidad relati
va representada por

= N ACHER L
W(Nl,Nz,...,Ns) N.]ST ( s)

Ns ! { II-2-5)

Se nota gue W(Nl, NZ""’NS) depende de la distribucidn de las
N moléculas sobre las s celdas. Como condicidn en las varia

bles Ns se tiene

Z: Ny = N (I1-2-6)

gue es una forma de expresar la conservacidn del nimero de par

ticulas. Una segunda condicibdn exije gue la energia en la cel

da Z, tenga un valor determinado & s

:g: N Es = E con E=constante

(IT-2-7)

é; es el valor promedio de la funciédn de Hamilton sobre la cel-

da Zg. Las celdas se consideran escogidas tan pequefias, que -

la energia en una celda es constante.
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Al uysar aguil casi exclusivamente el signo de sumatoria {(como
en la condicifin anterior con las 55 Y en vez de inteqgrales,

se podria pensar que esto contradice a la hipbtesis de que la

estadistica en el espacio;u no es aplicable a gases cudnticos,
e.d. sistemas con niveles de energias bien definidos. Sin em~
bargo, el uso de sumatorias se debe nada més que a la facili-
dad del calculo y serén sustituidas por integrales posterior-
mente.

La meta inmediata es de encontrar el estado macroscépico
{macroestado) mas probable e identificar éste con el estado -
de equilibric en sentido termodinémico, e.d. buscameos max W
(Nl, . Ns) va gue el miximo de probabilidad se encuentra -
cuando el sistema esta en equilibrio. Por comodidad de cdlcu

lo se encuentra

max (log W)
Se puede hacer &sto porque la funcién "log"” es una funcidén mo
nbétona creciente, lo cual implica que para la distribucibén -
més probable de las moléculas, la funcién W asi como la fun-

cidn compuesta log W habrén ambas llegado a un valor méximo.

Recordando gue encontrar un punto extremal de una funcibdn £ -

es equivalente a pedir que la variacibn de f sea cero en &ste

puntc. Con

Sf=9_SN1+_E?ESN2+...= 9f §N_= ©
PN, I N, s § ONg
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tenemos

§ (log W) = Z @ (log W). .§ N, = o

s a Ns
(II-2-8)
Sujeto a las restricciones
Z S N =0 (nimero de particulas cte.)
s
s . (IT~2-9)
N =0 energia total constante)
y 25:.‘ &5 8N (energ (IT-2-10)

las cuales son equivalentes a las expresiones (II-2-6) y

(II-2-7) respectivamente. Antes de aplicar el método de mul-

tiplicadores de Lagrange al problema extremal, se debe estar
consciente de la necesidad que las cantidades Ng sean muy

~grandes. De este modo las podemos considerar como variables

continuas con resgpecto a ellas como en (II-2-8) adquieren sen

tido matem&tico. Sean entonces o ¥y p los multiplicadores
de Lagrange para las igualdades (II-2-9) y (II-2-10) respecti

vamente:

2 ( log W )

3 Ng + ﬁst—d%SNs = 0

El signo negativo del Gltimo té&rmino se debe a la realidad

fisica para que la funcibn de distribucidn que obtendremos pos
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teriormente decrezca para + oo . En otras palabras, si no

harfiamos el cambio al signo negativo, llegariamos a que

+(€s/LT) — - (&s/KT)

-N-S cC e en vez de Ng oCc & siendo

la filtima la distribucifn de Maxwell-Boltzmann y que coinci-

de con el experimento.
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Si simplificamos la ecuacifin anterior, tendremos:

2 (log W) +(5 - o<£:$= 0 (IT-2-11)
0 Ng

Analizamog ahora el primer sumando con ayuda de (II-2-5)

_ Ng
()
/fogw-_-: fog [N!LF—-———N:; ]

==,fbglﬂ! -+ ii:(.(s Eos(iKlng)-fgé(fls!))
Derivando con respecto a NS

AbogW) _ 2 2 & 5 =
S = o (3 NE) 37 T N dog (j)=5xz 2, T3 (Ny)!

para i = 1,2, ..., B.

El primer miembro del lado derecho es cero para todos valores

de i, mientras que el segundo y el tercero son diferentes de

cero ssi 1 # 7.

Asi obtendremos s ecuaciones de la forma

2 (Log W)
N1
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Usando la férmula de Sterling (ver apéndice A) podemos susti-

tuir
2 {log (N_ ")) % log N
s - s
oN
S
con lo que
@9 (log W) = log (SLS ) = log Ng
2 Ng

y sustituyendo la filtima expresidn en (II~2~11), teﬁemos

Log (Jls ) - log N, + ﬁ -~ o8& = 0

(I1-2-12)

Ahora se formula la pregunta: Cu&l debe ser el nfimero de

particulas Ns en cada celda 25 para que la probabilidad W de
este estado sea mixima? Notamos asi claramente que las Ng son

nuestras incdgnitas. Sea Ng el valor de N, que maximiza a W.

Entonces tenemos con {(II-2-12)

log Mg _ - &+
-fls Y ﬁ

Esto es N, =12 g exp (= °<€s+f5) (IT-2~13)

Si &K= 1/kT, entonces la relacifén anterior es la llamada

distribucibén de Maxwell-Boltzmann. Ya que las relaciones
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(I1-2-6) v (II-2-7) son tambien vé&lidas para el equilibrio,

podemos reescribir las restricciones

Zﬁs = N
s
T,

Para sustituit (II-2-13) en ellas para obtener

i
=

Y

._a(es-o-]& _

%.'_QS e =N (II-2-14a)
—ox€g + B
y 7oL e e S e E (II-2-14b)
§

Agqui podriamos calculas a los multiplicadores de Lagrange o ¥y

F en la forma o= o (N,E) y |3= B(N,E). Sin embargo nos

conviene mas de mantenerlos como parmetros ftiles.

Definiremos la suma de estados 6 funcidn de particitn

COomo .

2 -5 _Q.g - (II~2-15)
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Luego reescribimos la primera restriccidn de (II-2-14)

Zsj_n_s e TP _ Py N

asi que
B

y sustituyendo esto en (II-2-13) llegamos a una expresidn para

las N; que ya no contenga ail parémetmoﬁ

= N
Ng = = R e (II-2-16)

Intentaremos demostrar a continuacién que &= o (T) es la tem

peratura absoluta del sistema considerado.

Consideremos dos sistemas con temperaturas diferentes T1

y T2 y cada uno por si soclc en equilibrio térmico, y estén co

nectados por medio de un dispositivo que permita transmisidn

de calor -exclusivamente (e.d. no hay intercambio de particulas).

Entonces habrid un flujo de calor Q hasta que ambos sistemas
lleguen a la misma temperatura T. En este instante decimos

que los dos sistemas han alcanzado el equilibrio térmico.

Consideremos a los sistemas inicialmente separados, entonces

tenemos:
Sistema 1: Z:'L, Zé, cee g Zé {(parcelamiento en celdas)
.flifilér .o ;Slé (volumenes correspondientes)
Ni, Né, cee , N' {distribucitn de mpléculas)
s
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g
con las condiciones Z: N' =N', v 2, &N = B!
S s s S s

En este sistema existe un pardmetro &',
. ~ L] L
9’3' (logW)-i-ﬁ ._qieé—log.ﬂ.s—logNs+[3 A€ =0
Ng
({ I1-2-17)

cuando el sistema se encuentra en equilibrio. En forma anflo-

ga para el

Sistema 2: Z'l' ’ Zé’ y eee g Z; (parcelamientc en celdas)
el 1 .9.5 e "Q‘; (volGmenes
correspondientes)
N."L’ ' N'z' ¢ --- , N" (distribucibn de
s moléculas)

it
con las condiciones ? N; = N", ¥ Zs ES"N; = E"

En este sistema existe un pardmetro " , el cual satisface la

ecuacibn

2 # U N " LN L H_U
gNg('eijw )'9‘[]3 —x €g= fog_ﬂ.s.- /&g Ne+B —o €, =0
cuando el sistema se encuentra en equilibrio.

Al conectar los dos sistemas entre si, nos podemos imaginar

haber formado un sistema conjunto. En &ste, las condiciones

a) JYON' = N
s 5

s0n

(IT-2-19)

y ZNII - N!

S s
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que quedaron invariantes debido a la prohibicifn del inter-

cambio de particulas y

i "
b} ZA €S‘N; -+ ;%’N;‘-: E+E =€ (11-2-20)
s .

donde E es la energfa del sistema conjunto.

El macroestado mas probable W del sistema conjunto es el pro-

ducto de las probabilidades parciales de los sistemas separa-

dos W y W

1 respectivamente

2 |
Ng Ng

Q' Q'
lﬁ 1T Ay

Ne:. s Ns"f

W-""—W‘-W“ =n" N"! -2-

En este caso W =W (Ni ’ Né, ey Né,Ni, N;, . eey N;)y aplica-

mos el mismo procedimiento como en (II-2-11) para encontrar

el maximo de la funcifn W sujeta a las restricciones (II-2~19)

y (II-2-20). 5 Y
— § | ]
§ (dog W) = 337 Aog W'sNg +'3_T9Ns' LogW"SNS +
{
+ ﬁ'SNé + ﬁ“SN; - X [e; SNS +esl'SN£]=O
Esta condiciéﬁ debe ser satisfecha para cualesquiera varia-

ciones de § N 375DQ;. Esto nos sugiere que la suma de
los té&rminos con SNé y la de los té&rminos con ¢ NZ deben
ser cero independientemente,. De un punto de vista matemdtico,

esto quiere decir que la variacidén de la funcidn W es una
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combinacidén lineal de los & Né v los & N, . Asi pues
a [ ] - ! =
' log W +‘; % € O
9 Ng
(I1-2-21)
v 92 log W +ﬁ -®KE€: = 0O
? N

51 nos acordamos ahora de las ecuaciones (II-2-17) j (II-2-18)

que cobtuvimos al considerar cada sistema separadamente en equi

librio y decian

_° log W +f8' -&'€! = 0
C Né (1T-2~17/18)
y @ log W' +8" -"€" = O
2 e,

y las comparamos con las ecuaciones (II-2-21), notamos en pri-

mer lugar que
- I n -2-
X = o = & (1I1-2-22)

porque (II-2-21) y (II-2-17/18) deberian ser equivalentes.

(IT-2-22) implica gue el estado de equilibrio del sistema con-

junto es idéntico con el estado de equilibrio de cada uno de

los sistemas aislados ( e.d. antes de juntarlos), lo gue nos
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sugiere gue -4 es una funcibén de la temperatura,

X = &(T)

Estudiemos ahora los cambios isotérmicos y la entropia. La

ocupacibn NS de la celda numerc s que conduce a un miximo de

probabilidad W esta dada por la ecuacidn (II-2-16). Vemos

que Ng depende hasta ahora de un solo pari&metro, & .

La energia ﬁs en la celda s depende del nfimero de ocu-

pacién Ng de dicha celda ya que cada molé&cula de las ﬁs repre
senta una cierta cantidad de energfia. Entonce, como

Ng =i\-'s (X) vy €S=€s (ﬁs (K) ) es claro gue

€, €, (&)

Ademés, el experimento nos dice que la cantidad ES depende de
un parametro exterior como por ejemplo el volimen total del

gas bajo consideracibn. Al haber una compresidn del_gas, cam-
bia su vollimen y su temperatura, e.d. su energia ya que se ha
hecho trabajo sobre 1. Un cambio de energia total del gas, a

su vez implica una diferente distribucidn de las N moléculas
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en las celdas del espacio fasico y asi obtendremos valcres di-

ferentes €, para las celdas. Sea A este parfmetro exte-

rior, entonces

€ =€ (M)
Y Ng = Nsg (&,Q)
Es claro que Gs = €4 (o(,l) implica que la funcidn de Hamil-
ton también dependeri entre otros del mismo parfmetro A .

Si & tiene un valor definido, entonces para un valor dijo

de A es evidente que tambi&n queda definida la cantidad ﬁs .

Consideremos ahora una variacién reversible de } r €.d. una

variacién de . A de tal forma que Ng (p(,] ) va de un esta-

do de equilibrio a otro y para la cual se cumple

9 log W +r§—°(e().) =0 (IT-2-11)
2 Ng s

en cada "instante" durante dicha variacidén, siendo W la proba-

bilidad de la distribucifn en el estado de equilibrio.
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En forma andlogo a f\is, al variar A cambia 173, la energia

total del estado de equilibrio ya que seglin (II-2-7)

CE o= :Eiés (€, A)- €, (%K,

una variacidén de E es entonces

§z - 5(23:;15%)

y como la variacidn de una suma es la suma de las variaciones,

§E = ZS: SNS 'es + ? NS ) 863 (I1I-2-22)

Esto es la la. Ley de la Termodindmica

SU = §Q+ §W (11-2-23)

Siendo E el anilogo al cambio de la energia interna.

La interpretacifn fisica de los dos té&rminos del lado derecho

de (II-2-22) es:

— /
Z SN €, = SQI’e cantidad reversible de calor
S M proporcionado al sistema
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N ¥
N Ng &€ = SA  trabajo mecénico realizado
Ry ' sobre el gas

Si multiplicamos la ecuacién (II-2-11) por Sﬁs y efectuamos

una suma sobre s, obtenemos la definicidn de reversibilidad:

0= Z(—a—a,;,-; &Sw) SN+ 208N — 2. €. SNg (11-2-24)
s s s

Si un sistema de N particulas es sometido a fluctuaciones de
las cantidades Ng <, P Y U pero de tal manera gue se si-
ga cumpliendo la ecuacibn (II-2~24), estd garantizado que el

sistema no abandonf el equilibrio térmico y por lo tanto que

la variacifn de los pardmetros anteriores fué reversible.

Usamos ahora la condicidén (II-2-9) para el caso de equili-

brio y obtenemos

ZSES = 0

Con esto, el sumando central de la.ecuacidn. (II-2-24). se .cance - -

la v

;(-gm&gw)SNs = x?e_gsﬁs

L}
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sustituyendo el lado derecho por su equivalente termodin&mico,

2 — A
SZ(’g"ﬂ;f&gw"] $Ng = « SQrev (II-2-25)

Esta es la segunda ley de la termodinfimica. Para verlo més

claro, notemos que el lado izquierdo de (II-2-25) es un dife-

rencial total, asi que

$(hogW) = o« SQ':QV (11-2-26)

En termodinamica, el cambio infinitesimal de la entropia S en

equilibrio viene dado por

= SQfev
ds =—=

Identificamos log W esencialmente con la entropia § y o con

1/kT para obtener dfg' _ s(%(TSW) = k 8(«&73W)

donde la barra sobre W y S indican el estado de eguilibrio,

e.d. W es al valor de W del estado m&s probable.

Integrando obtendremos ~- -~
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Al generalizar esta f{ltima expresidn, gue en el estado de
equilibrio es compatible con la 2a ley de la termodiné@mica, a

estados cualesquiera, obtenemos la definicién de entropia de

Boltzmann o tambié&n llamada relacid®n de Boltzmann:

S= k log W (II-2-27)

Consideremos nuevamente un pequefio trabajo hecho sobre el gas

J': Zﬁsses
S

$A

sustituyendo el cambio de energia

¥ _ = D€s — (II-2~28)
donde 3
ey €
'q =5
- TNs 5%

Si por ejemplo A = volfimen del gas, entonces JA.= presidn

P, e.d. A es 1a cantidad intensiva asignada a A .

Trateremos de calcular /\ . Usaremos la definicién de suma

de estados (II-2~15) y la expresidn (II-2-16),

¥ — -
~ASh= SA = };_:NSSe Z l.e "€ s See
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Como ni N ni

[n

cependen de §

B

ol S — ~L€g
%—%‘Q.Se ‘Seg r-*g-(g;_czse 963) Sh (T-2-29)

A
y seglin (II-2~16) tenemos

-« €g(N)
%’%’= %-Qse (-« gis
& X Eo(A)
Z-Q e— s ge‘g = ____az - =1 .
~ s SRR (= o)

y sustituyendo esto en (II-2-29)

- Z
—Asr= -%(—;f-(—x) ')5% = %(—%)*‘3’5{9

Finalmente multiplicamos por - 1l/¢'A vy aplicamos la funcién

logaritmo al lado derecho para llegar a

A= 22tne)]| o

que es la ecuacidn térmica de estado.

Para llegar a la ecuacibn cal6rica de estado, partimos nue’

vamente de la suma de estados y la derivamos con respecto de & .
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Recordando que _ no es funcidn de &

9% ? ~x€s - ~X€g
oo o %‘—Qse = gﬂs(‘fs)e
Consideremos a
22 _s e "
2xX . _ sZ >0 = 94(,&; Z) (I1-2-31)
Z Z ENAes Rt

Multiplicaremos ahora a la parte central y al lado derecho de

(II-2-31) por N. Como N es una constante para la derivacidn

con respecto de o , podemos escribir

T L Asece =2 (Nhy ) (T-2-32)

Pero

Con lo que el lado izquierdo de (II-2-32) no es nada mis que la

energia E dada en la ecuacitn (II-2-14b)

E = —%(N ﬂog Z) (II-2-33)

Esta es la ecuacidn caldrica de estado.
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Veremos ahora una relacidn muy importante entre una cantidad

mec8&nica y una termodiné&mica, la coneccidn entre la suma de es-

tados Z y la energia libre F . Partimos de 12 cxpresibn
Ng
log W = 1log (N_'-IT'Q'S)
S NV
Ng.
e.d.

=
il

log

log N' + %:(-N-gfoj_[ls"eojﬁsl)(ll—?—32)

Como por Sterling tenemos

b J — —— - . -
log Ng: = Rg log Ng -~ Ng + términos de orden 1/N_

obtenemos sustituyendo en (II-2-32)

JogW = dog N1+ T (g g ra)rr-2-53

Recordemos que

y aplicando logaritmo

log N, = 109£s+fogN-/€O32-°<€s
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y sustituyendo esto en (II-2-33)

dog W =fog"ﬁ!+§ﬁ}(—ﬂoan + fog E-f-otes*'i)
5i efectuamos la suma sobre s sobre cada sumando en el

paréntesis y si ordenamos, nos da

log W = fog N! — N(fogN~1)+
+ N log Z2 4+ «E (T1-2-34)

ordenandc vemos gue los dos primeros sumandos del lado derecho
de (II-2-34) se cancelan por la aproximacién con la f6rmula de

Sterling

Log W = Nbg 2 + «E

Después de multiplicar la ecuacidén por k y sabiendo gque &« k= 1/7T

— 1 = -
k&gwr_ kN Log Z +—E S
Finalmente multiplicamos lo iltimo por-~T y al ordenar términos

E - TS =- -1 N log Z
o

(I1-2-35)

Si nos recordamos de la termcdinamica, teniamos
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donde F significa energia libre. Por lco tanteo, por analogia,

con la expresidn (II-2-35) tenemos para la meclnica estadistica

F= - _1 N log z (IT-2-36)

y segfin (II-2-30) vale poner

oF
N =- —-aT (II-2-37)

Vale la pena mencionar un "recetario de operaciébn® para la so-

lucidn de problemas del espacio —/AL . En primer lugar se

calcula la suma de estados Z. A continuacibn se pueden obtener

la energia interna E segfin la f6rmula (II-2-31) y la energia
libre F segfin (II-2~36). Como cuarto paso aplicamos (II-2-37)

para obtener la ecuacibn térmica de estado y por filtimo calcu-

lamos la entropia S usando la relacibn

- - 3 '
§ = 37 (I1-2-38)




ITT EL SIGNIFICADO Y EL USO DE ENSEMBLES EN MECANICA
ESTADISTICA, POSTULADOS

Nuestro problema consiste en calcular propiedades macros-

cbpicas a partir de propiedades microscbpicas. La manera gene

ral de resolver esto, es introducir postulados, los cuales nos
permiten proceder directamente con esta tarea en cuantc a pro-

piedades termodin&micas mec8nicas se refiere, e.d. propiedades
como presidn, energia, volfimen, nimerc de particulas; cantida-
des que se pueden expresar en términos puramente mecinicos sin
tener que intreoducir por ejemplo la temperatura. Las propieda

des termodindmicas no-mecdnicas son calculadas despu&s apelan

do a la termodin@mica misma. Ejemplos de cantidades no-mecéni

cas son temperatura, entropia energia libre, potencial quimico,

etc.

Consideremos la presidn como variable tipicamente meclni-
ca. En principio, al desear de calcular la presidn de un sis-
tema termodindmico a partir de consideraciones moleculares,
tendriamos que calcular (con ayuda de la mecénica cuéntica o -
posiblemente cl8sica) a la fuerza por unidad de area ejercida
sobre una pared del recipiente, tomandc en cuenta el cambio de
estado del sistema completo con el tiempo. La fuerza misma se

ria una funcifn del tiempo. Por lo tanto, tendriamos que cal-
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cular un promedio temporal de la fuerza sobre un tiempo sufi-

cientemente largo como para eliminar o regularizar fluctuacio-
nes, e.d. un tiempo tan largo para hacer el promedio temporal

independiente por ejemplo del tiempo de inicio t = t, al pro-
mediar. Debido al enorme nfimero de moléculas en un sistema
tipico y a que éstas interact@ian (colisiones) mutuamente, un -

c8lculo hipoté&tico asi no es factible ni en meclnica clé&sica

ni cuéntica.

Asi nos vemos forzados a usar un procedimiento alternati-

vo, el método de ensembles de Gibbs, basado en postulados gue

conectan al promedio temporal de una variable mecinica con el
promedio sobre ensembles de la misma variable. La validéz de
estos postulados radica en la coincidencia entre el experimen-

to y las deducciones hechas a partir de estos postulados.

Antes de mencionar a los postulados, introduciremos el

concepto de ensemble de sistemas. Un ensemble es una collec-

ci6én (mental) de un gran nimero N de sistemas, cada uno cons-

truido de tal manera que sea réplica en sentido termodinimico

(macroscbpico) de un sistema termodindmico patrén cuyas propie

dades estamos investigando. (Veremos en el capitulo IV que
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estos sistemas se diferencias en solamente una variable fisica
a la vez, ya sea la entropia S, la energia E, el nfimero de par

ticulas N, etc.).

Supongamos, por ejemplo, que nuestro sistema de interés
tiene un volGmen V, un ntmero de particulas N y estd en contac

to con un reservo ir de calor a temperatura T. Las cantidades

N,V,T son suficientes para determinar el estado termodinimico

del sistema. En este caso, el ensemble consistiria de N siste

mas, todos construidos para duplicar el estado termodin&mico

(N,V,T) y condicibn (en contacto con reservorio) del sistema

original. Aunque todos estos sistemas son idénticos desde un
punto de vista macroscbpico, no lo son todos a un nivel molecu

lar. Esto es muy convincente si pensamos en el hecho de que

hay un nfimero extremadamente ~grande de estados cudnticos que
son consistentes con un estado termodinimico dado. Esto es de
esperarse, vya que las tres cantidades N,V.T son evidentemente

inadecuadas para especificar un estado molecular {(microsedpico)

detallado de un sistema conteniendo una cantidad de particulas

23

del orden de 10
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En cada instante, en un ensemble construido por replica-

cién de un sistema termodin&mico dado en un cierto medio am-

biente, muchos diferentes estados cuanticos de energia son re-
presentados por los sistemas del ensemble. En nuestro ejemplo
de la presidn, la presidn instantanea calculada seria, en gene
ral, diferente en estos diferentes estados cuénticos. Esto lo
vemos claramente pensando en un gas cuya energia total se com-

pone nada m&s de las energias cinéticas de las molé&culas (no

existen fuerzas de interaccibn entre &stas). Diferentes esta-
dos cuénticos de energfa se traducen entonces a diferentes ve-
. locidades promedic de las particulas y por consiguiente dife-

rentes presiones de los gases. Asi pues, el promedio de la

presi6n sobre el ensemble es el promedio sobre los valores -

instantaneos de la presidn en casa sistema, dando a cada sis-

tema el mismo pesc dentro del ensemble al calcular dicho pro-

medio. Un promedio sobre ensembles como el de la presidn pue-
de calcularse para cualquier otra variable mec&nica que pueda

tener diferentes valores en los diferentes sistemas del ensem—

ble.

Antes de dar los postulados, serfn explicados en detalle

los conceptos de promedio temporal, promedio sobre un sistema y
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Promedio sobre un ensemble.

Sea f(q1V“)Pf) alguna funcidn de interés (p.e. energia
cinética K de una o varias particulas, posicién r de una par-
ticula u otra variable mec&nica M de un sistema), entonces el

promedio temporal de f entre los tiempos t = 0 a t = T se

define como

-t :f f(?‘: v - pg) di
T fas

(E1 supraindice t significa tiempo).

t' .
- %Jf(?hapf)dt (ITI-1)
0

En el capitulo IT vimos gque un sistema de N particulas se re-
presenta en el espacio fésico T por medio de un punto.

Para LA/‘ sistemas del ensemble tendremos entonces (N puntos.

SiuNavao(requisito indispensable para un ensemble) podemos in-
troducir una densidad ‘f de puntos (de los sistemas) en el
espacio ]T' , de tal forma que ésta.f sea funcidn del lugar

en el que nos encontremos en dicho espacio, e.d. g =
g(q,”..?ﬁp.’,-,Pf)_ A esta densidad de puntos se les puede inter
pretar también como una densidad de probabilidad, e.d. una can
tidad que me indica con que probabilidad encuentre yo un siste
ma del_ensemble en cierto elemento de volfimen ci_ﬂ_ del es

pacio f&sico.
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Adem&s podemos especificar o caracterizar el ensemble, dando

el nfimero de sistemas

§ (?1,.'“: Pf) Ol% dPii =¥ (qr-n ---zPs)d-ﬂ-—
en el elementoc de vollmen d.Q- del espacic. Entonces se dice

gue los W‘ sistemas estan representados en un sentido estadis

tico por el ensemble g{q,” - =) Pf,

El promedio sobre un ensemble de una cantidad f(q‘”..., Pf)

se define como

-f-e ff(?1:"':Pf)f(?ﬂ“vpf) d.n.

= (T1IT-2)
ff(Q1;-'-;F£)d51

donde el supraindice e significa ensemble.

En (III-2) no hace falta usar la densidad de probabilidad norma-

lizada, sin embargo la daremos a continuacifn por razones de in-

terés y utilidad. La densidad de probabilidad normalizada de

sistemas en el espacio fasico viene dada por

f@n"ﬂl"ﬂ"" S)(q“w' bs? (I11-3)

[ (e porda

Para visualizar mejor el significado de un promedio sobre un en-

semble (III-2), calculemos un ejemplo elemental de dicho promedio.
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Consideremos la coordenada x de cada una de las particulas
de un sistema de N particulas y sea este sistema el nlmero j

de los sistemas de un ensemble. SupbOngase gue estamos intere-

sados en el valor promedio de x sobre el ensemble, e.d. en x

Entonces calculamos primero el promedio sobre un sistema ( el

sistema j) de la coordenada x :

N
21 %50
i=1

” ,
X; = N = ~ z Xji
N Z 1 =1
=1 ’

De estos promediocs existen uV” . 8i los promediamos, obtenemos

el promedio de x sobre los N sistemas, e.d. el promedio sobre

el ensemble ol

% 4 ' (ITI-4)

A
N J=1 N J=1
Al comparar a (III-2) con (III-4) podemos hacer algunas ob-

servaciones interesantes. En primer lugar, la funcidn de inte-

rés f en este caso es el promedio xj de cada sistema

(g4, -, ps) = %;
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Como segundo punto vemos gque los nlmeros "1", que aparecen
tan explicitamente en (III-4) e indican que al calcular x® 1le

estamos dando igual peso a cada ij , equivalen a la densidad
de probabilidad f en (III-2). Anticipdndonos al segundo pos

tulado y al teorema de Liouville (cap. IV), este resultado im-

plica, al menos en este caso particular de nuestro ejemplo,

que
j? = cte.

Enunciaremos ahora nuestro primer postulado: El promedio

temporal (sobre un tiempo muy largo) de una variable mecénica M

del sistema termodin&mico de interés es igual al promedio de M
sobre el ensemble en el limite cuando va*’oo, dado que los sis
temas del ensemble replican el estado termodindmico y demds con

diciones del sistema actual de interés. Esto es, podemos reem-

plazar un promedio temporal sobre un tiempo largo de un sistema

(nuestro sistema "real" de interé&s) por un promedio instantaneo

realizado sobre un gran nfimerc de sistemas (sistemas "imagina-

rios" o inventados, representantes del sistema "real" o sistema

patrén. En otras palabras, si f—»o00 en (III-2), entonces

7= 7"

Hay que hacer enfésis en que el sistema termodinfmico patrén de

be encontrarse en equilibrio, si no, el promedio de M sobre el

ensemble no serd independiente del tiempo, aunque hagamos tender
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a y4” al infinito. Esto se entiende de la siguiente manera: al

encontrarse el sistema patrfn en equilibrio en todos los sistemas
representativos (el ensemble), la cantidad fisica de la cual gque-
remos calcular el promedio, digamos p.ej. la presidn p, fluctua -
alrededor de este valor promedio P, Esto es, para un cierto nime

ro de sistemas representativos que tienen una presifn de p+ p
existe un nGmero igual de sistemas que tienen en el mismo instan-

te un valor p - Ap de la presibn. Esto es valido para cual-

quier A p (no demasiado granae) y al calcular el prdmedio P

de la presién en el ensemble, los efectos de las fluctuaciones po-
sitivas y negativas se contrarestan, de manera que llegamos al va-
lor p para cualquier instante de tiempo que escojamos para efec-
tuar el promedioc sobre el ensemble. 8Si, en cambio, el sistema pa
trén'y por lo tantc los sistemas representativos no se encuentran
en equilibrio, entonces el valor de la presién en cada uno de los
sistemas representativos disminuye o aumenta en el tiempo ademis

de hacer fluctuaciones A p. Esto hace que la presibn promedio en
cada uno de los sistemas representativos cambia con el tiempo y por -
lo tanto tambi&n el valor promedio sobre el ensemble P es dependien

te del tiempo.
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N

2
Fz \
F;___
- t
0 ti tz to

fig. ITI-1. Ejemplo en el que la presibén de los sistemas pa—

trdn y representativos disminuye de t = O hasta t = to.

Notamos que para diferentes tiempos ( tl v t2 ) existen dife-

- rentes valores promedios sobre el ensemble (Bq y'ﬁz ). En t
o
han alcanzado un estado de equil. y solo tenemos un valor pro

medio p , e.d. p # (+).

Acabamos de hablar de fluctuaciones pequenias A p en la pre-

sidn en los sistemas representativos y en general pueden apare-
cer fluctuaciones asi para otras cantidades mec&nicas y termodi

nimicas de interé&s en un ensemble. Pero esto implica, que los

sistemas representativos se encuentran en diferentes estados

cudnticos de energia. Nuestro interés radica ahora en averigquar

cudntos sistemas del ensemble se encuentran en cu&l estado
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L

cudntico, en otras palabras, qué probabilidad relativa de ocu-

rrencia tiene un estado cufintico determinado. Este dato nos -

lo dard un segundo postulado: En un ensemble (W —w cO ) que

representa a un sistema termodinidmico aislado (e.d. un sistema
con energia total cte.), los sistemas del ensemble estén dis- .
tribuidos uniformemente, esto es, con la misma probabilidad o

frecuencia sobre todos los posibles estados cudnticos consisten
tes con los valores especificados de N, Vy E. Esto significa

que cada estado culntico estd representado en el ensemble por
el mismo nfimero de sistemas, o, lo que es equivalente, si esco-
gemos un sistema del ensemble al azar, la probabilidad de encon
trarlo en un determinado estado cufntico es la misma para todos

los posibles estados cuénticos. Por esta razdn, &ste postulade

también es conocido con el nombre de "Principio de igual proba-

kilidad a priori”.

Supongamos qﬁe tenemos un sistema aislado (energia cte.) al
cual le son accesibles cierto nfimero finito de estados cuinticos,
llamemoslos estados "permitidos",'en el espacio I . Estos
estados cufinticos forman una superficie H = E. Si construimos
un ensemble, estos estados son ocupados con igual frecuencia por

los sistemas del ensemble debido al 2= postulado.
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Cada uno de los sistemas evoluciona en el tiempo, 1o gue signi-

fica que cada sistema pasa de un estado cufntico a otro durante

el tiempo (permaneciendo sin embargo el nfimero de sistemas por

estado cte.).

Al calcular el promedio fe de alguna funcién £, lo haremos .
entonces sobre todos estos posibles estados cu&nticos. Segln
e1 1°° postulado, Ee = Et ; e.d. daria igual tomar un sistema
nada mis y evaluar el promedio temporal (t—?oo ) para obtener
el mismo valor numérico anterior. Esto, sin embargo, exige que
este iltimo sistema "recorra" a todos los estados cufinticos per-
mitidos dentro de un tiempo T-w&o, e.d. la trayectoria fasica de
este sistema cubre toda la superficie H = E y se aproxima por -
lo tanto arbitrariamente cerca a cualgquier punto del hiperplano

durante este tiempo T . Este filtimo enunciado se conoce bajo

el nombre de hipbtesis de Ergddigo.




IV -1 FUNDAMENTOS DE MECANICA ESTADISTICA CLASICA.
[EOREMA DE IIQUVIILF Y FNSEMBIES

Consideremos un sistema aislado del medio ambiente en cuan- °

to a intercambio de materia y energia. A este sistema le aso-
ciamos una funcién de Hamilton H= H[q”-—-,q;,P“.-- ,Ff)

donde f = 3N es el nfimero de grados de libertad, como ya lo he-
mos visto en seccidn II-2. No tomaremos en cuenta aqu_i, gue la
funcidn H también puede depénder de un par@metro externo como -

por ejemplo A + al cual le podemos identificar con el volfimen.

La funcibn de Hamilton representa una superficie de energia
en el espacio fasico I ya que H =E = cte. A cada estado del
sistema corresponde un punto sobre esta superficie. Mientras

que el sistema evoluciona en el tiempo, este punto recorre una

trayectoria fdsica segfin las ecuaciones de movimiento

qfi = --g—l'-:- ; Pi = 2H _ (IV-I-1)

2?:

o 2

fig. (TV-I-T) : Trayectoria
de un punto en el espacio

T asociado a un siste-
ma en evolucién.

E=H=cte,
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Sea el vector 2f-dimensional v = (41) cen . J.,;f ) la velocidad de un

punto en el espacio T Yy sea

grad H = (_gqﬁ{ roT '%E;“)=(“I5n ") éf)

tambi&n un vector, entonces obtenemos la siguiente informaci6n

acerca de magnitud y direccibn de ¥

. e
l?’=|g¢adl-l| g v-gfradH=0»
Asi que los vectores v y gradH tienen siempre la misma magnitud

¥ son perpendiculares.

Pensemos en un niimero tan grande de sistemas, cuyos puntos

correspondientes en el espacio L al tiempo t = 0O se en-

cuentran tan cercanos uno al otro en dicho espacio, que podemos
caracterizar este ensembhle de sistemas mediante una funcidn de

densidad, en el sentido que

(e, prt) dga- - dpg

nos da la cantidad de sistemas que al tiempo t se encuentran

en el elemento de volfimen q,,q,.,-&-dq,; --+ 5 P$) Pf+de

del espacio I? . Podemos ahora considerar a (IV-I-I) como

las ecuaciones de movimiento hidrodingmico para el flujo de este

continuum 2f - dimensional.
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Para este flujo hacemos usoc de la ecuacidn de continuidad
Qg . —-
3t div(§¢7v) =0

en analogia a la hidrodin8mica tridimensional, la cual, al hacer

uso de la identidad wvectorial

ciht(fi?):: Ve 84ﬂuig 4-f)aub'i?

se convierte en

2 = T (1v-1-2
—a{——l' v-a—rad.g-v-fdw'v Iv-1-2)

Si introducimcs al coeficiente diferencial substancial

Dy _ °¥ —
Dt - 3T VS
obtenemos |
J)g d*.‘r-.; (Tv-1-2a)
—_— “U'=O
st 7§

Las 2f componentes del vector de velocidad anteriormente intro-

ducido son

—

’U—-:(.‘” Tt ?'5;51»""';5)

con lo gue

£ .
div # = ;(33:1- QP‘:)

i=1
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En base a las ecuaciones de Hamilton, (IV-I-I) podemos escribir

: f
2 ., ? .. 2 (aH\ 3 ( 2H ”
— (0Nt —fp ) = + - =
2 (340 + a5 (f) = 2 [ opil * 3l 35
Por lo tanto div v = 0 y como mé&s arriba hemos visto que los

vectores v Y grad H son siempre perpendiculares, entonces si

f = f (H) tenemos por (IV-1-2) que

28 _
>t = ©

51 expandemos el coeficiente diferencial substancial en

(IV-1-2a), tenemos:

§
D o9 9% - . °F
Dt af+iz[

Este importante resultado se llama Teorema de Liouville y Signi-

fica en palabras que el flujo de nuestro ensemble en el espacio
fésico es agquel de un fluido incompresible. Segfin (IV-1-2a) te-

nemos que (Df/:p{-):O » 1o cual implica que un observador que se
mueve a una velocidad v junto con el "fluido" observa siempre

la misma densidad f(q“...’k’{:) en sus alrededores inmediatos.

Vemos ahora la gran utilidad y ventaja de haber construido

el espacio fdsico L por medio de la combinacidn del espacio de
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configuracidn y del espacio de momentum. Si en vez de este {il-

timo hubiesemos.tomado al espacic de velocidades, la demostracidn

del Teorema de Liouville no hubiera sido tan simple. Esta es en

tonces la razdn del uso de las variables conjugadas posicibn y -

momentum.

Definimos ahora una medida invariante en el espacio r €8

to es
dan= dgy-dge dpr - s
Sobre la superficie de la energia H = E también esti definida

una medida invariante. Sea G una regién ( 2f - 1 ) dimensional

sobre H = E, entonces definimos la medida de G como

/“‘(G) = fS(E—H) d (IV-1-4)
G

1 si E =H
donde SH-F) = o siE #H es la funcibn de Dirac.

La medida de G tambi®&n la podemos escribir como

/‘(G J. d/u (2) = "volum¢h" de @ (1v-1-5)
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donde P es un punto del hiperplano de energia H = E y ademés

P s G . Consideremos las trayectorias fasicas que pasan a tra-

ves de puntos de G. Una de estas trayectorias viene dada por

§(t)= $(¢,8°)

donde gozz ‘-f ('L', 30) es la condicidn inicial.

Tambi&n la regién G cambia con el tiempo a una regibn Gt ’

(fig. (IV~-1~-2). La medida para esta @iltima regién es

(TV-1-6)

p(Ge) = :;Ed/“(m

Espacio=T

H=E =cfe.

figura (IV-1-2)

/

Demostraremos ahora mediante el teorema de Liuville, que

esto es /‘(G) =/"’ (Gt)
JS(H—E)ydpsydqs = G{S(H-—E) zl’alp‘9 Fdfa}s
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e.d. la regifn G de cierto volumen d.fl. cambia de forma en el
tiempo perc el volumen A8 en si permanece constante.
Consideremos una regidn V en el espacio T , suficientemente
pequefia para gque f (q1,...,pf,t) sea uniforme en V (e.d. in
dependiente de P1)"')‘%f en V). El niimero de puntos AN
en V es indepgndiente de t si V evoluciona de acuerdo a las

ecuaciones de Hamilton,

ﬁ(m) =§dx—(f{d_a) = [—-i—ﬂ gd_n+ 5[7‘1;§A_q]=o

Debido al teorema de Liouville, el primer té&rmino del lado

derecho es cero; luego

-(%c- vfom=0

Ya que de los pequefios voliimenes V de la filtima ecuacifn pue-
den ser unidos un nfimero arbitrario para formar un volumen
'grande; ésta ecuacibn vale para cualquier volumen V.

Durante el tiempo t tenemos una transformacifn 1 a 1 del
hiperplano de energla en si mismo. Sea Ty esta transforma-

cibn, entonces

'T% - E%F B E;T?
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Un punto P pasa a ser despu@s del tiempo t
y como kg
tenemos gue
Gt = T, G
Este conjunto {Tt} de transformaciones del espacio EI' en si
mismo tiene la estructura de un grupo, pues vale escribir (ver

figura (IV-1-3))

T, = T,

+t,

H=E= cte.
T{z .

[ filgura (IV-I-3)

Gy,

Vamos a considerar funciones definidas sobre la superficie de

energia E de la forma

. ver fig. (IV-1-4)
f. Er——-rTQ :

e.d. v PeEp ,3 f@eW
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Asi pues, el punto P € EI’ tiene cierta "cualidad", la cual se

la asignamos por medio del valor de la funcién £ (P}.

Como en todo el espacio estd definida la transformacidn 'T} )ésta
induce una transformacidn en la funcidn £, entendiendo por
e (P) a £ (T, pP) = f (P ), e.d. £ evaluando en Pt v

recordamos el hecho gque el‘grupo{Tt} conserva la medida (por el

teorema de Liuville), podemos escribir

fff(f) du(B) = f}f(l?)d/u(f) (TV-1-7)

superficie H = E en
el espacio-T'

La pequefla &rea (G) sobre H = E se transforma en un intervalo

sobre el eje real por medio de la funcidn f£f.
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Entendemos por un Ensemble Estadistico a una distribucidn

de probabilidad W en el espacic fésico I? con la cual seran
calculados valores promedico de funciones definidas en este espa-
cio., La conexidén con las cantidades termodini&micas se dari, co-
mo hemos visto en el capitulo III, por promedics temporales de

las funciones £ (P) (ver ecuacidn IIT-1)).

En el presente trabajo estudiaremos a tres ensembles esta-

disticos:

a) el ensemble microcandniceo para el casoc de un sistema ais-

lade con N,V y energia E dados.

b) el ensemble candnico para el caso de un sistema

isoté&rmico cerrado con N,V y

temperatura T dados.

c) el ensemble gran candnico para el caso de un sistema

isotérmico abierto con V,T y po

tencial quimico dados.

Ya sabemos, gue un ensemble esta constituido por un nGmerc muy
~grande de sistemas idénticos termodini&micamente, gue son distin-
~guibles entre si por una cantidad variable solamente. Asf, para
los ensembles arriba mencionados, estas variables son la entropia

S, la energia E y el nlimero de particulas N respectivamente.

A continuacidn comenzaremos a tratar al primerco de estos ensem

bles y luego introduciremos conceptos termodindmicos.




IV - 2 EL ENSEMBLE MICROCANONICO

El ensemble microcanfnico es un ensemble estadistico cuya

densidad de probabilidad estid dada por

§(E-~1)
"P(qﬂ“': Pf, En)\)= (IV—Z—S)
fS(E*H)d_Q_ -
T
donde daq = A‘%"'d?{fdra - dpy

4 E=H
O E=H

S(E-H) = {

Yy A representa un parimetro externo. Es claro gque H tambié&n

depende de A y H=H (Q1:~-;P§,1 }J. Exigimos ademds gue
H Z 0.

LL(E, A
Sea _ w(c-:) = 2E ‘ (IV-2-9)

el "adrea" de la superficie de energia H = E de manera que

20(e,N

(Iv-2-10)

= Sé(E’-H\dSL-—- fol/ua(f)
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plano de
energia E

Espacio-J"

E
elemento de
plano de volumen o LL{E,N)

energia 0
elemento de "area" dw(E).

Estos dos planos

limitan al volumen ..Q.(E,)\\.

Ambos planos tienen una
"superficie" de w (E).

Todos los sistemas del ensemble se encuentran entre los dos
planos de energia de la figura, e.d. todos los estados culnticos
accesibles al sistema termodinfmico patrbn estdn localizados en-

tre estos dos hiperplanos.

figura (IV-2-1)

Segfin (IV-1~9)

E
SL(e N = Jw(e‘)dr—:' (IV-2~11)
o

donde el limite "O" de la integral representa a la barrera in-
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ferior de la energfa, e.d. la energia normada en cero.

En otras palabras, si las energias de los sistemas del ensemble

se encuentran en el intervalo Ey E con E , E_ , entonces
1 2 1 2
construiremos una nueva escala para obtener

E'=E ~-E =0 yE'=E - E = E respectivamente.
1 1 1 2 2 1

Tambié&n podemos escribir

SL(E, = J—@(E—H)ds_ (IV-2-11a)
H<E
1 , x>0

donde @(E“’H)= @(ﬂ“‘—:
0 ,X<O

se llama la funcidn caracteristica de la reqgidn donde H<E.

Esto efectivamente es compatible con 1o que hemos desarrollado

anteriormente, pues si derivamos a (IV-2-11a) con respecto de la

energia,
PLL(EDN) 9
e = Jog OE-w)da
pero ;;EQ(E{—H) = S(E—-H) con lo que

2 e = [SE-mda =@

Asi,llegamos (IV-2-9).,
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Regresando pues, tenemos gue la probabilidad con la gue calcu-

lamos promedios de funciones es

§(E—H)
?(q,,...,pf,E,'A) = wl(E) (IV-2-12)

En este ensemble microcandnico podemos observar scolamente a es-

tados de equilibrio.

Tenemos entonces que, con la suposicibdn de un sistema de
transformacibn métrica, el valor promedio temporal de una canti-
dad se identifica con el valor promedio de esta cantidad que se

forma con ayuda de la densidad de probabilidad (IV-2-12).
Consideremos variaciones reversibles de E y de A .

Para variaciones en A , la funcibn de Hamilton varia en

SH = —— 8

Definimos ahora como trabajo externo hecho sobre un sistema debi-
do a la variacidén de A al valor medio de &H obtenido por me-

dio de la densidad de probabilidad P

SA/-— f:zsaam. JI’ SAda = -4\ §)\ (IV-2-13)
T

donde A es la cantidad conjugada para Jﬂ.
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Ademis

‘Scll' = SE- SJ%g

tev

{por el primer axioma de la termodinamica)

Introducimos esta expresifn en la integral
¥ ¥

sa,, = \(6e-sa")Pda

= ((se-2a)E£do e

Pero s (E) es constante con respecto a esta integracidén,

Si multiplicamos y dividimos a (IV-2-14) por BOA (E, A ) v

recordamos gue
Q= [OfE-Hda

tenemos

v (e, - f(&E——g—;‘—ék)é(a—H)ol_Q_
SQm= w(e)
I@(E-H)dn_
Pero

J(se— 24 &) s(e-n)da

{@(e-n)da

= é;-J%g .EL(EE{X)
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{el cdlculo detallado se encuentra en el apé&ndice A.1)

¥ (e

Ast 5Q,., = (e $ /eas BON[=3N! (IV-2-15)
Ahora identificamocs a
L (EN = KT (IV-2-16)
w(E)

donde k es la constante de Boltzmann.

Recordamos a la definicidn termcdindmica de entropia

'4
Cis — ‘ichev
T
Si combinamos las ecuaciones (IV-2~15) y (IV-2-16), obtenemos
¥
& Qpev
T

donde identificamos al lado derecho de esta igualdad con la entro-

= k 6130311(5,)0

pia :: (E, A )} calculada a partir del ensemble microcandnico

2. (E,k) = k fog 2 (g2 (IV-2-17)
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Acabamos de reconstruir la termodinfmica, pues ahora es facil

llegar a las ecuaciones de estado,

2 LL(E )

° - 2E
e lig AeN] = k e

wE .4 2

@ A4
D.(EN) kT T

Luego

2 4
_-QE Z‘ (E,)\) = -_-1.__ (IV-2-18)

Esta es la ecuacidn caldrica de estado.

81 derivamos a (IV-2-17) con respecto a la variable A p

obtenemos

2 A
oy 7 (E,l\ == (IV-2-19)

que es la ecuacidn té&rmica de estado. (En el apéndice A.2 se en-

cuentra el camino algebraico para llegar a ella.)




IV - 3 EL ENSEMBLE CANONICO

Consideremos dos sistemas energéticamente acoplados débil-

mente por medio de un dispositivo transmisor de calor. Exigimos

que el intercambio calbrico se realice sin pérdida de calor en

la transmisidn. Supongamos ademis gue los dos sistemas tienen

igual n@mero de moléculas (e.d. igual nfimero de grados de liber-

tad fl = f2 ) N, = N, . Sin embargo se permite que E; # E, .

SisTEMA 1

PARED ADIABATICA

fig. IV-3-1

En resumen, los sistemas estfn caracterizados por:

Sistema 1 Sistema 2
energia E, E2
coordenadas, momenta
' q‘l""" 'P&q Q‘H"'"a sz

funcibn de Hamilton rH1 (q"""Ph) Hz(Qh""fi;)

La funcidn de Hamilton de los dos sistemas acoplados es

1. , | (IV-3-1)
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Andlogamente, existe una divisién de la energia de la forma

Tenemos este derecho de sumar directamente a los Hamiltonianos
vy las energias de los dos sistemas porque supusimos interacci6n

débil entre ellos. De no ser asf hubi&semos tenido que escribir

E = E + E + E donde el iltimo término se refiere a
1 2 int

la energia de interacci6n y contiene las coordenadas de los dos

sistemas.

Consideremos a estos dos sistemas acoplados como elementos de un

’
ensemble microcanfnico en el espacio Iﬂ de 2f1 + .2f2 dimen-

siones (este es el nOmero total de grados de libertad de los

sistemas, fl = 3Nl H f2 = 3N2 ).

El elemento de wvolfmen
do,da,= dcf,-—- dps,dQ, - AP (IV-3-2)

situado en la "c&scara" de energias

E=Z H,+H, £ E+SE
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es directamente proporcional a la probabilidad P de encontrar

a las coordenadas y momenta de ambos sistemas en dicho elemento

de volimen (IV~3-2). A cada sistema le corresponde en el espa-

i
cio fésico I’ un volimen sobre la superficie energética.

Sean estos volUmenes

Para el volfimen total wvale escribir

w(E) = fs(E—H\d_Q.,d_Q_z (IV-3-3)
IN
Por lo tanto, la probabilidad normalizada de encontrar a los

dos sistemas juntos en un determinado elemento de volfimen

c‘JL,CﬂSLz en ]?’ es

S(E-H) d'_n.,o(.az

Pda.,da, =
{se-ryda,dn,
e.d.
. S(E-Wda,dag,
Pda,dn, = o Ll v

[y

Si en cambio nos interesamos solamente en las probabilidades re-

ferentes al sistema 1, tendremos gque integrar sobre las coordenadas
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del sistema 2 de tal forma, gue esta integracién sea compatible
Ps,

con lo que queremos obtener. Al fijar ql Poeens ;

% enton-

ces la parte de la distribucibén total microcanénica gue afin que-

da accesible al sistema 2 es

q

E-H, £H, < E+SE—H,

Asf la probabilidad W(q")'"ipf.)dq"“'dPﬁ de que el sistema 1
0 N '
se encuentre en el intervalo d?‘ dP51 del espacio fésicoT

es

fda, - d¥,

E-H,¢H SE+5E—H,

js(E~H)dﬂ,dhz

Wga - pg) A dpy, = dgq--dpy,

e.d.

fda,

= . E-HEH SBHEE—H, 0[_9_1

n (E) (IV=3-5)
También la podemos escribir usando la delta de Dirac
W(q."..-'Pf.} d_n.-' = f?d&zd-nn.': CQ(E) .ﬂ.‘ IV_3_6)

donde _

E~t)= S(E-—H"H =
S ) —He) de otta manerq




67

Si introducimos la variable auxiliar para integracidn
1 (IV-3-7)

podemos escribir segfin (IV-2-10)
al.Q.(E',M = oo(E',h)oIE = yS(E"-H) d_ (' de

con lo que podemos escribir a (IV-3-6) como

w, (E') | 3-6a
w(Qn"')P:ﬂ)d'ﬂ": = —(':—(a-d_ﬂ., (Fvmanea)

i

Analizamos el denominador W (E) y tenemos segfin (IV-3-3)

I'l
seglin (IV-3~7)
w(E) = fde'fs(s-e'-uz)d_qzfS(E'—H,)al.n.1

Obtenemos asi la integral de convolucién (ver apé&ndice B.1)

w(E) = jwl(E-E')w.,(E')dE"
lo que comunmente se escribe en la forma

w(E)= (wy*w,)(E)
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Si sustituimos esto en (IV-3-6a), tenemos

w, (")
(W, % w4, NE)

W(q,, -+, pgy) A8 = AL, (IV-3-6b)

es otra manera de escribir a la misma probabilidad (IV-3-6).
Otra cantidad de inter&s es la probabilidad de encontrar a la

energia Eq del sistema 1 en el intervalo entre E1 v E 4+ E

1 1
Wle)sE, = [wda,se,
Ey$H,SE +5E,
= (ws(n-eyda,se,
=1 [wi(e-£,)5(H,-E0) d 1, SE;
(W, x,4)(E) :

Como por definicifn (IV-2-~10)

J.S(H-u"ﬁ)d:’-‘! = w,(E,)
v W2 (EﬂEl) 8E,. no se ve afectado por ia integracibn sobre _ﬂ.q ’

obtenemos

W(E'I)SE‘l = 1 wz(E" E,)&H(Eﬂ 8 E1 (IV-3-8)
W, %W, Y€ _
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Preguntamos ahora por el valor mé&s probable de la energia

E; , e.d. el valor de E, que maximiza a W (El). Si nuestros

dos sistemas bajo consideracidén representan cuerpos macroscd-

picos, esperamos que en el estado de equilibrio la energia to

tal E disponible se reparte de tal manera, que las temperatu-

ras de los dos sistemas se igualen. Calculemos, pues,

o W(E,)
9E,

Usando la regla de la cadena y recordando que la energia total
B = El + E2 es constante con respecto a la diferenciacidn,

esto nos da

oE, ' QE, *
oy 2w,

esto es

=2 foq o, (& A) = == 4 = (1v-3-9) ’
dE 4 _j 1 ) 2E, 3602.(h1)d
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Si multiplicamos ambos lados por k y nos acordamos de gue la

entropia viene dada por

S(E)N) = k hog w (£, )
tenemos de (IV~3-9)

28, . 28,
2E,  9E,

En nuestro caso, el cambio de energia SI%. consiste en un

cambio de calor & Q; debido a que no se hace trabajo sobre el
sistema 1. Por otro lado, el cambio de calor del sistema 1 es
igual al del sistema 2 (lo gque gana uno lo pierde el otro ya

que ambos sistemas juntos estén envueltos en paredes adiab&ticas.).

Asi pues,
S$E, = | 8Q,) = )8Q,]

Como

o5 . A i
28 . T T, T,

Efectivamente, W (El) es maxima cuando Tl =T, .

Supondremos ahora que el sistema 2 es mucho mayor que el sistema

1, en vista de gque

N = N e.d. f »» £
2 > 1 1 > 2
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Por lo tanto, para todos los posibles estados de los 2 sistemas

tendremos siempre

E, > =
1

-é =
y tambié&n Hl << E E, + E2 (IV-3-10)

Calculamos entonces a joﬂ W(QI.” N Pfq)

&3 W= %3 [ W2 (E— Hy)

(we W HE)

= -foa (2 %W )E) + fogw, (B—H )

desarrollando con respecto de Hl

= -&3 (wy xw ME) + fog w, (E) -

- Hy== QE /fog 002(E,| +
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El cuarto miembro en (IV—3—11) lo despreciamos por (IV-3-10).

Analizamos al tercer miembro,

WL (E)
W = z -
/609 /&9 Creon® o H,

~ My fog [z (Bl nw)E)]
W = e e (Iv-3-12)

Obtenemos entonces para la probabilidad de encontrar al sistema

1 (el pequefio) en el volfimen d_Q_.. a

— o< H (g4, Pg)) da,

.VV( L |) ClJl, =e
 STREEN % (%)

(IV-3-13)
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donde identificamos a

4 fos [wz(E\/(wzuw.)(E)]
Z(O{:' = e . (IV-3-314}

como factor de normalizacién.

La distribucién (IV-3-13) define al ensemble canfnico.

fe™aa,

'W‘(?“"-) Pf.)___- Et’sﬂg_ﬁ Ei;?;; - 4 (IV-3-l3a)
exige que ocH
t@= (e 'da, (1v-3-15) 1

E, €N, € E,+ SE, |
El sistema 2 sirve como termostato (reservoir de calor) para el
sistema 1. Sin embargo, nos "olvidamos" en el momento del sis-
tema 2 Yy simplemente decimos que el sistema 1 estd a temperatura
constante. Asi podremos omitir el indice 1 en los siguientes

c8lculos.

Analicemos m&s a fondo la expresifn (IV-3-15)

—oE

[e™aa,= fe " ue [se-mdn = fe " wede

Agqul hacemos una interesante observacifn: La suma de estados

z (X) es 1la transformacién de Laplace del volfimen ¢ (E)
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de la superficie de energia.

Z(o)= TL(w(&) = éf{w(e-:)} . (IV-3-16)

Introduciremos ahora una entropia 8 (E, A ) en el ensemble micro

canbnico. Tenemos entonces dos entropias asignadas a cada siste

ma que son Sy 2. definidas por
S(E\) = kdog w(E,) (IV-3-17a)
y Z(E,M = k )fog L1, (IV-3-17b)

Para muchos sistemas wvale

Z(E, )~ S(En = /9‘(&3 N) (IV-3-18)

donde Ay'(log N) quiere decir té&rminos de orden log N.
Esto no tiene demostracién, sin embargo, podemos hacer un ejem-

plo considerando al gas ideal monocatémico. Tenemos segfin .

(IVv-2-16) y usando la ecuacibn calbrica del gas ideal

Q(EN 3N
E 2

wl(E ) =
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Aplicamos logaritmo natural y usamos (IV-3-17)

Z.(ex) — S(E,A) = log (—%—E-)

Asi gue la diferencia entre las entropias es del orden de

log 2E con lo que se justifica el uso de la ecuacidn
3N

{IVv-3-17a). Como

28 _ A o8 _ 4
2€E T2 J 7E T,

También vale escribir

Nos restringimos ahora a sistemas normales, e.d. sistemas para

los cuales za Y S son casi iguales. Entonces usamos

(IV-3-16) haciendo la sustitucién

w(E) = exp [ S(E)/k}

con lo gque

_E ~«E += S(E) |
Z(aq.-_-: fe > C«)(E)G‘E = fe o AE (Iv-3-19)
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El integrando de la filtima integral posee un valor maximo alto

y angosto. Consideremos el maximo del exponente

—-or:E-t-T’L- S(€E)

esto es - o +_;_,__:_:§_ =0 = = ..a_ .59% (IV-3-20)

Sin embargo, para un sistema normal tenemos

25 _ 1

oE T

(Esta temperatura T es la que se determina del ensemble microca-

nénico para un solo sistema).

Para demostrar que se trada de un mé&ximo, calculemos la segunda

derivada

2%s _ 2 Gq - _.1 4 _

PE®? PE\T T 3E

2T
-1 .1 (IV-3-20a)
T ¢
donde "c" es el calor especifico.
Asi 2
_Jl.ja_éi_ S 4 < O

K 2E? kT?%c¢
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salvo que ¢ = ©0 . Efectivamente existe un méximo en el punto

-8 dado por (IV-3-20).

Expresemos
E= E,+aA

y desarrcllemos en Z ( o ).
Entonces - &E - Eo —xA

e = & e (IV~-3-21la)

4 28 1.4 (3% 2
y € = N =4 e e . (IV-3-21b)
Todos los términos conteniendo E = c¢te. no se ven afectados
o}

por la integracibén con respecto de E. Sustituyendo (IV-3-21a/b)

-
en (IV-3~19) o -xE; Tu'S(EY
(X)=¢e e .
s 1(9%8 2
caa 13 s ¥EH)
‘le ‘e Exle .e o dE |
M (1v-3-22)

31 (23 1

k (QE' E-E,,A %"’1‘"‘"" oA

Pero e = = &
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por lo que el integrando de (IV~3-22) se reduce a la tercera
exponencial solamente. Introducimos una nueva variable de -

integracién A /E cuyo diferencial viene dado por

Obtenemos asi

~aEst S(E"). £ J ~% Wiz

Z ()= e e B* AdE) av-3-23)

Recordamos la distribucifn gaussiana

o]

_a eom)?

o0
4 2 G2
Plxydx = 2.
-;{; x‘ ms_ € dx

00

donde G~ es la varianza Yy M= cte. es el valor de x que marca

el méximo de la distribucifn. Vemos que en (IV-3~-23) la varian-

za viene dada por

kT%e
E2
La integral ]
JA-ED A% n
2 KT*¢ E? T
fe dd) = Var e

Luego ° - B, 4 - S(Eo) (IV-3-24)

Z(«) = Ver VkT?e
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Identificamos ahora

E, — TS(EJ=F (1v-3-25)

donde F es la energia libre. Debido a que el calor especifico

¢ es aproximadamente del orden de magnitud del nfimero de particu
. . T

las N (como ejemplo pensemos en el gas ideal con 9_'_ aT( Nk )

—'*:».%Nk = ) , podemos escribir a (IV-3-24) como

»&)3 Z) = —~xF + /9'(/&'3' N) (IV-3-26)

La energia E, misma es del orden de N por lo que de (IV3-25)

y (IV-3-26) resulta
< F| >> & (fogn)

Esto también se hace evidente usando nimeros razonables: Sea

por ejemplo N = 1023  entonces log N = 53 solamente. Es

claro que toda esta idea falla si ¢ = oo . Asi identificamos

- o
Z(O() = e « (IV-3-27)
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La ecuacibn caldrica de estado se obtiene a partir de

(IV-3-25)

2F | ‘ |
'5?— = = S J (IV-3-28)

y la ecuacibn té&rmica de estado la podemos escribir como

-

°oF _ -A (IV-3-29)

donde )\y _/\. son cantidades canbnicas conjugadas.

Explicitamente, la funcidn energia libre la obtenemos usan-
"do (IV-3-13)

...o(H.(q“...,Pf) y
W(g,...,pg)= € 7y

con (IV-3-27)

—-oH o« F
W(?1,---,P§)dSL= e e 4fL
e-o(F - J‘e_“H dsL
jW(‘fh“')Pf)d-Q-

aF = — Aog je‘“Hd.Q.

F(T,V’N)= - kT &3 Sw(E’V’N) e"“EdE (IV-3-30)




IV-4 EL ENSEMBLE GRAN CANONICO

Consideremos el siguiente arreglo de sistemas

SISTEMA 2
7 7 SISTEMA1
Reservoir v s '
a : Y V‘I . rye
e Pared adiabatica
Calor 4 Ny 7 Ng
VAP TIT IS
transmision de . transmision de fig.Iv-4-1
calor solamente calor y_ faatﬁculas

Buscamos ahora la distribucifn del sistema 1 sobre este ensem-
ble. Esta es una distribucifn sobre espacios fésicos de dife-
rentes dimensiones ya que N1 # N2 . Vemos que el ensemble gran
canénico (sistema 1) estd8 conectado a un ensemble canfnico {sis
tema 2) mediante un dispositivo que admite intercambio de calor
{energia) vy paso de particulas. El ensemble canfnico a su vez
estd en contacto con un reservoir mediante un disbositivo para
transmisién de calor ya conocido por nosotros. Supondremos que
.el ensemble canbnico es grande en relacifn’al ensemble gran ca-

ndnico.

Sea N = Ny + N Por conveniencia supondremos que las particu-

29
las estén enumeradas, e.d. son diferenciables para nosotros y -

son todos de la misma especie {iguales).



g2

Suponiendo intercambio energético débil entre los sistemas 1 y

2, podemos escribir la funcibdn de Hamilton para una cierta dis
tribucifén como

H = H, + H

N,

~Para este caso, como ya vimos anteriormente, vale escribir

w(E) = w,(E) % w,(E)

donde E = E, + E

1 72 con Eﬁ_<«; E2 , ¥ para 7 tenemos

2= 2, % Z,(o) (1V-4-1)

gue es el producto de convolucifn de la transformada de Laplace
(ver apéndice B.1l). ©Nos interesamos en la probabilidad w de -

encontrar N1 particulas en el sistema 1 y N2 en el sistema 2 -
(suponiendo que el sistema 2 es un ensemble canfnico) de tal ma

nera que las Nl y N2 particulas sean particulas bien definidas

(por esto la suposicibn anterior de particulas enumeradas).
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Entonces, usando (Iv-3-13a) y (IV-3-15) obtenemos para

dicha probabilidad

-M“N _“Hih
By () E ) er *da, \{e da,

[

Zod) X 2400 2 60

(IV-4-2)

WiN,) =

donde O[.Q?_ Y d_Q_‘ son los elementos de volfimen de los espa-

cios 6N2 Y 6N1 dimensionales respectivamente.

El factor de normalizacidn viene dado por

2= &< (xv-4-3)

donde F representa la energia libre de los dos sistemas juntos.
Al integrar (IV-4-2) usando el mismo procedimientoc que en

(IV~-3~-19) nos da

. o F(N,V, %) —MF(Nz,Vz,“) - xF(N,,V”u\
WiN)= e e e (IV-4-4)

Antes de buscar el valor (estado) mas probable de W (Nl) , ten-

dremos que hacer un cambio en nuestras suposiciones.
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Desde ahora en adelanto ya no serin distinguibles (o enumera -

das) las N particulas, e.d. ya no buscamos precisamente la pro

babilidad W (Nl) de que digamos las particulas #1, #2, ... #Nl'
estén en el sistema 1, sino cualesquiera N1 de las N.
'
Como hay N. = N: diferentes maneras de
]
Ny- Ny! N ! (N-Ny)!
elegir N, de N particulas y cada eleccidn representa al mismo

1

estado y nos da la misma probabilidad. Vemos dque poi lo tanto

la W(N,) dada en (IV-4-4) se repite N: veces para

una N1 especifica.

Asi introducimos una nueva probabilidad

W*(Nq) = L W(N1) "—""

‘ N, !N, !

(IV-4-5)
FEN VK~ FE(Ny vz 000 — PNV, 20
. e .

- e e

donde las exponenciales con asteriscos son mayores gue las sin

asterisco en un factor de N! , N1 'y Nzl
aF¥* xF 4
“Fz* N O(FQ_
€ =N, .¢€ (IV-4-6)
* .
o Fy = F,

®
1f
Z

<
©®
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A (IV-4-6) lo podemos escribir
—~ o FX(N,V,x)
il
e =N A

e.d. la "correccibn" gue acabamos de hacer mas arriba tambié&n se

puede interpretar como una disminucibn del volfimen f&sico,

ya que

Q.

#q#
I
|~
o

P
o
i

AL Q
N

En algunos textos, SL* se llama volfimen fisico corregido.

Para un estudio mé&s profundo de esta propiedad del volfimen f&si-
co, ver la seccibn de aplicaciones V-1. Es claroc que tambié&n

se puede decir esto para el volGmen w * , pues

¥
¥ = L

Observamos una propiedad importante de F*(N,V, oK }. De
la definici®bn de energia libre en (IV-3-25} vemos gque F depende

de E y de S5, que son ambas cantidades extensivas. ©Por lo tanto
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F es exténsiva v es valido escribir
* * \ 12"'
F*(en, pV,0) = ¢ F (N,V, « g€

Esto es, F* es una funcidén homogénea de grado 1 en la variable
‘f (ver apé&ndice B.3). Si usamos el teorema de Euler para

funciones homogéneas tenemos que

N S+ V oy = F¥ (1v=4-7)

Regresamos ahora a nuestra pregunta inicial: ¢ Cull es el

‘nlimero N, de particulas més probable en el sistema 1 ?

1

Sabemos gque N2 en funcibn de Nl viene dada por

N, (N) = N - N,
ya que
N = Nl + N2
Entonces <E* —O(Fq* SEX ...o(Fz*
W= e Cae e+
+ edp*. e—q&*- (o) e—sz* _?“E; =0

D2 N4



esto es

oF,* . 2F%

—
—

%
2R 2R 6
Ny N,
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(IV-4-8)

e.d. los sistemas asi acoplados coinciden en sus energias libres

para el valor m&s probable de Nl (y N2 )y .

Acordemonos del diferencial total de la energia libre en

termodindmica

dF = — SdT — pdV +/uolN

Sabemos que F* = F* (N, V, &K ) y
* »* ®
dF*= 2507 + 2204 + Zodn

oV N

ya habiamos identificado

*
°oF = — 8§
ST‘
2F %
Y ....___...-_-_-__P

oV

(IV-4-9)
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dados en (IV-3-28) y (IV-3-29). Pues ahora identificamos

2F % ' -
N = +/vt (IV-4~10)

donde /AA es el potencial quimico. Usando a (IV-4-7) reescri-

bimos a (Iv-4-8) como

oF* _ R
2N, 2N,

Tomaremos ahora el limite cuando el ensemble gran canbfnico es

muy pequeio en comparacidn al ensemble candnico. Podemos enton

ces hacer un desarrollo de exponentes con respecto de Nl' Tene
mos pues
v
1«1
V2

La probabilidad para que el sistema 2 se encuentre en el elemen

to de voltmen J.{L4 del espacio f&sico (con N, particulas en

1

el sistema 1) es

o([F*(N,V,n()— F“(N"'NUV"VH*‘] —xHy

W;d_ﬂ.l = e ; NI ‘d_Q_.,(IV-44-11)
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Haciendo el antes mencionade desarrecllo en serie

X (NN ¥V = F* () + S5 () + B2 +

FAN Y, — FX(N-N, V-V, ) = Nqu—pV,

sustituyendo en (IV-4-11)

- [H—=N
4 e i s/"]_d_Q1 (TV-4-12)

Wydo, 2 e P 4

qujld = €

Esta es la funcibn de distribucién definida en un subsistema
del ensemble candnico, e.d. es la distribucidn del ensemble

~gran canbnico.

Ahora dejamos de escribir el subindice 1 igual come ya le habia-
mos hecho en la seccidn anterior, oprimiendc al ensemble canbni-

co gue jugb el papel de un reservoir de calor y de particulas.

Entonces

‘ «J —“(HN_N/“)
?N(‘}ﬂ-";l’f) =€ “,1—‘.— e _ (IV-4-13)

PN es una probabilidad en relacifn a N y a la vez una densidad

de probabilidad con respecte a las variables del espacic féasico.

Para llegar a (IV-4-13) hemos sustituido

J-== -PVP-' V = ;;F
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gue es un nuevo potencial termodinémico. De la relacién

(IV-4-7) tenemos gue

T =% —/‘N ' (IV-4-14)

Calculamos el diferencial de (IV-4-14)

dJ'-= - SdT—pdV +-aé{-;dN “/udN - Nd/u - (IV-4-15)

en donde los primeros tres miembros del lado derecho se refieren

al diferencial de F*. La funcidn J tiene como variables indepen

dientes a /}4 s Vy T,

L.as ecuaciones de estado se obtienen de (IV-4-15)

__a_J.-. = — S (IV=-4-16)

como ecuacibn calbrica de estado y

;;’,g____ -p ; %_3;_-_-_ -N (TV-4-17)

como ecuacidn té&rmica de estado.
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Ademfis obtenemos la relacibn

a/u . (IV-4-18)

Explicitamente, la funcifén J la podemos obtener de (IV-4-13)

—(Hy=N
.(?N(q"---»Pf)d-ﬂ-=4—= ed:‘r?}i'e " /J)ol_n_

esto es
o] =g [T 0 ]

sustituyendo
dQ = w(gV,N) dE

resulta finalmente

= oc(Hy—Nu)
I(T,V, ): -kt foa J—f'm w(E,V}N) e dE (IV-4-19)




IV-5 RESUNMEN

En las filtimas tres secciones conocimos a las expresiones
(proporcionadas por célculo estadistico) para las més importan-
tes funciones termodin&micas. Se originaron del an8lisis de di

ferentes situaciones fisicas. Obtuvimos

l. Para un sistema aislado con valores dados de E,V,N, la

entropia
S(E,v,N)= — k fog -sl-i w(E,v,N)

(ecuacidn (IV-2-~17) o (IV~-3-17a)

2. Para un sistema de voltimen V dado, en contacto con un reser-

voir a temperatura T, la energia libre

FITV,NY= —kT og f-&; w(E,V,N) e—“EdE

(ecuacibn IV~-3-30) vy

3. Para un sistema con intercambio de particulas con un reser-

voir de temperatura T, en el cual las particulas poseen ‘un

potencial guimico /;4 , la funcién J

' @ —o (E"N )
J-(T;V,/u) ==—sz£09 5 —3-!' w(E,V'N) ? e . dE

(ecuaciébn (IV-4-19)).
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En las tres fé6rmulas anteriores ya fue sustituido el volfimen

f&sico corregido gue desarrollamos en la seccifn IV-4.

Agqui notamos una gran diferencia entre la termodindmica clé&sica
y la termodinfmica obtenida a través de la mec&nica estadfstica.

Mientras que la primera, solo nos da los "cambios" de las fun-

ciones termodindmicas al pasar un sistema de un estado a otro,

como por ejemplo en el caso de la definicibn de entropia,

ds _ 1
da T

la mec&nica estadistica es capaz de proporcionarnos la "cantidad

absoluta” de la funcibén de entropia en un sistema a saber gue

S= -k &gw*

afinque el W sea dificil de calcular para algunos casos debi-

do a dificultades puramente materm&ticas.



V- 1 APLICACION DE LA ESTADISTICA DEL ESPACIO—/u, AL GAS
IDEAL MONOATOMICO,

La funcibén de Hamilton es la energia de una particula

2
H = P
m
Esto es asi porgque estamos trabajando en el espacio- un espa-

cio de 6 dimensiones solamente que "admite" las 6 coordenadas eg

paciales y de momenta de una particula.

Como fLg= dx,dxzdx3dp.dp,_dp3=d3x;d%; donde X . Y p. coni=1,2,3

son las coordenadas y momenta en las direcciones X%, y, Z respec-

tivamente, la suma de estados dada en (II-2-15) es

Z = ;Q_Se

Esto es, «Pz > m

= 3 d3
Z :‘[dx! pe

donde la P representa una integracidn sobre todo el espacio de

momentum. Hemos hecho esta sustitucibén (y aproximacidn) de la

sumatoria por una integral por facilidad de cdlculo. Esto es -
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permitido en este caso por la razdn ya mencionada en la seccibn
IT-2: .consideramos a las variables espaciales y de momentum (y

también la variable energia, va que E = p2 . ) como cantida

2 m

des continuas.

La primera integral nos da el volGmen del sistema. Con D('-—'--j--

KT
Z= V('JT %_?_)3/2: = V(2w ka)-"/z - (V-1-1)

Aplicamos logaritmo natural a la primera parte de la ecuacibn

anteriocr y

,&j 2= AgV + %,eog(Z‘iEm) -% 4&)30(

Seglin (II-2-33) obtenemos

B onZUegt)=-n (-3 )

(V-1-2)

R T::'--=-§-Nk’r

que es la ecuacidn caldrica de estado del gas ideal.
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Seglin la ecuacién (IV-3-20a) podemos calcular el calor espe-

cifico

2E _ 3. .3
vE ST T 7 Nk= SR

(Ley de Dulong -~ Petit para el gas moncatbmico) donde R es la

constante de los gases. Para la energia libre del gas ideal, -

obtenemos segfin (II-2-36)

F= —KTN fog [V(2TmKkT)¥] (v-1-3)

La variable extensiva A la tomamos como el volfimen del gas,

con lo que la variable conjugada A al volGmen es la presidn

A=V ) A=p
Notemos que al hacer esta identificacién,nos hemos restringido a
expresar la energia del gas mediante las cantidades V y p nada
- mas. En el caso m&s general, 'l 3r.fL se sustituyen por 1la
intensidad magnética H y momento total magnético (magnetizacidn)

M o intensidad de campo eléctrico E y polarizacidn P, etc.
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dependiendo de cuales variables participan en la determinacidn

del estado del gas.

Pues bien, utilizando (II-2-37)

p=—rF=-— (- WTN)-L-

b= kTN-J

ok

pV = NkT = N L (V-1-4)

Finalmente nos dedicamos a la entropfa tomande la ecuacidén

(II-2-38)

donde la barra sobre la S8 indica el estado de eqguilibrio.

(En termodindmica cl&sica, el cambio de entropfa viene dado por

ds > (dQ/T} d.onde ds =(¢1Q/T)vale para el eguilibrio, e.d.

para procesos reversibles).
Luego, como ‘-j':l;-(— ,ﬂog ( a )((X))= ﬁ;,_ fl(’q

donde X=T1T Y a= V(Zﬂ'm k)3/2

= ZE =— kN fog [VROMKTV2] ~kTN -
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- % = —~ kN {/fog [V(27miT )] + Aog ea/zf

ol

= - kN ,(og [V(ZEMI(T)% 6%1 (V-1-5)

Esta entropia debe ser sometida a dos correcciones. Estas correc

ciones se deben a dos razones respectivamente:

a) la energia libre y la entropia derivadas de la suma de es-

tados (lo gue nosotros hicimos) deben ser cantidades exten-

sivas, e.d. proporcioconales al nfimerc de particulas N.

b) la suma de estados Z debe ser carente de dimensiones fisi-
cas debido a que solo tiene sentido matemdtico de aplicar
la funcibn logaritmo a cantidades abstractas.

Sustituyendo (II-2-3) en (II-2-15), vemos gue Z tiene di-
mensién de acci6n elevado al. nfimero de grados de libertad

(f = 3N ) del sistema.

Referente a a):

Consideramos un gas compuesto por N &tomos vy encerrado en

un recipiente de volGmen V. Su entropia sera

S(g,v) = = kiog (&)
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Supongamos gue "partimos" el volfimen V en dos por medio de una

delgada pared (impermeable a los &dtomos).

AT IO IITIIIIY,

. )

L =

N, N, g N= N, + N,
- 4

A4 Va vV, 4 V=V + V

/] .

D777 7777 7777 ! 2

Al introducir esta pared, no hacemos ningln trabajo ‘sobre el gas;
no hay ningin cambio de presidn p, volGimen total V, temperatura
T, etc. Por lo tanto, la entropia de la cantidad total de gas

viene dada por

S(EVI=— k fog Q(&,V)

Y sigue siendo la misma que antes segfin las leyes de la termodi-

némica.

Ahora haremos el proceso inverso. Partimos de tener N1 molé&culas

definidas en V1 h% N2 en V2 . Examinaremos detalladamente el cam-

bio gue sufrird el vollmen fésico al eliminar la pared de separa-

cibn en el sistema.
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Al sacar la pared, alguna de las N, particulas puede intexcam-—

1
biar su lugar con alguna de las N;. Cada uno de estos cambios gene-

ra un nuevo punto en el espacio I . Debido a gue existen

posibles maneras de escoger N; de N particulas, el voltimen fasico
aumenta en este factor. Este aumento indeseado ocurre pues por Eel
nacimientoc de un nuevo punto en el espacio Iﬂ cada vez que inter-
cambiemos coordenadas y momenta de cualesgquiera dos particulas igua-
les. Si queremos evitar este hinchamiento del volGmen fé&sico al qui
tar la pared de separacifn, nos tendremos que dedicidir por el com-
promiso de asignar el mismo estado a todos los puntos del espacio

que se "diferencien" en nada mis un intercambio de dos particulas.
Pero a través de un intercambio arbitrario de N particulas obtenemos,

partiendo de un punto en el espacio I‘, N! puntos diferentes.

Entonces, debido al compromiso de antes, el volfimen fisico AL se en-

coge a su parte. De esta manera hemos logrado evitar que el

1
NI
sacar la pared de separacidn tenga como consecuencia un aumento del -

volfimen fésico y por lo tanto un cambio de la entropia (en concordan

cia con la termodinfmica), va gue el mencionado intercambio de par-

ticulas no genera un nuevo punto en el volfimen fdsico corregido.&l?

(Ver seccidn IV-4). Entonces

%
L1 =“"qi!--n- (V-1-6)
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vy la entropia semicorregida

S com (BEV)= = klog [L¥(EWN] =~k foq[& QEV]

S.corr,

=+klog N! — kiog ILEV)

= + kfog N +‘ S(EV) (V=1-7)

Vemos gue la divisibn entre N! implica una disminuci6n de la

entropia "vieja" en

--k’ﬂogN! ~ -—kN(’KﬂgN—i)
Sustituyendo (V-1-5) en (V-1-7)
Secor = + KN (Log N= 1) = kv fog [V@rmiT 2]

= — kN { = {og N +Log e'Hog [V(z;rmk'r]s"e”‘]

SSJana

= — KN &Jg [",%" (Zﬁ'ka)%' es,z] (V-1-8)
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Referente a b):

A continuacidn efectuaremos la segunda correccidn. Calcu-~

lamos primeramente la dimensién (en el sistema mks) del argumen

to del logaritmo en (V-1-8)

?mdo-%rado = im 131153 =

m3(kg =2 PR Ty

33 B T
k 6 é
- maa‘/ eszﬂ m3kg? = w2/ K

. T

Esto ﬁltimo es la dimensifn de una accidn (momentum p [kgvnﬂsl

X espacio g [pn]) elevado al nfimero de grados de libertad ( en
este caso de una particula), puesto que. habiamos tomado _Q=daxd‘3;_)_
En el caso méds general se tiene la dimensidn de accidn elevada

al nlmero de grados de libertad del sistema (.3 N en el caso de

~gases monoatbmicos),

Usando (II-2-3)

= o qePai b |
Con lo que

[]= [9p1" = [9™
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La correccién de (V-1-8) consiste en una divisi6bn del argumento
. 3N .
del logaritmo (e.d. de L } por h (h es la constante -
de Planck), puesto que h también tiene dimensibn de accibn.
En nuestro caso particular, dividiremos el argumento del

logaritmo por h3 para obtener la f6rmula de la entropia corre-

~gida.

'S-'_cm = + kN ,&,3 [_‘“g‘%‘(‘?mmk‘r)%es/z} (V-1-9)

Esta es la f6rmula de Sakur-Tetrode.




V-2 EL GAS IDEAL EN EL ENSEMBLE MICROCANONICO

Nuevamente consideramos un gas monoatédmico confinado en un

volfimen V. De no haber interaccifn, la energia de las N particu

las es

N Pz
= L (V-2-1)
H :24 m

Calculamos el volfimen f&sico,

(cantidad extensiva l es el

voltmen V nuevamente)

e = [d [d% e

Vol. ‘Zp;zﬁ-sz
[ 9

El limite-de integracién de los momenta.se obtuvo de (V=-2-1)
H = J_Z ? < E =
am T pi

=l pi £ 2AmE
0

Pero esto quiere decir, que la segunda integral de (V-2-2) re-

presenta el volimen de una hiperesfera con radio r = V2mE

en el espacio 3N - dimensional de los momenta.
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Como
3 3 3
d*y = dx,dx, - dx; - dx

] N

donde

3 ’ '
d-"i = dxx:dxyi O!Xa zdvi

es el diferencial de volfimen referente a la particula i, obtene-

mos de (V-2-2)

N 3N
<2(g, V)= V jal p
HS2ZmE
El volfimen de una esfera en 1R3 viene dado por
' 3
V. =(-3Ltﬂ')"|23== cte - R
3
donde (“1%)1[ es el volfimen de una esfera unitaria en ‘ﬂls .

Andlogamente, en n dimensiones, el volfimen de una hiperesfera

es

Vo= fn-R donde {1, = n(n)

Al igual, Yh es el volGmen de una hiperesfera unitaria en

ﬂzh . Este filtimo viene dado por

/2
T
o= (n = 3N) (V-2-3)

IT'(§+1)
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Con el radio igual a VZmE , el volfimen YA es entonces

( 3N 3N/,
- Rgv)= v (ame?*
’ TCEE+Y

Por consiguiente, la entropia ser& igual a

Z(E)V) = N [«{69V+%303 (2mE)]+/&3 “n _(V-2-4) |

Ya que esta entropia est& definida en términos de E, V y N como
variables independientes, podemos aplicar inmediatamente las re

laciones termodinfmicas

92 = 4 {(IvV-2-18)

22 — _E E___._ {(IV-2-19)
v T J oN T 7"'%

donde p y /M son la presidn y el potencial guimico respecti-

vamente. Usando (IV-2-18)

2z, _ @ [ - —
52 = 9&'[2 Nklog(.meE)]
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o E = -% NkT (V=2-5)

Usando (IV-2-19)

23 _ _° = Nk-
22 = ——(Nktog V) = Nk

LIS
v oT

(Vf2—6)

P'V' = NKT

Por iltimo

3 . d
-9_73= ki bog V + k log (2mE) + k--bog g,

o 7/_‘T4_. =_,k [1309'\«' + 23- /@og (Z'mE)]" kfﬁ{oj &, (v-2-1)

Los resultados (V-2-5) y (V-2-6) son satisfactorios, lo que
comprueba la consistencia de nuestra f6rmula de entropia
(Vv-2-4).

Antes de obtener a /bt ; consideremos primero el Gltimo

sumando de (V-2-7). Si nos limitamos a valores pares de n,
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podemos evitar el uso de la funcidn ]? en (V-2-3).

Con la propiedad

I‘(.... -+ 1] (.2-) $i n=90,2,4, .. aionde ol=1

y aplicando la férmula de Sterling al denominador de (V-2-3)

o (3]0 = £a391 = (39200

Como

obtenemos por sustitucidn

,ﬁoﬂ fn = —;"'-/693 " ,&3(3N‘ -,6]'(——’ (V-2-8)

Luego
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Si regresamos con este resultado a (V-2-7)

————-—-=/a"‘—k['fo9V+ &3(2ME)+349 )]

2N

= kg ¥ -3 Log(EE) s

Aqui nos tropezamos con el problema de que /u dada en (V-2-9)
no es intensiva, como deberia ser. El origen de este mal se en-

cuentra en la entropia (V-2-4). Corregimos como antes

= k Log Q. (& V)

z N th3™

Cotr.

Luego,

Zicon, = ke bog [(V"(Z"?E)m/z'é’n/nz h3"]
= k[ hog (V*(ame)™*+ dog o= fog Nt ~Log h™ |
= K [NIEOSV'!'%&S.(ZME) +’e°jgn”N'€ojN+N -
kg
9;/2;0 = k [ og V43 oy (amE) + 2N 2 Loy (35) -
| ' 3%
"/&QN"'N'-A--Pi-‘»&gh ]

_,é______k[&j 3/%3(ZmﬂkT)+2]
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Cuando ahora duplicamos el sistema, multiplicando E, N y V
(cantidades extensivas) por 2, entonces‘/A no cambia como lo

exige la termodinémica.

El sumando 3/2 se puede despreciar para obtener como re-

sultado final a

= kllgf + 3 (22T

(V-2-10)




V-3 EL GAS IDEAL EN EL ENSEMBLE CANONICO

En comparacifn al ensemble microcandnico ya podemos dar ahora
un paso mds adelante: ya no estamos restringidoé a considerar un
gas monoatdmico, sino podemos introducir molé&culas. La molécula
esta representada por el sistema 1 de la figura IV-3-1. AsfT
nuestro gas consiste de muchos sistemas del tipo 1 (molé&culas),
conectados"débilmente” al sistema 2 (N-1 moléculas restantes
del gas) de la figura IV-3-]l, La eXpresidn "d&bilmente" indica
entonces de gue hay solamente una pequeha interaccibn energética
entre las moléculas del gas. La mol&cula nfmero k tendra una su

ma de estados Z Si designamos a la energia total del sistema

x -
Y a la energia de la molécula k por Hy Hk respectivamente, enton

ces la suma de estados total del sistema es

Z(«) = Se_de.Q_ = fe“(f“:“k da

—o(Hy
m fe da

k

- Jlre*“Hk da

N

By =TT g(%) (V=3-1)

Kz) Kk
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Supondremos que todas las moléculas son iquales {en sus consti-
tuciones atbmicas) y tienen el mismo hamiltoniano.

Entonces

Z(«) = Z:(ot) | (V-3-1a)

donde Zy ( & ) es la suma de estados de una molé&cula cualguiera.

Regresando a la interaccidn débil (Eint-—"o ), ésta nos da dere

cho de escribir
0

H= H;+H,+ H3+...+H£+...+HN+ “nk

N
~ (Vv-3-2)
H = Z H,
k:.l

donde procedimos de la misma manera como ya lo hemos hecho para

la obtencibn de la ecuacidn (IV-3-1). Notamos gue el hamiltonia-

no H2 en (IV-3-1) es ahora la suma de hamiltonianos de las N-1

molé&culas "restantes" del gas, de las cuales habiamos hablado mis

arriba en esta seccidn.

Fijemos nuestra atencidén en alguna de las mol&culas, digamos la

molécula niimero 1 y analizemos su hamiltoniano Hl' Este esta com

puesto por energia cinética de traslacidn y energfa interna, que
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describe el movimiento relativo dentro de la molécula y que pue-

de tener componentes de rotacifn y oscilacidn.

Asi i
pe
H£=——+ H

(V-3-3)
Am

ikerna

Como en general

—xH —un(H, + Hpl ~aH, -~ wH
fe * d_a=fe " *da=Je daje l’c_l-f?.'-'”'5.;;"5':.

podemos escribir en analogia a‘(V-3—3)

zf = Z‘ff:rasl;:c-:o'u | ZP{"‘*""‘“‘ (v=3-4)

Ya que desconocemos la forma H Y Zg de la

interna interna

molécula, calculamos solamente la suma de estados debida al mo-

mentum lineal de la misma.

Con

da = dixd%
tenemos

2
- Pf/Zm
Zf,’-lmsl.“":; deX fd'sp —
mom,

Vol.
= V(ZMkT)SyZ

(V-3-5)
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donde V es el voltmen total del gas y "m" es la masa de una

molécula. Nos tenemos que dar cuenta de que no aparece absolu-

tamente el nGmero de molé&culas N en (V-3-5), pues estamos traba

jando afin en el espacio fasico de 1 molécula. Segiin (V-3-1la) y

(V-3-4)

3"/2_

2(«) = VN (2rmkT) - 2y

Con esto la energia libre F es igual a

2 |
F = -—oi(- -Eog Z(ot) = ,—-kTN &3[V(25kaT)/z—Zihh]. (V-3-6)

Nuevamente el argumento del logaritmo posee una dimensidn y la

energia libre por particula
F/N
no es una funcién homogénea de grado 1, e.d. no es una cantidad

intensiva (debido al veollimen V en el argumento). Esto lo corre-

~gimos con el método conocido

v - 2

corr, N! hF
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donde F es el nfimero total de grados de libertad de las N

moléculas y viene dado por

F=N(f3 +  Sinberier)

“
~grados de lib. ~grados de lib,
de traslacibn. en la molécula

Esta correccidn de (V-3-6) nos lleva a

Fe & (it

V¥ (2rmieT )PV 20
4
= = tog [ N! hF J

£
=~ Ntog [V(-Zﬁ’ka)%. Zik |- NlogN+N = bogh

-._--;1(- {/&9 [V(lﬁ'ka ] fogN-f'i—-"fogh f
(v~-3—ba)

) F
i g [Fmbt ]
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Como

.ﬂ.,&)ﬁ BF — T:JL’BOQ hN(:""‘fu‘w&') _ &3 h“"’ffui)

F=——- { 3[ (ank'l')% -——--2—9— (V-3-7)

Como desconocemos a Zint , abandonamos el (Gltimo sumando de
(V-3—6ﬁ)y seqguiremos calculando para un gar monoatdmico
( 3 moléculas) y cada sistema 1 en la figura IV-3-1 ser& un

dtomo.

También el penfltimo término en (V-3-7) fue eliminado por ser pe-
quehic en comparacidn a los dem&s. Aplicaremos ahora las relacio-

nes termodinamicas conocidas

2(F/T)
2(1/7)

donde la primera de ellas se obtuvo de

F=E-TS 0 = = = =3
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Usandola resulta {(sea M = 1 )

i?hd
kN - M—z 2 vk L
= - KN "'E' M-1 2 M
- ;2. {(Vv-3-8)
E > N kT
La presibn es
.o 1
p =="25—-'[ k'rbd.ibg -———1] = kTN kv
V= NkT
‘10 (V-3-9)

Finalmente obtenemos para el potencial guimico

/l( = —kT 99N [N ’B"’B_NY &3(2FMkT)+N]

- /u-:.-kT [fog—--l'N +-‘/€ag(2rmk.r +1]

A _k[/eog Vo4 3/&9(2?7ka}

T (V-3-10)

donde se desprecid el sumando "1" nuevamente.

Nos damos cuenta de due los tres resultados obtenidos coinciden

con los del ensemble microcandnico.



V-4 APLICACION SENCILLA DEL ENSEMBLE CANONICO

Sabemos que la distribucidn que caracteriza al ensemble

candnico viene dada por (IV-3-13)

—H(¢s, -, p5)
W(gy,-~pslda=Ce do

donde la constante C representa al factor de normalizaciéh
2 (ol ).

Consideremos un gas monoatdmico. Entonces el sistema 1 de

la figura 1IV-3-1 consta nuevamente (al igual gue en la seccién

V-3) de un dtomo. Supongamos gue este gas se encuentra en un
campo de fuerza de energia potencial Cf(x,y,z). Entonces el -
hamiltoniano de un &tomo (e.d. el hamiltoniano de dicho sistema

1) es

4 2 2 2
Ho= o= (pd+ py + pa)+ g 0y2) ¢
Ya que el volfimen f&sico para un &tomo viene dado por

da =dpxd|ogdpzclxd5d% (V-4-2)
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tenemos la probabilidad de que el punto del espacio fésico

6-dimensional correspondiente a este 4tomo se encuentre en el

diferencial de volfimen (V-4-2)

Wibs,py,P2,%,92) dpxdpyclpadxdydz =

=C X [”2:"; (P:"’sz"'f’;)“ <fg‘("‘!yr%)] /kT (VT4‘_3)

Si como caso especial nos interesamos en la distribucidn

de velocidades pero no en la posicidén de la particula, integra-

mos a (V-4-3) sobre las coordenadas espacialex X,y, z. Esto
puede parecer curioso, pero la integracidn espacial nos asegura
una probabilidad de 1 en cuanto a la posicibn, en otras pala -
bras, al "observar" la distribucidén de velocidad de un conjun-

to de particulas que se encuentren en una regibn del espacio -

V = ded':’ d2, . debo antes estar seguro de gue realmer_mte
se encuentren en V, e.d. de que tengan una probabilidad de 1 de

encontrarse en &l.

Integrando pues, nos d&

2.2, .2
_Px+py+tpp

ZmkT |
dpypgdpv--

Wb,y b} dpxdpy dp,, = Ce
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que es la distribucidn de velocidades de Maxwell. (V-4-4) es

la probabilidad de que un dtomo tenga un momentum lineal com-
prendido entre p y p + dp con p = (px, py} pz) b

dp = dp dp dp .
X vy z

Si en cambio deseamos averiguar la distribucifn espacial

del gas, e.d. la probabilidad de encontrar a un &tomo en cierta

regidn del espacio dxdydz sometida al campo de fuerza dado ante

riormente, entonces integramos sobre las velocidades

__‘Pﬁhg.z)
W(X,ﬂ,},)dxc{ydz =C e kT d"dj dg (v-4-5)

En el vaso del campo gravitacional de la tierra
P(x) = mg %
siendo la direccifn de x verticalmente hacia arriba.

Bajo estas circunstancias, (V~4~5) se convierte en la

f6rmula de altitud baromBtrica.




V-5 EL GAS IDEAL EN EL ENSEMBLE GRAN CANONICO

Segfin (IV-4-19) tenemos
T, ) = - kT log Z(T,V, )

donde

o0

—— “/ﬁN — “HN
Z(tvu= Ze T f& ™aa
a 4

es la funcidn de particién del ensemble gran candnico. Usando

(v-5-1)

el hamiltoniano de costumbre para el gas ideal, podemos escri-

bir

00 cuMN ~ -Pz

o ' - N, 3N
e L Jf e " dpdx
.0 N,

v ~op
, o0 2
o0 Y F/QMVT
Zo-: e/‘ %!_VN j‘e dPau
Q0

Si integramos los momenta igual como lo hemos hecho en (V-3-5)

e incertamos la correccidn de dimensional con n3 como antes,

cbhtenemos

=(rvp = 5 [ (539" L

Sean

h

= (V-5-2)
(2wmkT)"2
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o % 3/
Z= e,/“/Jr3 = € ﬂ(Zn‘ka) /h3 (V-5-3)
La funcibén de particién tiene ahora la nueva_aéariencia
N
N 'V'
._(T'V/u)—' Z: 2
A4 (?:.V)
i+ "j,"r-i- T —_—— ...
e.d.
zY
E—'_(T,V,/u)== e (V-5-4)

Seglin (IV-4-18) tenemos

-27 P -— 4 @
=.----—--==+kT“"""‘(/£0 —':-)’-’"'""'"(ZV)
om 9 9 < Ju
< oM
4. ° (€ = 4 e
N =":';a“ ( 23 ) L « ( A\ \f}
N=2V (V-5-5)

Por otro lado tenemos que

J=-pV = - kThg= =— kTzV
Si combinamos esto con (V-5-5), llegamos a la ecuacitn tér-

mica de estado del gas ideal,

PV = kTzV = N KT (V-5-6)
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Al combinar (V-5-6) con (V-5-3), obtenemos inmediatamente

una expresidn para el potencial gquimico,

kT)™?
e, et
kT 23
e.d. AT
N - -
. v § z 2\

) R

Una observacibn muy interesante es que "z" definida en
(V=-5-3) es igual a la densidad en el caso del gas ideal.
Seguimos para obtener la entropia. Con (IV-4-16) tene-

mos que

2 2 -\ _ @
s=_§?(1) - —é—_l—_-(k'r!,og:.) --—5-_?(sz'\/')

$= wWvip-pir +3s)

Con N= Vep y (V-5-7)

S= KN(% —4og[p3]) (v-5-8)

Esta ecuacibn de entropia es equivalente a las correspondien~

tes para los ensembles microcanbnico y gran can8nico excepto

a términos con log N.




V-6 EL GAS NO IDEAL

Consideremos un sistema de N moléculas que interactfian en-
tre si, encerrados en un recipiente de volfimen V y asumamos la

siguiente forma de H:

N

Ps
2m

H(7" ") =

) (V-6-1)

Las posiciones y los momenta estan ahora dados en forma vecto -
rial significando -U-(:FN) = V(?. ,T’;‘, vee FN) . Vemos que
ahora estamos suponiendo una interacci6n entre las mol&culas -
del gas con lo gue la energia total se compone de energfa cind-
tica méds la energfa potencial que tiene cada mol&cula con respec

to a las N-1 restantes.

Debido al teorema de eqguiparticidn generalizado (ver apén-

dice B.2), encontramos que

aH
= kT (v-6-2)
E 4"“3» + Q:h 2 go—>=3N

i
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o, lo que es eguivalente

‘N

E <7 . o > =

> = (V-6-3)
— —-;§'<‘TE- P{ > = 3 h]kT

HES

donde la relacidn

? oV -
T, ar, Pt

I

es una ecuacidn de movimiento de Hamilton. A (V-6-3) se le

llama teorema de Virial en mecanica estadistica.

Deduciremos ahora una expresibn general para la ecuacilbn

de estado de un fluido homogéneo. Antes que nada partimos el

potencial en (V-6-1) en dos partes

2Ny —=N ‘=N (V-6-4)
UR"Y) = Vo FY) + Vpgrea (FM
donde U v U corresponden a la interacci®n in-
int pared

termolecular e interaccidn pared-molécula respectivamente.
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Reescribiendo a (V-6-3)

N
— 2 —
Z<-‘~_. Uarecl>= 3NkT

{ "
= o P
>
_ <;;-':,. —U. 1 >
i=1 3F, ~int (V~6-5)
Pero QUPa,ed/a_rE es la fuerza ejercida por la molécula

i sobre la pared cuandoc ésta se encuentra prdxima a ella (des-
cartamos la posibilidad de interacciones pared-mol&cula de lar

go alcance}. El promedio tétal de esta fuerza, acumulada so-
bre todas las moléculas, actfia perpendicularmente sobre cada -
elemento de superficie dA de la pared del recipiente y es igual

a pdA, donde p es la presidn. Por esto podemos escribir 1la

eguivalencia

N 2 oy

>
I=1 a_l:f' Pa\'ed
pared (V-6-6)
—
donde dA estd dirigida normalmente hacia afuera de la pa-

red. Para un fluido homogéneo, p es uha constante en cada pun

to dentro del fluido (e.d. si no existen campos de fuerza
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gravitacionales, eléctricos, etc.). Esto nos permite sacar a

p fuera de la integral de (V-6-6) y aplicar el teorema de Gauss

para transformar la integral cerrada de superficie en una de vo

liimen:

p §7af = p [(Z7)av=apv
pared v

Si combinamos este resultado con (V-6-5) se tiene que

N
u o 2
— — — — . V_'G_"?
pV = NkT 3?,“'31“&&) (v-6-7)
para el gas ideal Uini’ = 0 y recobramocs el resultado bien
conocido pV'-'-' NkT . Para un gas real, el segundo miem

bro puede aumentar o dismiuir la presidn con respecto a

dependiendo de la predominancia de fuerzas intermoleculares re

pulsivas o atractivas en el gas.

La energia potencial Uih{' ("?‘N) se puede expresar en su

forma mé&s general por medio de una serie

N N
92 t(?N) = ZZ ‘u(‘f’;j) + ZZZ v(TIJJTfk}Tk[)"' .

" d - - -
" t<) ;<Jck
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en la que los términos sucesivos son la suma de potenciales

de dos cuerpos, potenciales de tres cuerpos, etc. Actualmente

el primer término es el dominante y todos los siguientes repre-

sentan correcciones para la no exacta aditividad de potenciales

de dos cuerpos. Sin embargo no tomaremos en cuenta estas correc

ciones y escribimos

mt ("r ) = Z Z ’U('T-« (_V—6-8)

L(J

El potencial de '"pareja" 1Lff) es representado esquemidticamen

te en la figura V-6-1. ﬂi(Tﬁ es eminentemente positivo a

distancias intermoleculares pequehas, negativo a distancias in-

termedias y luego decae a cero. Para dos dtomos de argdn, el -

valor minimo de -U(T) es aproximadamente 1.1 -10 €rg (e.d.

alrededor de 120 veces la constante de Boltzmann) y la distan-

cia correspondiente a 'u(-r)= O es mas O menos L{-ﬂ .

Es claro que estas interacciones tienen su origen en la me-

clnica cudntica. La parte negativa de QA(T) proviene de las -

fuerzas atractivas de dispersifn de London, las que tienden asimp
-6

t&6ticamente a cero con ¥ , mientras que la parte positiva se

debe a fuertes efectos repulgivog de intercambio de parejas de -

electrones cuando los dos dtomos o moléculas se encuentran a cor

ta distancia entre si%.
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A
1 —
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A oy e s

figura v-6-1

X u7) .
Representacidn esquemitica de 'u.(')"{j) ) e ) f('l')
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temperatura T alta -
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Tomando a 1}}ﬂf estrictamente con suma de potencia-

les de dos cuerpos dada en (V-6-8}, podemos escribir al segun-

do miembro de (V-6-7) como

Recordemos que las derivadas

:;QACTU) v ou( Qﬂ
T, ov;

representan fuerzas entre las dos moléculas (ver fig.vV-6-2)

y que la fuerza total entre &stas depende solamente de la



131

distancia rij , podemos escribir

N
— 2 —
'Z“(Ti * a7 Uinl ke
=9 [

figura V-6-2

Ya gue todas las moléculas son eguivalentes, podemos modificar

la doble sumatoria. Para una i fija, 3 puede tener N-1 wva-

lores diferentes. Como esto ocurre N veces para la i, tenemos

N
— 9 N ]
1=
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Es interesante hacer notar que 1 N(N-1}) es el nlmero de
2

diferentes parejas de particulas que podemos formar con un to-

tal de N particulas.

Si sustituimos el Gltimo resultado en (V-6-7) obtenemos

PV = NkT — é—- N(N=1) <1, ulr,)> (v-6-10)
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!
Procedemos ahora a evaluar < T2 U (l’n) > para un gas ho-

mogéneo diluido. La probabilidad de encontrar la molécula 1 en

el elemento de volf{imen drl es obviamente drl/V, donde V es el -
vol{imen total del gas. Si las moléculas no interactuarian ({(como
en el caso de un gas ideal), entonces la probabilidad de encon-

trar las moléculas 1 y 2 simulté@neamente en los volGmenes dry Yy

dr2 respectivamente seria simplemente

[d7) [dF,
v 1

(V-6-11)

Esto tambié&n es casi vaAlido para un gas diluido, excepto cuando

dos moléculas se acercan demasiado e interactiian mutuamente.

Sin embargo, esta interaccidn a corta distancia se puede remediar

mateméticamente introduciendo el factor de BoltzZmann

- o ulr,)
e

cuya forma grafica se muestra en la figura V-6-1. La probabili-

dad (V-6-11) "corregida" es entonces:

— o U(T3)
1 dv dF, - e : (V-6-12)
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El promedio de la cantidad <'v"12 u'('rn) » es entonces igual a

l
<t U > = JCE Ty WEH AV =
v

4 - - —-O(u(r,;‘ f
= VZ dr‘l fdrz € Fip U () (v-6-13)
v v

Si transformamos esto a coordenadas relativas, tenemos

—_ —'du(rt'l) ‘ t
"Lfdh jd}' e T u(-r,,_) (V-6~14)
v

Debido al corto alcance de ’M("ﬁz) comparado con el volG

—tn
men macroscbpico V, el resultado de la integracidn sobre rlz

—
es independiente de la posicidén especifica de ‘T’., asi como
del volmen V ( aparte de los efectos de superficie, e.d. en

el
las paredes del recipiente), por lo gue la integral sobre I'|z



se puede escribir como

— '“'&'u'(-r!?.) ]
draz = tp Ulr,) =

14
- 'L((’T}.&) 2
= j frlze A(ﬁzd—riz

s 3 — o U(T)
= bLw [fr.,,_e d+,
0

La longitud del reéipiente L es equivalente a ©& en cuanto

a la integracidn sobre r;, , ya que la fuerza u' ) es de

(rqo

todos modos de muy- pocO alcance.

—
La integracidn sobre 1; da un factor V, por lo que podemocs

reescribir a (V-6-14}) como

! A 3 =X u(ty)
< ?izu(-r,?_)>= v fLHF T U(Tn) € d*,,

Una Gltima transformacidn de esta expresidn puede hacerse uti-

lizando integracibn parcial basada en que

—
——

- U (T — & ulr)
= 1’ 34';( - 1)

<[] - (e

- T’u'("r) e
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00
- xXuln
< Ta(v) > = %;-_- 7‘3(6 "1)) -
Q

- 3 ojuﬂ‘rz(e—“um—i)d"‘}

el primer miembro del lado derecho se anula en ambos limites.

Esto nos da
oo
e u()
<ru'(ry> = j-_—\l;—_'-—fl-l-il‘rz(e - 1) dt  (v-6-15)
o

Si introducimos este resultado en (V-6-10)}, obtenemos la siguien

te ecuacidn de estado para el gas diluido:

KT -

donde § =N/V es la densidad particulas por volfimen. Esta

oo
- xulr '
Lo p = 4o? [umt(e ™ a)de e
Q

ecuacidén tambié&n puede escribirse de la forma

_____fET = 4 + f:B(T) (V=6~17)
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con

164
— Lult)
B(r) = -2 flhrrz(e ~1) dr (V-6-18)
0

s

donde B (T) se llama segundo coeficiente virial. En realidad,

este coeficiente es el primero de toda una coleccidn de térmi-

nos provenientes de fuerzas intermoleculares, y es proporciOQal
a las potencias crecientes de f . Aqui solamente tenemos -
el primero (correspondiente a dos molé&culas interaccionando) -

porgue asumimos anteriormente gque la distribucidén de probabili-

dad de dos moléculas 1 y 2 en el espacio era simplemente

R - oM,
_ (V-6-19)

A densidades mayores, el factor exXp T,“‘" °<’u("f'|g)] debe ser
reemplazado por una funcidn g PTR) dependiente de la densi-
dad que refleja la correlacidén espacial dentro del fluido.

Esta funcidn es actualmente accesible experimentalmente por me-

dio de difracciébn de rayos—X y neutrones.
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La dependencia de B(T) de la temperatura es ficilmente
examinada si consideramos a la gr&fica esquemdtica de la fun-

cidn

— o UF)

fr) = e -1

de la figura V-6-1 para temperaturas bajas y altas. A tempera

turas T bajas domina la parte negativa de u{r}) con lo gque B(T)
seré negativa para esta regidn seglin (V-6-18). A temperatu-

ras altas la situacién es inversa. Esto implica la existencia

de una clerta temperatura (llamada punto de Boyle) para la cual

B(T) = O (véase figura V-6-2).

B
5

» T

N

Puntoc de Boyle

figura V-6-2

Representacidn esquemética de B(T).
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La medicidn experimental de B(T) sobre un gran rango de

temperaturas provee inportante informacién sobre las fuerzas in-

termoleculares. Una calculacidn exacta de u(r) usando la mecéni
ca cuantica esta todavia fuera de cuestidn excepto para los &to-

mos o moléculas simples como He o H2 . Una nocidn exacta de

B(T) para todas las temperaturas permitirfa una determinacién de

u(r). Sin embargo, el experimento fracaza en muchas situaciones

1o gue trae consigo por ejemplo

a) La imposibilidad de medicién de B(T) a una temperatura

T apreciablemente debajo del punto triple debido a la

baja presidn de vapor,

b) La ionizacidn de &tomos y moléculas a altas temperatu-

ras,

c) Inexactitudes experimentales en general.,

El camino practico de proceder es el de inventarse una plau

sible forma analitica de u(r) gque involucra algunos pardmetros -
(e.d. 2 o 3 ) vy deducir sus valores de datos experimentales.

En este aspecto, el potencial "6-12" de Lennard - Jones es el

usado mas frecuentemente
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u(r) = 4 € [(’%:) . (“?)6] (V-6-20)

Involucra dos pardmetros ajustables gue son € y G gue co-

rresponden respectivamente a la profundidad de u(r) en su minimo

y al punto u () = 0 (ver figura V-6-1).

Otra sospecha que ha surgido en anos recientes es gque B(T) no es
muy sensitivo a la forma detallada de u(r) y gue se necesita por
lo tanto informacién Suplementaria. Esta se puede cbtener de -

los coeficientes de transporte de gases diluidos (difusidn, vis=-

cosidad, conductividad térmica) y de propiedades cristalinas
(con la reserva de que en este cas0o no est& conocida la exacta -

importancia de la no-aditividad de interacciones de dos cuerpos

y cuerpos miiltiples.

Por {iltimo vale mencicnar la condicidn de existencia de 1la

integral gue define a B(T) (ecuacibn(V-6-18)). Esta integral so

lamente existe cuandc

»&m au () 'rg = O (V-6-21)

F— oo
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lo gue satisfacen todos &dtomos y todas moléculas neutrales, ya

. . - -6
qgue las fuerzas de dispersi®n de Londen decaen a cerc con r

a grandes distancias. Para gases ionizados sin embargo, la

condicidn (V-6-21) es violada y B(T) diverge. Esto significa
gue una simple expansidén en serie de la ecuacidn de estado en
potencias enteras de ~§ no esta permitida en cascs asi; mas
atin, una suposicifn de la forma (V-6-19) nunca es valida, inclu
so para sistemas muy diluideos, debido a las interacciones de

largo alcance del orden de r T .




VI

1)

2)

3)

4)

CONCLUSIONES

El teorema de Liouville, a partir del cual construimos

toda la meclnica estadistica, resiste a la evaluacibn
final por conducirnos a resultados gue coinciden con

los va existentes en termodinamica clésica y verifica-
dos experimentalmente.

Los tres diferentes métodos (ensembles) de computar las
propiedades termodindmicas de una determinada situacifn
de materia en eguilibrio, apuntan todos a los mismos re-
sultados para sistemas muy grandes. Por lo tanto, el

criterio por seguir para escoger un cierto ensemble no

es de realidad fisica sino de simplicidad. Asi por ejem
plo, el cdlculo de sumas de estado en los ensembles ca-

nénico y gran canfnico es mucho mds flcil de ejecutar que
el del volumen fésico para el ensemble hicrocanénico.

La teoria de los ensembles nos proporciona un método pa
ra la obtencidn de funcibnes estacionarias de distribu-
cién (o funcidnes de particidn) gque son necesarias para

la descripcién fisica de sistemas en equilibrio termodi-

namico.

Las cantidades termodinimicas obtenidas de la teoria de

ensembles son promedios sobre cantidades microsc6picas

del sistema termodinamico.
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La mecé&nica estadistica permite investigar la natura-
leza de la interaccién molecular en fluidos puesto que
si asumimos un potencial de interaccién,.godemos calcu-
lar propiedades macroscdpicas medibles , las cuales, com
paradas con el experimento, dan las correcciones nece-

sarias para el potencial de salida.




APENDICE A,1

Prueba de la relaci6n

fs,(e—a)(se- -;3;57\) da

5 (fog X(g3)) =

foE-man
Sabemos que por definicidn,
£ Qe
§ (fog SL(E, M) = e (A.1-1)

Consideraremos primerc al numerador de (A.1-1)
5 L(EN) = %{.Q_(E,m))as + %(ﬂ(&‘,k\) SA
.__E_S@(E;H)o[g SE + -—9-—‘(@(&-“)0(_0. 5A
T 2E _9} |

= (2 0E-H)dose + [ZO(E-H)d a5

pero

2 -

=@ (e-H) = s(E—H)

Ci - - _. °H es H = A
 2efe-w- se-W(- ) mesexon
Luego

5 () = [sE-Hyseda + [se-wm-24) srda

= [se-n)(6e - 580 )d.

Sustituimos esto en (A.l1~-1) para obtener el resultado deseado.



APENDICE A.2

besarrollo de la ecuacibn (IV-2-19)}.

Partimos de (IV—2—13)

j-]?- H-ds = I(%:—Sl) Pda =-Adx

Como el &N no se ve afectado por la integracién,

f(%;'—)f da = -A

J3) 2G5 an --A

También {2 (E) es constante, con lo gue

f(— %Hi) s(e-0)da = wE)A  (a.2-1)

Consideremos a

33'.?= Jrai(@(a-u)dn = fS(E-H)('%‘)d—‘l (8.2-2)

y sustituyendo a (A.2~2) en (A.2.1) obtenemos

2.0 \
2N ( _)j\
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Derivamos ahora a la entropia (IV~-2.17) con respecto a

2(EN
2h = 1.4 9.&1)=

a — ’ —
ﬁ[keogmrz,})]— o= kg (B

= k m(e)A-—-k--hiT—A

.
Q

: _a—'Z(EI‘)‘)= A

y A
2 T



APRENDICE B.1 INTEGRAL DE COHVOLUCIOH

Sean vﬂ(x\ vy "Pz(") dos funciones cont&nuas definidas para

X2 0O . Entonces la funcidén g (x) definida por

X
P3(x) = f P, (¢) ¢,(x=1) dt (B.1-1)
0 .

se llama la "convolucidn" de estas dos funciones.

La funcién ‘f’s (x) esta definida para %X Zg y también
es continua. Si en vez de t introducimos una nueva variable de
integracién T = X - t, entonces podemos escribir

b 4
400 = (@ (x-7)fu(r)d7 .12

La convolucién de las dos funciones (P1 (x}) vy \fz (x) se iden-

tifica por

B3 (x) = Ly (x) ¥ P, (%) (B.1-3)
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De (B.1-1) y (B.1-2) resulta inmediatamente que
(Pz I PR I qa
Como recordatcrio, la transformada de Laplace de la funcibén

(P (x) viene dada por

e-sxcf()(\ dx (.B.l—4)

Llox)] = e(s) =

Ok_-ﬁs

Supongamos que (B.1-4) es aplicable a las funciones q%(x) h%
f; (x) v que las integrales correspondientes convergen en el

semiplano Xx & O. Entonces la transformada de (F3 (x) formada

~seglin (B.1-4) también converge en dicho semiplano y es védlida -

la relacidn

{{((ﬂ*(pz)}: f{ﬂ}f{‘&} (B.1-5)

e.d. la convolucidn en el ambito de las funciones aﬁ#(x) equi

vale al producto corriente en el &mbito de las funciones trans-

formadas ®

-s
¢, (8) = fe @, (x) dx

o
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La demostracién es como sigue: Formemos el producto del lado

derecho de (B.1-5), gque es

00 &o
~Su -Sv
e gf"(,u) du . e (Fz(ou-) d.u- (B.1-6)
o Q
Las variables de integracidn son u y v. (B.1-6) se deja repre-

sentar como integral doble covergente sobre el primer cuadrante

del plano u-v

LY o) oo
[ [ ode
) Q

o :
- s{u+v

)
e P2 (W) f, (V) du dor 5. 1-7)

\

¢ 0
En el integral doble obtenido sustituimos las nuevas variables

de integracidn

i

X = w4+ y £t =

con las que llegamos a las relaciones

dx = dw y dv = dt
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La integral doble (B.1l-7} se wvuelve

=S
j e > tf,(x—t)cfz(t)a(tdx (B.1-8)
B

Los intervalor de integracidn de las viejas variables estaban

definidos por las desigualdades
v 20 Y v Z0

y los intervalos de integracidn correspondientes a las nuevas

variables de integracifn son
t =zo0 Y x—t zo

La relacibn % Z:t quiere decir que la regifn de integracidn

es aquella parte B del primer cuadrante del pland t-¥x gue se -

encuentra encima del bisector t = x. Por lo tanto, el limite
superior de la integral sobre t debe "adaptarse" a la integracibn

sobre x. Asi

o X
f e f(f, (x-tY L, (&) dt & dx
¢ Q
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s

—Sx
f e ((3()() dx
o

con lo que qgueda demostrada la relacidn (B.1-5).



APENDICE B.2  TEOREMA DE EQUIPARTICION

Existe un caso, en el cual podemos realmente calcular el

promedio sobre el ensemble microcantnico, vy es para la cantidad

P4 9H/ 3p1 . Sabemos que dicho promedio tiene la forma

f{ s(e-H)d.

4>=5"=[fpda=1

5 S(e-H)d L
: |

Usando (IV-2~10) y (IV-2-12) también podemos escribir

E
'adT-g' ,5; f(?*n <oy Ps) d?'l"'df’f

w(E) | (B.2-1)

<f> =

Para £ = P.‘ . 9H/Qp1 , obtenemos por integracidn parcial con
respecto a P, (manteniendo constante las (2F~1) variables res-

tantes)

fP«"g% dpy = f-g%;(»p,H) dp, - [Hdp,

(B.2.2)

La primera integral del lado derecho se calcula a lo largo de

una paralela al eje p; (para valores fijos de P2/P3y, +..,qy)
£/ »
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todo el tiempo que &sta se encuentra dentro del volGmen del -

espacio I‘ limitado por la superficie H = E.

S8i los valores de p; en los puntos de interseccién de dicha pa-

ralela con el hiperplano H = E los designamos por p; y p; ,

entonces H tendrd el valor E en estos lugares, por lo gue po-

demos finalmente evaluar la integral vy (B.2-2) se vuelve

[:3 P15y dpr-dg, =

= E j(f’:" Py ) dp, "'.d?f B fH G,f’f“ d‘%f

El integrando de la primera ihtegral del lado derecho represen-—

ta el volGmen de un "tubo" de longitud p; - p; y del "area de
secci6n” dp, d93 .o dqf (ver figura B.2-1).

Dicho vol{imen lo representaremos por S para obtener

E
f|01 b d|o1 gff = EQ — £H dlg1--- dqf
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A esta expresifn la tenemos que derivar con respecto a E segfin

la f6rmula de promedics. Con

dE
tenemes
L.
d (. oH 4 = o dE da _ -
dE J P ap1dP4 dgs = g+ &€ G5~ EeE

= Q + Ew(E) ~EWNE)=

= QO

I(\ I
'" - -'P" Figura B.2-1
P, P4 el voltimen fasico
: representado por

o §i=p) dpa da
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Sustituyendo este resultado en (B.2.1l) llegamos a gque

oM _ LL(E) 4

ops ~ . Twie) FEES

Todo el procedimiento anterior es valido para cualquier pj vy q.

< by (B.2-3)

por lo que el resultado general es

_ 3H _ A4 (1.;,.2-4)
<PJ9PJ = <95 29, Qf " “dlea L
de

Esto significa que los 2f = 6N valores promedios son todos igua-

les. Esto es el tecrema de equiparticidn. Una consecuencia de

(B.2-3) es el tecorema del Virial.

Para llegar a &1, sustituimos a (IV-2-16) en (B.203) y sumamos
sobre los f = 3N valores de q gue posee el sistema de N

particulas

f

9H (B.2-5)

J="
81 las variables ql, -+« J¢ significan las coordenadas cartesia-

nas x; , y_ gz

1 %1 v ¥y Yy ZN de las N particulas, entonces

la expresidn
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es la componente x de la fuerza gque actfia sobre la particula
pﬁmero 1. Asi llegamos a la ecuacién (V-6-3) usada en la
seccidbn V-3):

~ 2 <. P> = 3NKT
i=1



Apenpice B.3 TEOREMA DE EULER

Definicifn: Una funcidén de varias variables se llama "funcién

homogénea de grado m" en estas variables, cuando la multiplica-

cién de todas las variables por una cantidad cualguiera "t" es
equivalente a multiplicar la funcién misma por t%,

Como ejemplo con dos variables independientes tenemos

ZF("L;V) = f('h(,*y) = fm:f(xﬂj) , meT A(B.3—1)

El ntimero "m" también es arbitrario al igual que la "t".
Es claro gue en casos como por ejemplo cuando m = 1/2
m.lf'
e.d. t"= f esto implica una restriccidn del dominio de t a
valores positivos.
Si diferenciamos a (B.3-1) con respecto.a t y aplicamos -

la regla de la cadena al lado izquierdo, obtenemos la identidad

of °fF _ m-1
X';'{t- + 'y—aT):—-Wl'l: f(x,y)

Si hacemos t = 1, llegamos al teorema de Euler

x25 1y 2 = fey)

% 2y (B.3-2)
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Con
f(x,’}j) = F*(nyv)

se llega a la ecuaci6n (IV-4-7).



APENDICE B.4 FORMULA DE STERLING

La funcidn factorial de N esta definida por

N!'-: 1‘2'3' . - N (B.4-1)

Aplicamos logaritmo a (b.4-1) para obtener

/ng(N!)'-'-'- /309 1+ £092 + ... + /Eog N (B.4-2)

A cada sumando del lado derecho de (B.4-2) se le puede interpre-
tar como el &drea de una barra vertical de base unitaria. Asf,
el sumando #n (1 € n £ N ) es una barra de altura log n vy de
base 1 (ver figura B.4-1).

log x

t
=r¢F"r"’ £f(x)=log x

1
4
"

figura B.4-1
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De esta manera, log (N!) es el a&rea de N barras consecutivas.

Este drea lo podemos aproximar (para grandes N) calculando el

drea debajo de la funcibn log x de x = 1 hasta x = N, e.d.

N

&g(us) ~ f&gxdx =

(e}

- (xf&ax—x)r = N&S N— N

0

(09

I

&g N N('e°3N-1) para N>>1

(B.4-3)
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De esta manera, log (N!) es el &rea de N barras consecutivas.

Este &rea lo podemos aproximar (para grandes N) calculando el

drea debajo de la funcibén log x de x = 1 hasta x = N, e.d.

N

Log(n1) = j»&gxdx =

0

N
- (X»eojx—x), = N/anN—-_N

0

z?og N! = N(fgn-1) para N>>1

(B.4-3)
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