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I INTRODUCCION 

El presente trabajo monográfico pretende cumplir con 

los requisitos que exije la Universidad del Valle de Guate- 

mala para la obtención del diploma en física. 

Con el deseo de que sea de gran utilidad para el es- 

tudiante de mecánica estadística, la presentación del mismo 

se realizó en forma detallada, omitiendo lo menos posible en 

cuanto a operatoria. Tomando en cuenta que muchos textos 

recientes sobre la materia se dedican más que todo al estu-

dio de la mecánica estadística desde el punto de vista cuán-

tico y descuidan el aspecto clásico de la teoría, provocan-

do así dificultades al estudiante, se omitió el tratamiento 

cuántico y se trató exhaustivamente la mecánica estadística 

clásica. 

Este trabajo se basa fundamentalmente en las notas de 

las lecturas dadas por Wolfgang Pauli en 1959 en el Institu-

to Tecnológico Federal de Zurich, ETH, hechas por mi direc-

tor de estudio, Dr. E. Suger C. 

Un importante problema en física consiste en construir 

las propiedades macroscópicas de la materia como resultantes 

de una manipulación colectiva en su estructura atómica o sub 

atómica. El punto de salida es puramente mecánico, defini- 

do por las ecuaciónes de Hamilton para un sistema de N masas 



puntuales. Con estos pocos datos se desea obtener un cier- 

to número de propiedades macroscópicas tales como la ecua-

ción de estado, el calor específico, etc. 

La dificultad esencial esta en el inmenso número de 

grados de libertad del sistema que uno trata de describir, 

lo que trae consigo la inaplicabilidad de los métodos corri-

entes de la mecánica por dos razones evidentes: las ecuació-

nes de movimiento para tantos grados de libertad forman un 

sistema demasiado complicado como para ser resuelto, e in- 

cluso conociendo estas ecuaciones, no servirían de nada de-

bido al completo desconocimiento de las condiciones inicia- 

les. Tenemos pués un problema con las siguientes propieda- 

des: a) un número practicamente infinito de variables, 

b) demasiado poca información sobre sus valores actuales y 

c) las cantidades por calcular son macroscópicas y mucho me-

nor en número que las variables originales. 

La Mecánica Estadística persigue construir las funcio-

nes macroscópicas a partir de las funciónes dinámicas defi- 

nidas sobre el espacio fásico del sistema mecánico. 

La Mecánica Estadística considera las situaciones de 

materia en equilibrio y fuera de equilibrio. En este traba- 



jo, nos restringimos a evaluar las propiedades macroscó-

picas de la materia (e.d. de sistemas) en equilibrio. 

3 
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centro de masa 

molécula diat6mica 

figura 11-1-2  

II -1 NOCIONES PRELIMINARES 

Se introducen a continuación algunos conceptos básicos 

necesarios para la comprensión de los temas siguientes. 

Siempre que se hable de una partícula o melécula en es-

te trabajo, se refiere a una masa puntual, ( como modelo de 

una partícula real). Esto se hace para simplificar el estu-

dio, ya que al describir la posición de una masa puntual en 

un Espacio Euclideo solamente se requieren tres datoá (coor-

denadas, fig. II 1-1) que indican la posición del centro 

de masa e.d. de la masa puntual misma. 

coordenadas de posición 	coordenadas de posición 

X ) 13 

masa puntual 

figura II-1-1 
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No intervienen así cantidades adicionales como por ejemplo 

dos ángulos que fijan la orientación del eje de una molécula 

diatómica en el espacio. Así ya tendríamos 5 coordenadas de 

posición (ver fig. II 1-2). De esta forma también se simpli 

fica la expresión para la energía de movimiento de la partí-

cula que es solamente la energía cinética. Si en cambio se 

estudian moléculas diatómicas, es necesario tomar en cuenta 

la energía de rotación de la molécula y la energía almacena-

da en una posible vibración entre los átomos de la misma. 

Cabe considerar las coordenadas t. • • • III como coor-

denadas de un punto en un espacio de f dimensiones, el espa- 

cio de configuración del sistema mecánico. A cada punto en 

el espacio de configuración corresponde una configuración de 

las partes del sistema. Cuando el sistema se mueve, el pun-

to/1, ... 44,  describe una trayectoria en el espacio de con-

figuración. Esta trayectoria representa la historia del sis 

tema. 

Si deseamos especificar a la vez la configuración y el 

movimiento de un sistema en un instante dado, hemos de dar - 

las coordenadas y velocidades, o lo que es equivalente, las 

coordenadas y momentos. El espacio de 2f dimensiones cuyos 

puntos están determinados por las coordenadas y momentos 

lit •-• • ci-vPi 	•Pi se denomina espacio de las fases o 

   

espacio fásico del sistema mecánico. Cuando el sistema se 

mueve, el punto en el espacio fásico 
lit 	9f; Pi 

, 	,p5 	describe una trayectoria en dicho espacio. 



11-2 ESTADISTICA EN EL ESPACIO -/a.  

Esta estadística es aplicable a gases ideales clásicos 

no-cuánticos, debido a que los valores permitidos de E forman 

un "continuum". Esto quiere decir que el sistema puede tener 

una energía total E, cualquiera tal que 0.11E.lo7. Esto es 

de suma importancia para poder introducir entre otros el con- 

cepto de densidad de energía que son esenciales para la físi-

ca estadística. Si se tratara de estudiar gases ideales cuán 

ticos, las energías totales E solo podrían tomar valores dis-

cretos, e.d. los valores permitidos de E formarían una "esca-

la" cuantizada. 

El Espacio-7 es el espacio fásico de una partícula. La 

posición de una partícula en el espacio R3  en cualquier ins- 

tante queda especificada dando las coordenadas generalizadas 

ql ' q2 ' q3 
	(tres grados de libertad). Si a éstas les 

agregamos tres coordenadas de momenta generalizados p
1 , p2, 

p3 dondep.es la i - ésima componente del momentum p, obte-

nemos 6 cantidades numéricas para describir la partícula en 

un instante t dado. El espacio-4/A tiene 6 dimensiones, por - 

lo que una partícula en el espacio físico aparece como un pun-

to en el espacio-7 . 
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Análogamente, N partículas (esto es un sistema de partículas) 

aparecen como N puntos en el espacio-/ como lo indica la fig. 

11-2-1, para el caso simplificado de N moléculas en una dimen 

sión (e.d. un valor de p y otro para q por molécula). 

Espacio 2µ  

figura 11-2-1  
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Se introduce ahora el Espacio 19  . Este espacio es el espa- 

cio fásico de N moléculas. En el espacio euclideo de 3 dimen 

siones, las posiciones de N partículas están descritas por 3N 

coordenadas de posición 

q 
1 
 , q

2 
, q

3 
, q

4 
, q

5 
, q

6 
, 	q

3N 

posición 	 posición 
part. 1 	 part. 2 	etc. 

Similarmente existen 3N componentes de momenta (3 por partícu 

la) para sumar 6N cantidades numéricas. De esta manera queda 

fijada la configuración del sistema y los momenta de las par-

tículas en un instante t dado. El espacio r tiene 6N dimen 
siones, por lo que un sistema de N partículas en el espacio 

euclideo aparece como un punto en el espacio r 

Cuando un sistema aislado (E=H=constante) evoluciona en el 

tiempo según q.(t) y pi(t) (e.d. según la función de Hamil- 

ton) dadas las condiciones iniciales qi(0) y pi(0), entonces 

el punto en el espacio r correspondiente a este sistema des 

cribe una trayectoria fásica sobre el hiperplano H = E . 



Desde ahora en adelante se usa la relación 

f = 3 N 	 (II-2-1) 

donde f = número de grados de libertad del sistema. El 

espacio r tiene por lo tanto 2 f dimensiones. 

Sea 

H = H (g1,  q2
, 	gf, p1, p2

, 	, Pf) 

(II-2-2) 

9 
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la función de Hamilton de una molécula. Se asume también 

que no hay interacción entre las moléculas (por ejemplo coli-

siones). Esto parece ser, a primera vista, un postulado des-

ventajoso para el desarrollo posterior de la teoría, ya que 

una ausencia de interacción implica que no tiene sentido ha-

blar de una "distribución de equilibrio!' de particular, la - 

cual se desea obtener de la teoría. Sin embargo, podemos asu 

mir que existe una distribución de equilibrio la que se obtie 

ne después de un tiempo infinitamente grande debido a interac 

ojones energéticamente tan débiles que carecen de importancia 

para el formalismo matemático. 

El volúmen
s de la celda Zs en el espacio- viene 

dado por: 

a s = j'dg1 	dpfdpi... dpf 	 (11-2-3) 
1s  

s es invariante respecto a transformaciones canónicas, 

e.d. si qi  para a ser ql y pi  se vuelve pf con i = 1,2, ... 

1  " 
,f, el volúmen 	 es: 

S
fdql 	dgkdpi dpi 
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Se llama macroestado de un sistema de N moléculas a toda 

distribución en las celdas del espacio fásico. (ver fig.II-2-

1). Sea 

N = número de moléculas en Zs 
	Y 

Ns = 
N el número total de moléculas consideradas. 

Notése que al definir un macroestado no se especifica qué mo 

léculas están en cuál celda. 

Un microestado del sistema queda definido además de las 

Ns por la especificación de cuales moléculas se encuentran en 

qué celda. Aqui se asume que las moléculas son diferenciables 

entre sí. Generalmente hay más microestados que macroestados. 

En particular, para un macroestado se tienen 

N! 	 1 
N 'N ' . N ' = N'ir N: 1. 2 • 	s• 	. S 	

s 
 

microestados 

(II -2 -4), 

Esto es, el número total de permutaciones de N moléculas, o - 

seaN:sedivideentrelaspermutacionesdeN.moléculas en la 

i-ésima celda con i=1,2, ..., S que no contribuyen a la forma 

ción de un nuevo macroestado. 



W(N 
1 
 ,N 

2
, ...,Ns) = N' Ty 	12_ )Ns 

( 11-2-5) 
S 	N s 

12 

Además se asocia con cada macroestado una probabilidad relati 

va representada por 

Se nota que W(Ni, N2,...,N
s) depende de la distribución de las 

N moléculas sobre las s celdas. Como condición en las varia 

bles Ns se tiene 

 

Ns = N (11-2-6) 

 

que es una forma de expresar la conservación del número de par 

tículas. Una segunda condición exije que la energía en la cel 

da Zs tenga un valor determinado 
	s  

Inis Ns s = E con E=constante 

(11-2-7) 

es el valor promedio de la función de Hamilton sobre la cel- 

da Z s- Las celdas se consideran escogidas tan pequeñas, que - 

la energía en una celda es constante. 
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Al usar aquí casi exclusivamente el signo de sumatoria (como 

en la condición anterior con las És ) en vez de integrales, - 

se podría pensar que esto contradice a la hipótesis de que la 

estadística en el espacio7u no es aplicable a gases cuánticos, 

e.d. sistemas con niveles de energías bien definidos. Sin em-

bargo, el uso de sumatorias se debe nada más que a la facili-

dad del cálculo y serán sustituidas por integrales posterior-

mente. 

La meta inmediata es de encontrar el estado macroscópico 

(macroestado) más probable e identificar éste con el estado - 

de equilibrio en sentido termodinámico, e.d. buscamos max W 

(N1  ..., Ns) ya que el máximo de probabilidad se encuentra - 

cuando el sistema esta en equilibrio. Por comodidad de cálcu 

lo se encuentra 

max (log W) 

Se puede hacer ésto porque la función "log" es una función mo 

nótona creciente, lo cual implica que para la distribución - 

más probable de las moléculas, la función W así como la fun- 

ción compuesta log W habrán ambas llegado a un valor máximo. 

Recordando que encontrar un punto extrema' de una función f - 

es equivalente a pedir que la variación de f sea cero en éste 

punto. Con 

5f= af SN + Pf
-
+ 	=Iaf SN s = O 

ZNi  1 	sa N2 	S aNs 



tenemos 
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S (log 11) = (log W).  Ns = 

 

 

a N s  

 

(11-2-8) 

Sujeto a las restricciones 

sgbi=0 	(número de partículas cte.) 

(11-2-9) 

y 	gs Ns= 
	(energía total constante) 	

(II-2-10) 

las cuales son equivalentes a las expresiones (11-2-6) y 

(11-2-7) respectivamente. Antes de aplicar el método de mul-

tiplicadores de Lagrange al problema extremal, se debe estar 

consciente de la necesidad que las cantidades Ns  sean muy 

grandes. De este modo las podemos considerar como variables 

continuas con respecto a ellas como en (11-2-8) adquieren sen 

tido matemático. Sean entonces o( y p los multiplicadores 

de Lagrange para las igualdades (11-2-9) y (II-2-10) respecti 

vamente: 

9 
9 N 

log 
W) g Ns 	ONs-oCesSNs  = s  

El signo negativo del último término se debe a la realidad 

física para que la función de distribución que obtendremos pos 
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teriormente decrezca para + oo . En otras palabras, si no 

haríamos el cambio al signo negativo, llegaríamos a que 

1-  (Eilker) 
Ns cc e 	 en vez de 

iTis  oc  e—  (4.5/01 
siendo 

la última la distribución de Maxwell-Boltzmann y que coinci-

de con el experimento. 



el primer sumando con ayuda 

Ns  

109  [NI T 	 
s  N s  

Analizamos ahora de (II-2-5) 

Ime 

Si simplificamos la ecuación anterior, tendremos: 

16 

 

(log W) 	+ (3 - DICs = o (II-2-11) 

  

a Ns  

= 	N! + 	Its 	(12. — 	04 s  ! ) 

Derivando con respecto a Ns  

a(tog-w)  _ r
0 	 00 

PN1 , Nj  to 	j) 	, 	Íos (N1)! s. 	9 	aNt J. 

  

para i = 1,2, ..., s. 

El primer miembro del lado derecho es cero para todos valores 

de i, mientras que el segundo y el tercero son diferentes de 

cero ssi i 	j. 

Así obtendremos s ecuaciones de la forma 

 

(,io3 W 

N t L3(1)-t) aN [s(NL!)] 
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Usando la fórmula de Sterling (ver apéndice A) podemos susti-

tuir 

	 (log (Ns  :)) ;e,: log Ns  
DNs  

con lo que 

g(log W) = log Gas  ) - log Ns  
aN s  

y sustituyendo la última expresión en (II-2-11), tenemos 

Log (-as  ) - log Ns  + 	- 	s = O 
(11-2-12) 

Ahora se formula la pregunta: Cuál debe ser el número de 

partículas Ns en cada celda Zs para que la probabilidad W de 

este estado sea máxima? Notamos así claramente que las Ns  son 

nuestras incógnitas. Sea Ns  el valor de Ns que maximiza a W. 

Entonces tenemos con (11-2-12) 

1 g  Ñs 	__ oces 	p 
As  

Esto es 	 exp (— «v() 	(11-2-13) 

Si 01= 1/kT, entonces la relación anterior es la llamada 

distribución de Maxwell-Boltzmann. Ya que las relaciones 
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(11-2-6) y (11-2-7) son tambien válidas para el equilibrio, 

podemos reescribir las restricciones 

Z Ns = N 

E Ñ. = E 
Y 

Para sustituit (11-2-13) en ellas para obtener 

Ens e  ege s 	N  

soces  4. (3 
Y 	 12 e e — 	S S 	 = Er 

(II-2-14a) 

(II -2 -14b) 

Aqui podríamos calculas a los multiplicadores de Lagrange o< y 

p en la forma o(= c< (N,E) y p = P(N,E). Sin embargo nos 

conviene más de mantenerlos como parámetros útiles. 

Definiremos la suma de estados ó función de partición 

COMO: 

(II-2-15) 
_ 

E -2- s e 
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Luego reescribimos la primera restricción de (11-2-14) 

ates  +p 
2a s  e 	= E= Z == F4  

así que 	
P 	N e. = 

y sustituyendo esto en (11-2-13) llegamos a una expresión para 

las Ni  que ya no contenga al parámetrol 

 

N z  -52s  e 
o/— e 

 

(II-2-16) 

    

Intentaremos demostrar a continuación que ol= o( (T) es la tem 

peratura absoluta del sistema considerado. 

Consideremos dos sistemas con temperaturas diferentes T1 

y T2 y cada uno por sí solo en equilibrio térmico, y están co 

nectados por medio de un dispositivo que permita transmisión 

de calor exclusivamente (e.d. -no hay intercambio de partículas). 

Entonces habrá un flujo de calor Q hasta que ambos sistemas 

lleguen a la misma temperatura T. En este instante decimos 

que los dos sistemas han alcanzado el equilibrio térmico. 

Consideremos a los sistemas inicialmente separados, entonces 

tenemos: 

Sistema 1: 	Z', Z'
2  •
, 	, Z' 	(parcelamiento en celdas) 

1  

(vlunenes conespondientes) 
1 2 

N', N', 	, N' 
1 2 

(distribución de moléculas) 
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con las condiciones Z N' = N', y 24 6 'N' = E' 

	

S s 	 S S 
s  

En este sistema existe un parámetro t< 1 , 

	(log W') +13' - o, ¿s = 	- log -1"\-1j + 	es r- O 

ares 
( 11-2-17) 

cuando el sistema se encuentra en equilibrio. En forma análo-

ga para el 

Sistema 2: 	' 	2 Z"1 	Z" , 	, Z" 	(parcelamiento en celdas) 

„ (volúmenes 
correspondientes) 

N"
1 
 , N" , 	, N" 

2 (distribución de 
moléculas) 

con las condiciones Zt  N" = N", y 2: e "N" = E" 
s s s 

En este sistema existe un parámetro o(" , el cual satisface la 

ecuación 

itrID-15°-0(1114= Lo9-(1. 	4'1 1-1-  9171;1413"--0Cut: 0  = PN1. 14°3 " 
cuando el sistema se encuentra en equilibrio. 

Al conectar los dos sistemas entre si, nos podemos imaginar 

haber formado un sistema conjunto. En éste, las condiciones 

son 
a)tN'N' 

s s 

Y 	 tN" 	N' 
s s 

(11-2-19) 



21 

que quedaron invariantes debido a la prohibición del inter-

cambio de partículas y 

b) 	Nsi 	Z ES Nsil = E l+ Ell= E-  (II-2-20) 
S 	 S 

donde E es la energía del sistema conjunto. 

El macroestado más probable W del sistema conjunto es el pro-

ducto de las probabilidades parciales de los sistemas separa-

dos W
1 

y W
2 respectivamente 

t 
WaT •W =N 1N Tr 

Ne 	Ns  
Tr  

Ns  s N. 

En este caso W = W (N' , N', ..., N',N", N", ..., N")y 
1 2 	s 1 2 

aplica- 

mos el mismo procedimiento como en (1I-2-11) para encontrar 

el máximo de la función W sujeta a las restricciones (1I-2-19) 

y (11-2-20). 

1; «601 _ 44,wis 1- 1T t9liff ' 1; NI + 
+ pi sN -fr (3" SN1 — o< [61 gNsi  1- e: g s1=o 

Esta condición debe ser satisfecha para cualesquiera varia- 

ciones de 
	S N' 	y S N" . Esto nos sugiere que la suma de 

los términos con SN' 	y la de los términos con 4 N" deben 

ser cero independientemente. 	De un punto de vista matemático, 

esto quiere decir que la variación de la función W es una 
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combinación lineal de los S N' y los S N' 	Así pues 

9 
a  log W' + r - 	= o 

(11-2-21) 

Y 
9  log W" + p " s" = o 

9 Ns" 

Si nos acordamos ahora de las ecuaciones (11-2-17) y (11-2-18) 

que obtuvimos al considerar cada sistema separadamente en equi 

librio y decían 

	 log W' +p'- 	= o 

2 N' 
(11-2-17/18) 

Y 	ólog W" + p 	
$ 

- -ce é " = O 
Ns" 

y las comparamos con las ecuaciones (11-2-21), notamos en pri- 

mer lugar que 

oC = d = c<" 
	

(11-2-22) 

porque (11-2-21) y (11-2-17/18) deberían ser equivalentes. 

(11-2-22) implica que el estado de equilibrio del sistema con-

junto es idéntico con el estado de equilibrio de cada uno de 

los sistemas aislados ( e.d. antes de juntarlos), lo que nos 



23 

sugiere que 	o< 	es una función de la temperatura, 

= (7) 

Estudiemos ahora los cambios isotérmicos y la entropia. La 

ocupación Ns  de la celda numero s que conduce a un máximo de 

probabilidad W esta dada por la ecuación (11-2-16). Vemos 

que 1s  depende hasta ahora de un solo parámetro, 0( . 

La energía Cs  en la celda s depende del número de ocu-

pación Ñs  de dicha celda ya que cada molécula de las Ñs  repre 

senta una cierta cantidad de energía. Entonce, como 

/775  = Rs  (0) y Es  =Els  (Ns  ( K) ) es claro que 

bis  = Fis  ( tic 

Además, el experimento nos dice que la cantidad Es depende de 

un parámetro exterior como por ejemplo el volúmen total del 

gas bajo consideración. Al haber una compresión del gas, cam-

bia su volúmen y su temperatura, e.d. su energía ya que se ha 

hecho trabajo sobre él. Un cambio de energía total del gas, a 

su vez implica una diferente distribución de las N moléculas 
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en las celdas del espacio fásico y así obtendremos valores di- 

ferentes es  para las celdas. 

rior, entonces 

Es = Es ( °() 

Sea A. este partmetro exte- 

Y 	 gis = 1715 

Es claro que Es  = Es (cmc,71) implica que la función de Hamil- 

ton también dependerá entre otros del mismo parámetro 	- 

Si o( tiene un valor definido, entonces para un valor dijo 

de a es evidente que también queda definida la cantidad Kis  . 

Consideremos ahdra una variación reversible de ), , e.d. una 

variación de A de tal forma que Ns  (9CA ) va de un esta-

do de equilibrio a otro y para la cual se cumple 

	 log Tn7 	- .(6 	) = O 	(II-2-11) 
Ns  

en cada "instante" durante dicha variación, siendo W la proba-

bilidad de la distribución en el estado de equilibrio. 
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En forma análogo a 1s, al variar 2 cambia E, la energía 

total del estado de equilibrio ya que según (11-2-7) 

E = S 	( ot ,t)t ) • es 	(r<r1) 
S 

una variación de E es entonces 

g E = 45(Z es) 
os s 

y como la variación de una suma es la suma de las variaciones, 

 

Cd*  = 	 •es + 	--N-s  • g E s  
5 	 S (11-2-22) 

Esto es la la. Ley de la Termodinámica 

  

  

61/ = SG1 + W 

 

(11-2-23) 

Siendo E el análogo al cambio de la energía interna. 

La interpretación física de los dos términos del lado derecho 

de (11-2-22) es: 

gris es == 1;1Q:(ev cantidad reversible de calor 
proporcionado al sistema 
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1 
z.„ IN Se == 1A trabajo mecánico realizado 
S 	 'sobre el gas 

Si multiplicamos la ecuación (II-2-11) por gls  y efectuamos 

una suma sobre s, obtenemos la definición de reversibilidad:  

a 
O  = 7(2 Ns 49W) bNs + p z. SME 	ZE" 

SN (11-2-24) 

Si un sistema de N partículas es sometido a fluctuaciones de 

las cantidades Ns  , cm(, p , )1/4  , pero de tal manera que se si- 

ga cumpliendo la ecuación (11-2-24), está garantizado que el 

sistema no abandonó el equilibrio térmico y por lo tanto que 

la variación de los parámetros anteriores fué reversible. 

Usamos ahora la condición (11-2-9) para el caso de equili-

brio y obtenemos 

E & NS 
	o 

Con esto, el sumando central da la .ecuación- 	 seicance 

la y 

(-ks  f#03  w-) s 	o< E es  s 17s 
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sustituyendo el lado derecho por su equivalente termodinámico, 

(11-2-25) 

    

SNs =d SOtesiv  

    

s 	s 	• 

Esta es la segunda ley de la termodinámica. Para verlo más 

claro, notemos que el lado izquierdo de (11-2-25) es un dife-

rencial total, así que 

á(-tosw) = oc galt.„ 	(11-2-26) 

En termodinámica, el cambio infinitesimal de la entropía S en 

equilibrio viene dado por 

GCE-  — 
S4 rev 

 

T 
Identificamos log W esencialmente con la entropía 1 y c< con 

1/kT para obtener 

S _ (ca3w)   = k 6(4,3-w) 
ada 

donde la barra sobre W y S indican el estado de equilibrio, 

e.d. 17 es al valor de W del estado más probable. 

Integrando obtendremos-,- 

S = k log w + cte. 



28 

Al generalizar esta última expresión, que en el estado de 

equilibrio es compatible con la 2a ley de la termodinámica, a 

estados cualesquiera, obtenemos la definición de entropla de  

Boltzmann o también llamada relación de Boltzmann: 

S = k log W (11-2-27) 

Consideremos nuevamente un pequeño trabajo hecho sobre el gas 

S A = 	Tv-  s es  

sustituyendo el cambio de energía 

 

g/4 4‘--%• Z ÑS 3.5.-5: 5  Sa -= —15.6)1 /4  
s 

(11-2-28) 

donde 

A = — ETC1s 	 PX 

 

Si por ejemplo X = volúmen del gas, entonces «As= presión 

p, e.d. A es la cantidad intensiva asignada a X 

Trateremos de calcular A • Usaremos la definición de suma 

de estados (11-2-15) y la expresión (11-2-16), 
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Como ni N ni Z dependen de S 

czes gEg N 

4' Zn. rts gc s e 	—) 	(II -2-2s` 
s 	 D)k 

 

y según (11-2-16) tenemos 

-c<es(x) 
12 e 	(—a) gEs  Z 

s 	s 	)1 /4  

e. d. 

-as  e 
- aESn1 es 	a  v- 1  

, 2)1  

y sustituyendo esto en (11-2-29) 

N 	4 N 9Z g-x Ecolgx 	( co, ax 9?%  

Finalmente multiplicamos por - 1/00 y aplicamos la función 

logaritmo al lado derecho para llegar a 

a,k 

(11-2-30) 

que es la ecuación térmica de estado. 

Para llegar a la ecuación calórica de estado, partimos nue 

vamente de la suma de estados y la derivamos con respecto de o( . 



Recordando que 	no es función de o( 

	

1b2._ 	a 
a .12. e 

esol s  
s -s —0<e 

s  

	

= — 	(c ) e 

	

Doc 	gol  

Consideremos a 

30 

Z 

  

°ces  
Sl s  es  e 

ac<3 55) (11-2-31) 
lo( 

  

 

 

Multiplicaremos ahora a la parte central y al lado derecho de 

(11-2-31) por N. Como N es una constante para la derivación 

con respecto de o( , podemos escribir 

N E _. ce es  
z s -(7-Ce — 	osi-e.3 1) dr-z-n) aoe 

Pero 

N e 

  

Con lo que el lado izquierdo de (11-2-32) no es nada más que la 

energía E dada en la ecuación (II-2-14b) 

(11-2-33) 

Esta es la ecuación calórica de estado. 
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Veremos ahora una relación muy importante entre una cantidad 

mecánica y una teiíodinámica, la conección entre la suma de es- 

tados 	Z y la energía libre F . Partimos de 

114; 

log 
 

log ( • -"-$) 
S -as  ! 

e. d. 

la expresión 

log W = log N: + 	 s 	Sis  105 71.51. 11-2-32) 
S 

Como por Sterling tenemos 

log 1s: = Ss log Ñs - Ns  + términos de orden 1/17Is 

obtenemos sustituyendo en (11-2-32) 

405 W = 1,03 N ! + Fis  (43 _al L t4+1,(II-2-33) 

Recordemos que 

N = N Sise 
--15.ces  

y aplicando logaritmo 

log Ñs  = log 	129 N -- X09  Z — o( es 



y sustituyendo esto en (11-2-33) 

ityg -W --= ,e09-F1! + ZFies  (— 	+11--froces +1) 

Si efectuamos la suma sobre s sobre cada sumando en el 

paréntesis y si ordenamos, nos da 

133 W 	203 	— N (L3  ist —1) 

32 

(11-2-34) 

ordenando vemos que los dos primeros sumandos del lado derecho 

de (11-2-34) se cancelan por la aproximación con la fórmula de 

Sterling 

23W = N49 + cCE 

Después de multiplicar la ecuación por k y sabiendo que sCk= 1/T 

k-f,03 -TV = kbliogt ++g 

Finalmente multiplicamos lo último por-T y al ordenar términos 

E - TS = - 	1  N log Z 
oC 	 (11-2-35) 

Si nos recordamos de la termodinámica, teníamos 

E - TS = F 
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donde F significa energía libre. Por lo tanto, por analogía, 

con la expresión (11-2-35) tenemos para la mecánica estadística 

F = - 1  N log Z 

  

y según (11-2-30) vale poner 

A - aF 

 

aa 

 

(11-2-36) 

(II-2-37) 

Vale la pena mencionar un "recetario de operación" para la so-

lución de problemas del espacio -74. . En primer lugar se 

calcula la suma de estados Z. A continuación se pueden obtener 

la energía interna 1 según la fórmula (11-2-31) y la energía 

libre F según (11-2-36). Como cuarto paso aplicamos (11-2-37) 

para obtener la ecuación térmica de estado y por último calcu-

lamos la entropla S usando la relación 

s = - a F 
aT (11-2-38) 



III EL SIGNIFICADO Y EL USO DE ENSEMBLES EN MECANICA 
ESTADISTICA. POSTULADOS 

Nuestro problema consiste en calcular propiedades macros-

cópicas a partir de propiedades microscópicas. La manera gene 

ral de resolver esto, es introducir postulados, los cuales nos 

permiten proceder directamente con esta tarea en cuanto a pro-

piedades termodinámicas mecánicas se refiere, e.d. prOpiedades 

como presión, energía, volúmen, número de partículas; cantida-

des que se pueden expresar en términos puramente mecánicos sin 

tener que introducir por ejemplo la temperatura. Las propieda 

des termodinámicas no-mecánicas son calculadas después apelan 

do a la termodinámica misma. Ejemplos de cantidades no-mecáni 

cas son temperatura, entropía energía libre, potencial químico, 

etc. 

Consideremos la presión como variable típicamente mecáni-

ca. En principio, al desear de calcular la presión de un sis-

tema termodinámico a partir de consideraciones moleculares, 

tendríamos que calcular (con ayuda de la mecánica cuántica o - 

posiblemente clásica) a la fuerza por unidad de area ejercida 

sobre una pared del recipiente, tomando en cuenta el cambio de 

estado del sistema completo con el tiempo. La fuerza misma se 

ría una función del tiempo. Por lo tanto, tendríamos que cal- 
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cular un promedio temporal de la fuerza sobre un tiempo sufi-

cientemente largo como para eliminar o regularizar fluctuacio- 

nes, e.d. un tiempo tan largo para hacer el promedio temporal 

independiente por ejemplo del tiempo de inicio t = to  al pro-

mediar. Debido al enorme número de moléculas en un sistema 

típico y a que éstas interactúan (colisiones) mutuamente, un - 

cálculo hipotético así no es factible ni en mecánica clásica 

ni cuántica. 

Así nos vemos forzados a usar un procedimiento alternati-

vo, el método de ensembles de Gibbs, basado en postulados que 

conectan al promedio temporal de una variable mecánica con el 

promedio sobre ensembles de la misma variable. La validéz de 

estos postulados radica en la coincidencia entre el experimen-

to y las deducciones hechas a partir de estos postulados. 

Antes de mencionar a los postulados, introduciremos el 

concepto de ensemble de sistemas. Un ensemble es una collec- 

ción (mental) de un gran número N de sistemas, cada uno cons- 

truido de tal manera que sea réplica en sentido termodinámico 

(macrosc6pico) de un sistema termodinámico patrón cuyas propie 

dades estamos investigando. (Veremos en el capitulo IV que 
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estos sistemas se diferencias en solamente una variable física 

a la vez, ya sea la entropía S, la energía E, el número de par 

ticulas N, etc.). 

Supongamos, por ejemplo, que nuestro sistema de interés 

tiene un volúmen V, un número de partículas N y está en contac 

to con un reservo ir de calor a temperatura T. Las cantidades 

N,V,T son suficientes para determinar el estado termodinámico 

del sistema. En este caso, el ensemble consistiría de N siste 

mas, todos construidos para duplicar el estado termodinámico 

(N,V,T) y condición (en contacto con reservorio) del sistema 

original. Aunque todos estos sistemas son idénticos desde un 

punto de vista macroscópico, no lo son todos a un nivel molecu 

lar. Esto es muy convincente si pensamos en el hecho de que 

hay un número extremadamente grande de estados cuánticos que 

son consistentes con un estado termodinámico dado. Esto es de 

esperarse, ya que las tres cantidades N,V.T son evidentemente 

inadecuadas para especificar un estado molecular (microscópico) 

detallado de un sistema conteniendo una cantidad de partículas 

del orden de 1023 
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En cada instante, en un ensemble construido por replica- 

ción de un sistema termodinámico dado en un cierto medio am-

biente, muchos diferentes estados cuánticos de energía son re-

presentados por los sistemas del ensemble. En nuestro ejemplo 

de la presión, la presión instantanea calculada sería, en gene 

ral, diferente en estos diferentes estados cuánticos. Esto lo 

vemos claramente pensando en un gas cuya energía total se com-

pone nada más de las energías cinéticas de las moléculas (no 

existen fuerzas de interacción entre éstas). Diferentes esta-

dos cuánticos de energía se traducen entonces a diferentes ve-

locidades promedio de las partículas y por consiguiente dife-

rentes presiones de los gases. Así pues, el promedio de la  

presión sobre el ensemble es el promedio sobre los valores - 

instantaneos de la presión en casa sistema, dando a cada sis-

tema el mismo peso dentro del ensemble al calcular dicho pro-

medio. Un promedio sobre ensembles como el de la presión pue-

de calcularse para cualquier otra variable mecánica que pueda 

tener diferentes valores en los diferentes sistemas del ensem-

ble. 

Antes de dar los postulados, serán explicados en detalle 

los conceptos de promedio temporal, promedio sobre un sistema y 
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promedio sobre un ensemble. 

Sea f(91,.../pf) alguna función de interés (p.e. energía 

cinética K de una o varias partículas, posición F de una par- 

tícula u otra variable mecánica M de un sistema), entonces el 

promedio temporal de f entre los tiempos t = O a t= tá  se 

define como 

7 t f 1(91 • ---, pf) ca 	y o  
J = 	r r 	-- z  Shil•-•191)dt 

O
j elt 	 O 

(El supraíndice t significa tiempo). 

En el capítulo II vimos que un sistema de N partículas se re-

presenta en el espacio fásico II' por medio de un punto. 

Para ulle sistemas del ensemble tendremos entonces utir puntos. 

SiL40.0r(requisito indispensable para un ensemble) podemos in- 

troducir una densidad 	de puntos (de los sistemas) en el 

• espacio I" , de tal forma que esta S sea función del lugar 

en el que nos encontremos en dicho espacio, e.d. 
g 

f(tillfireinpf)„ A esta densidad de puntos se les puede inter 

pretar también como una, densidad de probabilidad, e.d. una can 

tidad que me indica con que probabilidad encuentre yo un siste 

ma del ensemble en cierto elemento de volúmen 41-0- del es 

pacio fásico. 
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Además podemos especificar o caracterizar el ensemble, dando 

el número de sistemas 

en el elemento de volúmen Jean- del espacio. Entonces se dice 

que los (Ar sistemas estan representados en un sentido estadis 

tico por el ensemble 

El promedio sobre un ensemble de una cantidad f(11/...)pf) 

se define como 

e 	fs(t„.--,pf).1(p,---,pf) d1t 

1 = 	  
fy(9„---,195)da 

donde el supraíndice e significa ensemble. 

En (III-2) no hace falta usar la densidad de probabilidad norma-

lizada, sin embargo la daremos a continuación por razones de in- 

terés y utilidad. La densidad de probabilidad normalizada de 

sistemas en el espacio fásico viene dada por 

y(9,, ---, pf) 

ni, ..- >meta. 
Para visualizar mejor el significado de un promedio sobre un en-

semble (III-2), calculemos un ejemplo elemental de dicho promedio. 

r(q,, pf) = 



sistema j) de la coordenada x : 
N 
E • 
¿ti 

N 

El 
ir/ 

4 1g4 
L4 X • J£• 
ic1 

5 J  
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Consideremos la coordenada x de cada una de las partículas 

de un sistema de N partículas y sea este sistema el número j 

de los sistemas de un ensemble. Supóngase que estamos intere- 

sados en el valor promedio de x sobre el ensemble, e.d. en 
-e 
x. 

Entonces calculamos primero el promedio sobre un sistema ( el 

De estos promedios existen uir . Si los promediamos, obtenemos 

el promedio de x sobre los "Y" sistemas, e.d. el promedio sobre 

el ensemble 

e 
G. i• xj 

i=1 
X 

.~•• 
MEM.,  

ur N 

Ny, 	, J=1 .=1 

Al comparar a (III-2) con (III-4) podemos hacer algunas ob- 

servaciones interesantes. En primer lugar, la función de inte- 

rés f en este caso es el promedio xi  de cada sistema 
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Como segundo punto vemos que los números "1", que aparecen 

tan explícitamente en (III-4) e indican que al calcular Xe  le 

estamos dando igual peso a cada Ri  , equivalen a la densidad 

de probabilidad S en 	 Anticipándonos al segundo pos 

tulado y al teorema de Liouville (cap. IV), este resultado im- 

plica, al menos en este caso particular de nuestro ejemplo, 

que 

= cte. 

Enunciaremos ahora nuestro primer postulado: El promedio 

temporal (sobre un tiempo muy largo) de una variable mecánica M 

del sistema termodinámico de interés es igual al promedio de M 

sobre el ensemble en el limite cuando 4.4=4P 0015 , dado que los sis 

temas del ensemble replican el estado termodinámico y demás con 

diciones del sistema actual de interés. Esto es, podemos reem-

plazar un promedio temporal sobre un tiempo largo de un sistema 

(nuestro sistema "real" de interés) por un promedio instantaneo  

realizado sobre un gran número de sistemas (sistemas "imagina-

rios" o inventados, representantes del sistema "real" o sistema 

patrón. En otras palabras, si fre-dirco en (III-2), entonces 

t 	e 
= 

Hay que hacer enfásis en que el sistema termodinámico patrón de 

be encontrarse en equilibrio, si no, el promedio de M sobre el 

ensemble no será independiente del tiempo, aunque hagamos tender 
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a v4r/  al infinito. Esto se entiende de la siguiente manera: al 

encontrarse el sistema patrón en equilibrio en todos los sistemas 

representativos (el ensemble), la cantidad física de la cual que-

remos calcular el promedio, digamos p.ej. la presión p, fluctua - 

alrededor de este valor promedio p, Esto es, para un cierto núme 

ro de sistemas representativos que tienen una presión de p+ p 

existe un número igual de sistemas que tienen en el mismo instan-

te un valor p - Ap de la presión. Esto es válido para cual- 

quidr Q p (no demasiado grande) y al calcular el promedio 13 

de la presión en el ensemble, los efectos de las fluctuaciones po- 

sitivas y negativas se contrarestan, de manera que llegamos al va-

lor p para cualquier instante de tiempo que escojamos para efec- 

tuar el promedio sobre el ensemble. Si, en cambio, el sistema pa 

trón y por lo tanto los sistemas representativos no se encuentran 

en equilibrio, entonces el valor de la presión en cada uno de los 

sistemas representativos disminuye o aumenta en el tiempo además  

de hacer fluctuaciones A p. Esto hace que la presión promedio en 

cada uno de los sistemas representativos cambia con el tiempo y por ' 

lo tanto también el valor promedio sobre el ensemble p es dependien 

te del tiempo. 
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fig. III-1. Ejemplo en el que la presión de los sistemas pa-

trón y representativos disminuye de t = O hasta t = to. 

Notamos que para diferentes tiempos ( t1  y t2  ) existen dife- 
rentes valores promedios sobre el ensemble (Pi y152  ). En t o 
han alcanzado un estado de equil. y solo tenemos un valor pro 

medio p , e.d. p y (+). 

Acabamos de hablar de fluctuaciones pequeñas 414p en la pre- 

sión en los sistemas representativos y en general pueden apare-

cer fluctuaciones así para otras cantidades mecánicas y termodi 

némicas de interés en un ensemble. Pero esto implica, que los 

sistemas representativos se encuentran en diferentes estados  

cuánticos de energía. Nuestro interés radica ahora en averiguar 

cuántos sistemas del ensemble se encuentran en cuál estado 
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cuántico, en otras palabras, qué probabilidad relativa de ocu- 

rrencia tiene un estado cuántico determinado. Este dato nos 

lo dará un segundo postulado: En un ensemble (4C-4.00 ) que 

representa a un sistema termodinámico aislado (e.d. un sistema 

con energía total cte.), los sistemas del ensemble están dis-

tribuidos uniformemente, esto es, con la misma probabilidad o 

' frecuencia sobre todos los posibles estados cuánticos consisten 

tes con los valores especificados de N, V y E. Esto significa 

que cada estado cuántico está representado en el ensemble por 

el mismo número de sistemas, o, lo que es equivalente, si esco- 

gemos un sistema del ensemble al azar, la probabilidad de encon 

trarlo en un determinado estado cuántico es la misma para todos 

los posibles estados cuánticos. Por esta razón, éste postulado 

también es conocido con el nombre de "Principio de igual proba- 

bilidad a priori". 

Supongamos que tenemos un sistema aislado (energía cte.) al 

cual le son accesibles cierto número finito de estados cuánticos, 

llamemoslos estados "permitidos", en el espacio r 	. Estos 

estados cuánticos forman una superficie H = E. Si construimos 

un ensemble, estos estados son ocupados con igual frecuencia por 

los sistemas del ensemble debido al 22-  postulado. 
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Cada uno de los sistemas evoluciona en el tiempo, lo que signi- 

fica que cada sistema pasa de un estado cuántico a otro durante 

el tiempo (permaneciendo sin embargo el número de sistemas por 

estado cte.). 

Al calcular el promedio fe  de alguna función f, lo haremos . 

entonces sobre todos estos posibles estados cuánticos. Según 

el 1er postulado, fe = f
-t 
 , e.d. darla igual tomar un sistema 

nada más y evaluar el promedio temporal (r-apoo ) para obtener 

el mismo valor numérico anterior. Esto, sin embargo, exige que 

este último sistema "recorra" a todos los estados cuánticos per-

mitidos dentro de un tiempolr-1,00, e.d. la trayectoria fásica de 

este sistema cubre toda la superficie H = E y se aproxima por - 

lo tanto arbitrariamente cerca a cualquier punto del hiperplano 

durante este tiempo 2"  . Este último enunciado se conoce bajo 

el nombre de hipótesis de Ergódigo. 



IV - 1 FUNDAMENTOS DE MECANICA ESTADISTICA CLASICA, 
TEOREMA_DE 1IODVIILE Y ENSFMBLES  

Consideremos un sistema aislado del medio ambiente en cuan- ' 

to a intercambio de materia y energía. A este sistema le aso-

ciamos una función de Hamilton 

donde f = 3N es el número de grados de libertad, como ya lo he-

mos visto en sección 11-2. No tomaremos en cuenta aquí, que la 

función H también puede depender de un parámetro externo como 

por ejemplo ). , al cual le podemos identificar con el volúmen. 

La función de Hamilton representa una superficie de energía 

en el espacio fásico r ya que H = E = cte. A cada estado del 

sistema corresponde un punto sobre esta superficie. Mientras 

que el sistema evoluciona en el tiempo, este punto recorre una 

trayectoria fásica según las ecuaciones de movimiento 

71 	aH 
II 	apc  é( - (IV -I -I) 

fig.(IV-I -I): Trayectoria 
de un punto en el espacio 
I' asociado a un siste-
ma en evolución. 
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e 
Sea el vector 2f -dinensional v = (11) 	

• 
 ) 

punto en el espacio 17 y sea 

arad 1-1 = (711, / 	)115)7--- (—  i;,) 	, 45) 

también un vector, entonces obtenemos la siguiente información 

acerca de magnitud y dirección de 

ti I= I ra H 	Va  • rad 1-1 = O 

Así que los vectores Z.7 y gradH tienen siempre la misma magnitud 

y son perpendiculares. 

Pensemos en un número tan grande de sistemas, cuyos puntos 

correspondientes en el espacio T al tiempo t = O se en- 

cuentran tan cercanos uno al otro en dicho espacio, que podemos 

caracterizar este ensemble de sistemas mediante una función de 

densidad, en el sentido que 

P (TI)  •-• pf,t)dli--.  dlpf 
nos da la cantidad de sistemas que al tiempo t se encuentran 

en el elemento de volamen 	 ; 	; ps , Pf + dic)f 
del espacio 17 	. Podemos ahora considerar a (IV-I-I) como 
las ecuaciones de movimiento hidrodinámico para el flujo de este 

continuum 2f - dimensional. 

la velocidad de un 
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Para este flujo hacemos uso de la ecuación de continuidad 

21-  ÷ dilr(0) 

en analogía a la hidrodinámica tridimensional, la cual, al hacer 

uso de la identidad vectorial 

dio (yi7) == 7.7 • rad s 4- f dív 7'7 
se convierte en 

at 	+ 717. rad S -I- c1,41- 7i5. 
a+ 

(IV-1-2) 

Si introducimos al coeficiente diferencial substancial 

obtenemos 

DP _ as 
3+ 	at 

Dg 
+ d

. 
 

11+ 
(IV-1-2a) 

Las 2f componentes del vector de velocidad anteriormente intro-

ducido son 

( 4 1 / • • 	(1f,
13  1 	175) 

con lo que 
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En base a las ecuaciones de Hamilton, (IV-I-I) podemos escribir 

( g 	
a . 

W,1 (4z) ÷ —(10- )) 	
f 

[--9a (a) 	21-4  = O 

	

api 
-I-  api 	att  )1 

Por lo tanto div v = O y como más arriba hemos visto que los 

vectores Zr y grad H son siempre perpendiculares, entonces si 

= j? (H) tenemos por (IV-1-2) que 

21_ 
at 

c) 
 

Si expandemos el coeficiente diferencial substancial en 

(IV-1-2a), tenemos: 

mf> 	95) 	9 
 5) 	

a 	
•
C_I — 
1 _ 0  

lt 	 sav 	in P 1,=.1 

Este importante resultado se llama Teorema de Liouville y signi-

fica en palabras que el flujo de nuestro ensemble en el espacio 

fásico es aquel de un fluido incompresible. Según (IV-1-2a) te- 

nemos quee)113)4=0 , lo cual implica que un observador que se 

mueve a una velocidad 'ir junto con el "fluido" observa siempre 

la misma densidad r (9lr )1k, ) en sus alrededores inmediatos. 

Vemos ahora la gran utilidad y ventaja de haber construido 

el espacio fásico r por medio de la combinación del espacio de 



donde 	g (H - E ) = 
	

1 si E = H 

O si E 	H 
es la función de Dirac. 
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configuración y del espacio de momentum. Si en vez de este úl-

timo hubiesemos.tomado al espacio de velocidades, la demostración 

del Teorema de Liouville no hubiera sido tan simple. Esta es en 

tonces la razón del uso de las variables conjugadas posición y - 

momentum. 

Definimos ahora una medida invariante en el espacio , es 

to es 

   

dsi r- 	deff  dpi  dpf 	(IV-1-3) 

Sobre la superficie de la energía H = E también está definida 

una medida invariante. Sea G una región ( 2f - 1 ) dimensional 

sobre H = E, entonces definimos la medida de G como 

/ tat(W = 	g(E—H) GIS2— 
	 (IV-1-4) 

G 

La medida de G también la podemos escribir como 

/t< (G) = 	di« (I) = 
II

VolUrnen

II 
de a 
	

(IV-1-5) 
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donde P es un punto del hiperplano de energía H = E y además 

p e G . Consideremos las trayectorias fásicas que pasan a -Era-* 

ves de puntos de G. Una de estas trayectorias viene dada por 

(+) 

donde 
	r= (ti r es la condición inicial. 

También la región G cambia con el tiempo a una región G
t 7 

(fig.(IV-1-2). La medida para esta última región es 

Espacio-II  

/44(6t ) = if dfi(P) 
d* (IV-1-6) 

    

H=1-=c4e_ 

 

figura (IV-1-2)  

  

Demostraremos ahora mediante el teorema de Liuville, que 

esto es 
	 p() =/4 (64) 

fa(1-1— TrcIps Tra/s  
5 	5 

f 1(H —0 Welps  Trclqs  
s 	s 
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e.d. la región G de cierto volumen cut cambia de forma en el 

tiempo pero el volumen da. en sí permanece constante. 

Consideremos una región V en el espacio r , suficientemente 

pequeña para que f 	 sea uniforme en V (e.d. in 

dependiente de pli...)%f en V). El número de puntos aNi 

en V es independiente de t si V evoluciona de acuerdo a las 

ecuaciones de Hamilton, 

ct,-1.(hbo 	a -Q) = 	 + S {i 	Sota] = 0  

Debido al teorema de Liouville, el primer término del lado 

derecho es cero; luego 

f cln = o 
V 

Ya que de los pequeños volúmenes V de la última ecuación pue-

den ser unidos un número arbitrario para formar un volumen 

grande, ésta ecuación vale para cualquier volumen V. 

Durante el tiempo t tenemos una transformación 1 a 1 del 

hiperplano de energía en sí mismo. Sea Tt  esta transforma-

ción, entonces 
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Un punto P pasa a ser después del tiempo t 

Ft = 1;17  
y como 

Gt =irtiFt = TtT r e G,Gc Er  
tenemos que 

14 == 17  (1 

Este conjunto {Tti de transformaciones del espacio E:VT en sí 

mismo tiene la estructura de un grupo, pues vale escribir (ver 

figura (IV-l-3)) 

Ts+i -  Tiz  

H = E= cte.. 

 

 

figura (IV-I-3) 

   

Vamos a considerar funciones definidas sobre la superficie de 

energía E de la forma 

ver fig.(IV-I -4) 

e.d. 	 -V-TE Er  3 f(T)e 



superficie H = E en 
el espacio- r 

yr) 

TR 
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Así pues, el punto P E Er  tiene cierta "cualidad", la cual se 

la asignamos por medio del valor de la función f (P). 

Como en todo el espacio está definida la transformación Te i ésta 

induce una transformación en la función f, entendiendo por 

ft (P) 	a f (Tt P) = f (Pb),  e.d. f evaluando en P
t Y 

recordamos el hecho que el grupolTtl conserva la medida (por el 

teorema de Liuville), podemos escribir 

1 it(r)dit (n= 51(r)Glii(r) 
	

(IV -I -7) 

La pequeña área (G) sobre H = E se transforma en un intervalo 

sobre el eje real por medio de la función f. 
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Entendemos por un Ensemble Estadístico a una distribución 

de probabilidad W en el espacio fásico r con la cual serán 

calculados valores promedio de funciones definidas en este espa-

cio. La conexión con las cantidades termodinámicas se dará, co-

mo hemos visto en el capitulo III, por promedios temporales de 

las funciones f (P) (ver ecuación 

En el presente trabajo estudiaremos a tres ensembles esta-

dísticos: 

a) el ensemble microcanónico para el caso de un sistema ais- 

   

lado con N,V y energía E dados. 

b) el ensemble canónico 

 

para el caso de un sistema  

isotérmico cerrado con N,V y 

temperatura T dados. 

   

o) el ensemble gran canónico para el caso de un sistema  

isotérmico abierto con V,T y po 

tencial químico dados. 

Ya sabemos, que un ensemble esta constituido por un número muy 

grande de sistemas idénticos termodinámicamente, que son distin-

guibles entre si por una cantidad variable solamente. Así, para 

los ensembles arriba mencionados, estas variables son la entropia 

S, la energía E y el número de partículas N respectivamente. 

A continuación comenzaremos a tratar al primero de estos ensem 

bles y luego introduciremos conceptos termodinámicos. 



11(9. ) • • )15 f ) E  91) "-* 

 
b(E-H) eta 

r 

56 

IV - 2 EL ENSEMBLE MICROCANONICO 

El ensemble microcanónico es un ensemble estadístico cuya 

densidad de probabilidad está dada por 

(IV-2-8) 

donde 	cf 	= dii •-.417f  dr, 	clpf  

Y 11 	E=H 
S(E—H1 

O 	E 	H 

y 	A 	representa un parámetro externo. Es claro que H también 

depende de 	X , 	H = H 	(14)__ 7  pf)). ). Exigimos además que 

H > 0. 

Sea 
GLIL(E1 21) 

14E)  = 	a E (IV-2-9) 

el "área" de la superficie de energía H = E de manera que 

21.12.(E,w) 
co(E) = a E 

= 	.5(E-1-11 dSZ = sidi4E (F) 
	(IV-2-10) 



Espacio -I" 

plano de 
energía O 

elemento de 
volumen a_a(Eix) 

plano de 
energía E 
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Estos dos planos 
limitan al volumen Sl(EIM• 
Ambos planos tienen una 
"superficie" de w1E1• 

elemento de "area"d4w(E). 

Todos los sistemas del ensemble se encuentran entre los dos 

planos de energía de la figura, e.d. todos los estados cuánticos 

accesibles al sistema termodinámico patrón están localizados en-

tre estos dos hiperplanos. 

figura (IV-2-1) 

Según (IV-1-9) 

E 

S2.(E I X)= 
	

LOCE I WE I 
	

(IV-2-11) 

O 

donde el límite "O" de la integral representa a la barrera in- 
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ferior de la energía, e.d. la energía normada en cero. 

En otras palabras, si las energías de los sistemas del ensemble 

se encuentran en el intervalo E 
1 
y E

2 
con E

1 
, E

2 
, entonces 

construiremos una nueva escala para obtener 

E' =E-E=OyE' =E-E=Erespectivamente. 
1 	1 	1 	2 	2 	1 

También podemos escribir 

_1(E,I)= jr1.161-112. 	 (IV-2-11a) 

H<E 

donde C)(E—H) ®(x)= 1 
o 

~ X>o  

X CO 

se llama la función característica de la región donde 1.14E. 

Esto efectivamente es compatible con lo que hemos desarrollado 

anteriormente, pues si derivamos a (IV-2-11a) con respecto de la 

energía, 

a 
-CI(

E
E;X) 	a , 

9E © (E— H ) ctSL 

pero 	2E ©(E-14) = S (E—H) 
	

con lo que 

aaE sllE
' 
1)= 	 = ca(E) 

Así,llegamos (IV-2-9). 
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Regresando pues, tenemos que la probabilidad con la que calcu-

lamos promedios de funciones es 

g(E-H) 
co(E) 
	 (IV-2-12) 

En este ensemble microcanónico podemos observar solamente a es-

tados de equilibrio. 

Tenemos entonces que, con la suposición de un sistema de 

transformación métrica, el valor promedio temporal de una canti-

dad se identifica con el valor promedio de esta cantidad que se 

forma con ayuda de la densidad de probabilidad (IV-2-12). 

Consideremos variaciones reversibles de E y de X . 

Para variaciones en 'X , la función de Hamilton varia en 

— 

Definimos ahora como trabajo externo hecho sobre un sistema debi- 

do a la variación de 	al valor medio de ‹SH obtenido por me- 

dio de la densidad de probabilidad P 

SA = STSH G L = S I' 214- S'X 	= -.A á X (IV-2-13) 

donde 	es la cantidad conjugada para 	. 
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Además 

¿a' = 8E- SA"  
tev 

(por el primer axioma de la termodinámica) 

Introducimos esta expresión en la integral 

. Si( se- sAl) r _a_ 

k 

• 51(69- 531 /4- ") (»CE) 
<ste-m) 

 d-n- 
(IV-2-14) 

Pero Ums (E) es constante con respecto a esta integración. 

Si multiplicamos y dividimos a (IV-2-14) por SIL (E, 21 ) y 

recordamos que 

Ja(11,1) = SWE-1-0c1.11. 

tenemos 

J-1(EA‘ 	ttá 6(E-14) a D. 

SQ = 
reV 	GU(0 

SO (E—  H ) Ct sL 

Pero 

f(á E — a). sx) S (E -P4) cISL 
=b .103  _12.(E,1) 

SG (a— H )ct_st 
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(el cálculo detallado se encuentra en el apéndice A.1) 

Así 
SL(E,->1/4) 

Qfrt v = 	0)(1) 
	  8 /03 n (E ;Á) 	(IV-2-15) 

Ahora identificamos a 

.12..(EA) 
w(E) 

 

(IV-2-16) 

  

donde k es la constante de Boltzmann. 

Recordamos a la definición termodinámica de entropía 

cts9 
d — 	 

T k 6 )203  -C2. (E)  ),) 

donde identificamos al lado derecho de esta igualdad con la entro-

pía Z (E, ,‘ ) calculada a partir del ensemble microcanónico 

(E, x) = k to5  sz (e,.x) (IV-2-17) 

Si combinamos las ecuaciones (IV-2-15) y (IV-2-16), obtenemos 

Ofrey 
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Acabamos de reconstruir la termodinámica, pues ahora es fácil 

llegar a las ecuaciones de estado, 

alt(E3 x)  

dal[k ti 1/(E, 7A)1 = k 	a E  
12.(El.x) 

k 	 co(El 	4 __ 4 == 	 k 
(Eix) 

kT 
1- 

Luego 

a 
2E Z' (Eds) = (IV-2-18) 

Esta es la ecuación calórica de estado. 

Si derivamos a (IV-2-17) con respecto a la variable X 

obtenemos 

(IV-2-19) a  (E = al 	) 

que es la ecuación térmica de estado. (En el apéndice A.2 se en- 

cuentra el camino algebraico para llegar a ella.) 



IV - 3 EL ENSEMBLE CANONICO 

Consideremos dos sistemas energéticamente acoplados débil-

mente por medio de un dispositivo transmisor de calor. Exigimos 

que el intercambio calórico se realice sin pérdida de calor en 

la transmisión. Supongamos además que los dos sistemas tienen 

igual número de moléculas (e.d. igual número de grados de liber-

tad f1 = f2 ) N1 = N2  . Sin embargo se permite que E1 E2 . 

VARE» ADIABATiCA 

 

fig. IV-3-1 

   

En resumen, los sistemas están caracterizados por: 

Sistema 1  Sistema 2 

energía 	 E1  

coordenadas, momenta 

función de Hamilton 

E
2 
Tía  

HZ (Q1, • --,1/4 ) 

La función de Hamilton de los dos sistemas acoplados es 

H = Hl  + H2 (IV-3-1) 
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Análogamente, existe una división de la energía de la forma 

E = E
1  + E2 

Tenemos este derecho de sumar directamente a los Hamiltonianos 

y las energías de los dos sistemas porque supusimos interaccién 

débil entre ellos. De no ser así hubiésemos tenido que escribir 

E = E + E + E 	donde el último término se refiere a 
1 	2 	int 

la energía de interacción y contiene las coordenadas de los dos 

sistemas. 

Consideremos a estos dos sistemas acoplados como elementos de un 

ensemble microcanónico en el espacio In  de 2f
1 
+ 2f

2 dimen- 

siones (este es el número total de grados de libertad de los 

sistemas, fl  = 3N1  ; f2  = 3N2  ). 

El elemento de volúmen 

CIS.1 41..Q2 	Clefi• dpfiC10.1 • cresa  

situado en la "cáscara" de energías 

E it 5 H1 + Hz  •F-• E+ SE 

(IV-3-2).  
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es directamente proporcional a la probabilidad P de encontrar 

a las coordenadas y momenta de ambos sistemas en dicho elemento 

de volúmen (IV-3-2). A cada sistema le corresponde en el espa- 

cio fásico 	r 	un volúmen sobre la superficie energética. 

Sean estos volúmenes 

wi (E) 	y 	oiz  (E) 

Para el volúmen total vale escribir 

	

W(E) 
	

6(E1-14)411.1(A-11 	(IV-3-3) 

Por lo tanto, la probabilidad normalizada de encontrar a los 

dos sistemas juntos en un determinado elemento de volúmen 

4111.1  da., en III 	es 

 

Tdsti  da, - 
s(E-H) GL.Q.101st2  

e.d. 
,g(E - H) da 01.2..2  

Ildsticta z  = 
cS(E-H)4411. á Si. a 

(IV-3-4) 

 

Si en cambio nos interesamos solamente en las probabilidades re- 

ferentes al sistema 1, tendremos que integrar sobre las coordenadas 
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del sistema .2 de tal forma, que esta integración sea compatible 

Pf, 
qi ' *** 	' -91 

ces la parte de la distribución total microcan6nica que aún que-

da accesible al sistema 2 es 

dS.  Hz  tc• E+ SE— 

Asi la probabilidad W(11)--")4141-4Pfl  de que el sistema 1 

se encuentre en el intervalo 	•--• 441  del espacio fásicor 

es 

casa 

pr\fla • 	 ate ctie 
E-M,L-1-1a Se+6E-$4, 

Ve-H)ds.iasi.z  

e. d. 

E-14,E lit  524-SE-141  

(4.) (E) 
4  ni (IV-3-5) 

También la podemos escribir usando la delta de Dirac 

 

SS (E - h)d .11.2  
W(ql,...,pf a ) d a1 = ita_sta dst., 	to(e)  IV-3-6) 

donde 

 

{1 	- 	Hl  tc_ E+.s.E.- 
PE-I-1)= S(E-141-1-1z )= 

0 de otra manera 

con lo que queremos obtener. Al fijar enton- 
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Si introducimos la variable auxiliar para integración 

E' = E - H
1 
	

(IV-3-7) 

podemos escribir según (IV-2-10) 

asz.(E,x1 = co(E,x)ciE = fá(E1-1-) d—fL(E'i›)clE 

con lo que podemos escribir a (IV-3-6) como 

6.12 (E1 
	

(IV-3-6a) 

co(E) 
A- 

Analizamos el denominador W (E) y tenemos según (IV-3-3) 

(4E) = I S(E -1-14 - Hz 1G111.1c:taz  
1.0 

según (IV-3-7) 

4.v(E) = d E if 	H z 	f S (E I- Hi)Gliti  

Obtenemos asi la integral de convolución (ver apéndice B.1) 

W(E) = fwz(E—E1)&4(E9E4  

lo que comunmente se escribe en la forma 

tu (E)= (Coz  * (.01  )(E) 
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Si sustituimos esto en (IV-3-6a), tenemos 

CO2 (E1) 

W(11/  —119/1)a2-1 	azzygcol)(E)
451-al 	(IV-3-6b) 

es otra manera de escribir a la misma probabilidad (IV-3-6). 

Otra cantidad de interés es la probabilidad de encontrar a la 

energía El  del sistema 1 en el intervalo entre El  y E1.+ El  

es 

W(Ei) SE, = 	 SE1  
ES..-14„11.-E.r+SE., 

_ - 

w2(E-E1)8041-E401-al&Ei 
(coz yccol)(E) 

Como por definición (IV-2-10) 

is(141— Ei)d-sz-i= coi (El) 

y W2  (E-E1) $E1, no se ve afectado por la integración sobre Jai, 

obtenemos 

W(E1)8E,=, 	 (.41.2. (E—' Ei)(401(Ei) S Si 
(co2  *wiXe) 

(IV-3-8) 
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Preguntamos ahora por el valor más probable de la energía 

El  , e.d. el valor de El  que maximiza a W (E1). Si nuestros 

dos sistemas bajo consideración representan cuerpos macroscó-

picos, esperamos que en el estado de equilibrio la energía to 

tal E disponible se reparte de tal manera, que las temperatu-

ras de los dos sistemas se igualen. Calculemos, pues, 

aw(E1) — 
PEi  

Usando la regla de la cadena y recordando que la energía total 

E = El + E2 es constante con respecto a la diferenciación, 

esto nos da 

9£0 	
= 

1 

	El 
O 

	

l 	 co ?E  Wi  -1- 	 
aE i  

    

7W 

PEi  

 

3E1 

  

     

     

te z  

esto es 

dgE, 	(4,., (E, x 	 (E, )0 
	

(IV -3 -9)' 
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Si multiplicamos ambos lados por k y nos acordamos de que la 

entropia viene dada por 

S(E)ñ) = k409 co (E, )) 

tenemos de (IV-3-9) 

?S, 	agz  
• Ei 

En nuestro caso, el cambio de energía 	S E1  consiste en un 

cambio de calor s Q/  debido a que no se hace trabajo sobre el 

sistema 1. Por otro lado, el cambio de calor del sistema 1 es 

igual al del sistema 2 (lo que gana uno lo pierde el otro ya 

que ambos sistemas juntos están envueltos en paredes adiabáticas.). 

Así pues, 

6E1  = iSql  1 =- J saz! 

Como 

aS 
P E 	"1" 

  

4 	4 
Ta  

   

   

Efectivamente, W (E1) es máxima cuando Ti  = T2  

Supondremos ahora que el sistema 2 es mucho mayor que el sistema 

1, en vista de que 

N
2 
 >> N

1 
 e. d. f >>. 2

2 1 
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Por lo tanto, para todos los posibles estados de los 2 sistemas 

tendremos siempre 

E2 >>> El  

y también 	H .1;c: E = E1  + E2 1  (IV-3-10) 

Calculamos entonces a 	/ti -/AT  (11) — 1 pf 4 

W  = 	 (C011241( 5:1:4( 	El 1  

= £03 (4)2.  btcoi)(E) + -9.09  coz  (e — Hl) 

desarrollando con respecto de Hl  

ts 	04)1*(A),1(E1 
	43  c0 (E)  - 

Hi  -2- a5  05 w2 (E)I 
E= H, 

.f 2 a2 , 
-t- 	 wa (A)y.( ) E 

E=14 
(IV-3-11) 
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El cuarto miembro en (IV-3-11) lo despreciamos por (IV-3-10). 

Analizamos al tercer miembro, 

— H, k áE 
(k ,e09  W,(0) = 

-- 	4  9  e 

..1 	ij2 E=14, 

r= 	;Ir 	— ocHl  

Así, sustituyendo en (IV-3-11) y modificando 

toz(E)  

4.9  (61)2,*(.04)(E) 
Hl  

— 14, 109  U42.  (e)/(wa  scol(e)] 
-Yr = e, 	e (IV-3-12) 

Obtenemos entonces para la probabilidad de encontrar al sistema 

1 (el pequeño) en el volúmen 

0(111(11/'—/ Píe) 

*91 / —,1351) 	= e 
k) 

(1v-3-13) 
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donde identificamos a 

= e 
tO9 bic1/4(0/0.42  bt IR E d 

(IV-3-14) 

como factor de normalización. 

La distribución (IV-3-13) define al ensemble canónico. 

td-t, 
e 	d_11.1 

E054,11 Erp  
W(11-13— 	

mc 	(IV-3-13a) 
ZN) 

exige que 
odis  

(c1) = 	e 	
(IV-3-15) 

Es  t ly E, 6E, 

El sistema 2 sirve como termostato (reservoir de calor) para el 

sistema I. Sin embargo, nos "olvidamos" en el momento del sis-

tema 2 y simplemente decimos que el sistema 1 está a temperatura 

constante. Así podremos omitir el Indice 1 en los siguientes 

cálculos. 

Analicemos más a fondo la expresión (IV-3-15) 

r 	 r 	 r ate 
j e 	4_21= 

r 
e 	clEi S(E-H)d_fL r--- 	cd(e)dE 

Aquí hacemos una interesante observación: La suma de estados 

Z ( 0() es la transformación de Laplace del volumen (,V (E) 
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de la superficie de energía. 

z(ooTer— Tutuceil = £{w(E)1 (IV-3-16) 

Introduciremos ahora una entropia S (E,71/4  ) en el ensemble micro 

canónico. Tenemos entonces dos entroplas asignadas a cada siste 

ma que son S y 2: definidas por 

	

g (E, 1.) = k 	04)(E,w) 
	

(IV-3-17a) 

Y 
	 /I: 	, 	k 	-12.(E,i) 	(IV -3 -17b) 

Para muchos sistemas vale 

	

Z(E)91) 	$(Eyx) = 49 U0 3 N) 
	

(IV-3-18) 

donde .4  (log N) quiere decir términos de orden log N. 

Esto no tiene demostración, sin embargo, podemos hacer un ejem-

plo considerando al gas ideal monoatómico. Tenemos según 

(IV-2-16) y usando la ecuación calórica del gas ideal 

SL pt) 	3 1.4 
4.7(E,x) = 	

(E
e 2 
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Aplicamos logaritmo natural y usamos (IV-3-17) 

E(E.,-A) - S(EI M = f9 ( 3N) 

Así que la diferencia entre las entropias es del orden de 

log 2E 	con lo que se justifica el uso de la ecuación 
3N 

(IV-3-17a). Como 

	

aS 	4 	Z 	4 

	

a E 	 5 T2 	 E 

También vale escribir 

	

4 	
4 Tz  

Nos restringimos ahora a sistemas normales, e.d. sistemas para 

los cuales 	21 y S son casi iguales. Entonces usamos 

(IV-3-16) haciendo la sustitución 

(4)(2) = exP [ S(EVk 

con lo que 

e 
E 	 f 	E +— $(E) 

Vol = f --cwe w(E)GIE re.  e dE (IV-3-19) 
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El integrando de la última integral posee un valor máximo alto 

y angosto. Consideremos el máximo del exponente 

— o< E -1- 	SI ( E) 

esto es 

	

_ oi  f.± 10 t=0 =0, 01  = 4 9,51 	(Iv-3-20) 
k DE 	 k PE 

Sin embargo, para un sistema normal tenemos 

a s 
» E 

(Esta temperatura T es la que se determina del ensemble microca-

núnico para un solo sistema). 

Para demostrar que se trada de un máximo, calculemos la segunda 

derivada 

2EZ 	PE \ -T-1 	Tz 	PE 
.11•=••• 

(IV-3-20a) 

donde "c" es el calor especifico. 

4  a23  — 	4  < 
k dEz 	kTid 

Así 
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salvo que c = DO. Efectivamente existe un máximo en el punto 

OC 	dado por (IV-3-20). 

Expresemos 
E= E D + á 

y desarrollemos en Z ( 0( ). 

Entonces 
— ote o  —me 

e 	e (IV-3-21a) 

=50  
sra 	a slot 	4- (kg 	A ft  a-s.4  (314,a) " Etc_ y e 	-= 	e 	e 	 (IV -3 -21b) 

Todos los términos conteniendo E
o = cte. no se ven afectados 

por la integración con respecto de E. Sustituyendo (IV-3-21a/b) 

en (IV-3-19) 
2(cc) 

— E0 	ah( .$ (E 0) 
=e 	• e 

fn) 	 OZs 
-. U& 	no 	d 	k kn.11/avigtfi

z 
w"0 ates e 	.<1 	 CUZ 

(IV-3-22) 

Pero 

112§. 
k taaJes  a 	k 	 oca. 

e n e 	= e 
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por lo que el integrando de (IV-3-22) se reduce a la tercera 

exponencial solamente. Introducimos una nueva variable de - 

integración Ah/E cuyo diferencial viene dado por 

de = E- 11(É) 

Obtenemos así 

-c<E)+1s(E.) 	Ez 	 e 	k 	
• 

e ese  z kTze El a (s) 
(IV-3-23) 

Recordamos la distribución gaussiana 

0:5 00 	 J.  (X-I4)1  

Pbq X e  =  	
G" 2 	

d x 
-00 

donde cr es la varianza yA4= cte. es  el valor de x que marca 

el máximo de la distribuci6n. Vemos que en (IV-3-23) la varian-

za viene dada por 

La integral 

Luego • 

" rkT d. —CE 	 kerzd e 4  Ea Al  ct 	= 	7r, 
E% 

ot E 
k s(E0) 

Z (00 = e -{27? lhaze 
(IV-3-24) 



Identificamos ahora 

- 	g(E.1= F 
	

(IV-3-25) 
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donde F es la energía libre. Debido a que el calor específico 

c es aproximadamente del orden de magnitud del número de partícu 

las N (como ejemplo pensemos en el gas ideal con 
aE — ª (1 N ser) als —arr z 

, podemos escribir a (IV-3-24) como 

,e0  Vo() = -01F t fr (4.5 ) 	(IV-3-26) 

La energía E0  misma es del orden de N por lo que de (IV3-25) 

y (IV-3-26) resulta 

Id FI 	(iO3  ) 

Esto también se hace evidente usando números razonables: Sea 

por ejemplo N = 1023  , entonces log N = 53 solamente. Es 

claro que toda esta idea falla si c = oo . Así identificamos 

= 2 Nk 

(IV-3-27) 
-0(F 



— A 9F 
aa 
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La ecuación calórica de estado se obtiene a partir de 

(IV-3-25) 

  

 

aF - 
9T (IV-3-28) 

y la ecuación térmica de estado la podemos escribir como 

donde Xy A son cantidades canónicas conjugadas. 

(IV-3-29) 

Explícitamente, la función energía libre la obtenemos usan-

do (IV-3-1.3) 

w411- „pf) e 
) 4  

  

con (IV-3-27) 

14T (t„ fri3i eta e-xg• e xF  

-ea  f e -I da_ 
e 

_«F 

favv-(9,›.--frps) d si 

ex F = — &y f e-ealds2. 

F (1, vi  N) = kT io3 	co(E,,,,N) gocE (IV-3-30) 



Reservoir 
de 

Calor 
Pared adialbeatca 

SISTEMA 2 
SISTEMA 1 

IV-4 EL ENSEMBLE GRAN CMONICO 

Consideremos el siguiente arreglo de sistemas 

transnislón de 	iransmistón de 
calor solamente 	Calor 4, pattleutas 

'fig.IV -4 -1 

  

Buscamos ahora la distribución del sistema 1 sobre este ensem-

ble. Esta es una distribución sobre espacios fásicos de dife- 

rentes dimensiones ya que Ni  N2  . Vemos que el ensemble gran 

canónico (sistema 1) está conectado a un ensemble canónico (sis 

tema 2) mediante un dispositivo que admite intercambio de calor 

(energía) y paso de partículas. El ensemble canónico a su vez 

está en contacto con un reservoir mediante un dispositivo para 

transmisión de calor ya conocido por nosotros. Supondremos que 

el ensemble canónico es grande en relación'al ensemble gran ca- 

nónico. 

Sea N = N1  + N2. Por conveniencia supondremos que las partícu-

las están enumeradas, e.d. son diferenciables para nosotros y - 

son todos de la misma especie (iguales). 
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Suponiendo intercambio energético débil entre los sistemas 1 y 

2, podemos escribir la función de Hamilton para una cierta dis 

tribución como 

H = Hui  + H NI 

Para este caso, como ya vimos anteriormente, vale escribir 

(A) (E) m (›J i(E) * Cdz(E) 

donde E = E
l + E2 con E1  c.< E2 , y para Z tenemos 

Z (az) = eli  (09 * 21(0) 
	

(IV-4-1) 

que es el producto de convolución de la transformada de Laplace 

(ver apéndice B.1). Nos interesamos en la probabilidad W de 

encontrar N
1 partículas en el sistema 1 y N2 

en el sistema 2 

(suponiendo que el sistema 2 es un ensemble canónico) de tal ma 

nera que las N
1 

y N
2 partículas sean partículas bien definidas 

(por esto la suposición anterior de partículas enumeradas). 
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Entonces, usando (IV-3-13a) y (IV-3-15) obtenemos para 

dicha probabilidad 

S - o[HN 	 --0( Hm, 

1/(0 ) 11(CL) 	yze 	zdsL, d e 	cia, 
VT(N i ) = 	 (IV-4-2) 

I2(a)*Z1(cl)  

donde dila  y Cia./  son los elementos de volúmen de los espa-

cios 6N2 y 6N1 
dimensionales respectivamente. 

El factor de normalización viene dado por 

1!,(00==. e
—DcF(N,v,a) 	

(IV-4-3) 

donde F representa la energía libre de los dos sistemas juntos. 

Al integrar (IV-4-2) usando el mismo procedimiento que en 

(IV-3-19) nos da 

F(N, V, %) 	.••• F(hit • Vt, 	 F(N ;Vi  ) 

W (N1) = e 	 •e 	 - e 
	

(IV-4-4) 

Antes de buscar el valor (estado) más probable de W (N1) , ten-

dremos que hacer un cambio en nuestras suposiciones. 

Z(a) 



N! 
W(Ni) == 

N, !Ni; 
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Desde ahora en adelanto ya no serán distinguibles (o enumera - 

das) las N partículas, e.d. ya no buscamos precisamente la pro 

babilidad W (N1) de que digamos las partículas #1, #2, ... #N1. 

estén en el sistema 1, sino cualesquiera N
1 
de las N. 

Como hay 	N! 	= 	N! diferentes maneras de 

    

    

N 	N ' 1 	2' N1! (N-N1  )1  

elegir N1  de N partículas y cada elección representa al mismo 

estado y nos da la misma probabilidad. Vemos que por lo tanto 

la W(N1) dada en (IV-4-4) se repite 	N! 

 

veces para 

 

N ' N 
l' 2' 

una N
1 
específica. 

Así introducimos una nueva probabilidad 

(IV-4-5) 
c<F41(NIvIc0 -*CF4104/Yzjo0 - F(N„v, 

= e 	.e 	•e 

donde las exponenciales con asteriscos son mayores que las sin 

asterisco en un factor de N! , N1  ! y N2! 

*F* 	aF 	1  
e 	= N e 	= N 	

a() 
c<F . 	 «Fi  - 	N z  ! e 
c<F, 	 o<F„ 

e 	= Ni!e 

(1v-4-6) 
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A (IV-4-6) lo podemos escribir 

ocF*04,v100 

e 	= Voq 
N ! 

e.d. la "corrección" que acabamos de hacer mas arriba también se 

puede interpretar como una disminución del volúmen fásico, 

ya que 

N ! 
Z(cd = N! e ctsz. = fe GIst* • 

e.d. 
d_51*  = -4- cl 

N! 

 

N! 

En algunos textos, 	se llama volúmen fásico corregido. 

Para un estudio más profundo de esta propiedad del volúmen fási-

co, ver la sección de aplicaciones V-1. Es claro que también 

se puede decir esto para el volúmen U)* , pues 

-1- to = 	t 
N!

o 
 

Observamos una propiedad importante de F*(N,V,0( ). De 

la definición de energía libre en (IV-3-25) vemos que F depende 

de E y de 5, que son ambas cantidades extensivas. Por lo tanto 
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F es extensiva y es válido escribir 

F *(5)Ntivlo) 	s Fm(NIvIc< 	s  e IR+  

Esto es, F* es una función homogénea de grado 1 en la variable 

S (ver apéndice B.3). Si usamos el teorema de Euler para 

funciones homogéneas tenemos que 

aF* 	aF*  
N aN  + V ay  —F (IV-4-7) 

Regresamos ahora a nuestra pregunta inicial: ¿ Cuál es el 

número N1 de partículas más probable en el sistema 1 ? 

Sabemos que N2 en función de N1 
viene dada por 

N
2 
(N1) = N - N1 

ya que 
N = N + N 

1 	2 

Entonces 
«Fw 	- cx Fi* ?F*  - o< F231  

N 
"VInNi) = e • (-0 ) • e 	att, • e 	-I- I,  

«Fst -a Fi* 	-ea * 	* z 2F., 
+ e 	•e 	• (—‘741• e 	- 

DNI —o 



esto es 
aFil 	a Fa  41  
	 — o 
»Ni  

a Fi* 	9 Fi*  

2N1 	»Na  ° 

87 

(IV-4-8) 

e.d. los sistemas así acoplados coinciden en sus energías libres 

para el valor más probable de N1  ( y N2  ) 

Acordemonos del diferencial total de la energía libre en 

termodinámica 

ciF = — S ciT — pciv -fryucIN 

Sabemos que F* = F* (N, V, o( ) 
	

Y 

dF*-  aF3/4 dT + aFIk dV 1F*  ci N 
aT 	ay 	aN 	(IV-4-9) 

ya habíamos identificado 

 

9F*  
PT 

 

— s 

Y DF%  
av 

«nula 
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dados en (IV-3-28) y (IV-3-29). Pues ahora identificamos 

9F 
=7. -1,-/A4 

a N 
(IV-4-10) 

donde 7.4 es el potencial químico. Usando a (IV-4-7) reescri-

bimos a (IV-4-8) como 

2F1*  
21•11  

a Fi*  
= 714-  (F* PV) 

Isla  

Tomaremos ahora el límite cuando el ensemble gran canónico es 

muy pequeño en comparación al ensemble canónico. Podemos enton 

ces hacer un desarrollo de exponentes con respecto de N1. Tene 

mos pues 

vi  
«. 1 

V2 

La probabilidad para que el sistema 2 se encuentre en el elemen 

to de volúmen ClarLi del espacio fásico (con N1 partículas en 

el sistema 1) es 

CLS11 = e 

	 Ñ, 
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Haciendo el antes mencionado desarrollo en serie 

F*(N-14„v-v110()=. F kv,00 	 1Fv 11( 	+ 

6 

F*(rtiv,t/— F*(N-N„v-v„ot) = N 	— pVi  

sustituyendo en (IV-4-11) 

 

 

W 	1 	e 
- upV 4 e el[Ht-Nytil 

N4 	 • N ! 	
• d a (IV-4-12) 

Esta es la función de distribución definida en un subsistema 

del ensemble canónico, e.d. es la distribución del ensemble 

gran canónico. 

Ahora dejamos de escribir el subíndice 1 igual como ya lo había-

mos hecho en la sección anterior, oprimiendo al ensemble canóni-

co que jugó el papel de un reservoir de calor y de partículas. 

Entonces 

oti 	_oc (Hm  - NjA) 

;41) ---,N)  = e 	- 1-Efir • e (IV-4-13) 

P
N 

es una probabilidad en relación a N y a la vez una densidad 

de probabilidad con respecto a las variables del espacio fásico. 

Para llegar a (IV-4-13) hemos sustituido 

= -pv = v 
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que es un nuevo potencial termodinámico. De la relación 

(IV-4-7) tenemos que 

--= F 7,4 N 
	

(IV-4-14) 

Calculamos el diferencial de (IV-4-14) 

- IdT - pd v + -57d N 7,4 d — N clju 	- (IV-4-15) 

en donde los primeros tres miembros del lado derecho se refieren 

al diferencial de F*. La función J tiene como variables indepen 

dientes a 	14 , V y T. 

Las ecuaciones de estado se obt ienen de (IV-4-15) 

(IV-4-16) 

 

PI 
- s 

 

aT 

como ecuación calórica de estado y 

o 
ay 
av 	P A (IV-4-17) 

como ecuación térmica de estado. 
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Además obtenemos la relación 

gr  
at 	N (IV-4-18) 

Explícitamente, la función J la podemos obtener de (IV-4-13) 

ÍrN(q"--)Pf) 01-1. = 1=  
r x(14 	_n10414-ÑA 
J e 	e 	a _a_ 

esto es 

 

r - 414,4NS 
J e 	 d 

 

 

j .11•1~• 
••••im• 

 

    

sustituyendo 

CÍ?. = Ce (E,V)  N) d E 

resulta finalmente 

—oe(14,4  —Hm 
TM?) = — 	

N! 
£03 	ca (E

/ 
 v bn e 	Gi E (IV-4-19) 



IV-5 RESUMEN 

En las últimas tres secciones conocimos a las expresiones 

(proporcionadas por cálculo estadístico) para las más importan-

tes funciones termodinámicas. Se originaron del análisis de di 

ferentes situaciones físicas. Obtuvimos 

1. Para un sistema aislado con valores dados de E,V,N, la 

entropía  

S(El vi N)= - I< 449 14-1  w(elvi ti 

(ecuación (IV-2-17) o (IV-3-17a) 

2. Para un sistema de volúmen V dado, en contacto con un reser-

voir a temperatura T, la energía libre  

Feri va wl= —kT -109 	co(E,v,t4) recIE 

(ecuación IV-3-30) y 

3. Para un sistema con intercambio de partículas con un reser-

voir de temperatura T, en el cual las partículas poseen un 

potencial químico /..4 , la función J  

w —o( (g- t9.41 

DT;Vvt4) = -kT 4,03 S -17 tO(Efii t4) I& e 	 cAE 

(ecuación (IV-4-19)). 
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En las tres fórmulas anteriores ya fue sustituido el volúmen 

fásico corregido que desarrollamos en la sección IV-4. 

Aquí notamos una gran diferencia entre la termodinámica clásica 

y la termodinámica obtenida a través de la mecánica estadística. 

Mientras que la primera, solo nos da los "cambios" de las fun-

ciones termodinámicas al pasar un sistema de un estado a otro, 

como por ejemplo en el caso de la definición de entropla, 

del 
asa, 	T 

la mecánica estadística es capaz de proporcionarnos la "cantidad 

absoluta" de la función de entropía en un sistema a saber que 

= — k to3 (#o*  

aúnque el Ni 	sea dificil de calcular para algunos casos debi- 

do a dificultades puramente matemáticas. 



V- 1 APLICACION DE LA ESTADISTICA DEL ESPACIO-fi, AL GAS 

IDEAL MONOATOMICO, 

La función de Hamilton es la energía de una partícula 

Pz  H- 
2 m 

Esto es así porque estamos trabajando en el espacio-l4 un espa- 

cio de 6 dimensiones solamente que "admite" las 6 coordenadas es 

paciales y de momenta de una partícula. 

Como -as= CIXIGhtiCk3dp,GINCIp3=d3Xicil; donde x.a. y p
i  con i= 1,2,3 

son las coordenadas y momenta en las direcciones x, y, z respec-

tivamente, la suma de estados dada en (11-2-15) es 

Z = Z _as  e «es 
 

Esto es, 	

z = f ctsx 	cl3p e
- c‹ PY2rn 

Y 	T 

donde la P representa una integración sobre todo el espacio de 

momentum. Hemos hecho esta sustitución (y aproximación) de la 

sumatoria por una integral por facilidad de cálculo. Esto es - 
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permitido en este caso por la razón ya mencionada en la sección 

11-2: consideramos a las variables espaciales y de momentum (y 

también la variable energía, ya qúe E = P
2 
 • 
	

) como cantida 

   

2 m 

des continuas. 

La primera integral nos da el volúmen del sistema. Con 0(1=--- 
kT 

V elt 2;--7--713/2• = "V (21T hl licT)34 
	

(V-1-1) 

Aplicamos logaritmo natural a la primera parte de la ecuación 

anterior y 

feci  z = ,e09  v + -± ,e09  (nryl) .1 Lie<  

Según (11-2-33) obtenemos 

E> = — N 2.- aol 	1)  = —N E1-1—)  2 oc 
(V-1-2) 

o 
	 E= 2  N k T 

que es la ecuación calórica de estado del gas ideal. 
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Según la ecuación (IV-3-20a) podemos calcular el calor espe-

cífico 

a E 	3 	3 
T  • — -2— N = -2- R 

(Ley de Dulong - Petit para el gas monoatómico) donde R es la 

constante de los gases. Para la energía libre del gas ideal, - 

obtenemos según (11-2-36) 

F =. — kTN 	[V (zi rn kT )3h] (V-1-3) 

La variable extensiva )s  la tomamos como el volúmen del gas, 

con lo que la variable conjugada A 	al volúmen es la presión 

)= V 3 .A = 

Notemos que al hacer esta identificación,nos hemos restringido a 

expresar la energía del gas mediante las cantidades V y p nada 

más. En el caso más general, 	Y 
	se sustituyen por la 

intensidad magnética H y momento total magnético (magnetización) 

M o intensidad de campo eléctrico E y polarización P, etc. 
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dependiendo de cuales variables participan en la determinación 

del estado del gas. 

Pues bien, utilizando (11-2-37) 

P = - 
a a  F = 	kTN V 

p= kTN•+:, 

p V = N kT = N (V-1-4) 

Finalmente nos dedicamos a la entropía tomando la ecuación 

(11-2-38) 

a 
PT 

donde la barra sobre la S indica el estado de equilibrio. 

(En termodinámica clásica, el cambio de entropía viene dado por 

04$ > (Á(//11 donde cain(c1Q/T)vale para el equilibrio, e.d. 

para procesos reversibles). 

Luego, como 

donde 	X = 

PF 

to3 (a 5100 

— kis • 4  3  -r 

ctx 

'e°3 

1(4 	
4TK) 

= V(zxmk)3/2  

is 	(Z ;n111(13/21 aT 	k  -rsit  
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PF 
- 9T ama kN 1o5 [v(2 ir m ItT)shi + 203 e3/2  

" 	N'U R m kr)3/z esizi 

 

(V-1-5) 

   

Esta entropia debe ser sometida a dos correcciones. Estas correc 

ciones se deben a dos razones respectivamente: 

a) la energía libre y la entropia derivadas de la suma de es-

tados (lo que nosotros hicimos) deben ser cantidades exten- 

sivas, e.d. proporcionales al número de partículas N. 

 

     

b) la suma de estados Z debe ser carente de dimensiones físi-

cas debido a que solo tiene sentido matemático de aplicar 

la función logaritmo a cantidades abstractas. 

Sustituyendo (11-2-3) en (11-2-15), vemos que Z tiene di-

mensión de acción elevado al número de grados de libertad 

(f = 3 N ) del sistema. 

Referente a a): 

Consideramos un gas compuesto por N átomos y encerrado en 

un recipiente de volúmen V. Su entropía será 

S(E;V)= — k /05  SZ. (e, v) 
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Supongamos que "partimos" el volúmen V en dos por medio de una 

delgada pared (impermeable a los átomos). 

ceee/./ / e e ze eee/  
e 

N 	Ni 1 
I, 

	

," Y 1 	va  

	

n 	 Vasea,,A 

N = N
1 

+ N
2 

V = V + V 
1 	2 

Al introducir esta pared, no hacemos ningún trabajo -sobre el gas; 

no hay ningún cambio de presión p, volúmen total V, temperatura 

T, etc. Por lo tanto, la entropía de la cantidad total de gas 

viene dada por 

S (E, v) = - k ,eos  12.(e-,v) 

y sigue siendo la misma que antes según las leyes de la termodi-

námica. 

Ahora haremos el proceso inverso. Partimos de tener N moléculas 
1 

definidas en V
1 
 y N

2 
en V

2 	
Examinaremos detalladamente el cam- 

bio que sufrirá el volúmen fásico al eliminar la pared de separa- 

ción en el sistema. 
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Al sacar la pared, alguna de las N
1 

partículas puede intercam- 

biar su lugar con alguna de las N2. Cada uno de estos cambios gene- 

ra un nuevo punto en él espacio y 	. Debido a que existen 

posibles maneras de escoger N1  de N partículas, el volúmen fásico 

aumenta en este factor. Este aumento indeseado ocurre pues por el 

nacimiento de un nuevo punto en el espacio r 	cada vez que inter- 

cambiemos coordenadas y momenta de cualesquiera dos partículas igua-

les. Si queremos evitar este hinchamiento del volúmen fásico al qui 

tar la pared de separación, nos tendremos que dedicidir por el com-

promiso de asignar el mismo estado a todos los puntos del espacio 

que se "diferencien" en nada más un intercambio de dos partículas. 

Pero a través de un intercambio arbitrario de N partículas obtenemos, 

partiendo de un punto en el espacio 14. 	N! puntos diferentes. 

Entonces, debido al compromiso de antes, el volúmen fásico SL. se en- 

coge a su 	1 	parte. De esta manera hemos logrado evitar que el 
N! 

sacar la pared de separación tenga como consecuencia un aumento del - 

volúmen fásico y por lo tanto un cambio de la entropía (en concordan 

cia con la termodinámica), ya que el mencionado intercambio de par-

tículas no genera un nuevo punto en el volúmen fásico corregido  

(Ver sección IV-4). Entonces 

_ate r_ 4 si 
N (V-1-6) 
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y la entropía semicorregida 

1S.cory. (e,  V)  = 	k 109 [51-11(EMi ="4 45[µ -2(E)v)] 

= t k tos N - k tos SI(EN) 

= t k ti N! + 1(a, V ) 
	

(V-1-7) 

Vemos que la división entre N! implica una disminución de la 

entropía "vieja" en 

— 105 N Ter, k 0.9 N - 

Sustituyendo (V-1-5) en (V-1-7) 

itzeory. "5 t  k N (409 N- 1) - k N los  [v(z7rmki)3/26343 

— kr4{--e.3 N+zeo5  el  t 103  [v(zinskT134e341 

e. d. 

1.ton.= 	k N los [1-4 .  (2rmierria eshl 
	

(V-1-8) 



= ryi  S 3 
3  n L.5 3ive  3 
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Referente a b): 

A continuación efectuaremos la segunda corrección. Calcu- 

lamos primeramente la dimensión (en el sistema. mks) del argumen 

to del logaritmo en (V-1-8) 

ny 3 	
-I 	Ni/a 

t ^9 taJo-• ralo 	= yy1 3  V119 = 

M 

.1) kgivn3 - K3 I  1, = " 3 V kg  n it  
S 6 	 S6  

1 

2  \ 3  

) 

Esto último es la dimensión de una acción (momentum p [19vM/S3 

x espacio q [m]) elevado al número de grados de libertad ( en 

este caso de una partícula), puesto que habíamos tomado 1,=4x4 

En el caso más general se tiene la dimensión de acción elevada 

al número de grados de libertad del sistema 3 N en el caso de 

gases monoatómicos), 

Usando (11-2-3) 

—(2- as 11--• 15 pi 	rf 

Con lo que 	

Unir- fi-rl f  =1413131  
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La corrección de (V-1-8) consiste en una división del argumento 

del logaritmo (e.d. de _int. 	) por h3N (h es la constante - 

de Planck), puesto que h también tiene dimensión de acción. 

En nuestro caso particular, dividiremos el argumento del 

logaritmo por h3  para obtener la fórmula de la entropla corre-

gida. 

Veow.  = -t- k N 49 NV:1 3 U/ m %es/ (V-1-9) 

Esta es la fórmula de Sakur-Tetrode. 



V-2 EL GAS IDEAL EN EL ENSEMBLE MICROCANONICO 

Nuevamente consideramos un gas monoatómico confinado en un 

volúmen V. De no haber interacción, la energía de las N partícu 

las es 

H = 
N 

E 
íci 

Pc (V-2-1) 
2frn 

Calculamos el volúmen fásico, (cantidad extensiva 	71/4  es el 

volúmen V nuevamente) 

_a(Ely) == jrci3Wx ird31113 
vol. 	Zp ite.-..tmE 

í. 

El límite-de integración de los momenta se obtuvo de (V-2-1) 

(V-2-2) 

H - A 

2m 
E =_.,, 

.4  .2 wiE 

Pero esto quiere decir, que la segunda integral de (V-2-2) re-

presenta el volúmen de una hiperesfera con radio r = 

en el espacio 3N - dimensional de los momenta. 
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Como 
3 3 	3 	3 

d"x = cfridiz  -•• dx‘ 	dx. 

donde 	

dx• = clx dx dx ti = dV 

es el diferencial de volúmen referente a la partícula i, obtene-

mos de (V-2-2) 

_52.(e,v)= 1/"N 
r Get4p 

H112#141E 

El volúmen de una esfera en 93  viene dado por 

(7  )`R3  = Cie. "723  

donde (1/3)1r es el volúmen de una esfera unitaria en ig3  • 

Análogamente, en n dimensiones, el volúmen de una hiperesfera 

es 

Vn = 8'n • T2n 
	

donde kh  = rh(-)  ) 

Al igual, sfri, es el volúmen de una hiperesfera unitaria en 

Ir • Este último viene dado por 

  

= 
+ 

(n = 3N) 	 (V-2-3) 
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Con el radio igual a 11/557, el volúmen S/ es entonces 

3Nie 
ir 

r(-1+ 
Por consiguiente, la entropía será igual a 

I(C1V)  	[43Y + 
2 

o (.2imE)J
-fric5 	(V-2-4) 

Ya que esta entropía está definida en términos de E, V y N como 

variables independientes, podemos aplicar inmediatamente las re 

laciones termodinámicas 

PZ  4 
DE T (IV-2-18) 

_p_ 
g v T 9  3N 

(IV-2-19) 

donde p y A.4 son la presión y el potencial químico respecti-

vamente. Usando (IV-2-18) 

991 - aE  FI N k /ti (2,m 

_f2 (E, v) = V r4  62 m l. 

1 
••••• 
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o E = 3 N kT (V-2-5) 

 

Usando (IV-2-19) 

  

a  PZ 	av (Nk,(03 	= N k 4  - _ 
aV 

  

  

I IrAr = N kT I 
(V-2-6) 

Por último 

_ 
PN 

ke09  V 	k 	(2,11E) + k i  
&ÉN 	84n 

o k [49V+ )09  C2nE9- k :144(V-2-7) 

Los resultados (V-2-5) y (V-2-6) son satisfactorios, lo que 

comprueba la consistencia de nuestra fórmula de entropía 

(V-2-4). 

Antes de obtener a JA4 , consideremos primero el último 

sumando de (V-2-7). Si nos limitamos a valores pares de n, 
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podemos evitar el uso de la función r 	en (V-2-3). 
Con la propiedad 

+ i) = (.11! 	$1 n = 0,2,y,.__ donde O! =1 

y aplicando la fórmula de Sterling al denominador de (V-2-3) 

40 (1)! = L3(314  

  

1 3:  „o, (3,N) 	±)(4,..), 

 

Como 

obtenemos por sustitución 

A (3N)  3N 	A 3t4  2 zylk 	n`N (V-2-8) 

Luego 

(1,0i ro) = 	71 	4919 a  V+) ÷ 

-1>  191íZLI) = 

2 
3 in

9 3N 
(21T) 
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Si regresamos con este resultado a (V-2-7) 

Z 
N 

= 4‘47-7 — k [1,03 "Ir + II (enia') + 	1).] 

= — !chi V — tan  4 irni e  
3N 1 (V-2-9) 

Aquí nos tropezamos con el problema de que /4 dada en (V-2-9) 

no es intensiva, como debería ser. El origen de este mal se en-

cuentra en la entropía (V-2-4). Corregimos como antes 

z con.. 	k 	N 	(lEii  3Niv)  

Luego, 

Etat  = k f$23 Lfrhi(z.E)3N/z 6,„ /N; h3N 

= k Pos (VN(2,n, Erik+ 	— ,e03  1 —443 /131  

k {t445V+ 21,1,4 	teol ---/kaiN+N - 

- N 43 h 31 

k [49 Ir+Pormg +IN +z 29 

149 N — w er +1—  -1/ 2  1131% 3 

k  ,e03 	11(  irtakt  



110 

Cuando ahora duplicamos el sistema, multiplicando E, N y V 

(cantidades extensivas) por 2, entonces /.4 no cambia como lo 

exige la termodinámica. 

El sumando 3/2 se puede despreciar para obtener como re- 

sultado final a 

k [43 	I. 4,3  (.2 nAkt)] 
(V-2-10) 



V-3 EL GAS IDEAL EN EL ENSEMBLE CANONICO 

En comparación al ensemble microcanónico ya podemos dar ahora 

un paso más adelante: ya no estamos restringidos a considerar un 

gas monoatómico, sino podemos introducir moléculas. La molécula 

esta representada por el sistema 1 de la figura IV-3-1. Así 

nuestro gas consiste de muchos sistemas del tipo 1 (moléculas), 

conectados"débilmente" al sistema 2 (N-1 moléculas restantes 

del gas) de la figura IV-3-1. La expresión "débilmente" indica 

entonces de que hay solamente una pequeña interacción energética 

entre las moléculas del gas. La molécula número k tendrá una su 

ma de estados Z
k 
	Si designamos a la energía total del sistema 

y a la energía de la molécula k por H y Hk  respectivamente, enton 

ces la suma de estados total del sistema es 

Z(0(1 = 
	e-" n_ 	

r
d_ = e 	k 	d_st 

-e" 
1T e 	=1T fe 4a 

Ec‹) = 11  1(4) 
kti k 

(V-3-1) 

az. 1 
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Supondremos que todas las moléculas son iguales (en sus consti-

tuciones atómicas) y tienen el mismo hamiltoniano. 

Entonces 

(0c) = 	(0(1 
	

(V -3 -la) 

donde Zk ( o( ) es la suma de estados de una molécula cualquiera. 

Regresando a la interacción débil (E
int

--*P.0 ), ésta nos da dere 

cho de escribir 

H 	+ Hz  + 143  + + +.. + W N  

N 

.1( 
	 (V-3-2) 

donde procedimos de la misma manera como ya lo hemos hecho para 

la obtención de la ecuación (IV-3-1). Notamos que el hamiltonia-

no H
2 en (IV-3-1) es ahora la suma de hamiltonianos de las N-1 

moléculas "restantes" del gas, de las cuales habíamos hablado más 

arriba en esta sección. 

Fijemos nuestra atención en alguna de las moléculas, digamos la 

molécula número 1 y analizemos su hamiltoniano H
1. Este esta com 

puesto por energía cinética de traslación y energía interna, que 
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describe el movimiento relativo dentro de la molécula y que pue-

de tener componentes de rotación y oscilación. 

Así 

Pe
z 

H - 	+ H -e 	2 m 	Interna 
(V-3-3) 

Como en general 

f
_ocH r _.414 +mbi 	r —xHb  

e dans = j e 	=fe 	clIti e eta = Zeta 

podemos escribir en analogía a (V-3-3) 

-- — 	Zo frasLicus • 	hitc.4 (V-3-4) 

Ya que desconocemos la forma H
interna 

y Z1.AR interna de la 

molécula, calculamos solamente la suma de estados debida al mo-

mentum lineal de la misma. 

Con 

tenemos 

d 	= cl3 xd3p 

le +rad, 	fct"( 43P e  
mom. 

= V (2 kT) 

-o< P-t/2rn 

(V-3-5) 
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donde V es el volúmen total del gas y "m" es la masa de una 

molécula. Nos tenemos que dar cuenta de que no aparece absolu- 

tamente el número de moléculas N en (V-3-5), pues estamos traba 

jando aún en el espacio fásico de 1 molécula. Según (V-3-la) y 

(V-3-4) 

(09 = V N  (Z Tern 14T ) "hm  • Zrrnierna  

Con esto la energía libre F es igual a 

F = - á  eo, Z(CL) = —kTN 4,[vori-rn (4-03/2- 7 (V-3-6) 

Nuevamente el argumento del logaritmo posee una dimensión y la 

energía libre por partícula 

FIN  

no es una función homogénea de grado 1, e.d. no es una cantidad 

intensiva (debido al volúmen V en el argumento). Esto lo corre-

gimos con el método conocido 

do rr. 	N 111 F 
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donde F es el número total de grados de libertad de las N 

moléculas y viene dado por 

F: = N ( 3 	-11- 
1' 

grados de lib. 
de traslación. 

 

 

grados de lib. 
en la molécula 

Esta corrección de (V-3-6) nos lleva a 

2 \ 
F= 	

/ 
 

4 _43  Y"(2.7rsikT)33/4  • Z:9 
N F  

-11(N 239 [v(ZIrtvikT)3h. Zui.}— N 4.09  N+ N — e.5  F 

3/1  
= — -1— t4 egos  [NO rrnikT) • 	— 4-0 _ 01 N +1 — j--ton  hF  

ot 	 N 

(V-3-(a) 

r v 
= óc N { .49 L Ñ Onlikli

3/z
* link 

 

 

  



Como 

Ñ 
O 5 iF = ai.  p

9 " 
L(31' l+) - 

	9 " 
, 04"fiitt) 

I% 1 41°  h 	N 4'  
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nr F 	N { 405 	(arnkT)M  é h43  (V-3-7) 

Como desconocemos a Z. 	¡ abandonamos el último sumando de 

(V-3-4)y seguiremos calculando para un gar monoatómico 

( $ moléculas) y cada sistema 1 en la figura IV-3-1 será un 

átomo. 

También el penúltimo término en (V-3-7) fue eliminado por ser pe-

queño en comparación a los demás. Aplicaremos ahora las relacio-

nes termodinámicas conocidas 

g(F/T) 
E 	a(1/-r) 

PF 
- ay 

Y a F 
- ari 

donde la primera de ellas se, obtuvo de 

F .= E - TS 



Usándola resulta (sea M = 	1 	) 
T 

	

n 	ni 
E i= 9  [ 	

3 ,10.91 Zirk ..- kN•--2 	)1= PM ti 

M 
M-1 

- 1  = +kW 3 2 	
3 Nk M 

E -= 3  N kT 2 

La presión es 

p = 	av
r 
 kissi 	-1+41  -r  = krt., .1- 

19 V tig N kr 
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(V-3-8) 

(V-3-9) 

Finalmente obtenemos para el potencial químico 

/4  =la — kT gdN  [N '&33Ñ + 11. N 143 (231-htli + N 

T [ 493N—r  + 	+1- 49 (2r2kr )-fr 

▪ — 	
3,yi  149  (vrititT)] 

(V-3-10) 

donde se despreció el sumando "1" nuevamente. 

Nos damos cuenta de que los tres resultados obtenidos coinciden 

con los del ensemble microcanónico. 



V-4 APLICACION SENCILLA DEL ENSEMBLE CANONICO 

Sabemos que la distribución que caracteriza al ensemble 

canónico viene dada por (IV-3-13) 

-"(qi • 
W691,•-• ) 19f) 	= Ce 

donde la constante C representa al factor de normalización 

Z ( oC  ). 

Consideremos un gas monoatómico. Entonces el sistema 1 de 

la figura IV-3-1 consta nuevamente (al igual que en la sección 

V-3) de un átomo. Supongamos que este gas se encuentra en un 

campo de fuerza de energía potencial 9P(x,y,z). Entonces el - 

hamiltoniano de un átomo (e.d. el hamiltoniano de dicho sistema 

1) es 

H = 24m  (T: + 	1,2z )+ hmit) (V-4-1) 

Ya que el volúmen fásico para un átomo viene dado por 

dst. = dp x dry dp.„441%. 	(V-4-2) 
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tenemos la probabilidad de que el punto del espacio fásico 

6-dimensional correspondiente a este átomo se encuentre en el 

diferencial de volúmen (V-4-2) 

Wbx,h,Pe,x,yhtl dpx 4pIcibct%dyd-1 

= C 0113 +p 	) Iftx,y(e)] /kT 1 (V-4-3) 

Si como caso especial nos interesamos en la distribución 

de velocidades pero no en la posición de la partícula, integra- 

mos a (V-4-3) sobre las coordenadas espacialex x,y, z. Esto 

puede parecer curioso, pero la integración espacial nos asegura 

una probabilidad de 1 en cuanto a la posición, en otras pala - 

bras, al "observar" la distribución de velocidad de un conjun-

to de partículas que se encuentren en una región del espacio 

ir = fctxdvit , debo antes estar seguro de que realmente 
se encuentren en V, e.d. de que tengan una probabilidad de 1 de 

encontrarse en él. 

Integrando pues, nos dá 

+1'92+P: 
-hm kT 

tV-4-4) 
414454( W4x)130e)dhicip9 dpb = 
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que es la distribución de velocidades de Maxwell. (V-4-4) es 

la probabilidad de que un átomo tenga un momentum lineal com- 

prendido entre p y p + dp con p = (p 
x  , py, p z) 	y 

dp = dp dp dp . 
x y z 

Si en cambio deseamos averiguar la distribución espacial 

del gas, e.d. la probabilidad de encontrar a un átomo en cierta 

región del espacio dxdydz sometida al campo de fuerza dado ante 

riormente, entonces integramos sobre las velocidades 

V(x,9,z)  

chajel a= c e 	kr  ‘,41)(noly 	(V-4-5) 

En el vaso del campo gravitacional de la tierra 

SP(X) = 149 X 

siendo la dirección de x verticalmente hacia arriba. 

Bajo estas circunstancias, (V-4-5) se convierte en la 

fórmula de altitud barométrica. 



V-5 EL GAS IDEAL EN EL ENSEMBLE GRAN CANONICO 

Según (IV-4-19) tenemos 

PT,V,,u) = — kT V, r) 

donde 

ao 194bi A 	r - H14  
da Cielvvi4)= 	57, e 

o (V-5-1) 

es la función de partición del ensemble gran canónico. Usando 

el hamiltoniano de costumbre para el gas ideal, podemos escri-

bir 
ap 

 :_,,z,  694 4  r 	_ Pa. - 
a z.,e 	—jfe «zni , p  3N , 

x 
314 

o o N! 
-oo 

e 
exidi 4 V 1,4  °I°  e  ?Anda 

dp3M 
N 

_00 

Si integramos los momenta igual como lo hemos hecho en (V-3-5) 

e incertamos la corrección de dimensional con h3  como antes, 

obtenemos 

r. 	e  IP ( 2.7__1:21L; T 3'2 	ta 

N; 

Sean 

(21rniki) Y2  
(V-5-2) A_ 



122 

Y 

e 994  (2 ir kT )3/1/4 3  (V-5-3) 

La función de partición tiene ahora la nueva apariencia 

	

oo 	
t4 

(T;Vit= 	1"  N? 

	

= 4 	ZY 4.  (eV)a+  

	

j" 	1! 	2: 

e.d. 

z-_-.(rI vvit)= e 
	

(V-5-4) 

Según (1V-4-18) tenemos 
z 	t 	

( 2v) kT N =— 

	

	

214 -a/t4 

4 	( e" 	4 
N= d/44 	 94. v 	oc 

N= 

V*"Tcr V ) 

(V-5-5) 

Por otro lado tenemos que 

-,), =. - kTrAl„ 21 = wrzy 

Si combinamos esto con (V-5-5), llegamos a la ecuación tér-

mica de estado del gas ideal, 

,V = kTzV= N kis (V-5-6) 
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Al combinar (V-5-6) con (V-5-3), obtenemos inmediatamente 

una expresión para el potencial químico, 

,Niki) 
e  

kT 	 )k3 
e.d. 

AlkT 
e 

o 

 

Al  
kt

.:. £03  (, ex3) (V -5 -7) 

Una observación muy interesante es que "z" definida en 

(V-5-3) es igual a la densidad en el caso del gas ideal. 

Seguimos para obtener la entropla. Con (IV-4-16) tene-

mos que 

S = — 	(39 = 	(k"-109 S) j.7: (kT :CV) 

5= kV(.1) 	"÷-18) 

Con N= vi y (1-5_7) 

S = ki4 (1/2  — 43[V13]) (V-5-8) 

Esta ecuación de entropla es equivalente a las correspondien- 

tes para los ensembles microcanónico y gran canónico excepto 

a términos con log N. 



V-6 EL GAS NO IDEAL 

Consideremos un sistema de N moléculas que interactúan en-

tre sí, encerrados en un recipiente de vollmen V y asumamos la 

siguiente forma de H: 

H(7"11") = 
N 	a 
z P1 17; 	v(1it N) 
tal 

(V-6-1) 

Las posiciones y los momenta estan ahora dados en forma vecto - 

rial significando 	(1°)= v(7„-it2  • -• irN) 	• Vemos que 

ahora estamos suponiendo una interacción entre las moléculas - 

del gas con lo que la energía total se compone de energía ciné-

tica más la energía potencial que tiene cada molécula con respec 

to a las N-1 restantes. 

Debido al teorema de equipartición generalizado (ver apén-

dice B.2), encontramos que 

N 

E .4y.,21-1._ aH  
1=1 	aX• 	,../L a 	Ez-7=31sini (v-6-2) azz 



125 

o, lo que es equivalente 

= 

N 

< 1-"t •
ay   > — 

Ir-1 	are 

<v-̀c > --= 3 N 
C., 

(V-6-3) 

donde la relación 

91-1 	917  
9-11 3? 

es una ecuación de movimiento de Hamilton. A (V-6-3) se le 

llama teorema de Virial en mecánica estadística. 

Deduciremos ahora una expresión general para la ecuación 

de estado de un fluido homogéneo. Antes que nada partimos el 

potencial en (V-6-1) en dos partes 

== vint(-7") + II'pare'104) 
	

(V-6-4) 

donde Ü y 17 
int 	pared 

corresponden a la interacción in- 

termolecular e interacción pared-molécula respectivamente. 



N 

<7. •• 	Vare  ,  
-a 

L=1  prc  pa 
pared (V-6-6) 
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Reescribiendo a (V-6-3) 

N — 
I, • a II, a 	, parea > 	3Nki- 

í=1 

1-4 
< Y. — > ar. Vín (V-6-5) 

Pero 
	

alIpa red / 
	

es la fuerza ejercida por la molécula 

i sobre la pared cuando ésta se encuentra próxima a ella (des-

cartamos la posibilidad de interacciones pared-molécula de lar 

go alcance). El promedio total de esta fuerza, acumulada so- 

bre todas las moléculas, actúa perpendicularmente sobre cada - 

elemento de superficie dA de la pared del recipiente y es igual 

a pdA, donde p es la presión. Por esto podemos escribir la 

equivalencia 

donde 	está dirigida normalmente hacia afuera de la pa- 

red. Para un fluido homogéneo, p es una constante en cada pun 

to dentro del fluido (e.d. si no existen campos de fuerza 
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gravitacionales, eléctricos, etc.). Esto nos permite sacar a 

p fuera de la integral de (V-6-6) y aplicar el teorema de Gauss 

para transformar la integral cerrada de superficie en una de vo 

limen: 

p 	ciff = 

Paketi 

3 p-v 

Si combinamos este resultado con (V-6-5) se tiene que 

p-kr = N kT — -1- < St  • 9 	> 
3 i=1 	

ti tvit 
(V-6-7) 

para el gas ideal Ifínt = O y recobramos el resultado bien 

conocido 13V ra N kr 	. Para un gas real, el segundo miem 

bro puede aumentar o disminuir la presión con respecto a 

dependiendo de la predominancia de fuerzas intermoleculares re 

pulsivas o atractivas en el gas. 

í N La energía potencial 11. Ity ) se puede expresar en su tInt 

forma más general por medio de una serie 

N 	 14 

U NI N  st 	liern zz 	 41"(1"-- 1-* -1" • ) n} 	 U) 	 ti ) kW) k t  
í< 	 i<jck  

w • * 
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en la que los términos sucesivos son la suma de potenciales 

de dos cuerpos, potenciales de tres cuerpos, etc. Actualmente 

el primer término es el dominante y todos los siguientes repre-

sentan correcciones para la no exacta aditividad de potenciales 

de dos cuerpos. Sin embargo no tomaremos en cuenta estas correo 

ciones y escribimos 

N 

ifístt 	) a Z 	ruetu) 
t 

(V-6-8) 

El potencial de "pareja" iler) es representado esquemáticamen 

te en la figura V-6-1. 	"bl(/-) es eminentemente positivo a 

distancias intermoleculares pequeñas, negativo a distancias in-

termedias y luego decae a cero. Para dos átomos de argón, el - 
-14 

1 • 10 	(e.d. valor mínimo de 1471 es aproximadamente 1/  

alrededor de 120 veces la constante de Boltzmann) y la distan- 

cia correspondiente a 	= O es mas o menos 

Es claro que estas interacciones tienen su origen en la me-

cánica cuántica. La parte negativa de 14(T) proviene de las - 

fuerzas atractivas de dispersión de London, las que tienden asimp 

-6 
tóticamente a cero con Í 	, mientras que la parte positiva se 

debe a fuertes efectos repulsivos de intercambio de parejas de - 

electrones cuando los dos átomos o moléculas se encuentran a cor 

ta distancia entre si. 



u(riz  ) 

figura V-6-1  

Representación esquemática de 
01('4(79 

U (IV , e 	5(-1-) 
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ra T baja 

a T alta 

e 
_omerl 

A 

=e 
_ cit Ited 

—1 

temperatu 

temperatu 

1 

o 

o 

1 

f6') 
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Tomando a 
eircen 
	estrictamente con suma de potencia- 

les de dos cuerpos dada en (V-6-8), podemos escribir al segun-

do miembro de (V-6-7) como 

tki 

<
I, 	

> 	< 74.  • eumj) > a *3 

N N 
—I.  <  irc  t 

Zisi  ZNI
t a ter 	ar •-- . -11.4(i) 

ít5 
(V-6-9) 

Recordemos que las derivadas 

Y 
a fu (-f-cp 

   

a?. 

representan fuerzas entre las dos moléculas (ver fig.V-6-2) 

y que la fuerza total entre éstas depende solamente de la 
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distancia rii  , podemos escribir 

N N 
4 Z E <-rís 	> • alitni 	Z art 	ij 

figura V-6-2  

Ya que todas las moléculas son equivalentes, podemos modificar 

la doble sumatoria. Para una i fija, j puede tener N-1 va- 

lores diferentes. Como esto ocurre N veces para la i, tenemos 

N 

21:‹:t • 	1> == 	N(N-1) <-r- lfer ) > 
ti 	r- vaInt 	2 	 -rz 	iz 
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Es interesante hacer notar que 1 N(N-1) es el número de 
2 

diferentes parejas de partículas que podemos formar con un to-

tal de N partículas. 

Si sustituimos el último resultado en (V-6-7) obtenemos 

= N kT - -¿e N (14 1.) <1-12 	> 	(V-6-10) 
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Procedemos ahora a evaluar < /'12. 'U 112);› para un gas ho-

mogéneo diluido. La probabilidad de encontrar la molécula 1 en 

el elemento de volúmen dr1  es obviamente dri/V, donde V es el 

volúmen total del gas. Si las moléculas no interactuarian (como 

en el caso de un gas ideal), entonces la probabilidad de encon-. 

trar las moléculas 1 y 2 simultáneamente en los volúmenes dri  Y 

dr
2 
respectivamente seria simplemente 

(" V 	V ) 
(V-6-11) 

Esto también es casi válido para un gas diluido, excepto cuando 

dos moléculas se acercan demasiado e interactúan mutuamente. 

Sin embargo, esta interacción a corta distancia se puede remediar 

matemáticamente introduciendo el factor de Boltzmann 

— d u(-r1 
e 

cuya forma gráfica se muestra en la figura V-6-1. La probabili-

dad (V-6-11) "corregida" es entonces: 

— o< u (T,1  ) 
	 r 	a • e 
	 (V-6-12) 



4 s 

	- a-alta) 

41•, dr2  e 	11114 era 
ya  

(V-6-13) 
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El promedio de la cantidad <1-11  uta) > es entonces igual a 

-1-1 u
t
(riz) d V 

y 

Si transformamos esto a coordenadas relativas, tenemos 

__wix(42 ) 

4  'di-, f Gtfa  a 11'12 14  el-ni 
Z.  

(V-6-14) 

Debido al corto alcance de comparado con el volú 

men macroscópico V, el resultado de la integración sobre r12  

es independiente de la posición específica de lr 
	

así como 

del volúmen V ( aparte de los efectos de superficie, e.d. en 

las paredes del recipiente), por lo que la integral sobre r12 
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se puede escribir como 

fd 
ufroz ) 

ri1   eitz(tu) 

V 
L 

— Icfriz) 2. frit e 	of lz 
Alma a 

00 
= 4 W 132 e-  1111(1-11)d -r1Z, 

o 

La longitud del recipiente L es equivalente a OOP en cuanto 

a la integración sobre r12  , ya que la fuerza u' (r12)  es de 

todos modos de muy poco alcance. 

La integración sobre 	da un factor V, por lo que podemos 

reescribir a (V-6-14) como 

< -t121/.I(Tm) > = 
4 

oo 

f1 3.11- 712  ru
, 
 Mi) e 

o 

ru(rtz) 
et trz 

 

Una última transformación de esta expresión puede hacerse uti-

lizando integración parcial basada en que 

3 dí e_ovufr, 
= — 

zi7-1 

14_ e< (t) 	• 
— 	— 3 r lie 	- ) 

--oeweti 
-- itnh(11 e •••.. 

•••~M. 

-paveé) 



e. d. 

{ — ccu(ri 	I 
I 

oa 

— 3 	wrz(e 	1.)  
ocuerl 

J 	 j 

el primer miembro del lado derecho se anula en ambos límites. 

Esto nos dá 

00 

< ntifr) 	3 kT 	ti.  ir r  z  (e-celt(t)_ 1) cit  
(V-6-15) 

o 

Si introducimos este resultado en (V-6-10), obtenemos la siguien 

te ecuación de estado para el gas diluido: 

00 

••••• 	 f a  	LITT r(e-oci4CI1- 1) cfr 	(V-6-16) 
O 

donde 	= N/y es la densidad partículas por volémen. Esta 

ecuación también puede escribirse de la forma 

fr.  — 4 	f 3(t) 
	

(V-6-17) 
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00 

o 

o 

kT - 



con 
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23 (r) = 

cc 

— ocum 
— dr f 41.1- 2 (e 

o 

(V-6-18) 

donde B (T) se llama segundo coeficiente virial.  En realidad, 

este coeficiente es el primero de toda una colección de térmi- 

nos provenientes de fuerzas intermoleculares, y es proporcional 

a las potencias crecientes de 	. Aqui solamente tenemos - 

el primero (correspondiente a dos moléculas interaccionando) - 

porque asumimos anteriormente que la distribución de probabili-

dad de dos moléculas 1 y 2 en el espacio era simplemente 

ceufri 
4  	á Te' 	- e 
V 2  (V-6-19) 

A densidades mayores, el factor ext) 1-- °‹1«t11 debe ser 

reemplazado por una función 	9 (t11) dependiente de la densi- 

dad que refleja la correlación espacial dentro del fluido. 

Esta función es actualmente accesible experimentalmente por me-

dio de difracción de rayos-X y neutrones. 
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La dependencia de B(T) de la temperatura es fácilmente 

examinada si consideramos a la gráfica esquemática de la fun-

ción 

- teum 
(,r) = e 	-- 

de la figura V-6-1 para temperaturas bajas y altas. A tempera 

turas T bajas domina la parte negativa de u(r) con lo que B(T) 

será negativa para esta región según (V-6-18). 	A temperatu- 

ras altas la situación es inversa. Esto implica la existencia 

de una cierta temperatura (llamada punto de Boyle) para la cual 

B(T) = O (véase figura V-6-2). 

figura V-6-2 

Representación esquemática de B(T). 
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La medición experimental de B(T) sobre un gran rango de 

temperaturas provee importante información sobre las fuerzas in- 

termoleculares. Una calculación exacta de u(r) usando la mecáni 

ca cuántica esta todavía fuera de cuestión excepto para los áto-

mos o moléculas simples como He o H
2 
. Una noción exacta de 

B(T) para todas las temperaturas permitirla una determinación de 

u(r). Sin embargo, el experimento fracaza en muchas situaciones 

lo que trae consigo por ejemplo 

a) La imposibilidad de medición de B(T) a una temperatura 

T apreciablemente debajo del punto triple debido a la 

baja presión de vapor, 

b) La ionización de átomos y moléculas a altas temperatu-

ras, 

c) Inexactitudes experimentales en general. 

El camino práctico de proceder es el de inventarse una plau 

sible forma analítica de u(r) que involucra algunos parámetros - 

(e.d. 2 o 3 ) y deducir sus valores de datos experimentales. 

En este aspecto, el potencial "6-12" de Lennard - Jones es 	el 

usado más frecuentemente 
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í T.\ 12 	
G-) '1 net) 	i-1- e le cRI (V-6-20) 

Involucra dos parámetros ajustables que son E y Gr que co- 

rresponden respectivamente a la profundidad de u(r) en su mínimo 

y al punto u ( ir ) = O (ver figura V-6-1). 

Otra sospecha que ha surgido en años recientes es que B(T) no es 

muy sensitivo a la forma detallada de u(r) y que se necesita por 

lo tanto información suplementaria. Esta se puede obtener de - 

los coeficientes de transporte de gases diluidos (difusión, vis- 

cosidad, conductividad térmica) y de propiedades cristalinas 

(con la reserva de que en este caso no está conocida la exacta - 

importancia de la no-aditividad de interacciones de dos cuerpos 

y cuerpos múltiples. 

Por último vale mencionar la condición de existencia de la 

integral que define a B(T) (ecuación(V-6-18)). Esta integral so 

lamente existe cuando 

.47,411.4. 44.(191-3  :T.= 0 
	

(V-6-21) 

1"-÷ ao 
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lo que satisfacen todos átomos y todas moléculas neutrales, ya 

que las fuerzas de dispersión de Londen decaen a cero con r -6 

a grandes distancias. Para gases ionizados sin embargo, la 

condición (V-6-21) es violada y B(T) diverge. Esto significa 

que una simple expansión en serie de la ecuación de estado en 

potencias enteras de Si 	no esta permitida en casos así; más 

aún, una suposición de la forma (V-6-19) nunca es válida, inclu 

so para sistemas muy diluidos, debido a las interacciones de 

r-1 . largo alcance del orden de 



VI CONCLUSIONES 

1) El teorema de Liouville, a partir del cual construimos 

toda la mecánica estadística, resiste a la evaluación 

final por conducirnos a resultados que coinciden con 

los ya existentes en termodinámica clásica y verifica-

dos experimentalmente. 

2) Los tres diferentes métodos (ensembles) de computar las 

propiedades termodinámicas de una determinada situación 

de materia en equilibrio, apuntan todos a los mismos re-

sultados para sistemas muy grandes. Por lo tanto, el 

criterio por seguir para escoger un cierto ensemble no 

es de realidad física sino de simplicidad. Así por ejem 

plo, el cálculo de sumas de estado en los ensembles ca- 

nónico y gran canónico es mucho más fácil de ejecutar que 

el del volumen fásico para el ensemble microcanónico. 

3) La teoría de los ensembles nos proporciona un método pa 

ra la obtención de funciónes estacionarias de distribu-

ción (o funciónes de partición) que son necesarias para 

la descripción física de sistemas en equilibrio termodi-

námico. 

4) Lbs cantidades termodinámicas obtenidas de la teoría de 

ensembles son promedios sobre cantidades microscópicas 

del sistema termodinámico. 
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5) La mecánica estadística permite investigar la natura-

leza de la interacción molecular en fluidos puesto que 

si asumimos un potencial de interacción, podemos calcu-

lar propiedades macroscópicas medibles , las cuales, com 

paradas con el experimento, dan las correcciones nece-

sarias para el potencial de salida. 



APENDICE A.1 

  

Prueba de la relación 

stf.92-(EM) 
sUe-E0(5E- 1-4 cLa 

S()(e-H)GISL 

Sabemos que por definición, 

s Leol 52-( E  'X)) -I  
_12.(elx) 

(A.1-1) 
IL(E-pt) 

Consideraremos primero al numerador de (A.1-1) 

a ( S n(E)7 ) = sict..atall))1, E -te 	 Al) 5 

a ( 	 r 
=— je(E-i- )an, CE+ —)e(-H)Gt 1. gX PE 

= 	et-E- Hu_sasE + 	(1-14) Gt 8', 

pero 

y 

2  e (E-H) = &(E-14) 'PE 

9  49(a-H)= ME- H)( P-X 

 

pues H = H ( h) 

 

Luego 

= S(E-H)sEa_a +1S(a-4(t-1) S\GISL 

= TVE-141SE 1-14-01)cln_. 

Sustituimos esto en (A.1-1) para obtener el resultado deseado. 



APENDICE A,2 

Desarrollo de la ecuación (1V-2-19). 

Partimos de (IV-2-13) 

PH 
,f SH•dst. 	 ?da va 	etx 

Como el SI no se ve afectado por la integración, 

S(*) 	=-- 

s  LE7EN) ) 	= 

También 	(A) (E) es constante, con lo que 

aw) 
(E-H) d.s1 = Co(E) A al 

(A.2-1) 

Consideremos a 

an = (11®(E-i-)dn 
J PIX 

as41 
iS(E-H)( 

 

(A.2-2) 

  

y sustituyendo a (A.2-2) en (A.2.1) obtenemos 

9.11 -w (EU. 
9 'X 

(A.2-3) 



Derivamos ahora a la entropia (IV-2.17) con respecto a 

A {k 49  _CL (E)  1). 	k XL ( 	k 4  ( 	- 
• E -›4 	-C2, a  X 

= k• ±1-63 (E) A. = k 	- 

2— (E,I)= 4  a \ 
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APRENDICE B.J. INTEGRAL DE CONVOLUCION  

Sean ,474(%5 y 472.(%) dos funciones contónuas definidas para 

X?..• O • Entonces la función <13(x) definida por 

	

T3( x1 
	

‘91(4) fz()(--E) d+ 
	

(B.1-1) 

o 

se llama la "convolución" de estas dos funciones. 

	

La función 	ce3  (x) esta definida para 	X at.0 y también 

es continua. Si en vez de t introducimos una nueva variable de 

integración 	= x - t, entonces podemos escribir 

'930x1= S te, (x t per  jer) d 
	

(B.1-2) 

o 

La convolución de las dos funciones 
	
li(x) y Lez  (x) se iden- 

tifica por 

e 3 (X) = 	(x) 4f cP2(xj 
	

(B.1-3) 
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De (B.1-1) y (B.1-2) resulta inmediatamente que 

(12 T-1 = (ei 	'ea 

Como recordatorio, la transformada de Laplace de la función 

99  (x) viene dada por 

CO 

:{(9060j= ke(s) = f e -51  ((NI dx 
o 

(B.1-4) 

Supongamos que (B.1-4) es aplicable a las funciones 	91(x) y 

(ez  (x) y que las integrales correspondientes convergen en el 

semiplano x > O. Entonces la transformada de (73  (x) formada 

según (B.1-4) también converge en dicho semiplano y es válida - 

la relación 

:effr, 11 1,21= :el" 	hz} 
	

(B.1-5) 

e.d. la convolución en el ámbito de las funciones 	Al  (x) equi 

vale al producto corriente en el ámbito de las funciones trans- 

formadas 	 aJ 

(el») = 	e
-Sx 

`Pk (x)dx 
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La demostración es como sigue: Formemos el producto del lado 

derecho de (B.1-5), que es 

OD 	 CO 

jr --Su 
e 	(u) du • 	e Saya(?)  d-o.  

o 

Las variables de integración son u y v. (B.1-6) se deja repre- 

sentar como integral doble covergente sobre el primer cuadrante 

del plano u-v 

- 	 „ 
e 	ctu • 	e 	'ft(?) 	= 

o o 

(B.1-6) 

• 

- 504+ ir) 
e 	04) 1,(v) 	c 1 -u- 	(B.1-7) 

En el integral doble obtenido sustituimos las nuevas variables 

de integración 

x= + 

con las que llegamos a las relaciones 

dv= dt  di 



La integral doble (B.1-7) se vuelve 
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SS 

-sx 
e 
	

N-fi <fi (f) cit d x (B.1-8) 

B 

Los intervalor de integración de las viejas variables estaban 

definidos por las desigualdades 

14 1'. O 
	

O 

y los intervalos de integración correspondientes a las nuevas 

variables de integración son 

t et o 	 -t o 

La relación X 	quiere decir que la región de integración 

es aquella parte B del primer cuadrante del plano t-x que se - 

encuentra encima del bisector t = x. Por lo tanto, el límite 

superior de la integral sobre t debe "adaptarse" a la integración 

sobre x. Así 

00 

-SX 
e. 

iC 

f 	t) cejt) dt dx 
o 
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o 	
Oo 

ir 	-sx 
e 	ce3 (x) dx 

o 

con lo que queda demostrada la relación (B.1-5). 



APÉNDICE B.2 	TEOREMA DE EQUIPARTICION 

Existe un caso, en el cual podemos realmente calcular el 

promedio sobre el ensemble microcanónico, y es para la cantidad 

Pi 
gly api 	 Sabemos que dicho promedio tiene la forma 

  

f f l'• da. - 

 

f UE-H)án 
< f > = f 

 

 

SCE H) dSL 
r

- 

Usando (IV-2-10) y (IV-2-12) también podemos escribir 

<5> 

E 

ocitE f f(1)---)Ps)dqi—ciPf 

 

W(E) (B.2-1) 

Para f = bl. 21-1/ 01  , obtenemos por integración parcial con r 

respecto a pi_  (manteniendo constante las (2F-1) variables res- 

tantes) 

r,,, 9H 	r2( 	A 	r  
ap, 

j  
LAN = nvi vri 1- ) 	Hetini  

(B.2.2) 

La primera integral del lado derecho se calcula a lo largo de 

una paralela al eje pi_  (para valores fijos de p2,p3, ...,qf), 
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todo el tiempo que ésta se encuentra dentro del volúmen del - 

espacio I" 	limitado por la superficie H = E. 

Si los valores de pl  en los puntos de intersección de dicha pa-

ralela con el hiperplano H = E los designamos por pl y  pl 

entonces H tendrá el valor E en estos lugares, por lo que po-

demos finalmente evaluar la integral y (B.2-2) se vuelve 

dio,- di, 

E f 	pn dp2 --- chi f f 	clqf 

El integrando de la primera integral del lado derecho represen-

ta el vol-amen de un "tubo" de longitud p;  - p; y del "area de 

sección" dp2  dp3 	dqf  (ver figura B.2-1). 

Dicho volúmen lo representaremos por Ji para obtener 
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A esta expresión la tenemos que derivar con respecto a E según 

la fórmula de promedios. Con 

E 

d A 	( E -C1.(E)) = 
d J H  alas' des 	dE 

o 
tenemos 

E co(E) 

011114V; dPi 
dE  
dE 	d E 

ct  = 	+ E a.  — E Cu(E)= 

+ E w(E) — Et(E) = 

= Sl_ 

Figura B.2-1  

el voldmen fásico 
representado por 

fe- f(p;-pl)dpz•-• ciqf 
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Sustituyendo este resultado en (B.2.1) llegamos a que 

H 	 jE)  p, 	= cd(E) 

Todo el procedimiento anterior 

4 
d 409 

(B.2-3) -2-  
d e 

es válido para cualquier P3  y q 

por lo que el resultado general es 

	

<h  214 	 1-1 	4  

	

apj 	< n an.
E 

— 
(B.2-4) 

Esto significa que los 2f = 6N valores promedios son todos igua- 

les. Esto es el teorema de equipartición. Una consecuencia de 

(B.2-3) es el teorema del Virial. 

Para llegar a él, sustituimos a (IV-2-16) en (B.203) y sumamos 

sobre los f = 3N valores de q que posee el sistema de N 

partículas 

ow 2H  > n S kT 	 (B.2-5) 

j=1 14 Ni 
Si las variables ql, 	qf  significan las coordenadas cartesia- 

nas 1'1'1 zl, ---/x
N
,y

N
,z

N  de las N partículas, entonces 

la expresión 

PH 
ax, — F„i 	ipxt 
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es la componente x de la fuerza que actúa sobre la partícula 

número 1. Así llegamos a la ecuación (V-6-3) usada en la 

sección V-3): 

N 

— 	< • 11: > = 3 NkT 
J=1 



APÉNDICE B.3 TEOREMA DE EULER 

Definición: Una función de varias variables se llama "función 

homogénea de grado m" en estas variables, cuando la multiplica- 

ción de todas las variables por una cantidad cualquiera "t" es' 

equivalente a multiplicar la función misma por tm, 

Como ejemplo con dos variables independientes tenemos 

= f (t x, +y) = t iNo lj) ) m e 112 	(B.3-1) 

El número "m" también es arbitrario al igual que la "t". 

Es claro que en casos como por ejemplo cuando m = 1/2 

e.d. 	=Yr esto implica una restricción del dominio de t a 

valores positivos. 

Si diferenciamos a (B.3-1) con respecto .a t y aplicamos - 

la regla de la cadena al lado izquierdo, obtenemos la identidad 

x  -TI: 	glx 

Si hacemos t = 1, llegamos al teorema de Euler 

   

+
a S 

dx 	aj 	ni 561a) 
(B.3-2) 



Con 

f tx,ii) = F*(rt)  v) 

se llega a la ecuación (IV-4-7). 
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APENDICE B,4 FORMULA DE STERLING 

La función factorial de N esta definida por 

N! = 	• 3 • 	, • NI 	 (B.4-1) 

Aplicamos logaritmo a (b.4-1) para obtener 

29(N!) = .Coy 1 + 	109  2 + . 	+ -€09 N 
	

(B.4-2) 

A cada sumando del lado derecho de (B.4-2) se le puede interpre- 

tar como el área de una barra vertical de base unitaria. Así, 

	

el sumando #n (1 t51 n 	N ) es una barra de altura log n y de 

base 1 (ver figura B.4- 1). 

log x 

1 2 3 4 5 6 7 

figura B.4-1 
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De esta manera, log (N!) es el área de N barras consecutivas. 

Este área lo podemos aproximar (para grandes N) calculando el 

área debajo de la función log x de x = 1 hasta x = N, e.d. 

239(w)a.- f geo x cbc 
o 

••••• 
••••• 

se 6 t -for(—)c)1 = N tos N— N 
o  

.-eo3 N! = N (-43  N— 1) paria N'ol 

(B.4-3) 
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De esta manera, log (N!) es el área de N barras consecutivas. 

Este área lo podemos aproximar (para grandes N) calculando el 

área debajo de la función log x de x = 1 hasta x = N, e.d. 

N 

-to9(N!) 	-t X d X = 

o 

N 

o 
= L 

".03 N! = N (-43  N — 1) paro( N ›, 1 
(B.4-3) 
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