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Prefacio

La elaboracion del siguiente trabajo surgi6 del interés en profundizar en el area de aplicaciones

de modelos matematicos para el analisis econémico, ya que a lo largo de la carrera no he tenido la
oportunidad de estudiar muchas formas en las cuales se puede aplicar la matematica en economia y,
sin embargo, el poco acercamiento que he tenido me hace considerar que la economia es uno de los
pilares més influyentes en la forma en que se desarrolla una sociedad, y que, ademas, la economia
es una aplicacion directa de las matematicas y, por ende, regida por esta.
La idea surgi6 a través de lecturas en linea, interés por las clases en la Universidad en las cuales
estudiamos finanzas o economia; en algunas charlas con el Lic. Carias en cuanto a la influencia de la
economia en nuestra sociedad, sobre todo en un pais como Guatemala. Agradezco al Lic. Carias por
sus aseorias en la delimitaciéon del presente y la confianza que deposité en mi durante la elaboracién
de este.

111



Agradecimientos

A mi familia por siempre exhortarme a que me gustaran las matemaéticas, y a todos mis profesores
por inspirarme a seguir aprendiendo.

v



Indice

Prefacio 111
Agradecimientos v
Lista de figuras VII
Resumen VIII
1. Introduccién 1
2. Objetivos 2
2.1. Objetivos generales . . . . . . . . .. 2
2.2. Objetivos especificos . . . . . . . . . . L 2
3. Justificaciéon 3
4. Teoria de grafos y relaciones 4
4.1. Grafos . . . . . 4
42. Gradodeun grafo . . . . . .. .. )
4.3. Grafosdeinterés. . . . . . .. .. )
4.4. Representacionesdeun grafo. . . ... ... ... ... L oL 7
4.5. Coloracion de vértices de ungrafo . ... ... ... ... ... ... 7
4.6. Conexidad en grafos . . . .. . .. ... .. 8
4.7. Algunos conceptos basicos sobre relaciones . . . .. ... ..o 12
5. Modelacion de redes complejas por la teoria de grafos 14
5.1. Redes complejas . . . . . . . . . .. 14
5.2. Conceptos basicos y algunos indicadores estructurales de un grafo en redes
complejas . . . .. 15
5.3. Algunas modelaciones existentes . . . . . . . ... ... ... L. 17
6. Topologia 20
6.1. Espacios topologicos . . . . . . . .. . 20
6.2. Subespacios . . . . . .. ... e 24
6.3. Continuidad . . . . . . . . ... 24
6.4. Conexidad . . . . . . . . . .. 25
6.5. Redes y filtros . . . . . . . . . . L 27
6.6. Axiomas de Kuratowski . . . . .. ... ... .. ... o L. 28



7. Pretopologia

7.1. Espacios pretopologicos . . .

7.2. Espacios pretopolégicosde de tipov. . . . . .. ..o
7.3. Espacios pretopolégicos de de tipovp . . . . . . ..o
7.4. Espacios pretopolégicosde de tipowvs . . . . . . ... oL

7.5. Espacios topolbégicos . . . ..
7.6. Continuidad . . . . . .. .. ..
7.7. Conexidad . . . . ... ... ..

7.8. Relaciones y pseudoclausura

8. Una aplicacion interesante: El modelo insumo-producto
8.1. Modelaciéon de redes complejas mediante la pretopologia . . . . . . . ... ... ...
8.2. Algunos indicadores estructurales en pretopologfa . . . . . . . .. ... ... ... ..
8.2.1. Coeficiente de pseudoclausura y pseudointerior . . . . . . .. ... ... ...

8.2.2. Indicadores de cercania

8.2.3. Grado de correlacion y funcién de asortatividad . . . . . . ... ... L.

8.3. El modelo insumo-producto

8.3.1. Relaciones de influencia en el modelo insumo-producto . . . . . . .. ... ..

9. Conclusiones
10.Bibliografia

11.Anexos

VI

30
30
34
36
38
39
39
40
42

46
46
47
47
47
48
48
o1

52

53

54



Lista de figuras

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.
4.10.
4.11.
4.12.

5.1.
5.2.
5.3.

7.1.
7.2.
7.3.
7.4.
7.5.

Ejemplo de un grafo no dirigido y un grafo dirigido . . . . . .. ... ... ... ...
Ejemplode grafo Ky y K5 . . . . . . o o o 0 i
Ejemplo (en rojo) deuna clica . . . . ... .. .. Lo L
Grafo y su matriz de adyacencia . . . . . .. ...
Grafo y su matriz de incidencia . . . . . . ... .. oL oL
Coloracion del grafo no dirigido de la Figura 1 . . . . . . . ... .. ... ... ...
L Qué grafos son eulerianos? . . . . ... oL oL

Ejemplo de un grafo conexo y un grafo disconexo . . . . . . . ... ... ... ....
Ejemplo de las componentes fuertemente conexas de un grafo . . . . . ... ... ..
Ejemplo de las componentes débilmente conexas de un grafo . . . . . . ... ... ..
Ejemplo de un conjunto hiperconexo, removiendo el conjunto de corte minimo {3} .

Ejemplo de diferentes coeficientes de agrupamiento para el punto celeste de los grafos
Ejemplo para calcular el grado de asortatividadde¢ . . . ... .. ... ... ....
Los resultados de Milgram . . . . . . . . ... .. L

Un grafo no dirigido . . . . . . . . . . L
El mismo grafo, pero dirigido . . . . . . . . . ... L
R-interior de A . . . . . L e
R-interior de A . . . . . L
R-interior de A . . . . . L

VII

12

16



Resumen

La topologia estudia propiedades geométricas que se quedan invariantes bajo la aplicacion de
mapeos continuos. Por otro lado, la teoria de grafos busca modelar la vida cotidiana a través de
vértices y nodos para asi resolver problemas con base a relaciones que puedan encontrarse entre los
diferentes vértices. La topologia se expone desde el concepto de abiertos, los axiomas de Kuratowski
parten de conceptualizar la topologia desde un enfoque més intuitivo, que es la cerradura, es mas
facil asociar el concepto de cerradura a nuestra vida cotidiana que el concepto de “abiertos”, pues
intuitivamente no vemos espacios que no contengan a sus puntos limite. Estos axiomas permitieron
el inicio de un estudio mas intuitivo de las redes complejas y, sin embargo, el axioma 4, el que
establece la idempotencia del operador que presenté Kuratowski no se adhiere a la realidad. Las
redes complejas pretenden estudiar, entre otras cosas, fenémenos de la ciencias sociales, tales como
redes de contagio de alguna enfermedad, modelos econémicos u otros, y la propiedad de idempotencia
contradice la idea de que en la realidad los objetos (vértices en una red) pueden acercarse atn mas
bajo el tiempo de estudio, de esto parte el desarrollo de nuevos conceptos para el estudio de redes y
nace la rama de la matemética conocida como la pretopologia. La pretopologia pretende crear una
conexion entre las dos ramas presentadas anteriormente: a través de nociones topolodgicas, grafos
y relaciones se pretende innovar y crear nuevos conceptos con el fin de analizar modelos de redes
complejas utilizando criterios de proximidad y “acercamiento”.

En la primera parte de esta tesis se expondran algunos conceptos béasicos de la teoria de grafos,
asi como ejemplos de modelos de teoria de grafos utilizados para redes complejas y sus deficiencias.
En la segunda parte se expondran las nociones bésicas de topologia hasta llegar a los axiomas de
Kuratowski y se terminara presentando la teoria de Pretopologia y su necesidad dada lo expuesto
en la primera y segunda parte de esta tesis.

VIII



CAPITULO 1

Introduccién

Uno de los principales objetivos del desarrollo de teorias matemaéticas, més all4 del interés mismo
de desarrollar el conocimiento, es encontrar sus aplicaciones. De esta misma forma, quienes necesitan
comprender un fenémeno recurren a menudo a las matemaéticas, en busca del desarrollo de una, o
varias, teorias que les permitan comprender y estudiar el fen6meno que se les presenta.

El estudio de redes complejas encuentra su importancia en el anélisis de modelos de la realidad.
Pero, jqué es un sistema de redes complejas? Un sistema de redes complejas puede definirse como
un modelo de interaccion entre varias entidades cuyo comportamiento global no puede definirse
siguiendo los comportamientos individuales, de donde nace la necesidad de propiedades de estudio. El
enfoque de la pretopologia en redes complejas reconoce su importancia en su adherencia y coherencia
a la realidad, pues muchos fenémenos no se representan de forma continua, pero tampoco basta con
modelos de redes simples, ya que la realidad no es simple y, en la mayoria de casos, es necesario
estudiar conjuntos "grandes"de elementos. Dia a dia, nos enfrentamos a fenémenos que pueden ser
modelados a través de redes complejas. De forma habitual se recurre a la teoria de grafos para el
estudio de redes complejas, sin embargo, como se podré ver a lo largo de este trabajo, esta teoria
tiene sus limitaciones.

. Qué hacer desde un punto de vista matemético? En las mateméticas es interesante ver las
conexiones entre las diferentes teorfas y como estas pueden innovar la forma en que estudiamos los
problemas a los que nos enfrentamos. Es a partir de esta linea de pensamiento que se encuentra el
punto en comiin entre la topologia y el estudio de redes complejas: a través de la pretopologia.

El entendimiento de las diferentes dreas matemaéticas que componen el area general de estudio
es necesario, tanto para el desarrollo del conocimiento, como para un mejor entendimiento del tema
principal. El transfondo es necesario para comprender el objetivo al que se quiere llegar. Es por eso
que en este trabajo se desarrollard en primera instancia, la teoria de grafos y su aplicaciéon en redes
complejas. Luego el tema de topologia, del cual nace el desarrollo de la pretopologia, tema que se
presentara en la tercera parate de esta tesis. Y, por ultimo, la modelacién de redes complejas en
pretopologia; los conceptos que se repiten segin la teoria de grafos y un ejemplo de esto: el modelo
insumo-producto.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivos generales

i Estudiar las propiedades topologicas desde el enfoque de pretopologia.

ii Exponer el concepto de redes complejas y su importancia como aplicacién matemaética.

2.2. Objetivos especificos

i Estudiar el concepto de conexién en la pretopologia.
ii Explicitar como diferentes enfoques matematicos permiten el mismo estudio.

iii Mostrar aplicaciones de la pretopologia en economia utilizando el ejemplo del modelo Insumo-
Producto.



CAPITULO 3

Justificacién

Habitualmente, se recurre a la utilizacién de grafos para modelar redes de informacién y asi
resolver problemas de la vida cotidiana y también analizar data con diversos objetivos, desde el area
de mercadeo hasta la toma de decisiones administrativas, a estudios sociales o econémicos de un
pais. La pretopologia encuentra su utilidad en estudios de redes complejas pues permite modelar
diferentes fenémenos en un mismo conjunto de estudio. En esta tesis se presentara una aplicacion
de la pretopologia en economia, mediante el uso de redes complejas.



CAPITULO 4

Teoria de grafos y relaciones

4.1. Grafos

Definiciéon 4.1.1. Un grafo (no dirigido) es el par ordenado (V, E) donde V = {v1,va,...,vn}
es un conjunto contable no vacio de elementos denominados vértices y E = {ej,es,...,e;} es un
subconjunto, que puede ser vacio, del producto cartesiano V x V', cuyos elementos se denominan
arcos. El arco e = [v;,v;] describe al arco entre los vértices v; y v;.

Definicion 4.1.2. Un grafo dirigido es aquel en donde los arcos tienen una direcciéon. Conven-
cionalmente se utiliza el nombre U para el conjunto de arcos y se describe al elemento u = (v;,v;)
como el arco que va de v; a v;

NOTA:
El arco (v;,v;) # (v;,v;) en el caso de grafos dirigidos y por eso se utiliza una notacion diferente a
la utilizada en grafos no dirigidos.

Grafo no dirigido Grafo dirigido

Figura 4.1: Ejemplo de un grafo no dirigido y un grafo dirigido

NOTA:
Sea G = (V, E) un grafo no dirigido.

- G es un multigrafo si existen diferentes arcos entre dos pares de vértices.
Para grafos dirigidos se denomina multigrafo dirigido al concepto homologo.



- Se denomina bucle a un arco que va de un vértice a si mismo.
- Un grafo sin blucles y que no es un multigrafo se dice grafo simple.

4.2. Grado de un grafo

Definicion 4.2.1. En un grafo dos vértices son adyacentes si estdn unidos por un arco.
Dos arcos son adyacentes si tienen un vértice extremo en comun.

Ejemplo: En el grafo no dirigido que se muestra en la Figura 4.1. se tienen los siguientes ejemplos:
- Los vértices A y C son adyacentes.
- Los arcos [A,C] y [A, D] son adyacentes.

Definicion 4.2.2. Sea G = (V,U) un grafo dirigido y v € V:

i) El semi-grado exterior o grado de salida de v,d" (v) es el nimero de arcos que tienen a
v como vértice extremo inicial.

ii) El semi-grado interior o grado de entrada de v,d ™~ (v) es el namero de arcos que tienen
a v como vértice extremo final.

iii) El grado de v,d(v) = d*(v) + d~(v). En un grafo no dirigido es simplemente el ntimero de
arcos que tocan al vértice v.

Ejemplo: En el grafo dirigido de la Figura 4.1. se tienen los siguientes ejemplos:
1)dt(A) =1
i) d=(A) =2
iii) d(A) =dt(A)+d (A)=1+2=3

NOTA:
Se puede definir el grado con base al conjuntos de nodos.

4.3. Grafos de interés

Definicién 4.3.1. Sea G = (V,U). Entonces se define al grafo complementario G¢ = (V,U°)
tal que los elementos de U cumplen lo siguiente: (v;,v;) € U = (v;,v;) € UC y si (v, v,) € U =
(Vm,vn) € U.

NOTA:
También podemos definir al grafo complementario como aquel cuyos vértices son adyacentes si y
solo si no lo son en el grafo inicial.

Ejemplo: Continuando con la Figura 4.1. Explicitemos el grafo dirigido denotandolo G = (V,U).
Tenemos V' = {A,B,C,D} y U = {(4, B),(C, A), (D, A),(D,C)}. Entonces para un grafo comple-
mentario G = (V, U) se tendria el mismo conjunto V' de vérticesy U = {(A,C), (4, D), (B, A), (B,C),(B, D)}

Definicién 4.3.2. Sea G = (V,U) y U, C U. Entonces se define como grafo parcial al grafo
G, = (V,Up).



NOTA:
Con esta definicién se pueden aislar vértices.

Definicion 4.3.3. Sea G = (V,U) y V; C V. Entonces se define como subgrafo al grafo G, =
(Vs,Us) en donde V' se restringe por la funcion caracteristica de U en Vi, es decir Us = {(z,y) >
(z,y) e UNVy x Vi)

NOTA:
Un subgrafo de un grafo se dice maximal si posee todos los vértices del grafo. Sea S un subcon-
junto de vértices de un grafo G, se denomina subgrafo generado por S de G al subgrafo de G
que tiene a S como conjunto de vértices y por aristas todas aquellas de G cuyos extremos estén en S.

Definicion 4.3.4. Sea G = (V,U) un grafo. Entonces, se dice que G es:
i) reflexivo si Vv; € V' 5 (v, v;) € U.
ii) irreflexivo si Yv; € V'3 (v;,v;) € U.
ili) simétrico si Yv;,v; € V 3 (v;,v;) € U = (vj,v;) € U.
iv) asimétrico si Vv;,v; € V 3 (v5,v;) € U = (vj,v;) € U.
v) antisimétrico si Vv;,v; € V 3 (v;,v;) € U A (v5,v;) € U = vj = v;.
vi) transitivo si Yv;,vj, v, € V 3 (v5,v5) € UA (vj,vr) € U = (v, v5) € U.
vii) completo si Vv;,v; € V 3 (v;,v5) € U = (v;,v;) € U.

NOTA:

1. También se puede definir el grafo completo como el grafo simple en el cual cada par de vértices
estan conectados por un arco. Se representa como K, al grafo completo de n vértices (Figura 4.2.).

2. Una ‘clica’ es un subgrafo de un grafo que es completo (Figura 4.3.).

I
2 @/ \@ 3

© \@—@/

1 1 1 1

Figura 4.2: Ejemplo de grafo Ky y Kj5

Figura 4.3: Ejemplo (en rojo) de una clica



4.4. Representaciones de un grafo

Existen diferentes formas de representar un grafo.
1. Matriz de adyacencia
Para construir la matriz de adyacencia se crea una matriz cuyas columnas y filas representan los
vértices del grafo y las entradas representan si existe un arco entre los vértices.

V2

Vi Vg V3 destino
Uy vy 0 1 1
Vo 1. 4 1

V3 @ g B

- . origen
V3

Figura 4.4: Grafo y su matriz de adyacencia

2. Matriz de incidencia
Para construir la matriz de adyacencia se crea una matriz cuyas columnas representan los arcos y
las filas los vértices. Por cada vértice unido por un arco se asigna uno (1) si el arco sale de dicho
vértice y uno negativo (—1) si el arco entra en dicho vértice y cero (0) si el arco no toca ese vértice.
3. Lista de adyacencia

V2

| UMy Uz Uz Uy arcos
Vi 1 -1 1 0
Va -1 0 1
V3 0 0 -1 -1

vértices

Figura 4.5: Grafo y su matriz de incidencia

Las listas de adyacencia encuentran su interés en el poco uso de memoria que estas requieren para
su representacion computacional. Se define una lista de adyacencia para cada vértice y luego una
lista de listas de adyacencia que representa las adyacencias de cada vértice.

Ejemplo: Para el grafo de las Figuras 4.4. y 4.5. la matriz de adyacencia seria: [[va,v3], [v1,v3]]
en donde la primera sublista corresponde a los arcos que empiezan en el vértice 1 y termina en cada
uno de los vértices de la sublista y asi sucesivamente con cada sublista.

4.5. Coloracion de vértices de un grafo

Definicion 4.5.1. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido, entonces un subconjunto S C V es un
conjunto estable (o simplmente estable) si ningin par de vértices son adjayecetes, i.e., Vi,j €



S=(i,j) € E.

Ejemplo: Si retomamos el grafo no dirigido de la Figura 4.1, un ejemplo de un subconjunto es-
table podria ser S = {[B, C|,[B, D]}.

NOTA:
Es evidente que para conjuntos estables, todos los subconjuntos son estables y por ende tiene senti-
do buscar el cardinal maximo de un conjunto estable (maximal estable); es decir, el subconjunto

estable con el mayor nimero de vértices. A este ntimero se le llama nimero de estabilidad y se
denota a(G).

Definicion 4.5.2. La coloracién de un grafo consiste en colorear todos los vértices de tal forma
que cada par de vértices adyacente no tenga el mismo color. Se dice que un grafo es k-coloreable si
se puede colorear de forma que se usen k colores para hacerlo.

NOTA:
El ntimero k mas pequeno para el cual un grafo G es k-coloreable se denomina el nimero croméa-
tico del grafo, denotado v(G), se define como el nimero minimo de colores necesarios para colorear
los vértices de G.Una k-coloracion de los vértices es una particion (Si,.Ss, ..., Sk) del conjunto de
vértices en k subconjuntos estables.

Ejemplo:
El siguiente grafo es 3-coloreable.

&) D

Figura 4.6: Coloracion del grafo no dirigido de la Figura 1

4.6. Conexidad en grafos

Definicion 4.6.1. Sea GG un grafo no dirigido, entonces un camino es una secuencia de vértices
tales que existe un arco entre cada vértice y el siguiente y no se repiten arcos. El mismo concepto se
aplica a grafos dirigidos y se denomina camino dirigido. Se llama camino cerrado a un camino
cuyas extremidades coinciden.

NOTA:
1. Un camino es simple si no se repiten vértices. Un camino es un ciclo si es simple y cerrado.



Definicion 4.6.2. Un camino se dice camino euleriano si contiene a todos los arcos, apareciendo
cada uno de los arcos exactamente una vez, es decir, pasa por cada vértice solo una vez y es cerrado.
Un grafo que admite dicho camino se denomina grafo euleriano, y sus vértices o tienen grado par
o dos de los vértices tienen grado impar.

Ejemplo:
En la imagen anterior:

/ vz Vi 1 q
- rd " &1 e1 )ez e /// N ez
g v2 VI.: ’ \:
vz 2 (=] 2
(a) (b) (c) (d)
VL \ e1 r2 i
e s \Kﬁ - /
e N ez , e
v:! -~ & N v
v — va
(e) ()

Figura 4.7: ; Qué grafos son eulerianos?

(a) No es Euleriano porque v4 es un vértice aislado.

(b) No lo admite porque cualquier ciclo utilizara la arista e; dos veces.
(c) El grafo es euleriano pues el camino v1—vy—v; es euleriano.

(d) El grafo es euleriano pues v3-v1—vy—vs es euleriano.

(e) No admite ningin camino euleriano.

(

e)
) El grafo es euleriano porque el camino v1—ve—v3—v4—ve—v5—v1 €s un camino euleriano.

f

Definicion 4.6.3. Un camino se dice camino hamiltoniano si es un camino simple que contiene
todos los vértices apareciendo cada uno de ellos exactamente una vez. Un ciclo que, a su vez,
es un camino hamiltoniano se denomina ciclo hamiltoniano, y un grafo que contiene un ciclo
hamiltoniano se denomina grafo hamiltoniano.

NOTA.:
Note que la definicién no exige que se pase por cada arco existente en el grafo.

Ejemplo:

@ ®)

Figura 4.8: ;Qué grafos son hamiltonianos?

En la imagen anterior:
(a) No es un grafo hamiltoniano pues no admite ciclos hamiltonianos:
- Si se inicia en cualquier vértice vj, j # 5 entonces se tiene que pasar por vs dos veces.



- Si se inicia en vs, para luego pasar por todos los vértices igual habria que volver a pasar por vs
y terminar en vs con lo cual se pasaria por vs tres veces.
b) El ciclo hamiltoniano podria ser ej-es-e3-€4.

Definicién 4.6.4. En un grafo, el subconjunto de vértices accesibles dado un vértice se denomina
cerradura transitiva de dicho vértice.

Definicién 4.6.5. En un grafo no dirigido G, dos vértices estan conectados si existe un camino
entre ellos De lo contrario estin desconectados. Un grafo es conexo si cada par de vértices del
grafo estdn conectados. Un grafo en el que existe al menos un par de vértices desconectados es
disconexo.

Ejemplo:
2 2
@ @
1 / 6\? 1 / 5 3
oi@/o O—@/O
(]
1 1
Figura 4.9: Ejemplo de un grafo conexo y un grafo disconexo
NOTA:

La relacion ‘estar conectado’ es de equivalencia. (ver seccion relaciones en la pagina 13)

Definicién 4.6.6. Un grafo dirigido se denomina débilmente conexo si el grafo subyacente es
conexo, i.e., si al reemplazar sus arcos dirigidos por arcos no dirigidos se obtiene un grafo no dirigido
conexo.

Un grafo dirigido es conexo si Vi, j € V existe un camino dirigido de i a j o de j a 1.

Un grafo dirigido es fuertemente conexo si Vi, j € V existe un camino dirigido de i a j y de j a 4.
Las componentes débilmente conexas, conexas, o fuertemente conexas son respectivamente,
los subgrafos débilmente conexos, conexos, o fuertemente conexos.
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Ejemplos:

5 6 7 s
@) ] ‘
] (&) 6]
1 2 3 4

Figura 4.10: Ejemplo de las componentes fuertemente conexas de un grafo

o
[ T

—— 0~

i

86—
(=)

o =
2

N —— L

[—
o]

Figura 4.11: Ejemplo de las componentes débilmente conexas de un grafo

La Figura 4.10. representa a un grafo conexo y la Figura 4.11. a un grafo disconexo, pero que tiene
componentes débilmente conexas, no son conexas porque por ejemplo no existe ningin camino que
vaya del vértice 2 al 7, ni del 7 al 2.

NOTA:

Es evidente que:
- Todo grafo fuertemente conexo es conexo, pero no todo grafo conexo es fuertemente conexo.
- Todo grafo conexo es débilmente conexo, pero no todo grafo débilmente conexo es conexo.

Definicion 4.6.7. Sea G un grafo conexo, un conjunto de corte de G es un conjunto de vértices
que desconectan a G.

Un grafo se dice super conexo si cada conjunto de corte minimo aisla un vértice.

Un grafo se dice hiper conexo si la eliminaciéon de cada conjunto de corte minimo crea exactamente
dos componentes, siendo una de ellas un vértice aislado.

NOTA:
Todo grafo hiper conexo es super conexo, pero no todo grafo super conexo es hiper conexo.
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Ejemplo:

F@—@ o

L.
i

‘\ :

= 0
- 9

Figura 4.12: Ejemplo de un conjunto hiperconexo, removiendo el conjunto de corte minimo {3}

4.7. Algunos conceptos basicos sobre relaciones

Definicién 4.7.1. Una relacién del conjunto E es un subconjunto del producto F x E.

Ejemplo:
La relacion R, llamada relacion de igualdad de E esté definida de modo que xRy o (x,y) € R C EXE
six =y, ie, R={(x,y) € EX E>z =y}

Definicioén 4.7.2. Una relacién R es:
i) reflexiva si Vo € F,zRX.
ii) simétrica si Vz,y € E 3 xRy = yRx.
iii) antisimétrica si Va,y € F > tRy AyRx = y = x.
iv) transitiva si Va,y,2 € E > xRy AyRz = xRz.

NOTA IMPORTANTE:
1. Una relacion es de equivalencia si, y solo si, es reflexiva, simétrica y transitiva.
2. Una relacién es de orden si, y solo si, es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definicion 4.7.3. Sea R una relacion para el conjunto £ y A C entonces se define a la imagen
del conjunto A por R como:

R(A)={y € E>zRy,z € A}
Y se define a la imagen inversa de A por R como:

R YA)={z € E>zRy,yc A}

NOTA:
Para z € E, por convencion, denotaremos a R({z}) y R~1({z}) como R(z) y R~!(2) respectivamente.
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Definicion 4.7.4. Sea S un conjunto parcialemente ordenado, por la relacion <. Entonces se dice
que S estd acotado superiormente por u, o que u es una cota superior de S, si x < uVx € S.
Una cota superior u se llama supremo si no existe ningan [ tal que [ < u y [ cota superior de S.

Definicion 4.7.5. Sea S un conjunto parcialemente ordenado, por la relacion <. Entonces se dice
que S estd acotado inferiormente por u, o que u es una cota inferior de S, si u < axVx € S.
Una cota inferior u se llama infimo si no existe ningtn [ tal que v <[ y [ cota inferior de S.

NOTA:
Note que el supremo, e infimo, para dos elementos se definen igual solo que se consideran solamente
dos elementos del conjunto.

Definicién 4.7.6. Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado para el cual, para cada par
de elementos se tiene un supremo Y un infimo.
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CAPITULO b

Modelacion de redes complejas por la teoria de grafos

5.1. Redes complejas

Las redes complejas son representaciones de la realidad de n elemntos interactuando entre si y
cuyas propiedades pueden estudiar el comportamiento de algin fenémeno, ya sea biolégico, social,
tecnologico o de informética. Un ejemplo de esto, y para entender la importancia de la herramienta
necesaria para estudiar redes complejas, es que para leer esta tesis, se necesita la interaccion (sinapsis)
entre un conjunto de neuronas de nuestro cerebro.

En un sistema complejo los elementos (vértices) que lo constituyen inturactian entre si, pero
su comportamiento global no puede deducirse de la suma de comportamientos por partes, y es por
eso que resulta interesante buscar propiedades que permitan analizar, predecir y concluir sobre su
comportamiento global.

Habitualmente se recurre a la teoria de grafos para el estudio de redes complejas y se define la
red como el conjunto de vértices en donde la relacién entre estos vértices se explicita cuando hay un
arco. Se aplican entonces las definiciones y propiedades presentadas con anterioridad y, ademas, es
interesante mencionar lo presentado a continuacion.

Aun cuando se encuentran diferentes tipos de aplicaciones, las estructuras y comportamientos
de estas redes pueden modelarse de manera muy similar. Y la ventaja de modelar una red como un
grafo se encuentra en la simpleza de estudio que se consigue.

El matematico Euler presenté el problema de Koningsberg, ;es posible cruzar la ciudad de Ko-
ningsberg pasando por los siete puentes que la constituyen una sola vez? Para esto, Euler recurrio
por primera vez a la teoria de grafos en donde represent6 los puentes como vértices del grafo y
la conexion entre ellos como los arcos del grafo, de esto, desarrollo la teoria de grafos eulerianos,
presentados en el capitulo anterior.

La teoria de grafos nos prove un lenguaje descriptivo de las redes. Pero, es necesario tener indica-
dores estructurales estadisticos cuando se busca estudiar redes muy grandes. Retomando el ejemplo
de la sinapsis entre neuronas, el cerebro humano tiene aproximadamente n = 10!! neuronas, con lo
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cual la representacion visual del grafo (red) se vuelve més dificil y es necesario tener una descripcion
que no requiera el dibujo del grafo necesariamente.

5.2. Conceptos basicos y algunos indicadores estructurales de
un grafo en redes complejas

Definicion 5.2.1. Desde un punto de vista matematico, es posible representar una red segin a
la adyacencia entre sus vértices. Sea un grafo de n vértices, se define la matriz de adyacencia
A € M"=[A;;] de la froma siguiente:

(5.1)

A 1 si i esta conectado con j
ij = .
0 en cualquier otro caso

NOTA:

1. En el caso de un grafo no dirigido, esta matriz es simétrica y se tiene que A;; = Aj;,
mientras que para un grafo no dirigido, A4;; = 1 implica que el arco sale del vértice ¢ al vértice j, y
no necesariamente es cierto que A;; = 1.

2. También es posible modelar fen6menos en donde se le asigna un peso a los elementos de la
matriz de adyacencia y se tiene en términos generales que 0 < A;; < 1.

Definicion 5.2.2. Sea un grafo de n vértices y A su matriz de adyacencia. Es posible definir lo
siguiente:

i) El grado de salida de i es d* (i) = 2?21 A;; y es el nimero de arcos que tienen a i como
extremo inicial.

ii) El grado de entrada de i es d~ (i) = Z?:l Aj; y es el nimero de arcos que tienen a ¢ como
extremo final.

iii) El grado de i es d(i) = >7_; Aij = d* (i) + d~(i). En un grafo no dirigido es simplemente
el ntimero de arcos que tocan al vértice 1.

Definicién 5.2.3. Sea un grafo de n vértices y m arcos, entonces la densidad del grafo se define

como:
2m

A=

NOTA:
Note que 0 < A < 1, donde A = 0 si todos los vértices son aislados y A = 1 si todos los vértices
estan conectados. Si A es cercano a cero se dice que el grafo es disperso y si A es cercano a 1 se
dice que el grafo es denso.

Definicion 5.2.4. El coeficiente de agrupamiento C (en inglés "clustering coefficient”) es
la probabilidad de que dos vecinos de un vértice sean también vecinos entre ellos. Este coeficiente
corresponde a la densidad local de un vértice, i.e, a la densidad segtn un vértice. Sea d(7) el grado
del vértice ¢ entonces:

numero de arcos entre los vértices adyacentes de i

d(@)(d(i) — 1)

C(i)=2x
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NOTA:
Se habla de densidad local fuerte cuando los vértices adyacentes al vértice de estudio estan alta-
mente relacionados entre ellos.

Ejemplo:
T 7 |“\\
l ‘@

C=0 C=1/2
Figura 5.1: Ejemplo de diferentes coeficientes de agrupamiento para el punto celeste de los grafos

Definicion 5.2.5. El coeficiente de agrupamiento promedio se define de la forma siguiente,
para un grafo de n vértices:

(©) == 3" ch)

Definicion 5.2.6. El grado de asortatividad o grado de correlacién de Pearson es el pro-
medio de los grados de los vecinos del vértcice en cuestion.

Ejemplo:
El grado de i es 4 y los grados de los vértices adyacentes estan explicitados en la figura. El grado

Figura 5.2: Ejemplo para calcular el grado de asortatividad de i

de asortatividad, denotemolo k;, se calcula de la siguiente forma:

_4+4+7+43
e

ki 45

NOTA:
A veces también resulta interesante estudiar la distribucion de los grados de los vértices mediante
distribuciones de probabilidades:

- Una distribuciéon homogénea se estudia segtin una distribucién de Poisson

- Una distribucion heterogénea se estudia segtin una distribucién exponencial
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Definicién 5.2.7. Un grafo aumentado G = (V, E, E’) es, como su nombre lo indica, un aumento
del grafo (V, E) agregando vértices y arcos con el conjunto E’ en donde las “distancias”’ entre los
vértices se mantienen.

Definicion 5.2.8. La distancia entre dos vértices i y j se define como el camino mas corto que
nos permite llegar de ¢ a j, y se denota como [;;.

Definicion 5.2.9. Sea un grafo de n vértices, entonces la la distancia promedio del grafo se
define de la manera siguiente:
1
N = 75 L.
< > n(n _ 1) ¥}

i#j

NOTA:
Es posible estimar el ntimero de vértices adyacentes a una distancia [ de un vértice dado, con (k)! en
donde (k) es el grado promedio y no se tienen ciclos. Entre mas grande sea [, méas grande la cantidad

y se se asume que (I) — n es posible estimar (I) con la igualdad (k) ~ J:EEZ;)

Definicion 5.2.10. El diAmetro de un grafo se define como el camino mas largo de los caminos
mas cortos entre dos vértices.

Definicion 5.2.11. Es posible también hablar de la importancia de un nodo i, se define de la

siguiente forma:
) o(kij)
=2 =)
k#i#£]

en donde o(kj) representa el niamero total de distancia desde k a j y o(kij) representa el nimero
total de estas distancias que pasan por i.

Estas propiedades, en conjunto con las del cépitulo anterior, permiten estudiar las estructura de
las redes complejas desde el enfoque de la teoria de grafos. Sin embargo, es importante destacar que
la estructura de una red no es suficiente para su estudio. Para empezar, se necesita un conjunto de
datos que no estén sesgados y una propiedad “pertinente”; o sea que no se observe de forma general
en todo el conjunto. También es importante el estudio del dinamismo en la red.

5.3. Algunas modelaciones existentes

A. El experimento de Milgram y los pequenios mundos

Stanley Milgram fue un psicélogo estadounidense graduado de la Universidad de Harvard. Entre
sus numerosos estudios, desarrolld en los anos sesenta uno que trataba el tema de “small world”
y la idea de “six degrees of separation” desarrollada inicialmente por el escritor hingaro Frigyes
Karinthy. Esta idea dice que, en el mundo, dos personas estan conectadas por una cadena de, méaxi-
mo, 6 intermediarios. Para hacer su estudio, Milgran dio cartas a diferentes personas con diferentes
destinatarios y estudio como estas llegaban al destinatario, en cuanto tiempo y a través de cuantos
intermediarios. Las personas entregaban la carta a la siguiente persona de forma aleatoria o sesga-
da, a quien creian pudiera estar conectado con el destinatario. Inicialmente solo 6 % de las cartas

17



lograron llegar a su destinatario. Pero, cambiando las condiciones, afinando el mecanismo de entrega
al siguiente intermediario, Milgram logro6 llevar el experimento a un 33 % de éxito. Y mas adelante,
otros investigadores, lograron llevarlo a 97 % de éxito. La evidencia presenciada por estos experi-
mentos no es suficiente para concluir que el mundo es un “small world” pero, si basta para establecer
que el mundo estd compuesto de “small worlds”. También se encontré que el nimero promedio de
intermediarios es seis (6), con lo cual naci6 el concepto de “six degrees of separation” y Milgram noto
que, aproximadamente, 66.67 % de las cadenas fueron completadas por las mismas personas.

JTotaI no. of I

T
WEE : |

10 ,17 1 | iChanns, 44 |
TTTINNTTTTT7

No. of { ’
Completed 6 — m
Chains 7 1

2 |

0 2 4 6 8 10 12
No. of Intermediaries needed
to reach Target Person

Figura 5.3: Los resultados de Milgram

B. Los grafos aleatorios

Uno de los primeros modelos desarrollados para el estudio de redes complejas fue dado por Paul
Erdos y Alfred Renyi en 1959: los grafos aleatorios. Un grafo de n vértices es aleatorio si la coloca-
cion de los arcos se hace siguiendo una distribucion aleatoria uniforme. Erdos y Renyi describieron
diferentes modelos de grafos aleaotorios pero el més estudiado es G, p, un grafo aleatorio en donde
la presencia de un arco entre dos vértices se da de forma independiente con una probabilidad p y
su ausencia con una probabilidad 1-p. Sin embargo, los grafos G, ;, suelen estudiarse con base en el
grado medio de sus vértices z y como el promedio de arcos es %n(n — 1)p y el promedio de vértices
corresponde al doble de esto (pues cada arco toca dos vértices) entonces se puede deducir el grado
promedio:

n(n—1)p

=T 1)p s
z - (n—1)p=~np

Una componente de un grafo es un subconjunto de vértices que estan conectados (es decir un
subgrafo conexo). Es facil darse cuenta que para valores pequenios de z, cuando hay pocos vértices,
estos, en su mayoria, no suelen estar conectados y por ende las componentes son pequenas. Sin
embargo, existe un valor critico de z para el cual la més grande componente del grafo contiene una
parte finita S del nimero total de vértices n, y su tamano nS aumenta linealmente cuando lo hace
el nimero de vértices (el tamafio del grafo). Esta componente se llama componente gigante y el
grafo puede tener més componente pero pequenas y con un tamano que se queda constante aunque
el tamano del grafo aumente.

Este concepto se acerca mucho a la realidad, por ejemplo, si pensamos en las redes sociales es
muy probable que exista una componente gigante en la cual la mayoria de los usuarios estén conec-
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tados. Pero, el concepto difiere de las redes complejas reales en diferentes puntos. Algunas de las
diferencias mas importantes fueron encontradaas por Strogatz y Albert-Barabasi. Una de estas fue
el hecho que las redes reales presentan altos coeficientes de agrupamiento, lo cual no suele ser el caso
en los grafos aleatorios pues la probabilidad de que dos vértices sean adyacentes es independiente,
y por ende no hay diferencia en la probabilidad de que dos vértices estén conectados, o no, aunque
tengan, o no, un vértice adyacente en comun, esto no es cierto en la realidad.

C. Modelo de Barabasi-Albert

Este modelo consiste en dos pasos para la creacién de una red compleja. Emmpezamos con mg
vértices arbitrarios, de forma que cada uno tenga al menos un arco. Luego, para hacer crecer la red,
agregamos un vértice que se conecta a m < my vértices preexistentes en donde la probabilidad II(d;)
de que este vértice esté conectado (en el sentido de conexién expuesto anteriormente) al vértice i
depende del grado d; de :

d;
Zj d;
Este modelo es mas pertinente respecto a la realidad pero varios estudios muestran que, al aplicar
este modelo se crean arboles, lo cual no es necesariamente vélido con respecto al comportamiento
real de las redes complejas.

M(d;) =

Habiendo expuesto esto, es posible defender que, atin siendo modelaciones bastante acertadas,
presentan algunas desventajas y es por esto que se recurre a otras teorias como la pretopologia.
Para hablar de pretopologia es necesario exponer algunos conceptos de topologia que nos permiten
entender incluso de donde nace la idea.
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CAPITULO ©

Topologia

6.1. Espacios topologicos

Definicion 6.1.1. Sea X # @. Una clase 7 C P(X) es una topologia para X si, y solo si, se
satisfacen:

)@, Xer

ii) Cualquier union de elementos de 7 esté en 7

iii)SiA,Betr=ANBerT
A los elementos de 7 se les llama abiertos de X y al par (X, 7) se le llama espacio topolégico.

Ejemplos importantes:
1. Dado el espacio X # &, P(X) es una topologia para X. Se le llama topologia discreta 7p.
2. Dado el espacio X # @, y defindse 7 = {&, X'}, entonces 7 es una topologia para X. Se le llama
topologia indiscreta o topologia trivial.

NOTA:
Decir que una topologia 7; es mas fina que otra topologia 7 quiere decir que 7o C 77. También se
puede decir que 75 es mas gruesa que 71. La topologia més fina es la discreta y la topologia méas
gruesa es la trivial.

Definicién 6.1.2. Sea X un espacio topoldgico. Un punto p € X es un punto de acumulaciéon
(o punto limite) de un subconjuto A de X si, y solo si, cada conjunto abierto G que contiene a p
es tal que:

(G-{p)nA#o

El conjunto de todos los puntos limite de A, denotado A’, se llama conjunto derivado de A.
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Definicion 6.1.3. Sea X un espacio topologico. Un subconjunto A de X es cerrado si, y solo si,
A€ es abierto.

Propiedad 1. En un espacio topoldgico X, un subconjunto A de X es abierto si, y solo si, A® es
cerrado.

Demostracion. Se da por la definicién de cerrado y el hecho que (A9)¢ = A.
O

Propiedad 2. En un espacio topoldgico (X, 7), la clase de subconjutos cerrados de X cumple las
stguientes propiedades:

i) X, son cerrados.

i1) La interseccion de cualquier nimero de conjuntos cerrados es cerrado.

i11) La unidn de cualquier par de cerrados es cerrado.

Demostracion. i) @ es abierto de X = @% = X es cerrado.
X es abierto de X = X¢ = @ es cerrado.
ii) Sea {F; : i € I} una clase de conjuntos cerrados de X, entonces:

ﬂ F; = (U FO)©

i€l i€l

Pero note que
UFer=(JF°
iel iel

es un cerrado de X.

Propiedad 3. Si ACc B= A’ C B'.

Demostracion. Sea x € A’ & para cada abierto G de A >z € G se tiene que (G—z)NA# 2. Y
como ACB=(G-—z)NAC(G—z)NB=(G—z)NB#@=x€B = A CB. O

Propiedad 4. (AUB) = A" UB'.

Demostracion. Se haré la demonstracion por doble contencion de conjuntos.
1. AAUB' C (AUB)".
ACAUBABCAUB= A C(AUB) AB' C (AU B)' por la propiedad anterior. Por lo tanto
A UB C(AUB).
2(AUB) CAUB & Sipe(AUB) =pe AUB & Sipg AAUB =p¢ (AUB).
Partamos entonces de la suposicion p ¢ A’ UB' = p g AAANpg B =3GyHer>(peGApE
H)AN((GNA) C{p}A(HNB) C {p}). Por otro lado, sabemos que GNH € 7y p € GN H. Entonces
(GNH)N(AUB) = (GNHNA)U(GNHNB) C {p}U{p} ={p} =p ¢ (AUB) = (AUB) C A'UB'.
Por lo tanto, (AU B) = A'UB’.

O

Definicion 6.1.4. Sea A un subconjunto del espacio topolégico X. La cerradura de A, denotada
A, es la interseccion de todos los superconjuntos cerrados de A. Es decir, si {F; : i € I} es la clase
de todos los conjuntos cerrados de X tales que A C Fj, entonces

A=n;F;
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7NOTA:
- A es cerrado.
- Si F' es un cerrado que contiene a A, es decir A C F', entonces:

ACACF

Definiciéon 6.1.5. Sea A un subconjunto del espacio topolégico (X, 7). Un punto p € A es un punto
interior de A sidGeT>pe G C A.

[e]

Definicioén 6.1.6. El conjunto de los puntos interiores de A es el interior de A denotado int(A), A°.

Propiedad 5. El interior de un conjunto A es la union de todos los abiertos coontenidos en A

Demostracion. Sea {G;} la clase de todos los abiertos contenidos en A. Queremos entonces probar
que A° = U;G;. Lo haremos por doble contencion.

1. A° C U;G;:

Size A° = Jip 22 € G4, € T = = € U;G;. Con lo cual se demuestra A° C U;G;.

2. U;G; C A°:

SiyU; G = y € G; para algin § = y € A° por definicién = U;G.

Por lo tanto, A° = U;G;

NOTA:
1. A° es abierto por ser union de abiertos.
2. A° es el abierto més grande contenido en A, en efecto, si G € 7 5 G C A, entonces G C U;G; =
A° C A.
3. Si A es abierto, entonces A C A°A = A = A°.

Teorema 1. Un subconjunto A de un espacio topoldgico es cerrado si, y solo si, A’ C A

Demostracion. (=) A probar:sipe A/ =pcAssipg A=>pg A,
Suponga entonces que A es cerradoy que p€ A =p e A° € 7 ynote que ANA=0=pg A =
A C A
(<) Suponga ahora que A’ C A y queremos probar que A es cerrado, es decir que A es abierto.
Seapec Ap g ANp g A" = 3 un abierto G > p € G, (G — {p}) N A = &. Pero como p & A =
GNA=(G—-{p}))NA=2 = G C A° en donde p es un punto interior de AY = A es abierto
= A es cerrado.

O

Propiedad 6. Si F' es un superconjunto cerrado de cualquier conjunto A, entonces A’ C F

Demostracion. Sabemos que A C F = por la propiedad 3 A’ C F’ y como F es cerrado, por el
teorema 2 F' CF= A CF CcF= A CF.
O

Propiedad 7. AU A’ es cerrado.
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Demostracion. Demostremos que (AUA’)C es abierto. Seap € (AUA)Y = (p € A)A(p & A') = 3G
abierto > p € GAGNAC {p}. Comop g A= GNA=0yademas,sige GycomoGNA=g=
gg A'=GNA =@.Porloque, GN(AUA") = (GNA)U(GNA)=20Uz =0 =G C (AUA"),
con lo cual p es punto interior de (AU A")¢ = (AU A’)“ es abierto = AU A’ es cerrado.

O

Teorema 2. A= AU A’.

Demostracion. La demostracion se hara por doble contencion de conjuntos.
1.ACAUA"
Como AC AUA"y AU A’ es cerrado por propiedad 7, entonces A C A C AU A’
2. AUA' C A:
Sabemos que A C A y por la propiedad 3 A’ C (A)’ y como A es cerrado (A)) C A= A’ C A=
AUA' CAUA=A
Por lo tanto, A = AU A’.
O

NOTA:
1. El exterior de A, denotado ext(A), es ext(A) := (A°)°.
2. La frontera de A, denotada b(A), es el conjunto de puntos que no esta en A° y tampoco en ext(A).

Teorema 3. A= A° Ub(A).

Demostracion. Notese primero que X = A° Ub(A) U ext(A) & (A° Ub(A))Y = ext(A) y que se
quiere demostrar entonces (A)¢ = ext(A). Y ahora hagase la demostracion por doble contencion.

1. ext(A) C (A)°:
Seap € ext(A) = Jun abierto G 3 pEGC A = GNA=0=pg A =pgd AUA =A=pc
(A)°.
2. (A)° C ext(A):
Seape (A = (AUA)Y =pg Aypd A = JunabiertoG3pcGyGNA=0=pecGC
AC = p € ext(A) =
Por lo tanto, (A)¢ = ext(A).
O

NOTA:
Los conjuntos cerrados contienten a sus puntos frontera.

Definicién 6.1.7. Un subconjunto A del espacio topolégico X es denso en B C X si B C A.

NOTA: B
A es denso en X si, y solo si, A = X.

Ejemplo:
Sea X = {a,b,c,d, e} y una topologia 7 sobre X 3> los cerrados son:

@, X,{b,c,d, e}, {a,b,e}, {b,e}, {a}

Entonces, 1. {b} = {b,e}; {a,c} = X; {b,d} = {b,c,d,e}.
2. {a,c} es denso en X.
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Definicion 6.1.8. Un subconjunto A del espacio topologico X se dice es nunca denso en X si
(4)°.

Ejemplo: Considere A = {1,114} CRyrecordemos que 0 € A’y A={1,4,4,1 .} =

(A)° = g = A es nunca denso en R

6.2. Subespacios

Definicion 6.2.1. Sea A un subconjunto no vacio del

NOTA:
En efecto, 74 es topologia para A:

HWoger=0nNA=gcmayXer=XNA=AcT1,.

ii) Sea {H;} una clase de miembros de 74 = 3G; € 7 5 H; = G; N A, Vi. Entonces U;(G; N A) =
(U;G;) N Ay como (U;G;) € 7, entonces U;(G; N A) = (U;G;) NA € 4.

iii) Sean Hy, Hy € 74 = 4G, Go € 7 > HH = GiNANHy, = GoNA = H NHy =
(G1NA)N(GaNA) = (Gi1NG2)N Ay como (G1NG2) € 7, entonces Hi N Hy = (G1NG2)NA E Ta.

6.3. Continuidad

Definicién 6.3.1. 1. Sean (X, 7x) y (Y, 7y) espacios topologicos, y f : X — Y un mapeo. Entonces
f es continua si VG € 7y se tiene f~1(G) € 7x. Y la imagen f(X) C Y se llama imagen continua
de f.
2. Sea f: X — Y un mapeo entonces f es:
i) abierto: si VH € Tx, se tiene f(H) € Ty
ii) cerrado: si para cada cerrado F' en X, se tiene que f(F') es cerrado en Y.
3. Un homeomorfismo es un mapeo f: X — Y que cumple las siguientes condiciones:
i) f es biyectiva
ii) f es continua
iii) f es abierta
A la imagen de f en este caso se le llama imagen homeomorfa de f.
4. Una propiedad topologica es una propiedad que se conserva bajo mapeos homeomorfos.

NOTA:
Un mapeo que es continuo y abierto se dice bicontinuo.

Propiedad 8. Sea f : X — Y wuna funcidn constante, digamos f(x) = p, Vo € X. Entonces f es
continua respecto a cualquier topologia T sobre X y cualquier topologia T* sobre Y .

Demostracion. Sea G € T*, entonces tenemos dos opciones:
peG@=fYG)=XerT
pegdG=f1YG)=0€T
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Propiedad 9. Sea f: X — Y wuna funcion. Si (Y, 7*) es tal que 7 es la topologia indiscreta para
Y, entonces f: (X,7) = (Y, 7*) es continua para cualquier T.

Demostracion. 7 = {@,Y} y notese que f~1(F) = @ que es abierto para cualquier topologia T,
también f~1(Y) = X que también es abierto para cualquier topologia 7 sobre X.
O

Propiedad 10. La funcion identidad i : (X,71) — (X, 72), en donde las topologias no necesaria-
mente coinciden, es continua si, y solo si, 7o C 11

Demostracion. i : (X, 71) — (X, 72) es continua < VG € 7o, se tiene que i 1 (G) = G € 1, & 72 C 71.
O]

Propiedad 11. Sea {7;} una coleccion de topologias sobre X. Si una funcion f : X =Y es continua
para cada T, entonces f 1 X — Y es continua para N;7;, esta es la topologia mds pequena (menos
fina) respecto a la cual f es continua.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua respecto a una coleccion de topologia {7;}
sobre X. Y sea, H un abierto de Y = 3G € 7;¥i > f~1(H) = G, entonces f~1(H) € N7;
O

Propiedad 12. Una funcion f: X — Y es continua si, y solo si, la preimagen de cada cerrado en
Y, es cerrado en X.

Demostracion. (=) Sea f: X — Y una funcién continua y sea A un cerrado de Y = A es abierto
de Y = f71(A%) = (f71(A))“ es abierto de X, y entonces f~'(A) es cerrado de X.
(<) Sea f: X — Y una funcién tal que para cada cerrado de Y, su preimagen es un cerrado en X.
Sea A un abierto de Y = AY es un cerrado de Y = f~1(A%) = (f71(A))® es un cerrado de X, por
lo que f~!(A). Por lo tanto f es continua.

O

6.4. Conexidad

Definiciéon 6.4.1. Sea (X,7) un espacio topoldgico, una trayectoria es un mapeo continuo v de
[0,1] CRen X.

NOTA:
Notese que puede ser cualquier conjunto [a, b],a,b € R al que se pueda llegar por transformaciones
aplicadas a [0, 1]. Para pasar de [a,b] a [0, 1] podemos aplicar la transformacion f : [a,b] — [0,1],3

ft) = =2

Definiciéon 6.4.2. Sea (X, 7) un espacio topologico, zg,z; € X. Si 3 una trayectoria v : [0,1] —
X 29(0) =z y v(1) = x1, se dice que g y x1 estan conectados por 7.

Definicion 6.4.3. Sea (X, 7) un espacio topologico, se dice que X es conexo por trayectorias si
cualesquiera dos puntos de X pueden conectarse por una trayectoria.
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Teorema 4. Sean (X, 1) y (Y, 7*) espacios topoldgicos > X es conexo por trayectorias y f : X =Y
un mapeo continuo, entonces f(X) es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sean yo,y1 € f(X) = Jzg,z1 € X 3 f(xo) =vo ¥ f(z1) = y1. Como X es conexo
por trayectorias, entonces 3 trayectoria v : [0,1] = X 3 v(0) = 29 y (1) = x1. Entonces, sea:

fov:[0,1] =Y 3 (foy)(t) = f(v(?)

y notese que esta composicion es continua y es tal que (f o v)(0) = f(v(0)) = f(xo) = yo ¥
(fo)) = f(r(1)) = f(z1) = wn O

Definicion 6.4.4. Un espacio topologico (X, 7) es disconexo si NO existen U,V € 7 tales que:
WU#OANV £0
Honv =g
H)UUV =X

En otro caso, se dice que X es disconexo y U, V se dice forman una disconexion.

Ademss, se dice que X es conexo si X NO es disconexo.

NOTA:

Los conjuntos unitarios son conexos.

Teorema 5. Sea (X, 7) un espacio conexo por trayectorias, entonces X es conexo.

Demostracion. Suponga por contradiccion que (X, 7) es conexo por trayectorias y no es conexo.
Entonces UV e U £ @ &V A3, UNV = AUUV =X.Sean g € Uy z1 € V, como X es
conexo por trayectorias, entonces existe una trayectoria v : [0,1] = X 3 v(0) = 29 y (1) = x;. Pero,
nétese que, por definicion, « es continua = v~ 1(U) y v~1(V) son abiertos no vacios de [0,1] tales
ue Y L) Ny (V)= UNV) =11 2) =2 yy HUO)UyH(V) =741 UNV) =7 }X) =

que 7y 0 Y v y Y Y Y

[0,1] = v~ Y(U) y v~ 1(V) son una disconexion para [0, 1](—+). Por lo tanto, X es conexo.
O

Corolario 1 (Teorema del valor intermedio). Sean (X, 7) un espacio topoldgico y f : X — R un
mapeo continuo, entonces Vx1,29 € X yc € R3 f(x1) < e < f(xg),Ixo € X 2 f(xg) = ¢

Demostracion. Como X es conexo y f continua f(X) es conexo en sus intervalos y por ende
[f(x1), f(x2)] contiene a todos los puntos de f(X) en ese intervalo y, ademéas sabemos que ¢ €
R > f(z1) < ¢ < f(xz), con lo cual 3zg € X 3 f(z0) = c.

O

Teorema 6. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y Y un subespacio conexo y denso de X, entonces X
€es conexo.

Demostracion. Sean U,V e t5UNV =@y UUV = X. Nétese que Y NU, YUV € 1y y se cumple
que
Y nU)NYnNV)=YnUnV)=YnNng=9o

YNU)uYnV)=YuUnV)=Yug=Y

Como Y esconexo Y CYNU ogx Y C Y NV pues sino se tendria una disconexion en Y. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que ¥ C Y NU y como claramente Y N U C Y, entonces
Y =Y NU =Y CU que es abierto y cerrado, entonces Y C U y como Y es denso en X, entonces
X =Y CcU = X es conexo. O
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Definiciéon 6.4.5. Sea (X, 7) un espacio topologico, una componente de X es un subespacio
conexo de X que no estd contenido en ningin otro subespacio conexo de X (es maximal en el
sentido de contencion).

NOTA:
Este concepto es analogo al concepto de componentes conexas en grafos.

Ejemplos:
1. En R el subespacio [0,1] U [2, 3] es disconexo y sus componentes son [0, 1] y [2, 3].
2. Si (X, 7) es conexo, solo tiene una componente: X.

Definicion 6.4.6. Sea (X, 7) un espacio topologico, es totalmente disconexo si Vz € X, la com-
ponente que contiene a x es {x}

6.5. Redes y filtros

En esta parte se comienza a relacionar los conceptos de relaciones y redes en la topologia.

Definicién 6.5.1. Un conjunto A es un conjunto dirigido si existe una relaciéon binaria < sobre
que satisface:

i) < es reflexiva

ii) < es transitiva

iii) Si A, A2 € AIXN3A D AL < A3 A A < As.
La relaciéon < es una direccién sobre A y se dice que < dirige a A.

NOTA:
Esta relacion es parecida a una relaciéon de orden parcial pero se quita una de las condiciones (la
antisimetria) y se agrega una diferente; se tiene un supremo para cada par de elementos.

Ejemplos:
1. (Z*, <) es un conjunto dirigido.
2. 51 (A1, <1) y (A2, <2) son conjuntos dirigidos, entonces (A1 X Ag, <) en donde (a,b) < (z,y)
si, y solo si a <; £ Ab <y y, es un conjunto dirigido.

Definicion 6.5.2. Una red en un espacio topologico X es una funciéon f : A — X donde A es un
conjunto dirigido.

Definiciéon 6.5.3. Sea (X,7) un espacio topologico y sea w : A — X una red, se dice que w
converge a un punto r € X si para cada abierto U que contiene a x, 3d € A tal que

Ty={w(l):d<leA}CU

Notacion: la red w converge a x y se denota w — .
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Teorema 7. Sea (X,7) un espacio topolodgico y sea A C X. Entonces x € A si, y solo si, eviste
una red w: A — A3 w — .

Definiciéon 6.5.4. Sea (X, 7) un espacio topologicoy w: A — X unared y x € X. Se dice que x es
un punto de acumulacion de la red si para cada abierto U que contiene a x y cadad € A, I € A
cond<[>w(l)eU,oseca, w— z.

Definicion 6.5.5. Un subconjunto A* del conjunto dirigido A es cofinalsiVd € A, € A* 5d <.

Definicién 6.5.6. Sean w : Ay - X y v : Ay — X dos redes sobre X (en donde los conjuntos
dirigidos (A2, <1) v (A2, <2) no necesariamente tienen alguna relacion), se dice que v es una subred
de w si existe un mapeo h : Ay — Ay que cumple:

i) h es creciente, i.e., si @ < 8 = h(a) < h(p)

Definicién 6.5.7. Sea X un conjunto. Una coleccion no vacia F C P(X) es un filtro sobre X,
satisface:

i) oéF.

ii)SiAe F& ACB= BeF.

iii) Si A,Be F=ANBEeF.
Un filtro sobre X es un ultrafiltro si NO esta contenido propiamente en cualquier otro filtro sobre
X.
Un subconjunto F* de un filtro F que también es un filtro, es un subfiltro de F.

Ejemplos:
1. Sea X # @ = {X} es el filtro trivial.
2. Sea (X, 7) un espacio topologico y sea x € X, considere:

F.={ACX>23U erszeUCA}

esta clase es un filtro sobre X y se le conoce como filtro de las vecindades de x.

3. La coleccion Uy, = {A C X 3p€ A} es un filtro sobre X que es maximal,i.e., es un ultra-
filtro y se le conoce como el ultra filtro principal. Notese que {2} € Uy, .

4. Sea Ay C X, Ay # . Sea Ay = {B C X 5 Ay C B}. Entonces, Aj es un filtro sobre X.
En efecto:
i) Evidentemente, como Ay # & no puede estar contenido en @ = @ & Ay
ii)Sea Ae Ag = AgC A SIACB=ACACB= Ay C B= Bec A
iii) Sean A, B € Ay = Ag C A & g C B = por propiedades de conjuntos, Ag C ANB = ANB € Ay.

NOTA:
Para cualquier filtro F sobre X, siempre es valido que X € F.

6.6. Axiomas de Kuratowski

Sea X £ @y k: P(X)— P(X) una aplicacion. Entonces, se dice que esta satisface los axiomas
de Kuratowski si satisface los siguientes axiomas:
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(K1) k(o) =2

(K2) A C k(A),VA e P(X)

(K3) k(AUB) = k(A) Uk(B), VA,B € P(X)
(K4) k(k(A)) = k(A)

Teorema 8. Eziste una tunica topologia 7 de X 3 k(A) es la cerradura de A, VA C X.

Demostracion. Sea X un conjunto no vacio y supéngase que k(A) = A entonces note que la clase de
cerrados de X es la siguiente F = {FF C X > F = k(F)} ysea 7 = {G C X > G® € F}. Notese que
por la forma en que se construy6 este conjunto, es tinico, y demuéstrese ahora que es una topologia
para X:

i) Como @, X € Fy X = 2% @ = XY, entonces @, X € 7.

ii) Sean {G;} elementos de 7, y note que {G'} son elementos de F, se tiene entonces J{G;} =
(N{G$})C, con lo cual se busca demostrar que ({G¢} es un elemento de F. Por convencion, sea
H; = GYy H = ({H;}. Se tiene entonces que H C H; = k(H) C H;,Yi, = k(H) C N{k(H;)} =
({H;} = H y por el axioma K2, se tiene también que H C k(H), con lo cual se demuestra que,
H=kH)=HeF=H"={Gi}er.

iii) Sean A, B € 7 = AY BY ¢ F = k(AY) = A° y k(BY) = B¢ = k(A° U B®) =
k(AY) U k(BY) = A° U BY por el axioma K3 y entonces se tiene A° U B¢ € F, por otro lado
ANB=(A°UB%)% conlocual ANB € 7. O
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CAPITULO [

Pretopologia

La pretopologia nace de la idea de “quitar” condiciones (axiomas) de los axiomas de Kuratowski.

7.1. Espacios pretopologicos

Definicion 7.1.1. Sea X # &, el mapeo a : P(X) — P(X) se denomina pseudoclausura si satis-
face lo siguiente:

i) a(@) =0

ii) ACa(A), VAC X

NOTA:
1. De esta definicion se desprende que a(X) = X debido a que X C a(X).
2. Este operador esta asociado al proceso de dilatacién ya que se puede aplicar siguiendo la secuen-
cia siguiente A C a(A) C a?(A) C a®(A) C ..., la idempotencia (a?(A) = a(A)) no se satisface y se
puede modelar el concepto de proximidad en los conjuntos gracias al mapeo pseudoclausura.

Definicién 7.1.2. Por otro lado, un mapeo i : P(X) — P(X) se define como interior si se cumple
lo siguiente:

1) §(4) = [a(A%))

En donde A° = X — A.

Definicién 7.1.3. Se denomina espacio pretopolégico al triplete (X, a,i), es decir al conjunto
X dotado de las aplicaciones pseudoclausura a e interior i, o por conveniencia puede solo referirse
por el par (E,a), pues el mapeo i puede deducirse del mapeo a.

NOTA:
1. Si el mapeo a se dota de idempotencia (a?(A) = a(A)) y es aditivo (a(AU B) = a(A) U a(B), es
decir, se agregan los axiomas de Kuratowski restantes, entonces se tienen espacios topologicos.
2. Los mapeos a e i se dicen c-duales (en donde ¢ el operador complemento), es decir que se cumple
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lo siguiente:

i)i=coaoc

ii)a=coioc

3. Por convencion, se puede notar al espacio pretopologico (X, a, i) como (X, a) pues el mapeo inte-
rior se define a partir del mapeo pseudoclausura, o solamente como X y al decir que es un espacio
pretopoldgico se entiende que comprende a los mapeos explicitados previamente.

Definicién 7.1.4. Sea (X, a) un espacio pretopolégico y A C X. Dado un entero positivo n, se
define como la n-ésima pseudoclausura de A a la composicion de n veces la pseudoclausura a a
A, y se denota a™(A). a°(A) corresponde al operador identidad en P(X).

Ejemplo: En un grafo podemos definir a la pseudoclausura como agregrar los vértices adyacentes,
i.e., para A C X, se define a(A) = Uzea{xz} UN({z}) en donde N ({z}) es el conjunto de vértices
adyacentes a x. A continuacién un ejemplo, en donde se hara una tabla del operardor pseudoclausura
para el espacio pretopologico (X, a) donde X = {1,2,3,4,5,6,7,8} es el conjunto de vértices del
siguiente grafo no dirigido: La tabla siguiente muestra las aplicaciones del mapeo pseudoclausura a

1 2 7 8
$————e & =)
= & & &
3 4 5 6

Figura 7.1: Un grafo no dirigido

los diferentes subconjuntos unitarios de X:

{z} a(z) a’(z) a’(x) a’(z) a’(z)
{1} | {1,2,3} {1,2,3,4} {1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5,6,7} X
{2} | {1,2,4} {1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5,6,7} X X
{3} | {1,3,4} {1,2,3,4,5} {1,2,3,4,5,6,7} X X
{4} [ {2.3.4.5) [ {1,2,3,4,5,6,7) X X X
{5} | {4,5,6,7} | {2,3,4,5,6,7,8} X X X
{6} {5,6} {4,5,6,7} {2,3,4,5,6,7,8} X X
{7} | {5,7,8} {4,5,6,7,8} {2,3,4,5,6,7,8} X X
{8} {7,8} {5,7,8} {4,5,6,7,8} {2,3,4,5,6,7,8} X

NOTA:

1.El operador pseudoclausra para grafos definido anteriormente tiene una notacién especial que es

.

2. Este ejemplo nos permite ver como, para un grafo conexo, se puede “estabilizar” cualquier sub-
conjunto del espacio pretopologico gracias al operador pseudoclausura, es decir, se puede objeter el
conjunto completo aplicando multiples veces el operador pseudoclausura. ;Qué pasa si el grafo no
es conexo? Entonces los subconjuntos se estabilizan hasta alcanzar las componentes conexas.

Ejemplo: ;Qué pasa ahora si el grafo es dirigido? Consideremos el mismo conjunto de vértices
pero ahora los arcos tienen direccién.
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Figura 7.2: El mismo grafo, pero dirigido

La tabla siguiente muestra las aplicaciones del mapeo pseudoclausura a los diferentes subconjuntos

unitarios de X:

{=} a(x) a?(x) a*(x) a’(x) a*(x) a®(x)
{1} {1,2} {1,2,4} {1,2,4,5} {1,2,4,5,6,7} | {1,2,4,5,6,7,8} | a®({1})
{21 {2,4} {2,4,5} {2,4,5,6,7} {2,4,5,6,7,8} a*({2}) a*({2})
{3} {1,3,4} {1,2,3,4,5} | {1,2,3,4,5,6,7} X X X

{4} {4,5} {4,5,6,7} {4,5,6,7,8} a*({4}) a®({4}) a®({4})
{5} {5,6,7} {5,6,7,8} a*({5}) a*({5}) a*({5}) a*({5})
{6} {5,6} {5,6,7} {5,6,7,8} a*({6}) a*({6}) a*({6})
{7} {7,8} a({7}) a({7}) a({7}) a({7}) a({7})
(8} [°{8H={8 [ «"({8}) a’({8}) a’({8}) a’({8}) a’({8})

NOTA:

Note que, aun si no se logra alcanzar el conjunto completo a través del operador pseudoclausura, se
puede conjeturar que siempre se estabiliza, i.e., para cualquier subconjunto A del espacio topolégico,
IN € Nt 3 V¥ng > N,a"™(A) = a” (A). Esta propiedad se probara (propiedad No.13)

Definicién 7.1.5. Sea (X, a,?) un espacio pretopologico: VA C X:
i) A es a-cerrado (o simplemente cerrado) si, y solo si, a(A) = A
ii) A es i-abierto (o simplemente abierto) si, y solo si, i(4) = A

NOTA:
&y X son cerrados y abiertos.

Lema 1. Sea H un conjunto finito parcialmente ordenado. Entonces, cada sucesion monotona {x,}
de elementos de H es eventualmente constante, es decir, Ing € NT, tal que para cada n > ng,
Tp, = Tny-

Demostracion. Supongase, sin pérdida de generalidad, que la sucesion {z,} es monoétona creciente
con < el orden parcial para H = {e1,e9,...,es5}. Ysea, N, ={n e N>z, =¢;} parai =1,2,...,s.
Entonces se tiene que N = U; N;, pero, como N es infinito tiene que existir un ip 3 N;, es infinito.
Sea ng el primer elemento de N;, y probrmos que si n € N y ny < n, se tiene que x, = z,. En
efectio, dado n > ng y N;, infinito, Im € N;, tal que m > n. Tenemos asi que ng < n < m y por

ende, x,, < z, < 2. Pero, como ng,m € N,,, se tiene que z,, = &, con lo cual z, = x,,. La
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demostracién es analéga para sucesiones monotonas decrecientes.
O

Propiedad 13. Sea (X,a) un espacio pretopoldgico finito, entonces para todo subconjunto A C X,
existe un entero positivo k > a*(A) es cerrado (o a-cerrado).

Demostracion. Para esta demostracion, considérese como la relacion de orden parcial sobre P(X)
a la inclusion de conjuntos. Sea A € P(X) Y {4, 2 n € NT} la sucesion dada por A, = a™(A), y
noétese que bajo la relacién indicada, esta es una sucesién mondtona creciente, por el lema anterior,
3k un entero positivo tal que a¥(A) = a**1(A), i.e., a*(A) es cerrado (o a-cerrado).

O

Propiedad 14. Sea X (,a) un espacio pretopoldgico, entonces A es i-abierto si, y solo si, A® = X-A
es a-cerrado.

Demostracion. Notese que i(A) = (a(A9)Y).

A es i-abierto < i(4) = A
& (a(A9)° = A
& ((a(AC)F)C = A°
& a(A%) = A°

& A% es a-cerrado O

Teorema 9. Sea (X,a) un espacio pretopoldgico. Para todo A C X existe un unico a-cerrado,
denotado por F(A), que contenga a A y que esté contenido en cada conjunto a-cerrado que contiene
a A siy, solo si, es la interseccion de cualquier familia de a-cerrados de X es también a-cerrado e
X.

Demostracion. (=) Sea (X, a) un espacio pretopologico y supoéngase que para todo A C X existe
un tnico a-cerrado, denotado por F(A), que contiene a A y que esta contenido en cada conjunto
a-cerrado que contiene a A y sea {F;} una clase de conjuntos a- cerrados de X y H = N;F;.
A probar: H es a-cerrado. Considérese F(H) y notese que por definicion H C F(H), y F(H) C F},
Vi=F(H)CnF;,=H= HF(H)= H es a-cerrado.
(<) Sea (X, a) un espacio pretopologico y supongase ahora que la interseccion de cualquier familia
de a-cerrados de X es a-cerrados. Sea entonces, {F;,} la familia de todos los conjuntos a-cerrados
de X que contienen a A y hagase F(A) = N;, F;,, que por construcciéon es tnico y es a-cerrado.
Ademas, notese que, como A C F;,, entonces se tiene que A C F(A) = N;, F;, y por su construccion,
.F(A) = miAFiA Q FiA7 VZ

O

Definiciéon 7.1.6. Sea (X,a) un espacio pretopologico, entonces se dice que la a-cerradura de
A C X, si existe, es el mejor subconjunto a-cerrado de X que contiene a A, es decir es F(A).

NOTA:
Por convencion, para z € X, se denota a F({z}) como F(z)

Propiedad 15. Sea (X,a) un espacio pretopoldgico, A C X es a-cerrado si, y solo si, F(A) = A.
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Demostracion. (=) Sea (X, a) un espacio pretopologico y A C X un subconjunto a-cerrado, enton-
ces, evidententemente A es el menor subconjunto de X a-cerrado que contiene a A = F(A) = A
(<) Ahora, sea (X,a) un espacio pretopologico y A C X 5 F(A) = A, entonces, por definicion,
F(A) es a-cerrado y entonces A = F(A), también lo es.

O

Definicién 7.1.7. Sea (X, a) un espacio pretopologico y A C X un conjunto a-cerrado, entonces
se dice que A es minimal si el inico conjunto a-cerrado no vacio contenido en A es él mismo. Esta
definicion nos da dos condiciones:

i) A es a-cerrado.

ii) AB a-cerrado de X 5 B C A.

NOTA:
1. La clase de a-cerrados minimales de X se denota por F,,.
2. @ & Fm, es decir @ no es minimal.

Definiciéon 7.1.8. Sea (X,a) un espacio pretopoldgico en donde existe la a-cerradura de cada
subconjunto de X. Entonces, se dice que un a-cerrado A C X es elemental si A es la a-cerradura
de un conjunto unitario {z} de X, i.e., A = F(z) y se denota F,.

NOTA:
La clase de a-cerrados elementales de X se denota por F.; y, por definicion, se tiene que: Fp =
{F.>z€ X}.

Propiedad 16. Todo subconjunto propio a-cerrado minimal, también es elemental.

Demostracion. Sea A subconjunto a-cerrado minimal del espacio pretopologico (X, a), vy sea z €
A= {z} CA= F(z) C F(A). Pero, como A es minimal, entonces F(A) C F(z), con lo cual
F(A) = F(z) y se tiene que A es también elemental.

O

NOTA:
La implicacién contraria no es siempre cierta.

7.2. Espacios pretopolbgicosde de tipo v

Definicién 7.2.1. Sea (X, a,i) un espacio pretopologico. Entonces se dice que este es de tipo v si
cumple lo siguiente:

VA, B subconjuntos de X, si A C B = a(A) C a(B).Se dice que a es is6tona, es decir respeta la
contencion de conjuntos.

Propiedad 17. En un espacio de tipo v también se tiene que si A, B subconjuntos de X tales que
A C B, entonces i(A) Ci(B).
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Demostracion. Sea (X, a,4) un espacio pretopologico de tipo v A, B subconjuntos de X tales que
A C B. Notese que por propiedades de conjuntos B¢ C A® y por ser un espacio de tipo v entonces
se tiene que a(B®) C a(A%) y, nuevamente por la propiedades de conjuntos, (a(A))¢ C (a(B%)),
pero sabemos que los mapeos i y a son c-duales, i.e., i = coaoc con lo cual i(A) = (a(A®))¢ C
(a(B))¢ =i(B) = i(A) C i(B) y la propiedad queda demostrada.

Teorema 10. Sea (X,a) un espacio pretopoldgico de tipo v, entonces la interseccion de cualquier
familia de conjuntos a-cerrados en X también es un conjunto a-cerrado.

Demostracion. Sea ¢ una familia de conjuntos a-cerrados de X y sea H = N{G : G € 4}, notese que,
por esta definicion, para cada G, se tiene H C G y por ser X un espacio pretopologico de tipo v se
tiene que a(H) C a(G) = G, para cada G € § = a(H) C N{G : G € 6} = H y como la inclusion
contraria, H C a(H) siempre es cierta, por doble contencion, se concluye que a(H) = H, es decir, H
es un conjunto a-cerrado de X. Por ende, queda demostrado que la intersecciéon de cualquier familia
de conjuntos a-cerrados de X es un conjunto a-cerrado. O

NOTA:
Esto asegura la existencia de la a-cerradura F(A), VA C X.

Teorema 11. Sea (X, a) un v-espacio pretopoldgico y A un subconjunto de X, si In > 0 entero tal
que a™(A) es a-cerrado, entonces a™(A) = F(A).

Demostracion. Sea (X, a,i) un v-espacio pretopolégico y A C X y sea n > 0 un entero tal que
a™(A) es a-cerrado. Notese que F(A) es un a-cerrado de X que contiene a A, i.e., A C F(4) ,y
que, por ser un v-espacio pretopologico se tiene que a(A) C a"(F(A)) = F(A) = a™(A) C F(A).
Ademas, por definicion de a-cerradura de A, se tiene que F(A) C a™(A) pues a(A) es un a-cerrado
que contiene a A, con lo cual queda demostrado que a"(A) = F(A). O

Lema 2. Sea (X, a) un v-espacio pretopoldgico, entonces se cumple los siguiente:
i) Si AC B= F(A) C F(B)
ii) a(4) C F(A)
iii) A =a(A) si, y solo si, A =F(A)

Demostracion. Sea (X, a) un v-espacio pretopologico

i) Sea ademas A C B, entonces lo siguiente es valido A C B C F(B) = A C F(B), es decir,
F(B) es un cerrado que contiene a A, por definicién de a-cerrradura se tiene F(A) C F(B).

ii) Sabemos que para A C X se tiene que A C F(A) y que por ser X un v-espacio pretopologico,
a es isotona = a(A) C a(F(A)) = F(A) pues F(A) es a-cerrado.

iii) (=) Sea ahora A C X 3 A = a(A) entonces A es un conjunto a-cerrado que contiene a Ay
por definicién de a-cerradura se tiene F(A) C A y siempre es valido que A C F(A).

(<) Supoéngase ahora que A es tal que A = F(A), y por ii) y por como se define la funcion

a sabemos que A C a(A4) C F(A), como los extremos son equivalentes se tiene que A =a(A). O

Teorema 12. Sea (X, a) un v-espacio pretopoldgico y sea A C X, A es un a-cerrado minimal si, y
solo si, Vo € A, F(z) = A.

Demostracion. Sea (X, a) un v-espacio pretopologico y sea A C X

(=) Supongase que A es un a-cerrado minimal y x € A = {x} C Ay por el lema anterior se tiene
que F(z) C F(A) = Ay como A es minimal y F(z) # @, se cumple la contencion F(A) C F(z) con
lo cual se tiene F(z) = F(A).
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(<) Ahora supongase que Vo € AF(x) = A. Esto nos indica que A es a-cerrado y ahora,
supéngase por contradiccion que B # @ a-cerrado, distinto de A, tal que B C A, como B es no
vacio, sea z € B = z € A = F(z) = A pero F(z) C B C A con lo cual B = A (—+). Queda
entonces demostrado que A es minimal pues es el tnico conjunto a-cerrado contenido en A.

O

NOTA:
En este tipo de espacios se puede definir el concepto de a-vecindades de un punto:

Vee X,V(x)={VcCcX>szeiV)}

Ademas se define como a-vecindad minimal, si existe, al conjunto V, que cumple lo siguiente:
1)V, eV(x) i) VV € V(x), se tiene V, CV

SUBNOTA: Estos se pueden definir antes pero es en los espacios de tipo v que comienzan a
generar propiedades interesantes.

Lema 3. En cualquier espacio pretopoldgico (X, a,i) de tipo v se tiene que y € a(x) si, y solo si,
estd en cada una de las a-vecindades de y.

Demostracion. Sea (X, a,i) un v-espacio pretopologico

(=) y sea y € a(z) para un punto z € A, sea ademas V una a-vecindad de y, entonces y €
i(V) = (a(V)? = y & a(VY) y por ende a(x) € a(VE) = {x} € VC por ser un espacio de tipo v
y ser a isotona. Entonces € V¢ = z € V, con lo cual queda demostrado que z estd en cada una
de las vecindades de y.

(<) Se demostrara el converso. Supéngase ahora que y ¢ a(x) = y € (a(z))® = ((i(2©)9)¢ =
i(x%) = por definicién de a-vecindades, ¢ es una a-vecindad de y que no contiene a z y queda
demostrado que x no pertenece a ninguna vecindad de y.

O

Propiedad 18. En los v-espacios pretopoldgicos, el conjunto de a-vecindades de todo punto es un
prefiltro.

NOTA: La nocion de prefiltro es anéloga a la nocién de filtro, quitando la tercera condicion.
Deben verificarse las dos primeras condiciones que son las siguientes, en donde se pretende verificar
que F es un prefiltro:

i)z ¢ F.

ii)SiAe F& ACB=BeF.

Demostracion. 1) @ ¢ V(x) ya que ningan x cumple que x € i(9) = &.
ii) Sean A € V(z) y W C X 5V C W, tenemos z € i(V) por definicion de a-vecindad, y por
tratars de un v-espacio pretopologico,i(V) Ci(W) = x € i(W) = W € V(x).
O

7.3. Espacios pretopologicos de de tipo vp

Definicion 7.3.1. Sea (X, a) un espacio pretopologico, se dice que este de tipo vp si para todo A,
B subconjuntos de X se tiene que a(AU B) = a(A) Ua(B) y se dice que a es aditiva.
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Propiedad 19. En un vp-espacio pretopoldgico (X, a, i) también se cumple para A, B subconjuntos
de X que i(ANB) =i(A)Ni(B).

Demostracion. Sea (X,a,i) un vp-espacio pretopologico y sean A,B C X = A B¢ C X =
a(A® U BY) = a(A%) U a(BY). Por otro lado, se tiene lo siguiente:

i(ANB) = (a((AN B)))°
= (a(A° U BY))©

= (a(A%) Ua(B))"

= (a(A9) N (a(B9))“
—i(A) Ni(B)

Con lo cual queda demostrada la propiedad.

NOTA.:
Es equivalente demostrar cualquiera de las propiedades para establecer que se tiene un vp-espacio
pretopoldgico.

Teorema 13. Sea (X, a,i) un vp-espacio pretopoldgico y A, B subconjuntos de X tales que A C B
entonces se tiene que a(A) C a(B) yi(A) Ci(B). Esto demuestra que todo vp-espacio pretopoldgico
es un v-espacio pretopoldgico.

Demostracion. sean A, B subconjuntos de X tales que A C B Por un lado, esto implica que AUB =
By note que AC AUB = a(A) C a(A) Ua(B) = a(AU B), por ser X un v-espacio pretopologico,
y se sabe que a(A U B) = a(B) con lo cual se concluye que a(4) C a(B). Por otro lado, como
ACB=A=ANB=i(A) =i(ANDB) =i(A)Ni(B),, por ser X un v-espacio pretopologico, y
i(A) Ni(B) C i(B), con lo cual i(A) C i(B).

O

Propiedad 20. Sea (X, a,i) un vp-espacio pretopoldgico, entonces se cumple que a([);c; Ai) C
Nier a(4;).

Demostracion. Sea (X, a,i) un vp-espacio pretopologico, A; C X, i € I y notese que (),c; A; € A; =
por i) a(Niey Ai) € a(Ai) = a(Nier Ai) € Ny aldi). O

Propiedad 21. Sea (X, a,i) un vp-espacio pretopoldgico, entonces se cumple lo siguiente:
i) Si A y B son a-abiertos de X entonces AN B también lo es.
it) Cualquier unidn de a-abiertos es a-abierto.

Demostracion. Sea (X, a,i) un vp-espacio pretopoléogico

i) Sean ahora A y B a-abiertos de X, entonces se tiene que A = i(A) y B = i(B) por definicion de
a-abiertos, entonces, por lo anterior y por ser X un vp-espacio pretopologico, i(ANB) = i(4A)Ni(B) =
AN B = AN B es también un a-abierto.

ii) Sea {A;} una coleccion de a-abiertos de X, i € I. Se sabe que A; C J,c; Ai, y por ser i
isotona, y A; a-abiertos se tiene que A; = i(A;) C i(U;c; Ai),Vi € T = U;er Ai € i(U,er Ad)-
Ademaés, por definicion de interior (| J;o; As) € ;¢  As, con lo cual se prueba por doble contencion
que (U;e; Ai) = U, Ai, i.e. que cualquier union de a-abiertos es a-abierto. O

37



Propiedad 22. Sea (X, a,i) un vp-espacio pretopoldgico, entonces se cumple lo siguiente:
i) Si A y B son a-cerrados de X, entonces AU B también lo es.
it) Cualquier interseccion de a-cerrados es a-cerrado.
iii) Para todo A, B a-cerrados de X, se tiene que F(AU B) = F(A) U F(B).

Demostracion. Sea (X, a,i) un vp-espacio pretopologico

i) Sean ademas A, B a-cerrados de X, entonces se tiene que A = a(A) y B = a(B) por definicion
de a-cerrados, entonces, por lo anterior y por ser X un vp-espacio pretopologico, a(A U B) =
a(A)Ua(B) = AU B = AU B es también a-cerrado.

ii) Sea {A;} una coleccion de a-cerrados de X, i € I. Se sabe que [);c; A; € A;, y por ser a
isotona y A; a-cerrados se tiene que a(();c; Ai) € a(A;) = A, Vi € I = a(N;e; Ai) € Nier Ai-
Ademaés, por definicion de pseudoclausura (,c; A; € a(();c; As), con lo cual se prueba por doble
contencion que (o, A; = a((;¢; Ai), i.e, que cualquier interseccion de a-cerrados es a-cerrado.

iii) Sean A, B subconjuntos de X, A, B C AU B, como X es un vp-espacio pretopologico, también
es un v-espacio pretopologico, y por el lema 2, se tiene F(A), F(B) C F(AUB) = F(A)UF(B) C
F(AUB). Ahora, notese que F(A) y F(B) son a-cerrados = F(A)UF(B) es a-cerrado que contiene
a AU B, con lo cual F(AU B) C F(A) U F(B). Por lo tanto F(AU B) = F(A) UF(B). O

NOTA: Estas ultimas dos propiedades se cumplen también en los espacios topologicos.

Teorema 14. Un v-espacio pretopoldgico (X, a,1) es un vp-espacio pretopoldgico si, y solo si, Va €
X, la familia de a-vecindades, V(x), es un filtro.

Demostracion. (=) Por la propiedad 24 se dan las dos primeras condiciones y solo hay que probar
la tercera condicion. Sean entonces (X, a,i) un vp-espacio pretopologicoy x € X y VW € V(x), se
tiene z € i(V) y = € i(W), entonces x € (V) Ni(W) = i(V N W) por ser un vp-espacio, y por lo
tanto VN W € V(z).

(<) Ahora, supongase que se tiene un v-espacio pretopolégico (X, a, ) tal que Vo € X, la familia
de a-vecindades, V(x), es un filtro y demuéstrese que X es un vp-espacio pretopologico. Pruebése
entonces i(ANB) =i(A)Ni(B). Sean Ay B talesque x € i(ANB) = ANBeV(z)y ANBC A&
AN B C B = por la naturalez de X se tiene que i(ANB) Ci(A) & i(ANB)Ci(B)=zci(A) &
x €i(B) =z ci(A)Ni(B) = i(ANB) Ci(A)Ni(B). Por otro lado, i(A) C A & i(B) C B, entonces
i(A)Ni(B) € AN B = por la naturaleza de X, i(i(A) Ni(B)) C i(AN B), pero por la propiedad 26,
sabemos que i(A) N i(B) es abierto, con lo cual tenemos i(A) Ni(B) = (i(A)Ni(B)) Ci(ANB),y
ahora si, por doble contencion se tiene que i(A N B) = i(A) Ni(B) y se tiene el resultado.

O

7.4. Espacios pretopolbgicosde de tipo vg

Definicién 7.4.1. Sea (X, a) un espacio pretopologico, se dice que este es de tipo vs si, VA C X,
se tiene que a(A) = (J,c 4 a(z). Se dice que a es completamente aditiva.

NOTA:
No siempre es valido que i(A) = [, 4 i(2).

Teorema 15. Sea (X,a) un vs-espacio pretopoldgico, entonces un subconjunto A de X es a-cerrado
st, y solo si, Vo € A se tiene que a(z) C A.
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Demostracion. (=) Supongase que A es a-cerrado, entonces A = a(A) y por la naturaleza de X se
tiene que | J,c 4 a(z) = a(A) = A= J,cqa(x) CA=a(x) C A Vo c A

(<) Supoéngase ahora que a(z) € A, Vo € A = A =J,cq a(z) =a(Ad) = A =a(Ad) = Aes
a-cerrado.

O

Teorema 16. Todo vs-espacio pretopoldgico es un vp-espacio pretopoldgico (y por ende un v-espacio
pretopoldgico).

Demostracion. Como a es completamente aditiva, también es aditiva y por ende se tiene que todo
vs-espacio pretopologico es un vp-espacio pretopologico. O

7.5. Espacios topolégicos

Los ultimos tipos de espacio pretopoldgico son los espacios topologicos. La definiciéon de estos es
aquella expuesta en el capitulo 3.

Propiedad 23. Sea (X, a,i) un espacio pretopoldgico, entonces este es un espacio topoldgico si, y
solo si, es un vp-espacio pretopoldgico y, ademds se cumple que VA C X, a(A) = a?(A), i.e., si la
pseudoclausura es aditiva e idempotente.

Demostracion. (=) Supdngase que X es un espacio pretopologico y un espacio topologico = a(A4) =
F(A)) = a*(A) = a(F(A)) = F(A) = a(A) y que sea aditiva se da por las propiedades expuestas
en el capitulo correspondiente.
(<) Supoéngase ahora que (X, a,4) es un vp-espacio pretopologico para el cual a es idempotente.
Pruebése que X es un espacio topolégico:
Primero, definase a la topologia correspondiente como 7, = {4 C X 2 i(A) = A = (a(AY))°}
Hi@=2yiX)=X=02,Xcr,.
ii) Sean A, B € T4, entonces i(A N B) = i(A) Ni(B) por ser un vp-espacio pretopolégico y a
suvez ANB=1i(A)Ni(B)=i(ANB)=ANDB € 7,.
ili) Sea {A;}, i € I una colecciéon de elementos de 7,, entonces por la propiedad 21, | J, € I A;
es un a-abierto.
La funcion a tiene que ser idempotente por la forma en que se define la topologia, pues de no serlo
los conjuntos abiertos, y cerrados, cambiarian con cada aplicacién.
O

7.6. Continuidad

Definicion 7.6.1. Sea f : (X,a) — (Y,a*) se dice que f preserva la pseudoclausura si para
todo A C X se tiene que f(a(A)) C a*(f(A4)).
Se dice que f es continua si para todo B C Y se tiene que a(f~1(B)) C f~(a*(B)).

NOTA:
1. Esta propiedad es valida para funciones continuas en los espacios topologicos.
2. Es evidente que funcion identidad I : (X, a) — (X, a) es continua y preserva pseudoclausura.
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Propiedad 24. Sea f: (X,a) = (Y,a*) yg: (Y,a*) — (X,a), entonces h = go h es continua y
preserva pseudoclausura.

Demostracion. Sea f:(X,a) = (Y,a*)y g: (Y,a*) = (X,a),y AC Xy BCY, entonces:
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Teorema 17. Sea f : (X,a,i) — (Y,a*,i*) entonces si f es continua si, y solo si, f~1(i*(B)) C

i(f1(B)) -

Demostracion. (=) Sea f: (X, a,i) — (Y,a*,7*) un mapeo continuo, entonces:
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se obtiene al final el resultado buscado, tomando las extremidades f~'(i*(B))
(<) Ahora supéngase que se tiene f : (X,a,i) — (Y,a*,i*) tal que f=1(i*(
entonces:
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se obtiene entonces, tomando las extremidades que a(f~1(B)) C f~'(a*(B)), i.e., por definicion f
es continua. O

7.7. Conexidad

La conectividad permite modelar la homogeneidad de un espacio, un espacio conectado es aquel
en el que no se pueden aislar los puntos. En la topologia se vieron dos tipos de conexién mientras
que, en pretopologia se distinguen cinco diferentes tipos de conexiones que permiten relaciones més
estrechas que en la teoria de grafos.

Definicion 7.7.1. Sea (X, a) un v-espacio pretopologico y sean A, B C A, se dice que existe un
camino de A a B en (X, a) si se cumple que B C F(A).
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Definicién 7.7.2. Sea (X, a) un v-espacio pretopolégico, (X, a) es fuertemente conexo si, y solo
si, VAC X, con A # &, F(A) = X, i.e., el conjunto distinto del vacio que es a-cerrado es el total.
Esto equivale a decir que para todo A, B C X no vacios existe un camino de A a B.

Definicion 7.7.3. Sea (X, a) un v-espacio pretopologico, se dice que (X, a) es unilateralmente
conexo si, y solo si, VA C X con A # @, F(A) = X osi VB C A con B # @, A C F(B).
Esto es equivale a decir que, para todo A, B C X no vacios, existe un camino de A a B o de B a A.

NOTA:
En este caso se dice que los conjuntos a-cerrados estan encajonados, i.e., estan ordenados por la
relacion de contencion pues se tiene que A C F(B) o B C F(A) que, al tratarse de A, B conjuntos
a-cerrados se tiene que A C F(B) =B obC F(A)=A,o0sea, AC Bo BC A.

Definicién 7.7.4. Sea (X, a) un v-espacio pretopologico, se dice que (X, a) es hiperconexo si, y
solo si, VA C X con A# @, F(A) =X osi 3B C A® con B # @, A C F(B).

Esto es equivale a decir que para todo A, B C X no vacios existe un camino de A a B o de B a
(F(B)¢, 2 AF(B).

Definicion 7.7.5. Sea (X, a) un v-espacio pretopologico, se dice que (X, a) es apoconexo si, y solo
si, VAC X con A# @, F(A) =X oVB C X con B# @y B C (F(A))C se tiene que F(A)NF(B).
Esto es equivale a decir que para todo A, B C X no vacios existe un camino de A a B o existe
M C X no vacio tal que existe un camino de M a A y un camino de M a B.

Definicién 7.7.6. Sea (X, a) un v-espacio pretopologico, se dice que (X, a) es conexo si, y solo si,
VA, B C X no vacios, se tiene que F(A) # @ o F(F(A)Y) # 2.

Esto es equivale a decir que para todo A, B C X no vacios existe un camino de A a B o existe
M C X no vacio tal que existe un camino de M a B y un camino de M a ,F(B)C C A.

Ejemplo: Sea X el conjunto de nodos siguientes:

3
%L‘—é’
3o
Ve
6

Figura 7.3: R-interior de A

Primero encontremos los a-cerrados, tomando a como la unién entre el nodo y sus vecinos.
Tenemos la siguiente tabla:
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{e} [ a(@) a*(z) a*(z) a’(z) a’(z)

{1} | {124} [a(f1})={1,2,4 a({1}) a({1}) a({1})

2t | {2 {2} {2} {2} {2}

(3} [{2,3,45) | {2.3,457) {2,3,4,5,6,7} A ((3}) A ({3))

4y | {4 {4} {4} {4} {4}

{5} | {857 | {243567 |a’({5})=0a’({3}) a*({3}) a’({3})

{6} | {5,6 {3,5,6,7} {2,3,4,5,6,7} | a’({6}) = a’({3}) a®({3})

{71 [ 16,7 {5,6,7} {3,5,6,7) {2.3,4,5,6,7] | @({7h) = ({3}

Los conjuntos a-cerrados son entonces: {2}, {4}, {1,2,4} y {2,3,4,5,6,7} y al hacer las interseccio-
nes, por ser X un v-espacio pretopologico, obtenemos también que {2,4} = {1,2,4}N{2,3,4,5,6,7}
es a-cerrado.

Entonces se tiene lo siguiente: F(1) = {1, 2,4}

F(2) = {2}

F(4) = {4}
F(3) =F(5) = F(6) = F(7) ={2,3,4,5,6,7}
F({2,4}) = {24}

= Es conexo

= No es fuertemente conexo

= No es unilateralmente conexo
= No es hiperconexo

= Si es apoconexo

NOTA:
Se tiene el siguiente diagrama:

Hiper conexo

Fuertemente conexo H Unilateralmente conexo |

Apo conexo

Figura 7.4: R-interior de A

7.8. Relaciones y pseudoclausura

Definicion 7.8.1. Sea R una relacion en un conjunto X, se define la pseudoclausura de prede-
cesores inducida por la relacion R en X o R-pseudoclausra como la aplicacion ag : P(X) —
P(X) dada por:

ap(A)=AURY(A),VACX
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agr cumple con ser un operador pseudocesen X y por ende (X, apr) representa un espacio pretopolo-
gico.

NOTA:
1. También es posible usar la pretopologia de sucesores en donde

amr(A) =AU R(A)

serfa nuestro operador pseudoclausura.
2. RFYA)={re X > R(x)NA+# o}
3. Si la relacién fuese simétrica, no habria diferencia, es decir a’, seria equivalente a ag.
4. Si la relacion fuese reflexiva entonces AR™1(A) = ar(A) = R7(A).

Propiedad 25. Dada una relacion R sobre un conjunto E el interior asociado a agr es

ir(A)={r€A>32Ry=yc A}

Demostracion. Como se trata de un espacio pretopologico, se tiene la dualidad entre ag e ig, en-
tonces:

ir(A) = (ar(A9)°
= (A°U{z e X 33y c A° : zRy})“
= An({z € X >3y e A : zRy})®
=An{z e X >VYyec AY: (z,y) ¢ R}
={xreA>Vy(zRy=yc A)}

O

Es decir que el R-interior de A lo formas aquellos elementos que no estan relacionados con ningin
elemento de A = X — A por la relacion R. Vease el ejemplo de la imagen siguiente:

Figura 7.5: R-interior de A

Propiedad 26. El operador ar es aditiva, con lo cual se trata de (X, ar) un vp-espacio pretopold-
gico.

43



Demostracion. Sean A, B subconjuntos de X, ar(AUB) = (AUB)UR™1(AUB) = (AUB)U(R™'(A)U
R~1(B)) por las propiedades de relaciones, entonces tenemos ag(AUB) = AUBUR™(A)JUR™Y(B) =
(AURY(A)U(BURY(B)) =ar(A) Uagr(B), i.e., se tiene un vp-espacio pretopolégico. O

NOTA:
Por las propiedades de relaciones se tiene que R~1(A) = J{R™(x) > z € A} por lo que se tiene un
vs-espacio pretopologico y ar es completamente aditiva.

Teorema 18. Sea R una relacion definida sobre un conjunto X y agr la R-pseudoclausura, entonces
R es transitiva si, y solo si, ar es idempotente. En este caso (X, 7,,) es un espacio topoldgico.

Demostracion. (=) Supongase que R es transitiva y sea A C X entonces se tiene:

a%(A) = ar UR (agr)

= AUR YA UR Y (AUR(A))
= AUR YA)UR (A UR YR (A))
= AUR YA UR Y R'(A))

Se busca que ag = a% & AUR(A) = AUR 1 (A)UR (R 1(A)) & basta con probar que
R™YR71(A)) € R7!(A). Sea entonces z € R™1(R7}(A)) = Jy € R~Y(A) > zRy, ademés como
y € R71(A) = 32 € A2 yRz y como R es transitiva, entonces tRz = x € R™1(A) = ap = d%.
(<) Supongase ahora que se tiene ar = a% y demuéstrese que R es transitiva. Sean z,y,z €
X 2 zRy&yRz = z € ar(y)&y € ar(z) = v € ar(y) C a%(z) = ar(z) = z € ar(Z) = xRy, con
lo cual se demuetsra que R es transitiva. O

NOTA:
1.Sea (X, ar) un espacio pretopologico entonces ar({z}) es la ar-vecindad minimal de x si,
y solo si, R es una relaciéon simétrica.
2. Si (X,aR) es un espacio topologico, entonces los abiertos son precisamente de las ag-
vecindades minimales, (J 4 Vo, A € X.

Definicion 7.8.2. Se dice que un vp-espacio pretopoldgico (X, ar) es conexio si, y solo si X no
es la unién de dos subconjuntos a-abiertos no vacios.

NOTA:
Demuestrése que en el entorno mas restringido: los vg-espacios pretopolégicos, la conexion puede
ser caracterizada directamnete en términos de la relacion R que se utilice.

Definicion 7.8.3. Sea (X,agr) un vs-espacio pretopologico, y A C E, entonces se dice que dos
puntos z,y € A estan conectados si existe una secuencia r = xg, 1, ..., £, = y, en donde n > 0 tal
que x;_1Rx; V x;Rx;_1, para i = 1,2,...,n. Se denota x r\Ry. La secuencia (z;) = g, X1, ..., Tn, S€
llama camino de z a y.

NOTA:
es una relacion de equivalencia para X, y las componentes conexas de (X, ar) corresponden a las

clases de equivalencia inducidas por

Lema 4. Un (X, ag) vs-espacio pretopoldgico es conexo si, y solo siVx,y € X se tiene que x mRy
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Demostracion. (=) Primero, supongase que X es conexo y supongase ademas, por contradiceion, que
existen puntos x,y € X no conectados por ningin camino. Sea A el conjunto de puntos conectados
az,ie.,

Az:{zeXamez}

y demuéstrese que A es a-abierto. Sean ademas, u,v € X Su € Ay uRv =« Ly ved=
como cada punto relacionado con u esta en A se puede concluir que u € ig(A;) = A C ig(Az),
y como la inclusiéon contraria siempre es cierta se tiene que A, = igr(A,), i.e., A, es agr-abierto.
También puede comprobarse que Ag, que contiene al conjunto A,, es ag-abierto pues de no serlo
existirian puntos xo, yo tales que zg € A,, yo € AS > zoRyp y por ende se tendria que zg fﬁy 0 Yo i
r=>x0€ Ay C Ag 0 yg € Az, lo cual es una contradiccion. Al no estar conectados estos puntos se
concluye que X es la union de conjuntos ag-abiertos disjuntos (—+). Con lo que se concluye que
todos los pares de puntos en X estan conectados.

(<) Supongase ahora que todos los pares estan conectados y ademés supéngase, por contradic-
cion, que X = AU B con A, B a-abiertos tales que AN B = @. Sea x € A, y € B, entonces, por
la hipoétesis x '\Ry = existe un camino r = zg,Z1,...,L, = y. Como xg € ANz, & A, tiene que
existir ig € {0,1,2,..,n} > 2;, € AANxj41 € A = 7541 € A° = B. Por la definicién de camino,
iy R2iy11 V iy+1Rzi,. En el primer caso z;, € ag(A®) = iy € ig(A) =2z € A—ir(A) = Ano
es a-abierto, de tomarse el seungo caso se tendria que B = A€ no seria abierto, X no seria union de

a-abiertos (—+).Por lo tanto, se concluye que X es conexo.
O

45



CAPITULO 8

Una aplicacién interesante: El modelo insumo-producto

8.1. Modelacién de redes complejas mediante la pretopologia

Los diversos tipos de grafos presentan limitaciones a la hora de utilizarlos para el estudio de
redes complejas, entre ellas el hecho que no es posible representar una cantidad muy grande de
distintas relaciones en un mismo grafo, ni de reflejar relaciones entre conjuntos de vértices. Tampoco
permite analizar dindmicas que se dan en la realidad, como incorporacién de nuevos elementos ni
salidas de elementos o division de conjuntos. Estas limitaciones dejan de existir cuando se recurre a
la pretopologia.

Definicién 8.1.1. Dado un conjunto X y un conjunto de relaciones (R;)i=1,.. p, la pseudoclausura
inducida por (R;);=1,.,, se define como la intersecciéon de las pseudoclausuras ag,. Es decir:

ars(A) = [ar,(4)}

=AU (BT (AN
=AU{zeX>Vi=1,...,p, Ri(x) N A # &}

Definicion 8.1.2. Sea X un conjunto {ag,,i € I}, para I = 1,...,n, una familia de R;-pseudoclausuras
que inducen, cada una, una pretopologia en X, entonces {(X,a;),7 € I} es una red en X.

NOTA:
Esto permite trabajar diferentes relaciones, con diferentes pretopologias, en un mismo conjunto.

Propiedad 27. Un grafo (V,U) es una red.

Demostracion. Si se define la relacion como la adyacencia entre los vértices, se tenga un grafo no
dirigido o uno dirigo, se cumple la definicion. O
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8.2. Algunos indicadores estructurales en pretopologia

8.2.1. Coeficiente de pseudoclausura y pseudointerior

Definicion 8.2.1. Sea (X, ar) un espacio pretopologico y A C X no vacio entonces se puede definir
lo siguiente:

= El coeficiente pseudoclausura de A:

Card(ar(A))
A)= —————==
Ra(4) card(A)
s El coeficiente pseudointerior de A:
Card(ir(A))
J(4) = 22l
Bi(4) Card(A)

NOTA:
1.1< R, (A) < g‘;:,fl((i)) para A no vacio y A es ag-cerrado si, y solo si, R,(A4) = 1.
2. 0 < R;(A) <1 para A no vacio y A es ag-cabierto si, y solo si, R;(A) = 1.

Estos coeficientes miden la capacidad de un conjunto de recibir o transmitir influencia en el
conjunto que lo complementa. Se tiene entonces:
1. A=1i(A) = a(A) implica que A recibe y transmite poca influencia.

2. i(A) € A = a(A) implica que A recibe poca influencia pero transmite mucha.
3. i(A) € A Ca(A) implica que A recibe y transmite mucha influencia.
4.i(A) = A C a(A) implica que A recibe mucha influencia y transmite poca.

8.2.2. Indicadores de cercania

Definicion 8.2.2. La longitud de un camino (z;) con 0 < i < n que conecta a & =y con y = =,
en (X, ag) es el entero n.

La distancia entre z y y en (X, ag), denotada como dg(x,y), es el menor n de forma que z esté
conectado con gy por un camino, si existe, de longitud n.

Definicion 8.2.3. Sea (X, ar) un espacio pretopolégicoy A C X, entonces se define como frontera
externa al conjunto ar(A) — A, denotado bd(A). En teoria de grafos corresponde al conjunto de
vértices adyacentes a los elementos de A.

En teoria de grafos es posible calcular el coeficiente de acercamiento (“clustering” en inglés) para
cualquier vértice x, la idea es entonces hacer lo mismo mediante la pretopologia.

Definicion 8.2.4. Sea (X, agr) un espacio pretopologico y A C X. Se define la derivada como:
d(A)={ze X >3VV eV(x), (V-{z})NA#gz}

La funcién coherencia se define como ¢(A) = d(A) N A Este es el conjunto de elementos de A que
no estan aislados en A, i.e., si x pertenece a ¢(A), entonces algtin vecino de x debe estar en A.
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Definicion 8.2.5. Se define entonces el coeficiente de agrupamiento del conjunto A de la
siguiente forma:

C(A) = [[A = c(A)|

NOTA:
Este coeficiente es anédlogo al estudiado en teoria de grafos y permite medir la probabilidad de que
los vecinos de los elementos de A sean vecinos entre ellos.

8.2.3. Grado de correlacion y funcién de asortatividad

Definicion 8.2.6. Para cualquier elemento x de un espacio pretopologico (X, a, ) se define el grado
de correlaciéon de x, denotado como k,, como:

1

b= g 3o v A allalloD

NOTA:
Este grado estudia lo mismo que el definido en la teoria de grafos.

Definicion 8.2.7. La funcion de asortatividad, denotada por cay se define como:

1
cap = ———— k
||Nk\|$§k :

en donde N, = {z € X 3 ||a({z})|| = &k}

NOTA:
La asortatividad habla sobre la preferencia que tienen los vértices de una red de unirse a otros nodos
que le son similares.

8.3. El modelo insumo-producto

El fin del modelo insumo-producto es analizar la interdependencia de las diferentes industrias de
una economfia. El modelo estudia como varia la produccién de un insumo con base en la demanda
de consumo de diferentes industrias. La parte de la produccién de una mercancia se convierte en
consumo de otra industria para la produccién de otro bien o mercancia.

Se estudia un modelo cerrado, es decir una economia en un espacio delimitado, con n industrias
en los que cada industria representa un solo bien o mercancia.
Notese que, por el tamano de las economias, se trata de una red compleja y el fin es encontrar
una relaciéon que nos permita inducir una pretopologia para estudiar esta red compleja. Entendamos
primero el modelo insumo-producto.

Los coeficientes se calculan en un periodo dado de tiempo considerando cuantas unidades de una
industria j se necesitan para producir una unidad de la industria k, en donde j, k € {1,2,...,n} y se
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asume que estos coeficientes son estables en el tiempo, es decir que no cambian tan facilmente, lo
cual permite hacer estudios en el futuro.

Para construir el modelo se asumen las siguientes proposiciones:

1. Se divide la economia en n sectores (industrias) en los que cada sector produce unicamente
un bien (mercancia). Y se denota z; a la cantidad del bien producido por la industria j.

2. Se asume también que el consumo de un bien producido se distribuye en dos tipos de
sectores: los end6genos y los exégenos. Los endégenos representan a las industrias analizadas en el
sistema econémico (los sectores 1,2,...,n) y los ex6genos representan el consumo por parte de sec-
tores externos al sistema econémico de estudio (importaciones, consumo doméstico, ... ). Se denota
como z;; a la cantidad de mercancia producida por la industria j que consume la industria k y
como c; a la parte de mercancia producida por el sector j que no se consume dentro de la economia
estudiada, es decir a la demanda final.

3. Se supone que la produccion de cada bien se agota en el tiempo de estudio; con lo cual se
puede plantear la siguiente ecuacion:

n
g =) wpte
k=1

4. La cantidad de producciéon de la industria j necesaria para producir el bien de la industria k es

constante y por ende define un parametro del sistema. Par producir xj unidades del sector k se

requieren z;; unidades del sector j, por lo que para producir una unidad del sector & se requieren
— Tjk : - . .

ajr = - unidades del sector j. Gracias a esto se puede escribir que el consumo que el sector k hace

del sector j es a7 y se tiene entonces la ecuacién siguiente:

n
T = E ajprp+cj,j=12,...,n
k=1

En donde
n
S o
k=1

representa la suma de todo lo que utiliza cada industria k del sector 7, es decir, todo lo que el sistema
econdémico consume del bien producido por el sector j.
Con lo anterior se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:

T1 = G11T1 + G12T2 + ... + A1pTp + C1

To = A91L1 + A22X2 + ... + G2pTy + Co

Tp = An1T1 + @p2X2 + ... + AppTy + C2
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Que se puede escribir de la forma matricial: © = Az + ¢ en donde z es el vector de las cantidades
producidas por los diferentes sectores , A la matriz de coeficientes técnicos y c el vector de demandas
finales, definidos de las siguientes formas:

T1
T2
x = (8.1)
Tn
ai;p a2 ... GQin
a1 Ag22 ... dA2n
A= (8.2)
ap1  An2 ... Qpn
C1
C2
c=|. (8.3)
Cn

Notese que el sistema x = Az + ¢ puede reescribirse como (I — A)x = ¢ y escribase B =1 — A en
donde entonces se tiene:

bll b12 ces bl'l’L
bar b2z ... ba,

B=| . (8.4)
bpi bna .. ban

en donde b, =1 — aji, para j =k y bj, = —aji para j # k.

Con lo cual se puede escribir el sistema basico de ecuaciones Bz = c.

5. El fin es en ;Es posible asegurar que para una demanda ¢ no negativa siempre existe una solucion
 no negativa del sistema?

Como el fin de esta tesis no es un desarrollo completo de esta teoria no se explicitaran las demos-
traciones pero existen difentes teoremas que permiten asegurar la soluciéon no negativa del sistema,
como el teorema de Hawkins-Simon (Ver Anexo).

Notese que por el tamano de las economias, se trata de una red compleja y el fin es encontrar
una relacién que nos permita inducir una pretopologia para estudiar esta red compleja.
El objetivo del modelo insumo-producto seria entonces estudiar la variacion de la oferta (produccion)
en términos de la demanda, o més bien, la variacién de la demanda. Para esto primero reescribase
la ecuacién como z = B~ lc.
Noétese que si se hace variar la demanda final entonces para tiene una variaciéon Ac; en la demanda
necesaria en el sector j y se tiene lo siguiente Az = B~'Ac; representa la variacion en el sector k
segun la variaciéon en la demanda del sector j. Esto se puede hacer para cada sector i y su respectiva
variaciéon que tendra una diferente influencia en la variacién de la produccién. Se denomina entonces
a la matriz B~ = (7;;;) como matriz de influencias globales.

NOTA:
Es importante distinguir entre la influencia global y la influencia directa, la influencia directa se
daria cuando solo varia la demanda de un sector, mientras que, para la influencia global se supone
que todas las demandas de los diferentes sectores varian.
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8.3.1. Relaciones de influencia en el modelo insumo-producto

Definicién 8.3.1. Sea 0 < s < 1, diremos que k s-influye en j si 7, > s, es decir, se define la
relaciéon binaria €5 sobre X dada por:

JQsk simj, > s

como relaciéon de influencia al nivel s.
Para cada j € X, el conjunto de sectores k que influyen sobre j es el conjunto:

Qs(j)={k e X >mj, > s}

Sea la relacion de influencia R = 5 y los sectores de la economia de estudio, k y j.

Definicion 8.3.2. La R-pseudoclausura del sector j se define de la siguiente forma:
ar({k}) ={jeXom =2st={j € X 3k eQ(j)}

y representa al conjuntos de los sectores j que son influidos por k.
Para un grupo de sectores A C X, la R-pseudoclausura de A se define:

ar(A) = | J(ar({k}) NA) = {j € X 53k € ANQ,(j)}
keA

y representa al conjunto de sectores influidos por al menos un sector de A.

Definicion 8.3.3. El interior se define como:
ir(A)={j € A>Q(j)) C A}

y representa entonces al conjunto de sectores j pertenecientes al subconjunto A que son solamente
influenciados por sectores elementos del conjunto A.

NOTA:
Con base en estas definiciones y lo estudiado en la seccién 7.9.2, se puede decir entonces lo siguiente:

1. Si A es ag-abierto y ar-cerrado, ir(A) = A = ar(A), se tiene un sector aislado.

2. Si A es ag-cerrado pero no ag-abierto, ir(A) C A = ar(A), implica que A influye solo en los
sectores de A, que a su vez pueden ser influidos por sectores externos.

3. i(A) C A Ca(A) implica que A recibe y transmite influencia.

4. Si A es ag-abierto pero no ar-cerrado, ir(A4) = A C ar(A) implica que A es influida por si
misma pero no recibe mucha influencia externa y que transmite, no necesariamente mucha, influencia
a los elementos externos a A

Lo interesante es que, en economia, las variaciones que conducen a las relaciones de influencia
pueden ser causados por diferentes parametros como precios, cantidades, politicas econémicas. Y
es asi que puede considerarse una red en la que se estudien diferentes relaciones desde el enfoque
pretopoldgico. Se toman diferentes relaciones de influencia, definidas segtin paramétros distintos.
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capPiTuLo 9

Conclusiones

= El desarrollo en diferentes areas de la matemética puede concluirse en la complementacion de
dos areas distintas para el mismo fin de estudio.

= Cambiar la perspectiva desde la cual se estudia una teoria puede permitirnos ir mas alla en
nuestro analisis.
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capituLo 11

Anexos

Teorema 19 (Hawkins-Simon). Considerése el sistema Bx = ¢ en donde B € M, (R). Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Para algin ¢ > 0, Bx = ¢ tiene una solucion x no negativa.

it) Yc > 0, Bx = ¢ tiene solucion x no negativa.

i11) Todos los menores principales de B son positivos.

iv) B es una P-matriz.
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