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INTRODUCCION

El presente trabajo, es el producto de un estudio
dirigido por el Doctor William T. England y tiene como
prop6ésito ser una Tesis para sustentar el examen gene-
ral para la obtencidén del Grado de Licenciado en Mate-
miticas, en la Universidad del Valle de Guatemala. A
continuacidn explico los fines y el proceso fundamenta
les de la Tesis en referencia.

Enmarcados en la teoria de espacios de Hilbert,
buscamos un procedimiento que nos permita encontrar
operadores diferenciales tales que el conjunto de ei-
genfunciones asociada al operador sea un conjunto orto
normal completo. Con esto mostramos la existencia de
expansiones en series ortonormales de eigenfunciones
(convergentes en la métrica del producto escalar).

Sabemos que los operadores diferenciales son no
acotados. Un hecho fundamental del trabajo es gue &s-
te se desarrolla al margen de la teoria de operadores
no acotados. Nosotros deducimos la existencia de se-
ries ortonormales de eigenfunciones via el teorema es-

pectral, de las propiedades de la funcién de Green



asociada a un problema de frontera.

En el trabajo hay dos desarrollos convergentes. PQ{
una parte, el planteamiento exacto del tipo de problema
que queremos resolver para operadores diferenciales, de-
finidos utilizando condiciones de frontera (cap. II).
Por otra parte, un estudio de operadores integrales (com
pactos) y la teoria espectral asociada con este tipo de
operadores (cap. I y III), que nos da la herramienta ne-
cesaria para resolver nuestro problema.

Como sabemos, un operador diferencial estd definido
en un subconjunto de las funciones coﬁtinuas, y para ope
radores no acotados, el escogimiento del dominio es un
hecho crucial, desde el punto de vista de la estructura
del operador. En el capitulo II tratamos con operadores
diferenciales formales; este concepto nos permite encon-
trar unos tipos de condiciones de frontera que van a de-
terminarnos dominios de operadores a los cuales podamos
aplicar nuestro procedimiento. El1 procedimiento se basa
en lo siguiente: si definimos un operador diferencial
sobre un conjunto D de tal manera que el rango del ope
rador sea el conjunto T y si el operador inverso
existe, como operador de Hilbert Schmidt, entonces demos
tramos que esto es suficiente para que el conjunto de
eigenfunciones del operador diferencial sea un conjunto
completo. En el mismo capitulo II demostramos que las
condiciones de frontera del tipo de Sturm-Liouville y

las condiciones de periodicidad generalizadas nos



determinan operadores diferenciales a los que el procedi

-

W

miento es aplicable.

En realidad, nosotros no utilizamos, sino hasta el
iltimo momento, la definicién explicita de un operador.
Nuestra tecoria se desarrolla con problemas de frontera
y conjuntos soluciones de ecuaciones diferenciales.

En el Gltimo capitulo, justificamos la existencia
de una expansidén de Fourier para cualquier funcidn en
¢ (convergente en la métrica de la integral) con s6lo
mostrar que en el problema de Frontera que da origen a
las funciones de Fourier las condiciones de frontera

son del tipo de periodicidad generalizadas.
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CAPITULO I
OPERADORES DE HILBERT SCHMIDT Y ECUACIONES INTEGRALES/

Definicibn:

Una transformacién lineal en un espacio de Hilbert H
es llamada compacta (o completamente continua) si pa-
ra cada sucesibén infinita {§,} de elementos de H t.q
L{all<C ¥ neN la sucesidn {T{.] contiene una

subsucesién que converge en H.

Teorema: Todo operador compacto A es acotado.
Si no fuera asi, existiria una sucesidn de elementos

de H

{9k} para los que | 9\|| =1 (AgLll >k

k:‘.l,l,-- .

que es impd;ible por la compacticidad del operador A.

Teorema
La suma y el producto de transformaciones compactas

€s compacta.

Prueba:  Sea [5“1 una sucesidn acotada en H.

Si A y B son dos transformaciones compactas en H
existen subsucesiones de [Af.} y [Bfnj 1

{AfnJ) & iBf“iJ respectivamente t.q son conver-
gentes. Si (kfnjg es aonvcr5¢h+¢, {B(Afnj)} Jc_icnf_
una Subsucesian convcrjenfe {BA{an}.

e Ll 8) (fn“) es canwcrjenz‘c:.



El preducto tambien es co\mFac-aLoj pa gue {xﬁfnf
tiene una subsucesion (‘_onve.rﬁenv‘c [Ef”ij ( acota da

por {comma /-2./J 7 {A(ﬁfnc )j Ciene envlom:es vne. %

subsuc_esra;‘ Con Vc,rﬁ ¢n/¢. m

Teorema
Toda transformacién lineal que puede ser aproximada
arbitrariamente en norma por transformaciones compac-

tas es a su vez una transformacidén compacta.

Prueba:
Supongamos que {Tg) es una sucesidn de transformacio-
nes compactas tales que

| T-T¢el — ©
Si {{,} es una sucesidén acotada de elementos de H, de
acuerdo a la compacticidad del operador T1 existe una
subsucesién f“, fu )g‘ar.“. que es mapeada por
T1 en una subsucesidn convergente.
De la subsucesidn anterior podemos seleccionar una
subsucegién §,, fla, faz)u.. que es mapeada en una
sucesién convergente, por el operador TZ'
La continuacién de este proceso nos da la sucesidén in

finita de sucesiones i

51) )(u J quz_,-'"'
faf, f;gJ )Cae_,-.'.--
f!'l ;a: J fas,-n--

tal que cada una es una subsucesidn de la precedente.



o0
La sucesidn diagonal {{kk]k es mapeada en una su-
=

cesidén convergente por cada operador Ti' Redefinamos
esta sucesién diagonal como {3n}. -
{3n] tiene la propiedad de que anjﬁgn existe para

le g entonces para cualquier i’

c=l, 2 P q

\

WTgn = Tgmll 2 U Tgn = T59nl + 4 Teqn = Tegm l + M Tigm = Tymll

por esta ra z0m

[ Ton= Tgmll = NT-Telll gall + UTe=TUI gmd + 1 Tign -Tegmll

il

NT=Tell(d 9ad + 4gml) + UTiga= Tegml

(utilizando la desigualdad (Th{ < IlhiI{TI que
es una consecuencia de la definicidén de norma para o-

perador.)

y por lo tanto lim sup I\Tjn—- ijllno que implica con
vergencia de fTan} : -
No todas las transformaciones continuas son completa-
mente continuas. Un ejemplo sencillo es la transfor-
macidén identidad I (en un espacio H de dimensidn infi

nita). De hecho si consideramos una sucesién ortonor

mal{fhl tenemos que ll{m._{}u -~ ngmnl . annz= 2

ten m ¥Fn

y por lo tanto {IJC.,}:: {f..f

no contiene una subsucesidén convergente.

La condicidn de compacticidad para un operador A es

bastante fuerte; implica que A es '"similar'" en su




2.1

2.2

comportamiento a una transformacién actuando en un es-
pacio finito dimensional.

La similaridad puede ser establecida diciendo que A o
puede ser aproximado por transformaciones cuyo rango

es de dimensidén finita, (Como veremos adelante).

EL CONCEPTO DE KERNEL

Si consideramos un espacio de medida (E,G(,ﬂ) { @~FE1~
nita) y consideramos una funcién medible K en el espa-
cio producto X x X. Podemos pensar en K ‘como la ge-
neralizacidn de una matriz. Supongamos que A es un
operador en L'(4) cuya relacidén con K es similar a la
relacidn de un operador con su matriz.

Esto significa que si fé L_?'(,-()

entonces Af(ﬂ = [kéﬁ?)flT)quq para casi todo x.

A un operador de este tipo lo llamanos un operador in-

tegral y a k@,ﬁ) su kernel.

La pregunta inmediata ahora es: ¢(Bajo qué condiciones
induce un kernel un operador?
Como vemos a continuacidn, una condicién suficiente es

que k@,ﬁ) sea‘de cuadrado -integrable.

Sea (X,c1,;0 un espacio medida y sea L:(Xx,g el espa-

cio complejo sobre el espacio de la medida producto Mx A,



Sea ng,\.f) e Lz(/(x/()' , entonces
f f(k(x,\f)m,t(x)d,‘(k() < oo

y por el teorema de Fubini para integraciones sucesivasu

[Tk )

existe para casi todo x.

entonces si )(e L (x4)

[k Gop) f)dus)

estd bien definida (hasta un conjunto de medida cero).

Por la desigualdad de Holder
[| [ ko fipdigh | dyo 2 f (Ve dgn. {1 ) date
= kil gn’

donde Wk W es la norma de K(xpy) €1 L}nydL

Por lo tanto kf: define un operador lineal con kernel

K, de LZ(A() en L(x).

S6lo nos faltaria demostrar que kf es lineal, pero esto

es consecuencia de las propiedades de la integral.

De la desigualdad anterior tememos que || All#% &



2.3 Definicién
Operadores integrales sobre I:Qﬁ) con kernel de este ™
tipo (i.e. kernels en L(4xx) ) son llamados Operado-

res de Hilbert-Schmidt.

La definicién anterior para un operador de Hilbert-
Schmidt ha sido dada sobre un espacio L con respecto

a un espacio medida ( X,9%, 4

Ahora vamos a demostrar que esta definicibén es equiva-
lente a una definicidén abstracta valida sobre cualquier

espacio de Hilbert.

Si H es un espacio de Hilbert separable entonces H con-
tiene un conjunto contable ortonormal completo (por a-
plicacidén del procedimiento de Gram-Schmidt a la con-

dicidén de separabilidad).

Sea {q@} un conjunto completo ortonormal en H.
LT TR

Como ¥ xe H x-;_Z(x,a{g?;zf".

con convergencia en H (expansién de Fourier)

z
Mapeamos ¥ ”"_70<W¢‘v que es isomorfismo de H en L)

por Parseval.

~

2  E "
Puesto que { es un espacio L (con respecto a la medi-
da contadora) podemos decir que cualquier espacio de

Hilbert es equivalente a un espacio il
A
separable



3.1

342

OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT
Supongamos que H es un espacio de Hilbert (abstractﬁ}
y T wun operador en H.

Sea {dn} un conjunto ortonormal completo (c.o.c.)

Definicién:

Decimos que T es de la clase HS con respecto a {dn}

si > T Pall <@

Lema:

Si (¢n} es un conjunto completo ortonormal en H Yy
T es de la clase HS con respecto a (¢n} entonces T

es también de la clase HS respecto a { ¢n].

Prueba: Usando la identidad de Parseval para T Yn

y luego sumando sobre n, tenemos

ATl = ) Z_\<‘rabn>¢lm>1z

C LT S AT

Si tomamos y, = @ tenemos que
z 2

2N Tl = 2 N T

y para Yn diferente de 954

TNt = LITRAT = T A TEN
%



3.3 Ahora fijemos una base ortonormal [qé,.} en H y supon-
gamos que T es de la clase HS. Definimos un mapeo

H . S .ll(N) como sigue: "%

Si xeH entonces x= ) <x,@nyPn Y por la identidad
n

de Parseval

Zl<¥)¢ﬂ>lz = |l % “z.< o)

o £
por lo tanto, la sucesidn (( X,Qin)) e 4 N)
Nn=\|

Definimos el mapeo U como sigue:
Z
U) = (< %, ¢&n )) e L)

Por el teorema de Parseval y por las propiedades de los
conjuntos ortonormales, U es un isomorfismo entre
espacios de Hilbert. Vamos a mostrar que U7 U™ es un

F3
mapeo en J (N) {.-?
, 2
si (sa) c L7V

entonces

Wrot)[sm] =(2 ay5),,
Jo
donde LCLLJ) (como funcién de ( i,_\) € N¥ N)

estd en L (Nx N,

sea T e = Z Qi Pe ) K=y

Por el isomorfisn:o Uo7 feH

tal ue § «—> (), ) §= Er(qqu)gbk
Y sLbe

ke

(i

es decir que £ = K f; Aud g.

por definicidén de U,

J'l(sw] = §




=D
&

T (s1)]
oot (sw] = (5 ansk) :

Kot
(Q"J) ¢ L*(NxN) ya que por Parseval

TS || = Z_,ICLL‘R\Z'( o , k= b

Tf = z_,z, Qik Sk Fe¢
¢k

y puesto que T es de la clase HS

2
SATHl = 2 L Vol < @
ke ( Kk
Inversamente si L‘A,crr,.q) es un espacio medida

k(i) € L = u) y {qﬁ,} es una sucesién ortonor-

mal completa en (4) y K es el operador integral
Keo) = Ik(*;‘f)_-f(l{)d«('i)

entonces K es de la clase HS.

Por la correspondencia que existe entre cualquier es-
pacio * y Qz (por medio de la fdérmula f—.—. Z_ Kk ¢k)
que a fe \* 1le hace corresponder {Kk] & 1* podemos

razonar como sigue.

Si k({y) es un kernel en I* (corresponde al operador

K) que estd asociado al kernel U-LtJ) en LUNXN)

entonces Z_ Z | k,;le< )

Puesto que (kgﬁh)gé;) = Kik



por Fourier K $u = 2, ki @

~

o z 2

= YT kgt = Skl < oo
© J

Es decir que los operadores que son de la clase HS

corresponden a una definicidén abstracta de los opera-

dores de Hilbert-Schmidt.

Por lo anterior es claro que si estudiamos operadores
. = 2
integrales sobre espacios L* con kernels en Wk (Hx#)
entonces nuestros resultados pueden ser aplicados a

operadores de la clase HS.




1

OPERADORES INTEGRALES SOBRE ESPACIOS iy

T
Sea(xuvv,ﬁ) un espacio medida (como siempre M o-fini
ta) y L*(4) el espacio de las funciones de cuadrado

integrable de valor complejo.

Sea lf@qxgj el espacio de funciones de cuadrado inte-

grable sobre el espacio medida producto (Xﬁtx,c’ﬂw’ﬂ““ﬁ)

Sea kix,y) & L¢x~) ; definimos ¥ fe )
Kf(\(] = (k(x,-.{) f(uf)d,f(“()

Como vimos previamente a la definicidén de operadores
de Hilbert-Schmidt Kf es una transformacidén lineal

acotada de L*(4) en L (A1)

Como dijimos antes a la funcién K(qy) e Liqxs) la llama--

mos el kernel de la transformacidn Kf.

Definicidn:
El adjunto A del operador acotado A es un espacio
de Hilbert H 1lo definimos por medio de la siguiente

ecuacién

(M, 9) = (FanYg) fugeH
en el caso de un operador K de tipo integral tenemos:

(A1§) = [ [ Ke) £14) GG, (4) dul®)

~

- [ [ T oty FR du



= ( §, N'9)

donde Af es un operador integral con kernel

K'Cxg) = k(g x)

Concepto de Kernel de Goursat (degenerado)

La teoria de los operadores integrales se simplifica
bastante cuando el kernel que genera el operador es de
un tipo especial conocido con el nombre de kernel de

Goursat (o Kernel degenerado).

Definicidén:

Un kernel de Goursat es un kernel que puede ser escri-

to de la siguiente manera

.
Sx,p) = }‘ 3‘0‘) hi ()

(=4

donde {3£} y {H{J son elementos de L},

Siempre podemos asumir que las p funciones 9¢ son
linealmente independientes (1.i.) y la misma suposi-

cién podemos hacer con las p funciones h;.

Supongamos por ejemplo que las p funciones 3{ no
son linealmente independientes entonces existen q<p
3
funciones 9!-'5 ‘&.Cf 3{(}() = Z__ q_(j SCJ ()
I=i
y por lo tanto podemos escribir el kernel Gix,y) como

P9
G(x,y) = Z Z Qsj SLJQ‘) httx)

Cal J=}



cambiando el orden de sumacidn

9 P Feppes %
6oy = 3 [ D ay e ] 9i
J=1 (=

si ponemos

P
[Z_ ay h;(‘f):l = hiQy)

‘=2

el kernel G(x,%) queda expresado por q funciones 1li-

nealmente independientes.

La transformacidn integral asociada a G(x,y) estard

definida por

l’

=
es decir, cuando el kernel es de Goursat la imagen de
-fe Lz(ﬁ{) bajo el operador integral generado por G(x,4y)

es una combinacidén lineal (finita) de las 9¢.
Con esto hemos demostrado

Teorema:
Un kernel de Goursat genera un operador de rango fini

to.

El converso del teorema anterior es cierto pero no va-

mos a demostrarlo.




4.4 Teorema:

Todo kernel Kk(x,y) e L'(4xx) en un intervalo compac *
to I puede ser aproximado tanto como querramos en el
sentido de la métrica del producto escalar en (4 xx)

por kernels de Goursat.

Prueba:

Sea Ky (x,y) = K(x,y) cuando \k(\c,\“l < N y sea

Kulx,q) = 0 cuando T RAN

Si N tiende a infinito, la funcién
z
| kxy) = Kybuy) | — © ¥V xiy

pero permanece mayorizada por la funcibén integrable

Z
2| koo,
Por el teorema de Lebesgue de la convergencia dominada,
la integral

[ [ ke = kutay)) 0 dy)

tiende también a cero.

Dado €»yo podemos escoger N tal que
“ K= kn ” < 6/2.

La funcidn ky,y) siendo integrable, es el limite
de una sucesidn {‘¢”mcxﬁ)} de funciones escalonadas

que pueden ser escogidas tal que ]‘?Ahn(Kaﬂ)\ﬁ N
(ya que por definicidn Kyl N )

Z
La sucesién de funciones | ku(“ﬂ{) - ¢u,n(x,uf)\ Py Zyncee



estd acotada por la funcién constante 4N"

(ya que sup| Ku®,¥) = Bunlxy)| = 2N)

b4 “W'Elkn(x)‘{)_?!hhnb‘)‘-{)lz = O

n —» &

avevamente por tcorema ce ke be_saue. o sucesidn de
Ln’reara(es Liende @ cero. Es deear que para n suficien—

tevnente Sr‘anole l Ky = Qf..,,.-.” < €/2

Por la desigualdad triangular tenemos que:

“ K - c?é“lﬂ” ﬁUK— K,.J“ + “KN-QSN,:\“ < €

y la prueba se completa utilizando el hecho de que to
da funcién escalonada de dos variables w,4 puede es-
cribirse en la forma

2B iy

=)

Lema:

Toda transformacién de la forma F{f = (f,g) h (con

g y h que pertenecen a \* ) es compacta.

Prueba:

Si {gnk es una sucesién en , por medio del teo-

rema de Bolzano-Weiestrass podemos seleccionar una sub

sucesidn {fhu} para la que ( £ 3) sea conver
gente. B
Teorema:

Toda transformacidén de Hilbert-Schmidt es compacta.



Prueba:

Por lema anterior y teorema (1.3) toda transformacidn:
AN

de rango finito es compacta.

Por teorema (1.4) el limite uniforme de transformacio-

nes compactas es compacto.

Por lo tanto el teorema (4.4) nos completa la prueba.

a




CAPITULO II
OPERADORES DIFERENCIALES

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Vamos a considerar sistemas de ecuaciones diferencia-

les de la forma :
~ d_)ﬁ_t:_ gl(x”xa)..-x,\j-l-.)

d—y-\-—z‘ & fl(){”KL)--- Xu\j‘t)
(1.2) dt

d-_x-: = }n(x,,xh.... )(n"' {)

dt
donde f.,fzr.hf" son funciones continuas en un in-
tervalo compacto I y las funciones x;, Xaz,:.:--%, SON

funciones desconocidas de valor complejo.

Decimos que un conjunto de funciones {x,,xh,n..xn}
es una solucién del sistema (1.2) si satisface (1.2)
en el intervalo I.
Como es sabido x,(t), x,&/,... x,4)(Para cada t) es un
clemento del espacio vectoriéi Cn sobre el campo de

los complejos ( C ).

Sea %) :(XW&J'Xl&)}”..gn&U entonces x@) tiene la de-

rivada



d%) = ((dx®) dx®)... . dxW

o A

5,
Ahora, en términos del sistema (1.2) definamos los vec
tores _

x:(leXI)--,.xn} Fr-(f')fzJ....f")

con la suposicidén de que F es continua en X y ¢ si-

multaneamente.

Entonces podemos escribir el sistema (1.2) como la e-

cuacidn vectorial

dXMW = F(z,4)

— —

la

Sistemas de Orden n

Consideremos la ecuacidén diferencial de orden n en una
incbgnita,
2.1 dxw
§ X ta-u) ' .
( ) __&- - f(xn').‘..K,XJ'tJ
dt”
esta ecuacién puede ser reemplazada por un sistema di-
ferencial de n ecuaciones diferenciales de primer or-
den con sbdlo tomar % Yy sus (n-1) derivadas como nue-
vas funciones desconocidas %) , %y, oo K . QUE satisfacen
d_ﬁl E— X?_
dt
(2.2) CEI X n
dt

~ d__xl\:f(xn)....x;,,"!jf)
dt




vemos que (2.1) y (2.2) son equivalentes, es decir que
cualquier solucidén de (2.1) define una solucidn de (2.2)

-

y viceversa.

Conclusidén de esto es que cualquier sistema diferencial
de orden n en varias variables puede ser reducido a un

sistema de primer orden siempre y cuando el sistema pue
da ser resuelto para la mayor derivada que aparece de

cada funcidn incégnita.

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es de

la forma
dxi@_
Y XL () X+ bt
donde QU | b son funciones de valor com-

o
plejo en ¢ (1)

Si en (3.1) h‘_&) = O

se dice que el sistema es homogeneo. En este caso el
sistema (3.1) estd completamente determinado por la
matriz

A = [agw] |
(escribimos A (t) para indicar que cada uno de los ele-

mentos de la matriz es una funcidon de t).



3.

4

« B

Ahora podemos definir la transformada de cualquier vec
tor de funciones X = (X.;Xz’---Xn) por la matriz A (t)

como el vector 9§ =U(Yi1Yz)-- ) de funciones VY o ARyt

cuyas componentes Y; estdn dadas por
s}
3.2 g = A %

Im
Es decir que hemos establecido entre q y x la siguien

.."Bl)?-,"' “

te relacidn

\‘i:!\i
y por lo tanto el caso homogeneo de (3.1) lo podemos
escribir como la ecuacidn vectorial

(3.3) = -

d—E: Ax

dt

Teorema

Si 4, es cualquier nGmero +%,<%t.< t, entonces correspon-

diendo a cualquier conjunto de NUMETOS X, Xao0) '+ *ne

existe una solucidn tnica de (3.1)

Satisfaciendo las condiciones iniciales
X (o) = ¥io CmiyZyeeeen
unicamente definido en el intervalo abierto ¢, <t < ta.

Para la prueba nos referimos a Teorema 12 capitulo 2,

Hurewicz (1)

Teorema:
El conjunto de soluciones %) de (3.5) tiene las

siguientes propiedades

(a) X&)= 0 siempre es solucién

(b)) 81 * bk} donde %, ¢s algGn nimero cn el




3.6

intervalo I, entonces x{&)=0 ¥ +tel
(c) Cualquier combinacidn lineal de soluciones es a

su vez, solucidén del sistema. B

Prueba:
de (a) por definicidén de solucidn
de (b) puesto que X(@k) =o es solucidén y sabemos
que la solucidén con valores iniciales es Uni-
ca. (en el sentido del teorema 3.4)
de (c) puesto que si xG&) es solucidén y ¢ cualquier

constante < % () también es solucién.

y si %) y %a(¢) son soluciones enton
ces  R(t) + ¥a(t) también lo es.
7
Teorema:

Sea t, cualquier nimero en el intervalo I.
Sea Xy 5 Rg 3 roee Xy cualquier conjunto de m

soluciones de (3.5)

Una condicién necesaria y suficiente para que el con-
junto [ %1 }_‘ sea linealmente dependiente en
L=lem

el intervalo I es que los vectores constantes X (te) ) Xa (k) or

sean linealmente dependientes.

Prueba:

Si existe una relacién no trivial

}__C.‘.;c(t) =0 tel

Cwl
entonces a forteriori se cumple para += t.

Si suponemos que existe una relacidn no trivial

2 CL Xyh) = o

[



m
entonces la funcidn. Rty = zﬁ C¢ xe(t)
€=l

es una solucién de (3.5) y puesto que desaparece en t=ft,

es identicamente igual a cero ¥ telI. (teorema 3.3)

Por lo que el sistema {x;} es linealmente depen-
c=lyem

diente. 1)

3.7 Teorema:
No existe ningfin conjunto de soluciones linealmente in-

dependientes de (3.5) que tenga mas de n miembros.

Prueba:

84 iy Rt g oo B s Py fueran soluciones de (3.5)
linealmente independientes (1.1)

los (n+l) vectores constantes xi&q. (bel) con t=t¢,

beer Aal

serian linealmente independientes

Por el teorema (3.7), lo cual sabemos es imposible pues
to que los {x;&d} son vectores en un espacio vecto

(=, ne
rial n dimensional. 2

3.8 Teorema:
Existe un conjunto de soluciones de (3.5) linealmente

independiente con n miembros.

Prueba:
W : : :
Definamos el conjunto de soluciones ¥ por
gé(’h) = Q-!, (=l vy
con e = (4L,00...), €z=(oﬂ,0~~ ) etd,

entonces estos vectores son linealmente independientes. %

~

* ET conjunto anterior de soluciones ¥, puede ser asi
definido utilizando el teorema (3.5)
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.1

2

Un conjunto de n soluciones de (3.5) linealmente inde-
pendientes se conoce con el nombre de sistema fundamen

tal de soluciones.

Propiedades de un Operador Diferencial Formal.

En esta seccidén vamos a hacer un breve estudio de los

operadores diferenciales, (particularmente de orden 2

Un "operador" tiene dominio y rango, y hasta que &stos

no estidn definidos no podemos hablar de un operador.

El estudio de los operadores diferenciales se complica
por el hecho de ser no acotados. (con las normas que
nos interesan) por lo que escoger el dominio del ope-

rador no es una tarea simple.

Por supuesto, hay ciertas propiedades de un operador
que podemos estudiarlas independientes de su dominio
y rango, y es precisamente estas propiedades las que

vamos a estudiar utilizando la siguiente:

Definicidn:
Un operador formal diferencial de orden n en un inter-
valo I es una expresidn

(4.3) P el SRy 0 )
48 4+



n

= Z a;@®) d:
i=o dte

tal que las funciones Q¢ de valor complejo, llamadas *
o0

funciones coeficiente, pertenecen a <C(I) y tal que

la funcién g, tiene valor distinto de cero en todos

los puntos de I.

La situacién es esta; hemos definido un "operador for

mal', es decir una expresién de la forma (4.3).

Esta expresién puede ser "aplicada" a una funcién f

si por ejemplo fe ¢c" . Pero también podemos aplicar

la expresién anterior a clases de funciones con menos

elementos.

La nocidn de un operador formal va a permitirnos enton
ces, "tantear'" el dominio mads adecuado para nuestros

propdsitos.*

Podemos poner, como clase preliminar de funciones a

las cuales aplicamos el operador formal 7 , al conjun

to ¢

Consideremos el operador formal diferencial de segundo

grado (n=2)
T = a_({).d_l+ at)d + Qo)
(4.4> z dt" l( )d‘t

en un intervalo I.

Podemos definir el operador formal adjunto al operador

formal (que denotamos por 7% ) por la siguiente relacién

F4

(4.5) Y= d q,4) athd a. ) + Qo tel
di" dt

Mi propésito es utilizar la tcoria de operadores inte-
grables en el estudio de los operadores diferenciales
y por lo tanto buscamos un dominio para un operador di-
ferencial &2 tal que su inverso exista y tenga como do-
minio (rango de & ) al conjunto %,
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Con esta notacién queremos decir que si a un determi-

nado fczcé podemos aplicarle ?,*’ entonces

¥ dl
¢ = fie(aaf) -—déé(a,f) i Gf
Definicidn:
Un operador formal diferencial es formalmente simétri-

co si o g ¥

Teorema:
Un operador formal diferencial es formalmente simétri-

cossi tiene la forma

Pf=(pf')+ 4f

dondg P es diferenciable.

Prueba:
Por expansiodon de 90 aplicado a un elemento f, obtene-

mos

o) = p'f + pf"+ 4f
y de acuerdo a (1) el operador formal adjunto estd da-
PP = [pf] - [p'F1' + 2f
e LplfT0% Drdal SR
"‘P”JE + 3{ .
R e B
—pfl-pf H S
= pgl S

do por

es decir que nE | A

_ ¥
? - 50 UHIVERSIDAD  OFL YALIE DF

BIBLIOTECA

GHATFRAL




4.

9

1 — if |é— + QO
si ? = Qa2 It + Q 1
& z
? = 'd— Qe — C_ZLQ. + Qe
Y Jer - di

son iguales, se sigue luego de las diferenciaciones

indicadas que alk) = a@) = p'l 4 fel 7

Es claro, por el razonamiento de la seccibén 2 que la

ecuacién SD()C) =0 (£ e Cz{I))

tiene un conjunto solucién (cubierta lineal) de dimen

sidén 2. ~

Ahora vamos a considerar una restriccidn del conjunto

de funciones ¢?(r) al cual aplicamos el operador formal ?L

La restriccidén la hacemos por medio de condiciones de
frontera. Esto es, vamos a aplicar nuestro operador
formal a un conjunto K de funciones f que ademéis
de pertenecer a <¢2*(I) cumplen con ciertas condicio-

nes de frontera.

Definicidn:
Al anterior conjunto K de funciones vamos a conocer-
lo con el nombre de 'conjunto solucién del problema de

frontera'.

Decimos que en un conjunto de condiciones de frontera



o )

+11

estas son suficientes si el conjunto solucién de ?”?)='°
¢s ¢l subespacio trivial, donde el conjunto de funcio-
nes al cual aplicamos el operador, es el conjunto so- R

lucién del problema de frontera.

Ejemplo:
Z

Sea | = §Ll (un operador formal) y las condiciones de
X

frontera

e YRg=G
Si consideramos la aplicacién del operador L,a funcio
nes en C‘GJ es claro que toda funcidén que pertenece
al conjunto solucidn l_,(g)n.o tiene la forma Cix + C:
y si las condiciones de frontera son satisfechas

G0 % €z & C |

&eo 4 4 Cg =0
que implica que Gy= Cp 50
y por lo tanto estas condiciones de frontera son su-

ficientes.

Ejemplo:

z
L,==jL (operador formal) con las condiciones de
xz-
- |
frontera “f(O) - kf'(‘) s B

En este caso las condiciones de frontera no son suficien
tes ya que por ejemplo f(x); { pertenece al conjunto
solucién de Lq({J = @ Yy satisface las condiciones de

frontera.



4.12 Ejemplo:
Sea Ly = d (operador formal)

con las condiciones de frontera f(o) 3 f:03'= @

Sea fe cHz)

En este caso si f pertenece al conjunto solucidn
de L,(f) = Q entonces 4§ = C ; C es una cons

tante.

Pero si se satisfacen las condiciones de frontera, de
bemos tener que <C = © y por lo tanto las condicio-

nes de frontera son suficientes.



5
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El Problema de la frontera del tipo de Sturm Liouville

Consideremos el operador formal (aplicado a una funcién®

Y en c*(1) )
(5.1) LY = (py)’ + 94

y la ecuacién siguiente asociada con este operador

(5.2) (py)' — qy =0

El problema de la frontera del tipo de Sturm Liouville
consiste en encontrar soluciones no triviales de la
ecuacién (5.2) que satisface las condiciones de fron-

tera

1
0

o pla) w‘(q) AR ACY
(5.3)

1
C

Y pb) y'(b) - © y(b)

donde a, b son los puntos términos del intervalo y

«,/4,Y, €, constantes reales.

Ejemplo:

El ejemplo de la frontera
L\‘,-_-.-Lf“ PR R 1

en el intervalo [ 0,1]

{
0

Este problema es del tipo de Sturm-Liouville con

a=0 ’L=[IP‘=” & =0, k:oiﬁ=-{ PR - R R
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Consideremos nuevamente el operador formal
Lip) = Cp ) = 9y

para y, % € C'zCa,L]

L) = (py)i= 9y

Lu(z) = (p2) - 92

entonces
(5+5) u{L,(z)— ELLY) = L{f;(p?.'-— 44q2)
-2 py'+ 79 2)'
= [-T 2'— E‘f'J Pl
+plye'~ 2y']
= pLy - 2y']
*[yz'-zy'lp
=(pLyz'-zy'])

conocida como la identidad de Lagrange.

Como consecuencia de la identidad (5.5) tenemos

bi
(5.6) p(x)(\r(x) 2 (%) ~ 7'(*) Z(x) ]a‘

b e
= &{3MLJy—z@H4QWJx ) asa'abiz)

que es conocida como la férmula de Green.



5.7 Ahora bien, si dos funciones v , 2 satisfacen las
condiciones de frontera (5.3) entonces el lado iz-
quierdo de (5.6) es cero. (Despejando v'@) z'(a)

\ff(bl q 2'(L) de (5.3) y sustituyendo en (5.6 )



Funcidén de Green

Lo que vamos a hacer en este pidrrafo es encontrar un
método para resolver la ecuacidén lineal no homogenea
L) = ¢ a travéz de una funcidn asociada

con el problema de frontera de Sturm-Liouville y co-

nocida como la funcidén de Green.

Supongamos que dos funciones 4 % 0 § Y. %0

son linealmente independientes y satisfacen

g f) = ©
(6.2)
ap@) i @) - A7@) = ©

(6.3) Lea) = ©

Tpb) gile) — @ 9Lb) = © .
Sea o= pWI[ Gy @) - we) 28]
vemos que C es una constante no cero (diferenciando
C respecto a t y haciendo uso de (5.5 ) y luego de
(6.2) & (6.3), que C es distinto de cero es consecuen

cia de la independencia lineal de Y, § Ya «

Definamos la funcidén de dos variables x §&§ t por

- &) g )
C.l-" %(X) ‘]’L(t)

La funcién & ec¢s llamada la funcién de Green para el

(6.4) Glx,t) =

problema de frontera de Sturm-Liouville.



6.5 Teorema:

La funcidén de Green tiene las siguientes propiedades:

¥

a) G satisface ;
L,&G) =0 como funcidén de x ¥ xX# T
b) & es continua en La,b]x [ q, b7
c) satisface las condiciones de frontera (escribimos
Gé(x) = 6(x, ¢t/ ) ademds, G¢ es diferenciable y
G¢  es acotada.
d) si @< xs< b conforme x —» %o , t—> e
Gf'Cx) tiende a G;(XM) si mantenemos x>t

y conforme w —»= %s , ¢ — %, c,é tiende a

G;‘("“OJ si mantenemos x <« t
' <]
a ( - = = —
Adema_xs G, % +o) Gy (%o ~0) Slxe)

e) Glxt) = &(t, %)

Prueba:
La demostracidén de los incisos a-c § e es inmediata de
la definicidn.
La demostracién del inciso (d) es consecuencia de
i l ¢
Gy x+o) = i Lf((xb) Yo (%)

G'Ku x=0) = ~ L Y,'(Ko) o (%o)
6.6 Teorema: - / a

Sea 525 una funcién de cuadrado integrable («;6 € Lz(,‘())

definida en [ @ b]. (Al ¢s medida du Lebesgue en T=L[ab])

64784 Lr ¢s solucién de la ecuacibén L, () = = gﬂ
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que satisface las condiciones de frontera (5.3) enton-

ces V(*) podemos escribirlo en la forma
6.8  yw = [exiygwdt @

inversamente, ?(k) dada por (6.8) satisface la ecua-

cién (6.7) y las condiciones de frontera (5.3).

]

Previo a la demostracidén del teorema hacemos ver lo
siguiente,ya que & es continua en Cayb)w [a,b]
2
G es continua y por lo tanto G é& Le (e xn)

Por el teorema de Fubini G, e L(4).

Prueba:

Aplicamos la f6érmula de Green a las funciones ¢ § &= Gt

y obtenemos 1

f

a

-0
{\l(x)l-x(c-;u,ﬂ)- Gt Lo (y) ) 3%
b
- j {\;cx) L (Gl 0) = Glxt) Fx (y)
t+0

}dx

I

£-0
[ pea 700 2 G0oE) = P GGut) |

b
* E pe) (00 2 Gl E) = 06 G(x;t/jm

¥V ot, d<teb

'
£ .

la ecuacién (&.7) junto con la propiedad (a) del teo-

rema (6.5) implica que el lado izquierdo es igual a

)
J’ G (%, t) ¢(") o x

o
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...por otra parte (b) & (d) del teorema (6.5) implican
que el lado derecho es igual a y(t)

(tomando en cuenta que
3

Gla) = G (b) = ©

]

por lo tanto i
yt) = [emt) goodx actcl

a
y por (e) del teorema (6.5) se sigue la primera parte.

Inversamente, por (6.4)

yx) = —é_ 9, (%) f&tf,(t}ﬁd‘/c{f
a

- E’ G, (%) fh‘{z({) ) dt

* ’
De lo que ohtenemos " ( Leorema fun&amcn-h’ del calecule

para xla m+¢ﬁrq| de Lebeasuc)
(') = -3 e [ @ pedt
- EL I.{z(ﬁ) t.h(x) ¢(x)

b

060 [y, g dt

o
G
2N ) g
Lo X ik
=g W fa“f((t) g)dt - L y,og[n(t) B dt a.
B L
- L B CUntlk)dt + [ 2 cotg@rdt ae.

)
= {%@.(x,t)gﬁ(ﬂ&é a.c,

a

Similarmente obtcnemos
. L LaX+0
(Pé‘)kf'(‘”) = L {P(u)‘%‘G(x,t)}qﬁ(tJdﬁ + P{)Q[%GCMUQ?S(U] a.e.
13 X=¢

utilizando (d) del teorema (6.5) el segundo término

del lado derecho es igual a = 950:) e,

—t

¥ Teorema 9 ca P B EoYden fiJ-



‘e

"Por lo tanto

Laby) = (P ?')J pild

b
& Ew_,{ P 2ot g dE - g - ?(x)fac(x,f) g1 dt

b
- L% {P(x)f—xé(x,ﬂ} - g 09 Goon} F@ dt

b
= fL,.(atx,f}) dt) — FW = =B
utilizandoa(a) teorema (6.5).
)
El teorema (6.6) es crucial. Con este resultado po-
demos unificar el contenido de esta seccidén utilizan-

do la teoria de operadores.

Sea un conjunto de condiciones de frontera B, que con
un operador formal es un problema de frontera de
Sturm-Liouville. Sea D el conjunto solucién del pro-
blema de frontera y 2 el operador L. restringido a
D . Entonces

Zf) e L* poesh gue feD
esto es, el rango de &£ estd contenido en L* . Por

el teorema (6.6) <Z (@) = L*

Considerando ® como un subconjunto de *

podemos re-
ferirnos a (5.7t¢) para mostrar que Z es simétrico.

Es mids, el inverso de 22 existe (condiciones de fron-

tera suficientes) y es un operador de Hilbert-Schmidt.

En la siguiente seccién estudiaremos otro tipo de
problemas de frontera que generan operadores con in-

versos de Hilbert-Schmidt.

¥
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6.9 Ejemplos de Funciones de Green.

L=y  ; yo=y0 =0
(I=t) x Xe t
Gl L) =
(-x)t x>
Lage, o ;) = q'le) =0
X %< ¢
6(“)'&) =
T x >t

Para calcular estas funciones hacemos lo siguiente.

a)

b)

vemos que significan las condiciones de frontera

de acuerdo a (5.3)

sSuUponemos una una linealmente inde-
b Na :

pendientes y comprobamos que cumple (6.2) & (6.3).

construimos G(x,t) POT (6:.4)
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Podemos definir la funcién de Green para un determina

do problema de frontera como aquella funcidén que cum- .

ple condiciones del teorema (6.5).

Cuando la funcidn de Green existe y se cumple el teo-
rema (6.6) afirmamos la existencia del operador inver

so como un operador de Hilbert-Schmidt.

Condiciones de Periodicidad Generalizadas.

Las siguientes condiciones de frontera

vay = y&) o ji@ = ¢l
son conocidas con el nombre de condiciones de periodi
cidad; ya que si los coeficientes p, %_ (ver (5.2))

son funciones periddicas con periodos b-a esto es

Plx+b-a) = p G
;! (x+ b-a) = %(x)

entonces las condiciones (7.1) nos dicen que la so-
lucidén de la ecuacién (5.5) es periddica, con el mis-

mo periodo b-a

esto es \-{(x-t-lg—a)-_‘:. «..r(u)

‘1
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En esta seccién vamos a tratar condiciones mds genera-

les (que incluyen condiciones (7.1), de la forma

.

. )
7.2y Y@= rok) ,  Pwy@= B ye
donde Y es una constante distinta de cero.

Como en el caso de las condiciones de frontera (5.3),

podemos ver que si Y q Z satisfacen (7.2) entonces

b
o) (G 2'0) = Y &%) = O
Poo (40 260 =yl 209 |
Nos interesa demostrar que para estas condiciones de

frontera se cumple el teorema (6.6).

La primera parte es enteramente similar que para las

condiciones (5.3).

Para probar la segunda parte (el inverso) principiamos

con

b
(o0 = |Gt g dt

a

diferenciando a ambos lados tenemos

%~ 0 b
jix\f = I(%G(x,t))gﬁ(f)dt o [()%G(x,'t))¢(-é)o/‘f a.c.

Q X+0

-~

para §>O

Plcts) W'(x+g) = POy (X
-+ | S

%

=3 ( —‘g { P(x+3) 6fx+8)— px) G;(*)} @) dt
a
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% +§ ;
4 —‘S— S Plx+s) Gulx+s) &)L

x
x+§

- 'é' [ plx) G () )t
k 1
9 18- [P(xi- 5) G X+§) = p(x) c-,;(xj} Bt)d¢
e a.e.
cuando SN © esto converge a

X

I %{PW G;C"?} BRIt + pw) {;.ic,(wfa,t)
a

— 2 Gl tr)} g6+ g“’% {P(")f; c,(x,f)} d&)dt

n
similarmente podemos probar que cuando $ # ©

P(x+8) ¢'(x+5) = Plx) ¢
S

converge al mismo limite.

Por lo tanto la primera derivada de Poquﬁ)existe y
b

o) = | 2 » s
(pt) ¢'0y) = Lax{P(x)jle(,t)}gﬁ(t) dt — gx

nuevamente por (a) del teorema [6.5)_kim) es solucidén

de la ecuatién Luly) = - g ae.

puesto que Gy satisface las condiciones (7.2)
¥ ¢,a<t<¢h (inciso (b) del teorema (6.5)) y (x) también

satisface las condiciones de frontera.
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Construccién de la Funcién de Green.

Supongamos que la funcidén de Green existe para un de-
terminado problema de frontera (asociado a un opera-
dor formal L., ) Puesto que (ver teor. 6.5) Gg &
{conjunto solucidén de L,(f)=o0 } podemos representar
lo como combinacién lineal de un conjunto fundamental

de soluciones
C,Yl(x) + Ca Ya(x) < x<t

Glx, t) =
@ 4) ’ Cag e + T4 Y0 texszh

donde ¢ es una funcién de %, (Y ¢=12,3,4)

Ahora determinamos las relaciones entre los C¢ para
que & satisfaga las propiedades requeridas para
una funcidén de Green (teor. 6.5) y tal que se cumple

teorema (6.6).

Puesto que Gy es continua en =t

(7.5) Q&) + Cay ) = Cayq) + C4q ()

ademds debe cumplir propiedad d-teorema (6.5)

] / ' = |
(7.6) Sy + Ca (b)) — Ca gl) - Cu @) = <Y

y finalmente debe satisfacer las condiciones de fron-
tera para obtener un sistema'ae dos ecuaciones 1.1.
que podemos llamar (7.7). Si existe un conjﬁnto de
funciones ¢, ¢, G,¢que satisfacen (7.5)-(7.7) enton-
ces la funcién dada por (7.4) es 1la funcién reque-

rida que cumple el teorema (6.6).

i
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Si este conjunto de funciones no es Gnico existe al mg
nos dos funciones que satisfacen (7.5)-(7.7). La di-.
ferencia de ambas debe pertenecer al conjunto solucidn

del problema de frontera.

El razonamiento anterior nos lleva al muy importante

7.8 Teorema

La funcién de Green para un problema de frontera si
existe, estd unicamente determinada si las condicio-

nes de frontera son suficientes.

Ejemplo 1

El problema de la frontera

L) = "

) = -9

Q) = =%

puesto que las condiciones de frontera son suficientes

(ya que la solucidén de %“=-O es de la forma <&, x+ Ca

y las condiciones de frontera implican que ¢&,=Ca = O

(ver ej. (4.10)

podemos aplicar el procedimiento anterior para este

problema. Como un sistema fundamental de soluciones

de Lf” = | & podemos tomar (%)= X, g (x) = 1
¥ xe lo) 1]

con lo que obtenemos las sigﬁientes relaciones corres-

pondientes a(7.5)-(7.7)
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Gt + Cz2 = Cit + Cy

C,-—C3= i
Ca =~ (C3+C4)

C =-0Cs

resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos

C.;'-:'-"'L
2
ot ik uall ol
Cz = y P
I
C3=-—-£
Cqa =+ + =
y por lo tanto 4 “

Glut) = —flx-tl+ g

Si consideramos nuevamente el ejemplo (4.12) vemos que
en este caso el operador £ estd bien definido y exis-

te el operador inverso. Pero el rango de Z no es

todo Lz, sino un subconjunto de las funciones

continuas

En este capitulo hemos mostrado que para una gran can-
tidad de problemas de frontefé, podemos construilr un
operador inverso que tiene la forma de un operador de
Hilbert Schmidt.

En el siguiente capftulo analizamos la descomposicidn

de tales operadores.

i



CAPITULO III

TEORIA ESPECTRAL DE OPERADORES

COMPACTOS AUTOADJUNTOS

Eigenvalores y Eigenfunciones de un Operador Lineal.

En el primer capitulo definimos un operador compacto

como aquel que para cada sucesidn de elementos {§n}
cumple con que la sucesidn fr{“} contiene u

na subsucesién convergente en H. Definimos también

para un operador acotado T sobre H el operador

adjunto T* por la relacidn (Tf,ﬂ) = (§, T*j) —\L{,cjf.H

Dijimos que T es autoadjunto cuando T'= T

Sea T wuna transformacién de un espacio de Hilbert.

Un nimero complejo 4 €s un eigenvalor de un operador

lineal T si existe -feH, £ {o 'é.?

(1.1) T.E:/{f

cada una de las soluciones mno cero de (1.1) es llama-
da un eigenvector del operador T, (mds precisamente

f es un eigenvector correspondiente .a M )

~



Para cada eigenvalor fijo 4 de T el conjunto de

todos los vectores que satisfacen (1.1) es una cubier

G

ta lineal que contiene por lo menos un vector no cero.™
En el caso en que T es continuo este conjunto es
siempre cerrado (ya que es la imagen inversa bajo (
(r- #) del conjunto cerrado {o} ) y por lo tanto

un subespacio. (también llamado subespacio caracte-

ristico).

Decimos que un subespacio 4,¢ H es un subespacio
invariante del operador T si cada elemento de H,
es mapeado por T en un elemento también de H. Es
claro que los subespacios caracteristicos son subes-

pacios invariantes.

La multiplicidad de un eigenvalor esta definida como
la dimensidén (finita o infinita) del correspondiente

subespacio caracteristico.

Vamos a restringirnos a trabajar con operadores auto-

adjuntos acotados. Esto es transformaciones A para

las cuales U\f:%)‘;—'({)'\ﬂ)

Sea A una transformacidn lineal autoadjunta y aco-
tada (en H) entonces, el producto escalar ( Af::f)

siempre es un nGmero real
puesto que (A&,g) = (]C, A*]C) -;(A%;{\

Esto implica que los eigenvalores de este tipo de trans

formaciones son nGmeros rcales puesto que si A cs
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S e

un eigenvalor, tenemos que H = M’—fj

() 4)

Teorema

-

Dos eigenvectores (de A) correspondientes a diferentes

eigenvalores 4, & 4.

Prueba

Sea

Af|=/"(--f| ) Afz.‘—'-/{:_‘fz,

M, FHa

son ortogonales

entonces A, ([,,f.) = (Mfrif) = (Af,f2)
=(fr hfa) = Cfommfi) = A2 (CFofs)
= (-4l (f f) =0 = f Lt
1.4 Consideremos nuevamente la forma cuadritica (N{,§)
obviamente tenemos
(N6 §)] 2 HAFUN S 2 aallgl
definamos una constante N, tal que N, es la

1

».5

menor constante para la cual la igualdad

es clar

Teorema
Si A

NA:' l\
Prueba:

ya que

‘(Afiﬁ\ £ Ny \\{]\z es cierfa t-feH

0 que

es una transformacidén autoadjunta entonces

Al

(Nf,4) = CNFOAF)

%
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para A > O y arbitrario

WAgN" = LA+ LAF M L Af)
S (AL Af)) M- Laf)
NIRRT AR = LAagI]

= LNA RN + LA ]

cuando llAfﬁ[# 0 el minimo del Gltimo miembro corres-

ponde a
e
que da

AL = NAUAIIEL  ce | AFRE Nalf]

la igualdad es vélida por supuesto si UAf7]= o que

prueba que

LAN £ N

comparando esta igualdad con la anterior ( Ng + HAID

tenemos que

De acuerdo al resultado del teorema (1.5) se sigue
que para elementos {e# tal que df/= { y un opera-
dor compacto A se cumple que
' =1 Al O
(1.6) sop [(AfH £)] = soplAfl =1
ﬂf/f=1/ fr £ rf0=1
Este hecho lo vamos a utilizar en la demostracidn del

~

siguiente
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Teorcma

Si A es un operador compacto autoadjunto no cero en.
un espacio de Hilbert H, A tiene por lo menos un

eigenvalor distinto de cero.

Prueba:

utilizando ecuacién (1.6) y por la definicidn del su-
premo, se sigue que existe una sucesiodn {gﬁ} de ele

mentos Il 4§ = L tal que

lim (Afa r\)

n-»o0
existe y es igual a AL o = | Al llamemos a este

limite distinto de cero por &4,.

«©

Puesto que A es compacto, la sucesién {{ﬂ} tiene
|
una subsucesiodn {3¢lm tal que
]
(1.8) lim Aﬂ‘ = h existe,
(e

De la ecuacidn
l\ Aat oMy 3!2 1\

se sigue que

z

= Lagd" = 24 (A9 90 + K

(1.9)  WmlAgi- Agel’= Bhit= 247+ 47 = lhl- s

puesto que

I hgel < IAINger = 1AL = lu,
ecuacién (1.11) nos dice que Whil 2 a0 'y puesto
que en (1.12) el lado izquierdo es no negativo, enton-

ces
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la ecuacidén (1.12) se transforma en

(1.10) tL_\m | Age - 4 gcll =9

se sigue de (1.8) y (1.10) que

[iwm ay
C--'Hiocat
existe y es igual a b.
] h “
Definamos el vector ¢ = =2
My

de (1.6) y (1.9) tenemos

ANe - 4,2 =0
y por lo tanto hemos demostrado el teorema.

Con ¢l resultado anterior podemos razonar de la siguien
te manera: correspondiente al eigenvalor existe

por lo menos un eigenvector ¢,.

Consideremos el subespacio H, de H que consiste

de todos los elementos que son ortogonales a @,
puesto que
(Af, ) = (§rAd) = (fL4d)
=) $) = 0O (fe )

?-\-Eé H. con fe H

i.e, H es un subespacio invariante del operador A.

Considerando A como una transformacién en H; vemos

que es autoadjunta y compacta.

Aplicando nuevamente el teorema 1.7 al operador A:H,— H,



sabemos que existe un eigenvalor «, correspondiente

a un eigenvector Pz en Hi .9 NGl =1

i = v (NS, ) H,
o | M2 | i{$ | (A A 5)\ ) §€

repitiendo este procedimiento para un subespacio H, de
elementos simultaneamente ortogonales a @, § @, obtene-
mos un nuevo eigenvector ¢3e ks Yy un eigenvalor aso-

ciado 44 -

En general, conocidos qﬁ, ¢;)-.--q&q eigenvectores
ortogonales)el elemento gﬁn es obtenido por la solu-

cidn del problema

sup [(ASEI = 14l (fige) =0
M= 4

(Il.“"' (ﬂ"‘)

Este procedimiento nos proporciona ( dim H = @ )

una sucesidén ortonormal de eigenvectores.

Evidentemente para los eigenvalores An tenemos

b ] 2. #a] & ~aiis
Es méas
: ey
si esto no fuera asi, la sucesidn { L ¢“] seria aco-
. . H“ .

tada.

La imagen de esta sucesidn bajo A es la sucesidn
{ ¢n } que deberia tener una subsucesifn convergen-

. 2 )
te, y esto es imposible ya que | & - gﬁtl\ = 2 ¢k
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Sea {e H y sea

9. = § - ) RCXILL

pugste que 81 J=n o
(32 %) = (£:95) - L?_:‘H:sife)(?ﬂu%)
('EJQS_]) g (jc) QSJ)

= 3
3n es ortogonal a los elementos &, d,;.. - @Bn i.e.

il

gs € H, y por lo tanto tenemos

LAgall = | Aap |l 9nll

puesto que ademds

| 3ﬂllz = i 5“2' Z_-l(%da)lzé I J(U

A

k( "(HH ., 6

se sigue que (I Ajn“'”’ o)

Mg = A% = i‘u)#g)m o

toandg h —> &
que podemos escribirlo

(=]
1D AL = ) we (F,8c) @ = ) (A, dd) ¢
(=1 <

Supongamos que por el método anterior no hemos encon-
trado todos los eigenvalores de A.

sea ? uno de esos eigenvalores y & un eigenvec-
tor correspondiente a §, ( e;#o)

utilizando la férmula (1.11) para £ =6 1llegamos a

una contradicciodn.

Es mds, los eigenvalores tienen multiplicidad finita.

Si por ejemplo x, tuviera multiplicidad no finita




existiria una sucesioén de eigenvectores que contrade-
ciria la compacticidad de A ( ya que si {¢(B es

una sucesién de eigenvectores asociada a My YT¢£1=:%Hr¢cl

]

no converge necesariamente).

AGn mids, puesto que H es completo
(e o]
Z, ( ‘j’ ¢;‘) ¢l: es C‘—-onycrjen‘)le ‘V'jé: ~
L=

Sea o0
f= ) Cqs &) i
v=
apliquemos la transformacién A a ambos lados de 1la

igualdad y tenemos

(1.12)  A§ = Z{Hc (9)¢i) ¢

y de acuerdo al hecho demostrado antes

Ag = %— 4 (g, ) B
si A es inyectivo (i.e. si Ker A = {<3})
Esta condicién es equivalente al hecho de que 0 no

sea un eigenvalor de A.

X
Dicho de otra manera, si 9 € (ker M) entonces el

1imite de 1la serie § es 3.

Sea h e Ker A entonces

o= (Ah, &) = (h, Ad¢)

= 4 (h) &)
= \\ es ortogonal a todos los ¢ o



CAPITULO IV

APLICACIONES

Vamos a establecer a través de un teorema final una
relacidén muy Gtil entre operadores diferenciales y

operadores integrales.
Previo al teorema veamos lo siguiente.

El teorema 7.8 cap. II hicimos ver que si la funcidn
de Green existe para un determinado problema de fron-
tera, ésta es finica si las condiciones de frontera son

suficientes.

Cuando las condiciones no son suficientes Ker & # {01
entonces XZL(f) = © con f-# o

i.e. 0 es un eigenvalor de L,

Consideremos un problema de frontera para el que la
funcién de Green existe. Séﬁ D el conjunto solu-
cién del problema de frontera, Z un operador dife-
rencial definido sobre D y K el operador integral

definido por la funcidén de Green. El dominio de X




2 o
es L . Los eigenvectores (‘¢ﬂ] de K son un

conjunto completo en (Kerk)i' pero no necesariamente
en todo LU , de acuerdo al teorema 6.6 el invcrsB*
de x es Z (esto dice que cero no es un
eigenvalor de kX ) consecuentemente, cuando aplicamos
el teorema espectral a operadores integrales determina
dos por funciones de Green asociados con problemas de

frontera, el conjunto de eigenvectores es completo en i

Consideremos un problema de frontera en un intervalo
compacto I, dado por un operador diferencial formal-
mente simétrico L y un conjunto de condiciones de
frontera que definen un conjunto solucidén del problema
de frontera D Suponemos que las condiciones de fron

tera son tales que la funcidon de Green existe y es

Ginica.
Como hemos visto, esto implica que Z(p) = L= y el
operador integral K definido por la funcidn de

. 2
Green es el inverso del operador &£ ' D — &
Vimos también que estas hipdtesis son satisfechas para
la clase de problemas de Sturm-Liouville y de periodi-

cidad.

Consideremos el operador k = z~' que es de Hilbert-

Schmidt y por lo tanto compacto.

El teorema espectral para operadores compactos nos di

ce que el conjunto (¢a) de eigenfunciones es un c.0.c.
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Consideremos e L' & vel”

entonces

U= ) On @
n

ZCn ¢"

n

.
(]

puesto que

ke £ j Kg=P

y por lo tanto K ( } cCn g{n) = Z.Q“ D

puesto que K es continuo

KL Z;C:n¢é}=- z: K Cn @Fn

= Z;tlnﬁgn

= Z)\ﬂcn ¢n - Z‘ Gn ¢"
n Lal
= Gn
N Cn= A2

Es decir que el hecho tan importante de saber cuando
un conjunto de eigenfunciones normalizadas es un c.o.cC.
para un operador diferencial Z lo podemos contes-
tar afirmativamente si encontramos que existe el opera

dor inverso y éste es un operador de Hilbert-Schmidt.

Es mis, la imagen de U bajo 2 estd dada por (1.4)

Teorema

El conjurto de eigenfunciones del operador diferencial
L determinado por las condiciones de frontera (5.3)

es un C.o0.cC.



Prueba:

es consecuencia de (5.7) y (6.6) cap. I1I, y de que las
eigenfunciones de K A son las mismas.
El mismo teorema es vdlido para las condiciones de
frontera (7~2) cap. II (demostramos que 5.7 y 6.6

son vdlidas para esas condiciones de frontera también)

Aplicaciones del Teorema
Ly
N ()

4Lf“
Y ()=

i

Por un cidlculo elemental vemos que los eigenvalores
del operador 1 determinado por el problema de fron
tera (1.6) corresponden a K = m k™=, k= 4z

las eigenfunciones normalizadas que corresponden, se-
rian
‘yk(x) - YD sen kmx (k= nz;)

Las condiciones de frontera de este ejemplo son del ti-

po de Sturm-Liouville (5.3) y por lo tanto el teorema

nos dice que el conjunto {]&L} es C.0.C.
Ejemplo

= C |
1.7 L), by

Y@ = v ()



en este caso los eigenvalores*.son \= 27 & , k=0, 1l

. . -27 (K %
y las eigenfunciomes son ¥, (x) = €

las condiciones de frontera son del tipo (7.2) y por =

lo tanto el teorema nos dice que también en este caso

{34"‘-} es un C.0.cC.
k

slhdie

El desarrollo en términos de las funciones {y&} es
conocido como el desarrollo de Fourier para una fun-

cidn.

Conviene notar lo siguiente:

para una’}uncién fe H (H un espacio de Hilbert) el
desarrollo de Fourier asociado a la funcidén £ es
convergente en H (es decir convergente en la métrica
del producto escalar). Este desarrollo no siempre es

puntualmente convergente.

Hemos encontrado un desarrollo de Fourier para funcio
nes que cumplen ciertas condiciones de frontera en un
conjunto de medida cero. Pero T en realidad no es
un conjunto de funciones sino de clases de equivalen-
cia de funciones, iguales a.e. Por lo tanto para cual

. a A - .
quier "f" en L va a existir un desarrollo de Fourier.

o,

X 2 ldt = otltz x

- ){(|).:O => Q‘l"—'- Ca

* i

l

N

¥ (o

= l=zamk j keotl,ty..



Para el problema de¢ frontera de Legendre es posible
encontrar una funcidén de Green, y por lo tanto, toda
nuestra teoria se aplica para mostrar que los polino-

- a
mios de Legendre son un c.0.C. en L.

Hemos mostrado entonces, que en muchos casos, la exis
tencia de expansiones convergentes en H de series
ortonormales de eigenfunciones asociadas con problemas
de frontera, puede ser deducida via el teorema espec-
tral, de las propiedades de la funcién de Green aso-

ciada con el problema de frontera.
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