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INTRODUCCION 

El presente trabajo, es el producto de un estudio 

dirigido por el Doctor William T. England y tiene como 

propósito ser una Tesis para sustentar el examen gene-

ral para la obtención del Grado de Licenciado en Mate-

máticas, en la Universidad del Valle de Guatemala. A 

continuación explico los fines y el proceso fundamenta 

les de la Tesis en referencia. 

Enmarcados en la teoría de espacios de Hilbert, 

buscamos un procedimiento que nos permita encontrar 

operadores diferenciales tales que el conjunto de ei-

genfunciones asociada al operador sea un conjunto orto 

normal completo. Con esto mostramos la existencia de 

expansiones en series ortonormales de eigenfunciones 

(convergentes en la métrica del producto escalar). 

Sabemos que los operadores diferenciales son no 

acotados. Un hecho fundamental del trabajo es que és-

te se desarrolla al margen de la teoría de operadores 

no acotados. Nosotros deducimos la existencia de se-

ries ortonormales de eigenfunciones via el teorema es-

pectral, de las propiedades de la función de Green 



asociada a un problema de frontera. 

En el trabajo hay dos desarrollos convergentes. Por 

una parte, el planteamiento exacto del tipo de problema 

que queremos resolver para operadores diferenciales, de-

finidos utilizando condiciones de frontera (cap. II). 

Por otra parte, un estudio de operadores integrales (com 

pactos) y la teoría espectral asociada con este tipo de 

operadores (cap. I y III), que nos da la herramienta ne-

cesaria para resolver nuestro problema. 

Como sabemos, un operador diferencial está definido 

en un subconjunto de las funciones continuas, y para ope 

radores no acotados, el escogimiento del dominio es un 

hecho crucial, desde el punto de vista de la estructura 

del operador. En el capítulo II tratamos con operadores 

diferenciales formales; este concepto nos permite encon-

trar unos tipos de condiciones de frontera que van a de-

terminarnos dominios de operadores a los cuales podamos 

aplicar nuestro procedimiento. El procedimiento se basa 

en lo siguiente: si definimos un operador diferencial 

sobre un conjunto D de tal manera que el rango del ope 

rador sea el conjunto Lz 	y si el operador inverso 

existe, como operador de Hilbert Schmidt, entonces demos 

tramos que esto es suficiente para que el conjunto de 

eigenfunciones del operador diferencial sea un conjunto 

completo. En el mismo capítulo II demostramos que las 

condiciones de frontera del tipo de Sturm-Liouville y 

las condiciones de periodicidad generalizadas nos 



determinan operadores diferenciales a los que el procedi 

miento es aplicable. 

En realidad, nosotros no utilizamos, sino hasta el 

último momento, la definición explícita de un operador. 

Nuestra teoría se desarrolla con problemas de frontera 

y conjuntos soluciones de ecuaciones diferenciales. 

En el último capítulo, justificamos la existencia 

de una expansión de Fourier para cualquier función en 

(convergente en la métrica de la integral) con sólo 

mostrar que en el problema de Frontera que da origen a 

las funciones de Fourier las condiciones de frontera 

son del tipo de periodicidad generalizadas. 

iL 
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CAPITULO I 

OPERADORES DE HILBERT SCHMIDT Y ECUACIONES INTEGRALES/ 

1.1 	Definición: 

Una transformación lineal en un espacio de Hilbert 

es llamada compacta (o completamente continua) si pa-

ra cada sucesión infinita IN de elementos de H t.1 

c 	v14. r\I 	la sucesión 	contiene una 

subsucesión que converge en H. 

1.2 Teorema: Todo operador compacto A es acotado. 

Si no fuera así, existiría una sucesión de elementos 

de H 

para los que 151d 
	

1. 0%51.15 k 

que es imposible por la compacticidad del operador A. 

1.3 Teorema 

La suma y el producto de transformaciones compactas 

es compacta. 

Prueba: 	Sea (S".} 	una sucesión acotada en H. 

Si A y B son dos transformaciones compactas en H 

existen subsucesiones de 
[1.  °I 	yIBN 1 

1 Af".1) 	& 13fnli 	respectivamente i, c1 son conver- 

gentes. Si. 	kS hi 	es converjen -i•e. i 	8 (A f rij )} t_ient  

una sub suces(or% corIvc r5eAÑ, (131,fy,,j  j. 

8) (f 	es conver5e n le , 



El producto ta.m ble.'n es c-ompac-ko, ya c7ue (e/,  f 
tiene una 5ubsucesio'ri converrn-i'e. {ein¿i ( acoiLa da. 

p.or "¿cortrna na. /* ) 	( A (BA ).] 	1.42 ,7 C 12 ,7710nCeS una.  

SkIto 4(.1 Ceston con Yer5enI7G. 111 

1.4 Teorema 

Toda transformación lineal que puede ser aproximada 

arbitrariamente en norma por transformaciones compac-

tas es a su vez una transformación compacta. 

Prueba: 

Supongamos que (TL  es una sucesión de transformacio-

nes compactas tales que 

U 7.--n 1 

Si U,1 es una sucesión acotada de elementos de H, de 

acuerdo a la compacticidad del operador T1 
existe una 

subsucesión Sil J flt 	
que es mapeada por 

T
1 
en una subsucesión convergente. 

De la subsucesión anterior podemos seleccionar una 

subsucegión fu, f14)532).... 	que es mapeada en una 

sucesión convergente, por el operador T2. 

La continuación de este proceso nos da la sucesión in 

finita de sucesiones 

S I1 	512 ) 513 ) •••• • 

S 2, , 	al 	32j • • " 

131 
	

31 	53,37 • " • 

o 

. • . 
tal que cada una es una subsucesión de la precedente. 
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La sucesión diagonal es mapeada en una su- 

cesión convergente por cada operador Ti. Redefinamos 

esta sucesión diagonal como Lsn  J • 

{ tiene la propiedad de que tim Ti 3  
-, cc, existe para 

ca 4 • • • • 
	entonces para cualquier i 

rri  „ - 	Tgn - n,),1 + 	- 	/1 4- (1 T‘ 	- 7-9 

por esick. razo-r, 
T5, - 	 Ti. II II Dr. // + 	- 7-11 3 	-1- 	— Te: 11 

Ti /1(11)4 * /5m 11) 	117"3" 7¿3"11  

(utilizando la desigualdad 	11T 	11 	 que 

es una consecuencia de la definición de norma para o-

perador . ) 

y por lo tanto ti m su p 	T9 „1 11 o que implica con 

vergencia de {-r9,, . 
EA. 

No todas las transformaciones continuas son completa-

mente continuas. Un ejemplo sencillo es la transfor-

mación identidad I (en un espacio H de dimensión infi 

nita). De hecho si consideramos una sucesión ortonor 

mal 	tenemos que 	ti f Ift — 	ft." 9- 	lin 112...;-- 2  
con vn Y% 

y por lo tanto 	1i" 	f", 

no contiene una subsucesión convergente. 

La condición de compacticidad para un operador A es 

bastante fuerte; implica que A es "similar" en su 



comportamiento a uná transformación actuando en un es-

pacio finito dimensional. 

La similaridad puede ser establecida diciendo que A 

puede ser aproximado por transformaciones cuyo rango 

es de dimensión finita, (como veremos adelan ire). 

2. 	EL CONCEPTO DE KERNEL 

2.1 Si consideramos un espacio de medida (k Jciz ) 	0- -fi- 

nita) y consideramos una función medible K en el espa-

cio producto X x X. Podemos pensar en K como la ge-

neralización de una matriz. Supongamos que A es un 

operador en I.(1) cuya relación con K es similar a la 

relación de un operador con su matriz. 

Esto significa que si f 

entonces 	r(X) = f k (xJ1) f (y) cln(Y) 
	

para casi todo x. 

A un operador de este tipo lo llamanos un operador in- 

tegral y a k(x)9) 	su kernel. 

2.2 La pregunta inmediata ahora es: ¿Bajo qué condiciones 

induce un kernel un operador? 

Como vemos a continuación, una condición suficiente es 

que kLx,k0 sea de cuadrado integrable. 

Sea 01)o-1  ),y) un espacio medida y sea 1..,(flx,.) el espa-

cio complejo sobre el espacio de la medida producto /(x  ,y, 
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10,1/4i) 	 , entonces 

f 	ik(x)toizd>éx)ci,(y) < 

y por el teorema de Fubini para integraciones sucesivas:, 

fi k (xMIL,11(ki) 

existe para casi todo x. 

entonces si f e  L:(1) 

1k(xjY) f (Y)
4(,./) 

está bien definida (hasta un conjunto de medida cero). 

Por la desigualdad de Holder 

I \ 	k(x,y) f(10 c1/1() 114x) 	f ( fi k (>1)Y) tacliM). 
f 
i{() IleU())11(x)  

f )1z  

donde 1 k 11 	es la norma de k(N,,,i) en 2.1Cyy 

Por lo tanto kf define un operador lineal con kernel 

K, de La(i() en 1:(/‹) 

Sólo nos faltaría demostrar que kf es lineal, pero esto 

es consecuencia de las propiedades de la integral. 

De la desigualdad anterior tenemos que ij A 	k 1/ 

Sea 

CO 



2.3 Definición 

Operadores integrales sobre 1...1W con kernel de este 

tipo (i.e. kernels en 1.,(,qx,,0 ) son llamados Operado-

res de Hilbert-Schmidt. 

La definición anterior para un operador de Hilbert-

Schmidt ha sido dada sobre un espacio LZ  con respecto 

a un espacio medida (Xj alid4t) 

Ahora vamos a demostrar que esta definición es equiva-

lente a una definición abstracta válida sobre cualquier 

espacio de Hilbert. 

Si H es un espacio de Hilbert separable entonces H con-

tiene un conjunto contable ortonormal completo (por a-

plicación del procedimiento de Gram-Schmidt a la con-

dición de separabilidad). 

Sea { qL} un conjunto completo ortonormal en H. 
IN a 	•• • 

Como y-xe 1-1 	x =. 	< x 

con convergencia en H (expansión de Fourier) 

Az , 
Mapeamos x 	x,93,•>) que es isomorfismo de H en -1L(N) 

por Parseval . 

La 
Puesto que 9. es un espacio L2  (con respecto a la medi- 

da contadora) podemos decir que cualquier espacio de 

Hilbert es equivalente a un espacio L. 

SQ para ble 



3. OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT 

Supongamos que H es un espacio de Hilbert (abstracto) 

y T un operador en H. 

Sea tqL,1 un conjunto ortonormal completo (c.o.c.) 

3.1 Definición: 

Decimos que T es de la clase HS con respecto a tgs,) 

si 	 < 00 

3.2 Lema: 

Si 	es un conjunto completo ortonormal en H y 

T es de la clase HS con respecto a (0,) entonces 

es también de la clase HS respecto a 10 

Prueba: Usando la identidad de Parseval para 1- 9h, 

y luego sumando sobre n, tenemos 

T 	 L_--.k. T r),"%)93Yvl>12*  
m 

< q4, -r v„>1z.-- 	17-5,11  

Si tomamos kp, = sí, 	tenemos que 

II T93,,11 
	Irr iV„ 11 2- 

y para 
	

diferente de 96 

L Ii TkPh 	L 11 1.  *93n 

	 z 



gamos que T es de 

H 	11(N) 

la clase HS. Definimos un mapeo 

como sigue: 

3.3 Ahora fijemos una báse ortonormal {q3,,} en H y supon- 

Sí xe 1.-1 entonces $. r_ 	x j  qS„› 0, y por la identidad 

de Parseval 	
2 

li<X)0A>1 12' 	112. < CCD  

co 
por lo tanto, la sucesión ( < 	91, > 	e 110,1 ) 

n=1 

Definimos el mapeo U como sigue: 

U(x) = (.< )( >0" >) E J, (1,1) 

Por el teorema de Parseval y por las propiedades de los 

conjuntos ortonormales , U es un isomorfismo entre 

espacios de Hilbert. Vamos a mostrar que U T U -1  es un 

mapeo en .1.7-0„) 

s¿ (s„) C IL(0 

entonces 

T 	E( S ,N)3 
cc) 

CL1J ssi 
Jul 

donde (cGi Í 	(como 

esta en la  (N x t.)) , 

Sea 	T q3k 

función de ( 	) e 

j 	L=1.12)••• 

3 fQ. \- 

(Sk): 	 (< 	911(5) Ok 
k 

su <1)95 k> 	 Sk9lk 

por definición de U, 

Por el isomorfismo 

tal que 

es decir que 
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0"[(S4)] 	T.f "-=• L L & k Sk 9‘i 
k 

UTU 
, 

'[.. (sk)] 	( La(k sk),;„ 

(Clij)G 12(~) ya que por Parseval 

U TCbk A = 	alki' < 00 

y puesto que T es de la clase HS 

k fl = 2L 	k I ‹ 00 

k m I,z).. • 

k 

Inversamente si el)oll Ad es un espacio medida 

k(x, ) 	), Al) 	y {, q3„ 	es una sucesión ortonor- 

mal completa en 2"(bt) y K es el operador integral 

K f (x) 	=- 	f k (x J ,1) (t?) d n(1) 

entonces K es de la clase HS. 

Por la correspondencia que existe entre cualquier es- 

pacio Lz  y 12  (por medio de la fórmula f. 	kkg‘k) 

que a Se L. le hace corresponder bcul E tz  podemos 

razonar como sigue. 

Si k(x,y) es un kernel en 2* (corresponde al operador 

K) que está asociado al kernel U4LJ) 	en 	r•1  x 

entonces 	1 k' I < oó 

Puesto que ( 1“¿k ) k 	k k 
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por Fourier 

it 	 < 00 

Es decir que los operadores que son de la clase HS 

corresponden a una definición abstracta de los opera-

dores de Hilbert-Schmidt. 

Por lo anterior es claro que si estudiamos operadores 

integrales sobre espacios 	con kernels en 1-1(nxk) 

entonces nuestros resultados pueden ser aplicados a 

operadores de la clase HS. 



4. OPERADORES INTEGRALES SOBRE ESPACIOS 12.  

Sea (X) v-r )  frt) un espacio medida (como siempre M c-fini 

ta) y L.3'(.f) el espacio de las funciones de cuadrado 

integrable de valor complejo. 

Sea La(flx,y) el espacio de funciones de cuadrado inte-

grable sobre el espacio medida producto C x X, crt x C" "401/f) 

Sea k(X, 	/..2(AY x.40 ; definimos 41‘ f e La  (ief) 

SN) •=. 	K(x, 	ft),  cl,M) 

Como vimos previamente a la definición de operadores 

de Hilbert-Schmidt kf es una transformación lineal 

acotada de 	1.:10,0 
	en 

Como dijimos antes a la función K(x,y)eL.1( 	la llama- 

mos el kernel de la transformación kf. 

4.1 Definición: 

El adjunto A, del operador acotado A es un espacio 

de Hilbert H lo definimos por medio de la siguiente 

ecuación 

( í ) 5 ) 	( fi k) 	Í. )5 1 H  

en el caso de un operador K de tipo integral tenemos: 

(issf)5) = j f k(')1 /4?) f 	5 cy)d r (?) ci/M 

flo‹)1/405(%y)f(y)d?1(94(x) 
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donde A4  es un operador integral con kernel 

kC 	= k (ti, x) 

4.2 Concepto de Kernel de Goursat (degenerado) 

La teoría de los operadores integrales se simplifica 

bastante cuando el kernel que genera el operador es de 

un tipo especial conocido con el nombre de kernel de 

Goursat (o Kernel degenerado). 

4.3 Definición: 

Un kernel de Goursat es un kernel que puede ser escri-

to de la siguiente manera 

,51(v) hi. (y) 

donde 	 Y Ni 
	

son elementos de L2  , 

Siempre podemos asumir que las p funciones y 	son 

linealmente independientes (1.i.) y la misma suposi-

ción podemos hacer con las p funciones hl. 

Supongamos por ejemplo que las p funciones 5z 	no 

son linealmente independientes entonces existen q<p 

• funciones 9 Lj  4.. 	51 ) 	 ()) 
pi 

y por lo tanto podemos escribir el kernel (..;(,9 como 
P 

G(54)  y) 	 9L,Ljoo k t (x) 
4:4.4 J.4 
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cambiando el orden de sumación 

9 r  P 
G(x) y) 	 5,;j(x) 

.1= 1 	4:= 1  

si ponemos 

a¿i  11¿(3)] 
	

liz,(`11) 
e=1 

el kernel G(nky) queda expresado por q funciones li-

nealmente independientes. 

La transformación integral asociada a G(x)Y) estará 

definida por 
r 

Gf = 	 9‘ 

es decir, cuando el kernel es de Goursat la imagen de 

íC 1.Z(Ay) 	bajo el operador integral generado por G(x,y) 

es una combinación lineal (finita) de las 

Con esto hemos demostrado 

Teorema: 

Un kernel de Goursat genera un operador de rango fini 

to. 

El converso del teorema anterior es cierto pero no va-

mos a demostrarlo. 
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4.4 Teorema: 

Todo kernel K(x,y) e 1.(..‹xn) 	en un intervalo compac 

to I puede ser aproximado tanto como querramos en el 

sentido de la métrica del producto escalar en 1.,(«xAt) 

por kernels de Goursat. 

Prueba: 

Sea KN (x),f) = k(x,9 cuando 1 	 y sea 

KuCx,,y) 	O cuando 	\ k (xly)1 > N 

Si N tiende a infinito, la función 

1 k(x,,/) 	t< 14(x,,/) 1 	o 	x, y 

pero permanece mayorizada por la función integrable 

21 k (x,,t)1 2: 

Por el teorema de Lebesgue de la convergencia dominada, 

la integral 	

f
h,(>‹,y)1 2.(1,1(x) 

tiende también a cero. 

Dado e>o 	podemos escoger N tal que 

I~k —kNl1 <E/z. 

La función k>)1/40 	siendo integrable, es el límite 

de una sucesión {561,4n(x),01 	de funciones escalonadas 

que pueden ser escogidas tal que I (4,n(x,t.i)1 	N 

(ya que por definición 11(m).- N ) 

2. 

La sucesión de funciones 	1 k1,1(x,4.() — 9114i n(x)1/4.01 
	

2.) 
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está acotada por la función constante AMI  

(ya que suplkl›,y)- 951.4,n(x)xr1)1 	2N) 

Y 	11.<,,(x),1) - 	 r.-- 

nvevo,resen4n por teorema de Le bes5ue la SLICGSN 0'1" de 

IA-1-e3ra(es .1(erbdc o. cero • Es decir- 9 ,-)c para n SUfiCiehl — 

k - 49(14 n q ‘-• 1/2- 

Por la desigualdad triangular tenemos que: 

U k - 	±ll k 	 k - 9Stusr,  4 e. 

y la prueba se completa utilizando el hecho de que to 

da función escalonada de dos variables 511,-( puede es-

cribirse en la forma 

96c(x) Y)¿(ti) 

4.5 Lema: 

Toda transformación de la forma 1-1-5 = (f)9) 
	

(con 

g y h que pertenecen a Lz  ) es compacta. 

Prueba: 

Si 	es una sucesión en t2" 	, por medio del teo- 

rema de Bolzano-Weiestrass podemos seleccionar una sub 

sucesión 

gente. 

{hk} para la que sea conver 

4.6 Teorema: 

Toda transformación de Hilbert-Schmidt es compacta. 

"1.0.keY1 yd-c 3 ra. 01 
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Prueba: 

Por lema anterior y teorema (1.3) toda transformación..„ 

de rango finito es compacta. 

Por teorema (1.4) el límite uniforme de transformacio-

nes compactas es compacto. 

Por lo tanto el teorema (4.4) nos completa la prueba. 

12t 
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CAPITULO II 

OPERADORES DIFERENCIALES 

1. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales 

Vamos a considerar sistemas de ecuaciones diferencia- 

les de la forma 
ci 	 j +.) 

cit. 

(1.2) 

	 (4)11  = S,(xo xL,.
dt 
	 — 

donde 
fA 

JX4 
jn‘. )<() )<¡)•••• K m ; {) 

son funciones continuas en un in- 

tervalo compacto I y las funciones >(,)>(..).•••*xñ son 

funciones desconocidas de valor complejo. 

Decimos que un conjunto de funciones 

es una solución del sistema (1.2) si satisface (1.2) 

en el intervalo I. 

Como es sabido x,wix,(4_))... x4)(para cada t) es un 

elemento del espacio vectorial Cn sobre el campo de 

los complejos ( C ). 

Sea 9.1,) (5c,(1), va.(t)) 
	 entonces zeu tiene la de- 

rivada 
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ci_2(t) 	( 	x1(t) 	x,.(1)) 	. 	el x„(t) 
4-1  7H- r; 	dt 

Ahora, en términos del sistema (1.2) definamos los vec 

tores 
=(C, ) ) - 	) 

con la suposición de que 1 es continua en ›-"<. y - si-

multaneamente. 

Entonces podemos escribir el sistema (1.2) como la e-

cuación vectorial 

442_7 (t) 	p(;)  

dE  

2. Sistemas de Orden n . 

Consideremos la ecuación diferencial de orden n en una 

incógnita, 

(2.1) 	 d

— 	
' 

c x<A-1) 	X .)  X ) 

esta ecuación puede ser reemplazada por un sistema di-

ferencial de n ecuaciones diferenciales de primer or-

den con sólo tomar x y sus (n-1) derivadas como nue- 

vas funciones desconocidas 	xa 
	x„ que satisfacen 

(2.2) 
	 x„.., 	x, 

dx.

dt 	

>‘n)••• • 111! x, ) t) 
di 



- 19 - 

vemos que (2.1) y (2.2) son equivalentes, es decir que 

cualquier solución de (2.1) define una solución de (2.2) 

y viceversa. 

Conclusión de esto es que cualquier sistema diferencial 

de orden n en varias variables puede ser reducido a un 

sistema de primer orden siempre y cuando el sistema pue 

da ser resuelto para la mayor derivada que aparece de 

cada función incógnita. 

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales 

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es de 

la forma 
p, 

(3.1) 
	 cuj  (t) 	+ 

donde 0.:J 	y In 	son funciones de valor 	com- 
uo 

plejo en C 

Si en (3.1) 
	

b¿,(t) a o 

se dice que el sistema es homogéneo. En este caso el 

sistema (3.1) está completamente determinado por la 

matriz 

A (t) = [ 0.4:j  (-E)] 

(escribimos A (t) para indicar que cada uno de los ele-

mentos de la matriz es una función de t). 
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Ahora podemos definir la transformada de cualquier vec 

tor de funciones 7( 	(x,,x.a)...x,) por la matriz A (t) 

como el vector 	=:(..Y11'/2.)--de funciones y4  

cuyas componentes (h: están dadas por 	

J= 3  :4 — 

(3.2) 	y¿ =x, 
Jel 	9 	

1:z.• 1)2,••• 

Es decir que hemos establecido entre q y x la siguien 

te relación 
* A x 

y por lo tanto el caso homogeneo de (3.1) lo podemos 

escribir como la ecuación vectorial 

(3.3) 
A‹ 

3.4 Teorema 

Si ío  es cualquier número -1,<ko c t entonces correspon- 

diendo a cualquier conjunto de números 5110 1 X2.0 ) 	/Inch 

existe una solución única de (3.1) 

Satisfaciendo las condiciones iniciales 

)( Lo 	
ij 	J .... n 

unicamente definido en el intervalo abierto ti  4 t‹. 

Para la prueba nos referimos a Teorema 12 capitulo 2, 

Hurewicz (1) 

3.5 Teorema: 

El conjunto de soluciones la) 	de (3.5) tiene las 

siguientes propiedades 

(a) 1(t) O siempre es solución 

(b) Si xN,)C O 	donde to  es algún número en el 
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intervalo I, entonces 	ii(t) E..-• O 	Y -le/ 

(c) Cualquier combinación lineal de soluciones es a 

sU vez, solución del sistema. 

Prueba: 

de (a) por definición de solución 

de (b) puesto que x(t) o 	es solución y sabemos 

que la solución con valores iniciales es úni- 

ca. 	(en el sentido del teorema 3.4) 

de (c) puesto que si WW 	es solución y c cualquier 

constante cg(0 también es solución. 

y si 	 y 	a(19 	son soluciones enton 

ces 	11(h) + ia.(1b) 	también lo es. 

Q5 

3.6 Teorema: 

Sea t, cualquier número en el intervalo I. 

Sea 	x, , x 	 cualquier conjunto de m 

soluciones de (3.5) 

Una condición necesaria y suficiente para que el con-

junto sea linealmente dependiente en 

)-. el intervalo I es que los vectores constantes 7,(W x,  ({.J,  

sean linealmente dependientes. 

Prueba: 

Si existe una relación no trivial 

)7,;(t) 9 0 	4 E -I 

entonces a forteriori se cumple para t t 
Si suponemos que existe una relación no trivial 

• 11(4.) =. o 
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rrt 

entonces la función. 	= 	x¿ (t) 

es una solución de (3.5) y puesto que desaparece en 

es identicamente igual a cero Y- ía I. 	(teorema 3.) 

Por lo que el sistema 	
51':  I . 	

-yrs es linealmente depen- 

diente. 

3.7 Teorema: 

No existe ningún conjunto de soluciones linealmente in-

dependientes de (3.5) que tenga más de n miembros. 

Prueba: 

Si 
	

ka ••• • • In 11,1 4.1 
	fueran soluciones de (3.5) 

linealmente independientes (1.i) 

los (n+1) vectores constantes x c«..)(-theI3 	con t.-1s 
.• 	r1+I 

serian linealmente independientes 

Por el teorema (3.7), lo cual sabemos es imposible pues 

to que los 	 son vectores en un espacio vecto 

rial n dimensional. 

3.8 Teorema: 

Existe un conjunto de soluciones de (3.5) linealmente 

independiente con n miembros. 

Prueba: 

Definamos el conjunto de soluciones 	 por 

	

CC, 	C. 41 	n 

con 	dl  = 	1,0,0 	)) e a = ( o) 1,0-. ) 	etc. 

entonces estos vectores son linealmente independientes. 
• 

4& El conjunto anterior de soluciones 5¿‘: 	puede ser así 
definido utilizando el teorema (3.5) 
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Un conjunto de n soluciones de (3.5) linealmente inde-

pendientes se conoce con el nombre de sistema fundamen 

tal de soluciones. 

4. Propiedades de un Operador Diferencial Formal. 

4.1 En esta sección vamos a hacer un breve estudio de los 

operadores diferenciales, (particularmente de orden 2). 

Un "operador" tiene dominio y rango, y hasta que éstos 

no están definidos no podemos hablar de un operador. 

El estudio de los operadores diferenciales se complica 

por el hecho de ser no acotados. (con las normas que 

nos interesan) por lo que escoger el dominio del ope-

rador no es una tarea simple. 

Por supuesto, hay ciertas propiedades de un operador 

que podemos estudiarlas independientes de su dominio 

y rango, y es precisamente estas propiedades las que 

vamos a estudiar utilizando la siguiente: 

4.2 Definición: 

Un operador formal diferencial de orden n en un inter-

valo 1 es una expresión 

(4.3) 	 ar(t) 	(3,„.t) sir)  + 	. 4 ao(t) 
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az«) cl 
e=0 	dt` 

tal que las funciones ac de valor complejo, llamadas 

funciones coeficiente, pertenecen a ¿(:1) 	y tal que 

la función an 	tiene valor distinto de cero en todos 

los puntos de I. 

La situación es esta; hemos definido un "operador for 

mal", es decir una expresión de la forma (4.3). 

Esta expresión puede ser "aplicada" a una función f 

si por ejemplo fc c" 	Pero también podemos aplicar 

la expresión anterior a clases de funciones con'menos 

elementos. 

La noción de un operador formal va a permitirnos enton 

ces, "tantear" el dominio más adecuado para nuestros 

propósitos.* 

Podemos poner, como clase preliminar de funciones a 

las cuales aplicamos el operador formal 7' , al conjun 

to c", 

Consideremos el operador formal diferencial de segundo 

grado (n=2) 

(4.4 ) 	 7" = 0,.z(t) g_l 	-I- Q1  ) 
dt2 d* 

en un intervalo I. 

Podemos definir el operador formal adjunto al operador 

formal (que denotamos por t* ) por la siguiente relación 

(4.5) 
i 

:112.
' 
 a,() — dt c() + Q0 

* Mi propósito es utilizar la teoría de operadores inte-
grables en el estudio de los operadores diferenciales 
y por lo tanto buscamos un dominio para un operador di-
ferencial.:t tal que su inverso exista y tenga como do-
minio (rango de ,uf) al conjunto 12 , 
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Con esta notación queremos decir que si a un determi- 

nado f e Cz  podemos aplicarle 7.,*  , entonces 
z  

Z-)f —
cl 	

S (atf) 	t_ (0,3/4 f) + caz 	dt 
Definición: 

Un operador formal diferencial es formalmente simétri- 

co si 

Teorema: 

Un operador formal diferencial es formalmente simétri- 

co ssi tiene la forma 

donde P 
	es diferenciable. 

Prueba: 

Por expansión de 99 aplicado a un elemento f, obtene- 

mos 	

5v (9 --- 	+ Pf " 	%-{ 

y de acuerdo a (1) el operador formal adjunto está da- 

do por 	

P'(f) = EPfl d  — EP'H '  

LP1fil 	 PV 

— P"f 
f 	?".f 	9- 

p  

— f "sf 

Pf „ 	P'f' 1-  7f 

es decir que 

cf 
••F•••••• 

E31BLIOTEGA 
P-  D 	! . C 

litifIRSIDAD aFt YAPE ilE GlilTFILAI i 
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si 	 4. C4, Si- + Q0 
dk2 	dt 

Y 

	

9*. á:. 	— 9_1. al  -4 42. 

	

d t2 	dt 

son iguales, se sigue luego de las diferenciaciones 

indicadas que 

Es claro, por el razonamiento de la sección 2 que la 

ecuación 	510(f) = 0 
	

( f é c 2(1)) 

tiene un conjunto solución (cubierta lineal) de dimen 

sión 2. 

Ahora vamos a considerar una restricción del conjunto 

de funciones C z(d al cual aplicamos el operador formal 5p. 

La restricción la hacemos por medio de condiciones de 

frontera. Esto es, vamos a aplicar nuestro operador 

formal a un conjunto K de funciones f que además 

de pertenecer a e(i) cumplen con ciertas condicio-

nes de frontera. 

4.9 Definición: 

Al anterior conjunto K de funciones vamos a conocer-

lo con el nombre de "conjunto solución del problema de 

frontera". 

Decimos que en un conjunto de condiciones de frontera 



- 27 - 

estas son suficienteS si el conjunto solución de 50(f) 

es el subespacio trivial, donde el conjunto de funcio-

nes al cual aplicamos el operador, es el conjunto so-

lución del problema de frontera. 

4.10 Ejemplo: 

Sea L = g- 	(un operador formal) y las condiciones de 
dx2  

frontera (o) = LIJ ( ) = c:, 

Si consideramos la aplicación del operador LX a funcio 

nes en c (1) es claro que toda función que pertenece 

al conjunto solución Ly(í)... o tiene la forma Cix 4- C. 

y si las condiciones de frontera son satisfechas 

C.1.0 	= 

1 + C2. = 

que implica que 	C.1=-• Cz = O 

y por lo tanto estas condiciones de frontera son su-

ficientes. 

4.11 Ejemplo: 

2 

LK 	(operador formal) con las condiciones de 
dx' 

frontera 
	- y'(5) 

En este caso las condiciones de frontera no son suficien 

tes ya que por ejemplo 1(x)= i  pertenece al conjunto 

solución de 1...x(f) = O y satisface las condiciones de 

frontera. 
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4.12 Ejemplo: 

Sea 
ci x 
	(operador formal) 

con las condiciones de frontera 
	

(o) =-- f (i) --_-_ o 

Sea 

En este caso si f pertenece al conjunto solución 

do 	) 4 	entonces f 	c- 
	C es una cons 

tante. 

Pero si se satisfacen las condiciones de frontera, de 

bemos tener que c = o y por lo tanto las condicio-

nes de frontera son suficientes. 
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5. El Problema de la fróntera del tipo de Sturm Liouville 

Consideremos el operador formal (aplicado a una función' 

en C.1(1) ) 

(5.1) 	1-,(1/40 = (Py')' ± 

y la ecuación siguiente asociada con este operador 

(5.2) 
	

(1)v)I-- .9.Lt =c 

El problema de la frontera del tipo de Sturm Liouville 

consiste en encontrar soluciones no triviales de la 

ecuación (5.2) que satisface las condiciones de fron-

tera 

p(c) L/'(0.) - /3 (A) =a 
(5.3) 

p(6) y(b) - e Y(L) 	o 

donde a, b son los puntos términos del intervalo Y 

.‹) 	) Y, o ) 	constantes reales. 

5.4 Ejemplo: 

El ejemplo de la frontera 

L 	- 	j 	(o) = 	(1) =0 

en el intervalo L o, ti 

Este problema es del tipo de Sturm-Liouville con 

a 	, 	p=i 	c<= 0 	) 	z•- -- 1 ) 	 • 
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Consideremos nuevamente el operador formal 

para 

L›,(y) 	p(t) y')' -- 

1 z 	ccci)L7 

L,(L1) 	P 	- 

tY 

L„Lz) 	(p 	- 
entonces 

(5.5) L() 	 (p '  1 111)  

?Vi+ 
71 

.2)1  

11.111111 

conocida como la identidad de Lagrange. 

Como consecuencia de la identidad (5.5) tenemos 

(5.6) 

9.•••••• 

ja s 

1)(() t (w) 2.1 (>) 	yf(x) 	(x) la, 

t LI(k) L.(1) — 1(x) Lx(ki) d x 
al 

que es conocida como la fórmula de Green. 
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5.7 Ahora bien, si dos funciones i )  ¿ 	satisfacen las 

condiciones de frontera (5.3) entonces el lado iz-

quierdo de (5.6) es cero. (Despejando 0)) 2-f(a) 

1/411(12J y Q:/(b) 	de (5.3) y sustituyendo en (5.6)). 
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6. Función de Green 

6.1 Lo que vamos a hacer en este párrafo es encontrar un 

método para resolver la ecuación lineal no homogenea 

'96 
	

a travéz de una función asociada 

con el problema de frontera de Sturm-Liouville y co-

nocida como la función de Green. 

Supongamos que dos funciones 
	

14 0  

son linealmente independientes Y satisfacen 

1-1, 	= O 
(6.2) 

aq,(0.) k't (a) — t?t(A) 	o 

(6.3) 
	

L),(L¡z) 	O 

Y p (b) Yi (6) — 	= O 

Sea 	C •=1  p(t1 C  k«?,(t) y: 	y,'(¿) y2 69.1 

vemos que C es una constante no cero (diferenciando 

C respecto a t y haciendo uso de (5.5 ) y luego de 

(6.2) & (6.3), que C es distinto de cero es consecuen 

cia de la independencia lineal de L./ 

Definamos la función de dos variables x & t por 

 

ki t  (t) 5.(x) 

()<) c 
(6.4) 	Gexj  t) 

 

La función G es llamada la función de Green para el 

problema de frontera de Sturm-Liouville. 
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6.5 Teorema: 

La función de Green tiene las siguientes propiedades: 

a) 
	

G 	satisface 

como función de x 191- x 	t 

b) G 	es continua en E. c4,1,] x 1- a)  

c) satisface las condiciones de frontera (escribimos 

&J'y) = 6(x)i) ) además, Gt es diferenciable y 

es acotada. 

d) si 	G4 go 4 

Gt (x) 

y conforme 

,b(v.-• o) 

Además 

conforme 	X. o , t 	o 

tiende a 	to) 	si mantenemos 
x. 

X --Pm xo 	 O / G2, 	tiende a 

si mantenemos 	"X 

6,19‹ +O 	•-• Gx'  0C %40  ()) 	--- f)(>10) 

>t 

e) 	G(x)t) 	C.(íj 

Prueba: 

La demostración de los incisos a-c ; e es inmediata de 

la definición. 

La demostración del inciso (d) es consecuencia de 

6.6 Teorema: 

y, 0<e) 

_ ) 	(x.) 

Sea 73 
	

una función de cuadrado integrable (0 e i_2(M) 

definida en CQ) 172 . 	étt C3 Medida Cla 1-.CIDCS9ue CA i.Eq».]) 

6.7 Si 
	

es solución de la ecuación 	Lx(,0 = 49Í 
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que satisface las 'condiciones de frontera (5.3) enton- 

ces 	 podemos escribirlo en la forma 

(6.8) 
	

L/(x) 	ÍGN, t) 93(¿) dt 	Q.e. 

inversamente, 5(x) dada por (6.8) satisface la ecua-

ción (6.7) y las condiciones de frontera (5.3). 

Previo a la demostración del teorema hacemos ver lo 

siguiente1 ya que G es continua en La, 62 w [a,1,] 

Gz 	es continua y por lo tanto 6:6 Lz(r/x,40  

Por el teorema de Fubini G), E L 

Prueba: 

Aplicamos la fórmula de Green a las funciones y 1 Z= c-t 

y obtenemos 

o. 
{ 	

c›,,t)L„(y)i 	>1 (-I  

S11
l-,,(G6‘, 0) - c,(uit) i-x (O} dx 

{( 1) 4T 
	

.40 

e- a  1 p(x) ( y (x)  _a 6 (x ) t ) --- ?'(x) G(v)-E) J ax 	 a 

6  + I P (>") ( (x) ,1), G(x, 1) — y 'c.) G (xft) J..1a  

la ecuación (6.7) junto con la propiedad (a) del teo-

rema (6.5) implica que el lado izquierdo es igual a 

(1  
(>‹d 9‹ cix 

a. 



y (t)
rb  

G(u)t) ()O d x 
a 

(e) del teorema (6.5) se sigue la primera parte. 

por lo tanto 

Y por 
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...por otra parte (b)' 	(d) del teorema (6.5) implican 

que el lado derecho es igual a 9(t) 

(tomando en cuenta que 

Gj(a) 	(6) 
	

o 

Inversamente, por (6.4) 

(x) 	—á V2P) 	(t) () d 
a 

— e `1. ( >< )  1 , z (-t) 	d.& 

	

( keo rema. .1 un 	oi arn 	ciel cálculo 
para lo, 	ra I cl 	6es3u c 

Ly 	) 	— 	̀( 	
) 	kL?  (t.) 

a 

	

E Í,(5‹) 	c54) 	(x) 

Y,' (x) Ya(t)  O (t) d 

	

'/ (x) 	(x) 

De lo que obtenemos 4if 

= - 
r  x 

O() 	yt  (t) 9sa) 
a 

y,'(x) r 5-ii(t) 	(t) di Q. 
X 

-V o 

= fc‘s,tJ oct) d 	
?x 

+ 	Gcx)-0 9!(¿) c1-1 a.c. 
?.á)<  

v +0 

f 2 c. 	t-) 	(() d 

Similarmente obtenemos 

(P6̀ ) 	(Xi)1  =- J  fP (W >k G(1)t)10(t) 
cl¿ -4- pcss)1 s  G(xd.t)9(i)j 	a,c. 

a 
a 	 X-•(;) 

utilizando (d) del teorema (6.5) el segundo término 

del lado derecho es igual a — sit(") a• e, 

Teorerna. 9 ca p. S (Coyden 
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Por lo tanto 

L (,t) 	(p Y')' —ly 
¿ 

p (14) 1,GC x, 	(tI 411  t — j 	q(x) f&N,-07‘k) d ¿L 
, 	a  

1  ( 	( 
= 	:15( 	(x)  ,í)(  G (x 	- q  (x) G(>‹,t)} O6 d-t 

L1(611).1)) 	 9()<) 	 060 

utilizando (a) teorema (6.5). 

El teorema (6.6) es crucial. Con este resultado po-

demos unificar el contenido de esta sección utilizan-

do la teoría de operadores. 

Sea un conjunto de condiciones de frontera B, que con 

un operador formal 	es un problema de frontera de 

Sturm-Liouville. Sea D el conjunto solución del pro-

blema de frontera y ,t el operador L restringido a 

Entonces 

1.7,,es o 	u.c. 21_,(f) e L2 	 je D 

esto es, el rango de 	está contenido en La  . Por 

el teorema (6.6) 	"(1)) 

Considerando D como un subconjunto de 	podemos re- 

ferirnos a (5.11') para mostrar que 2; es simétrico. 

Es más, el inverso de ;a,' existe (condiciones de fron-

tera suficientes) y es un operador de Hilbert-Schmidt. 

En la siguiente sección estudiaremos otro tipo de 

problemas de frontera que generan operadores con in-

versos de Hilbert-Schmidt. 
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6.9 Ejemplos de Funciones de Green. 

l.x =. `1" 

( —t)x 
G (51, t) 

) 

Y u 
`-?(Ó) =• Li 1(0) 

f x 

Para calcular estas 

t 

x > t 

funciones hacemos lo siguiente. 

a) vemos que significan las condiciones de frontera 

de acuerdo a (5.3) 

b 
	

suponemos una 	y una 
	linealmente inde- 

pendientes y comprobamos que cumple (6.2) 	(6.3). 

c) construimos G15,i) por (6.4) 
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Podemos definir la función de Green para un determina 

do problema de frontera como aquella función que cum-

ple condiciones del teorema (6.5). 

Cuando la función de Green existe y se cumple el teo-

rema (6.6) afirmamos la existencia del operador inver 

so como un operador de Hilbert-Schmidt. 

7. Condiciones de Periodicidad Generalizadas. 

7.1 Las siguientes condiciones de frontera 

(.4) •"r- 	(6) 	; 	Ca) = ke C6) 

son conocidas con el nombre de condiciones de periodi 

cidad; ya que si los coeficientes ID, q 	(ver C6.2)) 

son funciones periódicas con períodos 1)-0. esto es 

	

P ( + - 	p ) 

c u + b - 	(") 

entonces las condiciones (7.1) nos dicen que la so-

lución de la ecuación (5.5) es periódica, con el mis-

mo periodo b-a 

esto es 	 + - o, ) 	(Y) 



- 39 - 

En esta sección vamos.  a tratar condiciones más genera-

les (que incluyen condiciones (7.1), de la forma 

(7.2) 	y (a) = rY(b) 
	

?(a) 1-?1(0t) = 	1) 1  ((o) 

donde y es una constante distinta de cero. 

Como en el caso de las condiciones de frontera (5.3), 

podemos ver que si k? 	satisfacen (7.2) entonces 

P(x) 	 yl(u) (x) 
a 

Nos interesa demostrar que para estas condiciones de 

frontera se cumple el teorema (6.6). 

La primera parte es enteramente similar que para las 

condiciones (5.3). 

Para probar la segunda parte (el inverso) principiamos 

con 

J 
G(x)  t) 95 (t) 

a   

diferenciando a ambos lados tenemos 

 

x-0 

Dx G(>4)-1.))9S(6)cit 
f
(A G.(›c, •{.)) (-0 01-1 

+0 

 

dx 
a, c, 

 

para á > o 	
p(x+ 5) y I N 4- 	p(x) y'(x)  

r y 

	

P + 	‘Éx -k- 	- p(x) G(g-1 93(.0 dt. 

a 



— 

x+5 

c 	Kv+ 5) G;cx+ g) .0(6)cit 

° x 
x+S 

p(x) Gi(x) 9SC& d 

P (4 bl C.:(x + s) 	p(x) G.1./  ()<J } 	(t).01-¿• 

x-4.5 	 d. e. 

cuando 	L o 	esto converge a 

r. 

Px t  poo G'i(x)} 0(t)dt + p(N) 	G(x +0,t) 

6 

— .;1( (;(x t+0)}9S60 4- 
1. .1 {p(x)10,,t9j9Wcif 

similarmente podemos probar que cuando 5 	° 

PCx + s) y'(x s) 	p(x) y'6J 

5 
converge al mismo limite. 

Por lo tanto la primera derivada de pwrx) existe y 
( 1, 	( 

1P (x)  1-i< G(x.it)10(t) cl 	-- irá (y) 

(1. 
ax 

nuevamente por (a) del teorema (6.5) 1b0 es solución 

de la ecuaión 	1->c(3) = 	91(
x
) 	

a. e.. 

puesto que G. 	satisface las condiciones (7.2) 

-¿,ctz.-b (inciso (b) del teorema (6.5)) y  (k) también 

satisface las condiciones de frontera. 
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Construcción de la Función de Green. 

Supongamos que la función de Green existe para un de-

terminado problema de frontera (asociado á un opera- 

dor formal L„ ) 	Puesto que (ver teor. 6.5) C.,- E. 

{conjunto solución de L.(f) = 01 podemos representar 

lo como combinación lineal de un conjunto fundamental 

de soluciones 

(7. A) 

donde CL es 

ci (x) + 	y, 0,0 
	

Ct~ X 4 

C a Y, (x) 	4 'lz.(<-) 
	

4 >< 

una función de t. (V 	1,z,3,4) 

G(%1 t) 

Ahora determinamos las relaciones entre los Ct: para 

que G 	satisfaga las propiedades requeridas para 

una función de Green (teor. 6.5) y tal que se cumple 

teorema (6.6). 

Puesto que Gt 	es continua en 

(7. 5) 	Ct 11(t.) + C2 1/4-fx(i..) 	 C.3 Lia ) + C4 yz (t.) 

además debe cumplir propiedad d-teorema (6.5) 

(7. 6) 	CI 	 Ca V2,/(t) — C3 y,'Ct) — CA yaiét) 	
p(t)  

y finalmente debe satisfacer las condiciones de fron-

tera para obtener un sistema de dos ecuaciones 1.i. 

que podemos llamar (7.7). Si existe un conjunto de 

funciones Coca)l)c4 que satisfacen (7.5)-(7.7) enton-

ces la función dada por (7.4) es la función reque- 

rida que cumple el teorema (6.6). 



Si este conjunto de funciones no es único existe al me 

nos dos funciones que satisfacen (7.5)-(7.7). La di 

ferencia de ambas debe pertenecer al conjunto solución 

del problema de frontera. 

El razonamiento anterior nos lleva al muy importante 

7.8 Teorema 

La función de Green para un problema de frontera si 

existe, está unicamente determinada si las condicio-

nes de frontera son suficientes. 

Ejemplo 1 

El problema de la frontera 

L),(y) = i " 
Licó) 	— L1(1) 

y(a) = 	? 1 (1) 

puesto que las condiciones de frontera son suficientes 

(ya que la solución de kyllr--.0 es de la forma C, x 4 C2. 

y las condiciones de frontera implican que C.,= Cu = 

(ver ej. (4.10) 

podemos aplicar el procedimiento anterior para este 

problema. Como un sistema fundamental de soluciones 

podemos tomar 	(tic) = X 	(Y) 

.9- 

 

x 	[.0J 1- 

con lo que obtenemos las siguientes relaciones corres-

pondientes a(7.5)-(7.7) 

de y = 



- 4 3 - 

ci + Cz  z c3  t + C 4  

C Cz  

Ca 	(Ca + C4) 

ct --C3   

resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos 

t  
2, 

y por lo tanto 

C3 	27 

C 4 	-r 
4 	2 

G(y, -¿) 	 -t/ 	
4 

Si consideramos nuevamente el ejemplo (4.12) vemos que 

en este caso el operador ;1 está bien definido y exis-

te el operador inverso. Pero el rango de z-É, no es 

todo L ) 	sino un subconjunto de las funciones 

continuas 

En este capitulo hemos mostrado que para una gran can-

tidad de problemas de frontera, podemos construir un 

operador inverso que tiene la forma de un operador de 

Hilbert Schmidt. 

En el siguiente capítulo analizamos la descomposición 

de tales operadores. 
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CAPITULO III 

TEORIA ESPECTRAL DE OPERADORES 

COMPACTOS AUTOADJUNTOS 

1. Eigenvalores y Eigenfunciones de un Operador Lineal. 

En el primer capítulo definimos un operador compacto 

como aquel que para cada sucesión de elementos {H 

cumple con que la sucesión {T f,} contiene u 

na subsucesión convergente en H. Definimos también 

para un operador acotado T sobre H el operador 

adjunto T* por la relación (T ) I) = 	fJ T4j) 

Dijimos que T es autoadjunto cuando 7-'1 = T 

Sea T una transformación de un espacio de Hilbert. 

Un número complejo / es un eigenvalor de un operador 

lineal 	si existe 
	

f4c7 

cada una de las soluciones no cero de (1.1) es llama-

da un eigenvector del operador T, (más precisamente 

f es un eigenvector correspondiente .a 	) 
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Para cada eígenvalor fijo 	de T el conjunto de 

todos los vectores que satisfacen (1.1) es una cubier 

ta lineal que contiene por lo menos un vector no cero. 

En el caso en que T es continuo este conjunto es 

siempre cerrado (ya que es la imagen inversa bajo ( 

(r- ).() del conjunto cerrado (o 	) y por lo tanto 

un subespacio. (también llamado subespacio caracte-

rístico). 

Decimos que un subespacio 1-1,c H es un subespacio 

invariante del operador T si cada elemento de H, 

es mapeado por T en un elemento también de H. Es 

claro que los subespacios característicos son subes-

pacios invariantes. 

La multiplicidad de un eigenvalor está definida como 

la dimensión (finita o infinita) del correspondiente 

subespacio característico. 

Vamos a restringirnos a trabajar con operadores auto-

adjuntos acotados. Esto es transformaciones P,‘  para 

las cuales 
	
(ki) 	) 	()11 ) 

1.2 Sea A una transformación lineal autoadjunta y aco- 

tada (en H) entonces, el producto escalar ( A.11 ) 

siempre es un número real 

p,Jcs+o clue ()5) 	Uf, N4f) 

Esto implica que los eigenvalores de este tipo de trans 

formaciones son números reales puesto que si ,4y 	os 
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un eigenvalor, tenemos que 

1.3 Teorema 

Dos eigenvectores (de A) correspondientes a diferentes 

eigenvalores dy, 	/10. 	son ortogonales 

Prueba 

Sea 	-= 	 ft 	f 2. 	,f, 4 'Y 

entonces 	( .11 -11) 	 fi) 	-- (A fi ) fz) 

	

A f,) 	(.{/) ,4fa.) = ,rzCiola-) 

	

(,Y, --,(¿J (fi) íz-) 	 fz 
1.4 Consideremos nuevamente la forma cuadrática 

obviamente tenemos 

i(ksinj 	11 f 	t¿z 	A ul 1\ 

definamos una constante 1\41,, 	tal que NJ A, 	es la 

menor constante para la cual la igualdad 

l(Nf)f)\ t- Ni, 	12' r 744. 

es claro que 

v.1,4 	11 A 11 

1.5 Teorema 

Si A es una transformación autoadjunta entonces 

N 	i‘ 151 

Prueba: 

ya que 	( P,2f ) ) 	( 	-f 
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para 	> o 	y arbitrario 

P.41 2 	--714 1(1\(>‘. 	--ANf) ) >tf + k1N5) 

~ NA11kf 4 
	

f 112  + 	 f 21 

= 2 r4 	f II -17- 	1 A -f 112 

cuando n 	y o el mínimo del último miembro corres- 

ponde a 	
_ 11 	11 

— 	\I -1" 11 

que da 

/11.• 	:11 N A. 	II 1U 	 A ,f11 	MA 

la igualdad es válida por supuesto si 11 kf I = 0 que 

prueba que 

k 11 L Ñ A 

comparando esta igualdad con la anterior 

tenemos que 

1.1,k 1 11A 19 

 

De acuerdo al resultado del teorema (1.5) se sigue 

que para elementos S.€ él tal que 	= I y un opera- 

dor compacto A se cumple que 

(1.6) 	L)P 	 = su? A fi 	11 A 11 > O 
If/l. 	 ± 

Este hecho lo vamos a utilizar en la'demostración del 

siguiente 
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1.7 Teorema 

Si A es un operador compacto autoadjunto no cero en 

un espacio de Hilbert H, A tiene por lo menos un 

eigenvalor distinto de cero. 

Prueba: 

utilizando ecuación (1.6) y por la definición del su- 

premo, se sigue que existe una sucesión 
	

de ele 

mentos Uf4 1 = L tal que 

!hm 

existe y es igual a Pa 	A 
	

llamemos a este 

límite distinto de cero por 'fi  

Puesto que A es compacto, la sucesión tiene 

una subsucesión {5,17 
	

tal que 

(1.8) lirn A9¿ = 
t -"ce, 

es.4ute, 

De la ecuación 

P15( - 
	 (1k51\1 — 	( 1\9‘J.51) 	'`ita  

se sigue que 

(1.9) 	"r" 	- ki 	R 1,) 111- 	4 itt iz• 	CA 112.- A-(12-  
--„AD 

puesto que 	
(1 A 1( ii 5z 1 	=. 	 IA-(1\ 

ecuación (1.11) nos dice que ha .4. tb.(1 \ 	.y puesto 

que en (1.12) el lado izquierdo es no negativo, enton- 

ces 
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la ecuación (1.12) Se transforma en 

(1.10) 
	

Ltimll A9'-•Y► 65:11 	o 

se sigue de (1.8) y (1.10) que 

c --seo 
existe y es igual a 

Definamos el vector e = 

de (1.6) y (1.9) tenemos 

Ae - '6 	.O 

 por lo tanto hemos demostrado el teorema. 

Con el resultado anterior podemos razonar de la siguien 

te manera: correspondiente al eigenvalor 
	existe 

por lo menos un eigenvector 

Consideremos el subespacio H, de H que consiste 

de todos los elementos que son ortogonales a 01 . 

puesto que 
CAf ).;¿) 	 s¿l) 

	
Cf~ Att 

	

) 93) 
	

o 	( f E. ¿-i,) 

E N, con I E H1 

i.e. H 	es un subespacio invariante del operador A. 

Considerando A como una transformación en H l vemos 

que es autoadjunta y compacta. 

Aplicando nuevamente el teorema 1.7 al operador 

h 
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sabemos que existe ún eigenvalor 	correspondiente 

a un eigenvector 	 t. 9 II 

Y 	1 	= su? (I\ 	) 	f. e H, 
U í 1 

repitiendo este procedimiento para un subespacio 1-17. de 

elementos simultaneamente ortogonales a 91, 	c;b1  obtene- 

mos un nuevo eigenvector Oa G H3 y un eigenvalor aso-

ciado A//3. 

En general, conocidos $1) 	 eigenvectores 

ortogonales)el elemento 56,, es obtenido por la solu-

ción del problema 

sup 1( A5,-1)1 -- k 1 	(f- J95,) 	° 
c..1,••• (r1- ') 

Este procedimiento nos proporciona ( dim H = 00  

una sucesión ortonormal de eigenvectores. 

Evidentemente para los eigenvalores 'r, tenemos 

Es más 

si esto no fuera así, la sucesión { L 	seria aco- 

tada. 

La imagen de esta sucesión bajo A es la sucesión 

{ 	que debería tener una subsucesión convergen- 
2 

te, y esto es imposible ya que 	1 	5k I 
	

2- ¿4 k 
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Sea f E /V 
	

y sea' 

5 ------ 
	

( f9 	) 

puesto que si j 

(-1) 9k)) - 	95') 
	

)0j) 

es ortogonal a los elementos cl,/  9 Z 	i.e. 

sn 
e 	y por lo tanto tenemos 

	

1\ •±- 1 /<(/).*, 1 	9 11  

puesto que además 

11 gr\ e 
	

11 — 	I ( . ) ci¿ji tz:. 	1) 2»  

`-( 
se sigue que (, 1 5„ —> o) 

n 

9,1 	f 	r ( 	zl) A 9 t (.:0   

c,O,  Jó 

que podemos escribirlo 

Supongamos que por el método anterior no hemos encon-

trado todos los eigenvalores de A. 

sea uno de esos eigenvalores y P un eigenvec-

tor correspondiente a 5. c p  c)) 

utilizando la fórmula (1.11) para 	E3 llegamos a 

una contradicción. 

o 

Es más, los eigenvalores tienen multiplicidad finita. 

Si por ejemplo kc, 	tuviera multiplicidad no finita 
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existiría una sucesión de eigenvectores que contrade- 

ciría la compacticidad de A ( ya que si { 	es 

una sucesión de eigenvectores asociada a kt 	 ciq 

no converge necesariamente). 

Aún más, puesto que H es completo 

91 `N / 41(i. 	e.. s5 e b-1. c...0 mi ve r...9 e rl 

C=1 

Sea 
	00 

Cgi 91¿) 9/1- 
c:=1 

apliquemos la transformación A a ambos lados de la 

igualdad y tenemos 

(1.12) 	Ps 	 (.5)9W ,cYc. 

y de acuerdo al hecho demostrado antes 

A9 = 	#1( 	) 95‹: 

si A es inyectivo (i.e. si Ker A 

Esta condición es equivalente al hecho de que O no 

sea un eigenvalor de A. 

Dicho de otra manera, si 5 E ( ker A 
	

entonces el 

limite de la serie 	 es 5, 

Sea 	h e ker A 	entonces 

o = ( A h 	 ) A qX (:) 

.~; ~ k ) '95 ) ¿ 

In 	es ortogonal a todos los 
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CAPITULO IV 

APLICACIONES 

Vamos a establecer a través de un teorema final una 

relación muy útil entre operadores diferenciales y 

operadores integrales. 

Previo al teorema veamos lo siguiente. 

El teorema 7.8 cap. II hicimos ver que si la función 

de Green existe para un determinado problema de fron-

tera, ésta es única si lás condiciones de frontera son 

suficientes. 

Cuando las condiciones no son suficientes Ker 	# {0} 

entonces Z5(¡.) - 0  con f # 
i.e. O es un eigenvalor de 

Consideremos un problema de frontera para el que la 

función de Green existe. Sea D 	el conjunto solu- 

ción del problema de frontera, .Z un operador dife- 

rencial definido sobre D y K 	el operador integral 

definido por la función de Green. El dominio de I< 

• 
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2. 
es 	L 	Los eigenvectores (.sí,,) 	de 	k 	son un 

conjunto completo en (ker k) -L  pero no necesariamente 
,-, 

en todo L-
2. 
	; de acuerdo al teorema 6.6 el inverso-' 

de V. 	es .Z 	(esto dice que cero no es un 

eigenvalor de k ) consecuentemente, cuando aplicamos 

el teorema espectral a operadores integrales determina 

dos por funciones de Green asociados con problemas de 

frontera, el conjunto de eigenvectores es completo en J. 

Consideremos un problema de frontera en un intervalo 

compacto I, dado por un operador diferencial formal- 

mente simétrico L 	y un conjunto de condiciones de 

frontera que definen un conjunto solución del problema 

de frontera D 	Suponemos que las condiciones de fron 

tera son tales que la función de Green existe y es 

única. 

Como hemos visto, esto implica que zt(p) 
	 y el 

operador integral K 	definido por la función de 

Green es el inverso del operador 
	-~ La  

Vimos también que estas hipótesis son satisfechas para 

la clase de problemas de Sturm-Liouville y de periodi-

cidad. 

Consideremos el operador k. = 	que es de Hilbert- 

Schmidt y por lo tanto compacto. 

El teorema espectral para operadores compactos nos di 

ce que el conjunto (94,) 	de eigenfunciones es un c.O.c. 
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Consideremos 	91 a-  i2" C V 6 Ll  

entonces 

	

u 
	

avi q3 

c„ on 

puesto que 

	

k 
	

( 

	

y por lo tanto 
	

( Cr  On) 	an 

puesto que K es continuo 

k Cn 911n 

21, 	Ork 

a 11 2, >V1 C. n 9Sn -4' L 

Cn 
	

C1" 

(1.4) e. e. 	
= 	a-21  93  n o 

Es decir que el hecho tan importante de saber cuando 

un conjunto de eigenfunciones normalizadas es un c.o.c. 

para un operador diferencial t 	lo podemos contes- 

tar afirmativamente si encontramos que existe el opera 

dor inverso y éste es un operador de Hilbert-Schmidt. 

Es más, la imagen de u bajo 	está dada por (1.4) 

1.5 Teorema 

El conjulto de eigenfunciones del operador diferencial 

determinado por las condiciones de frontera (5.3) 

es un c.o.c. 
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Prueba: 

es consecuencia de (5.7) y (6.6) cap. II, y de que las 

eigenfunciones de 	K 	y 	 son las mismas. 

El mismo teorema es válido para las condiciones de 

frontera (7T2) cap. II (demostramos que 5.7 y 6.6 

son válidas para esas condiciones de frontera también) 

Aplicaciones del Teorema 

L 	= 	1 /4.? 
1.6 	

kl(0) = 	=-• o 

Por un cálculo elemental vemos que los eigenvalores 

del operador 	determinado por el problema de fron 

tera (1.6) corresponden a 	- rr a  k 2.) 	Ka I, a, • • • 

las eigenfunciones normalizadas que corresponden, se- 

rían 
1¿ 	 Seri k x 

Jc  

Las condiciones de frontera de este ejemplo son del ti-

po de Sturm-Liouville (5.3) y por lo tanto el teorema 

nos dice que el conjunto {3C41 	es c.o.c. 

Ejemplo 

1.7 
	L.(•?) 

L? 
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en este caso los eigenvalores*.son 	2nrk 	k 4  °,11/.- 
-zirikx 

y las eigenfunciones son 	V5k(>0 	e 

las condiciones de frontera son del tipo (7.2) y por 

lo tanto el teorema nos dice que también en este caso 

34,) 

El desarrollo en términos de las funciones 	es 

conocido como el desarrollo de Fourier para una fun-

ción. 

Conviene notar lo siguiente: 

para una función Se H (H un espacio de Hilbert) el 

desarrollo de Fourier asociado a la función 
	es 

convergente en H (es decir convergente en la métrica 

del producto escalar). Este desarrollo no siempre es 

puntualmente convergente. 

Hemos encontrado un desarrollo de Fourier para funcio 

nes que cumplen ciertas condiciones de frontera en un 

conjunto de medida cero. Pero 2- 	en realidad no es 

un conjunto de funciones sino de clases de equivalen-

cia de funciones, iguales a.e. Por lo tanto para cual 

quier "f" en L, va a existir un desarrollo de Fourier. 

5121  = 4  ± =.> cz‘. t 
5c 

14(0)  _ )‹(1) =° =5 	eij=  e° 

es un c.o.c. 
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Para el problema dé frontera de Legendre es posible 

encontrar una función de Green, y por lo tanto, toda 

nuestra teoría se aplica para mostrar que los polino2-, 

mios de Legendre son un c.o.c. en L . 

Hemos mostrado entonces, que en muchos casos, la exis 

tencia de expansiones convergentes en H de series 

ortonormales de eigenfunciones asociadas con problemas 

de frontera, puede ser deducida via el teorema espec-

tral, de las propiedades de la función de Green aso-

ciada con el problema de frontera. 
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