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IHTHODUCCION

~ste frabajo es, esencialmente, un estudio de los prin-
civivs de arvariancia. Los principios de invariancia se en-
bage de toda teoria fisica y es por asta ra~

crenbran en Lo

a que su encudio es imnortante ¥y a la vez controvertible.

O

7

el czoitvic I, en base al artfculo The Conceptual Basis

4 Ise of vhe Geometrie Tavariance Principles de R.M.F. Houta-

rred, B Van Dar y RGP, Wigner (ver bibliogralia) , se hace una
Tormuleaidn zaneral de estos principios.

tn los capitulos II y III se desarrollan las ideas fun-
dumenigles de Un teorla de representaciones de los dos grupos
de transforraciones de invarlancia mds importantes: el gripo

3

do rotaciones en B ¥ el grupo de Lorentz. El estudio de las
renresentacioves de esbos des grupos es indispensable para
-, i Poepd Ay A L iy = . . . 1 . t- .
<2 avllezeicn de los prineipies de invariancia y, al mismo tiem
TTs pETAa RN Belior comprensidn de los mismes.

For dltimn, en el capitulo IV, se reunen algunos de los
vesultades ohnenidoz en los capitulos anteriores en un and-
lisis de la esnaciGn de Schrdedinger.

pert que el presente trabajo sea Gtil para todos los

situdiantes interesades en este campo de la fisica.




CAPITULO I

PRINCIPIOS DE INVARIANCIA GEOMETRICA

Los wrincipios

de invariancia tienen una doble importan-

cla en fislcz: se utilizan como apoyo en la bisqueda de nmue-

vas leyes y como herramienta poderosa para obtener soluciones

de las leyes conocidss de la naturaleza.

En vista de esto,

es necesaric formular el concepto de invariancia en términos

de las i<eas primitivas de una teoris fisica: observaciones

o wmedlciomes ¥ sus resnltadoes.

Las invariancias que pueden

formilarse de esua mwanera se llaman "invariancias geométricas”.

-

PATE CONST DR ACTONTS

™ este capftulo hacemos esta formlacién en un sentido gene-

% RFLACION A 10S PRINCIPIOS DE INVARTANCIA

En 1908, en su libro "Obras®, P, Curie hizo la siguiente

obssrvacién: Si el mando fuera realmente invariante con res-

necto a un2 transformacién, este hecho nunca podria descubrir-

3z, FPorgde jde oué manera podriamos distinguir entre dos pun-

vas regimente equivalentes si la situacidn en uno es exactamen-

te la alsma qre &0 el otrof

Tn ejemplo ilustrard el significado de esta afirmacién;

primsro alpunas aeclaragiones:

"realmente invariante’ signifi-

cz invariante tanto en condiclones iniciales como en leyes (de

astas dos cabeporias hablaremos mds abajo). Es declr que ante la

M
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transtovrmacidn mencionada en el parrafo anterior, las condiciones inicia=
les ¥ las leyes naturales no cambian. En este sentido, un despla-
zamiznto en | a lo largo de cualquiera de los ejes espaciales cam-
bia en general las condiciones iniciales. Por lo tanto podriamos
descubrir el hecho de que el mundo no es "realmente invariante®
con resnecto a traslaciones en el espacio. En el eje temporal la
situacidn es similar, pues las condiciones iniciales incluyen &l
movimiento (ea mecénica clésica, posicién y velocidad son las con-
diciones iniciales usuaies), Ahora el gjemplo: Supongamos que en
nuestro universo no existe el movimiento, la pregunta es la siguien-
tes podremos descubrir si Mel mundo" es realmente invariante ante
una traslacién en | a lo largo del eje temporal? La respuesta es
no y la razdén es la siguiente: los puntos con coordenadas tempora-
les Kt & Kb+l serfan puntos equivalentes; sin embargo, estos
punbos serian indiferenciﬁigs (las situaciones observadas son idén-
ticas). sCdmo, entonces, podriamos siquiera hablar de invariancia
ante una traslacién en [ a lo largo de este eje si mi siquiera po-
demos deberminar que los"puntos que difieren en L " son distintos?
T mds aun: ;b podria justificar la existencia de la dimensidn
temoral, si no tiene consecuencias observables? Podemos apreciar
entoices, (siempre dentro de la esfora de la ciencia) el contenido
dz la observaidn de Curie.

Se sigue de las consideraciones anteriores que los principios

de invariancia, como gueremos que tengan consecuencias observables,
rostulan la equivalencia de sistemas de coordenadas en un Sentido

#

nas restringido.
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Uno de los logros mis grandes de la mente humana (siempre
dentro del plano clentifico) ha sido el dividir al mundo en dos
categorias: condiciouss iniciales ¥ leyes de la naturaleza
(estos conceptos se reemplazarin mis tarde por conceptos mis
primitivos). El estado del mundo se describe por las condiciones
iniciales. Ninguna regularidad precisa ha sido descubierta en
ellas, y son en gencral complicadas. Actualmente se cree que
las condiciones iniciales tienen (o0 tuvieron) un caracter de
azar y que una separacidn nrecisa entre condiciones iniciales
¥ leyes es posible.

Los principios de invariancia se refieren solo a la cate-
goria de las leyes naturales. Las situaciones concretas equiva~
lentes son usualmente muy distintas en lo que a condiciones ini-
ciales se refiere. Solo las leyes naturales son las mismas en
sistemas de coordenadas equivalentes.(l)

;Como podemos verificar experimentalments si un principio
de invariancia se sostlene? Sabeﬁos que una ley natural nos des-
cribe el cambio de un sistema con determinadas condiciones inicia-
les. Por lo tanto, una manera de determinar la validez de un prin-
ciplo de invariancia seria observar el cambio de dos sistemas con
las mismas condiciones iniciales en dos sistemas de coordenadas
distintos (y equivalentes). Si los sistemas se desarrollan en la
misma forma, la invariancia en discusidén es v4lida. Este se llama-
Ta el primer método para verificar principios de invariancia.

Bl primer método para verificar principios de invariancia tie-
ne michos inconvenientes. Uno de los aspectos negativos de este mé-

todo es que solo existen pocos sistemas (de extensidén limitada) en

(1) Dos sistemas de coordenadas son equivalentes si se obtiene uno del
otro por la itransformacidén de invariancia.
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ios que el estado del mundo exterior a ellos no ejerce una influen-
cla apreciable y solo nos permite distinguirlos. Seamos mis expli-
cltos: vimos anteriormente que el mundo no es realmente invariante
ante traslacilones en el espacio o el tiempo. Esto significa que,

51 nos trasladamos en el espacio, por ejemplo, el estado observado
del mundo (condiciones iniciales) variaréd. BEste hecho introduce una
dificultad para seleccionar sistemas en diferentes sistemas de coor-
denadas que presenten "aproximadamente las mismas condiciones ini-
ciales y que puedan distinguirse uno del otro. Ademis de este as-
pecto, muchas veces es imposible crear condiciones idénbicas en
distintos sistemas de coordenadas: la repeblcidn precisa del mis-
mo experimento.es la forma mis cercana a la que llega un experimen-
tador para verificar principios de invariancia (en este caso, inva-
riancia ante desplazamiento en el tiempo).

Sin embargo, existe un segundo método para verificar los prin-
cipios de invariancia. Antes de explicar en qué consiste este se-
gundo método de verificacidn, analizaremos algunos hechos imporban-
tes. Las leyes de la naturaleza se escriben en una forma matemdti-
ca de zran generalidad. Por esta razdn, segin algunos cientificos,
"las leyes de la naturaleza obtenidas en un sistema de coordenadas
pretenden dar, no solo el comportamiento de sistemas que estan ac-
tualmente en existencia desde el punto de vista de ese sistema de
coordenadas, sino que también el comportamiento de una infinidad
de otros sistemas. Por esbo, los principios de invariancia pueden
verificarse observando si los sistemas existentes en un segundo sis-

tema de coordenadas se comportan de acuerdo con las leyes estable-
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cidas en base a experimentos realizados en el primer sistema de
coordenadas. Para mencionar un ejemplo insignificante: medinmos,
en el laboratorio el campo eléctrico solamente alrededor de unos
pocos cuerpos cargados que estan en reposo. Inferimos, sin embar-
0, que la ley de Coulomb es valida para todas las cargas en repo-
50, aun para aquellas gque no existen en nuestro propio sistema de
coordenadas. 31 observamos que, en un sistema de coordenadas en
movimiento, el canmpo alrededor de una carga en reposo en ese gige
tema de coordenadas no estid dado por la ley de Coulomb, declara-
remos que los dos sistemas de coordenadas no son equlvalentes.
Haramos esto aunque no exista una carga de la magnitud en cuestidn
en nuesstro sistema de coordenadas: miestra creencia en la posibi-
1idad de forrmlar las leyes de la naturaleza en un lenguaje mate-
mitico sencillo es tan fuerte que, sin meditar mucho, nos apoya-
mos en ella cuaudo Juzgamos la equivalencia de sistemas de coorde-
nadas".(l) Lag cita anterior ms parece algo ponfusa, la idea funda-
meatal involucrada es la siguisnte: analizando el trabajo en el
laboratorio, llezamos a una relacidén matemitica sencillay luego
encontramos transformaciones ante las cuales esta relacidn queda

cnectados
invarlante y suponemos que los sistemas de coordenadas)%e esta ma-
nera son fisicamente equivalentes. Es decir -que de alguna forma
la expresidén matemdbica devermina td generalidad de la ley.
Pero también sabenos que ciertas transformaciones de invariancia

determinan nuevas leyes (por ejemplo, conservacién de momentum

(1) Tne Donceotual Basis and Use of the Geometric invariance
principles, " Houbappel., Van Dam, and Wigner, Reviews of
HModern Physics, Vol. 3?, Number L, Oct. 1965.
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angular o lineal). Fs decir que la separacidn entre leyes de la
naturaleza y transformaciones de invariancia no es muy precisa.
(Aqui hay mucho que discutir. Por ejemplo, podemos pensar que la
idea de ley supone ciertas invariancias fundamentales, porque
(considerariamos como ley una correlacién que solo fuera vilida en
ur sistema de coordenadasz? Un andlisis més fuerte de estos conecep-
tos amerita un estudio semintico.) En fin, las consideraciones
anteriores nos dan un panorama mas general de lo que es una ley
natural y nos permiten descubrir un segundo método para verificar
los principlos de invariancia: los principios de invariancia pue-~
den verificarse observando si los sistemas fisicos existentes en
el sistema de coordenadas (}1 se comportan de acuerdo con las leyes
establecidas en base a experimentos realizados en el sistema de
coordenadas C) + Con este segundo método de verificacién ya no

1
@3 necesario crear las mismas condiciones iniciales en C)gen O .
s, por lo tanbo, mucho mis conveniente.

Otro heche importante es el ‘origen empirico de los principios
de invariancia. Por ejemplo el principio de Fourier, seéﬁn el cual
las propiedades de la materia no cambian, no importa cuanto se sub-
divida,tuvo que ser abandonado ante la evidencia empirica de su
falsedad. El descubrimiento, mis reciente, de Lee, Yang & Wu
imestra también que las leyes de la naturaleza no son invarilantes
con respecto a la conjugacidén de carga. (Es importante notar que
el hecho de que los principios de invariancia tengan un origen
einirico, no implica que los principios, ya establecidos, no tras-

ciendan la experiencia.)
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En resumen, hemos analizado tres aspectos importantes de los

principios de invariancia:

1) Un principio de invariancia tiene sentido porque el mun-
do ha sido "dividido" en dos categorias: cbndiciones ini-
ciales y leyes. E1 principio de invariancia se reflere
Unicamente a las leyes.

2) La forma matemitica de las leyes naturales ¥ su relacidn
con les principios de invariancia.

3) El origen empiricc de estos prineipios.
SECCION TI
LEYES DE LA NATUERALE7ZA Y TRANSFORMACIONES DE INVARTANCIA

Vimos en 1a seccién anterior que al estudiar al mundo lo di-
vidimos en condiciones intciales y leyes. Vimos también que estas
rias se pueden diferenciar en forma precisa. {Sin embar-
esto no significa que no estén estrechamente relacionadas: las
leyes de la naturslena, sin condieliones iniciales, no tienen conse-
cuencias observables.)

Gieremos ahora ampliar un poco la nocién de ley pues la for-
ma en gque hemos venido considerando a las leyes naturales puede
dar una impresidn muy rigida. Puede considerarse gue sirven, como
dice Wigner, séle como sujetos para su propia verificacién ¥ para
construir mdguinas. La verdadera importancia de una ley natural se
encaentra en que nos permite entender algo del mundo a nuestro al-
rededor: no nos da toda la informacidn sobre sistemas cuildadosamen-
te seleccionzdos si no que un poco de informacién sobre el total
de observaciones. Conforme aumenta el mimero de observaciones,

aumenta también el mimero y efectividad de las conecclones entre

estds. La Fisica investiga un mundo que no se conoce totalmente,
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y de acuerdo con esta circunstancia, el justo papel de una ley na-

tural es ¢l seflalado. Por otra parte, al usar las leyes naturales

para entender 2l mundo, casi nunca conocemos todas las condiciones

iniciales: continuamente llega nueva informacidén imprevista. Por
esta razdn, las conclusiones que podemos obtener de las leyes na-
turales, relativas al comportamiento del mundo a nuestro alrededor,
son verificadas solo parcialmente. La adquisicidn de nuevo conoci-
miento en relacidn a las condiclones iniciales, y la verificacién
de las leyes de la naturaleza estin Intimamente entrelazadas. Es-
to no niega de ninguna manera que la distincién precisa entre con-
diciones iniciales y leyes se pueda mantener: ILas leyes de la na-
turaleza son rsgularidades (correlaciones entre eventos), mientras
que las condiciones iniciales son eventos (o resultados de las ob-
servaciones).

Los concentos de la fisica deben cada vez mis acercarse a la
realidad de adquisicidén de informacién y conocimiento. Por esta
razdr, sustituimos la idea de condiciones iniciales por el concep-
to mds primitivo de observacién (llamadc medicidn en mecanica
cudntica)., Las leyes naturales vienen a ser entonces correlacio-
nes entre observaciOnes.(l)

Analie@mos entonces, en forma més precisa, los conceptos
de obcervacidén y ley natural.

Una observacién es un proceso que consiste en poner al
sistema que va a ser observado, en interaccidén con algo como un

instrumento de medicidén o luz, sobre el estado del cual tenemos

(1) Como se verd mis adelante, correlacidén entre observaclones de-
be entenderse como correlaclén entre los actos de observacidn
junto con sus resultados.
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algin "conocimiento directo". Esta nocidn es conceptualmente di-
fieil. La dificultad es tal vez mayor en mecdnica cudntica que en
mecénica clasica o mecédnica relativista. La razén es que en la
mecanica clasica o relativista, existen objetos de los que tenemos
un "conocimiento directo" y que se comportan de acuerdc con las
leyes clasicas o relativistas. En mecéddca cudntica la situacién
es distinta. La razén es la siguiente: un objeto que se comporta
de acuerdo con las leyes de la mecanica cudntica {como un electrén
por ejemplo) no tiene una trayectoria definida. Por lo tantoc, no
tlene, en &1 mismo, ninguna caracteristica dinimica definida. Es
claro entonces que no se puede construir para un sistema de "obje-
tos cudnticos" una mecidnica 16gicamente independiente. Para poder
describir en forma cuarntitativa el movimiento de un electrén, ne-
cesitamos la presencia de objetos fisicos que 6bedezcan las leyes
de la mecdnica clésica con cierto grado de precisién. Cusndo el
electrén interactda con el "objeto clisico", el estado del dltimo
es generalmente alterado. La naturaleza y ﬁagnitud de esta alte-
racién depende del estade del electrédn ¥ por lo tanto puede servir
para caracterizarlo cuantitativamente.(2) Otra dificultad inheren-
te a esta nocidn es la siguiente: el "conocimiento directo™ de un
obieto tiené que ser el resultado de una serie de observaciones;
la definicién de observacidén supone el "conocimiento directo" de

un objeto. ¥os encontramos entonces ante un circulo vicioso,

(2) Quantum Hechanics, non-relativistic theory, Landeu & Lifshitz
Pergamon Press, 19€5.
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e1yas rafces habria que buscarlas en los fundamentos de nuestra-
experiencia. Ur fin, supondremos, a pesar de estas dificultades
conceptuales, que exisien cbjetos de los cuales tenemos un cono-
cimiento direcho.

En mecinica eudntica, el proceso de observacidn se deseri-
be como una colisidon entre un instrumento de medicién (objeto
clésice) y el objeto del cual vamos a medir una caracteristica.
%l resultado de la observacibn es informacién acerca de esta
cavazherisbics.

foda obzervacidén implica una acclén de un determinado
tipo. For ejemplo, actuamos en forma distinta si quarsmos
observar el color o la velocidad de un cuerpo. Esta aceidn,
Junto coa el tiempo en que se realiza, la escribiremos como o
¥l resullado de la observacibu lo escribiremos como Yy .

5 V(o . Tijimes antes que una ley natural es una corre-
larién entre chbservacziones. La palabra observaciones incluye
amii el acto de observaszién (o tipo de observacién) junto con
sus resultados (mds clarvamentz: las correlaciones son entre
resuliados de observaciones; pero dependen de la acecidén que
determina la "eantidad” qus observamcs),

Las "cantidades" que observamos se llaman observables.
in mecdoica cidszica, las observables son posicidén y velocidad.
En meednica cudnlica las observables se representan por opera-
dores hermiteancs que pesean un conjunto ortonormal completo

(1)

de eimenfuncionas.

(1) Ver Messiah, Quantum Mechanics, Vol. 1, North-Holland
Fublishing Company-Amsterdan, 1968 (pag. 188, Cap. V & X)
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La pregunbta, ya dentro de este contexto, que deben
responder las leyes de la naturaleza es la siguiente: dado
el coajunic de mediciones &, P,..., € » Junto con sus re-
sultados Yy Vd,--+yYe » icudl es la probabilidad de que otro
conjunto de mediciones W,Nn,..., Vv dé los resultados

Yw,\'}\,...‘r\) ?

Simbolizaremos esta probabilidad por:

(1)

bTT(“NQB@NEBH-Beﬂbh”ﬂ33mﬂkr"3%%)
Como la exprezidn es simétrica respecto g intercambios
de pares anies de la barra y respecto a intercambio de pares
desﬁués de la barra, podriamos ordenar las mediciones 01}@%"‘)53
Wy eee U en orden temporal (recuérdese que A sim-
boliza no sélo la zccibén de la observacidn si nquue también
el tiempo en gque fue hecha). Precisamente los casos en los que

(1)

les observaciones antes de la barra preceden en tiempo a
las observaciones después de la barra, son las mis importantes.

5in embarge, no se hari absolutamente ninguna suposicién en lo

que respecta al orden temporal de las observaciones (recuérdese
gque una ley fisica se ntiliza a veces para hacer "retrodiccio-
nes").

Las expresiones |\ son entonces correlaciones entre
resultados de observaciones. Una teor{a fisica -o lag leyes
que envuelve esta teoria- estin determinadas por las funciones

n . ’ N rd
T, ¥y las funciones |V estdn determinadas por la teoria.

Bs dzeir, son en clierto sentido equivalentes. fhora bien,

(1) Observacidn y medicién se toman aqui como sindnimos.
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generaimente las leyes de la naturaleza no se eminecian utili-
zando las funciones  \\ + La razdn es que las expresiones
qus se obtienen son complicadas (complicadas significa mis o
m2105 que es dificll establecer en estas expresiones la vali-
dez de lss invariancias; esto sugisre nuevamente la estrecha
conexién entre principio de invariancia y ley natural que se-
“alamos en la Jecclén anberior), Sin embargo, las funclones
TV tienen la gran ventaja de que, como se vera mas adelante,
podemos formular las invariancias en términos de observaciones.
"Esta formilacién es atrachiva, pues adn no entendemos conmple~
tamante las leyes de la naturaleza y también porque las leyes
della naturaleza que entendemos estéanformuladas, en su forma
mis sencilla, en términos de nociones gque son muchas veces
radicalmente distintas para distintas leyes."(l)

El domimio de definicién de las funciones |1 estd de-
terninado por la teoria. Tor ejemplo, en teoria gravitacional,
las variabies cfy...; VY no se pueden referir a objetos car-

gados, 0 en mecdnica cudntica no pueden existir variables
Ay~ ¥ que representen medidas simxltdneas de posicidn y
momentwae que nizguen el principio de incerteza. Otra restric-
¢ién que puede infroducirse en el dominio de defimicién de TV
#s la siguiente: Supongamos que, en mecédnica clésica,ci)...)e
se refleren a medidas de posicidn y W, ...,V a medidas si-
miltdneas de velocidad. ;Cémo podemos calealar 1T ? Es
evidente que falta informacién para poder caleular el valor
de 1T : el conjuntu de "posiciones iniciales"YZJ)...,Yg
(1) The Conceptual Basis and Use of the Geometric invariance

prineiples, Houtappel, Van Dam, and iWigner, Reviews of
viodern Pnysics, Vol. 37, Number L, Ocht. 1965.
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ne “deterrina" completamente el sistema fisico observado.
ror o tante, a menos que tengamos informacidén estad{stica
adiclonal, no podemos calcular T{ ,
rara aclarar un poco, daremos un ejemplo de una funcidn

TT para un sistema aislado de " yy " particulas que se com~-
portan clasicamente. Laz observables son en este caso posieidn
v velocidad., La funcién |1 queda determinada si ponemos antes
de la barra 6 N observacionss independientes. Estas 61N
observaciones independientes definen una drbita. Si Yy es
efzctivanente ei valor que la componente W de la posicidn
o la velocidad toma para la érbita (recuérdese que en W es-
té.implicito el tiempo en el que se hace la observacién), Y,
el valer ¢ie la componente Y\ toma para la érbita, ete, has-
ta Yo , el valor de 1l  es 1. Si la situacidn no es ésta
el valor de [| &3 cero.

Las funcicnes 10 tienen ciertas propiedades que se
desprencen de su definicidén. Fstas son vdlidas para cualquier
tecria.

T vy memy e lw, v s, vi) =

= ‘\TQd)V_d«')“" 5 6)\‘2:\ \)J‘,V'w) K ARY (S Vay---3 E:lr{:‘-)w)(\p\\mjww)

(dado que 1z cbsarvacidn | se haga mds tarde que 1a obser-
vacidn w ).
Bsta propledad no es mds que la propiedad de la "probabi-

iidad de everntos condicionadoes',
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(la sumacién scbre Y  debe hacerse sobre todos los posibles
resuliados de la observacidn W ).
Lsta propiedad es obvia: solamente nos dice que la medi-

cién W tiene forzosamente que tener un resultado.
Propiedad III:

=% .7

TR e Wi v g3 0% 50, %) = 4
\’m Y“\- V\J

(1a sumacién scbre Yy, Yyyooey ¥y debe hacerse sobre to-

dos los posibles resultados de Jas observaciones UJ,V\)--'; Vo

estas cbservaciones estén ordenadas de izquierda a derecha en

crden Lemporal)

»
DEMOSTRASTCN :

i i Ldj\(d;’"'! e)Q \w)\”\u‘,\%;wn_.)k)wx,‘)"..J 3:“&;394“'\)3 -

Wola, vy s ve oo, v x TN (o, ey &y Vi \ Wyt 3 &y ¥

per propiedad I.

pe}_—.(); T\ (d')\ﬁd\‘)" 93 e:‘_,(.'e'-) kﬂ;‘(’m\\{\}frn"y—3w‘x‘}o - -; X,Y—ks\jjwp) —.

T () vy oo 3 0, | 10va) %

P WA (O\) YL "3-"’ F)N,J‘F\Q'JVL]‘Q\,\%J\?‘_')“" 3‘6,‘("&')\?)%’,)
Gira ver per propiedad I. Utilizando esta propiedad de
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Eghe rropiedad es inmediata.

La mecanica clésica supone ademis que:
TT ng\fo‘\ KR! ejw&\\@)("ﬂ) = Z W (d')\(-uk'; oy &;re\wjv‘mgﬂjwvnw
vm

(es decir, la medicidn (W no afecta el sistera y por 1lo tanto,
N davd cualquizr rosultado Yy con la misma probabilidad,
sin importer que la medicién W se lleve a cabo o no).

Mnces de entrar g analizar las transformaéiones ge inva-
riancia es necesario notar Jo sigulente: una misma observacidn
voede hacerse con distirtos aparatos de medicidn. Por lo tanto,
los simbolos OL,@,.N., se refieren, en realidad, a clases de
equivalencia de medicionss.

Irvestigarance ahora (después de haber formulade las leyes
natnrales en términos de observaciones) las transformaciones de
invariancia.

Cont respacto 2 la defiricién de principic de invariancia,
ony dos fundamwenbales tendenclas., La primera sostine que sdlo
son vilidos les principies que postulan la equivalencia de sis-
temas de referencia gue pueden intercambiarse fisicamente. Por

ejaiplo, un sistema de referencia puede ser trasladade, rotade o
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cuesto en movimiente. Ia segunda tendencia es menos rigida:
sostiene que pueden considerarse como principios de invariancia
todas las transformaciones que dejen las leyes de la naturaleza
conocidas invariantes ¥ que tengan cierta sencillez que sugiera
N AYE .

su verdad. losctros seguimos el punto de vista de la primer ten-
dencia.

Conzideremos el conjunto de todas las transformaciones uno
2 uno  hé> L , B é—)ﬁ) . +.. definidas de el conjunto de obser-
vaciones of, b ... ... en &l mismo. Es claro que este conjunto
forma un grupe con respecto a la composicidn de transformaciones.
Este grupo contiene como subgrupo al grupo de las "transformacio-
nes de jnvariancia'. Sin embargo, antes de definir este subgrupo,
definirerios otro subgrupe importante (3 , que nos servird camo
base para definir el subgrupo de transformaciones de invariancia.

(G es el grupe de todas las transformaciones . €> Z) R& E'. ‘e

que dejen invariante la funcidn I , esto es, el grupo de trans-

formacicnes tales que:

1t (Ot)\r‘df;Q).(‘@;...-)e)vz:\m)v*mgn,(‘hv-,---') \:’)w(},) =3

— T\-(a,‘(&") 6‘)‘('%30‘-3?)\(&_\

—

')\1,)\"“_-)---‘)\9)‘(‘9)

gl

J V.U-)

Como puede apreciarse, directamente del significado de || ,
el conociniento del grupo (3 es equivalente al conocimiento de
la ley natural que || supone. (Si la teoria es completamente

determinista, toda transformacién que mapee un “"conjunto consistente®



w17~

de observaciones en un "conjunto consistente" de observaclones,
estaréd en el grupo (3 . Por lo tanto , los elementos de G
pvermitirian calcular todos los conjuntos de observaciones con-
sistentes (drbitas) a partir de un conjunto de observaciones

v L ) ﬂde s . 2
conslstentes. Se desprend.c.j/estas consideraclones que los prin-
cipios de invariancia, puesto que tienen mis generalidad que las
leyes naturales (aunque sea en un sentido puramente metddico), no
pueden contener todas las {ransformaciones de G . Escogeremos
entonces aquellas transformaciones de (3 que satisfagan los re-
qrerimientos de la primera tendencia expuesta arriba (i.e., sélo
son vdiidos los principics de invariancia que postulan la equi-
Valehcia de sistemas e referencia que pueden intercambiarse
fisicamente). Fxplicaremos esto Wltimo mis detalladamente.

Las transformaciones de (3 son generalmente "activas®.

Ssbo quiere decir que el objeto en el que se realizan las medi-!

ciones t, P, ) V es generalmente distinto al objsto en
¢l que se realizsn las mediciones -;J —}’;a). .o ’_;J' + Sin
embargo, 2 ORI ;lﬁs.._son mediciones hechas por el mismo

c¢bzervador. Las transformaciones ¥pasivas",por el contrario,
describen el mismo cbjetc desde el punto de vista de observado-
res distintoe.

Yara algimas transformaciones activas &5 ;Lv.) B B
etc. que pertenecen a (g , es posible imaginar a un segundo
cbgervador que pusrda la rdisma relacidn con las mediciones

Ay Pryson que el primer observedor guarda con o, >, .- ..
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Por ejemplo, si aL} r’a). - - representan las mismas acciones
e of-, IR » con la sola diferencia de que las prime-
ras se realizan un periode mis tarde que las segundas, es posi-

ble imaginar ur observador (con su reloj retrasado) que guarda

la misma relacidén con OL} t’b’

der guarda con oi) B, oo . Es precilsamente este hecho (el

ve v s que el primer observa-

que podamos imaginar la existencia, para una transformacidn
AE> L P& el etc., de un segundo observador) el

que determina, de todas las transformaciones de 6 s a las
trancsformnaciones de invariancia.

Si el segundo observador utiliza los simbolos OLJ Byosas

para las mediciones que el primer observador llama oI, Tﬁ), s
{ oﬁ(__} ﬁ’; e+ . guardan la misma relacidén eon el segundo obser-
vador que ol, {3, . ... guardan con el primero), entonces el objeto
rara el cual las medicicnes o, [%,+.+- del segundo observador
pdn los resultados Yc;) \f@] fee s €8 disti.nto del objeto para
el cual las mediciones ¢, t,.... hechas por el primer observa-
dor dan 1os resultados ‘(d,J T['a R + En otras palabras, los
objetos son objetivamente distintos pero subjetivamente iguales.
Por otro lado, el objetc que da los resultados \rd\‘(\% .
para las mediclones o, b, . «. del segundo observador, dard
este resulvado para las mediciones ;} _[5) « s+« del primer ob-
servador. In resumen, hemos tratado de establecer una "trgduccidn
entre los lenguajes del primer y segundo observador.

Pedemos concluir entonces que, todas las transformaciones

de 3 qe satisfagan las condiciones arriba expuestas, son
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transformaciones de invariancia.

Terminamos este capitvlo sefialando que la teoria aqui
expuesta, al aplicarse a la mecanica clésica, determina al grupo
dz Galilei como @l grupo de transformaciones de invariancia

. F P} 1 . 2 F L]
para esta mecanica. 3Se puede aplicar también a la mecdnica
relativista para obtener el grupo de transformaciones de inva-
riancia llamade grupo de Lorentz. La yltima aplicacidn es bas-

hante dificil y estd fuera de mi alcance.



CAPTTULO II

3
FL GRUPC DE ROTACIONES EN R™ v sus REPRESENTACIONES

En el capitulo anterior, mencionamos que es posible ob-
tener el grupo de Galilei aplicando la formilacién de los prin-
ciplos de invariancia en términos de observaciones a la me~
cdnica cldsica. &l grupo de Galilei estd formado por las si-

-~ Y
guientes transformaciones ( O E) -7 KY\} ')

—Ll b .
1) Translaciones espaciales: Y'= V4@ 3’('.1 =%
R‘r\

= ?) t'= t4p

EY -5 AL 1
3) Transformaciones "puras" de Galilei: Y= vVt ;U= t

2) Translaciones temnorales:

A -
L) Rotaciones en el espacio: Y' = () ; =t

donde 9 es una matriz ortogonal.

Un elemento general del grupo de Galilei se representa

por la convencidn:

TIAPYa)=T(a05e)T(0p5e)T(3 03e)T (8 0B a)

v la ley de composicidn estid definida port

T(abyayT (Ob%a) = T (&b ¥a)

dende ¢ N . "
A= Ad byt 94(a:)
b b '
g ~ Vo4 %4(\_}3)

- %493

il

Puede mostrarse que esta ley de composicién es asociati-

= -t
va, que la translormacidén T ( O'O‘O ,@ ) actia como



1z identidad y que el inversc de T(S) b,\'??%)
esta dado por: \
{T(a}b ﬁ,o@} =TL8'( bi‘!-&'),-—b,%ﬁ‘&y, 6{3‘1
Dedicaremos este capitulo solamente al estudio de las repre-
sentaciones de un subgrupo del grupo de Galilei: el grupo
de rotaciones en el espaclo (tridimensional). La enorme importan~-
cia que tlene en fisica este grupo justifica su estudio detallado
7 también, debido a la naturaleza de este trabajo, el abandono del
estudio del resto de transformacicnes que forman el grupo de Gali-

(2)

lei.
STCCICH I
NOCION DI REPRTSENTACION DEL GRUPO DE ROTAGIONES EN ™

DEFINICION 1: Una representacién finito dimensional del
grupe (G es una correspondencia entre los elementos % de
(3 ¥ las transformaciones lineales T% que actllan en un espacio
lineal de dimengidn finita P’) tal que al producto de elementos
del grupo (3 1le corresponde el producto de las transformaciones
asociadas. FEn otras palabras, tal que =
1% P) qi T%AT%I = T%ﬁ%z
{conde T% es la transformacién lineal asociada a CA& N
1 la transformacién lineal asociada a &
%?- z X —Y%‘\%z

la transformacién lineal asociada a %4%2. ).

De la definicidén anterior se desprende el siguiente

TEOREMA 1: Si Q- T;% es una representacién, entonces la

L1

> L) » .4 - v
transformacion lineal ascciada al elemento "ldéntico" del grupo, €, ,

(2) Muchos de los resultados obtenidos para el grupc de rotaclones
pueden zeneralizarse a grupos continuos con un mimero finibe
de parasstros
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es la identidad; /L,e,’ T@ = E

Demostracicn: Como (z;} "T}a es una representacidn, se

cumple que T% Tyw = T%\n para todo G W EG\-’ .o
como Te Yo = Teq=To y Vg le = lae=Tq, le=L .
Wota: Toda transformacion lineal que actda sobre un espacio
lineal de dimensién finita estd dada por una matriz. Por lo tanto
podenios pensar en una representacidn de dimensién finita como una
sorrespondencia entre los clementos fg del grupo y matrices ﬂig ,
siempre que las matrices satisfagan las condicilones gefialadas en
ia Definizidn 1.

EPINICION 2: Una representacién 9 - Tg es continua si

los alementos de la matriz _Yé son funclones contimias de 9.
"funciones contimas de A " gignifica en la Definicién 2
"funciones continuas de los parémiros del grupo". For ejemplo, sSi
el grapo G esti parametrizado por los angulos de Fuler
Q?A S © "funciones continuas de - " quiere decir
2 1 7
. o an ’ o I (l)
Munciones contlnuas de %ﬁ O, @,
Todas las representaciones que analicemos en este capitulo seran
s
continuas.
Como ejemplos de representaciones del grupo de rotaciones te-
nemos 1las siguicntes:
. A5 :
i) ©i asociamos a cada o & G la matriz £
" - & .
obtenamos una representacién.  Esta representacion se
llama primaria.
ii) Si asociamos a cada rotacién su matriz obtenemos la re-

presantacion fundamental.
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DEFLNISION 3: Un subespacio 3] A del sspacio ’P;
(en 1 que acidan las transformaciones T% ), invariante res-
recto a todas las transformaciones ch ) se llama un subespacio
v . " . “'
invariacte respecto a la representacidn % > \q

F =) 2 7. - .

DECINICION L: Sien T no existe un subespacio (no
trivial) invariante respecto a la representacidn q - T%
la representacidn es irreducible.

Un ejemplo de wna representacidn irreducible es la represen-
tacidén fundamsntal.

R . . .

DECINIGION 5: Si todas las transformaciones T% son
unitarias con resnecto a algin producto escalar definido en el es-
pacio complajo 1% la representacidn es unitaria.

!

IEQRTMA 2: Toda representacién del grupo de rotaciones G

a5 unitaria.

Demostracidn: Sran 5 | ne A Y (%)V\J un:
producto escalar definido en A . Supongamos que en general
las matrices T% de la representacidn Q - T% no
son unitarias respnecio a esbe producto escalar. Sea (% )
un nidevo producho escalar en 'P] definido por:

(3 My = S T (%)
v Th unn bransformacién lineal arbitraria de la represen-
tacién.

51 "rh % _ %l . Thn_ - Yt tenemos:
(T8 Ty, = ('Y, = {38 TanYda
= _{(RES,T%T“M&% =S-(T%h§,TghYDd%)

(%) la integral aqui es una integral invariante.



- 2l

¥ como la integracién es invariante (l-é‘ S:? (amda = gﬁ(%) d%)

tenenos que:

S-(T%hg)T%thjd% = j.(T%%,Tng)d‘% = (.%.YLM

demos demostrade entonces que para una transformacidén arbi-

traria Th de la representacidn se cumple que:

(T\q g;Th VL){ = (g}nh s 0 Sea qQue la

representacidn es unitariag,

El estudio de las representaciones unitarias se puede funda-
mentar en el estudio de representaciones unitarias irreducibles.

La razon es la siguiente: Si en By no existen subespacios invarian-
tes con respecto a una representacién, la representacidén es irre-
ducible. BSi en B existe por lo menos un subespacio invariante A A
respecto a la representacidn, entonces el complemento ortogonal P\?_
de PL! es también invariante. Si la representacién es reducible

en Pyoen B, , la reducimos ain mis hasta obtener representa-
clones irreducibles. Como [ es finito dimensional, el proceso
esta justificado.

Hasta aqui hemos trabajado solamente con representaciones
finito dimensionales. Mis adelante, cuando analicemos las repre-
sentaciones del grupo de rotaciones en el espacio de las funcio-
nes definidas sobre la ésfera unitaria, necesitaremos la siguien-

te.

DEFIHICION 6: Si a cada elemento a del grupo G
le corresponde una transformacidén unitaria T% que actia

sobre un espacio de Hilbert, de manera que

T%’tT‘%z.: T"&'ﬂq_ v Te=E

diremos que tenemos una representacién unitaria infinito dimensio-
nal del grupo de rotacionss (5 .

DEFINICI(‘}QQ 1: Una representacién infinito dimensional se
1lama continua si para todo 5,0 que pertenecen al es~

pacio de Eilbert sobre el que actuah las transformaciones T%
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(de la representacidn) se tiene que (T% g ’ \Q\ ' es
una fancidén continua de q .

Dareiios el siguisnte teorema sobre la reduccidén de represen-
taciones unitarias infinito dimensionales, sin probarlo:

THOREMA 3: 5i 3~ T% es una representacidn
unitaria del grupo de rotaclones en un espacio de Hilbert separable

{4 , existe un nimero contable de subespacios finito dimensio-

nales H—,‘ , J"Z., cy W . invariantes
respecto a la representacidén. Ean cada uno de estos subespacios la
representasion es irreducible. Los subespacios {4 ., ~Son mutua-
mente ortogonales y su suma es |4 .

El teorema 3 nos permite expander un Wector arbitrario g

de como una ssrie convergente
E

E= B4+ B4 A E ).

donde gi e HL + Este resultado seri particularmente

importante mis tarde.
SECCION II
RGTACTONES INFINTTESTIMALES

Consideremos una representacidn cualquiera % -7 T% .
Cada rotacidén % " la podemos definir con 3 pardmetros. Consi-
deremos ahora que @4 esta definida por las coordenadas g,‘)%z‘
de un vector paralelo al eje de rotacién y cuya magnitud es igual
al 4ngulo de rotacién. Podemos considerar entonces que la matriz

T‘i e3 una funcidn de Ba, B, , By, 1.e., que
1. E ldente =
3= T(8),5, 5,) 1) Esevidente e T(o00)=K

(1) Que T«g sea una funcidn des %4, 5, ,2_,3 significa que cada

elemento de esta matriz es una funcidn de = =3 .
‘)4] Zz %3

UNTVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA
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Si desarrollamos | (%4, g?-;-%sﬁ en series de Taylor(i)
alrededor del punio 13 3= E, = &5,=0 y

despreciamos términos de segundo orden obtenemos:

T(2,5, 8)= E+MBi v A8 1 A58,

donde }Z s la matriz identidad y Aq, Az, , A3 son
matrices constantes (las derivadas parciales de T (%qﬁz’ga)
con respecto a z, ,%z 5. valuadas ea g,‘: 5,=B,=0).
o ¢Qué significado le podemos asociar a las matrices Aq}
Az Y Ag? Consideremos una rotacidén alrededor del eje Ox
en un angulo '5::)4 . A esta rotacidn le corresponde la ma-

triz:

T(%()O)O) = E."\'Ai\%,\-k*.--

Bs claro, entonces, que la matriz TC %% )O, O) que
corresponde a una rotacién infinitesimal alrededor del eje OK
estd completamente determinada por la matrisz A,‘ . De manera
similar podemos interpretar Az Y A?’ » Las matrices

A-i » Az_, A3 se llaman matrices de rotaciones infi-

nitesimales airededor de los ejes de coordenadas.

TROREMA 1: La funcién T , esbi completamen-
rone 3 B 5

te determinada por A") A?_ Y A?:-

DEMOSTRACION: Sea ( E( B, %3) un vector arbitrario y
} )

sean A (tEy,t5, te,), (58,55, 55,

dos rotaclones alrededor de este vector. El producte de estas ro-

taclones es:
A(L5; ,tE, 59 (s5 s 5, 98)=9 ((t49)8, (4918, ,(t-rs)%;}

(A} Puede probarse que tiene derivadas de cualguier orden respec-
to a By,%, %, (Esto es, que cada elementc de Vg es deriva-
ble infinitaments.) Este hecho es una consecuencia directa de la
nocidén de representacidon y se prueba haciendo uso de las propieda-
des de la integral invariante.
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Por lo tanto el producto de las transformaciones linegles asocia-

das es: (la representacién conserva productos)
VL (ks
t ( ) g&, (t"{“’a)%& ) (t+5) g;} = T( t %ht%z,‘tgg{\- (5 E‘“‘ jsglﬁ’ %q)

Derivando ambos lados de la ecuacldén anterior respecto a %

¥y poniendo S = obtenemos :
é"" ( ‘% fg ‘ﬁg_;-) T(sg SE, 5% ) (1)
dt 1 T(t%1t%z¢ £

pero como T(?‘%Mng,sgs\ —Etr A+ ALcE, AysEs

tenemos que:

é‘“T(‘s%&,Q%z,Sgav = A‘\gﬂﬂ'Az%z*As%g
s o

de donde:
d
_E_T (L8 t2, t5 )= (ABy+ Azs, 4 AT (tg, EELtED

51 escribimoes X (_t) = T ('t ’%qj‘t 5. ,t 'ga) ; obte-

nemos la siguiente ecuacién diferencial para la matriz Y (4)
d .
Donde la Y (+) debe cumplir la condicidn |
Y (oY= T(o,0,0)=E.

La solucidn de la ecuacldn diferencial anterior, que satisface es-

ta condicidn es:

t(A Syt ALE,+ALES)
X(—t 4= 3

(1) Al lado izquierdo de esta ecuacidn aparece una derivacién res-
pecto de  + . Esto es as{ pues:

Tlites) 51, (£49)E, (445)E, | = L 4 A(ti)8 + A (£49)E, + A (148)5,
- dsT[(t+5§§4 (t16)E, (‘Hs\gjl = O+ AtBi+Ae B 4 As E, ; PemO :

S T(tste 15 = & (E+A4t%, HAAEAAE)= O A«%ﬁ-Azz—; Ny

Y s TTr(t+‘~\E ($1cNT /+4c\£-l’ = Q—.—T”E' LE 4 -~ N



51 ahora hacemos 't_ = 4 obtenenos:
T AME, +4:%5,1A:.8
(54}%%53) = & z 3 , O sea que

la funcién | ('gh %, E,) estd completamente determinada

or la matrices

En otras palabras, hemos demostrado con el teorema anterior que si
tenemos una representacién %—} T% ¥y Aft} Az} A3 co-
rresponden a las matrices de rotaciones infinitesimales alrededor

de los ejes de coordenadas, entonces la matriz Teb =1 (g.\}g%gx)

de la representacidén, estd dada por:

AB b A B 4 AE
T(ghg.hgg: e o

TEOREMA 2: Sea %'%’T% una representacidén arbitraria del !
grupo de rotaciones. Las matrices AJ\ ) Aa)‘ A3 correspon-
dientes a las rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes de

coordenadas, sabislacen las relaciones:

[A{]AZ—}: AS
LAa,A_,,]:A« (2)
[A?))qu = Az

donde IA,BI: AB-BA es el conmutador de las

matrices A\' E, « Las llamaremos "relaciones de conmutacidn”.

DEMOSTRACION: Sea % una rotacidn fija y % una
o - 4~
rotacidén arbitraria. Consideremos la rotacién %o - % %D% . %o Y 3:»

representan rotaciones en el mismo &ngulo puesto que una se ob-
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tiene de la otra por una transformacién de semejanza. Si W = (YL,\JVLEJPLQ
es el vector que define a la rotacién ‘ao s entonces

~r
Fa®
Yl_‘: % VL define a la rotacién Obo 3 puss es claro que

A Praliia ~A o ~
[l=in] vwe FW=99a =R (oo,
"~
¥\, representa una rotacidn en igual dngulo que la rotacidén W,
~J
¥y, ademds, coincide con el eje de rotaeidn de A Y Pl ﬂv‘i
~
representa a la rotacién 4, ).
5i tenemos definida sobre el grupo de rotaciones una repre-
, T g ~4
sentacién & —y \q , entonces %O-:: % %o% implica que:
_‘_:“‘ — ) -4
5 = lq la,\q
~~F
y si asumimos que la rotacidn Qo (y por lo tanto %o )
-~ »
es pequeia {esto es, IVL\ Y \ v\’\ son nilmeros pequefios)

tenanos que:

T%D":“ E+Ayvat Azn, ¥ Az s
Ty, =B At AR, v AT,

Sustituyendo estas expresiones' para T% Y T—ego en
o

?go___, T% T% oT c'g‘\ % enenos &
y cancelando términos comunes a ambos lados de la ecuacién anterior

1legamos a:

Ty hTgte Ay o o
Ag= Ay Mt AdatAan, Y An = A4“V‘M+Azﬁz* A%“«s

Para llegar a esta dltima relacidn supusimos que \"V’L\ N \YL\
= (2] ] . a2
son pequeos.  Sin embargo, podemos quitar esta restriceidn, pues
. "
si multiplicamos el vector \(L por un nimero, W, queda

multiplicado por el wmismo nimers y, por lo tanto, sucede lo mismo

con Av\‘\{ AVL .



Asunimos ahora que % es una rotacidén en un angulo
nequefio GL alrededor del e¢je OX- » ¥ que ¥} es el
_ "
vector unitario sobre el eje OY > leee = (014)0\ = e
es entonces un vector unitario sobre el plano y Y O% que

hace un dngulo 4, con el eje OY
(1)

| ¥ cuyas compo-

nentes son:
La" ]

Tq YT‘? SON EN ESTE CASO
‘_K%-:.E_—E-A)\o{. ‘)Tti—«z £~ A’\CL .

Ademds tenemos que: A o
o
P A T
AV{_: A%«-\-Az 1 As 5= Ay X
g N/zo ’\j /“4 ~t d-
AR = Al Aa Y Aafa'S A Aga
Sustituyendo las expresiones anteriores para
a ,__ﬂ e I d .
en la ecuacion Tch AVL.T% = AYL ¢ igualando teérminos del
primer orden ds magnitud en 4. , llegamos flnalmente a que:

Ap A'L'—'AZAU\—‘:[Aﬂ,A‘L__\:' A )

En forma similar se obtienen las relaciones

LA AT = Ar DA, ARl= Ar gy

Yo hemos usado ain el hecho de que T% es unitaria.
Derivaremos ahora la consecuencia gue este hecho tlene en las
matrices AK . Sea }gz:g%: O . Entonces: T(wao}o)

=k & %4 A‘\ A ++y  Como T\ es unitaria tenemos ques:

N
(1) pues, si Y'l::(o,f\,o\ , al rotar en o _ obtenemos 1= (Ol fD&d~)6€Nd~)

y si o es pequefio, Cood~74 v CENA-Y . For
lo tanto » o~
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%
T (E«}OJO)T(‘éMo,oﬁ =& (1)

¥
0 sea: (E-" }:_”k A4+..\\(E+%,\A;\+---\=E—
[ * —
o E b B (AR FANY - = B
i.e. {despreciando términos de segundo orden)
* _ ¥
A4+A4:O o] Ay == Ap
Por lo tanto, el hecho de que'W;ﬁsea undtaria implics que

ilas AKSOH anti-hermiteanas. Si escribimos: W 4= i A’\ ’ \_\z.___ A A:z.
¥
Y 1.1,3___.}-‘ A?ﬂtenemos que " l—\;\ = H« ) Hz: \-\é( H3= H?;*

)
i.e. las HK son hermiteanas. Es inmediato también, de la
. ? - 4 * 0 -
ecuacidén (1), oue si las HKson hermiteanas, TQ, es unitaria.

De las relaciones de conmutacién (2) se siguen las rels-
» - ”
ciones de conrmtacidn para las k\K:

(B, Hl = 4 Hy

UMz 1sT = 2, ()
LM, 0T = ;4 W, .

(La derivacién de estas relaciones es obvia.

Obtendrenos,
por ejemplo, la primera relacién de commmbacitn: LW, Ha 1= Wale- RaHy
= 4 Aq A Az = A AziAF’*“A'\Aﬂ'A;AQ?— A A&'A&Azf- [hz.,ﬂy por las
relaciones (2): [Az,Al=~As =it )

Darenmos el sizuiente teorema sin probarlo:
TEORTMA 3: Cualqulier terna de matrices hermiteanas que sa-

tislagan las relaciones de conmutacién (3), definen una represen-
tacidn

T o o B Ry
_ del grupc de rota-

ciones.

¥

(1) aqui T denota

al adjunto del operador T. Seguiremos con
esta notacidén en todo el capitulo.



Neta: En el desarrollo anterior al teorema 3, mostramos
que si G "Tﬁh es una representacidén del grupo de rotacio-
nes, entonces existen matrices \—\!\, Ha Y \—\3 que satis-!
facer las relaciones de conmutacién (3). EL teorema (3) nos dice
que cuslquier terna de malrices hermiteanas ‘4, A, v H3
que satisfagan (3), define vna representacién. Esto significa que
teda representacion esté completamente definida por estas matrices
or medio de la expresidén:
B, pos P LB L Re B2 Y W3 B )
Probar que dadas tres matrices hermiteanas que satisfagan (3}

exigte una representacidén -F%definida por la expresidn anterior,

. . 1} 5in embargo, se puede realizar cualquier represen-
es dl_icll.( ) arse, pue ar q epres
tacién de dimensidn finita en un espacio de espinores, y cualquier

revresentacidn de dimensién iwpar en un espacid de tensores.
SECCION ITT
AT RESERTACIONES IRREIUCIBLES

Vimos en la Seccidn 1 que el estudio de las representaciones
del grupo de rotacicnes se puede reducir al estudio de las represen-
taciones irrecducibles. Antes de analizar la forma de una represen-
tacion irreducible, darcmos dos teoremas que ros serdn dtiles.

TEORMNAL 1t Sea J& un operador hermiteano que mapea un espa-
clo lineal (complejo)Fﬁ en el mismo. Entonces las eigenvalores de

ﬂ\ son reales y dos eigenvectores correspondientes a distintos

eigenvalores son orbtogeonales.

{1) Esto se demostrar& en general para cualquier grupo de Lie
en el capitulo IV,
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Q@!Oo;uACIOL Si AX = XX , (X’#O Y X € F‘)j
enhonces:
(Axx)= A

(xx) = (x,Ax)= (X, %) = X (xx)
7S A= A

lo que significa que

c:

)N
Si. A\)L:: X ) A\Y'1= fi\r ) (‘).2#1/4)
entonces @

es real.

XX = (Ax)= (AN = (X, HY) = M (xy) = M (XY
1o que significa que L)(,\(\ = C).47

Antes de enunclar al segundo teorema, haremos algunas con-
sideraciones.

En lugar de trabajar con las matrices Hn\ Hz X H3
}
trabajaremos con las siguientes combinaciones lineales de estas

\—\_\- e H&‘X‘A\'\Z
= Hpy-AWR (1)
-4,

La conveniencia de este cambic se podra apreciar en el de-
sarrollo del resto de este capitulo

W
Hy

Las nuevas metrices H"r ) H_ X \‘\

satisfacen las rela-
ciones de comrmtacidén sisuiertes:
ULP , ‘51 =~ Hy
2
LHe Hs Y (2)
[H+,

= 2. \\
¥ acdemas, la rclacidn
*
H_;. = (3)

( (2) \r(ﬂ) se siguen inmediatamente de la defimicidn (1)

¥y de las relsciones de conmutacién (2) de la Seccién 2.)



T

Deterninaremos las matrices H+ ) H- X \"\3
en Lérminos de los elgenveclores normalizados de \—{3 . Para
hacer esto, necesitamos el siguiente:

TEOREMA 2: Sea ﬁ un eigenvector de la transformacidn \—\3
correspondicnte al eigenvalor P

Haf = 24
“ntonces el vecteor ‘-€4 = \-\_\'3(\Z es el vector cero o es el eigen-
vector de \—%3 correspondiente al eigenvalor A+A y el
vector f = H_f es el vector cero o es el elgenvector de
H?) corres;:-oﬁcti.ente al eigenvalor A —4.

D:MOSIRACICH -

b M8 o Mg o DA L = n g it

poes [ by Bl= W, por (2).
co Hafy = (R40) 14 +£ - (MM%

) Ha®y= Wl f=muwg v i, 4
TR LR At = (N 2= (-0,

Utilizaremnoz zhora el teorema 2 para determinar las matrices
l‘\_\. }\Jr__ N H?’ + Sabemos, por el teorema 1, que los eigenva-
lores de H; son reales { H?; es hermiteano, como se vid
en la Seccién 2). Sea § el miximo eigenvalor de M4
I ffl el elgenvector normalizade correspondiente:
g = L%, ’ (£9}£Q3ﬂ4
34, H_ ZQQ + O » entonces (por teorema 2)
Hr \PQ =T , DOtpg Hq,’?g = (-0 Fy
Escribamos ahora: ?Q = d g :E,Q—’t , donde g
es un minero positive y (%__,‘)JS;Q_A\J:A{ 5 (esto es, escribimos

\:Q come un escalar peositive multiplic.ado por un vector unita-
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rio en 13 misma direccién de T, ).

Tenemos entonces que:

U‘_ -EVDQ = oy £ LA (donde ‘?Q’,,\ es
OLR 70 eigenvector normalizado
de H3 , correspondiente gl eigenvalor -1, por teorema 2).

53 H_ ‘gQ_q + 0 , intrcducimos el eigenvector normalizado
£Q~2, de manera similiar, y escribimos:

H":E—Q."1 = CLQ.""IZL\?Q.-Z (DONDE OL_Q-" 70 ~ (:gﬁ-‘z,ﬁ@-'l\-:« |

Continuande el proceso, tenemnos:

19
l“ﬁz'z Ofﬂ.lfjg -3, ETC- .
Los vectores ?Q, £Q A \'D_ 5 ’fg g construi-

dos de esta manera, son elg ervectoreu de | 3 - GComo Hs s6lo
puede tener un nmimero Dinito de eigenvalores distintos, la secuen-
cia de vectores anlerior btienc que terminar. FPor lo tanto, para
alpunos valeres de W, se tiene qie H_*EK - 0

Obtenemos entences un sistema de eigenvectores normalizados

y matuamente ortogonales (ver teorema 1) de \—\3 que satisfacen

v H‘s:?m‘—"- m£m
S I T

Como existe un dltimc eigenvector ZEK para el que :E\("-v'- Q,
ponenos ol K =0
Si aplicamos ahora la transformacidn W, al eigenvector
correspondiente al eigenvalor § , tenemos forzosamente que:
H_\. :EQ, = O

51 aplicamos W, a :\)Q__,‘ tenemos :

H*£Q—ﬂ = é{z Rl 3@@\ = %{{ D—}hﬂ:k £Q‘\' l;:‘Q H_\Juﬁ!z

pero:,
H“':Q.Q:D Y [-H-\;H-FX:ZH";,‘ ’:o H*Qi‘ﬁcf:\“\ﬁglti—%‘ﬁlz ,@Q£Q

{(donde .P"Q: ?’_Q. )
o)
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Supongamos ahora gue l’lu,. lgm-ll ‘EKM se cumple
para Q,>, K > miAd s Demostraremos que también se cum-
ple para vy i.e. que i ;em = mew\.f\?mw\
A
Ry J% = A 'Qm“‘ '_—“ [Hh“l}‘) MAA
2. f W\'\-’\
= — H m+z
mid + ———— |} ¥
Admys OL A - 'miz

Pero como \"I£ #‘mﬁ < \Jt_%m"—“o(m:Em—d s

tenemos que:

\J‘Jr:?m“ 7 (M)t domaz hmu_ £m+4

L A
¥ s8i hacemos miZ 2 miz
Pmig = 2 2 {mi) tokmez f5
A x4

obtenemos ¢

H—\-:?m = [%W\—H :?YM-/\

Como \-\*':?Q = {3 s es necesario poner /gg,H =0 .

¥
Ahora bien: sabemos que H)‘ = H»_‘ « Por lo tanto:

(Hy Foen, 6) = (F, 1 20)
(por definicidn del conjugado hermiteanc de un operador).

Pero H4£m4 = Bw :?m Y H__:Fm = 04m£m~4 .
Sustituyendo en el producto escalar anterior estas expresiones,

obtenemos :

(BonFon, )= (Fonn, o) = B (B i)

= OLm (fm‘*i,:t}‘m%\ = odm pues A es
real positivo. Pero sabemos que ?m Y £m~4 son
eigenvectores normalizados de H'b « Por lo tanto se sigue
que ol = Bw .
Sustituyendo {  por ﬁ Y m por W+ en

2(m+Ntolmiz Bmaz
Py +4

obtenemos :

oy =



2 2
o[m - mi = 2 M ¥y sumande estas ecuaciones

desde W= { rasta M= M :
A= G =20r2 (4012 (-2 4+ +2m

Pero !624.4 =D = O(-Q—\J\ . FPor lo tanto:

L& = (L4m)(§-m+A)

Con esta Gltima ecuacidn podemos averiguar el nimerc de
vectores fm en 1a serie fg .......... :?K » Como OLK=O
tenemos que (-Q-H‘(\ (f-K %-ﬂ = O .+ Amui hay
dog posibilidades: K=-L & K= {+A . Sin embargo,
en el procesc supusimos que K< {2, K+ it4 . Entonces K= -{
¥ es immediato que el mimero de vectores "Qm en la se-
rie es 2044 . De aqui, podemos concluir evidentemente que 2
es un entero o wi racional con denominzdor 23 (pues el mimero de
veclores :{')m tiene que ser forsosamente un ertero positivo).l

Introduzcamos ahora una restriccidn: supongames que la re-
presentaciéon Q. T% es irreducible. FEstc significa que en el
espacio B no existen subespacios invariantes (aparte de las tri-
visles) ante ninguna matriz T% de la representaciém. Por lo
tanto, no existen subespacios invariantes auvte H 'S B ¥ Hg ’
pues si existieran, por (1) de 1s seccidn 2, existirisn también
subespscics invarianles para .Yca . Cumo los cperadores H_\, ) \—\_ Y

1'\3 llevan un vector fm a un vecter de la serie ‘EQ TR g_ﬂ s
el subespacio generadc por los fm : (W\ =~L o) €9
invariante respecto a estos operadores. Podemos concluir entonces
que{f_g'___” fﬁi{ es una base psra P‘\ .

En resumen, hemos demostrado que para cualquier representa-

cidn irreducible las transformaciones l—h , 3 ~ | a
- '
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definen una base ortonormal por las ecuaclones:

\_\4' :@m = Adwmyr j.zmw\
M = dm :Em_;\ (k)
\—43 %vn = m :gYn

donde los :EW\ son eigenvectores de W \ m=-~{ ,",Q'H) R S

( L entero o racional con denominador 2) Y dm \/YQ +w) (Q—W\ _‘.;;

DEFIH_]_TQ_I_@E_ 1: La base fg ?Q,‘q) SR ﬁ_ [} que
)
consiste de los eigenvectores normalizados de \—\3 5 en

el caso de una representacién irreducible, se llama la bage
candnica de la represcutacidn.

DEFINICICH 2: ) se 1llama el Mpeso" de la representa-

cion irreducible.
Volvierdo ahora a las mstrices A'l, A?_ Y A3 » podemos
calcular estas matrices sn términos de las matrices H+ Wy \-\3
) T
dadas en (4):
2 . B
(4) A‘£ i Hgfy =4 ’L ‘\*HX{-)

.-...—-/L
_ Hﬁm—_—_“:e = “Z“O(mﬂﬁmﬂ.ﬁ

2 M Tmoa = “zY(Qma\-n(Q-mffmﬂ_
T 2N g-m i) Dy
$ '::--_/LH £ .,._z( H,&_JYHM\:EM
H+£m+~ WK = - Ldmﬂﬁmﬂ +
L ot £m b=~ —~\r(ﬂ+ i +4Y{ f-m) jgwwx

\Wmﬁw

m= L Hy P = ~im S

T

Fwy o] = =
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Probaremos ahora el siguiente teorema:
THOREMA 3: ©Si existe una representacién definide por (1)

de la Seccién 2, i.e., definida por la ecuacidn:

—Y AME(TAE, L AS
('%*l %2_)%33 ==
y Aﬁ ) Az ) Aa estin dadas per (5), la representacidn

es irreducible.

DEMOSTRACION: El espacio P4  en el que actdan las trans-

formaciones A;\ , Az) A3 dadas por (5) tiene dimensién 2 {.t4
(i.e., el espacio de la representacién). Supongames que existe
un subespacio no trivial B {4 Que es invariante respectca a las
transformaciones \-—\-4 , \J‘_} Wa . Sea \I’L—:. Z_ Cw fm
el igenvector correspondierte al maximo eigenvalor de

Como P4  es invariante ante Ha tenemos que: lJ”r -6

H W= Z_ Com \'\*r:[?m - 2 CW\ Dlm+4£m.\.4 =

Como los £m forman una ba%e para R > Cwm O{.‘M-\-’\ o v
Pero sabemos que O(wv\-& =0 st m=4L yque si WM<,
OLY)H-/\ + o + For lo tanto, Cwm =0 para YN £ C

¥ nos queda que \’\:: C-Q_ f& « Perc esto gquiere decir gue EQ
esta en P\q . Como P\/\ es invariante respecto a

L\q:eg't-\f%)_,... ) Lﬁ_fgnhﬁg-z,o--;{zwﬂ

estan en PH . Por lo tanto, fy coincide con @ . Es-

)

to quiere decir que no puede existir un subespacio no trivial
invariante respecte a las transformaciones H H. 'Y H3 .
Pero este hecho implica que no existe un subespacio no trivial
invariante con respecto a todas las T% ,» rues tal subespacio

tendria que ser invarisnte respecto a Aq} A.z ¢ A'g,



¥ por lo tanto, respecto a ¥*+) k&_‘%’ \%3 . Por
lo tanto, la regresentacidn q ;?,“(% es irreducible.ZV
Concluiremos esta Seccidn con un teorema mis fuerte que el
teorema anterior. La prueba de este teorema es dificil y por lo
tanto, solo lo enunciaremos:
TEOEEMA L: Cada represenbacidn irreducible del grupo de
rctaciones esta definida por su peso, y las transformaciones
A4)A2 Y A3 gue corregsponden, en la representacidn, al
rotkaciones infinitesimales alvededor de los ejes de coordenadas,
estan dadas. en bérmines de la base candnica ﬁan ,<-’K/-£4—&J'-'
por (5).
SECCION 1V

AESOTUCION DE UNA ARSRESENTACTON

Antes de encrar de lleno al problems de la resolucidn de
-’ » 0y » -
una representacion en rerresentaciones irreducibles, conviene que
hagamos un resumer de lo que hamos venido hakiendo. Vimos en la
Seceidn 2 que toda represantacidn del grupo de rotariones queda

completamente definida wor 1a exprasidn

AME,+ALE, L AL E
T(e, 5. 8)-¢ " 2=

i luego
Gefinimos las matrices 4 , H, Y \‘\3 y vimos que
sialquier terna de mabrices hermiteanas que cumplieran con las
relaciones de commibacisén (3) de la 3eccldn 2 definfan una repre-
sentacién. Ouiados por la idea de que toda representacidn del
grupo de rotaclones se puede estudiar anslizando las representa-

clones irrediacidles del grupo, introducimos las mabrices L%4.f

4 X ‘%3 . EBstas tltimas transformacionas nos permitieron

L)



formular el teorema 4 de la Seccidn 3 que caracteriza en una
forma completa a las representaciones irreducibles. Conociendo
entonces las representaciones irreducibles, procedemos en esta
Seccidn a investigar el problema de la resolucidn de una repre-
sentacidn en componentes irredicibles.

La irreducibilidad de la representacidn solo se utilizd
cuando se demostrd que los vectores :em forman una base para
el espacio Y4 en el que la representacién irreducible actia.

Si la representacidn analizada en esos parrafos luera reducible,
entonces los vectores :gm \ (W\ = -J R L) formsrian
ung hase para un subaspaclo invariante Po . Esto se despren-
dé Jdel hecho de que los vectores ‘J‘?m se transformen entre ellos
mismos ante HJ”H'_ X \-\'3 , 0 ante H;\, v v Ha

|
Si tomamos el complenmento ortogonal 3 de o , COMO
las transformaciones \er son hermiteanas, Q\‘ es bambién
inrariante ante las 1 W . FEste hecho esta fundamentado en

LNEAL Py
TEOREHA 1: Sea P\p un subespacio de un espaci_oﬂue es

invariante ante un operador herimiteano W . FEnteonces el comple-
\ sz . s
mento ortozonal K de Pie es tambidn un subespacio in-
variante ante H .
DEMOSTRACTON: 5ea Y un vector cualquiera del subespacio
R ier vect o
0 , ¥y sea F cualquier vector del subespacio P\ .
Tenemos por hipdtesis que (\—\x ,z\ = O (pues e es in-
. |
variante ante Yy es ortogomal a PN ). Como el operador
es hermiteano, este hecho implica que (X ) H—E\ = O i.s,

\—\ #, es ortogonal a cualquier wvector K de P'\o .



_hp-

1 !
For lo tanto, H 2. pertenece a P\ para cuzlquier Y € %) .//

S5i P\‘ es reducible, podemos repebir el mismo proceso
etc.; hasta que P\ quede totalmente reducido. Esto significa
que, dada cualquier rapresentaéién und.taria del grupo de rota-
cilones, existe una base ortonormal en Ja cual las matrices

A k= —4L Nk toman la forma:

(o)
Ak

K (1)

— (8
K

(3) $
donde las matrices A‘K ( () i(&}

son las matrices de representaclones irreducibles de peso Q= Q5
P s P]

gue achbiuan sobre el subespaclio invariante y de P} +» Estas

matrices, segin se despreande de las discusiones de 1a Seccidn an-

terior, estédn dadas por las ecuacionas (5) de la Seceidn 3. i.e.:

O OC*QS‘M O v O
d
© 0(—1234:2, O O 0
— 4 O O d—ua ¢+ O O
2- ] » L] 3 » . . -
, : (2)
O O ; ‘
o * Oddy
0

o o . 'olg.l-O‘



- i _ O O[mQ‘,-l'?.. . . O O
O OL"-QJ‘{'Z; O » [3 O O
O O qd"!i{-B - - O O
o O O .« . 09
O O O . - "C£ o’.') O
o ih o - - O ©
O o 2 - . oo o
O O S )
O O o - * 0 -“'E) l

donde o(m =y (,QSJK.W\X( Qi_m.;.)ﬂ .

Por ejemplo, para obbensr la matrin A(i) procedenos

asi: f‘QS sera el primer vechor de la base) %P‘ﬁyi"l el
segmdo ete. For (5) de 1la Seccidn 3 sabewos gue A4 )[()W\ —
= ' .

7 (7()%-1-{ :EWH-!\ ~ J’z oA :er_,‘ para una representa-

cidn irreducible. =1 peso de la representacidn irreducible es
en este caso QJ .

3
Aplicando A(A) a los vectores de la base, tenemos:



() , |
A4 £—~QS = (. :E-Q! + (—"%{) CL—_EE%-‘{:E_Q:)*_,"’[‘O' £~E3+1+"‘ + C. fgl

(i) s '
A1 f_gf*_,‘:: ( ?)QJ_25+4$_23+O- Q"Ql'*‘\ + (ﬁ%BO(_JQJ,‘.l i_qj\_-l‘*' O':fg
-0;43

+m Jr oN ﬁel

-

AV g = 04+ Ofga + v oo L A

donde hemos tomado, como ye estaha demostrado, "[-P' -0 Tolg 4::0.
-4 ] *
i
Poniendr los coeficisite de la ewpansidn de cada vechtor de
. \ . ()
la base como columnas de ana matriz, obienenos 4 - En forma
. l : ) A(i)

similar oblensmos las mairices A—,. Y 3 .
Daremos shora dos métodos para resolver reopresentacinnes

del grapo de rotaciones.

Primer método de rosolucifn:

Consideremos lou vectores Q de 12 forma:

B e . A (A
t@“ ol ‘?Qo+ ot fﬁ,‘%d £g2+ ere
donde las thi' satisfacen 1las ecuacicnes

H+:;Pg“i —= O Y H’b )?z':- -Q,L‘ggi

4
Es evidente qus \;-\_‘r‘:% = O
Esbo suziere ya el primer método da resoluzién de una repre-
seatacidon: buscamos todas las solaciones de la ecuacidn HJ‘_\ZQ =0.
Lstas soiuciones forman un subespagio invariante con re.-;pectd a la
transformscidn \ 2 + BEancontramos un conjunbto ortonormal completo

. ' . :
{i‘)Q} de elgenveztores de 1 en esta subespacis. Aplicamos
A

4



la bransformacidn H svcesivemente a cada jfh_ » 1.3., calculs
A

moes los vectores \—\ £Q4) H ‘EQ \—kZQ;\ f—-Ql . Es-

tes nuevos vecbores, Jjunto con ¢ , lorman una base para un
A

subespacio invariante en el que vpera la representacidn irreduci-

ble de peso Qh . Fn resumen, si btenemos una reprazsentacidn

arbitraria del grupo de rotvaciones, las representaciones irredu-

cibles en las que la representacidn puede resolverse, estan da-

das por los valores de Q para los que exisien solucliones a

las ecuaciones simmlibaneas,
H*£:O ~ \‘\3:{\1: Q,£' (3)

Si dado un Q , hay varias scluciones linealmente indepen-
dientes para (3), la revresentacion irreducibls de peso Q, apa-
recera et la revoiucidn tantes veces como solucicnes independientes
hava. Hshe 1liimo hecho sigrifiea que, si en la resolucidn de uns

’ e

rerreseniacidn aparece mia de una represeatacidn irreducible de
peso Q s la resclucidn no es dnica (la represeatacidn puede resol-
varse de varias maneras). L2 dltima afirmacidén se fundamenta en
el signienke
TACRMA 21 54 TQ Y % sen elgenvectores de un operador LINEAL
L% s corresgondientes a un misme sigenvalor n s entonces
K £ + ﬁ,(% es tambidn un eigeuvechor de H correspor-
diznte al eigenvalor ]h .
DEMOSFItAC %AJth. For hipdtesis sabemos que:
Li iz:: }u:ﬁ X *&ﬁg (%

Coma P* es lineal tencmoz que

4 (¥E s pa) = CRE 4 p R 4R = 2 (f4 oy,



El teorema 2 nos pernite entonces, escoger muchas funclones

T 1 " =3 1 — -

que satisfagan las ecuaciones u(_\_j? =0 X H% £ = ,Q'-Q 3

basta entonces con encontrar un sistema linealmente independiente

para poder hacer una resolucidn. Por lo tanto, si el eigenvalor
,Q es degenerado, la resoluzidn no es 1liniza.

Segundo méhbodo de resolucidn:

Con este segundo mébodo de resolucidn encontraremos subes-
pécios invariantes en los que la representacidn es irreducible o
isotopica. Una representacidn isotdpica es aquella que puede
"romperse' en representaciones irreducibles con el mlsmo peso.

Supongamos que tenemos una representacidn irreducible de

peso E ¥y consideremos la transforacidn
2 < A X
Ho= Hy 4 B3 Y W3

- - ‘ 4
que acoua scbre el espacio B enel que esta renresenbacidn

esta definida. Fodemos escribir también:
2,
H’L: H_\, \\'\_'- H‘b+ \“\3

¥a que:

B (RS- i)
S U LU ha oy = HE WS gy,

Como estaros considerando una representacidén irreducible,

H_\r y \_\‘- Y H% estan deteminadas por las



Térmulas (L) de 1a Seccidn anterior. Esbto significa que:

H+ \Adgwx: Hw{mgm-dﬂ Oﬁ“ )em
Hy Fom =
Uy =t

TR L maw® NHMCwao m+m
—Qmez+Q+mz ARSI
= (P40 = {(0eA).
podemos escribir:

W ﬁm =/ (QH)fﬂm

Pero sabemos que si la representacidn es irreducible, las
i
v forman una base para P’\ 5 por lo tanto, 51 €5

un elemento cualquiera de 1?\] , H :Q — \_\ Z %mfm
¢ ¢

= %, Bml (@A Py (D T Pt = Q(Qmii.)
m=-4 W2

o B = (Y w

La ecuacidn (4) tiene entonces 20 4A (la dimen~
sibén de 'Pw‘ ) soluciones linealmente indspendientes.

Congideremos ahora una representacidn reducible que actia
sobre un esnacio ') . Por lo anterior, sabemos que la ecuacién
(L) se satisface en todos los subespacios invariantes en los que
tenemos una representacidn irreducible de peso 9, + TPor lo tanto,
el nimero de scluciones linealmente independientes de (L) es ahora

un miltiplo enterc de 7, QA-’( . Bsto significa que podemos escoger
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una base en Fﬁ consistente en grupos de vectores, tal que
cada grupo genera un subespacio invariante ante la representacidn
¥ la repressntacidn en este subespacio es irreducible o isotdpica
(dependiendo de el nimero de subespacios invariantes de dimensidn
2L¥A ). Ea otras palabras, el operador H?' no "distingue"
entre subespacios invariantes en los que la representacidn es
irreducible, si no que los subespacios invarisntes que "distin-
gue" son "mAs grandes™, pero para cada .Q pueden "romperse"

en " § ! subespacios de dimensidn 20+4  en cada uno de los
cuales la represeatacidn es irreducible.

En resumen: para hacer una resoluclon en representaciones
isobdpicas, buscaios para cada Q un conjunto completo de
soluciones linealmente independientes de la ecuacidén (4); tales
conjuntos daran una base en la gue la represenhacién queda re-
suelta en represantaciones isotdpicas.

Con estas ultimas consideraciones, terminamcs de analizar
las representaciones dsl grupc de robaclones. Finalizaraemos el
capitulo haciendo una realizacidu dz los resultades "abstrachos"

obhtenidos anteriormente.
SECCION ¥
FUNCIONES ESFERLCAS

Estudiaremos ahora la realizacidén de las representaciones
irreducibles del grupo de rotaciones en el espacio de las funcio~
nes de cuadrade integrable def'inidas sobre 1a esfera unitaria.

Uno de los resultados de esta Seccidn serd la prueba de 1a exis-

tencia de renresentaciones irreducibles de naso ﬂ) para cualquier
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valor entero de .Q, .

Consideremos la funcidn 3?(7‘5-) — :E (.X'\,\( z \13)
7 la rotacién X'= ax | o= 7, 9 ¥y v o
sustituimos en :[\2 (\(:\)\{T_)\LQ los valores de . g
dados en términos de los Xik , obbenemos una nueva funcidn
g& (\C»{ ,\{11, X4 . TDodenios peasar enbonces que la fun-
cidn ‘lE se transforma en la funciodn f‘l por medioc de
1la rotacidn % . Asi, podemos asoclar a cada rotacion §
una transformacidn T% qua translorma una funcidn ‘;@ en
una funcidn ‘£4 que se obuiene de £ por la sustitucidn de
! por Y = (%1 \4‘ 3 esto ea:
T% £(k‘) = :E'\ (X) y donde
T4 00 = £ (9% (1)
Es claro que es lineal y se desprende ilmmedlabamente

de {1) que:

1g.9,=Tq, 1q, (2)

donde  \. son las transformaciones
kY ITCR'L T T%\%z
asocladas a las robaciones ' . La
Y4 D2 Y 3

ecuacién (2) significa que el coijunto de transformacionss Tcé
es efectivamente una representacion dal grupo de rotaciones.

Hos limitaremos ahora al conjunto de funciones £ (}{4)‘,(1,§st
definidas sobre la esfera unitaria y cuyo cuadradec es integrable.
Sera convenienbe muchas veces escribir el vector Y = (,Xq) Xz,\[\j)

en coordenadas esfericas @ ] EP donde

K4 SeN & Cos @
xz = [end gE’“(g

Xz = Cog®

f



(recuérdese qus los puntos del dominio de las funciones f
estdn sobre la superficie de la esfera unitaria y por lo tanto
=4 siempre)-
El producto escalar de dos funciones 5? Y % se

define en 1la forma usual:

2T 1T
(%,3) = g gﬁ(e,tﬁ A (8,4) SanoOde ¢

Es inmediato, del hecho de que una rotacién no altera el
elemento de superficie SENS® @ © d‘{’ > Que en la métrica
definida por este producto escalsr las transformaciones "Y% son
unitarias.

| Como vimos anteriormente, para obtener las representacio-
nes irreducibles del grupo de rotaciones, necesitamos encontrar
los operadores correspondientes a las rotaciones infinitesimales
alrededor de los ejes de coordenadas. Supondremos que las funcio-
nes £ , en 1lss que actlan las transforicaciones T% , son
difereaciables.

Determinaremos primero la forma del operador ,A'S s CO~
rrespondiente a una rotacidn infinitesimal alrededor del eje Oi‘, .

Sea 9 una rotacidn alrededor del eje OZ‘. . Como vi-

mos anbteriormente, podemos desarrollar T% en serie de Taylor:

T%::'E_—%(X,ASJ\-... (3)

-1
Perc tenemcs que To% .‘ﬁ' (%) = "E C% ¥Y . Por 1o

tanto, s1  Q es una rotacién alrededor dsl eje Oz

Ta¥(6,¢) = e, e



Desarrollando “9 (@ ) U? —'JN) en serie respecto a

A s Lenemos:

¥ (6,9-4y= ¥ (&,9)-

_g e

39
Comparando Sérminos de primer orden en .. €n las ex-
}
presiones (3) & (L), 1legamos a:
3P
Para obtener los operadores A;\ Y Az, , con-

sideremos una rotaecidn % , alrededer de un eje cualquiera,
en un angulo pequefo A, . Tenemos entonzes qus:
1 \
T%ﬁ(e,cp): X (e,
! ! o ;
donde S Y LE dependen del angule de rotacion KA, ¥
coineiden con (> Y p para ol = O . Desarrollan-

G € (&' ®') en series

. 2f do, 3¥ d¢
ﬁ(@,?):f(&‘?)'L (\5@‘ dm+ x @' &HJL__O

podemos concluir, comparando términos de primer orden en 4, ,
que 2l operador A correspondiente a una robacion infinitesi-
mal alrededor del ejs considerado tiene la forma:s

A= ale@d, + b9 2o

donde:

QA (6, ) - 4& b(e,¢)= a9
b [b=0 ok &

S5i el eje alrededor del cual efectuamos la rotacidén es el

eje OX’ entonces las componsntes de }(i — %X son

(4

o Ao
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{en coordenadas cartesianas):

Xy = %y
t

X2 = Y, Coodt Xz SEN&

X; = ~ %2 Senh +¥z Wsd

Las funciones A X« \i estan dadas

o

=0

por:

CL\’EL\ ‘:—Ond\h\ =Yg 5 ¥3| Ve
d ok la=o d o la @—"\%:

o 1% (#)

O

Diferenciando las ecuaciones X4 = SEMNEG COSP , o= HSENS FAY
Yoo = COSQJ}T utilizando (7) tenemos para ol= O :

Cos © Cos de _ ¢eno Sene 49 o

A A de
Cos® Sed® 48 | Send (s a% _ o
d. . ' A& e
~ Sed @ &9 L L ceno ceny
d A

de donde podemos concluir que:

49 _senyg y Q% . cote Ccosq
G A

y sustituyendo estas ecuaciones en {&) llezamos a que:

- 3
Ay= Sen (p%é 1 Cote Cos o ©

es el operador correspoudiente a una robacidn infinitesimal

alrededor del eje Ox



De igual forma podemos obtener Az, , el operador corres-

pondiente a una rotacidn infinitesimal alredsder del eje OY :

. S 1 3
A, —— Cos @ B ¥ W @%EWW(”

Podemos deberminar ahora los operadores H\_ | \Jl__ X \—\3
introducidos anteriormente):
\"\_\_-:" H/\"‘J‘LHZZJ‘{A{—-AZ_
= (3 1 i cote 2. - (10)
(9 + wte 32)
\‘l(__ puned UU\—L\-\';_'::. )LA)\-\-A-L
SAP 1y : 5
- 2 4 (ot s
SIS ( 56 4 S

Ho_, = )LAg = “i—bg‘so

Utilizaremos ahora los operadores \-\J‘) Wy \,.\,5
asi definidos para investigar las representaciones irreducibles
del grupo de rotacicnes {representaciones definidas sobre el es-
pacio de funciones que estamos considerando)., Las funciones que
pervenecen al subespacio de la representacion irreducible de
peso Q se llaman "funciones esféricas de orden [ .
Las funcion=s £-m (%) que forman 1a basz canénica en el
espacio de la reoresentacidn irreducible se 1llaman las "funcio-
nes esféricas basicas de orden [ ". Denotaremos estas dlti-
mas funciones por el simbolo \]/Qm (9 ) (?) donde 122!
es el eigenvalor de esta funcidn respecto a \—\3 (—Q W& Q\

Es claro entonces que toda funcidn csférica de orden ® es

il
una combinacidn lineal de 2,0 A4 {unciones \\/Q (B @Y
) .
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A continmacidn obtendremos la ecuacién diferencial de
1as funciones esf'éricas —fg .

Vimos al final de la 3ececidn anterior que los vectores
que se transforman ante una representacidn irreducible de pe-

- Ll .« 'L
so [, satisfacen la ecuacién H :f.-_,—“ IREELY
z Z ya 7

donde H "= M4 +Hz+ W3 . Fncontraremos

la forma de esta ecuaciéu psra el caso que estamos considerando.
Es ClA®O que -

H}\— LW = ii (\'\JP\'\"‘" LA

Si sustituimos las expresiones (10) para \—\+ y &

en la ecuacidn anterior, tenemos:

z 2 ?° CoT o Ll
H(*HZ‘:‘-'— St G f’gé" 2 Q
z
¥ como H’Z = = %@z tenemos que:
VLI S (%ue 3 o°
Sen® 00 SEN 5 o’

ror lo tanto, la ecuacidn

W (e EeT$ =0

tiene la forma:

i3 £ 3%
e 3o(sewo 3G rn Soritt=e oy

Esta ecuacidn se conoce como la ecuacidn diferencial para
las funcionas esféricas de orden [ .

Demostrarenos mas tarde que el mimero de soluciones lineal-
mente independientes de (11) es exactamente Z,Q 44

Haremos ahora algunas consideracicnes sobre la forma de
las funcicnes esfericas bésicas Ym (9 @) .

4 )
m L g ~ . #

Como YQ, (9) @) es una eigenfuncién de |4

correspondiente al elgenvalor M

mn wm
\_\3\\,;\ (0, ¢) =i )@ltg.@(ﬁf_(ﬂ = wmY, (6,¢)




=4

La solucion de la ecuacidn diferencial anterior es:

YOE, = e Fo (©)

(12)
m
donde 1\?5@ (&) es alguna funcidn de &

m X - X .
Como las YQ (9)&9) son eigeniunciones normali-

z2agas de H- tendanos ques

jf \(Q (@cp\ SENO O dQ =4 (g

7 comc: 2

A Z
(1™ ag=en
O
reemplazamos (12) por:

™
o (6,9)= Fsz (& 6’ " (1L)

La condicidn {13) gqueda ertonces:
I

m 2
g \FQ (@)\ sene doe=1 (15)
© | m
Volviendo ahora a la ecuacidn (11} y sustituyendo \(Q (9'@3

por ﬁ » obtenemcs la ecuacidn diferencial para la funcidn

:‘:&m (B):

. <‘5€ GL) Y_Q(O,m

SN B 40 (te)

Seul F

5i hacernos &l carbio de variables:

M= Qs

W m
¥ poneros PQ (u’) para FQ (BG) tenemos que:

oy d 6
SLLL{U% )%\—f: ]ﬂuw\—-{_ﬁjﬂ Pe W=0 a7




™m
¥y ias funciones esféricas bésicas \Yk (EQ,(?) tienen la forma:

Ame

m {
\{,Q (9;(?) = \[“%—F—\ I P‘Q ( Cos &) (16)

Utilizaremos ahora el primer método de resolucidn de una
representacién, discutido en la Seccidn anterior, para obtener
las representaciones irreducibles del grupe de rotaciones en el
espacio de las funcicnes de cuadrade integrable definidas sobre
ia esfera unitaria. BHMas exactamente, consiruiremos para cada

,Q un subespacio invariante de funciones en el que hay
una realizacidén de una representacidén de peso Q .

Para encontrar la base candnica para la representacion

irreducible de peso ﬂ_ s comenzamos buscando la sclucidn de

las ecuaciones similténeas:

HaP =0 f
14*? =0

Q.
i.e., comenzamos buscande las funcicnes \fQ (@) (P) .
Como hablamos visio antes, la ecuacidn \—\»5'? = ,Qﬁg im-

pliica que \'(QQ(GJC?) tiene la forma

. 4 14
Yo == ¢ L (@)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacidn H+£ =0,

obtenenos la ecuacidn diferencial:

4 T (e
aée

~Qeote Tlioy=0

(1)




cuya solucidn es:

:FQQ (6 = C %EHQG
(20)

Podemos inferir de (20) que existe una Y solo una re-
presentacién irreducible de pesc - (pues si no fuera asi, 1a
. ” Q 4 »
ecuacion H_‘\fg = 0 tendria para algin § por lo menos dos solu~
. : L . : . AR®
ciones linealmente independientes de la forma § W(@)

Normalizamos ahora la funcidn F'QQ(Q] = C%EBLQ )
W

g \1:QQ (9)\18%‘,!\&9 de =14
9]
esto es:
. 2044 2 28 g ef
S 6 = C Z: _— = 4
C. go ey 6 4 Ty

¥ por lo tanto:

A 24+ 4 PN
¢ = t-EFEL\}—;;~ \V @z oy

Tomaremos

A 24+ \
C = u;‘)e 2841
( TZEEI—\/_ >\ (2o

Podemos escribir entonces la funcion esférica bisica co-

rrespondiente al méximo eigenvalor Q de W 3 en la forma:

0 .
¢ RGO NNV YT ¢
YQ (@)(P)W\IEFZQP! T (2 ¢ senfe

C +L9
6 %EALQS_

A\



Calcularemos ahora las otras funciones fm = \{Qm (9 (SJ)
I

de 1a base canénica. B3Sabemos que ) :?m - c;m £m—-4

Como {4 tiene, en este caso, la forma (10), tenemos que:

~AQ é\fem ; 2)\(5“ ~
— = LT 2 2R\ m-A

Mm@y

A
e € T ey,

m
51 sustituimos % Y, (B,¥) =

en la ecuacidn anterior, obtenemos:

™ ~A
3F (8) o coto Fe) = dm o (6)
a6

7 haciendo mievamente la sustitucidn L = COS O ¥y denc-

m wm
tande J‘T_:Q [6) PoR PQ () llegaumcs a

\Fﬂﬁwwh“mfbpﬂM*“%(m””

—_—

Si hacemes la sustitucidn
m oz
PQ (u) = (’\~M2) Uy (0 (22)

obtenemnos de (21) la ecuaciédn:

Ny () = “m A u (23)

De la ecuacidn (20) es inmediate gue:
£/a

]
) _ \
B (W) = ¢ (*\w,{»{Z} 2)

Ubilizando (24) & (22) es clare que:

UQ (M) — C (ﬂ—,{,{z}q (25)



Con la ayuda de (25) y (22) podemos concluir entonces que:

.
U - & 4
-4 ) = I in Q
Ug-z (u) = —S d* (1-4)
dp dgr QM
2.0
Uwm () — c de“_M}

Sustituyendo la Um obtenida anteriormente en (22)

obtenemos:

~Yn. R-m
y M C ra 2 d ('\"M‘L}e
P (u): (‘\"’M\) _ —
£ dgnae ol maa A
donde W\:—Q, -Q.‘“’\, Q"Z,*- -,""Q s pues es evi-

dente que YJE (}Q:Dpara W £ — R~ { . Poniendo

ahora los valores de ¢y m ( o(m =\ (_Q*W\\ (Q—WI +4) )
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e introduciends (-4} en ls derivada, llegamos a la expresibn:

-mM g
2l ' A (1) " d (- 1!
AR AN ) dax O (26)
Es claro entonces que:
0
© 2,044 4 Al (-1
p}l (U)'-'- pQ(UL) = 2, ZQ,R\ dM’Q (2?)

Fb (Lf) se llama el polinomio de Legendre normalizade de
m
orden { y las funciones F% (1*) se 1laman "funciones aso-

ciadas de Legendre normalizadas".

En conclusidn, hemos mostrado que las funciones esféricas

basicas de orden { tienen 1la forma:

W 4 Am(f W
\(g {9)(?] = \{(_Z—rtj 6 pﬂ (Qog@)

m
donde f%(LQ estd dada por (26). Estas funciones forman una

base para un espaclo de dimensidn 2,Q-¥{ que es invariante
respecto al grupo de rotaciones y en el que opera una realiza-

cidén de una representacidén irreducible de peso J§



CAPITULO III
EL GRUPO DE LORENTZ.Y SUS REPRESENTACIONES

Estudiaremos en este capitulo otro grupo importante de
transformaciones de invariancia: el grupo de lorentz. Empe-
zaremos el estudio de este grupo haciendo un analisis de las
superficies cuadriticas en un espacio " N1 " dimensional, ne-
cesario para entender algunas caracteristicas geométricas
del grupo". Luego estudiaremos la estructura del grupo de

Lorentz y, finalmente, sus repregsentaciones.
SHCCION I
SUPERFICIES CUADRATICAS
DEFINICION 1: Una superficies cuadritica en un espacio

Yl - dimensional A , €8 el lugar geométrico de todos los pun-

tos X = (é“) ‘52,'- .., B ) (l)que satisfacen

una ecuacidon de la forma:

AxX) +20{xy + C =0

donde A ('X}XE es una forma cuadratica, ? {X) una forma
lineal y C una coustante.
Es sabido que, si A (% RS es una forma cua-

dritica definida en Py , existe una base en B con respecto

a la cual A LXJX) toma su forma candnica. FEn otras

palabras, dada A ('X’X) (donde X,::(E_,h..--! gn) )

podemos hacer una transformacidén de coordenadas

n
gk:?“ailhs (Xv::: 4)27-.-)‘(\3

(1) Las componentes del vector estdn dadas en una base
ortonormal,



N
r3

en ¥ , en forma tal que:
A(xXx) = Z , AN
Por lo tanto, podemos escrlblr la ecuacidn que define a

una superficie cuadratica en la formas:

ZlY\—rZ,ZQV\Aﬁ-C—*O

4
donde las 42). son los coei‘lm.entes de la forma lineal Q(X) .

51 suponemos que sdélo los coeficientes R"l yreey A
de la forma cuadritica son distintos de cero, podemos escribir:
2 0; % =
g+ 2 g g (g BV L (324,00
3 AR 1 i+ T = = / Y=
L ) A5 Ay

¥ haclendo la sustitucidén

. = y]3+ 03
3

la ecuacidn de la superficie cuadritica queda:

Al \n;‘ 32_\_ A, (\,q‘zf_sr cee 4 }\,( ﬂ v zg‘m\qr“ Lr2hoMarx =
donde ya no aparecen los términos cuadriticos correspondientes
a V)jz (con 3= ’('H).,.J N )} pues supusimos que las A FAAce") dn
eran cero; K es una constante.,
51 las Q\"M IS Qn son iguales a cero, obtenemos
la llamada "ecuacidén candnica de uns superficie central“(l)

A 2 (M ek A (0 4 K =

o botando las primas,

(4
14“"2 + ’Kzni foome AVv i koo (1)

5i K+0 & T=wn , la superficie se llama no-
degenerada. Estudiaremos a continuacidn este tipo de superfi-
cies.
(1) E1 centro de una superficie de este tipo es el punto cuyas

coordenadas son - 4= Y\z =.r = Ny =0 ¥ se
puede demostrar que es tnico.



La ecuacibén (1) para una superficie central no-degenerada

toma la forma:

()\4\(\42—*' lzv\g'*‘""*‘]-n“:.‘\'\( =0

(2)
0 la forma: 2 A
+ -L% + n?., + - = o t V]“ - ‘{
Toag T oA~ a4

donde hicimos la sustitucidn

C\;t:: +\§_'}\.\i- (1:4,2,...,‘/\j

Las di se llaman los semi ejes de la superficie.
5i renumeramos las coordenadas de manera que los términos

positivos aparezcan primero, tenenmos:

[4 [4 z
WA + Y‘L+ .,+_Yi__.n‘.‘~i"__..._ Nn _
2 T ' z
af az A Okaa an )
Por lo tanto, existen " y " tipos de superficies centra-

les no degeneradas, correspondientes a los valores K= A2
Analizaremos ahora los casos en que N=2 y p= 3

para obtener las caracteristicas de las superficies corraspondien-

tes a distintos valores de K + lLuego generalizaremos al caso

de W dimensiones.

CASO 1: 81 W=2, obtenemos las siguientes "superficies":

W :
Z
(K‘:ﬂ , ‘C_{—E‘ — _(1%: (una hipérbola)
2 : Z
(x =2) o m + LI 4 (una elipse)
OZ T
5 z

CASQ 2: 5iW=73 , obbtenemos las superficies:



- .r",h -

Yia i ia _
(K=1) - - = 5=
? ax Q% Qs
T
(v=2) , Yix e Wz 4
4 - - Cﬁ
a% 2 3

La superficie para X=4 es un hipsrboloide de dos ho-

Jas. En forma grafica:

La superficie para Y= 12 es un hiperboloide de una

hoja. En forma grafica:




- Hh-

La superficie para K =72 es un elipsoide. En forma

grafica:

7 "
T

Notamos que en el hiperboloide de dos hojas ( K={ )
existe un par de puntos que no se pueden conectar entre si por
una curva continua sobre la superfieie {(un punto en una de las
hojas y el otro en la otra). En el hiperboloide de una hoja
( K=2), dos puntos cualesquiera se pueden hacer coincidir
haciendo un desplazamiento continuo sobre la superficie;
sin embargo, existe una curva cerrada (por ejemple la curva
alrededor del "cuello" del hiperboloide), que no se puede de-
formar en forma continua en un punto. En el elipsoide ( W=3 ),
dos puntos cualesquiera pueden hacerse coincidir por Medio de un
desplazamiento continuo y toda curva cerrada sobre la superficie
del elipsoide puede deformarse en forma continua en un punto.

Para generalizar las observaciones anteriores al casc



'
- ﬂn‘_“; -

de W dimensiones, es necesario dar las siguientes definicio-

nes.

DEFINICICN 2: Una figura geométrica A  es homeomédrfica

a una figura B  si existe unmapeo bicontinuo de los puntos
de A en los puntos de B .

DEFII\?ICI(’JL{ 3t Una figura A sobre la superficie S ES
homotépica a una figura [ sobre la misma superficle, si la
figura A puede mapearse en la fipgura R por medio de una
deformacion continua, durante la cual la figura A sSiempre
permanece en la superficie.

CASC 3: 5i el espacio Py en el que estd definida la super-
ficie central no degenerada tiene dimensidn v} , Jas superficiés
correspondientes a los valores K= 4,2,.-+,M , tie-
nen la siguiente propiedad distintiva:

Propiedad 1: En la superficie central correspondiente a

k , cada parte de la superficle que es homeomérfica a una
esfera ( K —4 )- dimensional es homotépica a un punto; pero
ciempre existe una parte de la supei‘icie que es homeomérfica a
una esfera X -dimensional ¥ que no es homotdpica & un punto.

El significado de la propiedad 1 puede entenderse mejor si
se aplica de muevo al case WN=1723 ., Lo que nos interesa aqui
es lograr una comprensién Mintuitiva" de esta propiedad. Con
esto terminamos el estudio de las superficies centrales no dege-
neradas.

Si en la ecuacidén (1), K=0 & V=n tene-

mos @

rA z
AN+ AN Lo § AW =0 )



Fsta ecuacidn representa a una superficie central degene-
rada. Este tipo de superficie se llaman conicas. La razén es
la siguiente: si el punto ( Y\,\)Yizr...j iy )
satisface la ecuacién (L), el punto ( thhtn?_,..., ity )
también LA satisface para todo + (i.e., 1la ecuacién es homo-
génea); esto significa que la superficie estd formada por lineas

rectas que pasan por el origen (en 3 dimensiones es un cono).

SECCION II
EL GRUFO DE LORENTZ

. 4
DEFINICICN 1: Sea ™ un espacio de  dimensiones,

X = (3(4,’(1,}(3))(0} un vector general de 9\4 y

S0 = xervEaxi~xs
una forma cuadratica definida en este espacio. Cualquier trans-
formacién lineal X' = Qx que deje esta forma invariante (i.e.
2l que ge (x'y= o2 (XY ) se llama una transformacidn

general de Lorentz.

2
La matriz correspondiente a la forma cuadritica 6 (X) ES

O O

A

1 0

O O O
O O 41 o0
O 0 O -A

Bajo cualquier transformacidén lineal & , la matriz
se transforma en la matriz %*I% .(1) Si @ es una trans-

formacién general de Lorentz tenemos entonces que:

(1) CA‘& es la matriz transpuesta de a .
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TTa=1 @)

Es evidente que el conjunto de todas las transformaciones
generales de Lorentz forma un grupo con la operacidn producto de
transformaciones, ya que, de la férmula (2), podemos concluir
que  DET Q= £ 4, esto es, existe el inverso de (ng)
que es obviamente una transformacidn general de Lorentz, y ade-
mas el producto de dos transformaciones generales de Lorentz es
una transformacién general de Lorentz. Este grupo se llama el
grupo general de Lorentz.

Volvamos ahora a la forma cuadrdtica 62 (x) . la
ecuacidn:

Sy= XAPRFUsXS )
(1)

define un cono en qu » que tiene como eje el eje Y, -

Ilamarenos a este cono el “cono de 1uzﬁ y al eje Ko el
eje temporal.

El cono de luz divide a F§4 en tres regiones: la regién
externa donde 5?'()() >0 , ¥ dos regiones internas %2(_)(\40 ; X°>O
- SZ(X) <.Oj Xo < O . Toda transformacidn general
de Lorentz deja invariante al cono de luz y su regién interna
(y externa). Sin embargo, en general no deja invariante cada
regién interna, esto es, puede mapear puntos de ls regifn inter-
na 92()() <O, X, >0 en la regidn ‘520()'}0 ,‘;ﬁ o

Eid(,C) y viceversa. Una transformacidn general de Lorentz

que deje invariantes las tres regiones sefialadas se llama una

(1) ver Seccién anterior
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TTa=1 (2)

Es evidente que el conjunto de todas las transformaciones
generales de Lorentz forma un grupo con la operacidn producto de
transformaclones, ya que, de la férmula (2), podemos concluir \
que DET. %_-—_-_ + A , esto es, existe el inverso de (Cg )
que es obviamente una transformacidén general de Lorentz, y ade-
mis el producto de dos transformaciones generales de Lorentz es
una transformacién general de Lorentz. Este grupo se llama el
grupo general de Lorentz.

Volvamos ahora a la forma cuadratica 92 QX) . ILa
ecuacion:

51Xy = ESEEL L (3)
(1)

define un cono en %4 s que tiene como eje el eje Y, .

Llamarenos a este cono el "cono de luz" y al eje Ko el
eje temporal.

El eono de luz divide a ?\4 en tres regiones: la region
externa donde SZ(X) >0,y dos regiones internas ¢ (xY40; X°>O
¥ gz(x) <0 5 Xo<L O . Toda transformacién general
de Lorentz deja invariante al cono de luz ¥y su region interna

(y externa). Sin embargo, en general no deja invariante cada

regidén interna, esto es, pued mapear puntos de la regién inter-

na SZ(X) <O, A,>0 en la region & X)>o0,i

XOQ O ¥y viceversa. Una itransformacidn general de Lorentz

que deje invariantes las tres regiones sefialadas se llama una

(1) ver Seccidn anterior



transformacién de Lorentz.(l) Es claro que las transformaciones
de Lorentz forman también un grupo; este grupo se llama el grupo
completo de Lorentz. Las transformaciones de Lorentz que tienen
determinante igual a uno se llaman transformaciones de Lorentz
(2)

propias y también forman un grupo, el grupo propio de Lorentz.

Si al grupo propic de Lorentz le affadimos la "reflexidn es-

pacial” §  con matriz
A 0 @ O
o -4 0 O
5= O ¢ -A O
© o o 1]
¥y bodas las transformaciones de la forma S% donde % es una

transformacidén de Lorentz propia, obtenemos el grupo completo de
Lorentz. Esto es asi pues si W pertenece al grupo completo
de Lorentz y DET.A=-4 5, pertenece al grupo pro-
plo de Lorentz pues DET. (6Y\\ = 4 scomo N= S (6‘1\)
tenemos entonces que toda transformacién de Iorentz con deternd-
nente —4 , es igual al producto de una reflexién espacial y una
transformacidén de Lorentz propia. En forma similar, si al grupo
completo de Lorentz le afladimos la "reflexidn temporal® +  con

matriz

(1) De 1a definicién de la transformacién de Lorentz es evidente
que esta conserva la direccidn positiva del eje X o .
(2) o simplemente grupo de Lorentz.



+4

O O O

o +1 O O

ijZ O O +A O
o o 0 =A

¥ todas las transformaciones de la forma 't 3 donde (3 perte-

nece al grupo completo de Lorentz, cobtenemos el grupo general de
Lorentsz.

Por otra parte, a cada rotacién § = \%; Kl

en P\?

le podemos ascoclar en forma natural la siguiente trans-

formacidén de Lorentz propia en R4
X/\ = %‘M XA 4 %42, X + %’\3)(3
" | (1)
2 = Q4 LI - Xz 4 %13\1(3
¥
3 = QarY, 4 Va2 Uy 4 Va3 g
X o =
Ko

Podemos decir entonces que el grupo de rotaciones en 3

dimensiones es un subgrupo del grupo propio de Lorentz.

En el resto del capitulo trabajaremos solamente con siste-

mas de coordenadas ortogonales. Un sistema de coordenadas orto-

gonal se define como aquel sistema en el gque la matriz de la
forma cuadritica %2()()

tiene la forma X. Es claro enton-
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ces que toda transformacibén lineal que transforme un sistema orto-
gonal en otro es una transformacidén general de lorentz y que toda
“trangformacidn general de Lorentz l1leva un sistema ortogonal a un
sistema ortogonal.
Para terminar la seccidn estudiaremos las superficles en fﬂ
que son transitivas con respecto a los grupcs de Lorentz.

DEETHICICH 2: Si un grupo (3 de transformaciones acta

en un espacio [Py , una superficie es una superficie transitiva
para (3 si toda transformacion del grupo la deja invariante y
si cualquier punto de la superficie puede llevarse a cualquier
otro punto de la superficie por una transformacidn de G .

Para el caso del grupo de rotaciones en tres dimensiones,
estudiado en el capitulo anterior, las superficles transitivas son
esferas con centro en el sistema de coordenadas.

Investigaremos ahora las superficies en FH4‘ » bransi-
tivas (o superficies de trarsitividad) para el grupo preopio de
Lorentz, el grupo completo de Loventz y el grupo general de
Lorentz.

Como toda transformacién de Lorentz deja invariante la for-
ma cuadratica 62 (%) = X?;: * \A% + \(%-Xﬁ s
las superficies definidas por la ecuacidn

Xc} - Xi ——-\L’é — \AZS: CoMaTANTE . (s)

se transforman en ellas mismas anve una transformacidn de Lorentz.

Estas superficies pueden ser de los giguientes tipos:(l)
Z .
1. S{XY=cceo , Xo 7 O (1a hoja superior de

un hiperboiocide de dos hojes).

(1) Ver 3eccidn I.
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2. 5Z[x) =2 (L0, Yol O (la hoja inferior de
este hiperboloide).

3. 2 (X) = 0O , Yo ¥ O (parte superior del
cono de luz). |

L. 62 (X) =0, ¥Xo 4O (1a parte inferior

del cono de 1uz).

5. 62‘. (X) —C yo (un hiperboloide de una hoja).
6. Xo= Xa=Xz=¥s=0 (el origen de coorde-
nadas). |

TEOREMA 1: Las superficies 1 a 6 son superficies transiti-
vas con respecto al grupo propio de Lorentz.

DEMOSTRACION: Consideremos el plane ( Yo }La). Por medio

de una rotacién (una transformacién de Lorentz propla que deja
invariante el eje Mo ) podemos llevar todo punto en el semipla-
no { Xo X3 J; X £ O a un punto en el semiplano { Yo Xj)

. Intersectemos ahora las superficies 1 a 6 con el semi-
plano K3 >0 ; obtenemos las siguientes curvas:
1. La rama superior de la hipérbola:

X?;"‘\‘(;_—‘- C>0 5 Xodo
2., La rama inferior de la hipérbola:

X&=¥z = C %0

3. La asintota superior:

XD = 13 ') XD>O
4. La asintota inferior:

5. La rama derecha de la hipérbola:

Yo = %5 = C<O 5 X370



6. El origen de coordenadas:

XO = \(320
En 12 sipuiente figura se pueden ver estas curvas en formas
més clara:
A3
a
0
H

° > X3

2 4

Toda transformacidén de Lorentz propia que actie solamente
en el plano ( Yo Xy ) deja cada una de las curvas 1 a 6 inva-
riantes (pues deja invariante la forma cuadritica). Cualquier
punto en una de las curvas puede ser 1llevado a otro punto en la
misma curva por una transformacidn de este tiro. Por lo tanto,

las curvas 1 a 6 son curvas transitivas respecto a las transfor-
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nmaciones de lorentz propiss que actilan en el plano ( Yo Xa Ve
Fstas transformaciones se 1laman "tornilles"hiperbdélicos en el
plano ( ¥, \(3), ¥y se simbolizan por o3

Cualquier plano S que contiene al eje X, corta a
las superficies 1 a & en curvas del tipo 1 a 6. Los tornillos
hiperbélicos en el plano S actian transitivamente en tales cur-
vas (estos tornillos hiperbdlicos son transformeciones de Lorentz
propias que dejen invarisnte al plano § ).

Consideremos ahora dos puntos A & A, sobre una de
las superficies 1 a 6 en Pﬁ . Rotamos estos dos puntos para
que coinecidan con los puntos %_;\: UJ\ AA\ ¥y %Z. = U, A-L
qué estdn en el semiplano { Yo Xq ), X330 ( Oa & U,
son rotaciones). Como Yy § O, son rotaciones (i.e.
transformsciones de Lorentz propias) dejan invariantes a las
superficies 1 a 4. Por lo tanto, %,\ g %2_ estan en
una de las curvas 1 a 0. TEsto significa que puede llevarse

unc al otro por la aplicacién del tornillo hiperbdlico 6303 .

| %z: C303 84

Podamos concluir entonces que la transformacidén de Lorentz
propia = U_“ U 1leva A a A ¥y
£ - 7 03 4 - A T
por lo tanto que las superlicies 1 a % son superficies transitivas
con respecto al grupo propio de Lorentz.

La reflexién espacial § transforma X4 @ — ¥4 3

Xea-Yz & Y32 -Y ¥y deja Yo
invariante. Es claro entonces que 5 deja invariante la for-

. P . .
ma cuadratica S (X) 7 consecuenteimente las superficies



i
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1 a 5. DPodemos concluir entonces que las superlicies 1 a &
son también superficles transitivas respecto al grupo completo de
Lorentz. Como la reflexién temporal -t intercambia las dos
hojas del hiperboloide de dos hojas y la parte superior e inle-
rior del conn de luz, las superficies transitivas respecto al
grupo general de Lorentz se reducen a las cuatre siguientes:
1, Hiperboloide de dos hojas:
Yo— %K —Yi~¥3 = ¢ 7O

2. El cono de luz: Xg'-‘>(f%-' X';:___\fs — 0
3. Hiperboloide de una hoja:

Yo — XZ’—* X%"\(::‘- C L0
L. ®1 origen de coordenadas:

}(o-:: ‘)(,‘-,—_:XZ::§C3T—"«O

Como ha sido demosbrado ya anberiormente, dado un punto

cualquiera A en la rama superior del hiperboloide de dos hojas

(4 2 Z )
Yo - Y3~ X-L—-X;:-‘[J Xo PO (6)

sienpre existe una transformacidn de Lorentz propia que lo mapea
en cualquier otro punto en la rama superior de este hiperboloide,
en partizular en el punbo O (/[] OJ O, 0\ .
Una de estas transformaciones es el tornillo hiperbdlico % oA
que actha en el plano ( Ny A ). Sin embargo, es claro
que existen muchas olras transformaciones de lorentz propias que
mapean A en O . Dos uwransformaciones que satisfagan la

condicién anterior difieren entre si por una rotacién O
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Por lo tanto, podemos escribir toda transformacion de Lorentz

non - .
propia % que mapee el punte A en el punio O como &

3=U %

donde {) es una rotacién y %o A el tornillo hiperbélico
en el plano { ¥o A ). Es claro entonces que una transforma-
cién de Lorentz propia queda deberminada ror un punbo A en

la rama superiov del hiperboloide (&) (precisamente el punto que
dicha transformacién lleva al punto () ), el toraille hinerbdlico
%OA que 1leva A a (0 vy finalmeate la rotacién U .
Es decir gue toda transformacion da Lorentz propia queda definida
coaﬁpletamenbe por el par ( U} A ) donde U es una rotacién
¥ A un punto en la rama superior del hiperboloide de dos ho-
jas (6) (pues el tornillo hiperbélico %o A ©std complstamente

determinado por el punbo A ). Podemos eseribir entonces:

A v (U A

Se sigue immediatamente que el grupo propio de Lorentz se
puede paramstrisar con 6 variables: +tres variables que determi-
nan a la rotacién U  (ejemplo: &ngulos de euler) y tres va-
riables independientes que determinan al punto A (ejemplo:
las coordeaadas X’l; X~ Y X3 DE A ).

Podemos concluir tambiin que el grupo propic de Lorentz
es conexo, 1.e. que cualesquiera dos elemsntos del grupo pueden
unirse por una curva continua. Hote hecho se desnrende inmedia-

tamente de la conexidad del zrupo de rotaciones y la conexidad
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de la rama supserior del hi:erboloide de doz hojas (3).

pecidn investigando las componentes

0
@
8
¥ -
©
}_I
o
&

conexas del prupo oompleto de Loreniz y el grupo zev
LOrenta.

SLST01F 3 Una componsnbe conewa de un grupo conbinuo

es un subconjunto conexo qde ac estd coatenido en obtro subconjunto

0 de &1L misio,

o grupo sropic es una componente conexa del

T

grupc general d: Lorentz.
DRGOSMALICH s Winmin sabeooniunse del grano venaral de
— e B om0 por—— - - B i [

Lorentz que contenga al grupo proplo ds Lorentz nuede ser cone-

x¥o, pues tal subconjunbto coniondeia translormaciones %

us albteran el sencido del gje _ Xo o gque btienen
deterwinante Loual @ ———'\ 5 como toda transformacidn de
Lorentz propia conserva 21 seatido del eje Yo ¥y tlene

deflerminante irual 2 1, es evidente guc 1o puede existir una
curva contima gue coneche una ransiorsacion de Lovenbz propla
oon uia que invieritsz el geaklido de Yo 0 que tenga deteral-

r2abe igwal @ ~A .

23 Ll oconjunto de todas las braasformaciones de

la forma S% donde  § es 1a reflexidn espocial y A s una

de worente nropla forma wna compouenbe conexa.

i eonunto de todas las Lranstormaciones
de la rormna S% e3 el conjunbe de Ja2s bransTormaciones de Lorencs
con determlnance igual & —4 . Be claro gue este conjunbo
es conexo, puos dos elemenbos cualesquiera 4_5_3,%

A £ %%?, pueden
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nonectarse por wna curva contima, ya que % A & %7_ pueden
ronectarse de esta manera. lLa demostracidn de que este conjunto
e5 una componente conexa es idéntica & la demostrzeidn para el gru-
po propic de lorentz.
Podemos concluir entonces que el grupc comrleto de Lorentz
estd compuesto por dos componentes conexas:
la reflexidén temporal £ prceduce de manera similar
ctras dos componentes conexas del grupo general de Lorentz; una
componente que consiste de todos los elementos de la forma t(%
v otra compunente que consiste de todos los elementos de la for-
ma t S % =3 g donde es una reflexidn campleta en P{" .
| En resumen, el grupo genersl ce lorentz consiste de cuatro
corponentes conexas:
1. El grupo propio ( Qo )
2. La componente 5>C30 que congiste de todos los elementos
de la forma S A donde Q €Q
3. La componente £ G, (de elemertos {_25 )
4. La compcnente 1S A, (de elementos L H q )
Con este andlisis terminamos esta Seceidn. In Ja préxima

Seccidn estudiaremcs las representaciones del grupo de Lorentz.
SECCION ITI
1LAS REPRESENTACIONES DEL GRUPC DE LORENTZ

En el capftulo II dimos algunas ideas de la teoria de re-
presentacidn, La consideracidn de representacicnes de dimensidn
finita fue suficiente pues todas las representaciones irreducibles

del grupo de rotadones son de dimensidn finita y cualquier otra
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representacidén puede resolverse en una suma de compotientes irre-
ducibles.

I el grupc de Lorentz existen representaciones irreducibles
de dimensiln infinita. Por esta razén, daremos algunas nuevas de-
finiciones de las ideas generales de la teoria de representacién
de grupos. Esto es, generalizaremos las ideas presentadas en el ca-
pitulo II para poder estudiar las representaciones de dimensién in-
finita.

DEFINICION 1: Sea T un espacic normado. Una correspon-

dencia entre los elementos 4 del grupo (3 ¥ operadores acota-

dos -'[—% que actlan en P\ que satisfaga las siguientes condicio-

nes:
1. Te = . (donde € es el elemento idéntico del
grupo (3 ¥ E  es la identidad)
2. — .
—\_:%l%'z - T%:\ T%?—
3. Si ¥ (£) es un funcional lineal acotado en o,
entonces para :g fija, :‘: (T%i) depende en
forma contimua de % .
se llama una representacidén lineal del grupo G en ?l .

Si P—) tiene dimensidn finita, la representacién se llama fini-
ba.

DEFINICIQ’_I\_I 2: Una representacitn es unitaria si actda en
un espacie de Hibert y si los cperadores de la representacién son
unjitarics.

DEFINICION 3: Una representacidn ‘&—?T% que actda en un

espacio P es irreducible si |2 no tiene subespacics cerrados
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invariantes ante los operadores T% de la representacidn y
si cualguier operador acotade A que conmita con todous los
operadores T% es un miltiplo de la identidad: A = AE. .
TEOREMA 1: Todo operador lineal A que actiia en un espacio
de dimensidn finita P-\ ¥ que conmuta con un conjunto de operado-
res, es un miltiplo del cperador identidad si y solo si este con-
Junto es irreducible (i.e. si no existen subespacios no triviales
invariantes ante todos los operadores del cenjunto).
DEMOSTRACION: Sea A un eigenvalor de A (como lo hemos
venido considerando, el espacio R en el que actian los operado-
res es complejo), y sea PM el subespacio de los eigenvectores
del operador A correspondientes al eigenvalor 7} . Tene-

mos por lo tankte que:

Av = nx SX € Py

Es claro que P\‘l nc es vacio.

Sea X un vector arbitrario en W,y T% unc de los
operadores del conjunto irreducible., Como A conruta con T% s
tenemos que:

ATgx=Tq Ax=Tax= ATgy¥
lo que implica que T'% K pertenece & R‘i + Por lo tanto, PH
es invariante ante los operadores _T% + Como el conjunto de
operadores ‘r% es irreducible, tenemos que P\’i tiene que ser
un subespacio no trivial. Sin embargo, vimos que PM no es

vacfo. For lo tanto, P],\ =W 7 tenemos que -

AY:‘ AX PARA ToDe X € B

lo que significa que A = AL .



-8 -

La demostracidén en el otro sentido es clara. Solamente
tenemos gue construir un operador lineal que conmute con un
conjunto reducible y que no tenga la forma 1 E . No hare-
mos esta construccidn.

Ei teorema 1 nos muestra un hecho muy importante: ias dos
condicicnes dadas en la Definicidn 3 para una representacidn irre-
ducible son equivalentes.

Si la representacién % 3 'T% que actla en el espacio

D\ &5 reducible entonces, generalmente, {4 se puede descom-
poner en una suma de subespacios invariantes Wk en cada uno
de los cuales la representacién %—‘;—]'[3 induce una representacidn
irreducible. Denotaremos la representacidén inducida en Ky
por Téx\ » las representacicnes Q - T%q se lia-
man las conponente irreducibles de la representacidn C&_ i T% .

Procedemos ahora, después de haber hecho las modificaciones
necesarias a 1as ideas presentadas en el capitulo II, al estudio
de las representaciones dei grupo de Lorentz. No utilizaremos
todas las definiciones dadas anteriormente; algunas aparecen
sblo por razones de completitud. También es necesario anotar
que el andlisis que haremos de las representaciones del grupo
Propio es mas limitado que el hecho para el grupo de rotaciones.

En el capitulo II introdujimos para cada representacién
del grupe de rotaciones, las matrices A A, At : A?’
de las rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes de
coordenadas XM s Y Xg . Probamos tambiédn que estas

matrices determinan en forma unica a la representacién.



La demostracidén en el otro sentido es clara. Solamente
tenemos que construir un operador lineal que conmuibe con un
conjunto reducible y que no tenga la forma 1 . . No hare-
mos esta construccitn.

El teorema 1 nos muestira un hecho muy importante: las dos
condiciones dadas en la Definicibén 3 para una representacidn irre-
ducible son eguivalentes.

Si la representacién 0(5 3 T% que actia en el espacio

1)\ es reducible entoncesg, generaglmente, P\ se puede descom-
poner en una suma de subespacios invariantes Wk en cada uno
de los cuales la representacién %A,Té induce una representacion
irreducible. Denotaremos la representacidén inducida en P\v,(
por T%K‘ » las representacicnes 4 -y T:g‘:) se 1lla-
man las componente irreducibles de la representacién % - Tc& .

Procedemos ahora, después de haber hecho las modificaciones
necesarias a las ideas presentadas en el capitulo IT, al estudio
¢e las representacignes del grupo de Lorentz. No utilizaremos.
todas las definiciones dadas entericrmente; algunas aparecen
solo por razones de completitud., También es necesario anotar
que el andlisis que haremos de las reprecentaciones del grupo
propio es mis limitado que el hecho para el grupo de rotaciones.

En el capitulo II introdujimos para cada representacién
del grupo de rotaciones, las matrices AA, Al ) A%
de las rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes de
coordenadas X,“ Yo Y Xg . Probamos también que estas

matrices determinan en forma Unica a la representacién.



1
[
jae

!

A ccntimuacidn construiremos los operaderes emilogos para el
grupo propic de Loreatz.

Sabemos que toda rotacién en el espacio de tres dimen~
siones la podemos expresar como el producto de tres rotaciones:

una alrededor del eje ¥ . (en el plano (X4 Y2) ), otra al-

Kz E (
rededor del ejG/(en el plano (Xr\ Yz) ) ¥y finalmente otra al-
rededor del eje Y, (en el plano U(»\ Yz,) ).

En forma similar podemos expresar toda transformacidén del
grupo de Lorentz como el producto de seis transformaciones es~
peciales: una transformacién en el plano (¥4 Y2) que
no altera las coordenadas K3 v \44 ¥y cince transformaciones
similares en los planos (X,\ \(5) 5 ['Xz \L?)\) (\{a\\(o) ) (\}(z}koﬁ

( X Xo) . A continuacién darermos la forma de tales trans-
formaciones y demostraremos adelante que cada transformacidn de

Lorentz propia se puede escribir como un producto de éstas.

La transformacibn en el piano (,X’\Y\?-_) debe tener la

forma :

o= ¥yt DX,
Xz = %2’15(4%-%1112

= Ko

Esta transformacién {por pertenecer al grupo de Lorentz)



z .z
no altera la forma cuadrdtica YA ¥ Yg . Por lo

tanto es una rotacidn en el plano (XI\ Yz) en algin angulo tjD .

Podemos escribir entonces la matriz de la transformacidn asi:

Cos § SenN ¥ 9} O
~ OBEN Y Cos @ O O
Uz (9 =
O O A O
° 0 o A

En forma similar obtenemos las matrices para las trans-

formaciones especiales en los planos (}()\ \[3\ N (\LZ \(35 :

Cos € 0 SEN Y O
O A O )
%43 = — SEN @ O Coe @ A
O O O A
A Q O O

o sy SEN P o

%2%""‘ 0o -$NY (9 o)




O T

La transforiacidn en el plano | L Ys Yo) no cam-
bia las coordenadas XI1 ) 5(2 y deja invariante la forma
cuadritica }(32 — \20 . La matriz correspondiente tiene una
forma snédloga a las anteriores, con la diferencia de que esti

(1)

expresada en términos de furciones hiperbélicas:

A O @) 0
A o O
Yoz = 0 O h¥Y  ony
@) O Gh¥ chy
Las matrices de %o'\ vy Q.. son similares.
Las matrices %LK (9) (A,Kz o,4,2,3) forman un

subgrupo monoparamétrico del grupo de Lorentz, con la ley de

composicién delinida por:

%J\n (\gn) %;\v\ (\?z\ = %;uc (ux )

Como sgbemcsg, gi ‘(S es una rotacidn en el espacio tridi-

mensional, podemoz escribir:

3= %94 %‘P %@z

donde %941 CX(? & (3 o, son las rotaciones corres-

pondientes a los &ngulos de Ealer 9,‘ )\P Y o, .
Demostraremos ahora que todo elemento % del grupo

propic de lerentz lo podemos escribir en la forma:
= U
% - A 032 U’L

donde Uy £ (),  son rotacicnes y %‘93 es el tormilloe

(1) es el tornillo hiperbdlice %03 .



hiperbblico en el plano (Yo ¥a) .
Habiamoe demostrade anteriormente que toda transformacién
de Lorentz propis tiene la forma
3= V3.,
donde U es una rotaciény § o, el tornillo hiperbélico en
el planc (Xo A) » Podemos expresar G, A €n la forma:
-4
%oh - UOA %03 UOA
donde UoA es la rotacién que 1lleva el plano (\ADA\ al plano
(Xo )(3) . Esbo es clarc pues el plano (KD A3 contiene al
eje Xp (1o que significa que podemos efectivamente hacer una
rotacién que lleve (XD A) a2 { Xo ¥X3) ). En otras pa-
labras: mediante la rotacién Uop  llevamos el plano (KDA\
al plano ( Xo K3} ; luego mediante el tornillo hiperbdlico
llevamos el punic imagen de A ante la rotacién
anterior al vértice del hiperbeloide %Z(K) =~A , ¥ final-
mente, mediante la rotacidn inversa U-gA regresamos al pla-

no (Xo A] - Por lo tanbo podemos escribir:

% = UUOA %03 UoA'-'-'— UA%Og U,

~4
donde U1 = UU OA \1 Uz — UoA

Podemos escribir las rotaciones Uy y U, en la forma:
U= D (81 345 (Y g, (o)
_ Y 1
U= 3,, (6%) Vs (9% i (69

¥ finalmente, podemos representar tode transformacidén de Lorentz



A
AR

propia, & , en la forma:

[ ! | : (i)
J= Qy, (&) %Aa (97 %1\1(@2)3 Doy (L) 6341,(9/‘\‘\%43(‘?“5 A 4,(6%)

L z
d rtenecen al
conde %42 ) %43 Y (%03 pe
subgrupo monoparamétrico definido anteriormente. las transfor-
3 ' i 3 ] 111 LN
macicnes %LK )( LK :]:O) se llaman, simplemente, "tornillos
Construiremos ahora los cperadores infinitesimales para las
representaciones del grupo propic de Lorentz.
Sea A — ’Tﬁ una representacién del grupc de Lorentz.
Es clarc de 1o anterior que podamcs considerar a los operadores
By omo funciones del parametro .
| LA (@) == T&K {L?) COMO /unc:.o es parime P
Sea ‘_ﬂ)_ un vector cualgquiera en % (el espacic de la represen-

tacidén). El tornillo C&(K (_LQB " leva a £ " 3l vector ‘\_:LK Uﬂ :{)'

[

Podemos escribir entences:

T (9 F-% = VT (0= £
Supondremos que los limiles

¥0 B
existen para todo LJ\(: 0,4,1.’3 ALK

A¥

Definimos los coperadores:

A ® = o (Tw9-ENR _

AW
y 10 P

Y (Tox (Y- )Y — No
%. — _quub = OA

(i= A2,3)



Log operaqores Ai\( M B,w\ se llamsn los operadores
inf

initesimales de ia rerresentacion | 7 T‘ﬁ .

A

AR 4
B»L describen torniilos infinitesimaies en los planos (XJ\ \}(K)
(Lornill

3 s s v - Za s
os ordinarioes) y (\(A' Xo) itornillos hiperbélicos)
regpectivamente.

Lag ¢

o

naradores A YA AAS ) A?-3 corresponden a las
rotaciones

Lridimensionel

des, n efecto:
Ay = Ao
Az = Ana
Ay = Ax

- - ' 4
dende A’l’, A.L ) A*:; Tuoron dadas (\para el caso de tres

dimensionss) en el capitnlo IT.

s reraciones de conmubacion son:
YAA?., A"?l =~ A

EA&Z, Aza—l = Aﬂ’:&
{:A’\%, Azsl - - A"\Z

Las relzziones de connubacion para los obtros opera-
dores infinitegimales son:

-
LAAZ) Bﬂ—k = %2

{Aaz, ?JA = — B4



- B .

[An,% 1=
U\w T
YAHJ%Z\}: 0
[An)gﬂ: Y
A By )= 0
sz)) b, | = B,
e, 8]

By B | ®
[B/l N %3_} = AH
1.

|
]
oY,

1%2 ) - A

¥y se obbienen de mariera similar a las relaciones (2)
Al isual que para el caso

de rotaciones en tres dimensio-
nes, es convenlente definir las

sigulenbes combinaciones de

o5 Ak y Los By

\“\Jr = A AzS“Al‘g )
H_ = A A13+ Aqg



H, = * Ak

o= 18y-8, (4)
¥_' = A B4 B,
{:3 - i YES

v utilizando las relacicnes (2) y (3) se puede demostrar que
[:__\J\‘\‘ 3 H3] = H,\_
LH‘—— 9 H?:l = H_
\;¥* b \‘l\ﬂ = 0

(W, 512 o
[\—‘1331{3}1_ o
YVﬁjﬂ}:—ﬁrwﬁ’
ll{aﬂl: r

(4, E])= =%,
[Ha ﬁ}: - h
L% g Hyl= - ¥y
LYy B f
U':*a Bl= W

\:I‘i ) 1‘:3}: “H_

[-F-{-) F—-} = —ZL_\"\?,
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De la definicién de los operadores HJr ’ J\_ ) H’.&;F ‘\“ )\:_s
se sigue que todo subespacio P} de [N que es invariante
ante la representacién 4 3 T:S » &3 invariante ante estos
operaderes y que vodo subespacio %l invariante respecto a es-
tos operadores es invariante ante la representacién A7 T‘ﬁ
Por lo tanto, la representacién (’5 ~> Ts es irreducible si y
sblo si el espacio R en el que actia es irreducible ante
los operadores H*_’ \—\_ 1 HBJ'J‘T:-L ) ¥- )1;’5 .

Antes de dar la forma que tienen los operadores (L) para
las representaciones irreducibles del grupo proplo de Lerentas,
haremos algunas consideraciones importantes. TFs evidente que
cualquier representacidn O -5 T del grupo propic de Lorentz,
que actia en el espacic [ , determina en torma inmediata una
representacién del subgrupo de todas las rotaciones. Esta re-
presentacidn la obtenemos al seleccicnar los operadores T%\

. . L .
correspondientas a las rotacicnes & . 1Ia representacidn

\
% —7 T%t es en general reducible (esta es la sitbuacién



normal en las representaciones del grupo de. rotaciones), Sin
erbargo, pnodemos descomgoner el espacio % en el que actia,

en una suma de subespacios invariantes P‘] g en cada uno de los
cuales tenemos una representacidn irreducible de peso Q del
grupo de rotaciones. Asumiremos que si la representacidn %—‘7 Tﬂ
del grupo propio de Lorentz es irreducible, entonces no existen
dos subespacios P\ﬁ con el mismo peso en la descomposicién arri-
ba seialada. Bsba dltima consideracién nos permite munerar los

P\Q por el indice Q .

Seleccionemos ahora una base candnica % {m en cada
uno de los subespaclos P\Q . {Como en P\ltenemos una repre-
sentacidén irredicibls del grupo de robaciohes, los '% gw Son
los eigenvechores del operador H’S s como en el capitulo II.)
HEs claro entonces que el conjunto de todos los veclores {%ﬂm\S
forna una base para todo P] s pues vinos en el pdrrafo anterior
que 1a suma de los ?\!Z es % + IEsta base se 1llama la base
canbnica en A .

Haciendo uso de los resultados definidos en el capitulo IT
para los cperadores HMH‘] H’b (el caso aqui es completamente
equivalamte por la correspondencia establecida =znbtre las rotacio-
nes en tres dimensiones y ciertas transformaciones de lorentz),
tenemos quel, para una representacién irreducibles, estos estan

dados en térmiros de la base candnica E-;QM por:
1‘{3 %Am = W\‘égm
1
\"\_ %Qm — \RQ*M)(Q“W\}H‘) gﬂ}m,4

e Bom = (M) (0w 2 g,




cori Yy, coun silempre. variaudo sntre ,Qv M -'Q
Las exnresiones nara :F,r ’ ;F. 4 ’{33 en

“érminos de ia base { %Qm} son:

F3 ng = (y \ P w gﬂ—‘l,m_- Akmgﬁm— |
_CQHV(““Z“WF %Qu)m

| -Eggm = CQ \J(Q-m)(ﬂ—\ﬂ:ﬂj gi—& muw

(e
- AQ\Hﬂ-m)(mmM; S0, mig T

+ CQJr’t\/(Tl:erﬂ( Q{'W\J"Z‘S] %QH a4

— AQ\HQW\\(Q-W\JP %h m-A

e —
_ CQM\/ (J&~Y\AH) (Q-mn\ §Q+47m~4 J

donde : A,Q — i Qo ,04
ISNETY
DOV (R )
C. = X
co 40%4

A G L P ST
0 = QO, B



e

)

Aqui Q& , es un nimero complejo. (5) & (4) dan la for-

os (1)

ma de los operadores inlinitesimal para una representacibn
irreducible del grupo propic de Lorentsz. HNo haremos la dediceidn
de las ecuaciones (6), pues es muy complicada para las aspira-
ciones de este trabajo. Nos contentaremos con hacer alzunas
consideraciones que se derivan de las formas presentadas.

Primerc, es clarco de las ecuaciones (&) aue toda Tepre-
sentacidn irreducible del grupo propio de Lorent z queda corple-
tamente definida por el par de nimeros ﬂa ¥ h es
el menor peso due participgégn 1la representasidén irreducible
¥y por lo tanto, puedes tonar solamente wvalores enteros o raciona-
les cou denominador igual a 2. Feue iltimo hecho =std Jusbifica-
do en el canitulo II. T nimerc 94 , es arbitrario.

El segundo hecho que comentarenos es muy importante. De
las férrmlas (5) es claro que los operadoras }¥+¥¥4“;y ¥\3
actlan en {KQ en una forma completamente aguivaiente a sus
andlogos en tres dimensiones. Transforman, eshos operadores,
vactores en F\Q er1 vechtores en P\Q . Analizando las {érmm-
las {6) notamos lo siguiente: los vecltores pertenecientes al
(L) Es costumbre llamar "operadores infinilesimalas" a los

operadores Ajx 5 By 0 a caalguier coabinzcién lineal
de esta.
) Se di . 1 ! Ll g - cartan 4
(2) 5Se dice gue el peso participa en una representaclon
del grupe propio de Lorentz si la representacidn inducida
en el grupo de rotaclones contiene una componente irrvedu-
¢ible de neso ﬂ .



subespacio P\Q se transforman ante .“FJ\_ 11— Y -[1:3

n combinaciones lineales de vechores en

en combinaciones ea G Q\Q_,\ 3 P] e % ngﬁ
(ibtese la funcién parecida de los operadores F o,

a nivel de subespacios, con la de los operadores [ a nivel de

vectores). s cluro tambidn de (6) que si CQ': O , los vecto-

Tes en P\Q se transforman ante 711) T Y Fg en combi-

2l 3 lines 3 ¥ que si =
nacliones linesles de vectores en P\Q ¥ P\Q*‘\ yq CQM O s
ss transforman en combinaciones lineales de vechores en P\Q-k v PHQ

+ De la expresifn dada en (6) para (g , es claro que

C VW = O , donde o e3 el menor peso que participa
en la representacidn. For lo tanto, los elementos de PHQO se
tranzforman en combinaciones lineales de vectores an P\Qo v

P‘Qo+’4 - Los vectores que pertenecsn a 1a suma de P\Qo
t - o o, + q:\ i O 3 WP
Y ﬁQoJ se transforman ante ¥;) T & ??3 en combinacio
nes linzales de vechtores en la suma de los subespacilos ?A fo s
o G ir 2 he proce:s cdemos at
P\Qo+4 v P\Qo+'2 Continuando este proceso podemos formar

la siguiente cadena ({inita e infinita) de subesracios:
= 4

ﬁKQD FHQUkA ?\Qo+z ?\ngg ¢ o (7}

Es claro que la suma de todos los subespacios en la cadena
(7) es invariante ante ¥¥J¥—{¥S)H%)A_ &\43 . Como
estanos considerando una representacidn irveducible, €1 hecho an-
terior significa que la suma de los Q\Q en la cadena (7) es
tode A .

51 12 cadena (7) es infinita, es clarc que la representa -

cidn es infTinita; si, por otra parte, ternina en un peso miximo



[
0 , la representacién es finita.
~J
3i 1la cadena (7) termina en el peso mixiuo Q , btenemos

qus C'Q' 14 = O .+ 0O atilizando la expresidén para (y dada

en {6) tenemos:

~ ~ Z A
; ((Fea-22) (DAY= 03

- - O
LA 4 (T4nyE—4

Com=
y pox lo tanue:
~ 2
((R'\"ﬂ"ﬂo) (((E+4§__ Q:):‘O
~ 2
peror (>0 o (L= D) = o

1o mque significa que:

Q:\Q!\\“/\ 3 oob ‘Q‘.\>Q0

Como _Q, es entero o racional con denominador 2, depen-
diendo de §, , las dltimas relaciones significan gue, en una
representacibn irreducible finita d=l grupo propio de Lorentsz, 94
es entero o racional con denominador 2, dependiendo de QU .

Son esto terminamos el estudic de las representaciones

del grupo propic de Lerentz (o grupo de Loventz simplemente).



CAPTTULO 1V
LA ECUACION I% SCHROFLINGER

Fn este capituio estudiaremcs el grupo de la ecuacién de
Schroedinger. Antes cde entrar de lienc en el tema, heremos al-
zunas consideracionss generales sobre la teoris de grupos de
Lie, pues esta nos dard algunos resultados nescesarios para el

(1)

estudio del grupo de la ecuacidn de Schréedinger.
SECCIoH 1
CONSIDFRACICHES GENFRALES SOBRE LA TEOHIA DS GRUFOS IE LIS

Sea (3 ur grupo con un nimero infinito no denwierable de
elenentos que pueden caracterizarse por un conjunto de Y\ pa-

Am

rametros reales que varian en forma continua, 0(4) az,, _—
Supengamos gue los parametros del elemento idertidad @ son
todes cero y que los W parémebreus son esencioles (i.e. no
rodemos caracterizar cualculer elemeunlc de G con un ndmerc
meror de parédmetros). Llamamos a esla psrametrizacién de los
elementcs de (3 un sistens de coardenadss en G . 54

%G. G , llamamos a las °<\< las coordenadas de % en el
sictema de cocordenadas dadoe.

(2)

Un grupo G eg un grupe de Lia de dimensién m

si podemos introducir un sistema de coordenndas en (G bal que

1. Ak = O si 3-;_ e ( € ei elemenbo
identidad)
5, e h,K,% e v h= K%] ertonces

h\" = ﬁr(Kq)---, Km} Gy, V) Cdonde las £Y‘

(1) Este grupo se definira mds adelante.

(2) Zstrictamente es un grupo local de Lie.



son tunclones continuas y diferenciables sn una vecindad
suficientemente pequefa de la identidad y h‘f; Ky, 3
son los parametros de h Koy 9 respectivamente.

Come ejemplos de grupos de Lie tenemos al grupo de rotacio-~
nes tratadc en el capitulo I1 ¥ al grupo cde Lorentz tratado en
ei. capltulo III. FE1 grupc de rotaciones es un grupo de dimensién
3y el grupo de Lorentz un grupo de dimensidn 6.

Considersmos ahora una representacién Q-3 T% del
qrupo de Lie (3 . Como un elemerto de (3 gqueda definido
completamente por sus parinuoros, rodemos considerar a 1a trans-

forracidn T% como una funcion de echos pardmetros:

-\.-% = [ (CMJCLZ) ey w’«m}-_'—: T(oq (1)

i.c. cada elemento TAK(%) de la matriz T% : es una
funcidn de las 014}...) oL . .
DEFI1SICICN 1: Una representacién q -5 Tg es diferen-

ciable 3i bodes los elemenbos T de las matri-
AY

GLA ) « sy (}*m\
ces 'TC'S son funciones diferenciables de los parametros 914),,,;04,“ .
31 operador representado vor la matriz cuyos elementos

estén dadcs ror 3 Tk (&)
3 ol

se llama la derivada del opervador ‘Y(ol) respecto a olj ¥

se escribe S 1T ()
9 ol

DEFINICION 2: Sea %qT una representacidn diferenciable.



La derivada

AT®»
aOLj d4: ...-;c,(m::o (2)

se 1llama el operador infinitesimal correspondiente al parime-
tro OLB . Denotaremos este operador por el simbolo __E) .

Es clarc entonces que el mimero de-operadoree infinitesi-
males de una representacidn diferenciable es igual a la’ dimensiodn
del grupo.

TEOEEMA 1: Sean cé _7T & %.->, —n dos represen-
saciones del gi‘upo de Lie (3 que actian en el mismo espacio

P\ «  Di ecstas representaciones tienen los mismos ogeradores

infinitesimales, entonces son iguales.

DEMOSTHACION: Consideremos la funcidn

Como _l% es dilerenciable con respecto a los pardmetros
Ay, - -y Fm , es claro que 3(%\ es Gambién diferenciable
con respecto a estos parametros.

51 sustituimos % por 9 en (3) y maltiplicamos por

la izquierda por 1 (\y) obtenemcs:

T{w ﬂ(og")—:_ T(m—Y@:\x:T(hgq)x (L)
= J(ngh

pues %-aTes una representacicn.

51 ponemos hc£1: Z? en (L) tenemos:

T Yy~ Yo (©)

l—J

o

Sean 0&_(#5; O(,{ (.%) & Ol;.(?%)
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La derivadg

R ICON
AOLJ 0[4: ....:o(m-:,.o (2)

se llama el operador infinitesimal cerrespondiente al parame-
tro OLS . Denotaremos este operador por el simbolo Ij .

Es clarc eantonces que el mimero de-operadores infinitesi-
rmales de una representacién diferenciable es igual a la dimensién
del grupo.

THOREHA 1: Sean 6 = T & %’bi _n dos represen=-
taciones del grupe de Lie (3 que actdan en el mismo espacio

P) . 31 estas representaciones ftienen los mismes operadores

infinitesimales, entonces son iguales.

DEMOSTRACION: Consideremos la funcién

Como _T'i es diferenciable con respecto a les pardmeiros
014).. -5 Am s es clarc que ﬂ(%\ es también diferenciable
con respectc a estos parametros.

. - A / s
51 sustituimos Q° por g en {2) ¥ maltiplicamos por

la izquierda por "\ (wyn) obtenemcs:

(W) 5(%4):T(W)T(E§3X=-\-(hg1)x (L)
= J(ngh

pues 4 aT es una representacion.

5i ponemos hcg"-_:, ‘-? en (L) tenemos:

THD Y~ Yy ()

LR, i) & o (9



parametros que caracterizan a los elementos %p} % K. Ee%
del gruno (3 . Como (3 es un grupo de Lie, podemos es-:

cribir:

OLA (f%) =9 (o4 () 3 02 () ool ()5 4 (), - ,o(m(%»(@

donde fﬂ. es una funcién continua y diferenciable. Es claro que
(ﬂ no depende de la representacién. Diferenciande la ecuacidn
(5) con respecto a °[j (§) tenemos:

3T . 3 (%) ¢ SV
3"y (7)
2’4 3d; (39 aa\)m - T @

S5i ponemos Q= "e en la ecuacién (7) tenenos que:

3V ($a) _ T
J o4 (‘\q‘éﬂ

y por lo tanio podermos escribir:

DY) _
&50’\ (£) AZ_’ SAJQ:E)K \j(:g 3 4%, -m) (8)

donde:

Sa(fy= P (Fa) \
:\( S o (£) - f—a (9)

() es un sistema de ecnaciones diferenciable, sujetas a la

condicién inicial J(€) = X . Dsta condicidn inicial
viene de (3), pues por ser T una representacicn tenemosg que
Tley = L. (1a identidad) y por lo tanto My =Ex=X.
531 reemplazamos e por los parametros que lo representan

tenamos Que:

j(o;o,"‘;o):x (10)
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Consideremos ahora la ecuacidén (8) para )= A con

da'—'-'- ol5= ceer = odlyn = 0 .+ Obtenemos:

54 (d >
(44,0,000) 2 Siy (44,0,0..,0) L Stan0,00
P

3ok s

Esta ecuacidén diferencial juntc con la condicién inicial

(10) determina en forma tinica la funcidn:

3 (44,0, +,0Y = T (oa) (1)

Enseguida, consideremos la ecuacibén (8) pera j =2

con ds _____044: cere = Am=o0 . Obtenemos:

dJ (d1,dz,0 ) ’ ot
’ PR O _—
Ayt ) =/ 1%,;2_( A, z}o;..-)o}IiLj(é,g)alz’or..
A=

J e

Esta ecuacidn diferencial, junto con la condiecién (11)

determina en forma uUnica la funcidn:

\j (014,011,07. ..JO) = Fz (014’4?_)

51 contimmemos este razonamiento, podemos concluir que el
sistema de ecnaciones (8) con la condicidn inicial (10) determi-
na en forma unica a la funcién Ej (%) 3 esto significa que
los operadores infinitesimales Ih ‘ (_3: 4,. ‘e, ) de-
terminan en forma dnica a la reprassentacidn By (es clarc de
la expresion (8)).

En la prueba del teorema anterior hemos mostrado, en forme
implicita, como construir una representacién T a partir de los
operadores infinitesimales. Fodemos pensar eiltonces que el
problema de encontrar la representacién T se reduce al proble-

ma de encontrar los operadores infinitesimales corresrondientes.



TEORRIA 2: Los operadores infinitesimales jX:S ('.:4)_ o

que corresponden a una representacidn | del grupe de Lie (g ,

satisfacen las relaciones de conmutacidn:
T >
SI‘K‘—IKI;\:Z)“C.&.jKIA (12)
A=

donde las constantes (:A3‘< no dependen de la representa-
cién |

DEMOSTRACION: Sabemos que toda representacion “T‘kl)sa-

tisface una ecuacidén diferencial de 1a forma (6) y que la solu-
cién de tal ecuacién es la representacién | {i.e., dada una re-
presentacién, la ecuacidén (8) correspondiente siempre tiene solu-
cibn). La condicidn necesaria para que (8) tenga solucidn es uue:
Y > Y
el — (13)
A Ay Oy g i

Demostraremos entonces que (13) imgplica (12).
Sabemos que:

3 (%) Z,% I.
N Pk
Seshy S I

Escribiremos la ecuacidén anterior en ia forma:

oW Z IR COT TN ST
5 CJJ A=A

(i.e. no escribiremos el argumento ﬂi de los parametros cﬁs ).

Por lo tanto:
'z m

f{ MK Iwws ($)]. 33

AOL,) édﬂr\ A=A d‘K
w

1

[T

iz A
kA

(1) por supuesto, diferenciasble

= > a:(f)L‘j(ﬁ)‘;,.m_ Sas(ﬁﬂlSuK(ﬁﬂpj(’?).
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i (%)
vy tamblén: Z as ( 1 3 Z SL)LQ).& I \j(

éoLKBcL oy OH LA

igualando las dos expresiones anteriores tenemos:

m

7 S ®S, (ﬂ"@;-x.r LLyw =

LA Y
D VAR _ g 2k
¥y poniendo TE; c 6,;5 (¢} = d‘ii {como es evidente)

vy la condiciba inicial (30) en la =scuacidn anberior, 1leramos

a que:
\dl
_ bsiu - b%*l
(T L =2 (3 50
Como % es un vector arbitrario tenemos que:

ISI‘“EI“IS = in; Cise L,

donde los coeficientes:

Ci'm — (bSu oSy \ B
ADL_\ bf}‘x} ;g_E(L})

son independientes de ls representacidn.

L.x

£=¢

THOREMA 3: 51 cualquier conjunto de operadores lineales

A)\)Az}---}AW\
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y también: ~——>> Z akaﬁ 1 \j £ +Z S Lg X—A'Igj(

éOLK Bd“‘ ,4 ac}“ 1. ;."1

igualando las dos expresiones anteriores tenemos:

¥ poniendo :E: c , 6;\5 (¢) = J..} (cono es evidente)
A
¥y la condiecida inicial (10) en 1la =cuacidn anberior, 1lsgamos

a que:
m
(T T L= (35 508
e LA RN dev
A=
Como % es un veclor arbitrario tenemos gue:

IQIK“IKIStiﬁiJ:GKIq

donde los coeficientes:

C'SK — (b%ik _ S Si \
S oy bl (3)

son independientes de ls reorescatacidn.

L.x

£-¢

THOREMA 3: Si cualguier conjunto de operadores lineales

Ad)Azl.. )AW\
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definidos en un espacio f% , sabisfacen lss mismas relaciones

de conmubacidn

B m
AJAKHA\\(\AQZZ CA)K A

. A 16
Fori (16)
gque Jos operadoreg infinitesimales ,
‘g ’J[
entonces los operadores son los operadores infinitesima-
&
les de una representacién del grupo “en el espacio

DEMOSTR&QQ@Q: La condicién necesaria y suficiente para que

el sistema de ecuaclones diferenciales

ohGay _ <
) 5oL = > 9:: A M Q)

Fl
AT

tenga solucidn es que:

M = )

3in embargo, la condicién anterior es equivalente a la

condicidns

AQAK%A\(/‘\% = ZCZ%K Ai

=t

>a

Por lo tanto es evidente que'elhsistema de ecuaciones
tiene solucién, Esta solucién satisface la condicién ini-
cial &3(fﬂ = X

Como el sistemé.de ecuacicnes diferenclales es lineal, es
claro que el operador'—E;(g) que pone al vector X  en

correspondancia con el vector Aé(g) .

A @) X = 4@

es lineal.
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Demostraremos ahora que

Mgy = Ta (9) 4 0

es también una solucidn del sistema de ecuaciones diferenciales

en cuestidm:

anan) - i 3 uav) . 3Gy QW) -
3 oA (a4 < 3 g (@) 8 ol ()

) .
” é“a%ﬁ D4 (A gy Can)

rero se puede demostrar que:

28(%%3&%’3 $)
-y A {

Por 1o tanto:

2R %..( A (W)
ST % SRS DIAT I R

lo que significa que efectivamente P (qW) satisface las ecuacio-
nes diferenciales. I@s claro que % (stg satisface la condicién
AW L = AN
Como (%\:T(cjbx , es claro que:
Talam X = ntqn) = Tty nomy = Tate) Ta () X
1o que signifiica que:

Ta (e = T o)V, (n
¥y por lo tanto la correspondencia 05—1“»»_5%) es electivamente una
representacidn.
Los operadores infinitesimales asociados a esta represen-

e
tacion son:

BTA@\ X = 3R _
o Hi ) G- e 30(?)(%)
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= 2SJ\§(C§3 A;%(C\’D\ pud [—\&X
A= Q=ze,

lo que quiere decir que los operadores infinitesimales genera-
dos por la representacién —TA_ son los operadores Ok .

Con esto queda demostrado el teorema 3.
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SECCION T
LA RCUACION DE SCHROEDINGER

En esta Seccidn, Gltima parte de este trabajo, haremos
una aplicacidn de los resultados obtenidos en los capitulos
I & II y en la Seccidn anterior.
En mecdnica cudntica, un sistema de N particulas se
describe por iz funcidn de onda °
S A A
W': q{r(ﬁ"(z)...!ﬁ,tﬁ (1)
que satisface la scuacidn de Schrdedinger
A3¥ oy (2)
A a3t
donde I es el operador de Hamilton ( H no contiene derivadas
temporales). No nos importard aqui la forma de H ; sdlo
apuntaremos que un cambio en las condiciones externas produce
un cambio en H— .
Como el operador |+ no contiene derivadas temporales,

1a ecuacidén (2) es una ecuacidn diferencial de primer orden

en + . Por lo tanko, la funeidn ’qf en el instante +t, .

/\15-(?’ F\;* 3 > A A
¥, Cat) = QP"(YMYZ).,.,M
define a 'llf para todo tlempo .

Las imagenes de la funcidn Y pueden ser nimeros o ele-
mentos de un espacio lineal Y\ -dimensional Py . ®n el segundo
caso, Sl escogemos una base ortonormal en P\ » podemos escribir

la funcién vectorial ﬁqf como un conjunto con Y1 componentes

w&(v’\)vl)"')\(“;t\ )(.32"1"'? V\) (3)
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vy la ecuacién de Schréedinger como:

!
1 Zi; AL
Lot K=A
51 producto escalar en 2} se define en la forma

usual comc!

((?,FLH = gé,‘ﬂ(ﬁ'}; &Y’ (5)

donde q? K;qu son dos funciones de onda.
En mecinica culntica, toda cantidad fisica A  se re-

presenta por un operador lineal A  1a exoresién

(A, )
(¥, ¥) ‘6’

Se interpreta como el valor promedio de ol en el estado

qu » Bl valor promedio toda cantidad fisica tiene que ser un
nimero real. Eshto implica que el operador ﬁ\ tiene que
ser hermiteano. &n particalar, el operador de Hamilton repre-
senta la energia del sistema y por lo tanto, H es hermiteano,

51 se cumple que

A= AV

esto es, que %7 es una eigenfuncién para el operador A que
representa a la cantidad fisica ol , el valor promedio de 4
es el eigenvalor A .

DRFINICION 1: Diremos que la scuacidén de Schriedinger es
invariante con respecto a un operador %) ,si 3 aplicado a toda
solueidn QQ* de la ecuacién (i.e. c%‘ﬂf ) es también una
solucidn,

El conjunto de todos los operadores que dejan invarianie



a la ecuacidn (2} forma un grupo evidentemente. BEste grupo
(o cualquiera de sus subgrupos)} se llama un grupo de la ecuacidn
de Schroedinger.

De aqui en adelante supondremos que los operadores QS son

lineales y que commutan con %gg
TEORTMA 1: Les operadores qg cormutan con H .
DBMOSTRACION: Sea Y'= q . Como G per-

tenece al zrupo de la ecuacidn de 3chirdedinger tenemos que:

XA
" ——E;;; \Lrlt 2 . _In~*—~ (%{ur %*C% (qr

Pero sabemos que:s

> _ g 2%
i;{ 95(1$“‘ qb vt

Por lo tanto, utilizande (2), tenamos que:

MW= L 2oV ng—(—zgzcgk{(\l"

0 sea que:
MoV = NN, o
se sigue de (7) que

HdV = e

pues H es hermiteano ( g@t es el conjugado de (é ).

Esto significa que los oneradores hermiteanos:
A
Q4 = —Z(%Jf%*)
- A (aq-q¥
gs?l - 2 i ( Cg C% \

(8)



- 4l

también conmutan con  H
s
DEFINIGION 2: 35e dice que una cantidad fisica represen-
tada por un operador hermiteano A se conserva si

l. si en un tiempo t: to el valor promedio de A

es:

94 =AYty , WD), (U, ¥V =4

envonces en cualguier otro instante ‘t el valor
promedio de A es q

2. 8i en el instante t: ‘to la funcién de onda (U{

L] . s 2 . n 4 )

es una eigenfuncidn para A » entonces lo sera también
en cualquier tiempo ’t

THOREMA 2: %ﬂ & 06?' representan cantidades fisi-

cas que Se conservan.

DEMOSTRACTON ¢

d (9,%, %)= (q, qur >4 (9, W‘W
= (L%AH%—}(\V (%AQ{)‘ LH%-)
= (9 R, W) — i a,¥, W W)
= i 9, 1W W)~ i (Ha,¥, W) = 0
Esto prueba que q T—(% N, “P‘) (el valor promedio de la
cantidad fisica representada por el operador % i ) no cambia en

el tiempo.

Consideremos ahora ia funcidn

A 5 N S - - -
¢ ( T4, ‘(’11,.4.)}‘“ }JC)T. %q‘lﬂh!rz;..)‘(n ,Jc)ml,“}'"(‘n,...)tnft)
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donde %4 Q‘PO pid .A. (q’%

Es claro que la funcidén definida anteriormente satisface
la ecuacién de Schrdedinger y que es igual a cero en f—:.. o .
Por lo tanto la funciédn (f es cero para todo £ y tene-

mos que:

%JW':: A 2 PASA Tobo 1 |

El hecho de que exista una cantidad fisica que se conserva
s¢ llama la ley de conservacidn para esta cantidad. A cada ele-
mento del grupo de la ecuacidn de Schriedinger le corresponde
una ley de conservacidn. No todas las leyes de conservacidn son
iﬁdependientes. Asi, 1a ley de conservacidn del operador’ ?: %\(\
se sigue de las leyes de conservacién de los operadores % & o
Es natural entonces, especialmente para el caso de grupos continuos
(que dan un continuo de leyes de conservacién), plantearse el pro-
blema de encontrar un conjunto de leyes de conservacion "fundamen-
tales", de las cuales puedan derivarse todas- las otras.

Demostraremos el siguiente teorema solamente para grupos
de Lie:

TTORMIA 3: Sea el grupo de operadores (3 de la ecuacidn
de Schroedinger un grupo de lie de dimensidn Y . Sean
01-4’(,!2]_,,’ odwm 10s pardmetros del grupe (G Y 1‘_4’1 - ,]'_m
los operadores infinitesimales correspondientes. Entonces:

l. todo operador infinitesimal corresponde a una cantidad

fisica que se conserva

2. btodas las leyes de conservaclén relacionadas con los
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elementos del grupo G se siguen de las T LEYEs de
conservacidn relacionadas con los M overadores infini-
tesimales.

DEHMOSTRACION: Si Qe G , entonces:

Diferenciando esta ecuacidn con respecto al parametro oL') ,
(3‘:4,2,---."') del elemento Q ¥ poniendo Q=€ tenemos :
LHY=H11,% 9)
Esto prueba la primera parte del teorema.
Demostraremos ghora que si -I_JHQV'.: HI_)(Uf s en-
toﬁces % H (\II‘__: \—\%% para todo G € G . In otras

palabras, que la ley de conservacidn para A se sigue de las le-
yes de conservacion relacionadas con los operadores Ij .

In la Seccibn anterior obtuvimos la expresidn (8):

YU _ v |
3k (9) ,‘Z:)‘Sis(‘?)l;ﬁjkf) (10)

donde N (-Q) T£ (%)

Para el caso que nos interesa podemos escribir esta expre-

P £
51on asit

(Gli—.NDo ae G),

m

%Qh: 7 %ig(%\L%q{j (11)

d OLJ A=A
@onde ruf es una funcidén arbitraria).
5i reemplazamos rl{f en 1la ecuacién anterior por H U ,

obtenemos:

——— 3R Y= Z% (DL oY 2

M
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Crerando con &{ a ambos lados de la ecuacidn (11) y

utilizando (9) tenemos que:

wm
2_Ha¥=) & @, Ha®
B‘;S A=A !

Restando esta expresidn de la ecuacidén (12) obtenemos:
a m
5o OH-He) Y= LSyt 9T (at-wayy
&?:

¥ heciendo la sustitucidn:

Yo (9) = (g H-Wa\Y

obtenencs el sistema de ecuaciones dif'erenciales
wm

>7X(a)
YT }:Z:«S;;(%)L%(a)

sujetas a la condicidn inicial evidente:

Xe)=(en-HeYV=0

'

Es evidente entonces, por argumentos similares a los utili-
zados en la 3eccidn anterior, que ‘K_(qoes siempre cero. Por lo

tanto:

(AW~ Ho)¥=o

¥y entonces

ARV =HaV

Con esto queda demostrado el teorama.

Aplicaremos ahora los resultados obtenidos hasta ahora a
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varios casos de interés.

51 tenemos un sistema sujeto a condiciones externas cons~
tantes, todos los instantes de tiempo seran equivalentes. Esto
es claro pues el sistema no se modificaré (como un todo) en el
transcurso del tiempo (en otras palabras para este sistema el
tiempo es homogéneo). For lo tanto, si W (L) es una solu-
cién de la ecuacidn de Schréedinger para este sistema, todas
las funciones "LI/'(JH &y, r\'-'CO(d.{ o) , serin también

soluciones de la ecuacidén. Definamos los operadores
T () Wty = Y (k)

Estos operadores forman un grupo de la ecuacidn de
Schréedinger. FEl grupo es un grupo de Lie monoparamétrico con

un solo operador infinitesimal X que esta dado por:

) >
T¥w =2 T Vwl, =52 T . Y

Comce demostramos en el teorema 3, cada operador infinite-
simal de una representacidén del grupo de la ecuacidén de Schroedinger
tiene asociada una ley de conservacion. En este caso, la ley de
congervacion conectada con la homogeneidad del tiempo es la ley
de conservacion de la energfa. El operador

AT, SN
i

———— ———

Aot

se 1lama el operador de energia.




Consideremos,enseguida, un sistema sujeto a condiciones
espaciales externas homogénes. En otras palabras, si traslada-
mos el sistema como un todo en el espacio, la energia potencial
no cambia.

( S A o .
. funei
Si ’?{I ‘C'hr't,;""» \(ﬂ)%) es una funcion de onda
Y A oA a Y o
= s n
para el sistema, entonces (LP"(\(H- a, (x4 - - .,)\J"“{—O.} t)
es también una funcidn de onda para el sistema. For lo tanto,

los operadores T(q\definidos por °.

~ A R 3 > >
T(ay g Ya,.oo )= V(¥4 6 G4a,..., wtat)
forman un grupo de la ewmacién de Schréedinger (el grupo de tras-
laciones). Este es un grupo de Lie con 3 pardmetros (por ejemplo:
ut
las componentes Qa, A, y O3 del vector A ), con tres

operadores infinitesimales I’\,Iz £ 14 dados por:

P p

T, 2 % 2.4
PSS, Y. >¥n
3
b % —_
T,=3 43

\.1
R U S U T S
L= e, 8 2n

Obtendremos, como ejemplo, el operador infinitesimal '.l.'.,\ :

)

_ _?L_«Lr(ma,ma,,.o,\‘n*a,w\

I‘\w (\('\ ,Y’z . “,"\(,“ I{-’) = %}T(Qﬁr\%f(?\,?b)..n?“’{)\

=20

20y

VY A=e

—Ef}lb‘ ‘\--—}i— —k-.-a.\-é_q{ — (L_\__B’_ﬁsf..v,g__b,‘\rq;‘
d¥a 3o Yy Yo AL 3V 3¥m) 1.

—
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Ld
Con estos tres operadores I’M IZ g XB estan
asociadas tres leyes de conservacidn: las Leyes de conservacidn

de momentum lineal en cada eje. Los operadores:

A A
G = Tl’t g B=— 1o QZ%X’D

se 1llaman las componentes del operador de momentum,

Finalmente estudiaremos un sistema situado en un campo
con simetria central. Supondremos primero que el sistema consis-
te de una sola particula y generalizaremos después al caso de
particulas.

Esta particula queda descrita por su funcién de onda

-l

rqf'(\(',t) . Si las imigenes de rlb' son nimeros, podenos

aplicar a rqf s en virtud de la simetria esférica del campo, la
teoria desarrollada en la Seccidén V del capitule II. All{ obtuvi-

mos la expresidn:

Tah o0 = £00, vonse T ()= £ (8'%)

Podemos escribir enbtonces para este caso:
- —4 2
Ty V(¥ e = V(g )

Si las imégenes de fq" son vectores, tenemos que escri-

bir la expresion anterior en la forma:
S -4 4
Ty Y (FHr=a%(91,t) (13)

Para el caso de un sistema de W particulas tenemos

entonces que:
T (o) W(h"}l)...,h,t) _
— ~A - Py g s
%q}‘r[\% TA,-")% Tn"h\,
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Si las imagenes de ‘\F son elementos de un espacio
lineal cualquiera T\ que se transforma con la representacién
% del grupo de rotaciones, la expresién anterior toma la

forma:

Tl ¥ T 0= SalM(€%, gt 0. ()

Se puede probar en forma inmediata que los operadores T A)
forman una representacidén del grupo de rotaciones en A . Co~
mo el grupo de rotaciones es un grupo de Lie de dimensién 3, la
representacién | estd completamente definida por 3 operadores
infinitesimales I‘;l, IY & T—%— . Calcularemos ahora estos
operadores.

5i q es una rotacién en un dngulo ol 2 alrededor
del eja O% l.e. % = %(O,O, GLEB ¥ escribimos 60

en las coordenadas cilindricas VK ri . (?K . [K = 4} cer h)

!
podemos escribir (14) en la forma:

T(0,0, d2) a‘lf(g«,%m% e . 380 ,%0, P05 k)

poe S (O;O)d%> (\{; ( g,"%.‘)(-?q—cl% -5 Ve .) ?“ !'.ankf’__ OL@ .}_{:E

Diferenciando esta ecuacidn con respecto a 0{% y ponien-

do A z= O,obtenemos:

- N f S -~ “- bq‘r
T2V b )= L5 V(0 6 -7, <5
r wey %

donds IS% es el operador infinitesimal correspondiente al

parimetro d‘% en la representacién S .

Si introducimos los operadores hermiteanocs
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podenos escribir la dltima expresién en la forma:

S W= (9. s MN\Y (16)

La cantidad fisica representada por el operador 3 o1
(que sélo difiere del operador infinitesimal I_% por un fac-
tor constante) se llama la componente % del momemtum angular
total; la cantidad representada por 6% es la componente
del spinm y la cantidad representads por M-LL es la componente

Z- del momentum angular orbital.

Notese que S% depende de la representacidn g X aue M%
no depende de esta representacidén. S5i las imigenes de (39
son escalares, S es la representacién unidad y S, es
cero, mieniras que M% es igual a :S% . Podemos pensar en Mg
como el operador infinitesimal Ag de la Seccién V del capi-
tulo II, correspondiente a la representacidén del grupo de ro-
taciones en el espacio de funciones de valor numérico definidas
sobre la esfera unitaria.

Podemos escribir M% en coordenadas cartesianas comod

m
Me=-ah ) (Yo = 4 2 Nag)
=A

ke 3%y K yYx
De 1la misma manera en que derivamos S% podemos obte-

_SX:SX+MX y j“:(: Stj‘\‘M\j
donde:

Ox=ih L% Gy=inly
— —A n _éf_,_,._
M % };‘;n(wk -

d

Ly
M‘&:~m 3 d P
L (B Yy

K=

i
2
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Relacionadas cou ‘S%)Sw&xx tenemos

ias tres leyes de conservacidén que son consecuencia de la isctro-

pia del espacio.
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