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IMTRODUCCION 

Iste trabajo es, esencialmente, un estudio de los prin-

i Lrvariancia. Los principios de invariancia se en-

cientrae en la bese de toda teoría física y es por esta ra-

que su e5budio es importante y a la vez controvertible. 

En el carítule I, en base al artículo The Conceptual Basis 

Tse of the Geometric Invariance Principies de R.M.F. Houta- 

cLe , H. Va n 	y E.P. Pagner (ver bibliografía) , se hace una 

formulacién jeneral de estos principios. 

7In los capítulos II y III se desarrollan las ideas fun-

da: e;ales de in teoría de representaciones de los dos grupos 

de trensfore, 	c7a invariancia más importantes: el grupo 

3 
V do rntaciones en V4 	y el grupo de Lorentz. El estudio de las 

renrLsentacio es de estos dos grupos es indispensable para 

1:1-1 aolLeaci6n de 	principios de invariancia y, al mismo tiem- 

r,fl una te.»::r ccmprensión de los mismos. 

Por áltimn, en el capítulo IV, se reunen algunos de los 

resultados obz.enidos en los capítulos anteriores en un aná-

lisis de la en.nación de Schriiedinger. 

Espe-0 que el presente trabajo sea útil para todos los 

estudiantes interezados en este campo de la física. 



CAPITULO I 

PRINCIPIOS DE INVARIANCIA GEOMÉTRICA 

Los principios de invariancia tienen una doble importan-

cia en física: se utilizan como apoyo en la búsqueda de nue-

vas leyes y como herramienta poderosa para obtener soluciones 

de las leyes conocidas de la naturaleza. En vista de esto, 

es necesario formular el concepto de invariancia en términos 

de las eas primitivas de una teoría física: observaciones 

o niedlciones y sus resultados. Las invariancias que pueden 

foranlerse de esta :llanera se llaman "invariancias geométricas". 

7n este capitulo hacemos esta formulación en un sentido gene-

ral. 

SEUCICII I 

fiCS CONSIDnkCIONES EN RELACIÓN A LOS PRINCIPIOS DE INVARIANCIA 

En 1903, en su libro "Obras", P. Curie hizo la siguiente 

observación: Si el mundo fuera realmente invariante con res-

pecto a une transformación, este hecho nunca podría descubrir-

30. Porque ¿de qué manera podríamos distinguir entre dos pun-

tos realmente equivalentes si la situación en uno es exactamen-

te la misma que en el otro? 

Un ejemplo ilustrará el significado de esta afirmación; 

primero algunas aclaraciones: "realmente invariante" signifi- 

ca invariante tanto en condiciones iniciales como en leyes (de 

estas dos categorías hablaremos más abajo). Es decir que ante la 



- 2 - 

tro,naci6n mencionada en el párrafo anterior, las condiciones inicia= 

les y las leyes naturales no cambian. En este sentido, un despla-

zamiento en L a lo largo de cualquiera de los ejes espaciales cam-

bia en general las condiciones iniciales. Por lo tanto podríamos 

descubrir el hecho de que el mundo no es "realmente invariante" 

con respecto a traslaciones en el espacio. En el eje temporal la 

situación es similar, pues las condiciones iniciales incluyen J. 

movimiento (en mecánica clásica, posición y velocidad son las con-

diciones iniciales usuales). Ahora el ejemplo: Supongamos que en 

nuestro universo no existe el movimiento, la pregunta es la siguien-

te; ¿podremos descubrir si "el mundo" es realmente invariante ante 

una traslación en L a lo largo del eje temporal? La respuesta es 

no y la razón es la siguiente: los puntos con coordenadas tempora-

les Kb V.,1,_serlan puntos equivalentes; sin embargo, estos 
lb 

puntos serían indiferenci$es (las situaciones observadas son idén- 

ticas). ¿Cómo, entonces, podríamos siquiera hablar de invariancia 

ante una traslación en L a lo largo de este eje si ni siquiera po-

demos determinar que los "puntos que difieren en LH son distintos? 

Y más aun: ¿Qué podría justificar la existencia de la dimensión 

temporal, si no tiene consecuencias observables? Podemos apreciar 

entonces, (siempre dentro de la esfera de la ciencia) el contenido 

de la observaión de Carie. 

Se sigue de las consideraciones anteriores que los principios 

de invariancia, como queremos que tengan consecuencias observables, 

postulan la equivalencia de sistemas de coordenadas en un sentido 

más restringido. 



- 3 - 

Uno de los logros más grandes de la mente humana (siempre 

dentro del plano científico) ha sido el dividir al mundo en dos 

categorías: condiciones iniciales y leyes de la naturaleza 

(estos conceptos se reemplazarán más tarde por conceptos más 

primitivos). El estado del mundo se describe por las condiciones 

iniciales. Ninguna regularidad precisa ha sido descubierta en 

ellas, y son en general complicadas. Actualmente se cree que 

las condiciones iniciales tienen (o tuvieron) un carácter de 

azar y que una separación precisa entre condiciones iniciales 

y leyes es posible. 

Los principios de invariancia se refieren solo a la cate-

goría de las leyes naturales. Las situaciones concretas equiva-

lentes son usualmente muy distintas en lo que a condiciones ini-

ciales se refiere. Solo las leyes naturales son las mismas en 

sistemas de coordenadas equivalentes.(1) 

¿Cómo podemos verificar experimentalmente si un principio 

de invariancia se sostiene? Sabemos que una ley natural nos des-

cribe el cambio de un sistema con determinadas condiciones inicia-

les. Por lo tanto, una manera de determinar la validez de un prin-

cipio de invariancia sería observar el cambio de dos sistemas con 

las mismas condiciones iniciales en dos sistemas de coordenadas 

distintos (y equivalentes). Si los sistemas se desarrollan en la 

misma forma, la invariancia en discusión es válida. Este se llama-

rá el primer método para verificar principios de invariancia. 

El prLmer método para verificar principios de invariancia tie-

ne muchos inconvenientes. Uno de los aspectos negativos de este mé-

todo es que solo existen pocos sistemas (de extensión limitada) en 

(I) Dos sistemas de coordenadas son equivalentes si se obtiene uno del 
otro por la transformación de invariancia. 
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los que el estado del mundo exterior a ellos no ejerce una influen-

cia anreciable y solo nos permite distinguirlos. Seamos más explí-

citos: vimos anteriormente que el mundo no es realmente invariante 

ante traslaciones en el espacio o el tiempo. Esto significa que, 

si nos trasladamos en el espacio, por ejemplo, el estado observado 

del mundo (condiciones iniciales) variará. Este hecho introduce una 

dificultad para seleccionar sistemas en diferentes sistemas de coor-

denadas que presenten "aproximadamente" las mismas condiciones ini-

ciales y que puedan distinguirse uno del otro. Además de este as-

pecto, muchas veces es imposible crear condiciones idénticas en 

distintos sistemas de coordenadas: la repetición precisa del mis-

mo experimento es la forma más cercana a la que llega un experimen-

tador para verificar principios de invariancia (en este caso, inva-

riancia ante desplazamiento en el tiempo). 

Sin embargo, existe un segundo método para verificar los prin-

cipios de invariancia. Antes de explicar en qué consiste este se-

gundo método de verificación, analizaremos algunos hechos importan-

tes. Las leyes de la naturaleza se escriben en una forma matemáti-

ca de gran generalidad. Por esta razón, según algunos científicos, 

"las leyes de la naturaleza obtenidas en un sistema de coordenadas 

pretenden dar, no solo el comportamiento de sistemas que están ac-

tualmente en existencia desde el punto de vista de ese sistema de 

coordenadas, sino que también el comportamiento de una infinidad 

de otros sistemas. Por esto, los principios de invariancia pueden 

verificarse observando si los sistemas existentes en un segundo sis- 

tema de coordenadas se comportan de acuerdo con las leyes estable- 
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cidas en base a experimentos realizados en el primer sistema de 

coordenadas. Para mencionar un ejemplo insignificante: medimos, 

en el laboratorio el campo eléctrico solamente alrededor de unos 

pocos cuerpos cargados que están en reposo. Inferimos, sin embar-

go, que la ley de Coulomb es válida para todas las cargas en repo-

so, aun para aquellas que no existen en nuestro propio sistema de 

coordenadas. Si observamos que, en un sistema de coordenadas en 

movimiento, el campo alrededor de una carga en reposo en ese sis-

tema de coordenadas no está dado por la ley de Coulomb, declara-

remos que los dos sistemas de coordenadas no son equivalentes. 

Haremos esto aunque no exista una carga de la magnitud en cuestión 

en nuestro sistema de coordenadas: nuestra creencia en la posibi-

lidad de formular las leyes de la naturaleza en un lenguaje mate-

mático sencillo es tan fuerte que, sin meditar mucho, nos apoya-

mos en ella cuando juzgamos la equivalencia de sistemas de coorde-

nadas".
(1) La cita anterior me parece algo confusa, la idea funda-

mental involucrada es la siguiente: analizando el trabajo en el - 

laboratorio, llegamos a una relación matemática sencillas luego 

encontramos transformaciones ante las cuales esta relación queda 
ponectados 

invariante y suponemos que los sistemas de coordenadas/de esta ma- 

nera son físicamente equivalentes. Es decir que de alguna forma 

la expresión matemática determina LA generalidad de la ley. 

Pero también sabemos que ciertas transformaciones de invariancia 

determinan nuevas leyes (por ejemplo, conservación de momentum 

(1) The Conceptual Basis and Use of the Geometric invariance 
Houtappel, Van Dan, and Wigner, Reviews of 

Modern Phyaics, Vol. 37, Number 4, Oct. 1965. 
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angular o lineal). Es decir que la separación entre leyes de la 

naturaleza y transformaciones de invariancia no es muy precisa. 

(Aquí hay mucho que discutir. Por ejemplo, podemos pensar que la 

idea de ley supone ciertas invariancias fundamentales, porque 

¿consideraríamos como ley una correlación que solo fuera válida en 

un sistema de coordenadas? Un análisis más fuerte de estos concep-

tos amerita un estudio semántico.) En fin, las consideraciones 

anteriores nos dan un panorama más general de lo que es una ley 

natural y nos permiten descubrir un segundo método para verificar 

los principios de invariancia: los principios de invariancia pue-

den verificarse observando si los sistemas físicos existentes en 

el sistema de coordenadas ()I  se comportan de acuerdo con las leyes 

establecidas en base a experimentos realizados en el sistema de 

coordenadas Q . Con este segundo método de verificación ya no 

es necesario crear las mismas condiciones iniciales en ()”n Q . 

Es, por lo tanto, mucho más conveniente. 

Otro hecho importante es el 'origen empírico de los principios 

de invariancia. Por ejemplo el principio de Fourier, seidn el cual 

las propiedades de la materia no cambian, no importa cuanto se sub-

divida,tuvo que ser abandonado ante la evidencia empírica de su 

falsedad. El descubrimiento, más reciente, de Lee, Yang &WU 

muestra también que las leyes de lá naturaleza no son invariantes 

con respecto a la conjugación de carga. (Es importante notar que 

el hecho de que los principios de invariancia tengan un origen 

eLrDírico, no implica que los principios, ya establecidos, no tras-

ciendan la experiencia.) 
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En resumen, hemos analizado tres aspectos importantes de los 

principios de invariancia: 

1) Un principio de invariancia tiene sentido porque el mun-

do ha sido "dividido" en dos categorías: condiciones ini-

ciales y leyes. El principio de invariancia se refiere 

únicamente a las leyes. 

2) La forma matemática de las leyes naturales y su relación 

con los principios de invariancia. 

3) El origen empírico de estos principios. 

SECCION II 

1EYES DE LA NATURALEZA Y TRANSFORNACIONES DE INVARIANCIA 

Vimos en la sección anterior que al estudiar al mundo lo di-

vidimos en condiciones iniciales y leyes. Vimos también que estas 

dos categorí.as se pueden diferenciar en forma precisa. (Sin embar-

go, esto no significa que no estén estrechamente relacionadas: las 

leyes de la naturaleza, sin condiciones iniciales, no tienen conse-

cuencias observables.) 

Queremos ahora ampliar un poco la noción de ley pues la for-

ma en que hemos venido considerando a las leyes naturales puede . 

dar una impresión muy rígida. Puede considerarse que sirven, como 

dice Wigner, sólo como sujetos para su propia verificación y para 

construir máquinas. La verdadera importancia de una ley natural se 

encuentra en que nos permite entender algo del mundo a nuestro al-

rededor: no nos da toda la información sobre sistemas cuidadosamen-

te seleccionados si no que un poco de información sobre el total 

de observaciones. Conforme aumenta el número de observaciones, 

aumenta también el número y efectividad de las conecciones entre 

estas. La Física investiga un mundo que no se conoce totalmente, 
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ar_ de acuerdo con esta circunstancia, el justo papel de una ley na-

tural es el serialado. Por otra parte, al usar las leyes naturales 

para entender al mundo, casi nunca conocemos todas las condiciones 

iniciales: continuamente llega nueva información imprevista. Por 

esta razón, las conclusiones que podemos obtener de las leyes na-

turales, relativas al comportamiento del mundo a nuestro alrededor, 

son verificadas solo parcialmente. La adquisición de nuevo conoci-

miento en relación a las condiciones iniciales, y la verificación 

de las leyes de la naturaleza están íntimamente entrelazadas. Es-

to no niega de ninguna manera que la distinción precisa entre con-

diciones iniciales y leyes se pueda mantener: Las leyes de la na-

turaleza son regularidades (correlaciones entre eventos), mientras 

que las condiciones iniciales son eventos (o resultados de las ob-

servaciones). 

Los conceptos de la física deben cada vez más acercarse a la 

realidad de adquisición de información y conocimiento. Por esta 

razón, sustituimos la idea de condiciones iniciales por el concep-

to más primitivo de observación (llamado medición en mecánica 

cuántica). Las leyes naturales vienen a ser entonces correlacio-

nes entre observaciones. (1) 

Analicemos entonces, en forma más precisa, los conceptos 

de observación y ley natural. 

Una observación es un proceso que consiste en poner al 

sistema que va a ser observado, en interacción con algo como un 

instrumento de medición o luz, sobre el estado del cual tenemos 

(1) Como se verá más adelante, correlación entre observaciones de-
be entenderse como correlación entre los actos de observación 
junto con sus resultados. 
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algún "conocimiento directo". Esta noción es conceptualmente di-

fícil. La dificultad es tal vez mayor en mecánica cuántica que en 

mecánica clásica o mecánica relativista. La razón es que en la 

mecánica clásica o relativista, existen objetos de los que tenemos 

un "conocimiento directo" y que se comportan de acuerdo con las 

leyes clásicas o relativistas. En mecádca cuántica la situación 

es distinta. La razón es la siguiente: un objeto que se comporta 

de acuerdo con las leyes de la mecánica cuántica (como un electrón 

por ejemplo) no tiene una trayectoria definida. Por lo tanto, no 

tiene, en él mismo, ninguna característica dinámica definida. Es 

claro entonces que no se puede construir para un sistema de "obje-

tos cuánticos" una mecánica lógicamente independiente. Para poder 

describir en forma cuantitativa el movimiento de un electrón, ne-

cesitamos la presencia de objetos físicos que obedezcan las leyes 

de la mecánica clásica con cierto grado de precisión. Cuando el 

electrón interactúa con el "objeto clásico", el estado del último 

es generalmente alterado. La naturaleza y magnitud de esta alte-

ración depende del estado del electrón y por lo tanto puede servir 

para caracterizarlo cuantitativamente.(2) Otra dificultad inheren-

te a esta noción es la siguiente: el "conocimiento directo" de un 

objeto tiene que ser el resultado de una serie de observaciones; 

la definición de observación supone el "conocimiento directo" de 

un objeto. -Tos encontramos entonces ante un círculo vicioso, 

(2) Quantum Hechanics, non-relativistic theory, Landeu & Lifshitz 
Pergamon Press, 1965. 
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cuyas raíces habría que buscarlas en los fundamentos de nuestra- 

experiencia. En fin, supondremos, a pesar de estas dificultades 

conceptuales, que existen objetos de los cuales tenemos un cono-

cimiento directo. 

En mecánica cuántica, el proceso de observación se descri-

be como una colisión entre un instrumento de medición (objeto 

clásico) y el objeto del mal vamos a medir una característica. 

ni resultado de la observación es información acerca de esta 

característicc.. 

Toda observación implica una acción de un determinado 

tipo. Por ejemplo, actuamos en forma distinta si queremos 

observar el color o la velocidad de un cuerpo. Esta acción, 

junto con el tiempo en que se realiza, la escribiremos como o( 

El resultado de 3s observación lo escribiremos como r,, 
6 r (d) 	. Dijimos antes que una ley natural es una corre- 

lación entre observaciones. La palabra observaciones incluye 

aquí el acto de observación (o tipo de observación) junto con 

sus resultados (más Claramente: las correlaciones son entre 

resultados de observaciones; pero dependen de la acción que 

determina la "cantidad" que observamos). 

Las "cantidades" que observamos se llaman observables. 

En mecánica clásica, las observables son posición y velocidad. 

En mecánica cuántica las observables se representan por opera-

dores hermiteanos que posean un conjunto ortonormal completo 

de eigenfunciones. (1) 

(1) Ver Messiah, Quantum Nechanics, Vol. 1, North-Holland 
Publishing Company-Amsterdam, 1968 (pag. 188, Cap. V & X) 
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La pregunta, ya dentro de este contexto, que deben 

responder las leyes de la naturaleza es la siguiente: dado 

el conjunto de mediciones oR, ray“.7 € 	, junto con sus re- 

saltados V Ypi... j re  , ¿cuál es la probabilidad de que otro 

conjunto de mediciones OD 14 1 	9 dl los resultados 

tv ? 

Simbolizaremos esta probabilidad por: 

(") V4.) 	-) 6, re 1 	'ruá "> 11-fr;b; "'S ''')v.`") 	
(1) 

Como la expresión es simétrica respecto e intercambios 
de pares antes de la barra y respecto a intercambio de pares 

después de la barra, podríamos ordenar las mediciones o/51. 
) 

en orden temporal (recuérdese que ok sim-

boliza no sólo la acción de la observación si no que también 

el tiempo en que fue hecha). Precisamente los casos en los que 

las observaciones (1) antes de la barra preceden en tiempo a 

las observaciones después de la barra, son las más importantes. 

Sin embargo, no se hará absolutamente ninguna suposición en lo 

que respecta al orden temporal de las observaciones (recuérdese 

que una ley física se utiliza a veces para hacer "retrodiccio- 

nes"). 

Las expresiones 1\ son entonces correlaciones entre 

resultados de observaciones. Una teoría física -o las leyes 

que envuelve esta teoría- están determinadas por las funciones 

fi , y las funciones IT están determinadas por la teoría. 

Es decir, son en cierto sentido equivalentes. Ahora bien, 

(1) Observación y medición se toman aquí como sinónimos. 
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generalmente las leyes de la naturaleza no se enuncian utili- 

zando las funciones 	. La razón es que las expresiones 

que se obtienen son complicadas (complicadas significa más o 

menos que es difícil establecer en estas expresiones la vali-

dez de las invariancias; esto sugiere nuevamente la estrecha 

conexión entre principio de invariancia y ley natural que se-

'n'alarnos en la Sección anterior). Sin embargo, las funciones 

IT tienen la gran ventaja de que, como se verá más adelante, 

podamos formular las invariancias en términos de observaciones. 

"Esta formulación es atractiva., pues aún no entendemos comple-

tamente las leyes de la naturaleza y también porque las leyes 

de la naturaleza que entendemos estálformuladas, en su forma 

más sencilla, en términos de nociones que son muchas veces 

radicalmente distintas para distintas leyes." (1) 

El dominio de definición de las funciones TV está de-

terminado por la teoría. Por ejemplo, en teoría gravitacional, 

las variables ot l • • • )) no se pueden referir a objetos car- 

, fiados, o en mecánica cuántica no pueden existir variables 

J)... 1 1) que representen medidas simultáneas de posición y 

mome.nttun que nieguen el principio de incerteza. Otra restric-

ción que puede introducirse en el dominio de definición de TV 
es la siguiente: Supongamos que, en mecánica clásica, ct, ...) 

se refieren a medidas de posición 'j W) ...) 1> a medidas si-

multáneas de velocidad. ¿Cómo podemos calcular 1T ? Es 

evidente que falta información para poder calcular el valor 

de 	: el conjunto de "posiciones iniciales" roll...1 1r€  

(1) The Conceptual Basis and Use of the Geometric invariance 
principies, Houtappel, Van Dam, and .:igner, Reviews of 
Zodern Physics, Vol. 37, Nimbar 4, Oct. 1965. 
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no "determina" completamente el sistema físico observado. 

Por lo tanto, a menos que tengamos información estadística 

adicional, no podernos calcular 11 . 

Para aclarar un poco, daremos un ejemplo de una función 

TT para un sistema aislado de " y) " partículas que se com-

portan clásicamente. Las observables son en este caso posición 

velocidad. La función 1T queda determinada si ponemos antes 

de la barra 6 n observaciones independientes. Estas hn 

observaciones independientes definen una órbita. Si rw  es 

efectivamente el valor que la componente Lk.) de la posición 

o la velocidad toma para la órbita (recuérdese que en w es-

tá implícito el tiempo en el que se hace la observación), rn  

el valor que la componente n toma para la órbita, etc. has- 

ta Yo 	el valor de 1T 	es 1. Si la situación no es ésta 

el valor de 1T 	es cero. 

Las funciones Ti tienen ciertas propiedades que se 

desprenden de su definición. Estas son válidas para cualquier 

teoría. 

Propiedad I: 

\r-y„) 

) a • • 7) 	,r“)) 	 " 3 E , r̀-€. ; Lo •cs.,  Vt)  \r-  ) 

(dado que la observación vA se haga más tarde que la obser-

vación 4) )• 

Esta propiedad no es más que la propiedad de la "probabi-

lidad de eventos condicionados". 

Prc2iodad II: 

2_ k \ (01, \roz) 	 ‘lz wir) = 4 
„-- 



Otra vez vez per propiedad. I. Utilizando esta 

-Y-)Y49t ; — 

5 '6, •ch. ,P)v-v) 

propiedad de 

3 6., v -  ".s \ Cl?) 
nuevo sobre 	(a)Voc]..- 

etc. llegamos a que: 

-114- 

(la situación sobre r debe hacerse sobre todos los posibles 

resultados de la observación U) ). 

Esta propiedad es obvia: solamente nos dice que la medi-

ción GO tiene forzosamente que tener un resultado. 

Propiedad III: 

(."J 	; • -. 6,rtr 1w, vto  ;ey,Y'vi, j... 5 x, v;s. sp, 

(la s'amación sobre Y.  . 	Vyi  .1  • . • ) Yv 	debe hacerse sobre to- 

dos los posibles resultados de las observaciones 

estas observaciones están ordenadas de izquierda a derecha en 

orden temporal) 

DIQC STE EIC11 : 

(c4,`(0( -• • > e ,ct 1  w ,YZ..,; y t 	 • • • ; 	; 

\ ot j•ro_ . 	e, 're  \ 	x "57 (olf•ro(  •.) .. • 	 \ 	 „ .; 

por propiedad I. 

pero: 	(s/-01, ; • - 	t.) .-3 2 1e1/43k 	)v-vei t-)sex.-j. • -5 )3. 	SY3)v-v>) = 

\\ (a)v-d.; " k-'13:(1,1 

UJ )SA)/
V  

TV( Qt)•(-6,-)- 	>'("e- 	- - - Q 3.(;>) 	(9. )‘cat. • --a) 

Tr 
(d,v:).).0.7) 	YE  ; 	 ... iC \\ (d)ro)...")S,Ir\\9;lít) 

f• o 

v't-D 
	• • .  	oyik 	•5  e i•Cl. u1/4)  
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lista propiedad es inmediata. 

La mecánica clásica supone además que: 

)‘roi, j  ---; e, \re.\ 	----- 2 	\ cd,rok • • "S e, kcc_ 	TI_ vt, 

(es decir, la medición (0 no afecta el sistema y por lo tanto, 

dará cualquier resultado Vn  con la misma probabilidad, 

sin inportar qae Ja medición UJ 	se lleve a cabo o no). 

Anbes de entrar e analizar las transformaciones de inva-

riancia es necesario notar Jo siguiente: una misma observación 

puede hacerse con distintos aparatos de medición. Por lo tanto, 

los símbolos „fi 	se refieren, en realidad, a clases de 

equivalencia de mediciones. 

Uvestigaremes ahora (después de haber formulado las leyes 

naturales en términos de observaciones) las transformaciones de 

invariancia. 

Con respecto a la definición de principio de invariancia, 

hny dos fundamenbales tendencias. La primera sostine que sólo 

son válidos los principios que postulan la equivalencia de sis-

temas de referencia que pueden intercambiarse físicamente. Por 

ejemplo, un sistema de referencia puede ser trasladado, rotado o 
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puesto en movimiento. La segunda tendencia es menos rígida: 

sostiene que pueden considerarse como principios de invariancia 

todas las transformaciones que dejen las leyes de la naturaleza 

conocidas invariantes y que tengan cierta sencillez que sugiera 

.01  
su verdad. Nosotros seguImos el punto de vista de la primer ten- 

dencia. 

Consideremos el conjunto de todas las transformaciones uno 

a uno cl,H , 	 definidas de el conjunto de obser- 

vaciones 1,¿ / 	en él mismo. Es claro que este conjunto 

forma un grupo con respecto a la composición de transformaciones. 

Este grupo contiene como subgrupo al grupo de las "transformacio-

nes de invariancia". Sin embargo, antes de definir este subgrupo, 

definiremos otro subgrupo importante 6 , que nos servirá como 

base para definir el subgrupo de transformaciones de invariancia. 

es el grupo de todas las transformaciones c/E---, 	) 

que dejen invariante la función -Ir , esto es, el grupo de trans-

formaciones tales que; 

( > cc) 	ro  l.... 	vz I us \- 5 vi- / 4- -5 • Cc>,  •(-9) 

Como puede apreciarse, directamente del significado de rr 

el conocimiento del grupo (7 es equivalente al conocimiento de 

la ley natural que iT supone. (Si la teoría es completamente 

determinista, toda transformación que mapee un "conjunto consistente" 
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de observaciones en un "conjunto consistente" de observaciones, 

estará en e]. grupo Ci . Por lo tanto, los elementos de G 

permitirían calcular todos los conjuntos de observaciones con-

sistentes (órbitas) a partir de un conjunto de observaciones 
,de 

consistentes. Se desprende/éstas consideraciones que los prin- 

cipios de invariancia, puesto que tienen más generalidad que las 

leyes naturales (aunque sea en un sentido puramente metódico), no 

pueden contener todas las transformaciones de 6 . Escogeremos 

entonces aquellas transformaciones de G que satisfagan los re-

querimientos de la primera tendencia expuesta arriba (i.e., sólo 

son válidos los principios de invariancia que postulan la equi-

valencia de sistemas de referencia que pueden intercambiarse 

físicamente). Explicaremos esto último más detalladamente. 

Las transformaciones de 6 son generalmente "activas". 

Esto quiere decir que el objeto en el que se realizan las medi-1 

clones c( PD - 	 ) 	 es generalmente distinto al objeto en 

el que se realizan las mediciones •ck Y›,) ) 	° )/) 	. Sin 

	

embargo, &) 	.. 	d.i fDeson mediciones hechas por el mismo 

observador. Las transformaciones mpasivas",por el contrario, 

describen el mismo objeto desde el punto de vista de observado-

res distintos. 

Para alguiaas transformaciones activas ot.&? d R 

etc. que pertenecen a (3 , es posible imaginar a un segundo 

observador que guarda la misma relación con las mediciones 

01- 1 	, 	que el primer observador guarda con 011 	 . 
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For ejemplo, si o/,/  p)... representan las mismas acciones 

que 	1  .. , , • . 	,  , con la sola diferencia de que las prime- 

ras se realizan un período más tarde que las segundas, es posi-

ble imaginar un observador (con su reloj retrasado) que guarda 

la misma relación con al
Y ta 

. 	que el primer observa- 

dcr guarda con 0/.. lb, . 	. Es precisamente este hecho (el 

que podamos imaginar la existencia, para una transformación 

jr. ) 13 	 etc., de un segundo observador) el 

que determina, de todas las transformaciones de G  , a las 

transformaciones de invariancia. 

Si el segundo observador utiliza los símbolos 	rs, 

para las mediciones que el primer observador llama j)  P5, • • • • 

( oj5iguardan la misma relación con el segundo obser- 

vador 

	" 

que o()  rs, . .. guardan con el primero), entonces el objeto 

para el cual las mediciones OL, 	bo *o del segundo observador 

Dan los resultados tyl rys t 	, es distinto del objeto para 

el cual las mediciones d., 	. hechas por el primer observa- 

dor dan los resultados rd.)  tr, 	. 	. En otras palabras, los 

objetos son objetivamente distintos pero subjetivamente iguales. 

Por otro lado, el objeto que da los resultados  

para las mediciones 0).1  p) 	del segundo observador, dará 

este resultado para las mediciones dL) 	. . 	del primer ob- 

servador. Ln resumen, hemos tratado de establecer una "traducción" 

entre los lenguajes del primer y segundo observador. 

Podemos concluir entonces que, todas las transformaciones 

de Cj que satisfagan las condiciones arriba expuestas, son 
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transformaciones de invariancia. 

Terminamos este capítulo señalando que la teoría aquí 

expuesta, al aplicarse a la mecánica clásica, determina al grupo 

de Galilei como el grupo de transformaciones de invariancia 

para esta mecánica. Se puede aplicar también a la mecánica 

relativista para obtener el grupo de transformaciones de inva-

riancia llamado grupo de Lorentz. La última aplicación es bas-

tante difícil y está fuera de mi alcance. 



CAPITULO II 

EL GRUPO DE ROTACIONES EN R3  Y SUS REPRESENTACIONES 

En el capítulo anterior, mencionamos que es posible ob-

tener el grupo de Galilei aplicando la formulación de los prin-

cipios de invariancia en términos de observaciones a la me- 

cánica clásica. El grupo de Galilei está formado por las si- 

guientes transformaciones 	?) 	te.i) ti  ) 

1) Translaciones espaciales: r 	r+ei •-el= -1 /4  
2) Translaciones temporales: y 	r • 	t 	ti b 
3) Transformaciones "puras" de Galilei: r r 4- Y t 5 = t 
4) Rotaciones en el espacio: r' 	,c,(,1) 3  •L'=t, 

donde 	es una matriz ortogonal. 

Un elemento general del grupo de Galilei se representa 

por la convención: 

T(z?t,b1/.1q) -_-..T(alop,e)-T(0,65),e)T(CSbre)r(-460?5:-) 

y la ley de composición está definida por: 

	

T 
( 1941114) T  a-z!ig:`'z) 	TCZ,b 2, 

donde: 	
-= 	{)., 	cl 4  c¿i2) 

12. i+ bt s  

4 Ja  
Puede mostrarse que esta ley de composición es asociati- 

va, que la transformación 	(A 	1.  )c)(2,°) 	actúa como 
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la identidad y que el inverso de T (1, b V  lq) 
está dado por: 

-1 

( C, 	 T 	( b - 	br 	1E1.4  

Dedicaremos este capítulo solamente al estudio de las repre-

sentaciones de un subgrupo del grupo de Galilei: el grupo 

de rotaciones en el espacio (tridimensional). La enorme importan-

cia que tiene en física este grupo justifica su estudio detallado 

y también, debido a la naturaleza de este trabajo, el abandono del 

estudio del resto de transformaciones que forman el grupo de Gali-

lei.(2)  

SECCION I 

3 NOCIÓN DE REPRESENTACION DEL GRUPO DE ROTACIONES EN /1 

DEFINICION 1: Una representación finito dimensional del 

grupo (5 es una correspondencia entre los elementos 	
O 
	de 

G y las transformaciones lineales TI que actúan en un espacio 

lineal de dimensión finita FI) tal que al producto de elementos 

del grupo (5 le corresponde el producto de las transformaciones 

asociadas. En otras palabras, tal que T. Vn 
-hl 

(donde T
11  es la transformación lineal asociada a 01111 

-1-1.
7. 

la transformación lineal asociada a
,111. 

la transformación lineal asociada a c,5 4 '11 	) • 

De la definición anterior se desprende el siguiente 

TEOREMA 1: Si cpy. -1 1  es una representación, entonces la 
II 

transformación lineal asociada al elemento "idéntico" del grupo, e 

(2) Muchos de los resultados obtenidos para el grupo de rotaciones 
pueden generalizarse a grupos continuos con un número finito 
de parámetros 



-2'2 - 

es la identidad; ,t •C” Te  t. 

Demostración: Como 	 es una representación, se 

cumple que 	t 	 para todo ,rr 7 1/4  -E.G 5  

como -TE --YeN = Te e/ =1 -1k •i* TN-Ve =7-Y9s e =A-% 9 Te --- 	. 

Nota: Toda transformación lineal que actúa sobre un espacio 

lineal de dimensión finita está dada por una matriz. Por lo tanto 

podemos pensar en una representación de dimensión finita como una 

correspondencia entre los elementos c)  del grupo y matrices Teá ) 

siempre que las matrices satisfagan las condiciones selaladas en 

in Definición 1. 

DEPINICION  2: Una representación °á-.} T% es continua si 

los elementos de la matriz 	-5-% son funciones continuas de cl. 

"Punciones contínuas de cl " significa en la Definición 2 

"Punciones contínuas de los parámtros del grupo". Por ejemplo:  si 

el grupo (5 	está parametrizado por los ángulos de Euler 

( 5 	e
"funciones"'aciones continuas de • cl " quiere decir 

9A ) 
(1) 

"funciones contínuas de TI  )9, %  

Todas las representaciones que analicemos en este capítulo serán 

contínuas. 

Corno ejemplos de representaciones del grupo de rotaciones te- 

nemos las siguientes: 

i) Si asociamos a cada % e 6 	la matriz Y: 

obtenemos una representación. Esta representación se 

llama primaria. 

ii) Si asociamos a cada rotación su matriz obtenemos la re-

presentación fundamental.  
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DEFINICIOrí 2: Un subespacio 	A 	del espacio P) 

(en el que actúan las transformaciones 	), invariante res- 

pecto a todas las transformaciones -5-q 	se llama un subespacio 

invariante respecto a la representación 	c.1 

DEFINICIÓN 	Si en V21 	no existe un subespacio (no 

trivial) invariante respecto a la representación GA 	T 

la representación es irreducible. 

Un ejeuplo de una representación irreducible es la represen-

tación fundamental- 

122ZINIpITI 2: Si todas las transformaciones 	 son 

unitarias con respecto a algín producto -escalar definido en el es- 

pacio complejo 	 la representación es unitaria. 

TEOREMA 2: Toda representación del grupo. de rotaciones Cí 

es unitaria. 

	

Demostración: Sum n , 	ñ y 	 un 

producto escalar definido en 	pl. Supongamos que en general 

las matrices 	 de la representación 	71-% 	no 

son unitarias res'oecto a este producto escalar. Sea 

un nuevo producto escalar en t) 	definido por: 

(71-1% g ii.01)d1(1 	(*) 

Y 	-1-h 	una transformación lineal arbitraria de la represen- 

tación. 

si t, = 	= Yt 
(Th  gITyi 	 SurcIVITly1,)ag, 

SCLIT1,1 5,7“ti ed 
(*) la integral aquí es una integral invariante. 

tenemos: 
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y como la integración es invariante 	S.1 (W d% 	(1) aco 
tenemos que: 

S ( TN" Tvil V1) 4 	(T911; 1  -r%14.) 	Cls , 	k. 
Henos demostrado entonces que para una transformación arbi- 

traria 
	

TN 
	

de la representación se cumple que: 

(7--, 5,-v,, YL), = ( 	o sea que la 

representación es unitaria//,  

El estudio de las representaciones unitarias se puede funda-

mentar en el estudio de representaciones unitarias irreducibles. 

La razón es la siguiente: Si en íai no existen subespacios invarian-

tes con respecto a una representación, la representación es irre-

ducible. Si en R existe por lo menos un subespacio invariante 111 
respecto a la representación, entonces el complemento ortogonal Flz  
de Ri es también invariante. Si la representación es reducible 

en 154 o en ha  , la reducimos aún más hasta obtener representa-
ciones irreducibles. Como a es finito dimensional, el proceso 

está justificado. 

Hasta aquí hemos trabajado solamente con representaciones 

finito dimensionales. Más adelante, cuando analicemos las repre-

sentaciones del grupo de rotaciones en el espacio de las funcio-

nes definidas sobre la esfera unitaria, necesitaremos la siguien-

te. 

DEFINICIÓN 6: Si a cada elemento 	 del grupo (; 

le corresponde una transformación unitaria 	TAa 	que actúa 
sobre un espacio de hilbert, de manera que 

TchT c12. 941112_ Y Te  
diremos que tenemos una representación unitaria infinito dimensio- 

nal del grupo de rotaciones C; 	. 

DEFINICIÓN 7: Una representación infinito dimensional se 

llama continua si para todo 	que pertenecen al es- 

pacio de Ellbert sobre el que actúan las transformaciones "Tcl 



(de la representación) se tiene que 	% es 

una función contínua de 

Daremos el siguiente teorema sobre la reducción de represen-

taciones unitarias infinito dimensionales, sin probarlo: 

TEOREMA a: Si es una representación 

unitaria del grupo de rotaciones en un espacio de Hilbert separable 

1.4 , existe un número contable de subespacios finito dimensio- 

nales 
	

141 R1, - -.7 1-4-u 
	 invariantes 

respecto a la representación. En cada uno de estos subespacios la 

representación es irreducible. Los subespacios 1.4. son mutua- 

mente ortogonales y su suma es 	. 

El teorema 3 nos permite expender un Vector arbitrario I; 

de 	k__y corno una serie convergente 

= 	A- 	+ • • • -k• 

donde 
	

:11,;. 	• 

importante más tarde. 

SECCIÓN II 

ROTACIONES INFINITESIMALES 

Este resultado será particularmente 

Consideremos una representación cualquiera 	T% 

Cada rotación u 	" la podemos definir con 3 parámetros. Consi- 

deremos ahora que % está definida por las coordenadas €1 i 11 113  
de un vector paralelo al eje de rotación y cuya magnitud es igual 

al ángulo de rotación. Podemos considerar entonces que la matriz 

7-,1  es una función de -54)  nz,I53 	i.e., que 

T( k) 5, )53) (1)• Es evidente que T (b, oj o). 

(1) Que T sea una función de 54, 152. 1 453  significa que cada 
elemento de esta matriz es una función de r 

04,a 3  

UNNERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA 
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Si desarrollamos T (154 1 ga/153) en series de Taylor(t)  

alrededor del punto 	4  — 15, = 3= o 	 Y 

despreciamos términos de segundo orden obtenemos: 

1.+ Ál&I AZ €2.+ As 53 

donde a  es la matriz identidad y 	Al A.  A3 	son 

matrices constantes (las derivadas parciales de T 

con respecto a 	 ,%, 3 	valuadas en 	L= 	o ) 

¿Qué significado le podemos asociar a las matrices 44, 
Az  y 413? Consideremos una rotación alrededor del eje C))( 

en un ángulo 	€4 • A esta rotación le corresponde la ma- 

triz: 

T 	0) 	14 ' • • 

	

Es claro, entonces, que la matriz T(54,0,0) 	que 

corresponde a una rotación infinitesimal alrededor del eje C))/ 

está completamente determinada por la matriz 44. De manera 

similar podemos interpretar Ay y As 	. Las matrices 

Al Áz As se llaman matrices de rotaciones infi- 

   

nitesimales alrededor de los ejes de coordenadas. 

TEOREMA 1: La función T (.1;. 15_ 1;5, está completamen- 
A) 	z)... 

te determinada por 
A4  Az Y Á3. 

DEMOSTRACIÓN: Sea 	( g, 	13) un vector arbitrario y 
5.11/411 	t 	t Stit %) 5 11 (9 14 ) S 	,S 13) 

dos rotaciones alrededor de este vector. El producto de estas ro- 

taciones es
{
:
:

e 	it It 13) eá (514,5  g?”35 = sc3 etieg4,(t45)ga ,Ct+sn 
Puede probarse que 	tiene derivadas de cualquier orden respec- 
to a 11,111  1.53. (Esto es, que cada elemento de TI es deriva-
ble infinitamente.) Este hecho es una consecuencia directa de la 
noción de representación y se prueba haciendo uso de las propieda-
des de la integral invariante. 
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Por lo tanto el producto de las transformaciones lineales asocia-

das es: (la representación conserva productos) 

T t (t-15) ) (t-153 	(t+5) 	= T ( t 	(s ti  ,s 

Derivando ambos lados de la ecuación anterior respecto a 5 

y poniendo 	S=0 
	obtenemos: 

ck 
lit 1-(±4)fgei-E53)= cl-ciif (554)s sz ls31 • TeLgi  tVe t €) s=0 	) 	"  

il 4 5g4  h2 sg2  As s s)  
tenemos que: 

ck 5 
T(6 -51 95, isg31 	= 	-51 ± Az z jt A353 

5=e,  
de donde: 

d tg3 )= (Akin44 41252+ A353YT (± ítgzi t 3) chet 

Si escribimos 
	

(t) 	Tee 41 ) ±. Z,t 73) 
	obte- 

nemos la siguiente ecuación diferencial para la matriz 	et) 

	

Át ya) r_ (A igi4 a, 	A353) )((t) 

Donde la 	)((E) debe cumplir la condición 

\A (0) T ( o, o, o) r_ 

La solución de la ecuación diferencial anterior, que satisface es-

ta condición es: 

t(44g1442.424A313) 
X(±) 7-- e 

(1) Al lado izquierdo de esta ecuación aparece una derivación res- 
pecto de 	t 	. Esto es así pues: 

	

T Ut+s) gi  ,(uts)gz,(4)+5)531 	41(t{5) g1  4 42 (t 45) la  ir A 3 (t+5) , 

crs-ct 	E(t-tYs 	 g, 4, 4. s) 	 0+ 414 -14 -F AZ -/z.+ 4353 	Psso : 
151.-1b 

(t 	 = ecl7—€ 	-k• 	 Ait 	43{ 53):-.. 04 Ai€0-42124) 

op. 	 f 4s1E (+4c` E 1 1 	= d 	g• 

pero como 



Si ahora hacemos obtenemos: 

1•1g ) - e
Aig4 4 42Izí Als3 

z, 3 — 
, o sea que 

la función 	-1-(kinz,g3) 
	está completamente determinada 

por la matrices A4Az ,A3i, 

En otras palabras, hemos demostrado con el teorema anterior que si 

tenemos una representación Cp> T% yA  A z , A.1 	co- 

rresponden a las matrices de rotaciones infinitesimales alrededor 

de los ejes de coordenadas, entonces la matriz 7,1 = T (111)Zbz)51) 

de la representación, está dada por: 

T(g4) .17-a.5 )-z_ e 
	Az ge. -1.  A g3  

(1) 

TEOREMA 2: Sea cyr;una representación arbitraria del 

grupo de rotaciones. 	Las matrices A4, A 2.)-  A3 	correspon- 

dientes a las rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes de 

coordenadas, satisfacen las relaciones: 

E 4, 	AS 

L 4 2 A31 n. A 4 	 (2) 

L As, 44] , Á, 

donde 	Ay3.--i AB-15,4 	es el conmutador de las 

matrices Ay 15 . Las llamaremos "relaciones de conmutación". 

DEMOSTRACIÓN: Sea 	Clc, una rotación fija y 	c(5 	una 
rv -4 

rotación arbitraria. Consideremos la rotación 
do 	d %C5, 4

) 
rlo Y 2 o 

representan rotaciones en el mismo ángulo puesto que una se ob- 



in t._.\ Y: 1 	y que 
'L  

N ^4 

'A o IL :7- 95 ela 	-= vla (esto es, 
r•-• 

-29 

tiene de la otra por una transformación de semejanza. Si 1q CYL4JP1.1,115) 

es el vector que define a la rotación 
	

cl o 
	, entonces 

define a la rotación c50  ; pues es claro que 

VL representa una rotación en igual ángulo que la rotación vt, 
y, además, coincide con el eje de rotación de 

N 

So Y 
representa a la rotación g U ). 

Si tenemos definida sobre el grupo de rotaciones una repre- 

sentación es—s/M , entonces 	 implica que: 

T% Tel o % T 

y si asumimos que la rotación 	01 0  (y por lo tanto lo  ) 

es pequea (esto es, 11,11 Y'  rsrlA 	son números pequeños) 

tenemos que: 

Y1A ALYLi ;- A3 1,3 

*T
po  y_ Á ,Cirt,4 + Ata 7112 441A3 

Sustituyendo estas expresiones para 	—1-1,0  y "No 	en 

-v Tcl 07er 
tenemos: 

A, 
T% (a+ Al 	-4- Azni+ A 3  YI-6)Ti 	V-- 1- Al n.4  4. A Vtz  + A3113 

y cancelando términos comunes a ambos lados de la ecuación anterior 

llegamos a: 

Para llegar a esta última relación supusimos que k's,itk .„1  \yL\ 

son pequeños. Sin embargo, podemos quitar esta restricción, pues 

si multiplicamos el vector 
\ft 	

por un número, 	VI, 	queda 

multiplicado por el mismo número y, por lo tanto, sucede lo mismo 

con 	vt Y frk tirj, • 

TA A 	= Á zeta  , donde 

11..=  ÁA /11 PI 4 417,14,24 Al n3 Y 	4,--  AisnAA AA.. di ir Al.ti 3 



Además tenernos que: 

0 
Á et "r-k- Az 
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Asumimos ahora que 	es una rotación en un ángulo 

peque o ok, alrededor del eje O , y que yt es el 

vector unitario sobre el eje Oy 3 i.e. Vi= (.01 420),I = %Yk. 

es entonces un vector unitario sobre el plano y y Oz 	que 

hace un ángulo 	d., con el ejeCY 
	

y cuyas compo- 

:rientes son: (1) 

71. ,‘ D 71:1. 	1713— 

\< -Ver S 014 u &ST C4.50 

t--A^ci-  • 

4 	
7/0 

A-  43 	=- A1 /4 7. 

/14  
2. 1-  Az 	-c. Az-v Asa 

Sustituyendo las expresiones anteriores para 

en la ecuación Tcs Atvjail = Aset e igualando términos del 

primer orden de magnitud en d , llegamos finalmente a que: 

Al 	
---- LAtt, Atar- 

En forma similar se obtienen las relaciones 

[Az, AnD—Int A4 Y 	LA37A:1\ z"" 

No hemos usado aún el hecho de que 	es unitaria. 

Derivaremos ahora la consecuencia que este hecho tiene en las 

matrices 	. Sea 	Z  = 	= O . Ehtonces : TEF- 1,0  010) 

= 	4.1)4  Al 	, -Como T es unitaria tenemos que: 

(1) pues, si VI ( O) 4 ) 0) , al rotar en CC obtenemos Yr:-  ° CDS ck) Gthl 6.)  
y si cb, es pequeño, c#0 01,.--tik y GEN d. 	Por 
lo tanto 

Vt = L°  ck) • 
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T 1E(E1/o) 	eg470,0) 
	

(1) 

o sea:  ( 	+ 1;4 A.5+ 	Iokis 4-  ••• 
o o 
	 ni  AA }k ..• A-  • • • 	. 
i.e. (despreciando términos de segundo orden) 

+ 	D o—  A4 — 
Por lo tanto, el hecho de que -1-;%sea unitaria implica que 

las A son anti-hermiteanas. Si escribimos: 	4=  Al \Az.= Á A2. 

y 1A 3 = á Áz, tenemos que '. 	1 =141  , 11z  \-17! vi3 c: 

i.e. las -.-1 )c  son hermiteanas. Es inmediato también, de la 

ecuación (1), que si las t-k sc son hermiteanas, TI es unitaria. 

De las relaciones de conmutación (2) se siguen las rela-

ciones de conmutación para las 

(3) 

(La derivación de estas relaciones es obvia. Obtendremos, 

por ejemplo, la primera relación de conmutación: 

obvia¡.' 

\-kA1\2-  IAT-‘11 

= Á. Apt  ti A2-2 A2 j.1),=-A4A2+4112.11.-- 1/ 14-A h 	iktkly por las 

relaciones (2): Likli  Áojt: A3 = 	 )• 

Daremos el siguiente teorema sin probarlo: 

TDDRSMA 3: Cualquier terna de matrices hermiteanas que 

tisfagan las relaciones de conmutación (3), definen una represen-

tación 

= eLc 

	
0-1411 Rjtz -1415%) 

del grupo de rota- 

clones. 
br 

(1) Aquí T denota al adjunto del operador T. Seguiremos con 
esta notación en todo el capitulo. 
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Nota: En el desarrollo anterior al teorema 3, mostramos 

que si 95 	-17:15 	es una representación del grupo de rotacio- 

nes, entonces existen matrices guk 142 ' R-5 	que satis-1 

Lacen las relaciones de conmutación (3). El teorema (3) nos dice 

que cualquier terna de matrices hermiteanas kit 	k2 "K N3 

que satisfagan ( 3 ), define una representación. Esto significa que 

toda representación está completamente definida por estas matrices 

) por medio de la expresión: 
ti 
(,lAicso,  wITsz 4!-13 53) 

Probar que dadas tres matrices hermiteanas que satisfagan (3) 

existe una representación Trcí definida por la expresión anterior, 

es difícil.(1) Sin embargo, se puede realizar cualquier represen-

tación de dimensión finita en un espacio de espinores, y cualquier 

representación de dimensión impar en un espacio de tensores. 

SECCIÓN III 

REETISEIITACIONES IRRELUCIBLES 

Vimos en la Sección 1 que el estudio de las representaciones 

del grupo de rotaciones se puede reducir al estudio de las represen-

taciones irreducibles. Antes de analizar la forma de una represen-

tación irreducible, daremos dos teoremas que nos serán útiles. 

TEOR11,.:1 1: Sea A un operador hermiteano que mapea un espa-

cio lineal (complejo)fly en el mismo. Entonces les eigenvalores de 

A son reales y dos eigenvectores correspondientes a distintos 

eigenvalores son ortogonales. 

(1) Esto se demostrará en general para cualquier grupo de Lie 
en el capítulo IV. 
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Dalq.57RACIÓN) Si Ay=7 xx 1  (x--#0 yxe- V-)) 
entonces: 

(A x,x;— \(x;<)_, (x,Ax)=., (x,x)=1(x?(). 

y ,70 	)1,. 	lo que significa que 	X 	es real. 

i Ay. 7--- %X , AN<-.= ft 	) 	- 14) 
entonces: 

( 1Y) (A)CI`dt  klAY\ (x,NY)= P 	Y)= ()(X) 
lo que significa que CX. ) ) = O • //7 

Antes de enunciar al segundo teorema, haremos algunas con- 

sideraciones. En lugar de trabajar con las matrices 1411 4z 	\-k3 
trabajaremos con las siguientes combinaciones lineales de estas: 

(1) 

La conveniencia de este cambie se podrá apreciar en el de-

sarrollo del resto de este capítulo. 

Las nuevas matrices 1A L 	1A 3  satisfacen las rela- ) 

ciones de conmutación siguientes: 

C-4
4 

5  1-1 5-1 	+ 

- 1  [43  

y además, la relación 
{Y\+ 14:1 	z \A3  

(2)  

(3)  

( (2)'(3) se siguen inmediatamente de la definición (1) 

y de las relaciones de conmutación (3) de la Sección 2.) 
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Determinaremos las matrices (44- 	x 143 

en términos de los eigenvectores normalizados de k...k 3 . Para 

hacer esto, necesitamos el siguiente: 

TÍIJitEM 2: Sea 	un eigenvector de la transformación \Az  

correspondiente al eigenvalor 

Intonces el vector 14 = ‘314 	es el vector cero o es el eigen- 

vector de ‘43 correspondiente al eigenvalor 2,4-4 y el 

vector tz 	 es el vector cero o es el eigenvector de 

1-4 3  correspondiente al eigenvalor )L--4 . 

1-13 tl = 11-\3\ 41 = 	t 4 -/C.‘ g = 

pues 1J43A:11-2. 1-1 4. 	por (2). 

;"" It31'4 r-- CX+4) 1-; 	(.1") 4 
ii) Rst ‘-k 	= 	 ‘-L \As 

r"- - ‘4_ 	(21.-4) 14_4 	A-- k“? /1 
Utilizaremos ahora el teorema 2 para determinar las matrices 

k A. y  1-4_ \( V\ 3 	Sabemos, por el teorema 1, aue los eigenva- 

lores de 1-1 3  son reales ( 
	

1-13  es hermiteano, como se vió 

en la Sección 2). Sea 	X. 	el máximo eigenvalor de 

el eigenvector normalizado correspondiente: 

143 	Tg 	. st ) 	A 
Si 	Z 	, entonces (por teorema 2) 

DUDE: 	cs 	= (.271) FQ. 
Escribamos ahora: 	c  0L  2 .4).2-1 	, donde 01.0, 

es un número positivo y C:11_4/2_,y),. 4 ; (esto es, escribimos 

rt  como un escalar positivo multiplicado por un vector unita- 
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rio en la misma dirección de Ye  ). 

Tenemos entonces que: 

--?
14_ ; -,.. cc 1 Ir, ; 	(donde 	T t_4 	es 

pi. 9, 70 	 eigenvector normalizado 

de 	1-1 3 	, correspondiente al eigenvalor L-1, por teorema 2). 

Si 	— 	 , introducimos el eigenvector normalizado 

;__t de manera similar, y escribimos: 

f,. 	-1)  - i-1 - c 1-1 t.1-2. 

Continuando el. proceso, tenemos: 

( DONDE 	> O "N" 

ft-2. 
Los vectores IP 	 constiui- 

ni Ve-4  je-z J2-3 
dos de esta manera, son eigenvectores de 43  . Como ‘43  sólo 

puede tener un número finito de eigenvalores distintos, la secuen-

cia de vectores anterior tiene que terminar. Por lo tanto, para 

algunos valores de K , se tiene que N _ 

Obtenemos entonces un sistema de eigenvectores normalizados 

y mutuamente ortogonales (ver teorema 1) de 	143 que satisfacen 

Y 
\4_ t vr1 = cvn 

Como existe un último eigenvector para el que 1-1._ 	o, 

ponernos 	=-- O • 

Si aplicamos ahora la transformación ;4 4_ al eigenvector 

correspondiente al eigenvalor Q , tenemos forzosamente que: 

1-44 ft 	O 

Si aplicamos 	\-Ick.  a 	'11..4  tenemos: 

U\ 	 A-01,1.  1-k, \\_ 	 i-cLo. 	\.\-3z 
pero 

1-14 A=D y D-14 ,14:\ = 2 	 =°ÁN3 P = 	t.  =2 Pe  
(donde k„_ 	) aLL 



( 119  hi 	yyi) - 

(t) 1M-1 

YA- PIM TM-4) = Myn  

m pues 	o( y„ 	es 
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Supongamos ahora que 144 w -7-= OK41'104.A 	se cumple 

para 1?, ?..... K > yn .4_ 4 	. 
pp 
 Demostraremos que también se cum- 

ple para M i.e. que 	/-1 31-"A ---- Irni•A VVYIN-4 
il 

1-k4.1111  = f)-7--114.4 14 +0 t ,rn ir k --c. 21— 5.11 1\A -A riprit  k et—zti  1'1_114 ~  
111441 ir  - 2_li .Q 0 Y)/ k-z ..._ 	 

rs3  tn14-4 -k• 	 \-\'' 	"I # Z. CA %en -1- 4 d• nl 4- A 	- 
Pero como u. 

1 3 tyi  -:--- \n Tm  ."( 	kit_ 4m = 0(111 1 Yn -4 

tenemos que: 

1-k#IyA 	
(m+,1“ oLYnkz, 

0C 

YV141 = 2, 0111-1-4)-hc¿M-1-21IM-1•2 
 

y si hacemos 

Qt YA A- 

	

obtenemos: 
\ A A-t 	13 'm44 YY1,1.4 

	

Como 144; 	o , es necesario poner P.1+4 

Ahora bien: sabemos que H _ 1-} 

	

4 	
- . Por lo tanto: 

(u4 4 - ,vw 

(por definición del conjugado hermiteano de un operador). 

Pero \A girn-.. 4 - 	YY1 TYYI Y [I_ fm = wi Tm— 4 • 

Sustituyendo en el producto escalar anterior estas expresiones, 

obtenemos: 

ws+2.  
N114-4 

real positivo. Pero sabemos que fYY1 Y 	)-'1W-4 	son 

eigenvectores normalizados de \-13  . Por lo tanto se sigue 

que 0(n1 == 13/11 

Sustituyendo X. por p 	̀in  por 

Fbni+k 	
2 (»i+1)±0‘m-f-a Mm+z  

C7C 1/1  1" 4 

 

obtenemos: 



I  2. 
— 19Z yn.l.n --- z  m 	y sumando estas ecuaciones 

desde 	Y11 	hasta 	Vil — VY1 : 

61' 2M 01-2.e 44 • 	z(9 	( 2-2;) -4-• • ' 	Yn 

Pero ifklell _P-- 	2.4-4 
	. Por lo tanto: 

oc111 --t: (e-4-yys)(1-m4-4 
Con esta última ecuación podemos averiguar el número de 

vectores 	yy7 en la serie   - 1),K  . Como aLK ,=. o 

tenemos que 	(.Q 4 Y() (Q  l< 44) ee  ce) 	 . Aquí hay 

dos posibilidades: Krz 4. 	ics 	A 	Sin embargo, 

en el proceso supusimos que i<.< Q ó o K-* t-t-4 . Entonces Kr.- -e.  

y es inmediato que el número de vectores 	Yri 	en la Se- 

rie es 2244 . De aquí, podemos concluir evidentemente que Z. 

es un entero o un racional con denominador 2; (pues el número de 

vectores Tm tiene quo ser forzosamente un entero positivo). 

Introduzcamos ahora una restricción: supongamos que la re- 

presentación 51 	751 	es irreducible. Esto significa que en el 

espacio h no existen subespacios invariantes (aparte de las tri- 

viales) ante ninguna matriz 	de la representación. Por lo 

tanto, no existen subespacios invariantes ante 144) 	•,4( 	3  

pues si existieran, por (1) de la sección 2, existirían también 

subespacios invariantes para T % . Como los operadores 	 y 

Í-} 3  llevan un vector 	y/1 a un vector de la serie ;. 	, 

el subespacio generado por los 	)11 	 9- • • • • Q.) 
	es 

invariante respecto a estos operadores. Podemos concluir entonces 

que "f 	 lt 	es una base para 

En resumen, hemos demostrado que para cualquier representa- 

ción irreducible las transformaciones 



- 38 - 

definen una base ortonorroal por las ecuaciones: 

N+ -,41 	chn#1 

am 

1--k 3 	-,_-_ Yr) 	f'yn 

donde los son eigenvectores de 1-Vz YYl = — 9. )-1# 4 	L 

entero o racional con denominador 2) y otm 'v ( 9. -yyn) t-yyl 44) 

DEFINICILT 1: La base f'z;-.4 )  • • • T- R. 	que 

consiste de los eigenvectores normalizados de 	143 	, en 

el caso de una representación irreducible, se llama la base 

canónica de la representación. 

DEESIICION 2: 	/. 	se llama el "peso" de la representa- 

ción irreducible. 

Volviendo ahora a las matrices A4 )  Az  a< 113  , -podemos 

1# 	\A3 calcular estas matrices en tórminos de las matrices 

dadas en (U): 

(i) A4 fsyn 	[44 f 	(1.-\ 4Jr1-1) f'yy, 

= 	tvn — 	 = -4_ rn,k f 

- 5V(Iym-\-4)(z-YY))*.m44- ._ 	, , 
“12-1 	 ty)A-1 . 

(a) 	Z.M r 	1-  \ t 	 #k 1-1)  " 

14,  14 4. fyys 	-4±-: 	;y1 7-j 	.427," QIC Yil-MtM 

1°"̂ 	4,Nr(t+ Yni-1)(2,-YAMYYk 3/41 
2; V( 9. jr)61)( -Q -)01 4 /1))  TM-4 

As 4.AA  = 2 k tm = —1,1Y1 tm • 



un subespacio no trivial f3 

transformaciones 

el igenvector correspondiente al máximo eigenvalor de 

Como 1214 	invariante ante 144 es 

que es invariante respecto a las 

4--\3 	
. Sea 	Z_ Gra fvyy 

_t 
R4Hit  

tenemos que: 1.1 h — — o  . 
L 1  
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Probaremos ahora el siguiente teorema: 

TEOREMA 1: Si existe una representación definida por (1) 

de la Sección 2, i.e., definida por la ecuación: 

44 §.54- Azg z -k- k113". 3  

DEVOSTRACIÓN: El espacio FLI en el que actúan las trans- 

formaciones 
	

A^,4z, 43 
	dadas por (5) tiene dimensión 2 /.}k 

(i.e., el espacio de la representación). Supongamos que existe 

--V(I41 1)2)1,;3) == e 
Y 	A4 A.  Ak3 	están dadas per (5), la representación 

es irreducible. 

14 4.1n 	C-01  V.k.JvIA 	3̂1  riYm 1m4-4 
Como los 

4m 
 forman una. base para R , C»', c(y0-4 — 

Pero sabernos que c)(1"44A 7--O Si 
	

y que si Yfl .1,, I, 

OLYn +A 4" O • Por lo tanto, Cm =0 	para Yn L Q. 

y nos queda que ‘V=  ct 1. • 
Pero esto quiere decir que fk 

está en Y\ 4 . Como R l'A 	es invariante respecto a 4 
7 

1-\_ e A 2  .e - 	. . - 	• •Ve-4 ) te-2. • • • r ? 
están en R4  . Por lo tanto, (214  coincide con ps  . Es-

to quiere decir que no puede existir un subespacio no trivial 

invariante respecto a las transformaciones 1-141 	x 1- 3  

Pero este hecho implica que no existe un subespacio no trivial 

O 	 nn - 

invariante con respecto a todas las 	, pues tal subespacio 

tendría que ser invariante respecto a 
A1) liz \< 	3 



grupo de rotaciones se puede estudiar analizando las representa- 

14+  cienes irreducibles del grupo, introducimos las matrices 

y por lo tanto, respecto a Wk.) 	Y \:\3 	 Por 

lo tanto, la representación 	 es irreducible. 

Concluiremos esta Sección con un teorema más fuerte que el 

teorema anterior. La prueba de este teorema es difícil y por lo 

tanto, solo lo enunciaremos: 

TEOREMA J4: Cada representación irreducible del grupo de 

rotaciones está definida por su peso, y las transformaciones 

Al A2 \t,  A3 	que corresponden, en la representación, a! 

rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes de coordenadas, 

están dadas, en términos de ].a base canónica 

por• (5). 

SECCIÓN IV 

RESOLUCIÓN DE UNA REPRESENTACIÓN 

Antes de entrar de lleno al problema de la resolución de 

una representación en representaciones irreducibles, conviene que 

hagamos un resumen de lo que hamos venido haciendo. Vimos en la 

Sección 2 que toda representación del grupo de rotaciones queda 

tYY1 

completamente definida nor la expresión 

( 	 51 -1- Az. -5,,4- 4 .12 3  

definimos las ma h.rices 1A 4 	2 ‘NI 95  3 

; luego 

y vimos que 

cualquier terna de matrices hermiteanas que cumplieran con las 

relaciones de connotación (3) de la Sección 2 definían una repre-

sentación. Guiados por la idea de que toda representación del 

1-1 /4_ \ \3 . Estas últimas transformaciones nos permitieron 
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formular el teorema 4 de la Sección 3 que caracteriza en una 

forma completa a las representaciones irreducibles. Conociendo 

entonces las representaciones irreducibles, procedemos en esta 

Sección a investigar el problema de la resolución de una repre-

sentación en componentes irreducibles. 

La irreducibilidad de la representación solo se utilizó 

cuando se demostró que los vectores f'Inl  forman una base para 

el espacio /i21 en el que la representación irreducible actúa. 

Si la representación analizada en esos párrafos fuera reducible, 

entonces los vectores flY1 	)fl't) 	) • • • ) 
	formarían 

una base para un subespacio invariante 	?lo 	. Esto se despren- 

de del hecho de que los vectores Tyy)  se transforman entre ellos 

mismos ante 	t-14,k 	 , o ante t44)  1-k/ •1" \-43 

Si tomamos el complemento ortogonal Pi 	de Pi o 	como 

las transformaciones 	w son hermiteanns, n es también 

invariante ante las 	14 K  . Este hecho esta fundamentado en 

el siguiente 
LINEAL» PI 

TEOREMA 1: Sea 1;l r  un subespacio de un espacio U2 es 

invariante ante un operador hermiteano 1-1 . Entonces el comple- 

mento ortogonal 	de 	12\0  es también un subespacio in- 

variante ante 14 

DEMO3TRACIÓN: Sea "i< un vector cualquiera del subespacio 

nI PlO , y sea 75 	cualquier vector del subespacio 	V-1 

Tenemos por hipótesis que (14 1 - .) "z- O (pues 	pu, es in- 

variante ante 14 y ea ortogonal a p; ). Como el operador 

es hermiteano, este hecho implica que (K )  17\--‘1.) = O I 	i.e. 

	

174 1, es ortogonal a cualquier vector )( 	de ViNv  . 
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Por lo tanto, 14 1, pertenece a 	1"-\ para cualquier Y e R • // 

Si Pi es reducible, podemos repetir el mismo proceso 

etc.; hasta que .F1 quede totalmente reducido. Esto significa 

que, dada cualquier representación unitaria del grupo de rota-

ciones, existe una base ortonormal en la cual las matrices 

A V; K 	toman la forma: 

AC°)  
C/1 

(1) 

A 

AB) f 1(5) ji) (S)\  
donde las matrices Ek  K 	AA 	i-k2 /4.3 ) 	

nn  
son las matrices de representaciones irreducibles de peso K = 2 5 
que actúan sobre el subespacio invariante 1;11 de h 	. Estas 

matrices, según se desprende de las discusiones de la Sección an- 

terior, están dadas por las ecuaciones 	de la Sección 3. i.e.: 

O 	
cC /S-11 	O h yo  O 

°C ._114z 44 () -1-  A 	 Q 

O 	 pc
- 211 z 	 O 	A ►  C) O 

C) • > C) - • 3 
11 1  41.1 	. 	. 

• . . . 
O 	O 	o 	. o des 
o 

	

o o 	. • (12.;  0 

r(S) 

Ps 4 = 

2) 



O a-2344   0 • • O O 

	

.... Al ii O 	014 I )2.. 	4 4 	0 o 

° '11)(-1/iti O 	. . O (l) 

O 	o -6111+3 • 
	• 	0 0  

•• • • 	• 	e 	• 

• o 	 • e • • • 

O 
0 O 

• 42 	O .31;  

O 	O 	O 	. -CZ as  o 

;.1i  O O - . O 0 

O 1(2i-1) o . . o o 

0 	O 	i. (4-2) . 	O 0 

xS ) 1-13  — • e • • 

O O 	o 	• -i(23-1) 

O o 	o 	•- 	o -.I /5 

donde 	c)(yn 	V(-Q54") ( 1j-1M 4-4) 6)  
Por ejemplo, para obtener la matriz 	procedemos 

así: 	n  será el primer vector de la base 4)-ffj+4 	el 

segundo etc. 	Por (5) de la Sección 3 sabemos que Á4 1)144 = 
— 

z, vlvt+4 	- 	dm 4m-4 para una representa- 

ci6n irreducible. El peso de la representación irreducible es 

en este caso 	Qj 	• 

Aplicando Al'.1
4

) 
a los vectores de la base, tenemos: 

(2) 



(i) 
4 

/1 	3  
t l it 4 

o. t-2.1 4-  (- 4) J--/.4-4 t it i" D.  '.-./. -P. 4-  "' + °. f PI 

(-74) el Qs {.4 	. 4 O ik e i „ + (-1.)0( 	-1 Z 	25{2 t_zsicz 	0. t 
e34 4-3 

-17- ak 4 c)• 	e; 
• 
• 
• 

:J 
iyA es 	C“ 4- 	• 	 e, -4) 	1 9.5-1 	• -Q5k/1 

donde hemos tomado, como ya estaba demostrado, ol e. = o YCin = 0. 
tito 

Poniendo los coeficiente de la expansión de cada vector de 

) la base como columnas de una matriz, obtenemos n4 
AG 
	En forma 

similar obtenemos las 
A(i) 

A') matrices r\-1. 	3 

Daremos ahora dos métodos para resolver representaciones 

del grupo de rotaciones. 

Primer método de resolución: 

	

Consideremos io.. vectores 	de Ja forma: 

ci g -Pzo 	oi l 	A •L 7- 	a' 
donde las 	Q• satisfacen las ecuaciones 

4 9/ 
	

Y 	17-13 

Es evidente que 

Esto sugiere ya el primer método de resolución de una repre- 

sentación: buscamos todas las soluciones de le ecuación 1A 	= o. 

Estas soluciones forman un subespacio inTariante con respecto a la 

transformación 	3  . Encontramos un conjunto ortonormal completo 

{-3  
71

x 
de eigenvectores de 1\--13 en este subespacio. Aplicamos 



la transformación 	\A 	sucesivamente a cada Illzi  , i.e., calcula 

7.Q.k.  
,nos los vectores \-k TQ 	VA

t. 
z  	. Es- 

tos nuevos vectores, junto con 	, forman una base para un 

subespacio invariante en el que opera la representación irreduci- 

ble de peso 	ti 	En resumen, si tenemos una representación 

arbitraria del grupo de rotaciones, las representaciones irredu-

cibles en las que la representación puede resolverse, están da- 

das por los valores do 	/ para los que existen soluciones a 

las ecuaciones simultáneas. 

i.‘V =ro 	 (3) 

	

Si dado un 	1 , hay varias soluciones linealmente indepen- 

dientes para (3), la representación irreducible de peso / apa-

recerá en la resolución tantes veces como soluciones independientes 

haya. Este último hecho significa que, si en la resolución de una 

representación aparece más de una represeneación irreducible de 

peso 2 , la resolución no es única (la representación puede resol-

verse de varias maneras). La última afirmación se fundamenta en 

el siguiente 

=REMA, 2: Si 

, correspondientes a un mismo eigenvalor 	ñ. , entonces 

Je va 95  es temblón un eigenvector de l'A correspon- 

diente al eigenvalor 	. 

DEMOSTRAGION: Por hipótesis sabemos que: 

Como 14 es lineal tenemos que: 

son eigenvectores de un operador LINEAL 

p,cA 	(kf4- 1195). 



El teorema 2 nos permite entonces, escoger muchas funciones 

que satisfagan las ecuaciones \-L, no 	N 1-0 
basta entonces con encontrar un sistema linealmente independiente 

para poder hacer una resolución. Por lo tanto, si el eigenvalor 

„Q, es degenerado, la resolutdón no es única. 

Sepundo método de resolución: 

Con este segundo método de resolución encontraremos subes-

pacios invariantes en los que la representación es irreducible o 

isotópica. Una representación isotópica es aquella que puede 

"romperse" en representaciones irreducibles con el mismo peso. 

Supongamos que tenemos una representación irreducible de 

peso k y consideremos la transformación 

_1-1-G vitt 
Vique actúa sobre el espacio 	en el que esta representación 

está definida. Podemos escribir también: 

IA1= 	 1-L+ 

ya que: 

( 4- z1kz) 

= 	 \-1-1 Jr 113 . 

Como estamos considerando una representación irreducible, 

1-1 4- 	- Y 1-1 I 	están determinadas por las 



. fórmulas (4) de la Sección anterior. Esto significa que: 

-1  4 -\ 	YNINA " 14 4 GL.v11 
	 yn 

1-4 3 

( 
113 
	

= 3/41-1 411'n 

y corno: 
oLim - 	ynz 	(2-km (-e-w1+ 	MA-W12  

tr- 	 YYLe - 	W - 	NiXt  

in- 	 A) 
podemos escribir: 

Pero sabemos que si la representación es irreducible, las 

4/1 forman una base para 1)-- 	; por lo tanto,si 	es 

un elemento cualquiera de VI , B9 = \-k 	 hl frn 

e 	 Q 	 n1=-/ 

,__ y_, .- yylluirtoyyl= uu-k)Z, 1»1 m = ,Q ( 14A? ; 
m= -R 	 Ni' = --Q, 

ft.e. 
 

La ecuación (4) tiene entonces 
	

2£Jek 	(la dimen- 
1 	, 

alón de r-  ) soluciones linealmente independientes. 

Consideremos ahora una representación reducible que actúa 

sobre un espacio 	Fl . Por lo anterior, sabemos que la ecuación 

(h) se satisface en todos los subespacios invariantes en los que 

tenemos una representación irreducible de peso / . Por lo tanto, 

el número de soluciones linealmente independientes de (4) es ahora 

un múltiplo entero de % IleA . Esto significa que podemos escoger 
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una base en 
	

pl 
	

consistente en grupos de vectores, tal que 

cada grupo genera un subespacio invariante ante la representación 

y la representación en este subespacio ea irreducible o isotópica 

(dependiendo de el número de subespacios invariantes de dimensión 

21-VA ). En otras palabras, el operador 	147-  no "distingue" 

entre subespacios invariantes en los que la representación es 

irreducible, si no que los subespacios invariantes que "distin-

gue" son "más grandes", pero para cada L pueden "romperse" 

en " g subespacios de dimensión 2£4.4 en cada uno de los 

cuales la representación es irreducible. 

En resumen: para hacer una resolución en representaciones 

isotópicas, buscamos para cada 	2 un conjunto completo de 

soluciones linealmente independientes de la ecuación (4)3 tales 

conjuntos darán una base en la que la representación queda re-

suelta en representaciones isotópicas. 

Con estas últimas consideraciones, terminamos de analizar 

las representaciones del grupo de rotaciones. Finalizaremos el 

capítulo haciendo una realización de los resultados "abstractos" 

obtenidos anteriormente. 

SECCIÓN V 

FUNCIONES ESP2RICAS 

Estudiaremos ahora la realización de las representaciones 

irreducibles del grupo de rotaciones en el espacio de las funcio-

nes de cuadrado integrable definidas sobre la esfera unitaria. 

Uno de los resultados de esta Sección será la prueba de la exis-

tencia de representaciones irreducibles de peso / para cualquier 



- 49 - 

valor entero de £ • 

Consideremos la función 	(X.) -= t Xik \J( 2. )  ‘'55 

y la rotación 	= el)( 	
Si \by 

sustituimos en - (x4, j(,, Z( 3.) 	los valores de 

dados en términos de los K 	obtenemos una nueva función 

rodemos pensar entonces que la l'un- 

ción 	 se transforma en la función 	por medio de 

la rotación el • Así, podemos asociar a cada rotación 

una transformación T1 que transforma una función 4 	en 

una función "j?4 que se obtiene de 	por la sustitución de 

por \A" 
1  
l V-.

,  
; esto es: 

--r% OC) -= 	1 ( 	) donde 

‘i. 4 (x) -r- .:•? Ccf1X 	
(1) 

Es claro que 	es lineal y se desprende inmediatamente 

de (1) que: 

	

Tcs z%, 	z 	 (2) 

donde -V%1 
T 	IcACI.2. 	

son las transformaciones 
ch 

asociadas a las rotaciones 
I 

 
Ciók 	\' c  3 	

. La 

ecuación (2) significa que el conjunto de transformaciones -V% 

es efectivamente una representación del grupo de rotaciones. 

Nos limitaremos ahora al conjunto de funciones 	(y..4  )(7.114, 

definidas sobre la esfera unitaria y cuyo cuadrado es integrable. 

Será conveniente muchas veces escribir el vector VT:= 

en coordenadas esféricas 	C))  9) 	donde 

	

tz- S E 1 	CO (S2  
z t__ %en G Ses4 

X 3 -c..- e. OS ID 



- 5C, 

(recuérdese que los puntos del dominio de las funciones f 

están sobre la superficie de la esfera unitaria y por lo tanto 

r=1K siempre). 

El producto escalar de dos funciones 	i % se 

define en la forma usual: 
111 Tr 

()%) (9,T) .% (e) (9) Sand 
0 O 

Es inmediato, del hecho de que una rotación no altera el 

elemento de superficie Sane die,  dkrf , que en la métrica 

definida por este producto escalar las transformaciones 7.,1 son 

unitarias. 

Como vimos anteriormente, para obtener las representacio-

nes irreducibles del grupo de rotaciones, necesitamos encontrar 

los operadores correspondientes a las rotaciones infinitesimales 

alrededor de los ejes de coordenadas. Supondremos que las funcio- 

nes 	, en las que actúan las transformaciones —1-(5 , son 

diferenciables. 

Determinaremos primero la forma del operador A 3 , co-

rrespondiente a una rotación infinitesimal alrededor del eje Oz. . 

Sea 	una rotación alrededor del eje 	O . Como vi- 

mos anteriormente, podemos desarrollar Tl en serie de Taylor: 

	

t: 	4 O( As 4- • • . 	(3) 

	

Pero tenemos que 
	

(K) 	(cíit )() . Por lo 

tanto, si es una rotación alrededor del eje 

  



- r;1 

Desarrollando 	( 	C9 - en serie respecto a 

, tenemos: 

(9)(5)-- c(-)= t(6),Gfl- 
_ 	bi (9,91'  

a! 
Comparando términos de primer orden en 

presiones (3) & (4), llegamos a: 

en las ex- 

A3 	 (5) 

Para obtener los operadores ,r( Az , con- 

( 4) 

sideremos una rotación 93 , alrededor de un eje cualquiera, 

en un ángulo pequelo Tenemos entonces que: 

(19,T) =
-J? (91 1  TI),  

donde 	es  ‘.( Ti  dependen del ángulo de rotación d, y 

coinciden con 	 para 	oí_ 	. Desarrollan- 

do Y (1)', 	en series 

( 9, (p) 	(1-11-,s 	-t'-k(3,).  
d.o 

podemos concluir, comparando términos de primer orden en d., 

que el operador A correspondiente a una rotación infinitesi-

mal alrededor del eje considerado tiene la forma: 

Á= 	G y(?) 	b (s i  (?) 	(6) 

donde: 

ck cc 	o 
Si el eje alrededor del cual efectuamos la rotación es el 

eje C)1c , entonces las componentes de 5( tr. 	x 
	son 

a e • 



(en coordenadas cartesianas): 

")( 	\)( 

la nt Y-  2- COSQL 4-  Y3 Sen 

'&€14d. 4- X 3 CDS d. 

Las funciones d K 

d d. I d=o 
están dadas 

por: 
ci.`zO 5 9PL}_. =X3 a Y 3
d d 

 43 I = o 5 
e:L=0 	(3,d, 

(4) 

Diferenciando las ecuaciones X1 - 	COS9 5 )( 	SEM,  (;) 91141)  

y-5 = CosG i  y utilizando (7) tenemos para ot= O : 

Cose cosR d  g — S ekl SER (4 	O 
a el. 

CosS Sefd de 	SEao coy? cs,(1, =a 
ck 

— S€49 á° - — SE1,1. e SEU • 
d 

de donde podemos concluir que: 

de Se14 c") 	 CDS (I) 
dd- 

  

y sustituyendo estas ecuaciones en (6) llegamos a que: 

= scm 	caí 	Cos (57 	(8  
) ó 19 	 c? 

es el operador correspondiente a una rotación infinitesimal 

alrededor del eje O x 	. 



r:R 

De igual forma podemos obtener A y , el. operador corres-

pondiente a una rotación infinitesimal alrededor del eje 

A z  -r_ 	C-os 	4- CUT (t> upP 	(9) 

Podemos determinar ahora los operadores 

(introducidos anteriormente): 

g i`f Ne? 	?0) 
1-k A - 	AA A- 1\ 2, 

25 0  

1--;3 = 	A3 -=-• 

Utilizaremos ahora los operadores 1.4% 	s( 

así definidos para investigar las representaciones irreducibles 

del grupo de rotaciones (representaciones definidas sobre el es-

pacio de funciones que estamos considerando). Las funciones que 

pertenecen al subespacio de la representación irreducible de 

peso / 	se llaman "funciones esféricas de orden 	Q1,  ". 

Las funciones 	()() que forman la base canónica en el 

espacio de la representación irreducible se llaman las "funcio-

nes esféricas básicas de orden 2 ". Denotaremos estas ulti- 

mas funciones por el 	
\t.- 

símbolo I Q,  1,59.)9() 	donde VY1 

es el eigenvalor de esta función respecto a 

Es claro entonces que toda función esférica de orden SI es 

una combinación lineal de 	2, -e, -Vil 
	

funciones \c, (o, T). 

(lo) 



A continuación obtendremos la ecuación diferencial de 

los funciones esféricas ,f 

Vimos al final de la Sección anterior que los vectores 

que se transforman ante una representación irreducible de pe- 

so 	p , satisfacen la ecuación EN =„ 1 (1+4 

donde 	t-; + H2 A-  B3 
	

. Encontraremos 

la forma de esta ecuación para el caso que estamos considerando. 
cLA.1220 que 

Si sustituimos las expresiones (10) para 	y Vls_ 

en la ecuación anterior, tenemos: 
az 	cut  e 	co-t2e az.  
et 	9 e 	2st 9 

Y como 	14-32.  =-— -2. 	 tenemos que: 
a TZ  

‘Al t= 	'S 
	'a 	

r 	, c, ay 
 \ 	

4 	az 
scil, 9 ?) 9 \ *-' " ' 	(1 ) Ar- 

sl,t; a (131  
idor lo tanto, la ecuación 

tiene la forma: 

SEN,C; ate  )+ 	 o 	el I) 
SENO a9 	 G GENtz 39a 

Esta ecuación se conoce como la ecuación diferencial para 

las funciones esféricas de orden 2 	. 
Demostraremos más tarde que el número de soluciones lineal-

mente independientes de (11) es exactamente 2,2 k 4 
Haremos ahora algunas consideraciones sobre la forma de 

las funciones esféricas básicas Y:1  (9)(m 
Como Ye, ( 9)  q' 	es una eigeurunción de 1-1-5 

correspondiente al eigenvalor YY1 	: 

Yn 	 .?Í‘tt 
ac?  
( 	(9) 	Nt 11"  ( 9 ( f) 143`(z (e) (y) -z; 	 e 

1-1 /4 2k  -1 /4- 4— 

V,- 1-1 /4 2 ;4 (11 /4-4)  



La solución de la ecuación diferencial anterior es: 

ws  
Yr'  (e, 'i) tn e 	y, (e) 

(12) 

donde Yr (e) es a3 una función de (5> 

Como las N(71  (9)(p) 	son eigenfunciones normali- 

zadas de 	1-43 tenemos que: 
211 „ 

	

\(;;II (9)(02" sEm e d,(9 au? = 4 	(13) 
o o 

	

como: zif 

ék-mw IL 	= arr 
O 

reemplazamos (12) por: 

	

N(07 (9)64) 	fri (a)  eims° 
	

(114 

La condición (13) queda entonces: 

1 
IFzm (9) \/ 
	

9- (4‘  9 -2-• 1 	 (15) 
o 

,m 
Volviendo ahora a la ecuación (11) y sustituyendo 1 	( e,(P) 

.pp 
 por t  , obtenemos la ecuación diferencial para la función 

Q71  (G) : 

5E14 	(51 0 	 d 9 	 5E141(9 t 

/ 	dt -V.e"  \ 	
2 

C3€14 	) 	(.k1) IY1-1 .1) 
	

06) 

Si hacemos el cambio de variables: 

JÁ. = COSE+ 

y ponemos 99:" 42,) para e. (C9) 	tenemos que: 

cl 	197 4-  (2.411 stn4.  cl 	 Pirieui -= o (17) 



y las funciones esféricas básicas 
	

(g) 
	

tienen la forma: 

Yr (o, (?) =  	 (COSA) 
	

(18) 

Utilizaremos ahora el primer método de resolución de una 

representación, discutido en la Sección anterior, para obtener 

las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones en el 

espacio de las funciones de cuadrado integrable definidas sobre 

la esfera unitaria. Más exactamente, construiremos para cada 

un subespacio invariante de funciones en el que hay 

una realización de una representación de peso 	,12, 	• 

Para encontrar la base canónica para la representación 

irreducible de peso 	, comenzamos buscando la solución de 

las ecuaciones simultáneas: 

 

 

i.e., comenzamos buscando las funciones Y: (e, cm 
Como habíamos visto antes, la ecuación 14.51 	ira 

plica que 12  ( y)) 	tiene la forma 

`(:((9,(?)- - -1-- 	4." z/ ínr e V (01 

Sustituyendo esta expresión en la ecuación 

obtenemos la ecuación diferencial: 

ciN 	k CoT 	Tj.  (e) = o 
de 



cuya solución solución es: 

Ee 
(9 = C seMt  G 	

(20) 

Podemos inferir de (20) que existe una -1" solo una re-

presentación irreducible de peso Q.  (pues si no fuera así, la 

ecuación 1-141/4q=0 tendría para algún 2, por lo menos dos solu-

ciones linealmente independientes de la forma t._ 11 	
eft 

NV (e) • 

Normalizamos ahora la función VII  (9) 	C SE4Q- 

\ V: c9)I t sEner de -= 
o 

esto es: 
-rx 

zers-A 
sera e c\D 	C,  

.29.-s-,‘ 	E 
2.1.3z 1 

(29,4-4)1. 
o 

y por lo tanto: 

4 	\ I 2-J2+1  \ \,f(z2)1,  
2e QL \I a 

Tomaremos 

  

  

2 Y+ 4  \ 	 
(Z,D1 

Podemos escribir entonces la función esférica básica co-

rrespondiente al máximo eigenvalor e de 14 3  en la forma: 

\(21.  ( e) (P) n 	E  4)1 	2.  2 -1-71-\  	1 	i Q 1f 

2ft Z.9' ,Q 1 	z 	(Zinl.  6 	S€419 

___ 	C 	k.Uf 
ven , Sent  e 



t'IV\ 	(9, 00 

\--\ 	— 4)11 fyyl -4 	• 

Como 	W. tiene, en este caso, la forma (10), tenemos que: 

Calcularemos ahora las otras funciones 

de la base canónica. Sabemos que 

4 ,i. coi-  e  ó Yá  
) 

vn-4 
S-( q 

, 
Si sustituimos 	IQ  (.0)(y) == 4 

en la ecuación anterior, obtenemos: 
77e 

col G  V.:"(e) = dvr, V32."1-11/4  (e) 

y haciendo nuevamente la sustitución 	COS G 
	

y deno- 

Fr (e) voy. P7 (LO 
y4 

" 
\lit Az  ( 	- 1 

w
" 	z 

p_ 
stwi re (AA) (23) 

, 

""L 

Si hacernos la sustitución 

PQWI 
 

obtenemos de (21) la ecuación: 

A á Un,  
017rnd.0 • 

De la ecuación (20) es inmediato que: 

(“) 	C r ,u__nz-)Q /a 

Utilizando (24) & (22) es claro que: 

L),Q.  (1A.) = 	C 	--/e(-2) 

tan& llegamos a : 

(22)  

(23)  

(24)  

(25)  



biLk dL upt 	eLn1A-4 

donde 	'M 	, 	, 	2 	— Q 	, pues es evi- 

um A _,(Av e 
	  (1-14:1) a 	( 	' 

-  

Con la ayuda de (25) y (22) podemos concluir entonces que: 

d (A- Ltz ) 
) Q-1   (tt) 	

c 

c22 	GUA 

d7 (4-2,(2 )1  
uz- -2. (-u) = 	C  

0(31. 
o 

• 

u (Lo _ 	 0\Q-m(4--)Az)' 
cj•2-1 ofq-2,.• • dm-b1 	ett  j)(1—"  

O 

• 

O 

Sustituyendo la 	(Jm obtenida anteriormente en (22) 

obtenemos: 

dente que (U)=0Para YY1 	-- Q- 4 	. Poniendo 
ahora los valores de 

°Cm okw -= (li"U--vni-4) 
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e introduciendo e 4)1  en la derivada, llegamos a la expresión: 

(24-YA)1 1 	22+1 

	

-»1 	V-Y11  

(,1 il\ 	Z 	(.u1-i) - 
*YO 	2, 2,et dIA4 Q-Yn (26)  

Es claro entonces que: 

zQk-4 \ 	4 	ckl (JA- 4 11  
R (u) = 9j(a) 2 	7,1,11 	c&,tt (27)  

Pg ((i) se llama el polinomio de Legendre normalizado de 

orden / y las funciones se llaman "funciones aso- 

ciadas de Legendre normalizadas". 

En conclusión, hemos mostrado que las funciones esféricas 

básicas de orden Q tienen la forma: 

Pr ( cose) 

/1  
donde 	(UL) está dada por (26). Estas funciones forman una 

base para un espacio de dimensión 	2, .24-4 que es invariante 

respecto al grupo de rotaciones y en el que opera una realiza-

ción de una representación irreducible de peso 2 . 



CAPÍTULO III 

EL GRUPO DE LORENTZ Y SUS REPRESENTACIONES 

Estudiaremos en este capítulo otro grupo importante de 

transformaciones de invariancia: el grupo de Lorentz. Empe-

zaremos el estudio de este grupo haciendo un análisis de las 

superficies cuadráticas en un espacio " 
	

dimensional, ne- 

cesario para entender algunas características geométricas 

"del grupo". Luego estudiaremos la estructura del grupo de 

Lorentz y, finalmente, sus representaciones. 

SECCIÓN I 

SUPERFICIES CUADRATICAS 

DEFINICIÓN 1: Una superficies cuadrática en un espacio 

— dimensional PI ,es el lugar geométrico de todos los pun- 

tos 
	

1z ..., gn) 
	 (1) 

que satisfacen 

una ecuación de la forma: 

A (x,x) 	Z (x) + c 

donde 	A (,x)50 es una forma cuadrática, 2 (x) una forma 

lineal y 
	C 	una constante. 

Es sabido que, si 
	

A Cx y.) 	es una forma cua- 

drática definida en PI , existe una base en 12.1 con respecto 

a la cual 	A (y.)X5 	toma su forma canónica. En otras 

palabras, dada A (x),() 	(donde 	 gyi) ) 

podemos hacer una transformación de coordenadas 

(1) Las componentes del vector 	están dadas en una base 
ortonormal. 



- 62 - 

en 	en forma tal que: 

A ( x 	 :I  Y12,: 
;y=4 

Por lo tanto, podemos escribir la ecuación que define a 

una superficie cuadrática en la forma: 
n 	 y1  

donde las 	2i son los coeficientes de la forma lineal 	(x) • 

Si suponemos que sólo los coeficientes X 11 — ) 2'r 

de la forma cuadrática son distintos de cero, podemos escribir: 

Vl Jr 2_ 25 v‘ is 
y haciendo la sustitución 

1 	
4)...)r) 

4; 

 

la ecuación de la superficie cuadrática queda: 

( r41  )4. r»z ( Y\ tz)z-1- • - + 	r  yk 'Sl_ 2 1v44  yi r44-1- 	4- 2 1„, VI, \< 

donde ya no aparecen los términos cuadráticos correspondientes 

a 	V 	(con 's) = r+4)...)  Y1 ) pues supusimos que las -2. r+4,...)  

eran cero; 	es una constante. 

Si las 	 Qn 	son iguales a cero, obtenemos 

la llamada "ecuación canónica de una superficie central"(1) 

(\11 2  "E X ( 	\24-  ° 	2‘r (V\  'Ir 	\S  .= 
o botando las primas, 

X1 Vtit 	2L.2 	•-- -k-v)1  + 	o (1)! 

Si 1K -.*o Kr=r , la superficie se llama no-

degenerada. Estudiaremos a continuación este tipo de superfi-

cies. 

(1) El centro de una superficie de este tipo es el punto cuyas 
coordenadas son Yk-.7.2.Y1z-n. 	yNy  =: o 	 y se 
puede demostrar que es único. 



Ai 
C(1 

A.41  
( K =2i 5 

Nz  
1 	(una hipérbola) 

VII 

oil 

( K=1) 

(una elipse) 
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La ecuación (1) para una superficie central no-degenerada 

tome la forma: 

v‘,; 	-x2v\ + • 
(2) 

o la forma: 

	

± Y1,1 	" 	 n= 

	

94 	Cy, 	 C12:„ 

donde hicimos la sustitución 

Ckir_ 
	sx, 	

( Á= 4 1z)---)1/4 ) 

Las 61,i, 	se llaman los semi ejes de la superficie. 

Si renumeramos las coordenadas de manera que los términos 

positivos aparezcan primero, tenemos: 

2 lit 	 YIK "1/14  

r, 2. 	 C( 7-  

  

 

(3) 

Por lo tanto, existen " h " tipos de superficies centra- 

les no degeneradas, correspondientes a los valores 	11 2 ,—j\ 
Analizaremos ahora los casos en que Y1= 2. y wr. 3 

para obtener las características de las superficies correscondien- 

tes a distintos valores de K. Luego generalizaremos al caso 

de V\ dimensiones. 

CASO 1: Si 111----2, obtenemos las siguientes "superficies": 

CASO 2: Si A-72."; , obtenemos las superficies: 
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(K .-z: 5) 

La superficie para kt---  4 	es un hiperboloide de dos ho- 

jas. En forma gráfica: 

n4 

La superficie para K = 2 
	

es un hiperboloide de una 

hoja. En forma gráfica: 

ni 



La superficie para K = 3 es un elipsoide. En forma 

gráfica: 

n4  

Notamos que en el hiperboloide de dos hojas ( is<t: 4 ) 

existe un par de puntos que no se pueden conectar entre sí por 

una curva contínua sobre la superficie (un punto en una de las 

hojas y el otro en la otra). En el hiperboloide de una hoja 

( K=Z ), dos puntos cualesquiera se pueden hacer coincidir 

haciendo un desplazamiento continuo sobre la superficie; 

sin embargo, existe una curva cerrada (por ejemplo la curva 

alrededor del "cuello" del hiperboloide), que no se puede de-

formar en forma contínua en un punto. En el elipsoide ( Kiw3 ), 

dos puntos cualesquiera pueden hacerse coincidir por medio de un 

desplazamiento contínuo y toda curva cerrada sobre la superficie 

del elipsoide puede deformarse en forma contínua en un punto. 

Para generalizar las observaciones anteriores al caso 
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de In dimensiones, es necesario dar las siguientes definicio-

nes: 

DEFINICIÓN  2: Una figura geométrica A es homeomórfica  

a una figura is 	si existe unnapeo bicontínuo de los puntos 
de A en los puntos de B 

DEFINICIÓN  1: Una figura A sobre la superficie IFIS 

homotópica a una figura 5 sobre la misma superficie, si la 

figura A puede mapearse en la figura z 	por medio de una 

deformación contínua, durante la cual la figura 	A 	siempre 

permanece en la superficie. 

CASO 1: Si el espacio pl  en el que está definida la super- 

ficie central no degenerada tiene dimensión n 	, las superficies 

correspondientes a los valores tie- 

nen la siguiente propiedad distintiva: 

Propiedad 1: En la superficie central correspondiente a 

k , cada parte de la superficie que es homeomórfica a una 

esfera ( 	)- dimensional es homotópica a un punto; pero 

sianpre existe una parte de la supeficie que es homeomórfica a 

una esfera K -dimensional y que no es homotópica a un punto. 
El significado de la propiedad 1 puede entenderse mejor si 

se aplica de nuevo al caso VI c 3 	Lo que nos interesa aquí 
es lograr una comprensión "intuitiva" de esta propiedad. Con 

esto terminamos el estudio de las superficies centrales no dege-

neradas. 

Si en la ecuación (1), K-4 o & V*7-"". 	 tene- 

rnos : 

r-A, 4 Y\ #514- X-2:ntz -V • ' • 4" 	V‘71- 	° 	) 



Esta ecuación representa a una superficie central degene-

rada. Este tipo de superficie se llaman cónicas. La razón es 

la siguiente: si el punto ( Y14  ) Yli 	) Vl n  

satisface la ecuación (4), el punto ( 	 tnn 	) 

también LA satisface para todo í (i.e., la ecuación es homo-

génea); esto significa que la superficie está formada por líneas 

rectas que pasan por el origen (en 3 dimensiones es un cono). 

SECCIÓN II 

EL GRUPO DE LORENTZ 

DEFINICIÓN 1: Sea r))4"  un espacio de 4 dimensiones, 

X 7--  ( 	) X1 X5  ) X,,,) un vector general de 

52- (X) = xt*xl.*)(3-- 
una forma cuadrática definida en este espacio. Cualquier trans-

formación lineal W= c(sx que deje esta forma invariante (i.e. 

tal que 	Sz  (XI  ) = G2  (X) 	) se llama una transformación 

general de Lorentz. 

a  La matriz correspondiente a la forma cuadrática S(X) 

4 O O c) 

O ik O O 
O O l 

O o O —1 

Bajo cualquier transformación lineal c¿ , la matriz 

le se transforma en la matriz % I Pc 	• (1) Si c; es una trans- 
formación general de Lorentz tenemos entonces que: 

(1) Cir es la matriz transpuesta de ci  . 
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97 	I 
	

(2) 

Es evidente que el conjunto de todas las transformaciones 

generales de Lorentz forma un grupo con la operación producto de 

transformaciones, ya que, de la fórmula (2), podemos concluir 
tr;11 

que 	DE:T 	 , esto es, existe el inverso de el 	) 

que es obviamente una transformación general de Lorentz, y ade-

más el producto de dos transformaciones generales de Lorentz es 

una transformación general de Lorentz. Este grupo se llama el 

grupo general de Lorentz. 

z  Volvamos ahora a la forma cuadrática G )<) 	. La 

ecuación: 

SS(X) = 514.y., x5-Y,z0 	
(3) 

define un cono
(1) en F.)4 , que tiene como eje el eje Y.o • 

Llamaremos a este cono el "cono de luz" y al eje V,e1 	el 

eje temporal. 

El cono de luz divide a 0 en tres regiones: la región 

externa donde Cj Z (X) p 2  y dos regiones internas 	(X) LO 1 )(05 

y 	S1  (X) <,0 	X o  < O 	
. Toda transformación general 

de Lorentz deja invariante al cono de luz y su región interna 

(y externa). Sin embargo, en general no deja invariante cada 

región interna, esto es, puedemapear puntos de la región inter- 

na G2(X)< O, )(o> O 	 en la región 57(X)).0, 

?(/- 	y viceversa. Una transformación general de Lorentz 

que deje invariantes las tres regiones señaladas se llama una 

(1) ver Sección anterior 
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1 
	

(2) 

Es evidente que el conjunto de todas las transformaciones 

generales de Lorentz forma un grupo con la operación producto de 

e, de la fórmula (2), podemos concluir 
( 4, 

, esto es, existe el inverso de 93) 

transformaciones, ya qu 

que DET. -= 1 

que es obviamente una transformación general de Lorentz, y ade- 

más el producto de dos transformaciones generales de Lorentz es 

una transformación general de Lorentz. Este grupo se llama el 

grupo general de Lorentz. 

Volvamos ahora a la forma cuadrática G2  )() 
	

. La 

ecuación: 

St(X) — 4 4. 	 (3) 

define un cono
(1) 

en 	que tiene como eje el eje x. • 
Llamaremos a este cono el "cono de luz" y al eje )1:,0 	el 

eje temporal. 

El cono de luz divide a p;4  en tres regiones: la región 

externa donde 9).1(X) (> y dos regiones internas 	(X) .¿.() Í  ‘X05 

y 	
52(X)CÓ  9 Xo < O 
	Toda transformación general 

de Lorentz deja invariante al cono de luz y su región interna 

(y externa). Sin embargo, en general no deja invariante cada 

región interna, esto es, pueflapear puntos de la región inter- 

na G2(X)<0, )C,5 O 
	 en la región 52(X).50 

X.,;( O 	y viceversa. Una transformación general de Lorentz 

que deje invariantes las tres regiones señaladas se llama una 

(1) ver Sección anterior 
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transformación de Lorentz.(1)  Es claro que las transformaciones 

de Lorentz forman también un grupo; este grupo se llama el grupo 

completo de Lorentz. Las transformaciones de Lorentz que tienen 

determinante igual a uno se llaman transformaciones de Lorentz 

propias y también forman un grupo, el grupo propio de Lorentz.(2) 

Si al grupo propio de Lorentz le añadimos la "reflexión es- 

pacial" 
	

con matriz 

 

-1 0 0 0  

O - A O 

O 0 - A o 

O o o 1 

 

  

y todas las transformaciones de la forma 5<3 donde es una 

transformación de Lorentz propia, obtenemos el grupo completo de 

Lorentz. Esto es así pues si h 	pertenece al grupo completo 

de Lorentz y 	DE-r. nt --A 	G 	pertenece al grupo pro- 

pio de Lorentz pues DET. (511) r- 4 	; cono vi .= 5 (S h) 

tenemos entonces que toda transformación de Lorentz con determi-

nante -.1 , es igual al producto de una reflexión espacial y una 

transformación de Lorentz propia. En forma similar, si al grupo 

completo de Lorentz le añadimos la "reflexión temporal" ± con 

matriz 

(1) De la definición de la transformación de Lorentz es evidente 
que esta conserva la dirección positiva del eje y,0  

(2) o simplemente grupo de Lorentz. 



o o o 

O + 	o 0 
o o +1 0 
o O O 

y todas las transformaciones de la forma t 9 donde g perte-

nece al grupo completo de Lorentz, obtenemos el grupo general de 

Lorentz. 

Por otra parte, a cada rotación 95 --t. 	K 

en PI
3 

le podemos asociar en forma natural la siguiente trans-

formación de Lorentz propia en 17,4  

X4 = 	41 X1 4. (14z. 	+'I43\3 

(4) 
\j( 	 2 4 X1 + lYz:z )(7. 	z3  \i/ 3  

Y 3 	31 X1 	
d 3Z vz i (113 \/(3 

Y o 
xo  

Podemos decir entonces que el grupo de rotaciones en 3 

dimensiones es un subgrupo del grupo propio de Lorentz. 

En el resto del capítulo trabajaremos solamente con siste-

mas de coordenadas ortogonales. Un sistema de coordenadas orto-

gonal se define como aquel sistema en el que la matriz de la 

Z forma cuadrática 	,, (y.) 	tiene la falta r. Es claro enton- 
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ces que toda transformación lineal que transforme un sistema orto-

gonal en otro es una transformación general de Lorentz y que toda 

transformación general de Lorentz lleva un sistema ortogonal a un 

sistema ortogonal. 

Para terminar la sección estudiaremos las superficies en ks4 

que son transitivas con respecto a los grupos de Lorentz. 

DEFINICIÓN 2: Si un grupo G de transformaciones actúa 

en un espacio P? 	Una superficie es una superficie transitiva 

para 	si toda transformación del grupo la deja invariante y 

si cualquier punto de la superficie puede llevarse a cualquier 

otro punto de la superficie por una transformación de (S . 

Para el caso del grupo de rotaciones en tres dimensiones, 

estudiado en e] capítulo anterior, las superficies transitivas son 

esferas con centro en el sistema de coordenadas. 

4 Investigaremos ahora las superficies en 	n , transi- 

tivas (o superficies de transitividad) para el grupo propio de 

Lorentz, el grupo completo de Lorentz y el grupo general de 

Lorentz. 

Como toda transformación de Lorentz deja invariante la for- 

ma cuadrática 	(X) -= X.14 4 	* 1 -X 1 

las superficies definidas por la ecuación 

ConcaTAgrEb. 

se transforman en ellas mismas ante una transformación de Lorentz. 

Estas superficies pueden ser de los siguientes tipos:
(1) 

1. 	2.(X)= C C° 1 \hl 	 (la hoja superior de 

un hiperboloide de dos hojas). 

(1) Ver Sección I. 

(5) 
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2. SZ (x) = c 	)( o  z. o 
este hiperboloide). 

3. G2  (X) 	) Xo > C  

cono de luz). 

h. 	G2(X) _o ff  ñ o.Co 

del cono de luz). 

(la hoja inferior de 

(parte superior del 

(la parte inferior 

5. S2(X) 	c -7  o (un hiperboloide de una hoja). 

6. )1( o = X /S = )(2 	"="-- o 	(el origen de coorde- 

nadas). 

TEOREMA 1: Las superficies 1 a 6 son superficies transiti-

vas con respecto al grupo propio de Lorentz. 

DEMOSTRACIÓN: Consideremos el plano ( 'Ao )1.3). Por medio 

de una rotación (una transformación de Lorentz propia que deja 

invariante el eje Yo) podemos llevar todo punto en el semipla- 

	

no ( )(o X3 ); )(3 0 	a un punto en el semiplano ( )(o X3) 

. Intersectemos ahora las superficies 1 a 6 con el semi-

plano )(3  > o ; obtenemos las siguientes curvas: 

1. La rama superior de la hipérbola: 

7•cl — \I(.3 	C 	i(o> o  

2. La rama inferior de la hipérbola: 

ñó —)(3 C )0 
3. La asintota superior: 

Y?)  = \L3 	\b0)C5  

4. La asintota inferior: 

'co «7.- —Y3 ; 
5. La rama derecha de la hipérbola: 

2 	7 
\ti, o  —1 	C. <O • \i(3 



6. El origen de coordenadas: 

)(0  = 

En la siguiente figura se pueden ver estas curvas en formas 

más clara: 

Toda transformación de Lorentz propia que actúe solamente 

en el plano ( yo y3  ) deja cada una de las curvas 1 a 6 inva-

riantes (pues deja invariante la forma cuadrática). Cualquier 

punto en una de las curvas puede ser llevado a otro punto en la 

misma curva por una transformación de este tipo. Por lo tanto, 

las curvas 1 a 6 son curvas transitivas respecto a las transfor- 
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naciones de Lorentz propias que actúan en el plano ( )(o )(3). 

Estas transformaciones se llaman "tornillosnhiperbólicos en el 

plano ( O v3).9 y se simbolizan por 	.10  3 ' 

Cualquier plano 	que contiene al eje X o corta a 

las superficies 1 a 6 en curvas del tipo 1 a 6. Los tornillos 

hiperbólicos en el plano S actúan transitivamente en tales cur-

vas (estos tornillos hiperbólicos son transformaciones de Lorentz 

propias que dejan invariante al plano S ) 

Consideremos ahora dos puntos .A4 & A Z  sobre una de 

las superficies 1 a 6 en 	R4  . Robamos estos dos puntos para 
que coincidan con los puntos Z4---  Ui  hál  y V) 

que están en el semiplano ( )(e  )(3)1  y370 
	

( VA gir 

son rotaciones). Como 	(,),5 	(,) 	son rotaciones (i.e. 

transformaciones de Lorentz propias) dejan invariantes a las 

superficies 1 a 6. Por lo tanto, '54  g a z 	están en 

una de las curvas 1 a 6. Eáto significa que puede llevarse 

uno al otro por la aplicación del tornillo hiperbólico 13 . 

Z = 	Sts 

Podemos concluir entonces que la transformación de Lorentz 

propia 
	

q z- u-2.1 ,( 03 	lleva 

por lo tanto que las superficies 1. a 6 

con respecto al grupo propio de Lorentz. 

La reflexión espacial s transforma )(4 a — 

\ 3 a v3  y deja yo  

invariante. Es claro entonces que S deja invariante la for- 

ma cuadrática y consecuentemente las superficies 

4 a Az 	 Y 

son superficies transitivas 
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1 a 6. Podemos concluir entonces que las superficies 1 a 6 

son también superficies transitivas respecto al J'upo completo de 

Lorentz. Como la reflexión temporal -t intercambia las dos 

hojas del hiperboloide de dos hojas y la parte superior e infe-

rior del cono de luz, las superficies transitivas respecto al 

grupo general de Lorentz se reducen a las cuatro siguientes: 

1. Hiperboloide de dos hojas: 

\t 	)(.1-  \‘1-7:-5 — C7o 
2. El cono de luz: 	Xo — 	\icl- >423 --- o 
3. Hiperboloide de una hoja: 

4. El origen de coordenadas: 

/(o -- X1 Xz 3 o 

Como ha sido demostrado ya anteriormente, dado un punto 

cualquiera A en la rama superior del hiperboloide de dos hojas 

`a—k1— Xz. —  X; ^ 4  xo>° (6)  
siempre existe una transformación de Lorentz propia que lo mapea 

en cualquier otro punto en la rama superior de este hiperboloide, 

en particular en el punto 0(4) 0)0) 0) 
Una de estas transformaciones es el tornillo hiperbólico 	oA 

que actúa en el plano ( 	 ). Sin embargo, es claro 
que existen muchas otras transformaciones de Lorentz propias que 

mapean A en 
	

Dos transformaciones que satisfagan la 

condición anterior difieren entre sí por una rotación U . 



Por lo tanto, podemos escribir toda transformación de Lorentz 

propia 1 que mapee el punto A en el punto o 	COMO: 

t.- u slol, 

donde U es una rotación y 
	

9oA 
	el tornillo hiperbólico 

en el plano 
	

Yo A ). Es claro entonces que una transforma- 

ción de Lorentz propia queda determinada por un punto A en 

la rama superior del hiperboloide (6) (precisamente el punto que 

dicha transformación lleva al punto 0 ), el tornillo hiperbólico 

cr,,a1/4  que lleva A a 
	
0 	y finalmente la rotación u . 

Es decir que toda transformación de Lorentz propia queda definida 

completamente por el par ( 	A ) donde U es una rotación 

Y A un punto en la rama superior del hiperboloide de dos ho-

jas (6) (pues el tornillo hiperbólico (lo & está completamente 

determinado por el punto A ). Podemos escribir entonces: 

Se sigue inmediatamente que el grupo propio de Lorentz se 

puede parametrisar con 6 variables: tres variables que determi- 
nan a la rotación U 	(ejemplo: ángulos de euler) y tres va- 

riables independientes que determinan al punto A (ejemplo: 

las coordenadas 	):4)  )(2 	y.3  Dt A 	 ). 

Podemos concluir tambión que el grano propio de Lorentz 

es conexo, i.e. que cualesquiera dos elementos del grupo pueden 

unirse por una curva contínua. Este hecho se desprende inmedia-

tamente de la conexidad del grupo de rotaciones y la conexidad 
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de la rama superior del hi:erboloide de dos hojas (.4. 

Teixmcriaremos cata Lección investigando las componentes 

conexas del grupo completo de Lorentz y el grupo general de 

LGrentz. 

II2TOn 2: Una componen te conexa de un grupo continuo 

es un subconjunto conexo que ao está contenido en obro subconjunto 

conexo distinto do ól mismo. 

?W;U1112‘ 2:L grupo ore-4 e es u a componente conexa del 

grupo general de Lorentz. 

Din 3 ACiÚiv lingmn subconjunto del grupo general de 

Lorentz que contenga al grupo propio de Lorentz puede ser cone-

xo, pues tal subconjunto contendría transformaciones 

que alteran el sentido del eje 	x o 	o que tienen 

deberminaote igual 	 ; como toda transformación de 

Lorentz propia conserva el sentido del eje y y tiene o 

determinante igual a 1, es evidente que no _sede existir una 

curva continua que conecte una tra»zsibrmación de Lorentz propia 

con una que ir:Tina-Un el sentido de 	yo 	o que tenga determi- 

nante igual a 

T:071.5121 conjuntede todas Las transformaciones de 

la Poma SO donde 	es la reflexión espacial y 	es una 

transformación de Lorentz propia forma una componente conexa. 

DF.21:K).7MpC1.1.  : El conjunto de todas las transformaciones 

de la forma sq es el conjunto de las transermaciones de Lorentz 
con determinante igual c1 — K 	Es claro que este conjunto 

es conexo, pues dos elementos cualesquiera 	
01 

« f,„ co c-A
2 
 pueden 
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conectarse por una curva contínua, ya que %k & Qz 	pueden 
conectarse de esta manera. La demostración de que este conjunto 

es una componente conexa es idéntica a la demostración para el gru-

po propio de Lorentz. 

Podemos concluir entonces que el grupo completo de Lorentz 

está compuesto per dos componentes conexas: 

La reflexión temporal 	E 	produce de manera similar 

otras dos componentes conexas del grupo general de Lorentz; una 

componente que consiste de todos los elementos de la forma -eel 

y otra componente que consiste de todos los elementos de la for- 

ma t 	= % , donde 
	es una reflexión completa en g.. 

En resumen, el grupo general de Lorentz consiste de cuatro 

componentes conexas: 

1.  El grupo propio Go 	) 

2.  La componente 

de la forma S 

S (lo 	que consiste de todos los elementos 

donde 	G 
3.  La componente t 	(de elementos t 	) 

4.  La componente t S 	(5, 	(de elementos t. 	) 

Con este análisis terminamos esta Sección. En la próxima 

Sección estudiaremos las representaciones del grupo de Lorentz. 

SECCIÓN III 

LAS REPRESENTACIONES DEL GRUPO DE LOREITZ 

En el capítulo 11 dimos algunas ideas de la teoría de re-

presentación. La consideración de representaciones de dimensión 

finita fue suficiente pues todas las representaciones irreducibles 

del grupo de rotaiones son de dimensión finita y cualquier otra 



representación puede resolverse en una suma de componentes irre-

ducibles. 

En el grupo de Lorentz existen representaciones irreducibles 

de dimensión infinita. Por esta razón, daremos algunas nuevas de-

finiciones de las ideas generales de la teoría de representación 

de grupos. Esto es, generalizaremos las ideas presentadas en el ca-

pítulo II para poder estudiar las representaciones de dimensión in-

finita. 

DEFINICIÓN 	Sea Fi  un espacio normado. Una correspon- 
dencia entre los elementos % del grupo 6 y operadores acota-

dos Tr-,1  que actúan en P\ que satisfaga las siguientes condicio-

nes: 

1. Te 	(donde e es el elemento idéntico del 

grupo 	y 	11 	es la identidad) 

2.  
TeAkcs1  ,--- Ti 4. Tq, 

3. si 	17(fi es un funcional lineal acotado en pl  
entonces para 4 fija, depende en 

forma contínua de 

se llama una representación lineal del grupo (.; 	en TI  

Si p, tiene dimensión finita, la representación se llama fini-

ta. 

DEFINICIÓN  2: Una representación es unitaria si actúa en 

un espacio de Hibert y si los operadores de la representación son 

unitarios. 

DEFINICIÓN  1: Una representación 	que actúa en un 

espacio % es irreducible si 121  no tiene subespacios cerrados 
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invariantes ante los operadores T.  de la representación y 

si cualquier operador acotado A que conmuta con todos los 

operadores TA  es un múltiplo de la identidad: A -= it 
TEOREMA 1: Todo operador lineal A que actúa en un espacio 

de dimensión finita p, y que conmuta con un conjunto de operado-

res, es un múltiplo del operador identidad si y solo si este con-

junto es irreducible (i.e. si no existen subespacios no triviales 

invariantes ante todos los operadores del conjunto). 

DEMOSTRACIÓN: Sea 	un eigenvalor de A  (como lo hemos 

venido considerando, el espacio P-)  en el que actúan los operado-

res es complejo), y sea P.14  el subespacio de los eigenvectores 

del operador A correspondientes al eigenvalor 	a 	. Tene- 

mos por lo tanto que: 

X c Pm 
Es claro que V114 no es vacío. 

Sea )( un vector arbitrario en 9-N A  y T% uno de los 

operadores del conjunto irreducible. Cono A conmuta con T%

tenemos que: 

ATcá 	 T "?L})( = "x -YTY 

lo que implica que 755 ) pertenece a V),/ . Por lo tanto, 9 

es invariante ante los operadores 	. Como el conjunto de 

operadores --1-7-%  es irreducible, tenemos que ?),1 tiene que ser 

un subespacio no trivial. Sin embargo, vimos que A no es  
vacío. Por lo tanto, 	= 	y tenemos que 

pmz„ topó X 12, 
lo que significa que 
	

A 	i; • 



La demostración en el otro sentido es clara. Solamente 

tenemos que construir un operador lineal que conmute con un 

conjunto reducible y que no tenga la forma 	. No hare- 

mos esta construcción. 

El teorema 1 nos muestra un hecho muy importante: las dos 

condiciones dadas en la Definición 3 para una representación irre-

ducible son equivalentes. 

Si la representación 	"N que actúa en el espacio 

pl  es reducible entonces, generalmente, VI se puede descom-

poner en una suma de subespacios invariantes IPINK en cada uno 

de los cuales la representación el-bircl  induce una representación 

irreducible. Denotaremos la representación inducida en hl< 

(K\ 
Por T% • Las representacicnes 	Tr 	se lla- 

man las componente irreducibles de la representación 	Tcá . 

Procedemos ahora, después de haber hecho las modificaciones 

necesarias a las ideas presentadas en el capítulo II, al estudio 

de las representaciones del grupo de Lorentz. No utilizaremos 

todas las definiciones dadas anteriormente; algunas aparecen 

sólo por razones de completitud. También es necesario anotar 

que el análisis que haremos de las representaciones del grupo 

propio es más limitado que el hecho para el grupo de rotaciones. 

En el capítulo II introdujimos para cada representación 

del grupo de rotaciones, las matrices A4, A, , A3  
de las rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes de 

coordenadas X Y1 ti X 3 . Probamos también que estas 

matrices determinan en forma única a la representación. 
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La demostración en el otro sentido es clara Solamente 

tenemos que construir un operador lineal que conmute con un 

conjunto reducible y que no tenga la forma -XI_ . No hare-

mos esta construcción. 

El teorema 1 nos muestra un hecho muy importante: las dos 

condiciones dadas en la Definición 3 para una representación irre-

ducible son equivalentes. 

Si la representación cs, 	TI que actúa en el espacio 

es reducible entonces, generalmente, F‘ se puede descom-

poner en una suma de subespacios invariantes FINic en cada uno 

de los cuales la representación %-sírl  induce una representación 

irreducible. Denotaremos la representación inducida en PvIc 

(K) 
por Tcrl 	Las representaciones 	-y% 	se lla- 

man las componente irreducibles de la representación 	"Y% • 

Procedemos ahora, después de haber hecho las modificaciones 

necesarias a las ideas presentadas en el capitulo II, al estudio 

de las representaciones del grupo de Lorentz. No utilizaremos 

todas las definiciones dadas anteriormente; algunas aparecen 

sólo por razones de completitud. También es necesario anotar 

que el análisis que haremos de las representaciones del grupo 

propio es más limitado que el hecho para el grupo de rotaciones. 

En el capitulo II introdujimos para cada representación 

del grupo de rotaciones, las matrices A, A , A 2  , 

de las rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes de 

coordenadas XA 1  Vi  ti  .)( 3  . Probamos también que estas 

matrices determinan en forma única a la representación. 
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A continuación construiremos los operadores emálogos para el 

grupo propio de Lorentz. 

Sabemos que toda rotación en el espacio de tres dimen-

siones la podemos expresar como el producto de tres rotaciones: 

una alrededor del eje V:3  (en el plano (X4 :z.) 	), otra al- 
Xz 

rededor del ejej(en el plano (X4 \iL3) ) y finalmente otra al- 

rededor del eje ")(3  (en el plano ...X.4V2,) 	). 

En forma similar podemos expresar toda transformación del 

grupo de Lorentz como el producto de seis transformaciones es- 

peciales: una transformación en el plano (Y.4 y2) 	que 

no altera las coordenadas )1.3  y V,4  y cinco transformaciones 

similares en los planos 
	

)(0‘)(3) D(2)(3), ()(4YrD) ) V2)(0) 

( 	. A continuación daremos la forma de tales trans- 

formaciones y demostraremos adelante que cada transformación de 

Lorentz propia se puede escribir como un producto de éstas. 

La transformación en el piano U{kyz) 	debe tener la 

forma: 

Esta transformación (por pertenecer al grupo de Lorentz) 



74-  A7"\4 no altera la forma cuadrática 	W 	 . Por lo 

tanto es una rotación en el plano ()(AVz) en algún ángulo 

Podemos escribir entonces la matriz de la transformación así: 

14z. (T1= 

cos 	5-nki 

— Sag kf 	c,bs 

o o 

o 

o o 

A 	o 

o 	
O 	A 

En forma similar obtenemos las matrices para las trans- 

formaciones especiales en los planos ()(4 V3\ Y H(1)(35 

cos y o sE14(f o 
o 4 o o 

—Set 1 /4? o C.bs 	it? o 

o o o 

(141 

92% 

o o o 

o Cos S-ci$ f o 

O - St1.1 y cm y o 

o o 0 4 
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Las matrices de 

Las matrices 

son similares. 

(iIK cl1 y2.13) forman un 

- 

La transformación en el plano no cam- 

bia las coordenadas )(4 YZ 	y deja invariante la forma 

cuadrática 	%Z• — Xó . La matriz correspondiente tiene una 

forma análoga a las anteriores, con la diferencia de que está 

expresada en términos de funciones hiperbólicas:
(1) 

1 o o o 

o 1 o o 
103= o o ch C sv\ 

o 0 Sha 01y 

subgrupo monoparamétrico del grupo de Lorentz, con. la  ley de 

composición definida por: 

C AK `Ti1) Ly, (Tz.) 	 (1z) 

Como sabemos, si 	es una rotación en el espacio tridi- 

mensional, podemos escribir: 

donde 
	

294 , 	T 	%Dz 	son las rotaciones corres- 

pendientes a los ángulos de &Ger 91 W 4,5  Oz 	• 

Demostraremos ahora que todo elemento 	del grupo 

propio de Lorentz lo rodemos escribir en la forma: 

d o3 Uz 

donde 04  gl  ut 	son rotaciones y d o3 es el tornillo 

(1) es el tornillo hiperbólico 03 • 



hiperbólico en el plano (`1,011) . 

Habíamos demostrado anteriormente que toda transformación 

de Lorentz propia tiene la forma 

donde U es una rotación y cl 	el tornillo hiperbólico en 

el plano (Y. A) . Podemos expresar cdo A en la forma: 

-4 
clok = 00A c.. 03 Un A. 

donde U0A es la rotación que lleva el plano No  Al al plano 

No X3) . Esto es claro pues el plano (x. 	contiene al 

eje X.1, (lo que significa que podemos efectivamente hacer una 

rotación que lleve (Xo A) 	a ( Y.0 X3) 	). En otras pa- 

labras: mediante la rotación Uois, llevamos el. plano ()CO A) 

al plano 1 /4. X o X3) ; luego mediante el tornillo hiperbólico 

llevamos el punto imagen de A ante la rotación 

anterior al vértice del hiperboloide Gz(K)=-A , y final- 
1 

e) o A regresamos al pla- 

no (X 0  4) . Por lo tanto podemos escribir: 

U U 404 „ 1) 
	

U4 q03  (-52. 

donde V= U U04 A 	
1 	Uz 	U() J\ 

Podemos escribir las rotaciones u4Y Uz 	en la forma: 

Uk J 	Z ( ( '4) (311 U i) cS42 (OZ) 

Z 	C3 4/ (M) c A3( (.919k2. (9gz) 

mente, mediante la rotación inversa 

y finalmente, podemos representar toda transformación de Lorentz 



propia, 9  , en la forma: 

942.  (G,j) 	VS)I) 	4J9,) 903(t) c542,(69:i) C3,1bP?") 91z(ol ) 

donde q4,a ) q4/ 	qó3 

subgrupo monoparamétrico definido anteriormente. Las transfor- 

maciones 	J;1(  ( Á K ..+. 0) 	se llaman, simplemente, "tornillos". 
,` 

Construiremos ahora los operadores infinitesimales para las 

representaciones del grupo propio de Lorentz. 

Sea 	J 	Tg una representación del grupo de Lorentz. 

Es claro de lo anterior que podernos considerar a los operadores 

pertenecen al 

7,—il„cc(9) = —v.k(ts') como funciones del parámetro 

Sea f, un vector cualquiera en Y1 (el espacio de la represen- 

tación). El tornillo 	iK (A) 
	

"lleva a 	" al vector -Vil(  (.,0". 

Podemos escribir entonces: 

y ( ) - = 	(T) — 
Supondremos que los límites 

(TiK cT)—E) 

existen para todo 	),( = 0,4'1)3 	iz- K . 
Definimos los operadores: 

A ix 
`5)--Y) 

(Tok ((SI- E_“  = nox  

( 



Los operadoresA 	5. cc llaman los operadores dIK 	AY,  

infinitesimales de a representación 	 • 	A tiK  

114, describen tornillos infinitesimales en los planos LA.i  )(y.) 

(tornillos ordinarios) y (yi  ,,( 0) (tornillos hiperbólicos) 

respectivamente. 

Los operadores AA/ AISS,Az3 corresponden a las 

rotaciones tridhaensionies. Fn efecto: 

A A = A  Z5 

A\ t =A A3 

A3 7= 

donde A4 )  A, , A, flieron dadas (para el caso de tres 

dimensibncs) en el capítnT II. 

das reacione de conmutación son: 

E A42. ) 	 A -L3 

4z At = 443 

[A 43 A, -S 	— Ak2. 

• 

Las relLciones de conmutación para los otros opera-

dores infinitesimales son: 

1) 2 



[Ala, 63 	, o 

N A3 13 q_ - 63 

4'3 	\3 z, 	= 

[1\ A3 53 

U&7.3 

[_A,„ ) 	] 	- 1B2 

531 

A 42. 

A43 

A a3  

y se obtienen de manera similar a las relaciones (2). 

Al igual que para el caso de rotaciones en tres dimensio-

nes, es conveniente definir las siguientes combinaciones de 

los km,K ‘s LOS 1S L 

1-7_ 	ti  

- Ak3 

13 4  



o 

o 

o 
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\—k 3  

 

(4) 

  

¶, 

  

   

y utilizando las relaciones (2) y (3) se puede demostrar que: 



_ no _ 

De la definición de los operadores 	1-\ - 1-\ 3  ) F+) 

se sigue que todo subespacio p,,)1 de 	pi, que es invariante 

ante la representación 	 , es invariante ante estos 

operadores y que todo subespaco 	invariante respecto a es- 

tos operadores es invariante ante la representación cY, Tc) 

Por lo tanto, la representación 05-:  T5 es irreducible si y 

sólo si el espacio 12)  en el que actúa es irreducible ante 

los operadores 	1-kk \-\__ 1  14.5)-r-4  ) 	I  fr,)  

Antes de dar la forma que tienen los operadores (4) para 

las representaciones irreducibles del grupo propio de Lorentz, 

haremos algunas consideraciones importantes. Es evidente que 

cualquier representación 	Tdel grupo propio de Lorentz, 

que actúa en el espacio 9-1  , determina en forma inmediata una 

representación del subgrupo de todas las rotaciones. Esta re-

presentación la obtenemos al seleccionar los operadores Tcsi 
n i 

correspondientes alas rotaciones 	. La representación 

(31  es en general reducible (esta es la situación 



normal en las representaciones del grupo de rotaciones). Sin 

embargo, podemos descomponer el espacio fl)  en el que actúa, 

en una suma de subespacios invariantes PI1 en cada uno de los 

cuales tenemos una representación irreducible de peso Q del 

grupo de rotaciones. Asumiremos que si la representación 	Tg 

del grupo propio de Lorentz es irreducible, entonces no existen 

dos subespacios 	con el mismo peso en la descomposición arri- 

ba sefialada. Esta última consideración nos permite numerar los 

9-12  por el índice 1 

Seleccionemos ahora una base canónica /r5 tyn en cada 

uno de los subespacios '1\1  . (Como en 9Nt tenemos una repre-

sentación irreducible del grupo de rotaciones, los gtysi  son 

los eigenvectores del operador ‘42  , ceno en el capítulo II.) 

Es claro entonces que el conjunto de todos los vectores 1,1 
11.)9115 

forma una base para todo 12-1  , pues vimos en el párrafo anterior 

que la suma de los VIII  es 	. Esta base se llama la base 

canónica en y\  

Haciendo uso de los resultados definidos en el capítulo II 

para los operadores 1-14  1-1 1.4
3 	(el caso aquí es completamente 

equivalente por la correspondencia establecida entre las rotacio-

nes en tres dimensiones y ciertas transformaciones de Lorentz), 

tenemos que, para una representación irreducible, estos están 

dados en términos de la base canónica 	tipyl  por: 

1-1 3 	1.461 = VYl QYn  

QYY1 	Ta jcW1)(/-Yili- 4) 

gs?yn — 	(1-Urn1k)( 2-1,4)1 	y1,44 



r  
fa 	4 m 	C/ 	T" `31-A be AkYT\ em 

- CQ+4 
r • 
( D-1)2-  m1 	pr Ayr\ 

C (X -")( 2-Yn-'91  st_1jm.11

—   
A QV(Q-- m)(1 4 YA -W 	st,Y344-4 

Ch4f(kirM+1)( /irw141)]  ge44 ,,,„„41 

+pm  

con lin 	coua siempre, variando entre 

L,erminos de la base 1 g 9.7,ki  son: 

Las exrresiones para firi 	y, 	en 

.1\ív‘ 	--- C2 \i( 9, 41n)( UPM-4 g",  yy1-7 

— Aq\f(D-W1)(/-Y1A-V1)1p, YY1-11 
.1•Bm.•• 

C hkV
r

(t-"+/I) (Q-m -vz) 

A o _  *Atas  
k(z4-1) 

	

C _ 	(22-92(Q2-2'4) 

	

- 	 Q z_ 

Int\ = 	 4--k 1 1 

	

lok-it 	• • • • • • • 

donde: 



Aquí 24  , es un número complejo. (5) & (6) dan la for-

ma de los operadores inrinitesimales(1) para una representación 

irreducible del grupo propio de Lorentz. No haremos la dedicción 

de las ecuaciones (6), pues es muy complicada para las aspira-

ciones de este trabajo. Nos contentaremos con hacer algunas 

consideraciones que se derivan de las formas presentadas. 

Primero, es claro de las ecuaciones (6) que toda repre-

sentación irreducible del grupo propio de Lorentz queda comple- 

taMente definida por el par de námeros /8 y 	.14 	es 

el menor peso que participan la representación irreducible 

y por lo tanto, puede tomar solamente valores enteros o raciona-

les con denominador igual a 2. Este último hecho está justifica-

do en el. capítulo II. El número 94 , es arbitrario. 

El segundo hecho que comentaremos es muy importante. De 

las fórmulas (5) es claro que los operadores 144.1 14 y 1-‘3  

actúan en 1)19 en una forma completamente equivalente a sus 

análogos en tres dimensiones. transforman, estos operadores, 

vectores en Rz  en vectores en P\Q 	Analizando las fórmu- 

las (6) notamos lo siguiente: los vectores pertenecientes al 

(1) Es costumbre llamar "operadores infinitesimales" a los 
operadores A K , 13.4  o a cualquier combinación lineal 
de esta. 

(2) Se dice que el peso 2 participa en una representación 
del grupo propio de Lorentz si la representación inducida 
en el grupo de rotaciones contiene una componente irredu-
cible do peso 1 . 



subesoacio P 	se transforman ante 
	

T3 

en combinaciones lineales de vectores en Q11\2_,1 5  pl e  ,$ p\ J1  

(Nótese la función parecida de los operadores I: 

a nivel de subespacios, con la de los operadores 1-1 a nivel de 

vectores). Es claro también de (6) que si Cc ea o , los vecto- 

res en 1?-) se transforman ante 	f ) en combi- 

naciones lineales de vectores en YlI Q  y 9,e4,1  y que si Clkk=  o , 

se transforman en combinaciones lineales de vectores en 712_4 y 

. De la expresión dada en (6) para CQ , es claro que 

C lo = 	 , donde 	10 	es el menor peso que participa 

en la representación. Por lo tanto, los elementos de Vallo  se 

transforman en combinaciones lineales de vectores en 	V\ /o Y 

Los vectores que pertenecen a la suma de 171 

se transforman ante 	 en combinacio- 

nea lineales de vectores en la suma de los subespacios 	
Q. 

2“/044 	Y P\ Q t,+ 2 
	

Continuando este proceso podemos formar 

la siguiente cadena (finita e infinita) de subespacies: 

.2 \ lb P\ 	*it ?).e04-2 1)) 9c-v1 e a • 
	

(7) 

Es claro que la suma de todos los subespacios en la cadena 

(7) es invariante ante Y 7\1  T 	\A 	& \A Y}
) - ) 	) 	_ 	3 
	. Como 

estamos considerando una representación irreducible, el hecho an- 

terior significa que la suma de los 9. 1 	en la cadena (7) es 

todo 	9-. 	• 

Si la cadena (7) es infinita, es claro que la representa-

ción es infinita; si, por otra parte, termina en un peso máximo 



ro 
, la representación es finita. 

Si la cadena (7) termina en el peso máximo 72 	tenemos 

que CR144 =O 
	

O utilizando la expresión para CR  dada 

en (6) tenernos: 

c1,41   	 ej) (Dr1\2--  21,1  

32. +A 	 4 (r1)41 1-1 

y por lo tanto: 

Ci-"\)2-4° 	
(11-47).— 9.14 	

D 

pero: 
	o O O (14-4)1- Q 4  = 0 

lo que significa que: 

o b 

Como n
Nn 	

es entero o racional con denominador 2, depen- 

diendo de 1. , las últimas relaciones significan que, en una 

representación irreducible finita del grupo propio de Lorentz, 94 

es entero o racional con denominador 2, dependiendo de 1 

Con esto terminamos el estudio de las representaciones 

del grupo propio de Lorentz (o grupo de Lorentz simplemente). 



CAPITULO IV 

LA ECUACIÓN DE SCHRUNDWER 

En este capítulo estudiaremos el grupo de la ecuación de 

SchrUedinger. Antes de entrar de lleno en el.. tema, haremos al-

gimas consideraciones generales sobre la teoría de grupos de 

Lie, pues esta nos dará algunos resultados necesarios para el 

estudio del grupo de la ecuación de Schre;edinuer. (1)  

SECCION 

CONSIDERACIORES GENERALES SOBRE LA TEOR1A 	GAPOS DE; LIE 

Sea 6 un grupo con un número infinito no denwerable de 

elementos que pueden caracterizarse por un conjunto de nl pa-

rámetros reales que varían en forma contínua, ck,t)  tek t,...)cptrn. 

Supongamos que los parámetros del elemento identidad e son 

todos cero y que los m parámetros son esenciales (i.e. no 

codeaos caracterizar cualquier elemento de G con un número 
menor de parámetros). Llamamos a esta parametrización de los 

elementos de 6 un sistema de coordenadas en G . Si 

hE. G , llamamos a las c.( 	las coordenadas de 	en el 

sistema de coordenadas dado. 

Un grupo G 	es un grupo de Lia(2)  de dimensión vn 

si podemos introducir un sistema de coordenadas en 6 tal que 
1. c.4 si 

identidad) 

2. Si VII IC,c1, € 

ki r = r K 4 • 

e 
	

( e el elemento 

y h = K% 1  entonces' 

K m, ,1-. CbT1) 
donde las 

Este grupo se definirá más adelante. 

Estrictamente es un grupo local de Lie. 



_ 07 

son 1.Unciones continuas y diferenciables en una vecindad 

suficientemente pequefía de la identidad y h 
./1 Kr, elr 

son los parámetros de hV, 	a 
) ) .c) 

respectivamente. 

Como ejemplos de grupos de Lie tenemos al grupo de rotacio-

nes tratado en el capítulo II y al grupo de Lorentz tratado en 

el capítulo III. El grupo de rotaciones es un grupo de dimensión 

3 y el grupo de Lorentz un grupo de dimensión 6. 

Consideremos ahora una representación del 

grupo de Lie G . Como un elemento de G queda definido 

completamente por sus parámetros, podemos considerar a la trans-

formación T1  como una función de estos parámetros: 

= T (0,4, Gtz 	,41),=_ Tta) 	(1) 

i.e. cada elemento 
	

( c) de ln matriz 	 es una 

función de las OLA 
" " ibt 	• 

DEDIriielÓN 1: Unn representación es 

dable si todos los elementos -Fi,  (0t4... 
dmÍ 
	de las matri- ) 

ces T1  son funciones diferenciables de los parámetros 0/4  ... )0(ei  

151 operador representado por la matriz cuyos elementos 

están dadcs por 
)T„:< col) 

  

ds 

se llama la derivada del operador AG).) respecto a 01) y 

se escribe 
	

á Tw 
á d.; 

diferen- 

DEDINICION  2: Sea 32 -T
3
una representación diferenciable. 
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La derivada 

i)Tcpic) 

á oLj 
	

d 1- • • i• .̂ o( m 7---. 
	 (2) 

se llama el operador infinitesimal correspondiente al paráme-

tro ok3 . Denotaremos este operador por el símbolo :Y:3 . 

Es claro entonces que el número de operadoras infinitesi-

males de una representación diferenciable es igual a la' dimensión 

del grupo. 

TEOREMA 1: Sean 	7 T & 	-1-1 dos represen- 

).:,aciones del grupo de Lie G que actúan en el mismo espacio 

R • Si estas representaciones tienen los mismos operadores 

infinitesimales, entonces son iguales. 

DEMOSTRACIÓN: Consideremos la función 

(co 	Ttz, c.x) 
	

(3) 

Como Ta, es diferenciable con respecto a los parámetros Ta  
°11, - • -9 dm 	, es claro que ti(%) 	es también diferenciable 

con respecto a estos parámetros. 

Si sustituimos 9
4
)  por c) en (3) y multiplicamos por 

la izquierda por T(v-I) obtenemos: 

T(n) (01)-zz-l-Ifj(sa4))(-----T(Ini.i)x 
	

(4) 

	

pues 01.--j es una representación. 
= 	( csi) 

Si ponemos 	 en (4) tenemos: 

1—(4)Vj 	 l(f) 
	

(5) 

Sean 	oLÁ. (fi 	otÁ (2) & d• (t%) 
	los 
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La derivada 

T(d-) 

á di (2) = • • 	„(,,n  o 

se llama el operador infinitesimal correspondiente a]. paráme- 

tro 013 . Denotaremos este operador por el símbolo = 	. 

Es claro entonces que el número de operadores infinitesi-

males de una representación diferenciable es igual a la dimensión 

del grupo. 

TEORMA 1: Sean 	 dos represen- 

taciones del grupo de Lie G que actúan en el mismo espacio 

R • Si estas representaciones tienen los mismos operadores 

infinitesimales, entonces son iguales. 

DEMOSTRACION: Consideremos la función 

9(c) = Tc/  (.x) 
	

( 3 ) 

Como 	es diferenciable con respecto a los parámetros 

• •, dm 	, es claro que n em es también diferenciable 

con respecto a estos parámetros. 

Si sustituimos 	por cA en (3) y multiplicamos por 

la izquierda por nr(yl) obtenemos: 

T(1n) 	 "T(lij(5s41 X =-\.(11 i1) X 
	

(b) 

pues yilres una representación. 
	( cr) 

Si ponemos 
	

1 
	

en (4) tenemos: 

f•clvj(cri 	1(f) 
	

(5) 

ean 
	

di  (4) 	d Á  (%) 	( 9,) 
	los 
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parámetros que caracterizan a los elementos 	cbi 	41 % 

del grupo (i . Como 	es un grupo de Lie, podemos es- 

cribir: 

(f1,) = 5,.. 	(f),ozzw,„„i„,(-1),..14,,,...,.(„p9(6) 

donde 	es una función contínua y diferenciable. Es claro que 

no depende de la representación. Diferenciando la ecuación 

(5) con respecto ali?) tenemos: 

511— 	11 ( 4'11) 	 ( 1)  I( c51) 	j (f' )  y?) 

= 4 á d. (fa d I-1) 	 ál,t3 (fi 

'{ en la ecuación (7) tenemos que: 

y por lo tanto podemos escribir: 

101\3 (4) 
	

4 I 

Si.3 CV)I:J 	*5  (5= 1,z,..-Jrn) (8) 

Si ponemos 

donde: 

S,:sW 	
() 	

(9) 

(8) es un sistema de ecuaciones diferenciable, sujetas a la 

condición inicial 1(e) = x 	. Esta condición inicial 

viene de (3), pues por ser Tuna representación tenemos que 

T(e) 	(la identidad) y por lo tanto ‘.3(e) = t_y„x • 

Si reemplazamos e por los parámetros que lo representan 

tenemos que: 

1 (r) o, •• 
	

(lo) 



Gisa.= d3=• 	otyn -J. o 

(0L4,0,..., si4  DI•1 101..,10) 	. 	k.c).4 O 
I 2  51=4 

Obtenemos: 

-10C - 

Consideremos ahora 12 ecuación (8) para 	,17:1. 1 	con 

Esta ecuación diferencial junto con la condición inicial 

(10) determina en forma única la función: 

	

`.1 (cLí 	o) 	f,t(01.4) 	(11) 

Enseguida, consideremos la ecuación (8) para 	= z, 

con cA 3  = ot4 	• .. 	0‘ rn 	o 	. Obtenemos: 

nn 
(0L4,d,z,0,—,)  o ) 	 t) t ( C11 j  o‘z,  0). 	° )1: 1:1 (J.401y 0r.. o) 

a Ott 	 4t1 	 A 

Esta ecuación diferencia], junto con la condición (11) 

determina en forma única la función: 

(014,0ta, o, 	, 	Fa  (44,0(z) 

Si continuamos este razonamiento;  podemos concluir que el 

sistema de ecuaciones (8) con la condición inicial (10) determi- 

na en forma única a la función 	(off) ; esto significa que 

los operadores infinitesimales 	1s 1 (5=-. 11•••, vn) 	de- 
terminan en forma única a la representación T(es claro de 

la expresión (8)). 

En la prueba del teorema anterior hemos mostrado, en forma 

implícita, como construir una representación T  a partir de los 

operadores infinitesimales. Podemos pensar entonces que el 

problema de encontrar la representación T se reduce al proble-

ma de encontrar los operadores infinitesimales correspondientes. 
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TEOREMA 2: Los operadores infinitesimales 1115 ( 

que corresponden a una representación T del grupo de Lie 6 
satisfacen las relaciones de conmutación: 

1-5 1-y —Ij- 	C• AiKil• 
i=1 

donde las constantes 	(:,15 	no dependen de la representa- 

ción T  . 

DEMOSITtACIÓN: Sabemos que toda representación T (1)sa 

tisface una ecuación diferencial de la forma (8) y que la solu-

ción de tal ecuación es la representación T (i.e., dada una re- 
presentación, la ecuación (8) correspondiente siempre tiene solu-

ción). La condición necesaria para que (8) tenga solución es que: 

_ 

	

á okj ¿Ickl/ 	cl̀ 1( 	c/".1 

Demostraremos entonces que (13) implica (12). 

Sabemos que: 

(-1) 	t__ 	S).3 Lf) I tE1 
(fi 	A = 4  

Escribiremos la ecuación anterior en la forma: 

(ti m 

 

i=11 

(i.e. no escribiremos el argumento 	de los parámetros d.'á  ) • 

Por lo tanto: 

f(t 	 S.1:5(f) I u-1)+S (ni.  ay  
Lic 3 1c),%( kr-1 

= 	
VOi\CP1:1(fi-14_ S:s(fíLÁS' (nIv  (n. i=A 

(1) por supuesto, diferenciable. 

(12) 

('3) 



SIn 	)S1S 
A- dx 

4
) x 

z e 
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y temblón: 

 

'Ars 
-r . 0 

- 

 

  

i 

igualando igualando las dos expresiones anteriores tenemos: 

Sit K(T)Sis(fiti¡l.flSa(l)=' 
il.1 	 un  

= r  a9kK 

1,5 

y poniendo 	e , 	Sis (e) -7_17 jis 	(como es evidente) 

y la condición inicial (lo) en la ecuación anterior, llegamos 

a que: 

Como X es un vector arbitrario tenemos que: 

donde los coeficientes: 

r. 	Ir 	?' S z 

son independientes de le representación. 

TaMEMA 2: Si cualquier conjunto de operadores lineales 

Aq A21  • . km 

Szs  



-102 - 

y también: 

Yr\  

áotic 	 Noli 

igualando las dos expresiones anteriores tenemos: 

y poniendo 4 r.. e , 	
Si; (e) 72, VA (cwilo es evidene) 

y la condición inicial (10) en la ecuación anterior, llegamos 

a que: 

LKI,s1x 

Como >< es un vector arbitrario tenemos que: 

I 
¡ti 

donde los coeficientes: 

(?iSif< 
A  sIt.  r 

c)-5 

son independientes de le representación. 

TEOREMA 2; Si cualquier conjunto de operadores lineales 

A 21 . ..) 
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definidos "en un espacio -1/1  , satisfacen las mismas relaciones 

de conmutación 

4=1 (1),5 1(  Á, 	 (16) 

quebs operadores infinitesimales 

entonces los operadores 	son los operadores infinitesima- 

les de una representación 	del grupo 	en el espacio 

DUIOSTRACIÓN: La condición necesaria y suficiente para que 

el sistema de ecuaciones diferenciales 

 

ü( 

tenga solución es que: 

2"A ((3) 	92 Afees)  
301, -ack, 	Doc, ao 

Sin embargo, la condición anterior es equivalente a la 

condición: 

Por lo tanto es evidente que el sistema de ecuaciones 

tiene solución. Esta solución satisface la condición ini- 

cial 	(e) = », • 

Como el sistema de ecuaciones diferenciales es lineal, es 

claro que el operador 1,,„(.3) 	que pone al vector x 	en 

correspondencia con el vector hA(9) 

I N ( 9) X n 

es lineal. 



Demostraremos ahora que 

AdNvip-\) - 71\ (g) POn) 

es también una solución del sistema de ecuaciones diferenciales 

en cuestión: 

	

os. (5) 	S-,  al'Its (51 	35 c>(@1-,;:n()) 
VV1 

9 L s  (v,) r 

	

C 9s \fl) 	is  ( \n) 
oldt, 	f/'S 

) 5.-1 

Pero se puede demostrar que: 

aLg:\ 	 (V) 
a cl,R (1) 

Por lo tanto: 

	

. cs) 	), (5\(,) 
ou, ce,) 	á 

lo que significa que efectivamente v) (9krx) satisface las ecuacio-

nes diferenciales. Es claro que (cw\) satisface la condición 

	

6 k.CNVOc5=e 
	

J`)-( \r`) 

Corno 	(q), T  (3)X , es claro que: 

	

TA (C-"\n) X n 	( 51/4) = Tp,ccs) 	Lv\> = 	( C-3) Ti> ( \n) 

lo que significa que: 

y por 3o tanto la correspondencia c,5 --,,-V,e5) es efectivamente una 

representación. 

Los operadores infinitesimales asociados a esta represen-

tación son: 

DT>, c-3-) 

a id,s(,9) 
• )(,. _a  tt Y3)  

c(i (.(3) 
c=Q. 



- lo 

- 

lo que quiere decir que los operadores infinitesimales genera-

dos por la representación TA  son los operadores 

Con esto queda demostrado el teorema 3. 
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SECCION II 

LA ECUACIÓN DE SCHH3EDINGER 

En esta Sección, última parte de este trabajo, haremos 

una aplicación de los resultados obtenidos en los capítulos 

I & II y en la Sección anterior. 

En mecánica cuántica, un sistema de VI partículas se 

describe por la función de onda 

v2,... j r„ 7  t) 	 (1) 

que satisface la ecuación de SchrUedinger 

4 	
r•-• z at 

donde 1-1 es el operador de Hamilton 
	

N no contiene derivadas 

temporales). No nos importará aquí la forma de 1-1 ; sólo 

apuntaremos que un cambio en las condiciones externas produce 

un cambio en 	• 
Como el operador lir  no contiene derivadas temporales, 

la ecuación (2) es una ecuación diferencial de primer orden 

en -L . Por lo tanto, la función 	en el instante to  

define a 	para todo tiempo 

	

Las imágenes de la función 	pueden ser números o ele- 

mentos de un espacio lineal VI-dimensional 	. En el segundo 

caso, si escogemos una base ortonormal en 91 	podemos escribir 

(2) 

la función vectorial 	como un conjunto con 	V1 componentes 



(4) 
V=4 

El producto escalar en 	Y'N 	se define en la forma 
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y la ecuación de SchrSedinger como: 

usual como: 

donde I?' gr (.1 	son dos funciones de onda. 

En mecánica cuántica, toda cantidad física 	01- se re- 

presenta por un operador lineal A la expresión 

(6) 

Se interpreta como el valor promedio de oC en el estado 

. El valor promedio toda cantidad física tiene que ser un 

número real. Esto implica que el operador A tiene que 

ser hermiteano. En particular, el operador de Hamilton repre- 

senta la energía del sistema y por lo tanto, 14 	es hermiteano. 

Si se cumple que 

`11r =2t  
esto es, que 	es una eigenfunción para el operador A 'T'e 

representa a la cantidad física 	el valor promedio de 

es el eigenvalor 	
• 

DEFINICION 1: Diremos que la ecuación de Schr6edinger es 

invariante con respecto a un operador C.1 si g aplicado a toda 

solución 	1ln 	de la ecuación (i.e. 	) es también una 

solución. 

El conjunto de todos los operadores que dejan invariante 



at 

Por lo tanto, utilizando (2), tenernos que: 

% 

o sea que: 

se sigue de (7) que 

)t. 
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a la ecuación (2) forma un grupo evidentemente. Este grupo 

(o cualquiera de sus subgrupos) se llama un grupo de la ecuación 

de SchrEedinger. 

De aquí en adelante supondremos que los operadores 	son 

lineales y que conmutan con 

TEOREMA 1: Los operadores 	cá conmutan con 

DEMOSTRACIOU: Sea . Como 95  per- 

  

tenece al grupo de la ecuación de Schróedinger tenemos que: 

‹lri= Prgr 

Pero sabemos que: 

4rtl cl f 	‘4 
)t. 

pues 	es hermiteano ((1%1-  es el conjugado de 

Esto significa que los operadores hermiteanos: 

= 
	

(%-k %,3e) 
	

(8) 

h_ 	est \ 



también conmutan con 14 . 

DEFINICION 2: Se dice que una cantidad física represen- 

tada por un operador hermiteano 	se conserva si 

1. si en un tiempo t = t.() 	el valor promedio de A 
es: 

c r— Agr (to), (.t0)) 3  (1.15t 

entonces en cualquier otro instante 1 	el valor 

promedio de 	es 

2. si en el instante 	t, o 	la función de onda riqr 

es una eigenfunción para 	, entonces lo será también 

en cualquier tiempo 	. 

TEORESA 2: 	C<Sps  g, 
ekdt 	

representan cantidades físi- 

cas que se conservan. 

DEMOSTRACI6a: 

ddt 	 'gr.) 4  (qkct) —t.) 

= 

Esto prueba que 9 (A rtrIlr, ti) (el valor promedio de la 

cantidad física representada por el operador 911  ) no cambia en 

el tiempo. 

Consideremos ahora la función 

4 .1 

J ( 1C41  VI] 	t) 	 ( C‘ ‘ -.1. 	7,cyl 1-t) 	(‘C.5 ..., k^y, t-b) 
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donde 411 o = o 

  

Es claro que la función definida anteriormente satisface 

la ecuación de SchrUedinger y que es igual a cero en -(7=%."to 

Por lo tanto la función 	es cero para todo t 	y tene- 

mos que: 

% 49.. .-4 91 /4. `‘fr- 	PARA "roto 

El hecho de que exista una cantidad física que se conserva 

se llama la ley de conservación para esta cantidad. A cada ele-

mento del grupo de la ecuación de SchrUedinger le corresponde 

una ley de conservación. No todas las leyes de conservación son 

independientes. Así, la ley de conservación del operador' 	<V,A.  

se sigue de las leyes de conservación de los operadores 	

v\ • 
Es natural entonces, especialmente para el caso de grupos continuos 

(que dan un contínuo de leyes de conservación), plantearse el pro-

blema de encontrar un conjunto de leyes de conservación "fundamen-

tales", de las cuales puedan derivarse todas las otras. 

Demostraremos el siguiente teorema solamente para grupos 

de Lie: 

TEDRETIA 1: Sea el grupo de operadores 6 de la ecuación 

de SchrSedinger un grupo de Lie de dimensión Yn . Sean 

ot4ID/2 ,. olyvy  los parámetros del grupo (3  y 1.  :E 	Ivn  4 	7-.p .  
los operadores infinitesimales correspondientes. Entonces: 

1. todo operador infinitesimal corresponde a una cantidad 

física que se conserva 

Y 

2. todas las leyes de conservación relacionadas con los 



4 

elementos del grupo (i se siguen de las TryttExac, de 

conservación relacionadas con los len operadores in£ini-

tesimales. 

DEMOSTRACION: Si e  6 , entonces 

	

1-1 gif 	14 etV.  

Diferenciando esta ecuación con respecto al parámetro 

(s= 4, 2  I •  " 	del elemento 	y poniendo 	c e tenernos: 

	

I;1-nr= 4-11.311 	(9) 
Esto prueba la primera parte del teorema. 

Demostraremos ahora que si 1-5HY 1-1119- 	, en- 

tonces C,S 1-k `41= \-1c1"115-  para todo 	€ 	 Eh otras 

palabras, que la ley de conservación para c.N  se sigue de las le-

yes de conservación relacionadas con los operadores 13  • 
En la Sección anterior obtuvimos la expresión (8): 

donde 
	

L) = 
Para el caso que nos interesa podemos escribir esta expre-

sión así: 

(SiENDo 

 

0¿1F--= 	 (11) 

 

(donde qr es una función arbitraria). 

Si reemplazamos 	en la ecuación anterior por k 	, 

obtenemos: 

V-Vir= f 
A5

(`Sq 	RY" 	(12 ) 
ci;  

(lo) 
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Cerando con 	a ambos lados de la ecuación (11) y 

utilizando (9) tenemos que: 

yn 
H = 	 

013 	 i=4 

Restando esta expresión de la ecuación (12) obtenemos: 

(11-1- 1-15) 
VY1 

S~s t'3)T,(g‘\- Helyr 

y haciendo la sustitución: 

CeM 	\-k \\c1I  

obtenernos el sistema de ecuaciones diferenciales 

,k 	( >5 Ji 

 

sujetas a la condición inicial evidente: 

(e \-k - c)`Y= o. 

Es evidente entonces, por argumentos similares a los utili- 

zados en la Sección anterior, que 1C(05)es siempre cero. Por lo 

tanto: 

( 	— 4-k c3)1. -..., o 

y entonces 

Con esto queda demostrado el teorema. 

Aplicaremos ahora los resultados obtenidos hasta ahora a 
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varios casos de interés. 

Si tenemos un sistema sujeto a condiciones externas cons-

tantes, todos los instantes de tiempo serán equivalentes. Esto 

es claro pues el sistema no se modificará (como un todo) en el 

transcurso del tiempo (en otras palabras para este sistema el 

tiempo es homogéneo). For lo tanto, si cl-(t) es una solu-

ción de la ecuación de Schr6edinger para este sistema, todas 

las funciones 	cL) 	HDCK.0“. CO') 	serán también 

soluciones de la ecuación. Definamos los operadores 

Estos operadores forman un grupo de la ecuación de 

Schr6edinger. El grupo es un grupo de Lie monaparamétrico con 

un solo operador infinitesimalt que está dado por: 

I 11(-1) 	(c9 g-Inw 

  

( 	-= 	(115  et) 
d?s 

ot.-= o  

  

  

Como demostramos en el teorema 3, cada operador infinite-

simal de una representación del grupo de la ecuación de Schr6edinger 

tiene asociada una ley de conservación. En este caso, la ley de 

conservación conectada con la homogeneidad del tiempo es la ley 

de conservación de la energía. El operador 

se llama el operador de energía. 
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Consideremos,enseguida, un sistema sujeto a condiciones 

espaciales externas homogénes. En otras palabras)  si traslada-

mos el sistema como un todo en el espacio, la energía potencial 

no cambia. 

Si rif ( 	 es una función de onda 

_1 	 _s 
para el sistema, entonces (I-r ro cl )  krz 	l e • • ) Tyyk 

es también una función de onda para el sistema. Por lo tanto, 

los operadores "T(eMefinidos por *. 

forman un grupo de la ecuación de Schr6edinger (el grupo de tras-

laciones). Este es un grupo de Lie con 3 parámetros (por ejemplo: 

las componentes 	CIA CIL  •1,  Ck3 del vector q ), con tres 

operadores infinitesimales 14 ,I7 & 13 dados por: 

t A =  a_ ir  - 	- 
a xl 	))4z 

-1 /4- 
>5 `1,14 

1-2 

-- 	 jr  

3 	“,‘ 

s o 

Obtendremos, como ejemplo, el operador infinitesimal :1k: 

1 1 T (\t'A  k i 	_ 	 
a= o 

	

( 1 /4co_a i  vt*.a 	o .:t'y, -V 	1 -F,) 
- 4 4 

--- o 
›/1-1  -I- 	4- 	• - -1 /4- } 	4 --b— qr 

))‘•1 	O• 2 	 \lit\ 



- 

Con estos tres operadores 1A .1
Z  Sr 3:3 	están 

asociadas tres leyes de conservación: las Leyes de conservación 

de momentum lineal en cada eje. Los operadores: 

Pi= 	• p___Nti 	p  

se llaman las componentes del operador de momentum. 

Finalmente estudiaremos un sistema situado en un campo 

con simetría central. Supondremos primero que el sistema consis- 

te de una sola partícula y generalizaremos después al caso de 

partículas. 

Esta partícula queda descrita por su función de onda 

qr 1  (S?, t.) 	Si las imágenes de 	son números, podemos 

aplicar a 	, en virtud de la simetría esférica del campo, la 

teoría desarrollada en la Sección V del capítulo II. Allí obtuvi-

mos la expresión: 

DoMPI- 14  (X) = t (gb%) 

Podemos escribir entonces para este caso: 

 

T(9)`(.C,t) 

Si las imágenes de tir son vectores, tenemos que escri-

bir la expresión anterior en la forma: 

cs) 
	

(N7,t).= °Pr(gie3 /4 ,-t) 
	

(13) 

Para el caso de un sistema de h partículas tenemos 

entonces que: 

( 	(CA) 	vv, t) 
1 

\rn,t) 
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Si las imágenes de (11 	son elementos de un espacio 

lineal cualquiera 	P1 que se transforma con la representación 

del grupo de rotaciones, la expresión anterior toma la 

forma: 

T(03)9(k\,...,Nt-,,t),S(0,)(t(6;?Ii . (1\ 4) 

Se puede probar en forma inmediata que los operadores -r(c3) 

forman una representación del grupo de rotaciones en PI 	. Co- 

mo el grupo de rotaciones es un grupo de Lie de dimensión 3, la 

representación T está completamente definida por 3 operadores 

infinitesimales 
	

IX, 1,c  glT Rr 	. Calcularemos ahora estos 

operadores. 

Si 	Cl 	es una rotación en un ángulo 0(2 	alrededor 

del eje O 	i.e. g =  g( 0)0)  J-2) y escribimos 99 
en las coordenadas cilíndricasfk p z,1(  (121.1 	( r- 4  , • • • 1.1)  
podemos escribir (14) en la forma: 

7-( 0)(), otz) 41r(14,241 qi .5 
	

45 In 	M y YA ) 

S (0) p)eitz) T( 
	

• e 	?Y% 	YI 1.—  

Diferenciando  esta ecuación con respecto a ci 	y ponien- 

do ol 0!obtenemos: 

donde 	es el operador infinitesimal correspondiente al 

parámetro Gis,2  en la representación S . 

Si introducimos los operadores hermiteanos 

3-, 
(15) 

 

—A 
	 b 

.,V,1  
(pb, 

lerti 

ev ( iett 	_ 	— Mr(9Ic 



5
1

A- 

) 
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podernos escribir la última expresión en la forma: 

3%('-r= (s,it Ni\z) 
	

(16) 

La cantidad física representada por el operador 

(que sólo difiere del operador infinitesimal I  por un fac- 

tor constante) se llama la componente ":1.? 	del momemtum angular 

total; la cantidad representada por 9 es la componente 

del spi-n y la cantidad representada por 'Az es la componente 

-¿E del momentum angular orbital. 

Nótese que S depende de la representación 

no depende de esta representación. Si las imágenes de T 
son escalares, S es la representación unidad yrj 	es 

cero, mientras que /\14 es igual a 	. Podemos pensar en M% 

como el operador infinitesimal Á 3 de la Sección V del capí-

tulo II, correspondiente a la representación del grupo de ro-

taciones en el espacio de funciones de valor numérico definidas 

sobre la esfera unitaria. 

Podemos escribir t‘A en coordenadas cartesianas como: 

— A 	 — 
ser,A 	HK 	i“Is 

	

De la misma manera en que derivamos 	podemos obte- Liz 

ry  

\I\ X c 	 ( k-'1 1(  
K;:n 	‘l< 

M \-5 

A 	d 

K= 11 1 W. 

ner: 

donde: 
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Relacionadas con tenemos 

las tres leyes de conservación que son consecuencia de la isotro-

pía del espacio. 
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