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PREFACIO

Un espacio topoldgico X es llamado espacio de punto fijo si toda fun-
cién continua f: X —X deja un punto fijo. Es decir, existe algin punto x,
€ X tal que f(x,) = }<£,, -

La prueba que ([-1,1] es un espacio de punto fijo es simple; dada
la funcién continua f: [-1,1] — [-1,1], consideremos F(x) = £(x)-x defi-
nida y continua en [-1,1] . Claramente F (-1) 2 0 y F (1)¢0 entonces,
por el teorema del valor intermedio debe existir x_ e [-1,1] tal que
F(x,) = 0, lo que es igual f (B )exy, »

El disco unitario D en el plano tamblen és un espacio de punto fijo.

Sin embargo, la prueba no es tan simple como la de [-1 ,1] "

El objetivo de esta monografia es presentar una dg:mostracién clara y
sencilla de esto dltimo, lo que corresponde a lo expuesto en el dltimo ca-
pitulo.

Desde luego, para ello deberemos estudiar los fundaméntos de la topo-
logia algebraica, gue es el material de la introduccién y primeros capfitulos.
La introduccidn contiene los resultados importantes de topologia general, el
primer capitulo, los mismo.s resultados escritos en términos de topologia al-
gebraica. A mi parecer es la forma mds natural de introducir los nuevos con-
ceptos . Y por ultimo, los capitulos 2 y 3 contienen los resultados que ha-

ran posible una prueba clara y elocuente.
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Solo me resta advertir al lector la ausencia de algunas demostracio--

nes, que por encontrarse en las referencias he visto innecesario incluir-

las.
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I. INTRODUCCION

A continuacién presentamos definiciones y resultados de topologia ge-
neral que son bésicos para nuestro estudio de topologia algebraica.
Dado X un espacio topologico se dan las siguientes definiciones:

Definicion 1.1.: X es disconexo si existen U, V subconjuntos no vacios,

abiertos en X tal que UV V =X yU AN V=¢@. Diremos que X es conexo

si no es disconexo.

Definicidn 1.2.: X es conexo por trayectorias si todo par de puntos pue—-
den ser unidos por una trayectoria en X. Es decir, para todo x, y€ X

existe f: [0,1]—X funcidn continua tal que f(0) = x y £(1) = y.

Definicidén 1.3.: X es localmente conexo por trayectorias en x, si toda ve

cindad de x contiene una vecindad conexa por trayectorias. O bien, si to

do punto tiene una base de vecindades conexas. |
Notemos que [0,1] es un espacio conexo, y {0,1} dotado de la topolo--

gia discreta es disconexo. (Ref.4)

Leﬁa 1.4.: X es disconexo ssi existe una funcidn continua sobreyectiva

£: X—=40,1}.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio topolbgico desconectado por U y V. Consi

deremos f: X—éﬂp,l} tal que f(U) = 0 y f(V) = 1. Claramente f esta bien

definida, es continua y sobreyectiva.

Por otra parte, sea f: X—?i@,l} una aplicacidn continua y sobreyectiva.

-\ -1
Tomemos U = £ {(J} y V=1¢ {1}-que obviamente desconectan a X.

-‘-




Lema 1.5.: Dado X un espacio topoldgico y A un subespacio conexo de X.

Si B es un subespacio de X tal que A $B €A, entonces B es conexo. En par
ticular K es conexo.

DEMOSTRACION: Sea B un subespacio de X tal que A<B<A, y supongamos que
B es desconectado por U y V. Entonces A esta contenido en U o0 en V. Asu
miendo que ANV = @ se sigue que ANV = @ 1o cual es una contradicéidn.
Por lo que B debe ser conexo.

No es dificil demostrar que la imagen continua de un espacio conexo
es un esﬁacio conexo (Ref.4). La imagen continua de un espacio conexo
por trayectorias es también conexo por trayectorias (Ref.4). Sin embar-
go, la imagen continua de un espacio localmente conexo por trayectorias,
no necesariamente es un espacio locélmeﬁfé-coﬁexo por trayectorias. Esto
ultimo sera demostrado mis adelante.

Teorema 1.6.: Todo espacio conexo por trayectorias es un espacio conexo.

Pero no todo espacio conexo es conexo por trayectorias.
DEMOSTRACION: Sea X un espacio conexo por trayectorias y supongamos que
X es disconexo. Es decir, existe f: X*ﬁ{O,l} funcién continua y sobreyec
tiva. Tomemos x, y elementos de X tal que f(x) = 0 y f(y) = 1, entonces
existe g: [0,1]-9X aplicacidén continua tal que g(0) = x y g(1) = y. Es
facil demostrar que g ° f:[O,l]—ﬂ?,l} es una funcidn continua y sobreyec-
tica, lo que nos conduce a una contradiccidén. Por lo tanto X debe ser co
nexo.
. b2

Por otro lado, consideremos U =ﬁ(x,y)eR = By =Ig ¥ 1} 3y Vo=

2 ;
&(x,y)e R : 04 x4£1 y y=sen 1/x } y sea Y = U U V. Claramente, V

es la imagen de (0,1] bajo la aplicacidén continua F(x) = (x, sen 1/x) y



Y =V. Por lo que Y es un espacio conexo. Ahora bien, mo es posible u——
nir por medio de una trayectoria al origen (0,0) con algfin punto de V, ya

que B((0,0), 1/40) A Y es una colecéidn disjunta de segmentos de recta.

Teorema 1.7.: Todo espacio conexo y localmente conexo per trayectorias es
un espacio conexo ﬁor trayectorias.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio conexo, 1bcaimente CONexio por trayecto——;
rias y supongamos que no es conexo por trayectorias. Semn x, y elementos
de X que no pueden ser unidos por medio de una trayectoria., Llamemos U a
la coleccion de puntos que pueden ser unidos a x por mediio de una trayec-—
toria y V=X - U, No es dificil.demostrar que U v V dessconectan a X.

Proposicion 1.8.: La imagen continua de un espacio localimente conexo por

trayectorias, no necesariamente es localmente conexo por trayectorias.
DEMOSTRACION: Consideremos la aplicacidn f{ZGﬂq—?ﬂ%_mml que f(n)= 1/ny
£(0)= 0. Claramente es localmente conexo por trayecttarias, y f es con-
tinua siendo 7/ un espacio diécreto. Sin embargo, f(Z) mo es localmente
conexo por trayectorias, ya que toda vecindad de 0 wemtiene infinitos 1/n
que no pueden ser unidos por una trayectoria en f(7.)..

1 -
Proposicién 1.9.: Un subcon junto de ﬁ% conexo por trayeritorias puede no

ser imagen bajo ninguna funcién continua en [0,1].




DEMOSTRACION: Consideremos el disco abierto centrado en el origen con Ta
dio uno B((0,0),lj. Este no es compacto en ﬁ?} por lo que no puede ser
imagen contimua de [0,1]. |

Notemos gue si f: X-¥Y es un homeomorfismo y x € X, entonces le?iX?:
pé —ﬁ_x?-—?Y'—uﬁf(x)& es también un homeomorfismo. (Ref.3)

Proposicion 1.10.: Dados los espacios{R, S"i — 3ﬁx,y)612 . %t + yi = 1} y
z
ﬁ{, ninglin par de ellos son homeomorfos.
DEMOSTRACION:[R—-&O} no es conexo, pues es desconectado por (oo, 0) y

1 Z
(0,00). Sin embargo, S y“{ permanecen conexos al remover uno cualquiera

q L
de sus puntos. Entonces, S y ﬂa no son homeomorfos a ﬁ{.
: o 1
Por otro lado, al remover cualquier par de puntos distintos, S ' es desco-
o 1
nectado mientras que(Rlsigue siendo conexo. Por lo tanto, 5 no es homeo

2
morfo a @? "

v
Proposicidon 1.11.: Todo subconjunto abierto y conexo de ﬁ{ es conexo por

trayectorias poligonales.

DEMOSTRACTION: Sea X un subconjunto abierto y conexo de E{Lcon X como ele
mento. Llamemos U la coleccibén de puntos en X que pueden ser unidos a x
por una trayectoria poligonal y V =X - U.

Dado y elemento de U, existe una bola abierta B(y,r) contenida en X, cla-
ramente todo elemento w de B(y,r) puede ser unido a y por medio de un seg
mento de recta, ya que B(y,r) es convexa. Pudiéndose entonces unir x y .y
por una trayectoria poligonal, w es también elemento de U. De igual for-
ma obtenemos que V es abierto en X, y siendo U no vacio concluimos que V

es vacio.



II. EL GRUPO H°(X) Y EL CONJUNTO .,

A continuacidén traduciremos los resultados obtenidos en la introduc——
cién en términos algebraicos. Para ello introducimos el conjunto T,(X) y
el grupo H®(X).

: o
Definicidén 2.1.: Dado X un espacio topoldgico, llamamos H (X) la coleccidn

de funciones continuas f: X"?%ffon la suma usual. Es decir, (f+g)(x) =
f(x) + g(x) para todo par de funciones f, g y todo x elemento de X.

Es fécil demostrar que HO(X) es un grupo abeliano. Dada f: XY fun-
cién continua, la aplicacidn f* : HO(Y)~+H°(X) definida tal que f*(g) =
g ° £ es un homomorfismo. Y por Gltimo, dada g: Y>Z tenemos que (g °

f)* = f% o g*, (Ref.3)

Definicién 2.2.: En X espacio topoldgico definimos la relacidon—~, de for-

ma que x-~y si existe una trayectoria en X que los une.

Lema 2.3.: ~ es una relacibén de equivalencia en X.

Definicién 2/4.: Denotamos Wo(X) la coleccidn de clases de equivalencia
inducida por ~, en otras palabrasTTc(X) es el conjunto cociente X/~s.
Dada f: XY una funcibn continua, no es dificil demostrar que f 1lle-

va clases de equivalencia en clases de equivalencia. Por lo que induce u

na funcibn f*:TTo(X)—§ﬂ;(Y) tal que f.([x]) = [f(x)] , o bien fo o P,

P o f£. (Ref.3)

B4 Py
T (x) st WA
X



Lema 2.5.: Si f es la aplicacién identidad en X, entonces f, es la fun--
cién identidad en 7T, (X).
DEMOSTRACION: Sea f la aplicacién identidad en X, es decir que f(x) = x
para todo x elemento de X. ZEntonces f.([x]) = [£(x)]= [x] para todo x e-
lemento de X.
Lema 2.6:: Dadas las funciones continuas f£: X—3Y y g: YZ tenemos
que (g o f)* = ge ° f,.
DEMOSTRACI?N: Sean f: X=Y y g: Y2 funciones continuas. Entonces
(g © )y (Ix1) =g ° £) (0] = [g (£(x))] = gy [£()] = g, © £,Ix] .
Lema 2.7.: Um espacio topoldgico X es conexo ssi todo elemento de H°(X)
es una funcion constante.
DEMOSTRACION: Sea X un espacig disconexo, entonces existe f: X—%{Q,I}g;zz
funcién contimma y sobreyectivé. Por supuesto f es elemento de H°(X) v
no es constante.
Por otro lado, sea f un elemento de H°(X) no constante. Tomemos n € £(X)
y definamos r:ﬁ‘?{p,l} tal que r(n) =0 y r(Z— {n}) = 1. Claramente
r es continua, ¥ o f: X—a{O,g» es continua y sobreyectiva. Por lo que X
es_disconexo.

Notemos que mm espacio X es conexo por trayectorias si y solo si o (X)
fiene un solo elemento.(Ref.3)

Teorema 2.8.: SiET;(X) contiene un solo elemento, entonces H°(X) contie—

ne solo funciomes constantes. Sin embargo, H® (X) puede tener solo funcio
nes constantes pero N, (X) mis de un elemento.
DEMOSTRACION: Sea X un espacio tal que-ﬁ;(X) tiene un solo elemento. Es

decir, para un elemento fijo x, de X, tenemos que x-vx, para todo xe&X.



Llamemos Px: [0,1]—> X 1a trayectoria que une x con X, « Dada f un ele
mento de H°(X), f . Px: [0,1]—7Z es una funcién continua. Por lo que
debe ser una funcién constante, (f o PX)(O) = E 8 PX)(I), lo que es i-—-
gual f(x) = f(x,) para todo xeX.

Por otra parte, recordemos Y = {(O,y): =1 & ¥-& 1}\J{§x, sen 1/x) : 0 g
X A }. Siendo Y un espacio conexo,. toda funcién continua f: Y= Z debe
ser constante. Mientras que TM,(X) = {U,V}, siendo U = {Fu,y): L ET &
1} ¥ Vi {(x, sen 1/x) : 0 £ x ¢ 1} v

Definicidn 2.9.: Llamamos Map (Wo(X),7) es un grupo abeliano con la suma

usual,

Teorema 2.11.: La aplicacion C : H°(x)=*»Map(T,(X), Z) tal que C(f)[x] =
f(x) es un isomorfismo. A

DEMOSTRACION: Sean fy ,f, elementos de H°(X), entonces C(fy + £,) ([x])=
(f, + £)(x) = fa(x) + fz(x) =C (£4)[x] + C (£,3[x]. Por otro lado, a-
sumamos que C(f,) = C(fz), entonces C(f; )[x] = C(f,)[x] para toda x€X.
Lo que es igual, f.(x) = f,(x) para toda xeX. |

Teorema 2.12.: DAdo X un espacio localmente conexo por trayectorias, en

tonces H°(X) y Map(T1o(X),7) son isomorfos.
DEMOSTRACION: Por .el teorema anterior sabemos que C: H°(X)—> Map@r,(X),
/) es un isomorfismo.

Dada la funcion F:T,(X)—7, consideremos f: X7 tal que f = F o P,
Claramente, f esta bien definida y nos falta probar que fe H°(X), es de-
cir que f es continua. Para [x] elemento deTlL(X) vy y €[x], siendo X lo-
calmente conexo por trayectorias, y tiene una vecindad conexa por trayec

torias W. Por supuesto W C [x], por lo que [x] es abierto en X. Enton-




ces, dado ng#, fﬂ{ﬂ} & E{X;] donde F([x{]) = n.

Proposicion 2.13.: Dado un espacio topologico X desconectado-por Uy V,

Existe una funcion biyectiva f: Wo(X)= %,(U)u 9o(v) y un isomorfismo g

de H°(X) en el prodﬁcto directo H°(U) x H°(V).

DEMOSTRACION: Sea [x] elemento de %,(X), sendo [x] conexo, entonces [x]
esta en 9,(U) o bien en ©1,(V). Por otro lado, todo [x]e Wo(U) es tambi-
én elemento de @Wo(X). Por lo que la aplicacién identidad es una biyec—-
cion.

Consideremos g: H°(X)»H°(U) % H°(V) tal que g(f) = (fiu, f|v) para todo
feH°(X). Las restricciones flu y fIv son funciones continuas, ya que U
y V son subconjuntos abiertos. Es decir, la funcion g esta bien defini-
da.

Ademas g(f + h) = ((£ + W)y, (£+m)|,) = (£],, £1,) + (aly,hl,) = a(f)
+ g(h).

y flv = h|v, por lo

]

Supongamos (flu’flv) = (h|u,h1v) entonces f|u= g|
quelf = h. '
Dado (£f,h) eH°(U) x H°(V) consideremos j: X-*Z# definida por jlu =f ¥

jlv = h. Claramente, j esta bien definida y es una funcidn continua.

Proposicion 2.14.: Dado X = U w V donde U y V son subconjuntos cerrados
con un punto en comin, entonces, no necesariamenée existe una biyeccién
entre Mo (X) v 7.(U) U Mo (V).

Uu V,

{10,11,

[1,2]. [3,4%}. Y por supuesto es imposible una biyeccion entre ellos.

DEMOSTRACION: Consideremos U = [0,1], V = [1,2] g [3,4] y X

Entonces, 9,(X) = {IO,Z], [3,&i} mientras que‘ﬁ;(U) U Si(V)

I

Proposicién 2.15.: Dado X = Y, x Y, entonces existe una correspondencia



biyectiva entre No(X) y Wo(Y,) x Go(Y,).

DEMOSTRACION: Sea X =Y, x Y, y consideremos £: M (X)Fa(Y,) xﬁfo(Yz)

Il

tal que f([(y|,y&)]) ([yl],[ya]). La funcion f esta bien definida y

es sobreyectiva.

Supongamos que £([(y, ,v,)1) = £([(y,", y,')D), es decir que ([y,],[yz1)=

(Iy,").[y,']). Entonces [y, ] =1[y,"] y [ye]l = [y,'] 1o que implica

x«*ys y XE“X;' Sean f: [0,1]Y, vy £f,: [0,1]=Y,aplicaciones conti--

nuas tal que f,(0) =y, y £;,(1) =y,", £,(0) =y, vy £f,(1) =y,'. Defina

mos entonces F: [0,1]—X tal que F(t) = (fl(2t),xa) para 0 £ t £ 3.
(y",f1(2t—ll) para 3 £ t £ 1.

obviamente la funcion F es continua en [0,1], por lo que (YI’Xa)'"(Ys"

Y5 21

Proposicion 2.16.: Sea f: XY una aplicacidén continua. Entonces las

funciones f : qio (X)W (Y) y £%: H°(Y)>H°(X) tales que £, [x]), = [£{x)]

y f#(g) = gof cumplen con lo siguiente:

a) Si f es una aplicacidn sobreyectiva, entonces f, es sobreyectiva.

b) Dada f una aplicacidén inyectiva, entonces no necesariamente £y €8 -
na funcidn inyectiva.

c) S8i ﬁ es una funcidn sobreyectiva, entonces f* es una aplicacién inyec
tiva.

d) Dada f una aplicacidn inyectiva, f* no es necesariamente una funcidn
sobreyectiva.

DEMOSTRACION: A) Sea f una funcion sobreyectiva y [y]z%.(Y). Enton-

ces existe xg X tal que y = f(x), es decir [y] = [f(x)] = £ [x].

B) Consideremos i: £4[0,1][0,1] tal que i(x) = x. Es fdcil demostrar

. e
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que i es una fupcibdn inyectiva y continua. Sin embargo i,: Uo(Zn[0,1])
§16[0,1] no puede ser inyectiva, ya que 9,([0,1]) = {tO,li} mientras que
{O} y {1} son elementos de 91,(&Zn[0,1]).

c) Asumamos que f¥(g) = g o f = 0. Es decir, (g e £) (x) = 0 para todo
xg X, o biem g(f(x)) = O para tdo x g X. Dado ye X, existe XEX tal que
y = f(x). Entonces g(y) = g(f(?)) = 0, por lo que g = 0.

D) Consideremos f: Z~27Z tal que f(n) = 2n. La funcién f es continua e
inyectiva. Pero la aplicacion f*: H°(2Z )>H°(2) tal que f*(g) =g o f
no es sobreyectiva. Siendo toda funcion de H°( %) y H°(2#) constante,
f*(g) = g @ £ es una aplicacion constante para toda ge H°(22). Enton--
ces h(n) = 3 para todo ngZ no es imagen de ninguna funcidn de H°(2if)
bajo f¥, Desde luego he H°(Z).

Proposiciom 2.17.: Dado X un subconjunto del plano euclidiano , y la

funcibén i: X»X tal que i(x) = x. Entonces i%* es una aplicacibén inyec-—
tiva.’ _

DEMOSTRACION: Asumamos que i*(f) = i*(g) para f, g elementos de B (X),
entonces f @ i = g o i, 'Es decir que f(x) = g(x) para todo x elemento

de X, por lo tanto f(x) = g(x) para todo XEE.

Proposici6ém 2.i8.: El subconjunto del plano euclidiano X = {(x,x/n, sen

1/x): xe (0,1] y para ng_#.’-f}u{(-0,0,z): zg [—1,11} u {:(x,O,sen 1/x): x€[0,

1]} es cerrado, acotado, cenexo y con un numero infinito de componentes—

trayectoriai. Lo que e;s igual, M, (X) tiene un nlimero infinito de elemen—
tos.

Definicién 2.19.: Dado X un espacio topoldgico con su respectivo conjun

to cociente W,(X). Definamos T = {_Scrﬂ'o(X): p"‘(S) es abierto en X}
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con p: X%, (X) tal que p(x) = [x].

Proposicibén 2.20.: La familia T es una topologfa para %,(X) que hace con

tinua la funcibn p.

DEMOSTRACION: Sea {SL] una coleccion arbitraria de elementos de T. Es
decir, {pﬂ(SL)} es-una coleccibén de abiertos en X. Entonces %!pd(S() =
ﬁd(E!Si) es también abierto en X, por lo que %fS; es elemento de T. Con
sideremos {Siﬁ:Pna coleccion finita de elementos de T, entonces {ﬁd(SLBEL
son abiertos en X, lo que implica é:p-‘(S;_) = p-‘(:r‘l Si) es un abierto en X.
Por lo tanto {S‘S;_ es un elemento de T.

Por Ultimo ﬁJGHO(X)) =X ¥ p*(@) = §§ son ambos abietos en X, por lo que
§io(X) y @ son elementos de T. Es decir, T es una topologia para9i,(X),

y es obvio que p es una funcidén continua respecto a T.

Proposicién 2.21.: Los grupos H°(,(X)) y H°(X) son isomorfos.

DEMOSTRACION: Consideremos p#: H°(@, (X))~ H°(X) tal que p*(f) = f ° p.
Y sean f, ge H°@o(X)) entonces p*(f + g) = (f +g) e p=(f o p) + (g o
p) = p*(£) + p*(g).

Supongamos que p*(f) = p¥(g), es decir £ o p = g8 ° p. Lo que es igual
f([x]) = g([x]) para todo Xxg X. Por lo tanto f = g. Para f elemento de
H®(X) consideremos c(f):UW,(X)*Z tal que c(f) ([x]) = £f(x). Entonces
c(f) esta bien definida, y por la proposicion anterior, pertenece a H® (7,
(X)). Ademas p*(c(f)) = c(f) e p = f.

Definicion 2.22.: Dado X un espacio topologico, denotamos Cx = U{:C:

Subconjuntos conexos, Xg C} para cada xg X.
Notar que XEECX’ Cx es conexo. CX contiene a la componente por

trayectorias de x y Cx es cerrado. (Ref.2)
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Proposicion 2.23.: La relacién en X definida por y~x si yE_CX es de e-

quivalencia.

DEMOSTRACION: Supongamos y~x, lo que es igual ¥g G

. Por lo que C &« C
X X y

entonces xs C_ o bien x~y. Por otra parte, sean y~X y X~z que siegni-
gy ¥ p y ¥ q g

Fica ¥y, Cx ¥ X ECz’ entonces CZQ CX‘—: CY que implica ZECy o bien z~
Y.

Notar que las componentes de X son precisamente los elementos de
X/~ .

Proposicién 2.24.: Para todo espacio localmente conexo por trayectorias,

las componentes y las componentes—trayectoria coinciden.
DEMOSTRACION: Sea A una componente-trayectoria de X, entonces Ag;Cx pa-

ra todo xg A, siendo Cx componente de X. Por otro lado, Cx es conexo

por trayectorias,-entoﬁceéiC;E A.

CX es un subconjunto abierto en X localmente conexo por trayectorias, por
lo que CX es también localmente conexo por trayectoriaé. Siendo conexo
entonces es conexo por trayectorias.

Proposicion 2.25.: Para todo X espacio compacto y localmente conexo por

trayectorias Mo(X) es un conjunto finito.
DEMOSTRACION: Sea X un espacio compacto y localmente conexo por trayec—
torias. Asumamos que'H;(X) = [Ai} tiene un ntimero infinito de elementos.

Siendo cada Ai un subconjunto abierto de-X, ﬂAi} es una cubierta abierta
Ty
de X. Sea emtonces {A
h

- 7 - . . : .
{Aij}rﬂ es uma coleccion finita de subconjuntos conexos por trayectorias

ij}J” una subcubierta finita de X. Claramente

5 A - n’
cuya union nes da X. Esto nos lleva a una contradiccion, por lo tanto

M o(X) debe ser un conjunto finito.



IITI. LA RELACION HOMOTOPIA Y EL GRUPO H'(X).

Introducimos ahora el grupo fundamental asociado a un espacio topolé-
gico X, que lo denotaremos por H‘(X). En su oportunidad{ notaremos la
gran analogfa que tiene con el grupo H°(X), definido en el capi£ulo ante—
rior. Y seré de ayuda al lector, pensar en el grupo H‘(X) como generali-
zacibn del grupo H°(X).

Definicion 3.1.: Dados X, Y espacios topoldgicos y f, g: Y—=X funciones

continuas. Decimos que f y g son hqmotdbicas, si existe ﬁna aplicacidn
continua H: Y x [0,1]—X tal que H(y,0) = f(y) vy H(y,1) = g(y). Llamamos
a H una homotopia.

Lema 3.2.: La relacion homotopia es de equivalencia en la coleccion de
funciones continuas f: Y—X.

DEMOSTRACION : Sean.f, g, h: Y=X funciones contfnuas, y consideremos a
F: Y x [0,1]-X definida por F(y,t) = £(y), que claramente es una homotg
pia entre f y £ misma. Por otro lado, asumamos que G+ Y x [0;1]-»X es

- una homotop{a‘entre fyg. Esdecir, G(y,0) = f(y) y G(y,1) = g(y). De-
finamos G': Y x [0,1]-X tal que G'(y,t) = G(y,1-t). Es fdcil demostrar
que'G' es una homotopia entre g vy £. Por {dltimo, supongamos que F, G z

Y x [0,1]->X son homotopfas F: f~g y G:g~h. Entonces H: Y x [0,1]X
tal que H(y,t) = {F{y,Zt) para 0 { t £ ¥ es una homotopia entre f y h.

F(y,2t-1) para 2 ¢ £ € 1
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Definicién 3.3.: La relacidén homotopia induce una particién en la colec—

cion de funciones continuas f: Y—X, Denotaremos [Y,X] al conjunto coci-

ente.

Lema 3.4.: Dadas las funciones continuas h: Z-Y; 8.0 Bt T%; v £ X

W. Y la homotopia G: go~g,, entonces g, © h~g, o h y f o go~f o g, .

DESMOSTRACION: f © G: Y x [0,1] =X es una homotopia entre fog, y £ © g .
Por otro lado, definamos h x 1: Z x [0,1]-Y x [0,1] tal que h x 1 (Z,t)

= (h(z), t). Desde luego h x 1 es una aplicacibn continua. Entonces

G o (hx1): Zx [0,1]-%X es una homotopia entre g, ©h y g, © h.

Definicion 3.5.: Llamaremos composicidén de clases de equivalencia, a la

aplicacion o: [X,W] x [Y,X]—=[Y,W] tal que [f] o [g] = [f o gl. Dados
go~g, : Y2X y f,~f : XaW, por el lema anterior foogoh’fonaglrJf.og‘:

Por lo que la aplicacién composicidn queda bien definida.

Lema 3.6.: Dadas las funciones continuas h: Z—Y, g: Y—X y f: X-aW te-

nemos que: a) [g] ° [1ly] = [g] = [1x] o [g]
b) ([£] = [g]) o [h] = [£] o ([g] ° [h])

Donde 1x: X—X y ly: Y—Y son lasaplicaciones identidad.

Definicion 3.7.: La funcidn f: Y—X es una equivalenciarhomotSpica, sie
xiste e: X—Y tal que f o ewlx ye © £~1y. O lo que es igual [f] o [e]

= [1x]. Llamamos a e la inversa homotdpica de f.

Lema 3.8.: Dada f: Y—X equivalencia homotdpica con inversa e, Z y W espa

cios topoldgicos cualesquiera. Entonces [Z,Y] y [Z,X] son equipotentes,
de igual forma lo son [X,W] y [Y,W].
DEMOSTRACION: Consideremos las aplicaciones F: [Z,Y] -»[Z,X] tal que [h]

r»[f] o [h] y G: [Y,W]—=[X,W] tal que [k]e[e] o [k], claramente bien



15

definidos.
Asumamos [£] o [h] = [£] o [h'] entonces [eloff]o[h] = [e]o[£]o[h'] 1o
aue es dgual [1x]o[h] = [1x]o[h'] por 1o que [h] = [h']. Por otra parte,
sea h elemento de [Z,X]. Tomemos [e]o[h] pertencciente a (2.1 se g0
supuesto F([ele[h]) = [£]e[e]o[h] = [h]. Supongamos GK) = G(K') es de_
cir [e]olk] = [e]o[k'], entonces: [f]e[e]o[k] = [£]o[e]o[k'] por 1o que
[k] = [k']. Por dltimo, sea ke [X,W] y consideremos [£]e[k] e [Y,W], des
de luego [e]e[£]o[k] = [k]. _

Definicion 3.9.: Los espacios topologicos X vy Y son homotdpicamente equi

valentes, si existe. una equivalencia homotopica f: Y=X. En particular
si X consta de un 'solo elemento, decimos que Y es equivalente homotépica
mente a un punto. Y lo 1lamamos un'espacio'contréctible.

Debé ser claro al lector que [3x},Z] =Mo(Z), miemtras que [Z,4x}]
consta de un solo elemento, para cualquier espaéio topeldgico Z. (Ref.3)

Proposicién 3.10.: Para cualquier espacio contractible Y y cualquier es-

pacio Z, [Z,Y] tiene un solo elemento y [¥,Z] es equipotilente a % ,(Z).
DEMOSTRACION: Sea Y un eéspacio contractible, es decir que Y es homotdpi
camente equivalente a un punto. Llamemos f: Y-+{X{ a Ia equivalencia ho
motopica. Entonces, para cualquier'espacio Z, [2,Y] ¥y [Z,{x}] son equi~
potentes. Teneiendo [Z,{x}] un solo elemento, [Z,Y] debe ser unimembre.
Por btra parte, [Y,Z]'y [{x}|,Z] son tambidn equipotemtes. Las funciones
& :{x}—Z son basicamente los puntos de Z, por lo queﬁﬁm(Z) debe ser e——
quipotente a { %3 .7].

Aqui debe notarse 1a introducci6n del conjunto [X,Y] como genera—-

lizacién del conjunto W,(X). Siendo equipotentes cuande X es un conjun=
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to de un solo miembro. Ademis,M o(Y) nos indica qué tan disconexo por

trayectorias es el espacio Y.

Definicién 3.11.: En el plano complejo 1lamamos S' al circulo unitario,

es decir S1=+ ZeC: |zZ| = 1d. Y D= ‘Z€(E:[Z| & 1) es el disco unita——
rio.
Debe ser conocido el hecho que S' con el producto complejo es un

grupo, ademas tanto el producto como la inversidén son aplicaciones conti

nuas. Entonces, s' es un grupo topolégico. (Ref.4)

r - 0 1 .
Lema 3.12.: La coleccion de funciones continuas F: X—=S junto con el

producto (f-g)(x) = f(x)*g(x) es un grupo abeliano.

DEMOSTRACION: Sean f,g: X 2#S" funciones continuas. Definamos (£,0)r X2
Six S' tal que (f,g)(x) = ngx),g(x)) y m: S'x S'—S" el producto com—-

plejo. Obviamente (f,gj es una aplicacién continua. Ademés, f+g =m ©

(f,g) siendo composicibén de funciones continuas, f*g es una funcion con-

tinua. Por lo que el producto esta bien definido. Las aplicaciones 1,

-1

-1
f : X-S' tal que 1(x) =1y f (x) = f(x) son respectivamente el neu-
tro e inverso. | £(x) |
Por supuesto ambas funciones son continuas, y es fdcil demostrar la aso-

ciatividad y conmutatividad.

Lema 3.13.: Dado X espacio topolbgico, [X,S'] es un grupo abeliano con

el producto definido por [f]-[g] = [f-g].

DEMOSTRACION: Sean las homotopias F: f~f' y G: g~g'. Consideremos
la aplicacion (F,G): X x [0,1]—S' x S' obviamente continua. Y defina—-
mos el producto de homotopias F-G(x,t) = F(x,t)-G(x,t). Similarmente al

lema anterior F*G = m o (F,G), por lo que F+G es una funcion continua.
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Adeﬁés, F+G(x,0) = F(x,0)"G(x,0) = £(x)g(x) y F*G(x,1) = F(x,1)6(x,1) =
f'(x)g'(x). Entonces F*G : f-g~f'eg'. Por lo tanto el producto en
[X,S"] esta bien definido.

Dados [f], [g] y [h] elementos de [X,S'], ([£]+[g])-[h] = [£f+g]*h = [(£-
g)-h] = [f+(g-h)] = [£]-[g*h] = [£]-([g]-[h]). [£]-[g] = [£-g] = [g-f]

= [g]-[f]. [£]+[1] = [£-1] = [£]. ¥ por dltimo [£*][f] = [£'£] = [1].,

Lema 3.14.: Para toda funcidn continua f: Y=, 1a aplicacién e 1X,5']
—[Y,S'] definido por f*[g] = [g]l*[f] es un homomorfismo.

DEMOSTRACION: Por el lema 3.13 f¥ esta bien definida. Sean [h], [g] e-
lementos de [¥,S'], y evaluemos (£*[gl-£%[h]D(y) = ((gef) + (hof))(y) =
(go£)(y)+(h-£)(y) = g(£(y))*h(£(y)) = (g-h)(£(y)) = ((g*h)°E)(y) = (f*[g
"W). g ‘

Definicidn 3.15.: Para X un espacio topologico, el grupo [X,S'] es lla=

mado simplemente H'(X). Y por el lema 3.14 debe ser clara su analogia
con H°(X).

Proposicidn 3.16.: La equivalencia homotdpica de espacios topolégicos

es una relacidn de equivalencia.

DEMOSTRACION: Sean X, Y y Z espacios topologicos. La aplicacién identi
dad i: X—X tal que i(x) = x, es una equivaléncia homotopica con el mis-
mo como inverso homotdpico.

Asumamos que f: X—Y es una equivalencia homotopica con e: Y—X como su
inversa homotdpica. Por supuesto, e~ es tambien equivalencia homotopica
con f como su inverso homotopico. Supongamos f: X—Y y g: Y—Z equiva—
lencias homotopicas con e ¥ eg sus inversos homotdpices. Desde luego,

gof: XZ y ecoeg: Z—X son funciones continuas. Ademas (gOf)O(efoey) =
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go(foef)oeg = go 1Yo eg = go eg = 1% ¥ (efoeg)o(gof) = efo(egog)of = Py

olYof = efOf = 1X. Es decir, gof es una equivalencia homotopica con in-

Verso efOEg. Fs]

Proposicidén 3.17.: Todo subconjunto convexo de R® es contractible.

DEMOSTRACION: Sea A un subconjpnto convexo de R® con x.,e€ A. Considere-
mos f: A —{x.} para todo xeA, y e: lx.}—A tal que e(Xo) = Xo. Definamos
H: A x [0,1]1—>A de forma que H(x,t) = Xo + t(x-x.). Claramente H es una
aplicacion bien definida y continua, H(x,0) = xo, = (eof)(x) y H(x,1) = x
= 1X(x). Por lo que H: (eof) ~1x. Ademas foe = I{XQ? por lo tanto tam-
bién homotopicas. Entonces f es una equivalencia homotbpica y A contrag.
tible. g

Proposicidm 3.18.: El conjunto Rz—{(0,0)} es homotopicamente equivalen—

te a S'. ial | ol
DEMOSTRACION: Sean f: R“-{(0,0)}fas' tal que f(x) = _x 1y e: S'=R*-{(0o,

0)} definida por e(x) = x. ; | x|

]

Entonces (foe)(x) = x 151 (x) para todo x€S'. Consideremos H: R*- { (0
O)} X [O,lﬁ—*R:—{(0,0)} de forma que H(x,t) = x + t(x - x ). La aplica
cion H esta biern definida y es continua, ademéz H(x,0) z x = (eof)(x)
y H(x,1) = x = le—‘(0,0)}(x) para todo x e R*—{(0,0)}. ;

Proposiciém 3.19.: Dados los espacios W, X y Y, existe una biyeccién F:

[W,X x Y]—=[W,X] x [W,Y].

DEMOSTRACION: Sean W, X y Y espacios topolégicos Pyt XxY-2X y Pyt X
x Y=Y las aplicaciones proyeccion. Y definamos F: [W,X x Y]—[W,X] x
[W,Y] tal que F([£f]) = ([p;°f],[p,of]).

Sean H: f ~g entonces plofnaplog ¥ pzofaJpzog, por lo que F esta bien
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definida. Por otra parte, asumamos que Hl: plofazplog y HZ: pzofanZOg,
consideremos H: W x [0,1] 2X x Y tal que H(x,t) = (Hl(x,t), Hz(x,t)). H
es una aplicacion continua. H(x,0) = ((P1°f)(X),(p20g)(x)) = f(x). Por
lo tanto H: f~g, es decir que F es inyectiva,

Por (ltimo, sea ([fl]’[fZ]) elemento de [W,X] x [W,Y], tomemos f: W-rXxY
tal que f(x) = (fl(x), £,(x)). Supongamos qge fldfi y fzﬂJfé, entonces
([fl],[fz]) = ([fi],[fé]), lo que significa f esta bien definida. Para
cualquier par de elementos de [fl] y [fz]. Desde luego F([f]) = F([fl,
fz]) = ([P1°(f1:f2)]:[PZO(flsfz)]) = ([fl]![fz])'

Proposicioén 3.20.: Dado X un espacio topolégico y f: S'—X., f es homo-—

topica a una funcibén constante si y solo si existe una aplicacién conti-

nua g: D*—X tal que ng,= f.
DEMOSTRACION: Sea la funcidn f: S'—X, y asumamos que H: S' x [0,1]-X
con H(x,1) = f(x) y H(x,0) = c(x) = xo es una homotopia. Consideremos
g: D*—X definida por g(t x) = H(x,t) para xe§' y te[0,1], claramente
una funcion continua y g]s, = H(x,1) = £f(x).

Por otro lado, asumamos que g: D’fsx es una aplicacibén continua tal que
ng'= s Definaﬁos Hé S' x [0,1] =X de férma que H(x,t) = g(t x). Des-
de luego, H es una funcidn continua, H(x,0) = g(0) = constante y H(x,1)=

g(x).







IV. EL TEOREMA DE PUNTOS FIJOS EN EL PLANO

En este capitulo, definiremos lo que es el grado de una funcién de-
finida del plano euclidiano en el mismo. Par luego demostrar el teore-
ma de existencia de puntos fijos, conocido como el teorema de Brouwer.

Definicibén 4.1.: Sea la funcidn e: R—=S" definida tal que e(t) = exp(.:

2THt).

Del andlisis en variable compleja, sabemos que la funcidn e es con—
tinua y sobreyectiva. Ademés, e es un homomorfismo entre los grupos
(R,+) y (S8',*), cuyo nficleo es precisamente el subgrupo Z. (Ref.3)

Lema 4.2.: La funcibdn e restringida e|(0,1);(0,1)-+S’—{(1,0)} es un
homeomorfismo.

DEMOSTRACION: Por lo antes expuesto, eI(O,l) es una funcibén continua y
biyectiva. Nos falta probar que el(O,;; : 8" - {(1,0)}=(0,1) es una
aplicacién continua. Sea x un elemento de S'-{(1,0)} ¥ (xn) una suce—-
sidn contenida en S'-1(1,0)} tal que X —*X. Siendo todos elementos de
S'-1(1,0)} , tenemos que x = exp(@ ) = exp(ZQ%g) = e|(0 l)zr y X, =

e( gn), donde ©n-—*Q. Entonces e|(0 1)(x) y eI(O 1)(x ) = Bm, por lo

R 21
que e|(O 1 (x) —+e|(0 1)(x)

Lema 4.3.: Dado B cualquier subconjunto de S'- {(1,0)} y A=(0,1)N
e_l(B), entonces e_l(B) &LA+n donde A+n es un conjunto abierto en
e_l(B) para cada ne Z.

DEMOSTRACION: = Sea Bo = S'~ {(1,0)] entonces e™(Bo) = U (0,1) + n. Da
BLA

do cualquier B subconjunto de B,, e_l(B) = e_l(Bf\Bo) = e-l(B)n e—l(Bo)
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= e—l(B)“rki(0,1)+ n =}Jme_1(B)!I(O,l) +n=UA+n. Por otro lado, los

neX
. - . . -1 ‘ i
abler%os en e 1(B) son precisamente las intersecciones de e " (B) con abi

ertos;de R, por lo que A+n es un subconjunto abierto en e—l(B) para todo
| .

neeZ.lj

Corolario 4.4.: Dado cualquier subconjunto B de S', la funcién e]Ua+n:
nex

U a+tn—B . es un homeomorfismo.
nez

- DEMOSTRACION: Se sigue directamente de los lemas 4.2y 4.3. a

Teorema 4.5.: Para toda funcibén continua £:[0,1] —S', existe una aplica

cidén g:[0,1] R continua y dnica mddulo un entero tal que f = eog,
DEMOSTRACION: Por la continuidad de f en [0,1], para cada te[0,1] exis—
te 5t tal que f(t-5£,t+é£) es un subconjunto propio de S'. La coleccidn
‘(t—ét,t+ét): t:e[O,l]} es una cubiéftéwébiefta de [0,1], por lo que

existe una subcubierta finita {(ti—S

ti’ti+é£i) i=1,...,m} tal que Hi(E, =

Jti’ti+%j) = Si es un subconjunto propio de S'. Por el corolario 4.4,

1la funcionelngmA.+n COB'Ai = (ti—é£i,ti+é£i) es un homeomorfismo para

todo i = 1,...,m. Definamos entonces la aplicacidn g:f0,1]4IR tal qué

. gIA_= e|ﬁ§.+n s f. Es fdcil demostrar que g esta bien definida y es con

tinia, ;g;;és eog =7f. a

Lema 4.6.: Para toda funcidn continua f: [0,1] x [0,1]—S"', existe una

aplicaCiSn g: [0,1] x [0,1] »R tal que f = eog.

DEMOSTRACION: Se produce igual que en la demostracién del teorema 4.5.D
Dada f: Shas!' uﬂa funcién continua, por el teorema 4.5, existe una

.éplicaciﬁn g: [0,1]-=R tal que fo e[[0’1]= eog. Entonces eog(l) = f o

elfo,11M = fCelfg 1310 = flelry 1 1(0)) = Eoe| [ 11(0) = eog(0), ya

que e|[0’11(1) = e|[0,1](l) = e|[0’1](0). Por lo que e(g(l) - g(0)) = 0,

es decir que g(1l) - g(0) ¢ Z.
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Por otra parte, si g' es otra funcibén tal que eog' = fo e‘[O 1]° €0
tonces g'(1)- g' (9) = g(1) + k - (g(0) + k) = g(1) - g(0) para algun k
e 4. (ref.3)

Definicion 4.7.: Dada una funcién continua f: S$'—S', con una aplicacién

continua tal que e°g = fo e\[O 1]’ definimos el grado de f como grad f =
’ -

g(1) - g(0).

Lema 4.8.: A funciones homotopicas les corresponde el mismo grado.

DEMOSTRACION: Sean f, f' ' : S'—S' funciones homotépicas‘con H: 8" = [Q,
1]-S" como homotopfa. Por el lema 4.6 existe una aplicacion &: [0,1] x
[0,1]-R tal que esG =H ° (el[O,l] x 1). Entonces e o G(t,0) = A o -
(e|[0’1] % 1)(£:0) = H(el[O,l](t)’O) = fo ei[O,l](t)' Por otro lado, -
e o G(t,1) =He (ei[O,ll x 1)(t,1) = H(e|{0’1](t),l) =f'o e][o’ll(tﬁ.
Entonces grad £ é-G(l,O) - G(0,0) y grad £' = G(1,1) - G(O,1).

Consideremos 1a aplicacibén d:[0,1]—R tal que d(u) = G(i,u) - G(O,u). Da"

do que e°G(1l,u) = Ho (e|[0’1]x 1YY, n)-= H(e|[0’1](l),u) = H(e|[0,1](0),

u) = Ho (el z 1)(0,u) = eo G(0,u), entonces e(G(l,u) - G(O,u)) =

[0,1]

e(d(u)) = 0, por lo que d(u) toma solo valores enteros. Ademas, d es u-

na funcion continua, por lo tanto d debe ser constante.

Lema 4.9.¢! Toda funcibén constatne tiene grado O.y la aplicacibén identi-

dad tiene grado 1.
DEMOSTRACION: Sea la funcibén f: 8'—S' tal que f(x) = xo = el[o 1](to)

para todo xe S*. Tomemos g: [0,1]—R de forma que g(t) = to./ Entonces

e e|[0!1]=xo = e|rg,17(te) = eog. Por lo que grad f = g(1) - g(0) =
to""to=0-

Por otro lado, sea la aplicacion f: S'—S' tal que f(x) = x. Considere-
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mos la funcién g:[0,1]-R tal que g(x) = x. Entonces fo el[o s e|[0
e ecg. Por lo que grad f = g(1) - g(0) =1 -0 = 1'(]
Lema 4.10.: Dada la funcién continua f: D*—D”, definamos @: D’—S' por

la sigueinte grafica:

¢ )

L}
1
|
]
I
|
|
I
I

- e e e

Siempre que { este bien definida, @ es una aplicacibén continua.
DEMOSTRACION: Sea x,€D* y V una vecindad de B(%xo), llamamos m al punto
medio del segmento de recta Xf(%), y tracemos las rectas H y K como se

muesta en la gréafica.
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Tomemos N una vecindad de f(x.) que no contenga puntos de H y K, por con
tinuidad existe una vecindad U de x, tal que f(u) &N y U no contiene pun
tos de H y K. Claramente, para todo x& U el punto #(x) debe quedar den-
tro de V. a

Teorema 4.11.: Toda funcién continua f: D'—D® deja por lo menos un pun

to fijo.

DEMOSTRACION: Sea f: D’—*D” una funcidén continua, y asumamos que no de-
ja ninglin punto de D* fijo. Por el lema 4.10, la funcidn ¢: D*—>S" esta
bien definida y es continua, ademas QIS, = 1s' y por el lema 4.9 grad
flg=1.

Por otro lado, @ satisface la hipdétesis de la proposicién 3.20. Por lo
que ﬁls, es homotopica é una ﬁupgién constante, y por los lemas 4.8 y 4.9
grad QIS = 0. Loidue éé una contradiccibén y por lo tanto no puede exis-
tir tal funcion @. Entonces f debe dejar por lo ﬁenos un punto fijo.

Proposicidn 4.12.: Dado E un espacio topologico homeomorfo a D*, toda

funcion continua f: E—E deja por lo menos un punto fijo.
DEMOSTRACION: Sea E un espacio homeomorfo a D*, con h: E—D’ un homeo—-
1

morfismo. Entonces, la funcibén composicidn hefoh “: D*—D” es continua,
y por el teorema 4.11. existe por lo menos un X, € D? tal que hofqhﬂl(xo)

= Xo. Consideremos el punto h_l(xo) e E que claramente f(h_l(xo)) = h_l(

. T a



Fa
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