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PREFACIO 

Un espacio topológico X es llamado espacio de punto fijo si toda fun-

ción continua f: X--)X deja un punto fijo° Es decir, existe algún punto x0  

e X tal que f(xo ) 	xe  . 

La prueba que [-1,1] 	es un espacio de punto fijo es simple; dada 

la función continua f: [-1,1] —4 [-I ,1], consideremos F(x) =f(x)-x defi- 

nida y continua en [-1,1] . 	Claramente F (-1) ?, O y F (1)40 entonces, 

por el teorema del valor intermedio debe existir x.  E [-1 / 11 tal que 

F(xo ) = O, lo que es igual f (xo )=xo  o 

El disco unitario D en el plano también es un espacio de punto fijo. 

Sin embargo, la prueba no es tan simple como la de [-1,1] . 

El objetivo de esta monografía es presentar una demostración clara y 

sencilla de esto último, lo que corresponde a lo expuesto en el último ca-

pítulo. 

Desde luego, para ello deberemos estudiar los fundamentos de la topo-

logía algebraica, que es el material de la introducción y primeros capitulos. 

La introducción contiene los resultados importantes de topologia general, el 

primer capitulo, los mismos resultados escritos en términos de topologia al-

gebraica. A mi parecer es la forma más natural de introducir los nuevos con-

ceptos . Y por último, los capítulos 2 y 3 contienen los resultados que ha-

rán posible una prueba clara y elocuente. 
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Solo me resta advertir al lector la ausencia de algunas demostracio-

nes, que por encontrarse en las referencias he visto innecesario incluir-

las. 
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I. INTRODUCCION 

A continuación Presentamos definiciones y resultados de topología ge—

neral que son básicos para nuestro estudio de topología algebraica. 

Dado X un espacio topológico se dan las siguientes definiciones: 

Definición 1.1.: X es disconexo si existen U, V subconjuntos no vatios, 

abiertos en X tal que U V V = X yUrIV= 0. Diremos que X es conexo 

si no es disconexo. 

Definición 1.2.: X es conexo por trayectorias si todo par de puntos pue-- 

den ser unidos por una trayectoria en X. Es decir, para todo x, y E X 

existe f: [0,1]-4X función continua tal que f(0) = x y f(1) = y. 

Definición 1.3.: X es localmente conexo por trayectorias en x, si toda ve 

cindad de x contiene una vecindad conexa por trayectorias. O bien, si to 

do punto tiene una base de vecindades conexas. 

Notemos que [0,1] es un espacio conexo, y k0,11 dotado de la topolo—

gia discreta es disconexo. (Ref.4) 

Lema 1.4.: X es disconexo ssi existe una función continua sobreyectiva 

f: 

DEMOSTRACION: Sea X un espacio topológico desconectado por U y V. Consi 

deremos f: X--)Y),1Y tal que f(U) = O y f(V) = 1. Claramente f esta bien 

definida, es continua y sobreyectiva. 

Por otra parte, sea f: x-z*,1} una aplicación continua y sobreyectiva. 
Tomemos U = f 101 y V = f .1.1y que obviamente desconectan a X. 



Lema 1.5.: Dado X un espacio topológico y A un subespacio conexo de X. 

Si B es un subespacio de X tal que AllB 9Z, entonces B es conexo. En par 

ticular A es conexo. 

DEMOSTRACION: Sea B un subespacio de X tal que A51Blí, y supongamos que 

B es desconectado por U y V. Entonces A esta contenido en U o en V. Asu 

miendo que Any = 0 se sigue que Tr1V = 0 lo cual es una contradicCión. 

Por lo que B debe ser conexo. 

No es difícil demostrar que la imagen continua de un espacio conexo 

es un espacio conexo (Ref.4). La imagen contínua de un espacio conexo 

por trayectorias es también conexo por trayectorias (Ref.4). Sin embar-

go, la imagen continua de un espacio localmente conexo por trayectorias, 

no necesariamente es un espacio localmente conexo por trayectorias. Esto 

último sera demostrado más adelante. 

Teorema 1.6.: Todo espacio conexo por trayectorias es un espacio conexo. 

Pero no todo espacio conexo es conexo por trayectorias. 

DEMOSTRACION: Sea X un espacio conexo por trayectorias y supongamos que 

X es disconexo. Es decir, existe f: 	 función continua y sobreyec 

tiva. Tomemos x, y elementos de X tal que f(x) = O y f(y) = 1, entonces 

existe g: [0,1]->X aplicación continua tal que g(0) = x y g(1) = y. Es 

fácil demostrar que g ° f:[0,1]--9,4 es una función contínua y sobreyec-

tica, lo que nos conduce a una contradicción. Por lo tanto X debe ser co 

nexo. 

Por otro lado, consideremos U = ( x,y)ee : x = O y 	y 	, V = 

L1,(x,y)€ 	O 	x 	1 y y= sen 1/x 	y sea Y= U U V. Claramente, V 

es la imagen de (0,1] bajo la aplicación continua F(x) = (x, sen 1/x) y 
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Y = V. Por lo que Y es un espacio conexo. Ahora bien, mo es posible u--

nir por medio de una trayectoria al origen (0,0) con alArin punto de V, ya 

que B((0,0), 1/4U) n Y es una colección disjunta de segmentos de recta. 

3. 

Teorema 1.7.:  Todo espacio conexo y localmente conexo par trayectorias es 

un espacio conexo por trayectorias. 

DEMOSTRACION: Sea X un espacio coñac"-, localmente conexzo por trayecto---

rices y supongamos que no es conexo por trayectorias. Salm x, y elementos 

de X que no pueden ser unidos por medio de una trayectoriia. Llamemos U a 

la colección de puntos que pueden ser unidos a x por medlio de una trayec-

toria y V = X - U. No es difícil demostrar que U y V dásconectan a X. 

Proposición 1.8.:  La imagen continua de un espacio locafflimente conexo por 

trayectorias, no necesariamente es localmente conexo por-  trayectorias. 

DEMOSTRACION: Consideremos la apliCación f:7[5.1q--5(4 tall que f(n)= 1/n y 

conexo por trayectrnrias, y f es con-

tinua siendo 7L un espacio discreto. Sin embargo, f(j) mo es localmente 

conexo por trayectorias, ya que toda vecindad de O ommriiáne infinitos 1/n 

que no pueden ser unidos por una trayectoria en tal- 
12. Proposición 1.9.:  Un subconjunto del1 conexo por trznsymettoriaS puede no 

ser imagen bajo minguna función continua en [0,1]. 

f(0)= O. Claramente es localmente 



DEMOSTRACION: Consideremos el disco abierto centrado en el origen con ra 

dio uno B((0,0),1). Este no es compacto en ff{, por lo que no puede ser 

imagen continua de [0,1]. 

Notemos que si f: X--YY es un homeomorfismo y x E X, entonces f 

X -1Lx-1>Y -)1f(x)5 es también un homeomorfismo. (Ref.3) 

Proposición 1.10.: Dados los espacios {í, S1  = 'Vx,y)ER : x2 	= 	y 
7. 

[R, ningún par de ellos son homéomorfos. 

DEMOSTRACION: 51- 1101/ no es conexo, pues es desconectado por (-oo, 0) y 

i  (0,co). Sin embargo, S yepermanecen conexos al remover uno cualquiera 

tiL 
de sus puntos. Entonces, S y n no son homeomorfos a R. 

Por otro lado, al remover cualquier par de puntos distintos, S es desco- 
2 	 1 

nectádo mientras que sigue siendo conexo. Por lo tanto, S no es horneo 

dlz 
morfo a IK . 

2 
Proposición 1.11.: Todo subconjunto abierto Y conexo de 	es conexo por 

trayectorias poligonales. 

DEMOSTRACION: Sea X un subconjunto abierto y conexo de 	con x como ele 

mento. Llamemos U la colección de puntos en X que pueden ser unidos a x 

por una trayectoria poligonal y V = X - U. 

Dado y elemento de U, existe una bola abierta B(y,r) contenida en X, cla-

ramente todo elemento w de B(y,r) puede ser unido a y por medio de un sea 

mento de recta, ya que B(y,r) es convexa. Pudiéndose entonces unir x y y 

.por una trayectoria poligonal, w es también elemento de U. De igual for-

ma obtenemos que V es abierto en X, y siendo U no vacío concluimos que V 

es vacío. 
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II. EL GRUPO H°(X) Y EL CONJUNTO Tro(X). 

A continuación traduciremos los resultados obtenidos en la introduc— 

ción en términos algebraicos. Para ello introducimos el conjunto Tre(X) y 

el grupo Hc(X). 

Definición 2.1.: Dado X un espacio topológico, llamamos H° (X) la colección 

de funciones continuas f: X--,71. con la suma usual. Es decir, (f+g)(x) = 

f(x) + g(x) para todo par de funciones f, g y todo x elemento de X. 
o 

Es fácil demostrar que H (X) es un grupo abeliano. Dada f: XI Y^ fun-

ción continua, la aplicación f* : W(Y).-1,H
o 
 (X) definida tal que f*(g) = 

g ° f es un homomorfismo. Y por último, dada g: Y-4.Z tenemos que (g o 

f)* = f* o g 	(Ref.3) 

Definición 2.2.: En X espacio topológico definimos la relación-', de for- 

ma que x,uy si 

Lema 2.3.: -.NJ es 

Definición 2.'4.: 

inducida por 

Dada f: 

existe una trayectoria en X que los une. 

una relación de equivalencia en X. 

Denotamos 110(X) la colección de clases de equivalencia 

en otras pálabras7r0(X) eg"'el conjunto cociente 

una función continua, no.es dificil demostrar que f lle- 

va clases de equivalencia en clases de equiValencia. Por lo que induce u 

na función f*:70(X)-4-E(Y) tal que f*([x]) 	[f(x)] , o bien 
f- ° Px = 

py  ° f. (Ref.3) 

x 



Lema 2.5.: Si f es la aplicación identidad en X, entonces f*  es la fun—

ción identidad eniro(X). 

DEMOSTRACION: Sea f la aplicación identidad en X, es decir que f(x) = x 

para todo x elemento de X. Entonces f-([x]) = [f(x)]= [x] para todo x e- 

lemento de X. 

Lema 2.6:: Dadas las funciones continuas f: 	y g: Y->rZ tenemos 

que (g o f)*  = 	o f*. 

DEMOSTRACION: Sean f: 	y g: Y.-÷Z funciones continuas. Entonces 

(g o f)*  ([x]) = 1(g ° f) (x)] = [g (f(x))] = g*  [f(x)] = g*  0 f*[x] 

Lema 2.7.: Una espacio topológico X es conexo ssi todo elemento de H°(X) 

es una función constante. 

DEMOSTRACION: Sea X un espacio disconexo, entonces existe f: 

función contin 	 y sobreyectiva. Por supuesto f es elemento de H°(X) y 

no es constante. 

Por otro lado, sea f un elemento de H°(X) no constante. Tomemos n E f(X) 

y definamos l}. tal que r(n) = O y r(7L- .14) = 1. Claramente 

r es continua, r o f: 1-->t0,1 es continua y sobreyectiva. Por lo que X 

es~disconexo. 

Notemos que un espacio X es conexo por trayectorias si y solo siTFo(X) 

Llene un solo elemento.(Ref.3) 

Teorema 2.8.: SilL(X) contiene un solo elemento, entonces H°(X) contie-

ne solo funciames constantes. Sin embargo, H°(X) puede tener solo funcio 

nes constantes.  pero Tr.(X) más de un elemento. 

DEMOSTRACION: Sea X un espacio tal quell".(X) tiene un solo elemento. Es 

decir, para un elemento fijo x. de X, tenemos que 	para todo 
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Llamemos P
x: [0,1]—> X la trayectoria que une x con x. . Dada f un ele 

mento de H°(X), f o  Px: [0,1]-÷I es una función continua. Por lo que 

debe ser una función constante, (f o Px)(0) = (f o px)(1), lo que es 

gual f(x) = f(x.) para todo xeX. 

Por otra parte, recordemos Y = 	-1 < y 	141.){..(x, sen 1/x) : O 

x < 1 . Siendo Y un espacio conexo,.toda función continua f: Y--->Zdebe 

ser constante. Mientras que Tf0(X) = IU,V}, siendo U = 	0,y): -1 < y 

11 y V= {(x, sen 1/x) : 0 x< 1}. 

Definición 2.9.: Llamamos Map (11-0(X),7) es un grupo abeliano con la suma 

usual. 

Teorema 2.11.: La aplicacion C : H°(x)-*Map(lo(X),21) tal que C(f)[x] = 

f(x) es un isomorfismo. 

DEMOSTRACION: Sean f4  Je  elementos de H°(X), entonces C(fl 	f2) ([x])= 

+ f2)(x) = f1(x) + f2(x) = C (f1)[x] + C (f2)[x]. Por otro lado, a- 

sumamos que C(f1) = C(f 2), entonces C(fi  )[x] = C(ft)[ ] para toda x E X. 

Lo que es igual, fi(x) = f2(x) para toda xE.X• 

Teorema 2.12.: DAdo X un espacio localmente conexo por trayectorias, en 

tonces H°(X) y Mapeffo(X),7D son isomorfos. 

DEMOSTRACION: Por.el teorema anterior sabemos que C: H°(X)-->HapeiTo(X), 

Z) es un isomorfismo. 

Dada la funcion Fffl.O(X)---)741, consideremos f: X--37 talque f = F o P. 

Claramente, f esta bien definida y nos falta probar que f6 H°(X), es de-

cir que f es continua. Para [x] elemento deTE(X) y y E[x], siendo X lo-

calmente conexo por trayectorias, y tiene una vecindad conexa por trayec 

torias W. Por supuesto W C [x], por lo que [xJ es abierto en X. Enton- 
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ces, dado nEZ, f {n} = U[xj donde F([xL]) = n. 
L. 

Proposición 2.13.: Dado un espacio topológico X desconectado por U y V. 

Existe una función biyectiva f: rir,,(X)-“ro(U) u i°(v) y un isomorfismo 

de H°(X) en el producto directo H°(U) x H°(V). 

DEMOSTRACION: Sea [x] elemento deTo(X), seudo [x] conexo, entonces [x] 

esta en cin(U) o bien en 4-11,(V). Por otro lado, todo [x]a l-U-0(U) es tambi-

én elemento de'Z(X). Por lo que la aplicación identidad es una biyec--

ción. 

Consideremos g: H°(X)->H°(U) x H°(V) tal que g(f) = (Jiu , fiv) para todo 

fH°(X). Las restricciones fiu  y fiv  son funciones continuas, ya que U 

y V son subconjuntos abiertos. Es decir, la funcion g esta bien defini-

da. 

Ademas g(f + h) = ((f + h)I 	(f 	h)lv) = (flu , fl.v) + (hiu ,hi y) = g(f) 

+ g(h). 

Supongamos (flu,f 	= (h(u,hly) entonces flu= giu  y fi v  = hi,, por lo 

que f = h. 

Dado (f,h)G1-1°(U) x 11°(V) consideremos j: X->íZ definida por jiu  = f Y 

j'y  = h. Claramente, j esta bien definida y es una función continua. 

Proposición 2.14.: DadoX=UuVdondeUyVson subconjuntos cerrados 

con un punto en común, entonces, no necesariamente existe una biyección 

entreqr.(X) y T° (U)Livo(v). 

DEMOSTRACION: Consideremos U = [0,1], y= [1,2] u  [3,4] y X = U u V. 

Entonces, Ta(X) = 10,2], [3,4í) mientras queq".(U) u i.(V) 4[0,1], 

[1,2], [3,4]). Y por supuesto es imposible una biyección entre ellos. 

Proposición 2.15.: Dado X = Y, x Ye  entonces existe una correspondencia 
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biyectiva entre 91-0(X) y 15.0()(1 ) x 4 (Y2).  

DEMOSTRACION: Sea X = Yi  x Yz  y consideremos f:gro(X)->TUY,) xdo(XL) 

tal que f([(y, ,yz)]) = ([y1 ],[yz.]). La función f esta bien definida y 

es sobreyectiva. 

Supongamos que fffly. ,yz)]) = f([(y.', y e:)]), es decir que ([57,],[ye])= 

([y1 1 ],[y2.1 ]). Entonces [y.] = [y.'] y 	[y?...] 	[y e'] lo que implica 

y 	Sean f.: [0,1]-'.›Y. y fz: [0,1]-1.Yzaplicaciones conti-- 

nuas tal que f. (0) = yj  y fl(1) = y1', fz(0) = yz  y f¿(1) = 37 k: • Defina 

mos entonces F: [0,1]-4X tal que F(t) = (f1(2t),yz) para O 	t 

(yí l,fz.(2t-1)) para 1 < t < 1. 

obviamente la función F es continua en [0,1], por lo que (y. 

Y2:)]. 

Proposición 2.16.: Sea f: X-)Y una aplicación continua. Entonces las 

funciones f*:gro(X)->gfo(Y) y f*: H°(Y)-)1-1°(X) tales que fj[x]) = [f(x)] 

y f*(g) = gof cumplen con lo siguiente: 

a) Si f es una aplicación sobreyectiva, entonces f*  es sobreyectiva. 

b) Dada f una aplicación inyectiva, entonces no necesariamente f, es u-

na función inyectiva. 

c) Si f es una función sobreyectiva, entonces f* es una aplicación inyec 

tiva. 

d) Dada f una aplicación inyectiva, f* no es necesariamente una función 

sobreyectiva. 

DEMOSTRACION: A) Sea f una funcion sobreyectiva y [y]tilo(Y). Enton-

ces existe xa  X tal que y = f(x), es decir [y] . [f(x)] = f*[x]. 

B) Consideremos i:24[0,1]-)[0,1] tal que i(x) = x. Es fácil demostrar 
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que i es una función inyectiva y continua. Sin embargo i*:70(2!n[0,1])-4 

W0[0,1] no puede ser inyectiva, ya que ciTo ([0,1]) = {{0,1i. mientras que 

{O) y [11 son elementos deq7c,(Za[0,1]). 

c) Asumamos que f*(g) = g o f = 0. Es decir, (g o f) (x) = O para todo 

x¿  X, o bien g(f(x)) = O para tdo x E X. Dado 3T X, existe x E  X tal que 

y = f(x). Entonces g(y) = g(f(x)) = 0, por lo que g = 0. 

D) Consideremos 	 tal que f(n) = 2n. La función f es continua e 

inyectiva. Pero la aplicación fa: H°(21!)--,H°(Z) tal que f*(g) =gof 

no es sobresectiva. Siendo toda función de H°(í1) y H°(2) constante, 

f*(g) = g 	f es una aplicación constante para toda gelr(2Z). Enton— 

ces h(n) = 3 para todo nzzl` no es imágen de ninguna función de H°(2 Z-) 

bajo fa. Désde luego h6H°(Z). 

Proposición 2.17.: Dado X un subconjunto del plano euclidiano , y la 

función i: X-- >X tal que i(x) = x. Entonces i* es una aplicación inyec-

tiva, 

DEMOSTRACIO: Asumamos que i*(f) = i*(g) para f, g elementos de H°(X), 

entoncesfm, i=goi. Es decir que f(x) = g(x) para todo x elemento 

de X, por Lo tanto f(x) = g(x) para todo x E Y. 

Proposición 2.18.: El subconjunto del plano euclidiano X = [(x,x/n, sen 

1/x): xe (0),11 y para ni12-194(0,0,z): z a  [--1,1]) u (x,0,sen 1/x): xe[0, 

1] es cerrado, acotado, cenexo y con un número infinito de componentes-

trayectoria. Lo que es igual,W,(X) tiene un número infinito de elemen- 

tos. 

Definición 2.19.: Dado X un espacio topológico con su respectivo conjun 

to cociente gio(X). Definamos 	T = [S 11-0(X): P-1(S) es abierto en X] 
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con p: X41-11,(X) tal que p(x) = [x]. 

Proposición 2.20.: La familia T es una topología para V0(X) que hace con 

tinua la función p. 

DEMOSTRACION: Sea fsj una colección arbitraria de elementos de T. Es 

decir, fp-4(5,)] es. una colección de abiertos en X. Entonces Vp (SO 

-t 
P (t.,JS,) es también abierto en X, por lo que Lis., es elemento de T. Con 

71 sideremos {sJ 	 1 
una colección finita de elementos de T, entonces lp (S3. 

1.1 	 4.1 

-1" 
son abiertos en X, lo que implica n p 4 

 (Sü = p (rysj es un abierto en X. 

Por lo tanto 	SI es un elemento de T. 
sal 

Por último pWo(X)) = X y p-4(0) - 	son ambos abietos en X, por lo que 

470(X) y 0 son elementos de T. Es decir, T es una topología paraTio(X), 

y es obvio que p es una función contintiárespecto a T. 

Proposición 2.21.: Los grtipos r(íro(X)) y H°(X) son isomorfos. 

DEMOSTRACION: Consideremos p*: H°(9F(X))-',./H°(X) tal que p*(f) = f o p. 

Y sean f, gell'(río(X)) entonces p*(f + g) = (f + g) o p = (f o p) + (g o 

P) = P*(f) 4-  P*(g). 

Supongamos que p°(f) = p*(g), es decirfop=g0p. Lo que es igual 

f([x]) = g([x]) para todo )(E X. Por lo tanto f = g. Para f elemento de 

H°(X) consideremos c(f):Wo(X)-11 tal que c(f) ([x]) = f(x). Entonces 

c(f) esta bien definida, y por la proposición anterior, pertenece a H°(tro 

(X)). Ademas p*(c(f)) = c(f) ° p = f. 

Definición 2.22.: Dado X un espacio topológico, denotamos C
x = U [C: 

Subconjuntos conexos, x E  Cj para cada )(I X. 

Notar que x ECx, C
x es conexo. Cx contiene a la componente por 

trayectorias de x y Cx  es cerrado. (Ref.2) 
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Proposición 2.23.: La relación en X definida por y--ix si 57E_ Cx  es de e-

quivalencia. 

DEMOSTRACION: Supongamos yrux, lo que es igual yE  Cx. Por lo que C C 
x y 

entonces x, 5 o bien x-,y. Por otra parte, sean y,,x y x,,  z que signi-: 

fica ya  Cx  y x zCz, entonces Cz  C
x 

C
Y 
 que implica zcy o bien v.-,  

y. 

Notar que las componentes de X son precisamente los elementos de 

X/-'. 

Proposición 2.24.: Para todo espacio localmente conexo por trayectorias, 

las componentes y las componentes-trayectoria coinciden. 

DEMOSTRACION: Sea A una componente-trayectoria de X, entonces A5.Cx  pa-

ra todo.xt A, siendo C
x 
componente de X. Por otro lado, Cx  es conexo 

por trayectorias1 - entonces C
x 

A. 

Cx es un subconjunto abierto en X localmente conexo por trayectorias, por 

lo que Cx  es también localmente conexo por trayectorias. Siendo conexo 

entonces es conexo por trayectorias. 

Proposición 2.25.: Para todo X espacio compacto y localmente conexo por 

trayectorias:110(X) es un conjunto finito. 

DEMOSTRACION: Sea X un espacio compacto y localmente conexo por trayec- 

torias. Asumamos que'illo(X) = 	tiene un número infinito de elementos. 

Siendocadakun subconjunto abierto de - X, lAil es una cubierta abierta 

de X. Sea entonces {A. .} una subcubierta finita de X. Claramente ij Jet 

1A1iii.,1  es una colección finita de subconjuntos cónexos por trayectorias 

cuya unión nos da X. Esto nos lleva a una contradicción, por lo tanto • 

í0 (X)debe ser un conjunto finito. 
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III. LA  RELACION HOMOTOPIA Y EL GRUPO 114(X). 

Introducimos ahora el grupo fundamental asociado a un espacio topoló-

gico X, que lo denotaremos por Hi(X). En su oportunidad, notaremos la 

gran analogía que tiene con el grupo H°(X), definido en el capitulo ante-

rior. Y será de ayuda al lector, pensar en el grupo H'(X) como generali-

zación del grupo H°(X). 

Definicion 3.1.: Dados X, Y espacios topológicos y f, g: Y-4X funciones 

continuas. Decimos que f y g son homotáPicas, si existe una aplicación 

continua H: Y x [0,1]-4X tal que H(y,0) = f(y) y H(y,l) = g(y). Llamamos 

a H una homotopía. 

Lema 3.2.: La relacion homotopía es de equivalencia en la coleccion de 

funciones continuas f: Y-9X. 

DEMOSTRACION: Sean f, g, h: Y-'X funciones continuas, y consideremos a 

F: Y x [0,1]-4X definida por F(y,t) = f(y), que claramente es una homoto 

pía entre f y f misma. Por otro lado, asumamos que G: Y x [0,1]..-X es 

• una homotopía entre f y g. Es decir, G(y,0) = f(y) y G(y,l) = g(y). De-

finamos G': Y x [0,1]-4X tal que G'(y,t) = G(y,l-t). Es fácil demostrar 

que'G' es una homotopía entre g y f. Por último, supongamos que F, G : 

Y x [0,1]-,X son homotopias F: f--g y G:g--,11. Entonces H: Y x [0,1].-4X 

tal que H(y,t) = 	F(y,2t) para O < t < 2 	es una homotopía entre f y h. 

[ F(y,2t-1) para 2 < t < 1 



Definición 3.3.: La relación homotopía induce una partición en la colec-

ción de funciones continuas f: Y-4X. Denotaremos [Y,X] al conjunto coci-

ente. 

Lema 3.4.: Dadas las funciones continuas h: Z-4Y; g., g,: Y-3X; y f: X-1 

W. Y la homotopia G: go'-'g„ entonces go oh.-T,oh yfogo-'fog, . 

DESMOSTRACION: f o G: Y x [0,1]-4X es una homotopia entre fog, y f ° g,. 

Por otro lado, definamos h x 1: Z x [0,1]-4Y x [0,1] tal que h x 1 (Z,t) 

= (h(z), t). Desde luego h x 1 es una aplicación continua. Entonces 

G o (h x 1): Z x [0,1]-'X es una homotopia entre go  o h y gl  o h. 

Definición 3.5.: Llamaremos composición de clases de equivalencia, a la 

aplicación o: [X,W] x [Y,X]-4[Y,W] tal que [f] o [g] = [f o g]. Dados 

go 	Y-4X y f°-'f,: X-414, por el lema anterior foogo-Jf0,-.g,-if,og,. 

Por lo que la aplicación composición queda bien definida. 

Lema 3.6.: Dadas las funciones continuas h: Z-4Y, g: Y--4X y f: X-4W te-

nemos que: a) [g] o [ly] = [g] = [lx] o [g] 

b) Uf] ° [g]) o [h] = [f] o ([g] o [h]) 

Donde lx: X-4X y ly: Y--4Y son lasaplicaciones identidad. 

Definición 3.7.: La función f: Y-4X es una equivalencia homotópica, si e 

xiste e: X-4Y tal que f o e''1x y e o f''1y. O lo que es igual [f] o [e] 

= [1x]. Llamamos a e la inversa homotópica de f. 

Lema 3.8.: Dada f: Y--4X equivalencia homotópica con inversa e, Z y W espa 

cios topológicos cualesquiera. Entonces [Z,Y] y [Z,X] son equipotentes, 

de igual forma lo son [X,W] y [Y,W]. 

DEMOSTRACION: Consideremos las aplicaciones F: [Z,Y].4[Z,X] tal que [h] 

1-,[f] o [h] y G: [Y,W]-s[X,W] tal que [k]k-4[e] o [k], claramente bien 
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definidos. 

Asumamos [f] o [h] = [f] o [h'] entonces [e]obf]o[h] = i[e]o[f]o[W] lo 

que es igual [lx]o[h] = [lx]o[h'] por lo que [h] = [h'],. Por otra parte, 

sea h elemento de [Z,X]. Tomemos [e]o[h] perteneciente a [Z,Y] que por 

supuesto F([e]o[h]) = [f]o[e]o[h] = [h]. Supongamos G(;lk) = G(k') es de-

cir [e]o[k] = [e]o[k'], entonces [f]o[e]o[k] = [f]o[e]4k'] por lo que 

[k] = [k']. Por último, sea ke[X,W] y consideremos [flo[k]e[Y,W), des 

de luego [e]o[f]o[k] = [k]. 0  

Definición 3.9.: Los espacios topológicos X y Y son homotópicamente equi 

valentes, si existe una equivalencia homotópica f: Y -4X.. En particular 

si X consta de un solo elemento, decimos que Y es equivalente homotópica 

mente a un punto. Y lo llamamos un espacio contractible. 

Debe ser claro al lector que [1x[,Z] =110(Z), mientras que [Z,Sxl] 

consta de un solo elemento, para cualquier espacio topológico Z. (Ref.3) 

Proposición 3.10.: Para cualquier espacio contractible Y y cualquier es-

pacio Z, [Z,Y] tiene un solo elemento y [Y,Z] es equipotente alr10(Z). 

DEMOSTRACION: Sea Y un espacio contractible, es decir que Y es homotópi 

camente equivalente a un punto. Llamemos f: Y--)1x[ a la equivalencia ho 

motópica. Entonces, para cualquier.  espacio Z, [Z,Y] y UZ,{x}] son equi-

potentes. Teneiendo [Z,ix¿] un solo elemento, [Z,Y] debe ser unimembre. 

Por otra parte, [Y,Z] y f{xf,Z] son también equipotentes- Las funciones 

a:1*-1Z son básicamente los puntos de Z, por lo que ®((Z) debe ser e-- 

quipotente a [1x1,Z]. 

Aquí debe notarse la introducción del conjunto TX,I1 como genera—

lización del conjunto /10(X). Siendo equipotentes cuando X es un conjun- 
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to de un solo miembro. Además,ii.(Y) nos indica qué tan disconexo por 

trayectorias es el espacio Y. 

Definición 3.11.: En el plano complejo llamamos S' al círculo unitario, 

es decir 	Zee: IZI = 11. Y D'= 1Z e 1: IZI 	1) es el disco unita- 

rio. 

Debe ser conocido el hecho que S' con el producto complejo es un 

grupo, además tanto el producto como la inversión son aplicaciones conti 

nuas. Entonces, S' es un grupo topológico. (Ref.4) 

Lema 3.12.: La colección de funciones continuas F: X-4S1  junto con el 

producto (f.g)(x) = f(x)-g(x) es un grupo abeliano. 

DEMOSTRACION: Sean f,g: X-'S4  funciones continuas. Definamos (f,g): X-4  

Sx S' tal que (f,g)(x) = (f(x),g(x)) y m: S'x S'-4S1  el producto com-- , 

plejo Obviamente (f,g) es una aplicación continua. Además, f•g = in O 

(f,g) siendo composición de funciones continuas, f•g es una función con-

tinua. Por lo que el producto esta bien definido. Las aplicaciones 1, 

f"' : X -.S1  tal que 1(x) = 1 y f (x) = f(x) 	son respectivamente el neu- 

tro e inverso. 	 If(x)I 

Por supuesto ambas funciones son continuas, y es fácil demostrar la aso-

ciatividad y conmutatividad. 

Lema 3.13.: Dado X espacio topológico, [X,S'] es un grupo abeliano con 

el producto definido por [f]-[g] =.[f•g]. 

DEMOSTRACION: Sean las homotoplas F: 	y G: g-'g'. Consideremos 

la aplicación (F,G): X x 	 x S' obviamente continua. Y defina-- 

mos el producto de homotopías F-G(x,t) = F(x,t)-G(x,t). Similarmente al 

leMa anterior F•G = m o (F,G), por lo que F-G es una funcion continua. 
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Además, F.G(x,0) = F(x,0)*G(x,0) = f(x)g(x) y F.G(x,1) = F(x,l)G(x,1) = 

f'(x)g'(x). Entonces F.G : f.g-,ft.g'. Por lo tanto el producto en 

[X,S'] esta bien definido. 

Dados [f], [g] y [h] elementos de [X,S'], ([f].[g]).[h] = [f.g].11 = [(f- 

g).11] = [f.(g-h)] = [f].[g.h] = [f].([g].[h]). 	[f]..[g] = [f•g] = [g.f] 

= [g].[f]. 	[f].[1] = [f.1] = [f]. Y por último [fl[f] = [f 1f]= [n.o  

Lema 3.14.: Para toda función continua f: Y-4X, la aplicación f*: [X,S'] 

---›[Y,S'] definido por f*[g] = [g]•[f] es un homomorfismo. 

DEMOSTRACION: Por el lema 3.13 f* esta bien definida. Sean [h], [g] e- 

lementos de [X,S'], y evaluemos W[g]..f*[h])(y) = ((rf) • (h°f))(Y) = 

(g0f)(y).(h.f)(y) = g(f(y)).h(f(y)) = (g.h)(f(y)) = ((g.h)of)(y) = (f*[g 

'h])(Y). o  

Definición 3.15.: Para X un espacio topológico, el grupo [X,S'] es 

mado simplemente H'(X). Y por el lema 3.14 debe ser clara su analogía 

con H°(X). 

Proposición 3.16.: La equivalencia homotópica de espacios topológicos 

es una relación de equivalencia. 

DEMOSTRACION: Sean X, Y y Z espacios topológicos. La aplicación identi 

dad i: X-9X tal que i(x) = x, es una equivalencia homotópica con el mis-

mo como inverso homotjpico. 

Asumamos que f: X-'Y es una equivalencia homotópica con e: Y-4X como su 

inversa homotópica. Por supuesto, e-  es también equivalencia homotópica 

con f como su inverso homotópico. Supongamos f: X--+Y y g: Y---'Z equiva--

lencias homotópicas con e
f y eg  sus inversos homotópicos. Desde luego, 
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gof: X-4Z y efoeg: Z-4X son funciones continuas. Ademas (gof)0(efoey) 



go(f.e
f
).e

g 
= go 1Yo eg  = go eg  = IZ, y (efoeg)o(gof) = ef

0(e
g
og)of = e

f 

olYof = e
f
of = 1X. Es decir, gof es una equivalencia homotóPica con in-

verso eoe f g. 

Proposición 3.17.: Todo subconjunto convexo de R2  es contractible. 

DEMOSTRACION: Sea A un subconjunto convexo de R2  con x.E. A. Considere-

mos f: A-y/3c.} para todo x e. A, y e: lx.}-1A tal que e(x.) = x.. Definamos 

H: A x [0,1]-4A de forma que H(x,t) = x. 	t(x-x.). Claramente H es una 

aplicación bien definida y continua, H(x,0) = x. = (eof)(x) y H(x,1) = x 

= lx(x). Por lo que H: (e0f) ,̂lx. Además foe 	11)4  por lo tanto tamL 

bin homot6picas. Entonces f es una equivalencia homotópica y A contrac 

tibie.°  

Proposición 3.18.: El conjunto R2-1(0,0)1 es homotópicamente equivalen-

te a S'. 

DEMOSTRACION: Sean f: R2-1(0,0)1-4 S' tal que f(x) = x y 	
2 

( f 

0)1 definida por e(x) = x. 	 lxl 

Entonces (foe)(x) = x = 15,(x) para todo x6 S'. Consideremos H: R2- 1(0 

0)1 x [0,1]-4R2-1(0,0)/ de forma que H(x,t) = x 	t(x - x  ). La aplica 
lxl 	ixl 

ción H esta bien definida y es continua, además 	H(x,0) = x  = (eof)(x) 
lx1 
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y H(x,1) = x = 1R2-1(0,0)1 (x) para todo x6 R2-'1(0,0)/ . 

Proposición 3.19.: Dados los espacios W, X y Y, existe una biyección F: 

[W,X x Y]-s[W,X] x [W,Y]. 

DEMOSTRACION: Sean W, X y Y espacios topológicos pl: X x Y-4X y p2: X 

x Y-4Y las aplicaciones proyección. Y definamos F: [W,X x Y]-4[W,X] x 

[W,Y] tal que F([f]) = ([131°f],[1)2°f]). 

Sean H: f M g entonces 	of,plog y p2of,p2og, por lo que F esta bien 



definida. Por otra parte, asumamos que H1: piof,plog y H2: p2of-,Jp2°g, 

consideremos H: W x [0,1]-+X x Y tal que H(x,t) = (H1(x,t), H2(x,t)). H 

es una aplicación continua. H(x,0) = ((plof)(x),(p20g)(x)) = f(x). Por 

lo tanto H: f-Jg, es decir que F es inyectiva. 

Por último, sea ([f1],[f2]) elemento de [W,X] x [W,Y], tomemos f: W-iXxY 

tal que f(x) = (fi(x), f2(x)). Supongamos que fr,fi y f2,Jq, entonces 

([f/],[f2]) = ([fi],[fp), lo que significa f esta bien definida. Para 

cualquier par de elementos de [fi] y [f2]. Desde luego F([f]) = F([fl, 

f2])  = ([131°(fl'f2)]dP2°(fl'f2)])  = wimf2]).  

Proposición 3.20.: Dado X un espacio topológico y f: S'-4X. f es homo-

tópica a una función constante si y solo si existe una aplicación conti- 

nua g: D2-4X tal que gisi= f. 

DEMOSTRAC1ON:.  Sea la función f: 	y asumamos que H: S' x [0,1]-4X 

con H(x,1) = f(x) y H(x,0) = c(x) = xo  es una homotopia. Consideremos 

g: D2-4X definida por g(t x) = H(x,t) para x e S' y tG [0,1], claramente 

una función continua y gis, = H(x,1) = f(x). 

Por otro lado, asumamos que g: D2  -->X es una aplicación continua tal que 

glst= f. Definamos H: S' x [0,1]-4X de forma que H(x,t) = g(t x). Des-

de luego, H es una función continua, H(x,0) - g(0) = constante y H(x,1)= 

g(x). 
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IV. EL TEOREMA DE PUNTOS FIJOS EN EL PLANO 

En este capitulo, definiremos lo que es el grado de una función de-

finida del plano euclidiano en el mismo. Par luego demostrar el teore-

ma de existencia de puntos fijos, conocido como el teorema de Brouwer. 

Definición 4.1.: Sea la función e: 	definida tal que e(t) = exp(,, 

211-it). 

Del análisis en variable compleja, sabemos que la función e es con-

tinua y sobreyectiva. Además, e es un homomorfismo entre los grupos 

(R,+) y (S',*), cuyo núcleo es precisamente el subgrupo Z. (Ref.3) 

Lema 4.2.: La función e restringida el
(01).:(0,1)-9.S'-1(1,0) es un 

homeomorfismo. 

DEMOSTRACION: Por lo antes expuesto, el 	es una función continua y (0,1) 

biyectiva. Nos falta probar que e
l(0 1) -1  : S' - {(1,0)}-,(0,1) es una 

aplicación continua. Sea x un elemento de S'-¡(1,0)1 y (x
n) una suce—

sión contenida en S'-1(1,0)1 tal que x
n-->x. Siendo todos elementos de 

S'-j(1,0)i , tenemos que x = exp(0i) = exp(21.1„i0) = el (0,1)0 	y xn  = 
2n _, 	' 	12FC 

e( On), donde On-19. Entonces el (1 	(x) y el 	(x ) = On, por lo 2R , 	 (01) 	(0,1) n 	271.  
que el 1 _4e1 -1 	rx\.  (x

n
) (0,1) 	1(0,1)' ' u 

Lema 4.3.: Dado B cualquier subconjunto de S'— 1(1,0)i y A = (0,1)A 
-1 
e (B), entonces 

-1 
e (B) para cada n E Z. 

DEMOSTRACION: Sea B. = S'- W,0)1 entonces e-1 (B.) = U (0,1) + n. Da 

do cualquier B subconjunto de B0, e-1(B) = e-1(BAB.) = e-1(B)(1 e-1(130) 

-1 
e (B) = lf A+n donde A+n es un conjunte abierto en 

nEt 
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= e-1(B) 	 -1 (1nUn.(0,1)+n-U
z.e (B) n (0,1) + n = U A + n. Por otro lado, los 
' 
rho • nek 

os en e (B) son precisamente las intersecciones de e (B) con abi 

ertosrde E, por lo que A+n es un subconjunto abierto en e-1(B) para todo 

ne t. 

Corolario 4.4.: Dádo cualquier subconjunto B de S', la función elUa+n: 
nt74 

U a+n-9B es un homeomorfismo. 
nOz 

DEMOSTRACION: Se sigue directamente de los lemas 4.2 y 4.3. u 

Teorema 4.5.: Para toda función continua f:[0,1]--.S', existe una aplica 

ción g:[0,1]-,IR continua y única módulo un entero tal que f = eog. 

DEMOSTRACION: Por la continuidad de f en [0,1], para cada te[0,1] exis- 

te 	tal que f(t-á,t+á
t) es un subconjunto propio de S'. La colección 

i(t-át,t+dt): t [0,1]} es una cubierta abierta de [0,1], por lo que 

existe una subcubierta finita1 ti 1 ti) i=1,...,mi tal que f(ti  - 

(Sti,ti+áti)..s.es un subconjunto propio de S'. Por el corolario 4.4, 

la funcion el u A.+n con A. = 	.,t.+S .) es un homeomorfismo para 
(1E74 	 1 	1 ti 1 ti 

todo i = 1,...,m. Definamos entonces la aplicación g:[0,1]-'IR tal que 
-1 

IIA.= elUA.+n 	f.  Es fácil demostrar que g esta bien definida y es con °  
i 	ficZ 1 

tinua, además eog = f. u  

Lema 4.6.: Para toda función continua f: [0,1] x [0,1]-'S', existe una 

aplicación g: [0,1] x [0,1] 	tal que f = eog. 

DEMOSTRACION: Se produce igual que en la demostración del teorema 4.5.0  

Dada f: Si-kS' una función continua, por el teorema 4.5, existe una 

aplicación g: [0,1]-412 tal que fo e[0,1]= eog. Entonces eog(1) = f o 

el[0,1](1)  = f(e1[0,1](1))  = f(e1[0,1](0))  = f°e1[0,1](°)  = e°g(°)' ya  
que el[0,1](1) = el[0,/](1) = ei m1i(0). Por lo que e(g(1) - g(0)) = 0, 

es decir que g(1) - g(0) e 2. 

abier 
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Por otra parte, si g' es otra función tal que eog' = fo el[01], en-

tonces g'(1)- g'(0) = g(1) + k - (g(0) + k) = g(1) - g(0) para algún k 

e 	(ref.3) 

Definicion 4.7.: Dada una función continua f: S'-4S', con una aplicación 

continua tal que e.g = fo el[01], definimos el grado de f como grad f = 

g(1) - g(0). 

Lema 4.8.: A funciones homotópicas les corresponde el mismo grado. 

DEMOSTRACION: Sean f, f' : S'-4S' funciones homotópicas con H: S' x [0, 

1]-4S' como homotopia. Por el lema 4.6 existe una aplicacion 	[0,1] x 

[0,1]-+R tal que eoG = H ° (ei[0 1] x 1). Entonces e o G(t,0) 	A o 

(el[0,1]  x 1)(t,0) = H(el[0,1](t),0) = f. ei[0,1](0. Por otro lado, 

e o G(t,l) = H o (e1[0,3]  x 1)(t,l) = H(e1[0,1](t),1) = f'0 el[0,1](t). 

Entonces grad f = G(1,0) - G(0,0) y grad f' = G(1,1) - G(0,1). 

Consideremos la aplicación d:[0,1]-4R tal que d(u) = G(1,u) 	G(O,u). Da 

do que e0G(1,u) = Ho (el[0,1]x 1)(1,u) = H(el[0,1](1),u) = H(ej[0,1](0), 

u) = Ho (e1[0,1]  x 1)(0,u) = eo G(0,u), entonces e(G(1,u) - G(O,u)) = 

e(d(u)) = 0, por lo que d(u) toma solo valores enteros. Además, d es u-

na funcion continua, por lo tanto d debe ser constante. o  

Lema 4.9. 	Toda función constatne tiene grado 0,y la aplicación identi- 

dad tiene grado 1. 

DEMOSTRACION: Sea la función f: S'-4S' tal que f(x) = x. = el[0,1](t.) 

para todo X G SI. Tomemos g: [0,1]-4R de forma que g(t) = t../ Entonces 

fo el[0,1]=x0  = el[0,11(t.) = eog. Por lo que grad f 	g(1) 	g(0) = 

t. - t. = 0. 

Por otro lado, sea la aplicacion f: S'-4S' tal que f(x) = x. Considere- 



mos la función g:[0,1]-)1R tal que g(x) = x. Entonces fo el[0,1]  = el[0,  

1] = eog. Por lo que grad f = g(1) - g(0) = 1 - O = 1. ci  

Lema 4.10.: Dada la función continua f: D2-)D2, definamos 0: D2-4S1  por 

la sigueinte gráfica: 

Siempre que 0 este bien definida, 0 es una aplicación continua. 

DEMOSTRACION: Sea xo  6-D2  y V una vecindad de 0(xo), llamamos m al punto 

medio del segmento de recta xt(x), y tracemos las rectas H y K como se 

muesta en la gráfica. 
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Tomemos N una vecindad de f(x0) que no contenga puntos de H y K, por con 

tinuidad existe una vecindad U de x0  tal que f(u)G-N y U no contiene pun 

tos de H y K. Claramente, para todo xe U el punto 0(x) debe quedar den-

tro de V.  

Teorema 4.11.: Toda función continua f: D2-4D2  deja por lo menos un pun 

to fijo. 

DEMOSTRACION: Sea f: D2-D2  una función continua, y asumamos que no de-

ja ningún punto de D2  fijo. Por el lema 4.10, la función 0: D2-4S' esta 

bien definida y es continua, además 015' 
= ls' y por el lema 4.9 grad 

Ols,=1. 

Por otro lado, 0 satisface la hipótesis de la proposición 3.20. Por lo 

que Ois, es homotópica a una función constante, y por los lemas 4.8 y 4.9 

grad Oi = O. Lo que es una contradicción y por lo tanto no puede exis-

tir tal función 0. Entonces f debe dejar por lo menos un punto fijo. 

Proposición 4.12.: Dado E un espacio topológico homeomorfo a D2, toda 

función continua f: E-SE deja por lo menos un punto fijo. 

DEMOSTRACION: Sea E un espacio homeomorfo a D2, con h: E-4D2  un horneo--

morfismo. Entonces, la función composición hofoh
-1
: D2-4D2  es continua, 

y por el teorema 4.11. existe por lo menos un xo  e D2  tal que hofoh-1(x0) 

= x0. Consideremos el punto h
-1
(x0)eE que claramente f(h

-1
(x0)) = h

1
( 

xo). 

24 
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