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RESUMEN

En estertrabajo se calcularon los valores propios de la ecuacién de
Schrodinger para el 4tomo de hidrégeno en dos dimensiones espaciales u-
sando un método de variacién lineal. Se emplearon como conjunto base las’
funciones de onda del oscilador arménico isotrépico en dos dimensiones.
Se incluyé un factor de escala no lineal para minimizar en forma individual
la energia de cada nivel. Se obtuvieron funciones de onda y valores pro-
pios de energia aproximados para varios niveles electrénicos del &tomo hi-
drogénico. Los resultados obtenidos fueron comparados con valores pre-
vios, y se emplearon para proponer un ordenamiento relativo de energia
definitivo para los niveles electrénicos de este atomo.

Ademé&s, el modelo estadistico de Thomas-Fermi se empled para estu-
diar 1a estructura electrénica de 4tomos complejos en dos dimensiones.
Los resultados obtenidos de este cdlculo se emplearon, en combinacién
con los resultados para el &tomo hidrogénico, para predecir la estructura
m&s probable de la tabla periédica de los elementos en dos dimensiones.
Con las configuraciones electrénicas obtenidas se asignaron valencias, y
los elementos de dos dimensiones se identificaron tentativamente con sus
andlogos de tres dimensiones.

Con estos resultados se establecieron més firmemente las bases de la
quimica en dos dimensiones. El trabajo concluye con algunas observacio-
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nes sobre las posibilidades de comportamiento quimico en un universo

con dos dimensiones espaciales.
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1. INTRODUCCION

0

El interés en mundos de otras dimensionalidades espaciales no es
nuevo. En las primeras décadas de este siglo se publicaron ya algunos
trabajos de caracter narrativo sobre un universo de dos dimensiones es-
paciales{ Sin embargo, en los Gltimos afios, el interés por estos temas
ha variado pues se ha visto que puede obtenerse informacién valiosa al
emplear formas adecuadas de las leyes fisicas conocidas en tres dimen-
siones para estudiar las propiedades de sistemas hipotéticos de dimen-
sionalidad diferente. El estudio de estos sistemas puede ayudar a ob-
tener una comprensién més clara de nuestro universo de tres dimensiones
v puede también contribuir a generalizar y extender algunos conceptos
fisicos.

A pesar de que este enfoque del tema es relativamente reciente, se
ha realizado ya una buena cantidad de trabajo y se han estudiado diver-
sos aspectos de mundos de otras dimensionalidade52 P
En general es m&s sencillo estudiar sistemas de dimensién menor que la
de nuestro mundo, pues la extensién de las leyes fisicas a mayores di-
mensionalidades no es generalmente posible.

Los estudios de diversos sistemas en una y dos dimensiones han re-
velado que un universo de tres dimensiones espaciales posee una serie

de propiedades especiales, y que la dimensionalidad del espacio es fun-



damental para determinar cual serd el comporta mientb posible para todas
las entidades fisicas que lo ocupen. El universo bidimensional ha sido
especialmente estudiado, pues a pesar de ser menos complejo, presenta
muchars caracteristicas similares a las de nuestro mundo ° .

Si, como sucede para el caso de dos dimensiones espaciales (2-D),
se conoce la forma de las leyes fisicas bdsicas, uno de los primeros as-
pectos que es importante estudiar es la estructura de los 4tomos en la
dimensionalidad considerada, pues toda la materia fisica estard formada
por estos 4tomos o por combinaciones factibles de los mismos. En (2-D)
se ha estudiado un poco este importante aspecto, pero la informacién ob-
tenida hasta la fecha dista mucho de ser completa.

El objetivo de este trabajo es analizar la estructura de los 4tomos
bidimensionales. El primer paso en esta direccién debe ser el estudio
del 4tomo més simple, el 4tomo de hidrégeno, pues la estructura del 4-
tomo hidrogénico es la base para la comprensién de 4tomos més comple-
jos, tal como sucede en el caso de tres dimensiones.

El §tomo de hidrégeno en (2-D) ha sido bastante estudiado con el po-
tencial coulémbico que corresponde a tres dimensiones, pues se trata de
un sistema simple que puede emplearse como un principio ilustrativo de
aplicacién de la mecénica cuénticaq . Sin embargo, como veremos més
adelante, el potencial coulémbico tiene una forma diferente en (2-D) y
esto cambia totalmente la estructura del 4tomo. Se han realizado traba-

jos en los que se empled el potencial correcto 7 , pero hasta ahora no se




habfan reportado resultados definitivos.

Puesto que la ecuacién de Schrodinger para el 4tomo hidrogénico en
(2-D) con el potencial coulémbico correcto no puede resolverse exacta-
mente, es indispensable emplear algtin método aproximado para obtener
las soluciones de la ecuacién.

Una vez que se ha establecido la estructura del &tomo hidrogénico
debe emplearse esta informacién para iniciar el estudio de 4tomos més
complejos, y para confirmar estos resultados preliminares es necesario
emplear algiin modelo que pueda dar una mejor idea de la posible estruc-
tura de los &tomos multielectrénicos en (2-D). Para escoger el modelo
mds adecuado es necesario tener presente cual es el tipo especifico de
informacién que se desea obtener. Un modelo sofisticado puede producir
resultados bastante precisos (que obviamente no podrian confirmarse en
forma experimental), pero implicard una cantidad considerable de trabajo
de cdlculo. Un modelo simple producird resultados menos precisos que
bdsicamente solo se emplearian para hacer predicciones cualitativas, pero
puede ser mucho mé&s fdcil de aplicar.

La determinacién de la estructura de los dtomos multielectrénicos
permite decidir cudl es, en forma general, la estructura de la tabla perié-
dica, y con esto estdn definidos los puntos bdsicos que determinan la
quimica en un mundo de dos dimensiones. Esto es importante pues hasta
ahora los modelos que se han propuesto para la tabla periédica en (2-D)

no han tenido una base muy firme, porque han sido sélo extrapolaciones



del comportamiento observado para tres dimensionesﬂ.

El trabajo se inicia con una presentacién breve de los métodos que
se consideran potencialmente Gtiles para la resolucién de los problemas
del &4tomo hidrogénico vy del dtomo multielectrédnico. Este material presen-

ta una visién general de los recursos teéricos disponibles y sirve de base

para justificar la eleccién de los métodos especificos que se emplearon. '
En la tercera seccién del trabajo se presentan el planteamiento para |
la resolucién del problema hidrogénico, los resultados obtenidos y una
discusién de las implicaciones para la estructura de los dtomos multi-
electrénicos, que son estudiados en la siguiente parte del trabajo.
En la seccibén sobre §tomos multielectrénicos se presenta y desarro-
lla el método elegido para estudiar el problema. Los resultados obteni-
dos se emplean para establecer la estructura de la tabla periédica de los
elementos en (2-D).
Se'concluye con una discusién general de los resultados obtenidos,
algunas observaciones sobre lo que podria ser la quimica en (2-D) y

sugerencias sobre posibilidades para trabajo posterior.




11. BASES TEORICAS

El comportamiento de un sistema atémico estd descrito por la ecua-

cién de Schrodinger del sistema

Ty = in a/dt (¥) O
La ecuacién de Schrodinger puede resolverse en forma analitica solo pa-
ra un nimero mMuy limitado de casos sencillos, por lo que se han propues-
to un gran ntimero de métodos para obtener soluciones aproximadas de la
ecuaciébn. La necesidad de emplear aproximaciones v gimplificaciones
estd también justificada porgue aun cuando se pudieran obtener solucio=
nes exactas a la ecuacién de Schrodinger, para la mayorfa de gistemas
éstas serian tan complejas que obstaculizarian O imposibilitari’an la
interpretacién fisica de la informacion contenida en ellas.

En esta seccibn se presentan las bases tebricas de algunos de los
métodos empleados mas comunmente para obtener soluciones aproxima das
a la ecuacion de Schrodinger caracteristica de un sistema. No se men-—
cionan todos los métodos disponibles, ni se pretende hacer una descrip-
cibén detallada de ninguno de ellos. Solamente sé presenta el material

p&sico referente @ los métodos que S€ consideraron potencialmente atiles

como medios para alcanzar los objetivos planteados en este trabajo.



1. El método variacional

Uno de los métodos m&s comunes y versétiles para obtener solucio-
nes aproximadas a la ecuacién de Schrddinger es el método variacional,
que se describe a continuacién.

1.1 El principio de variacién. La base del método variacional es el

principio de variacién. La discusién de este principio que hace
’Epstein6 es especialmente clara, y en ella se basa el material que se pre-
senta en esta seccién.
Consideremos una forma sencilla de la ecuacién de Schrédinger indepen-
diente del tiempo
Hw =gV (2.2)
Podemos escribir una expresién para el valor de expectacién del operador
hamiltoniano del sistema
E = (W /3 (uY) (2.3)
la energfa promedio del sistema seria E si el sistema estuviera en el es-
tado descrito por ¥ . Por tanto,E no puede ser menor que la menor ener-
gfa posible, es decir,E no puede ser menor que el valor propio més pe-
quefio de ‘X . '
Supongamos que hacemos
e R (2.4)

entonces tendriamos que

E' = (V/I/YY [ (W /YY) (2.5)




Si usamos la expresién (2.4) en la expresién (2.3) obtenemos
E=((¥'+AY/H /(¥ +A)) [ ((V 4A)/ (¥ +A))
E=[(W /30 W)+ CAIRI WY+ W IR MY+ AR W] Wi

E=[ENW/ W)+ CAIK/ W)+ W /I A+ AIIIAY] ] Cv/w)y (2.6)
pero,

(W/¥) =( W/ V)+ (A VH)+(T/A) (2.7)
Si sumamos y restamos E' en la expresién (2.6) podemos reescribirla co-

MO B = B4 [ A/(3— BV W)+ W £(K— E') A+ A/ —E')/A)]

ASZA'S (2.8)

gue por la hermiticidad de(j\f- E') puede escribirse
E=E+[(({-E' )W/ A +(A/(F—-E" )Y/ Vy+( A/(H-E")/A)]
[(F /) (2.9)

De este resultado pueden obtenerse varias conclusiones interesantes:

i- Supongamos que

entonces

E=E'+[CA/ (- E)/AY/( W W] S5 (9in)
E difiere de E' por términos que son al menos de segundo orden
en A . Por tanto, si pensamos en ¥ como en una cantidad
continuamente variable tenemos que los valores propios de it
son puntos estacionarios de E como un funcional de ¥ , es decir

E tiene valores extremos respecto a pequefias variaciones en V¥ .



ii— Puede probarse que E no tiene otros puntos estacionarios. Su-
pongamos dque E' es un punto estacionario de E como funéional
de WV . Entonces los términos de primer orden en el lado derecho
de (2‘.9) deben hacerse cero para todo valor de A
En particular esto debe ser cierto para
A= olH-ENY'
con o un nimero continuamente variable. Entonces debemos tener
(ata®) ( (R-E") ¥ /(H-EH¥) =0
que solo se cumple si
(F-E") ¥ = 0 ' (2.11)
Por tanto, siE' es un punto estacionario , E' es un valor propio

y su correspondiente ¥ una funcién propia de i .

la caracterizacién de los valores y funciones propias de i
de acuerdo a los dos resultados anteriores constituye un enunciado del
principio de variacién.

A partir de los principios anteriores, el método variacional puede de-
sarrollarse de la siguiente forma: El primer paso consiste en calcular

8E , el primer diferencial o variacién de la energia que se produce al

cambiar los pardmetros varia‘cionales , designados globalmente por A,
de A a A+sA. Luego, para determinar el valor 6ptimo de esos pardmetros,
que designaremos por A" , hacemos 8E°=0 , y buscamos las pqsibles solu-

ciones de la ecuacién resultante. Finalmente, se emplean los valores 6p-




timos designados por A° para calcular los valores éptimos de energia y
de la funcién de onda E° y ¥°,
Podemos suponer que los A; son simplemente nimeros reales, y entonces
§E = ) _ (E/0A;) 6A; (2.12)
i
que al igualar a cero produce
E (9E/0A;) 6 A = O (2.13)
i
Si los A son independientes, la expresién (2.12) conduce a las condicio-
nes familiares para un punto estacionario
GBS =0 Sy Vi (2.14)
En casos précticos, el conjunto de ecuaciones (2.14) generalmente
no es resuelto en forma directa, sino que se realiza un proceso numérico

de blsqueda para localizar los puntos estacionarios de E .

1.2 Variacién lineal. Cuando se desea encontrar una funcién varia-

cional éptima ¢ que minimize el valor de expectacién del hamil-
toniano es muy frecuente mantener la forma de ¢ constante y variar el
conjunto de pardmetros de los cuales depende la funcién, a los cuales he-
mos designado globalmente por A. Esta blsqueda realizada en el espacio
de variacién de los parédmetros puede dificultarse mucho al incrementarse
el nimero de pardmetros. Sin embargo, por ser J¢ un operador lineal, este
problema no se da en el procedimiento de variacién lineal.

Podemos escribir ¢ como

¢ = E ciés (2.15)
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con los ¢; fijos, y los coeficientes c; variables.
La sustitucién de (2.15) en la expresién para el valor de expectacién del

7
hamiltoniano produce el resultado

oy 2 efesHys L) ek dy 5y (2.16)
1,] 1,]
con
Hy = Cog/B0/0p  Sig= (0393 (2.17)

La minimizacién de (2.16) con respecto a los coeficientes c produce un

conjunto de N ecuaciones lineales homogeneas de la forma

N N
A
X Hjjz ¢j - (40 E Sigteg =0 (2.18)
b j=1
y el determinante secular
| By, - ES35l = O (2.19)

del cual puede obtenerse un conjunto de soluciones no triviales al pro-
blema.

Una base N dimensional produce una ecuacién de N-ésimo grado en
E , con N raices Ep . Cada una de estas raices en combinacién con la
expresién (2.18) correspondiente permite el cdlculo de un conjunto de
coeficientes cik ;
Puede demostrarse ’ que las soluciones no degeneradas

ok = ) ck ey (2.20)
1

correspondientes a diferentes Ex son automdticamente ortogonales, y que

la n-ésima raiz menor es siempre un limite superior para el n-ésimo valor

propio exacto del hamiltoniano ¥ .
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1.3 Formulacién matricial del método de variacién lineal.

La aplicacién del método de variacién lineal se ve facilitada si
las ecuaciones involucradas se escriben en una forma matricial. EIl mate-
rial de esta seccién sigue los lineamientos generales de la discusién pre-
sentada por Lowe B

El sistema de ecuaciones (2.18) puede escribirse como

Hey—ESyy < Mya=ESis . sdwn. HiarBoia N [6f 0
Hy -ES;y  Hy3-ESy;  .... Hyp-ESyy €2 0

- 3 3 o L e (2.:21)
Hay =ESpy  Hpp~BSpp ' =+ »s . B =E8as e \icg 0

0 sea, como
H ci = Ef Sci (2.22)

Este conjunto de ecuaciones también puede escribirse en la forma (2.23)

H],l.--- Hln cll .o Cln s.ll . e Sln cll" Cln El 0 - . 0

: : : ; s M0 E 0 0

3 = . 5 P 0

= 3 . A3 0

I‘lru-o-o Hnn Cn‘ s e Cnn Snl . Snn Cnl" Cnn 0 0 °3 En
o0 sea, como

HC = SCE (2.24)

Donde E es una matriz diagonal de energias orbitales conocida como ma-
triz de valores propios. La matriz C es una matriz de coeficientes, o ma-
triz de vectores propios, y cada una de sus columnas se refiere a un or-
bital diferente.

Pueden darse dos situaciones distintas al resolver la ecuacién ma-
tricial (2.24). Si la base de funciones empleadas es ortogonal, la ecua-

cién se reduce a



12

HC = CE (2.25)

Si las funciones de la base empleada no son ortogonales, la ecuacién
debe reducirse primero a la forma (2.25) aplicando un proceso adecuado
de ortogonalizacién.

La matriz de vectores propios, C , es una matriz ortogonal, y si
multiplicamos ambos lados de (2.25) por ct obtenemos

ctHc = CfCE = E (2.26)

Por lo tanto , dada la matriz H , nuestro problema se reduce a encontrar
una matriz unitaria C tal que CTHC sea diagonal. El método més ade -
cuado para diagonalizar la matriz hermiticaH es el método de tridiagona-

lizacién de Givens-Householder-Wilkinson.

1.4 Mbétodo de tridiagonalizacién. El cdlculo de los vectores pro-

pios de una matriz determinada es un problema complejo que

requiere del empleo de métodos eficientes y estables. A continuacién
se presenta uno de los métodos més poderosos para resolver problemas de
este tipo, el método de tridiagonalizacién. El siguiente material estd ba-
sado en las presentaciones mds extensas realizadas por Actcm9 y Ha-
mming 0 .

Para resolver el problema de encontrar los valores propios de una ma-
triz, la estrategia més recomendable consiste en dividir el problema en dos
etapas. Primero la matriz de interés se reduce a una forma especializada

que tenga los mismos valores propios. En la segunda etapa, se encuen-
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tran los valores propios de la matriz especializada obtenida. Este proce-
dimiento es recomendable, pues el proceso directo de encontrar todos los
valores propios de una matriz general requiere en principio de un nimero
infinito de pasos, mientras que la matriz general puede transformarse a
una forma especializada en un nimero finito de pasos, y las manipulacio-
nes con r_natrices especializadas requieren de un nimero relativamente pe-
quefio de operaciones. Las formas especializadas mds comunes son ma-

trices tridiagonales y matrices de Hessenberg (Figura 2.1)

OO ONK K
O OM K X
OMX K X O
H MWK OO
M X OO0
OO O K XM
O OM ¥ N
O K W X K
LI -
-

matriz tridiagonal matriz de Hessenberg

Figura 2.1 Matrices especializadas

La forma especializada que nos interesa es la forma tridiagonal.
Para transformar una matriz a la forma tridiagonal, debemos considerar
un tipo especial de transformaciones, las transformaciones de similitud.
Se dice que una matriz sufre una transformacién de similitud si es
pre vy post-multiplicada por cualquier otra matriz y su inversa. Las trans-
formaciones de similitud tienen la propiedad de conservar los valores pro-
pios. Un tipo especial de transformaciones de similitud son las transfor-
maciones ortogonales en las cuales la matriz de transformacién T es orto-
gonal, es decir Tf= T-1

Una de las transformaciones ortogonales més simples es la rotacién
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plana de Jacobi, en la cual la matriz de transformacién es una matriz uni-
taria con cuatro elementos alterados colocados en posiciones especificas.
La multiplicacién por esta matriz produce una rotacién plana en el espacio
euclidiano n-dimensional . Una transformacién de Jacobi no puede emplear-
se para reducir una matriz a una forma especial, pues aunque puede producir
ceros en determinadas posiciones en una forma efectiva, no hay manera de
producir més ceros en la matriz sin eliminar a los que ya se han obtenido
antes.

Una modificacién de la transformacién de Jacobi es la reduccién de
Givens. Esta transformacién altera ciertos elementos de una matriz, y lo
hace de forma que los elementos alterados se producen como combinacio-
nes lineales de elementos de la matriz original, de modo que si ciertos
elementos ya han sido reducidos a cero, permanecerdn con ese valor aun
cuando se realizen transformaciones posteriores. La reduccién de Givens
puede transformar una matriz general a la forma tridiagonal de una manera
eficiente y estable, pero existe un procedimiento superior, la reduccién
de Householder.

La transformacién de Householder produce ceros por medio de trans-
formaciones ortogonales, pero cada iteracién produce ceros en una fila y
una columna de una matriz simétrica en forma simultdnea. Se emplea co-
mo herramienta bésica en este método una matriz ortogonal simétrica P que
reduce a cero todos los elementos de un vector x, excepto el primero, al

premultiplicar x por P.
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En realidad, lo que se desea es hacer cero solo los (n-2) elementos
inferiores de la primera columna de nuestra matriz simétrica, y en gene-
ral, en cada etapa del proceso, la matriz Py se va reduciendo de orden y
actua solo sobre los (n-k) elementos inferiores de la k-ésima columna,
haciendo cero todos estos elementos excepto el superior. La matriz
de transformacién que debe emplearse para lograr este propésito es una
matriz "partida" T, con ceros en todas las posiciones de la primera fila
v la primera columna excepto por un uno en la posicién (1,1) v con los
deméds elementos de la matriz dados como la matriz P, de un orden menor
por una unidad.

Debe quedar claro cual es el procedimiento que debemos seguir: Da-
do un vector x debemos construir a partir de &l una matriz ortogonal simé-
trica P que satisfaga

Px = ke (2.27)
donde e, es un vector unitario que tiene como primer elemento un uno,
y ceros después, y el escalar k es la longitud de x. La matriz P puede
construirse de la siguiente forma.

Definimos

52=Ex12=k2 . k=4S (2.28) ; (2.29)
- .

Una matriz P satisfactoria puede construirse en la forma

P= (I- 2wwl) ; wiw=1 (2.30)



con wiw es el producto matricial de un vector unitari‘o w y su transpuesto.
Si se denota el producto punto
wix = K (2.31)
pueden obtenerse las férmulas necesarias para el cdlculo de P como
2K2 = 82+ xS (2.32)
Ademés se define u por
ut =[x1%S, x2, X3, «-ve. > %n | (2.33)
donde debe tomarse el signo que haga x* § mayor en valor absoluto.
Se observa que
w = u/2K (2.34)
y por tanto
P = I-uuf/2K? (2..35)
Desde el punto de vista operacional es més préctico aplicar P en la forma
factorizada mostrada en (2.35) o sea
Px = x-(1/2K?) (uufx) (2.36)

Ahora debemos resolver la segunda parte del problema original, es
decir, debemos encontrar los valores propios de la matriz tridiagonél que
obtuvimos.

Los valores propios de una matriz nxn se definen como las raices de
un polinomio caracteristico de n-ésimo grado que puede obtenerse de la
matriz siguiendo un método determinado. Sin embargo, este proceso impli-
ca una gran cantidad de trabajo. Resulta més practico evaluar el polino-

mio directamente a partir de la matriz para algtn valor de prueba, y en base
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al resultado obtenido decidir qué tan lejos estd el valor de prueba de ser
un valor propio del sistema.
5i el polinomio caracterfstico se escribe como un determinante v se

expande por menores, puede obtenerse una relacién de recurrencia para
polinomios {pj(1)} de orden i en la variable independiente A (cuando

i=n se obtiene el polinomio caracterfstico de la matriz). Esta expresién
puede emplearse con un valor especifico de A para generar una secuencia
de nimeros que son los valores de los polinomios {pi} para el valor de

A empleado. Por tanto, la relacién de recurrencia proporciona una forma
simple de evaluar el polinomio caracteristico Pn(}?) . A continuacién
puede emplearse alguno de los métodos comunes para hallar raices de po-
linomios y encontrar las raices haciendo una bisqueda en la que se varia
el valor de A . Los polinomios {pj} forman una secuencia de Sturm y
puede demostrarse11 que el nimero de cambios de signo en los valores de
los polinomios {pi()\)} al progresar de ppa p, , indica el nimero de raices
de p, que son menores que A . El empleo combinado de esta informacién
y de un método de blisqueda binaria permite hallar con facilidad v de una
forma segura las raices del polinomio caracteristico de la matriz tridiago-

nalizada.

1.5 Limites y correcciones para cantidades obtenidas por métodos

variacionales. Como puede verse, el operador K juega un pa-

pel central en los métodos variacionales. Existen un nimero de limitacio -

+
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nes a estos métodos. Mientras que el valor de expectacién del hamilto-
niano se aproxima monoténicamente a E cuando crece el espacio definido
por las variaciones permitidas en los pardmetros, no hay ninguna regla
similar para la funcién de onda o para cualquier otra cantidad que se cal-
cule con ella, excepto la energia. Una optimizacién de la funcién de on-
da respecto al valor obtenido para la energfa del sistema no siempre lle-
vard a una mejora en los valores de expectacién de operadores diferentes
de K.
Lo anterior puede demostrarse formalmente de la siguiente forma12
Podemos escribir la funcién de onda de prueba como
¢ = (1+e2)"1/2 (W 4ex) (2.37)
con (¥UD =(x/x) =1,y (¥/x) =0
Podemos tomar € como un "pardmetro de pequefiez ", una medida de qué
tan bien aproxima ¢ a ¥ .
Para el valor de expectacién del hamiltoniano tenemos
(O/3/® = (14€2)~1 (E+eXx /T /x)) (2.38)
donde (Q/j‘C/@) es la energia aproximada y E es la energia exacta.
Si hacemos
(1+£-:2)'1= l-e2+e~ ...,
y tomamos solo los dos primeros términos de la expansién puede verse
que (@/i‘/@) y E difieren sélo en términos de segundo orden en & como

habfamos visto antes, pero para cualquier operador arbitrario tenemos




19

B/ U = (Q+e2) I WY W +el WUR+ (K YTV)) +eX /U] (2.39)

y los términos de primer orden en € no necesariamente desaparecen.
Debe notarse que los términos en € pueden ser positivos o negativos,
y por tanto no tenemos limites superiores ni inferiores para <\IJ75/ )

Existe una serie de métodos y criterios para encontrar limites su-
periores e inferiores para valores de expéctacién. Muchos de estos mé- ‘
todos se basan en el criterio de Eckart,

e2<(( o/ H/® - E,)/(E ~E.) (2. 40)
Diversas modificaciones de este criterio se han propuesto y han resultado
Gtiles para establecer limites para valores de expectacién de diferentes
operadores 12 .
En muchos casos, la energia del sistema es la caracteristica del mismo que
més interesa evaluar con exactitud, y para lograr este propésito seria muy
Gtil disponer de una forma de establecer un limite inferior a la energia. Un
método para lograr este propésito fue propuesto por WeinsteinlB ¥y requie-
re la evaluacién de la cantidad
o = B/H2®) - @I /8)%  (@/8) =1) (2.41)
que puede tomarse como el "ancho" de ¢
El Iimite inferior a la energfa estd dado por
E.> a- (((H -a)2)8) /2 (2.42)
Donde E, es el valor exacto para la primera energia del sistema, y ‘a'

es un nimero que debe cumplir con la condicién de ser m&s cercano a Eo

quea E, .
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Este método y otros similares han encontrado pocas aplicaciones
debido a la dificultad que existe para evaluar el valor de expectacién de
potencias de K mayores que la unidad. También se han ideado métodos
variacionales restringidos en los que se forza a la funcién de onda a pro-
ducir valores de expectacién més precisos para otros operadores, aun cuan-
do se haga un pequefio sacrificio en la exactitud con que se calcula el %y

valor de la energia.

1.6 Teorema del virial y transformaciones de escala. El teorema del

virial indica como estdn relacionados los valores promedio de ener-
gfa cinética, electrénica y potencial en un 4tomo. Dentro de un tratamien-
to variacional, el escalamiento de coordenadas puede ser muy importan-
te, pues tendrd un efecto notorio sobre los valores promedio de propie-
dades importantes del sistema.
Sea ¥ (r1, ra2, «..+» Ip) una funcién de onda normalizada de las coor=-
denadas espaciales de n electrones. Entonces, podemos calcular el va-

lor promedio de la energia cinética y de la energia potencial como

Il

T=(¥/T/¥)

~ 2.43
=4 vy ( )

<\

Con T vy V los operadores de energia cinética y de energia potencial res-
pectivamente, ambos independientes del spin. Si introducimos en ¥
un factor de escala n que afecta las longitudes pero no las direcciones,

tenemos
‘I’n= ‘I’(n&. nra , ---.‘nEn) (2.44)
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Si n>1 entonces ‘Pn estd més contraida que ¥ , y sl n<1 entonces \If],1

es m4s difusa que ¥,

Ahora debe normalizarse estd funcién de onda escalada. Puesto que sola-
mente hemos re- rotulado todas las variables, incluyendo al elemento

diferencial podemos escribir

1 = *
f@n\pnd(m) ‘ (2.45)
Emplearemos la siguiente propiedad de una integral definida
b b/n
f(nx)d(nx) =n| £(nx)dx (2.46)
a a/n

Si trabajamos en un universo con dos dimensiones espaciales vemos que
podemos factorizar n del elemento diferencial de area, y dividir los 1i-
mites de integracién por n , con lo que los limites no se verdn afectados
por el intervalo en el que estén definidos. El elemento diferencial de
drea en el espacio bidimensional estd dado por

d(nA) = (nr;)d(nr;)de; (nry)d(nr;)ds;.... (2.47)
y por tanto, aparece n? por cada electrén, y obtenemos como resultado
-n?n f‘l’n*‘l’n dA (2.48)
Nuestra constante de normalizacién en (2-D) para \Ifn es n® , y nuestra
funcién de onda escalada y normalizada es
Y=Y (nry, NEa, ees NEn) (2.49)
Ahora
Tp = (VAT /%) = o
Vp = (W [V /¥ )

Para un &4tomo con n electrones (en unidades arbitrarias e=h=m=1 )
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% - —(1/2));V§ (2.51)

T ZZ Inpy = E 1m:ij 2 (2:52)
Por tanto t i

'T.‘n =n2nf‘1’n MY, da (2.53)
Podemos hacer la integral igual a T si podemos introducir el factor de es-
cala en todos los términos de coordenadas espaciales en el operador y en
el elemento diferencial de area. Para lograrlo, se requiere para el elemen-
to de area n“®que va estd presente por la constante de normalizacién. Pa-
ra introducir el factor de escala en el operador necesitamos multiplicar
por n~2, puesto que el operador laplaciano en coordenadas polares planas
tiene la forma

v2= 32/3r2 + (1/1)3/3r + (1/r7) 32/2¢” (2.54)
Si multiplicamos la expresién (2.53) por n? n-2 obtenemos

T~ n2 T (2.55)

Para el operador de energfa potencial en dos dimensiones

= ¥V - nln(n)[ 2-(n-1)/2] (2.56)

<l
=

Podemos escribir la expresién para la energia total del 4tomo en términos

de la funcién de onda escalada como

E.=T 4V

g= T+, =0Tt V - nlz-(a-1)/2] 1n(n) (2.57)

y podemos buscar el valor éptimo del factor de escala minimizando la
expresién para En respecto a variaciones en n .
Si consideramos los valores exactos de T y de V , vemos que si ¥

fuera una funcién propia exacta, no se obtendria ninguna mejora en la ener-

gfa como resultado del reescalamiento (n serfa igual a uno), y como
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resultado,
2T - nlZ -(n-1)/2] = 0 (2. 58)
El mismo argumento es vélido para cualquier funcién de prueba que
ha sido optimizada respecto a un factor de escala, puesto que entonces la
introducéién de un nuevo factor de escala n' no producird ninguna mejora,
es aecir, tendremos que n '=l y todo serd como se indicé arriba. Por tanto,
cualquier esqﬁema de variacién consistente con un procedimiento de esca- :
lamiento conducird a la satisfaccién del teorema del virial. Por otra par-
te, si se dispone de una funcién de onda aproximada en la cual no se ha
introducido explicitamente ningin factor de escala, el grado en el que el
teorema del virial es satisfecho es una indicacién del grado de aproxima-
cién de la funcién.
Puede verse que en dos dimensiones, T es una constante que depen-
de del nimero atémico Z y del nimero de electrones n .
Debe sefialarse que el teorema del virial es miembro de una clase més
general de teoremas que pueden escribirse como,12
(Y /(% ,W]/¥)y=0 (2.59)
Donde ¥ es una funcién propia de o para un estado ligado, v W
es un operador hermitico arbitrario independiente del tiempo.
[, 0] esel conmutador,
(F,0] =q0-0# (2.60)
Las relaciones de la forma (2.59) son conocidas como teoremas hipervi-

riales. Puesto que los diferentes teoremas hiperviriales deben ser sa-
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4

tisfechos por funciones de onda exactas, y no necesariamente se cumplen
para funciones aproximadas, pueden ser empleados como restricciones en
tratamientos variacionales restringidos. Los teoremas hiperviriales son
importantes pues sefialan conexiones entre un nimero de temas relaciona-
dos. Por ejemplo, se ha demostradol? que es suficiente tener i
(3/[3€ ,£(x)d/dx]/§) = O (2.61)

para toda f(x) , para asegurar que ¢ es una funcién propia de J . Este
resultado conduce a

(d/dx) {T¢/¢ + V} =0 (2.62)
donde se ha asumido que el hamiltoniano involucra solo los operadores
usuales de energia cinética, y que el operador de energia potencial es mul-
tiplicativo. La cantidad

{T§/$ + V}

es la energia local, y una funcién de onda para la cual la energia local es
una constante en el espacio de configuracién debe ser una funcién propia
de H . Esta es la base para los métodos de energfa local.

Como hemos visto, el método variacional es un método poderoso que
puede aplicarse con éxito para la solucién de diversos problemas. Sin
embargo no es aplicable en todos los casos.

Un método muy empleado para el estudio de sistemas multielectrénicos es

el método de campo auto-consistente que se describe brevemente en la

siguiente seccién.
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2. El método de campo auto-consistente

El método de campo auto-consistente con todas sus variantes,
ofrece otra posibilidad para la obtencién de resultados aproximados para
la ecuacién de Schrdinger de un sistema, y sigue en complejidad al tra-
tamiento m&s simple que puede hacerse para un sistema multielectrénico,
el tratamiento de electrones independienfes. Existe en la literatura es-
pecializada mucho material que se refiere a métodos de campo auto-
consistente y sus aplicaciones. lLas exposiciones del método presenta-
das por Blindermy por Pilarlsson buenos restimenes del tema, y esta pre-
sentacién se basa ampliamente en ellas.

La ecuacién de Schrddinger para un nicleo y un electrén puede resol-

verse exactamente en tres dimensiones. En dos dimensiones la naturaleza

logarftmica del potencial no permite encontrar una solucién exacta, pero

como se verd es posible obtener soluciones aproximadas aceptables.

Para el tratamiento de un sistema multielectrénico, lo méds simple se-
ria ignorar las interacciones entre electrones, y tratar de calcular en for-
ma independiente la energia cinética y potencial de cada electrébn. En es-
te tratamiento, se ignoran los términos de repulsién interelectrénica pre-
sentes en el hamiltoniano, y la funcién de onda se expresa como un pro-
ducto de funciones de onda para un electrén. Después se obtienen fun-
ciones que sean funciones propias del hamiltoniano aproximado del siste-
ma y se forman con ellas combinaciones lineales que satisfagan los re-

quisitos de simetria del problema, que estdn resumidos en el principio de
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exclusién, el cual indica que una funcién de onda debe ser antisimétri-
ca respecto al intercambio simultdneo de coordenadas espaciales y de
spin.

Una idea més adecuada, pero todavia suficientemente simple como
para ser Gtil fué sefialada por Hartreels. La idea propuesta fue que pues-
to que la atraccién nuclear es el factor dominante en el problema atémi-
co, una primera aproximacién Gtil para cualquier 4tomo consiste en asig-
nar a cada electré4n una funcién de onda y energia individuales, y luego
suponer que todos los electrones se mueven en un potencial similar que
puede emplearse para encontrar partes radiales de la funcién de onda que
satisfagan la ecuacién de Schrodinger.

En el método de campo auto-consistente de Hartree, el movimiento
de un electrén es determinado por un potencial efectivo que tiene un tér-
mino que considera la atraccién nuclear, y términos adicionales que con-
sideran las interacciones con el campo potencial de los otros electrones,
cuya forma depende de la distribucién de dichos electrones. El comporta-
miento de cada electrén estd determinado por una ecuacién de Schrédin-
ger para una particula.

Al exigir auto-consistencia de la distribucién electrénica de carga
con su propio campo electrostdtico se obtiene un conjunto de ecuaciones
integrodiferenciales acopladas (ecuaciones de Hartree) para N funciones
de onda de una particula (orbitales atémicos). En un tratamiento més for-

mal que el propuesto inicialmente por Hariree se demostré que las ecua-
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ciones de Hartree son precisamente las condiciones hue deben cumplirse
para optimizar una solucién a la ecuacién de Schrédinger cuando se em-
plea una funcién de onda aproximada formada por una combinacién de or-
bitales atémicos !7.

En el método de Hartree no se obtiene consistencia con el principio
de exclusién, pues no se hace ninguna consideracién inicial sobre la si-
metria requerida para las funciones de onda. En el método de Hartree-
Fock, se escribe la funcién de onda como un determinante de Slater, y el
principio de exclusién se obedece, pues el determinante se hace cero a
menos que los N spin-orbitales empleados formen un conjunto linealmen-
te independiente con la simetria adecuada. Una configuracién abierta
debe en general representarse por una suma de determinantes de Slater pa-
ra obtener una funcién de onda aceptable. Para una configuracién cerrada
el caso es mds simple, pues la funcién de onda puede representarse por
un solo determinante.

Si se emplean estas funciones de onda aproximadas con el hamilto-
niano del sistema, la aplicacién del método variacional conduce como an-
tes a la obtencién de N ecuaciones acopladas, las ecuaciones de Hartree-
Fock, similares a las ecuaciones de Hartree, pero con términos para in-
teracciones de intercambio, que consideran,por ejemplo,las diferencias de
energia entre estados de diferente multiplicidad de spin. Estas fuerzas de
intercambio pueden interpretarse fisicamente al considerar que la proba-

bilidad de encontrar a dos electrones de spin paralelo en el mismo punto
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del espacio, es exactamente cero. Las fuerzas de intercambio o de ex~- :
clusién tienden a mantener separados a electrones del mismo spin, y por
tanto reducen las fuerzas repulsivas entre ellos y disminuyen la energia
total calculada para el sistema. La regién alrededor de cada electrén de
Ia cual estdn excluidos electrones del mismo spin se conoce como agu-
jero de Fermi. Los célculos requeridos se simplifican considerablemen-
te si los épin—orbitales se representan como combinaciones lineales de
un conjunto de funciones base (método de Roothaan). Como conjuntos
base suelen emplearse orbitales tipo Slater o bases gaussianas (con
términos exp(-ar?),

El valor de energia electrénica que se obtiene en un tratamiento de
Hartree-Fock depende de la base escogida, pero se acerca a un valor in-
ferior limitante al acercarse la base a completitud matem&tica. El mini-
mo de energia que puede obtenerse en un tratamiento de campo auto-
consistente en el que se usan funciones determinantales de Slater se
conoce como energia de Hartree-Fock.

La aproximacién inhergnte de los métodos de campo auto-consistente
radica en el reemplazo de las interacciones repulsivas coulémbicas inter-
electrénicas por interacciones electrostdticas entre distribuciones de car-
ga que se traslapan, es decir, el método no tiene en cuenta la correlacién

que debe existir entre el movimiento de los diferentes electrones en un

dtomo. El no considerar este efecto lleva a una diferencia entre la ener-

gia de Hartree-Fock y la energfa minima del sistema. Esta diferencia se
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conoce como energia de correlacién.
La implementacién de un método de campo auto-consistente es rela-
tivamente compleja, pues requiere de una gran cantidad de cdlculos numé-
ricos que deben realizarse mediante programas complejos, pero pueden ob-
tenerse valores bastante exactos para la energfa del sistema (errores de
1% o menos). El problema es que las cantidades que generalmehte in-
teresan desde el punto de vista quimico son més bien diferencias entre
energfas y no valores absolutos de energfa, y errores pequefios en la e-
nergia total se ven aumentados al tomar las diferencias. La energia to-
tal calculada puede mejorarse empleando la técnica de interaccién de
configuracién. En este caso s{ se toma en cuenta la correlacién del mo-
Vir!niento electrénico y la funcién de onda se aproxima por una combinacién
lineal de deterﬁinantes, en la cual cada determinante corresponde a un
patrén diferente de ocupacién de orbitales, es decir, a una configuracién

diferente.

3. El modelo estadistico de Thomas-Fermi

El modelo estadistico del 4tomo fue propuesto independientemente
por Thomas18 v Fermi 2 en 1927, y fue el primer procedimiento cuantitati-
vo para obtener una aproximacién a un campo central efectivo. En este
modelo, los electrones se consideran como un gas degenerado que obe-
dece una estadistica Fermi-Dirac. La interacciédn coulémbica de las N

cargas discretas presentes en el 4tomo se trata tom&ndolas como una
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densidad continua de carga que es relacionada con e& potencial por me-
dio de la ecuacién de Poisson. La densidad de cargé resultante es una
funcién suave de N que no presenta ninguna evidencia de la estructura
de capas de los estados electrénicos. Por lo tanto, no ofrece una des-
cripcién exacta de la distribucién radial de carga odel potencial. Sin
embargo el modelo ofrece una primera descripcién del comportamiento
del potencial central, de la cual se puede obtener informacién sobre la
forma en que varian las funciones de onda radiales en funcién de N 5 i

Para obtener la ecuacién de Thomas-Fermi se calcula la densidad
numérica de electrones con energia cinética madxima dada en el espacio
de fase. A pesar de la atraccidén nuclear la densidad de este gas elec-
trébnico degenerado no es infinita, debido a las re;pulsiones coulémbicas
y a la nécesidad de satisfacer el principio de exclusién. La densidad de
carga se relaciona con el potencial empleando la ecuacién de Poisson.
De eéta forma puede obtenerse directamente la ecuacién diferencial de
Thomas-Fermi cuya forma naturalmente dependerd de la dimensionalidad
espacial en la que es estudiado el problema atémico.

Una vez que se ha establecido la forma que el modelo predice para
el potencial central, esta informacién puede emplearse para estudiar
diversas caracteristicas atébmicas, y una de las posibilidades més inte-
resantes es la de establecer la forma en que los electrones estidn dis-
tribuidos en el 4tomo de acuerdo a su momentum. Esta idea fué propues-

ta inicialmente por Fermil® y permite establecer cual serd en forma aproxi-
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mada el orden de llenado de los niveles electrénicosten un dtomo multi-
electrénico.

Una ventaja del método es que la ecuacién diferencial que describe
el comportamiento del potencial es v4lida para cualquier valor de la car-
ga nuclear Z.

Su simplicidad hace atractivo al modelo estadfstico del 4tomo,
pero al mismo tiempo impone limitaciones muy serias sobre la calidad
de la informacién que puede obtenerse de &l. En realidad el modelo
ofrece una descripcién bastante cruda y sobre simplificada del proble-
ma atémico.

Se han propuesto muchas modificaciones al modelo estadistico del
4tomo que persiguen mejorarlo sin hacerle perder su simplicidad. Estas
modificaciones incluyen la introduccién de factores para mejorar el com-
portamiento asimptético del 1:>otz-3r1c:ial21 vy la consideracién de efectos
de intercambio que se introduce en el modelo de Thomas-Fermi-Dirac 2t
Estas dos modificaciones mejoran las predicciones del modelo de una for-
ma significativa, y se han presentado célcu10523 que indican cémo de-
pende, en tres dimensiones, la energfa de los niveles electrénicos de la
carga nuclear y de los nimeros cudnticos ny .

La forma de esta dependencia deberia indicar cuél es el orden de llenado
de niveles en los 4tomos. Las predicciones del modelo son en general
bastante buenas, aunque existe la tendencia a sobreestimar el aumento de

energfa con & para valores altos de este niimero cudntico.
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Los dos principales defectos del model de Thomas-Fermi son que la
densidad electrénica y la energfa cinética se hacen infinitas en el na-
cleo, y que Vel potencial y por tanto la densidad electrénica no muestran
un comportamiento asimptético adecuado. Las mejoras al modelo pueden
clasificarse en dos grupos, como correcciones a la energfa cinética y
como correcciones a la energia potencial?l. Las correcciones al compor-
tamiento del potencial han sido numerosas y en general estdn bien funda-
mentadas. Por otra parte, las correcciones a la energfa cinética se re-
quieren porque el gas de electrones no puede considerarse como libre, es-

pecialmente cerca del nicleo. No se han propuesto correcciones a la e-

20

‘nergfa cinética que se consideren totalmente satisfactorias “~.

También se han propuesto modificaciones que incluyen correcciones
por perturbacién, y en algunos tratamientos se han hecho expansiones
en términos de h en las cuales el término de menor orden corresponde
a la aproximacién original 24 gip embargo, se ha observado que estos
tratamientos complican grandemente la aplicacién del modelo y no conducen
a mejoras sustanciales en los resultados numéricos 20,

Se ha realizado mucho trabajo para tratar de introducir la estructura
de niveles en el modelo estadistico del 4tomo, lo cual no es f4cil, pues
esto va contra el principio en el que estd basado el tratamiento, en el cual
la densidad electrénica se promedia y se distribuye uniformemente en el es-

pacio de fase disponible. La estructura de capas de los niveles es clara-

mente un efecto cuéntico. Sin embargo, se ha logrado introducir esta ca-
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racterfstica en una modificacién del modelo en la cual los electrones de
diferentes niveles se tratan separadamente desde el principio 2!,

En definitiva, debe resultar claro que el modelo estadfstico ofrece
una descripcién cruda del dtomo que estd limitada a producir resultados
que en el mejor de los casos serdn solo cualitativamente correctos. ILa
introduccién de modificaciones debe conéiderarse con cuidado, pues las
complicaciones que algunas de ellas conllevan no necesariamente es
compensada por la mejora en la calidad de los resultados obtenidos.

Sin embargo, el modelo tiene la gran ventaja de su simplicidad y se pre-
senta como una posibilidad interesante para obtener una primera imagen,

cualitativamente correcta, de la estructura atémica.

4, Otras posibilidades

Lés métodos descritos anteriormente son de aplicacién bastante ge-
neral, v son los que se emplean mds comunmente. Existen otros méto-
dos menos comunes que ofrecen algunas ventajas para la solucién de
determinados problemas. Uno de estos métodos es el método de energfa
local.!?

El método de energia local permite calcular energias electrénicas de
4tomos en una forma que puede ser operacionalmente més simple que en
métodos variacionales o de campo auto-consistente.

La ecuacibén de Schrddinger puede escribirse como

HW/¥ =E (2.63)
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con HW/¥ una constante independiente de las coordenadas. Puede
ilamarse a la cantidad ¥/ ¥1a energfa local, y resulta que si

no es la funcién de onda exacta, la cantidad J%\P/ ¥ estd muy lejos
de ser constante, lo cual es razonable pues ¥ presenta nodos y ) ‘
presenta singularidades que pueden causar variaciones drésticas aun
cuando ¥ sea una funcién aproximada aceptable de acuerdo a otros
criterios . |

Podemos designar por Ep la energia en un punto P del espacio de
configuracién, vy la constancia de Ep(p) puede ser tomada como una medida
del grado de aproximacién de una funcién de prueba a la funcién exacta.
Luego podemos asociar factores de peso positivos gp @ un conjunto de
puntos P, y para estos puntos considerar la desviacién media cuadrada
de la energfa local respecto al promedio?®

Los puntos y pesos deben escogerse de una forma que sea la més a-
decuada para minimizar la varianza de la energfia local. Debe tenerse
buen criterio para la eleccién de los puntos de evaluacién y de sus pesos,
pues de otra manera, el método puede conducir a la obtencién de resulta-
dos totalmente erréneos .

Probablemente el caso de mayor interés es aquel en el que la funcién
de onda aproximada se expresa como una combinacién lineal de funciones
de una base adecuada. Cuando se sigue este método, se varfan pardme-
tros en la expresién para la funcién de onda aproximada, y pueden derivar-

. [] s Il I
se un conjunto de ecuaciones simultaneas similares a las obtenidas en el
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método de variacién lineal, pero que tienen la dificultad adicional de re-
querir el cdlculo del valor de expectacién para el cuadrado del operador
hamiltoniano.

En definitiva, el método no es siempre simple; puede ser tan complejo
como un método de variacién lineal, y ademéds estd sujeto al problema a-
dicional de la necesidad de escoger con cuidado los puntos de evaluacién
de la energia local y del conjunto de pesos que se asigna a dichos puntos.

Existen otros métodos para cédlculo de energias, pero tienen aplica-
bilidad mucho més reducida, o son eficientes solamente en casos muy
especificos. Los métodos descritos son los que ofrecen en general ma-
yores posibilidades para la resolucién del problema atémico en dos dimen-

siones.






III. EL ATOMO HIDROGENICO

El 4tomo de hidrégeno es el dtomo mds simple, y las soluciones a la
ecuacién de Schrbodinger para este sistema son la base para la compren-
sién de la estructura de dtomos multielectrénicos y de la tabla peri6édica 5
de los elementos. En otras dimensiones espaciales, el estudio del 8-
tomo de hidrégeno es fundamental por estas mismas razones, y también
porque puede ayudar a establecer cudl es el efecto de la dimensionalidad
espacial en el comportamientos de los 4tomos electromagnéticos.

El objetivo de esta seccién es estudiar el 4tomo de hidrégeno no
relativista en dos dimensiones espaciales. Este problema ha sido estu-
diado antes en diferentes contextos. Varios autores * han presentado
discusiones sobre el 4tomo en dos dimensiones (2-D) usando el potencial
coulémbico normal que corresponde a tres dimensiones & (r)=-Ze?/r.

La solucién exacta de un dtomo monoelectrénico con este potencial para
una dimensionalidad arbitraria fue presentada por Alliluev?®y més recien-
temente, Herrick?’ noté la existencia de degenerancias interdimensionales
en dtomos y moléculas de dimensionalidad espacial variable, asumiendo
en todos los casos la validez del potencial coulémbico de tres dimensio-
nes.

Sin embargo, como es bien sabido, el potencial que satisface el

teorema de Gauss en (2-D) es logaritmico en r. Sin embargo, solo re-
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cientemente ha sido estudiado el 4tomo de hidrégeno en (2-D) con el po-
tencial logaritmico28 5. La forma del potencial afecta naturalmente todos
los aspectos del problema. Aragén2®ha demostrado explicitamente que
no existe una cantidad adicional conservada andloga al vector de Runge-
Lenz para el potencial logaritmico. Por tanto, no existe mds degeneran-
cia que la implicada por'la simetria circﬁlar del problema. En el caso

de tres dimensiones, la degenerancia adicional (n2 en vez de sblo

29+1) resulta una propiedad especial del potencial (1/r), y corresponde

a una simetria general O, para el dtomo de hidrégeno.

Hasta la fecha no se conoce una solucién exacta a la ecuacién radial
del 4dtomo de hidrégeno en (2-D) con el uso del potencial logaritmico.
Ademés, los cdlculos aproximados previos® no han sido suficientemente
exactos como para establecer con una confianza plena el orden relativo
de energia de los niveles electrénicos del &4tomo de hidrégeno. Esto ha
impedido hacer una descripcién razonable de la estructura de la tabla

periédica de los elementos en (2-D).

1. El 4tomo de hidrégeno en dos dimensiones

El 4tomo hidrogénico en (2-D) estd formado por la atraccién de dos
cargas eléctricas opuestas, un "electrén" de carga -e, y un nucleo de
carga Ze. Estas cargas se mueven bajo la influencia de su potencial

electrostatico mutuo

®(r) = Ze?ln(x/r,) (i3l
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donde re.es una constante de escala definida en forma adecuada. Esta
forma del potencial se obtiene al extender, de una forma covariante, la
electrodindmica a dos dimensiones29,30
La ecuacién de Schrédinger para el movimiento relativo del sistema es
{-n2v2/2y + Ze? In(r/xe)}¥(x) = E¥ (1) (3.2)
Puesto que el potencial es radialmente simétrico, la ecuacién es sepa-
rable, y resulta conveniente expresar la solucién en coordenadas pola-
res (r,¢$)
¥ @ =R, (0 Fhent/2 2] - 0,12, (3.3)
vy la funcién radial satisface .
{1/z(d/dz(z d/dz)) - 22/z2 - 1n(z) + YR(2) = 0 v, - 8d)
donde la variable adimensional z estd dada como
z = (8)1/2 ¢ (3.5)
con
B = 2uze?/h? (3.6)
Y Yy la constante de escalar, estdn dados por
vy = (E/ze?) ro = 1/(2uze2/h2)1/2 (3.7)
El término logaritmico en la ecuacién radial impide obtener una solucién
exacta para la misma. En este caso lo més recomendable es realizar un

tratamiento variacional.

2. Conjunto base

El potencial coulémbico logarftmico de (2-D) tiene solamente niveles
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discretos de energfa, puesto que la energfa aumentd monoténicamente con
la distancia. Por tanto es natural pensar en aproximar localmente el po-
tencial por medio de pardbolas. De acuerdo a esto, el conjunto base més
indicado para realizar un tratamiento variacional seria el conjunto comple-
"to de soluciones al oscilador arménico en (2-D).

ILa introduccién de un factor de escala,®y, que tome diferentes valo-
res para cada estado de momentum angular permite satisfacer el teorema
del virial, que como ya vimos antes, tiene la siguiente forma para un 4to-
mo en dos dimensiones

<L (2,0)/ T(2) /¥y (2,8) > = 1/2 (ze?) (3.8)
Las soluciones normalizadas para el oscilador arménico en (2-D) pueden

escribirse 31

T (x,8)= Fag(x) ei*/2ml/2 | [g] = 0,1,2,... (3.9)
donde la funcién radial estd dada en términos de polinomios asociados de
Laguerre ’Cfi

Fap @) = (nl/ (i)} 1/2 xhe™/2 £2x2) |, 3 > 0 (3.10)
Debe observarse que las funciones \Ifng que corresponden a diferentes va-
lores de & son ortogonales debido a la dependencia angular, tanto en el
caso del oscilador como en el caso del 4tomo hidrogénico. Las funciones
radiales escritas en términos de la variable escalada x=(oy) 3 son orto-
normales y tienen la forma

2
Fog [(e)1/22] = {(2n)!a2(p‘+1)/(n+ﬂ:)!}1/229‘8—“2,2 lzfﬁ(% 22) , 220 (3 17)

El conjunto base producird valores para los limites superiores de las ener-
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&
gias mds exactos que los que producirfa una base no escalada, debido a

la satisfaccién del teorema del virial y las ventajas que esto conlleva.

3. Variacién lineal

Es conveniente expresar la parte radial de las soluciones a la ecua-

cibén de onda por medio de la expansién

N
R, (2) = ) aF ,((a,)!/22) (3.12)
n=
El valor de expectacién de la energia, Eﬂ. (en unidades de Ze?d es
N N
Ej= <Ry /30/R>/ <Ry /R> = r;nagam sk / Eo(an)z‘ (3.13)
H n=

donde los elementos de la matriz del hamiltoniano estdn dados por
I o= <Fp @22}/ % (2) IF 3 ((a) 1/ 22)> , (3.14)
La minimizacién de la expresién para Eg con respecto a cada uno de los

coeficientes produce las ecuaciones seculares
N

2 =
D a0 ~Bobe) .= 9 (3.15)
n=0
que tendrdn una solucién no trivial cuando el determinante secular sea
igual a cero
| JCnP»m —Ez‘snml,:o (3.16)
Los N valores propios Eg producidos al solucionar este determinante se-

rén, como ya vimos, limites superiores rigurosos para los primeros N

valores propios de g para un valor dado de £ .

4. Cémputo de los elementos de la matriz ¥

Elhamiltoniano del sistema puede escribirse en términos de la va-
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riable z como

K= {-1/2(d/dz(z d/dz)) + 22/z + 1n(z)} (3.17)

Pueden simplificarse los cédlculos requeridos si se emplea la ecuacién-

diferencial satisfecha por la parte radial ((ag)l/zz), de las soluciones

r Fnﬂ'
al oscilador arménico en (2-D)

{-1/2(8/az(z d/d2)) + 82[22 +a 222 - (4nt2042)}Frg = 0 (3.18)

Combinando las ecuaciones (3.17) y (3.18) podemos escribir

;=< Fn'l{(a',;)1/2z}'/1n(z)-ggzzzmz(ammz) IF_{ep)/22)>  (3.19)

Si cambiamos de variable a x en las integrales de (3.19) obtenemos

L 4
T =la AChnE2842)8 = Aoy )i Feisy
nm L nm L nm (3.20)

<an(x2)/lln(x) [F o x2)> = ap<F_ () /x*[F, (x*)>
El cdlculo de las integrales restantes es un poco tedioso y se presenta en

al Apéndice A. El resultado final puede escribirse como
4 VRl [ 1 [}
Hom = [ag(2n+e+1)- Z1na,]6 +AL
i (3.21)

+ cr.p_[ {(n+l)_(n+!.+1)}1/26 1-'l-'[n(n-i-.?.)]'1/26 = ’n_,]'

m ,N+

Af = Llnln!/(ate) ! (m+2)!]1/2 @
2 (3.22)

if: [ (-)k+3 (zfi) (E fj; )(9,+k+j )l1+1/2+.. .+1/(2+k+j)“C]/k!j‘!i
k=0 j =0 C = 0.577215 , es la constante de Euler.

Los elementos de la matriz # dependen del factor de escala @y . El valor
de este pardmetro debe escogerse a modo de minimizar la energia del sis-
tema. Puede obtenerse una expresién para evaluar ag én funcién de los

vectores propios, diferenciando la ecuacién (3.13) respecto a oy

Sin embargo, el uso directo de esta expresién en el proceso de minimiza-
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4
cidén de la energfa no resulté préctico, pues mostré una convergencia nu-

mérica demasiado lenta.

5. Solucién de las ecuaciones seculares

Para encontrar los vectores y valores propios de la matriz real simé-
trica # se usé el método de tridiagonalizacién. Se emplear“on subrutinas
escritas por iowe32 para tridiagonalizar la matriz y encontrar sus vectores
y valores propios para un valor dado de oy . El valor éptimo de ay se en-
contré por un método de bisqueda no secuencial que trabajaba iterativa-
mente hasta alcanzar un nivel dado de tolerancia en el valor propio.

En el Apéndice B se presenta m&s informacién sobre el funcionamiento del
prégrama empleado para resolver las ecuaciones seculares, y también al -
gunos detalles sobre el método de blisqueda empleado para enconftrar el

valor éptimo de a, -

Los resultados obtenidos se presentan en el Cuadro 3.1. El cuadro
muestra las energias para algunos estados excitados de diferentes valo-
res del nimero cuéntico de momentum angular, &, con la designacién or-
bital comin de los estados. Ademéds de la incertidumbre estimada para los
valores de energfa, el cuadro también presenta el tamafio m&ximo del con-
junto base que se utilizé para obtener el valor propio reportado. Los cél-
culos fueron realizados con programas escritos en FORTRAN IV, corridos

en el sistema HP-1000 en la Universidad del Valle de Guatemalsa.

La incertidumbre asignada a los valores propios mostrados en el cua-

1
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dro 3.1 se calculé de la siguiente forma. Para un t*amaﬁo dado de la ba-
se, el valor propio se calculé con una precisién de+1 x 10~°. El tama-
fio de la base fue subsecuentemente incrementado (en pasos de dos uni-
dades debido a propiedades de paridad de las funciones de la base)
hasta que el valor propio difiriera por menos de 1 x 104 del valor encon-
trado con el tamafio previo de la base. .El intervalo de incertidumbre
se tombé como igual a la diferencia entre los dos niimeros que cumplieron
con el requisito anterior'. Se reporté el valor propio mds pequefio de los
encontrados, con las incertitumbres asignadas conservadoramente en la
forma indicada.

Para el nivel S5s, el tamafio de la base requerido para obtener una
exactitud similar a la lograda para otros niveles, era demasiado grande
y no podia manejarse en la computadora, por lo que para este nivel los

cdlculos se hicieron con una precisién menor.

6. Discusién

Los valores de energia presentados en el Cuadro 3.1 son exactos den-
tro del intervalo determinado por sus respectivas incertidumbres. Esto
fue establecido observando el comportamiento de convergencia de las so-
luciones al irse incrementando el tamafio de la base. Debe recordarse sin
embargo, que puesto que estos nimeros son valores obtenidos variacio-
nalmente, representan limites superiores a los verdaderos valores propios

de energia del sistema. Un factor importante en los cédlculos, fue el em-
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pleo de una base escalada, pues esto permitié una ‘mejora sustancial en los
resultados.
Un conjunto similar de valores propios de energia para el 4tomo de hi-

drégeno en (2-D) fué reportado por Reiser-s‘ .. Estos resultados también se

" incluyen en el -Cuadro 3.1. Para once de un total de catorce niveles de

energfa los resultados de este trabajo son significativamente menores que ,
los de Reiser. En los otros casos, los nimeros coinciden dentro de los
intervalos definidos por sus incertidumbres.

La diferencia con los valores de Reiser es especialmente grande
para los estados s. Esto se debe a que, como &l mismo lo sefialé, el
conjunto base usado por Reiser no puede representar adécuadamente a las
funciones de onda en la regién cercana al nicleo.

Aunque los valores reportados aqui son consistentemente més bajos,
no hay una diferencia grande con los resultados previos, obtenidos en una

forma independiente y distinta.

El ordenamiento relativo predicho para los niveles de energfa del &4-
tomo de hidrégeno en (2-D) es entonces

1s<1p <2s<1d<2p<1f <3s<2d <3p< 1g< 2f <d4s
Este ordenamiento es similar a uno propuesto por Aragén,za, quien lo de-
rivé a partir de consideraciones de simetria. El ordenamiento apoya una
estructura para la tabla periédica en (2-D) que es similar a la de la tabla

de tres dimensiones.
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Podrfa resultar extrafio el observar que no se he; impuesto ninguna
restriccién para el valor médximo del niimero cudntico de momentum an-
gular, £. Debe notarse que no existe ninguna restriccién intrinseca al
respecto ni en el é-tomo en dos dimensiones, ni en el 4tomo tridimensio-

nal.

En tres dimensiones, es convenienté definir el nimero cudntico prin-
cipal como la suma de los nimeros cudnticos radiales y de momentum
angular *3puesto que la energfa deﬁende paramétricamente de esta suma.
Esta rerotulacién de los niveles resulta, naturalmente, en un valor m&-
ximo de % para un valor dado del nlimero cudntico principal.

Por otra parte, en (2-D) la energia no depende paramétricamente del
nimero cudntico radial, y por lo tanto no es necesario ni conveniente ha-
ceruna re-rotulacién de estados. Por tanto, para cada valor de %,el ni-
mero cudntico radial funciona como un contador para los posibles estados
que generan secuencias infinitas:

ES ;25,385 v 1P, 2D,90 50y 1d32d;3d, ... 5= etc
En tres dimensiones se producirian las mismas secuencias si los estados
se rotularan con el nimero cudntico radial, y no con el nimero cudntico
principal n.

La nomenclatura empleada para designar los orbitales del 4tomo de
hidrégeno en (2-D) y la ausencia de degenerancia adicional, causan que
el atifbau multielectrénico en (2-D) sea muy parecido al sugerido por el

orden relativo de los niveles energéticos del 4tomo de hidrégeno.
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4

Para establecer con mayor certeza la estructura de la tabla peri6-
dica en (2-D) es necesario estudiar 4tomos multielectrénicos en esta
dimensionalidad, y combinar la informacién que se obtenga con los da-
tos proporcionados por el estudio del §tomo de hidrégeno. En la siguien-
te seccién se empléa un modelo muy simple para estudiar §tomos com-
plejos en (2-D), y se emplean los resultados como base para establecer
la estructura més plausible para la tabla periédica de los elementos

en (2-D).



IV, LA TABLA PERIODICA DE LOS ELEMENTOS

El comportamiento de la materia que forma el mundo fisico estd de-
terminado en buena parte por el comportamiento fisico y quimico de los
dtomos elementales. Sin embargo, el nﬁmero posible de dtomos y las v
leyes que rigen su combinacién para la formacién de moléculas depende
crucialmente de la dimensionalidad espacial en la que los 4tomos exis-
ten.

En la seccién anterior pudo observarse que la estructura del 4tomo de
hidrégeno en (2-D), caracterizada por el potencial electrostdtico correcto,
In(r), es muy diferente si se le compara con la del 4tomo en tres dimen-
siones (3-D). Por ejemplo, la naturaleza del potencial 1/r induce dege-
nerancias adicionales que no se presentan en el 4tomo en (2-D).

Para establecer la estructura de 4tomos multielectrénicos en (2-D)
es necesario conocer el "alifbau" o principio de construccién, es decir,
el orden en el que deben llenarse los niveles de energia electrénicos
disponibles en un &tomo complejo. Una vez que se dispone de esta in-
formacién puede establecerse directamente la estructura de la tabla pe-
riédica. Los intentos anteriores en este sentido no han sido muy riguro-
sos, y hasta ahora no se han reportado resultados definitivos al respecto.

Un posible enfoque es usar como una guia el orden relativo para los

niveles de energia del 4tomo de hidrégeno en (2-D), porque los niveles
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hidrogénicos tienen energias bastante diferentes y por tanto podria es-
perarse que el orden relativo para dtomos complejos fuera similar. Sin
embargo, esta no es una respuesta definitiva al problema, porque no pue-
de predecirse para cuales estados la analogia dejard de cumplirse.

Puede obtenerse una solucién al problema del aiifbau en (2-D) usando
métodos de campo auto-consistente para estudiar 4tomos complejos de
esta dimensiﬁnalidad, pues como vimos, un tratamiento de este tipo pue-
de producir resultados muy exactos.

Una opcién mucho més simple (aunque seguramente menos exacta) es
usar el modelo de Thomas-Fermi (TF), también descrito en la seccién de
bases tebricas. Recientemente ha sido demostradoaqque el modelo de TF
corresponde al 1imite N> de la solucién exacta del 4tomo no relativista
con N electrones, y esto ha hecho renacer interés en el modelo. Un trata-
miento del 4tomo n-dimensional de TF ha sido presentado por Kventsel
v Katriel 35.

En su trabajo original, Fermi usé el modelo para obtener una expresién
para el nimero de electrones con momentum angular dado en un dtomo neutro
con carga nuclear Z, y de esta manera pudo proponer una descripcién del
atifbau en (3-D). Més recientemente, Wong ¢ presenté cdlculos simplifica-
dos en los que usé el modelo de TF, con el potencial aproximado en la
forma sugerida por Tietz 37, para justificar la regla de Madelung y la es-
tructura de la tabla periédica en (3-D).

Para establecer la estructura general de la tabla periédica y de los
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dtomos multielectrénicos en (2-D) no se requieren resultados cuantitativos
muy precisos. Se necesitan resultados cualitativos confiables en los cua-
les pueda basarse una prediccién aceptable. La aplicacién del modelo

de TF en el caso de (3-D) produce resultados cualitativamente correctos, y
con mejoras simples puede obtenerse un buen acuerdo con los resultados

8

experimentales 38 Estas observaciones apoyan la idea de que el mo-

delo de TF puede proporcionar informacién til en el caso de (2-D).

1. El modelo de Thomas-Fermi en dos dimensiones

En el mod_elo de TF los electrones se tratan, como se dijo antes,
como un gas de Fermi de energia minima bajo la influencia de un poten-
cial central efectivo V(r). La suposicién bdsica es que para un valor dado
de r, la magnitud de la energia potencial serd igual a la energfa de
Fermi‘, es decir se relaciona la densidad electrénica con el potencial.

El potencial a su vez, se calcula a partir de la densidad electrénica dada
por el empleo de la ley de Gauss, por lo que se obtiene un potencial
auto-—ccmsistentea9 :

Si un electrén puede poseer energia cinética hasta un valor méximo
E. esto lo confina, en (2-D), a un circulo de area mr2 con radio dado por

r = (8ma’E,/h2)1/2 (4.1)
con a® un area unitaria.

Los nimeros que rotulan los estados electrénicos posibles solo pueden

tener valores positivos, y el principio de exclusién indica que solo pue-
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den haber dos electrones en cada nivel permitido, por lo que el niimero
de electrones con energia menor que E serd
2/4(nx?) = (2na?/h?) (2mE.) (4.2)
Si se designa el m&ximo momentum que puede tener uno de estos electro-
nes como k&
Por (2mEo)1/2 (4.3
puede escribirse n , el nimero de electrones por area unitaria como
n = 2mP2/h? (4.4)
Ahora puede relacionarse el valor de n con el del potencial central usan-
do la relacién
P%/2m = Eo= eV(r) (4.5)
por lo que el nimero de electrones por area unitaria es
n = (2n/h?) (2meV(r)) (4.6)
Para obtener un campo auto-consistente, puede usarse la ecuacién de
Poisson para relacionar la densidad de carga con la energia potencial.
En (2-D) la forma de la ecuacién de Poisson es
\ir‘ZV(r) = =21p | (4.7)
donde p es la densidad de carga y
p = (-e)n (4.8)

v puede escribirse

{0
~—

v2y(r) = (-27)(-e) (n) = (2me?/n?)V{(r) (4.

Si definimos la variable adimensional R como

R = {(2m)}/2e/h)}r (4.10)
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4

podemos expresar la relacién de auto-consistencia en términos de la
ecuacién diferencial de Thomas-Fermi en (2-D)

R232V(R)/3R2 + R V(R)/aR - RZV(R) = 0 (4.11)
La forma de la ecuacién de TF en dos dimensiones ya habfia sido repor-

35aunque no se habifa empleado para realizar cil-

tada en la literatura

culos numéricos. La ecuacién (4.11) ti.ene soluciones de la forma v
V(R) = AT_(R) + BK_(R) (4.12)

donde I. y Ko son las funciones modificadas de Bessel de orden cero,

y de primera vy segunda especie 1"eslz)eaci:ivamen1:e1+0

Para aplicar esta solucién general al problema especifico, debe exa-

minarse el comportamiento asimptético de K,(R) y de L (R)

-0 S
Para R (- 1
(4.13)
K,(R)=> - In(R)
LI B (o B D
(4.14)

Ko (R)—> (7/2R)1/%/e"R.

Cuando R+0 un electrén "siente" el potencial del nlicleo desnudo, pues

no hay apantallamiento de la carga nuclear por otros electrones, entonces

lim V(R) = -Ze 1n(R) (4,15)
R—=0

Cuando R+= debe cumplirse que V(R)*>0 puesto que la densidad electr6-
nica debe hacerse cero en el infinito, y el potencial es proporcional a ella.
Con las consideraciones anteriores puede verse que el potencial esté

dado como
v(R) = zeK, (R) (4.16)
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Ahora debe usarse este potencial para obtener i}nformacién sobre la
estructura de los 4tomos y de la tabla periédica en (2-D). El primer
paso en esta direccién es establecer como se distribuyen los electrones
en un dtomo de acuerdo a su momentum. La derivacién para el caso tri-
dimensional fué presentada por Fermi 13 ;

En particular, debe contarse el nimero de electrones caracterizados
por un valor dado del nimero cuédntico de momentum angular £ en un dtomo
con Z electrones. Esta informacién indicard para que valor de Z apare-
cerd por primera vez un valor dado de momentum angular, y de esta forma
podréd conocerse el orden de llenado para los electrones. |

Si el mdximo momentum de un electrén es B , el vector de momentum
para el gas electrénico puede localizarse en cualquier lugar dentro del

circulo con radio P en el espacio de momentum, como puede verse en

la Figura 4.1 . A

/ P N 2 2y1/2
\ (P2. - P7)

/ \
| /. |
| oo
\ Pl /

\

N i Figura 4.1 Circulo de radio

N | BN P, en el espacio de momentum
\\\\._ oy
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El elemento diferencial de érea, dA, en el espa‘cio bidimensional
de momentum estd dado como
dr = 2(P2 - PPY1/2 (dPy) (4.17)
donde PI es el componente perpendicular del vector de momentum.
" En el espacio de fase bidimensional, el principio de exclusién y el prin-
cipio de incertidumbre de Heisenberg obiigan a emplear celdas de area
h2 , cada una de las cuales puede acomodar hasta dos electrones. El
nimero de electrones por drea unitaria en él espacio de fase disponible
es entonces
N = 4 (P2 - P2)1/2 (dP))/n? (4.18)
El momentum angular para esos electrones estd dado por
L=1P (4.19)
Po; tanto, el nimero de electrones con momentum angular entreL y
(L+dL) estd dado por
N (@) ={(P2 - (L/r)2 )}/2/n2r}av (4.20)
donde 2nrdr es el area de un anillo diferencial de radio r.
Si usamos las relaciones L=2%h y B = 2meV(R), cambiamos de variable
a R en la ecuacién (4.20) e introducimos el potencial de TF en (2-D),
obtenemos la expresién final para el nimero de electrones de nlimero

cudntico de momentum angular £ en un 4tomo con carga nuclear Z

Ry

Ny (2) = 2/nf (zK, (R)
Ry

- 2.2/R2)1/2 dR (4_21)
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Esta integral debe evaluarse en el intervalo en ‘el cual el argumento
de la raiz es positivo. Puesto que no se encontr6 una solucién analf-
tica a la ecuacién (4.21), ni una forma aceptable de aproximar el poten-
cial que hiciera soluble la integral, se emple$ un método de integracién
numérica para evaluar la expresién. En el Apéndice C se da alguna in-
formacién sobre el programa empleado péra resolver este problema.

El conteo de electrones debe satisfacer el requisito de neutralidad
eléctrica de los dtomos. Para un 4tomo con nimero atémico Z este re-
quisito puede escribirse § o

7 = Z N,(2) (4.22)
: £=0
Sin embargo, las aproximaciones empleadas producen valores muy ba-
jos para NR, , por lo que esta suma tiene en general un valor inferior a
Z. Esto puede remediarse normalizando los valores de Ng . En el caso
tridimensional se presenta un problema similar, pero en ese caso los
valores de la expresién (4.22) en funcién de Z presentan algunas veces
errores por defecto y otras veces por exceso. El modelo de TF en tres
dimensiones fué trabajado extensamente por Klechkovskii 48 , Quien

normalizé los resultados usando un conjunto de cargas nucleares efec-

tivas Z*(Z). El obtuvo una expresién analitica para estas cargas efectivas

evaluando explicitamente y en forma general la expresién (4.22).
En (2-D) la falta de neutralidad eléctrica en el 4tomo de TF es m&s
severa, por lo que el método de Klechkovskii no puede emplearse. Una

idea mé&s simple es introducir un factor de normalizacién de la forma




57

(ag + 1), de manera que los valores normalizados, ﬁm*(z) toman la forma
N (2) = (a2 + 1) N (2) | (4.23)
El valor del pardmetro a fué optimizado por el método de minimos cuadra-
dos para el intervalo 1<Z<25, y se encontré que el valor éptimo para
a es a= 0.678+0.0005.
Los resultados obtenidos se presenfan en el Cuadro 4.1 . Ademés
de los valores de N;(Z) calculados con las ecuaciones (4.21) y (4.23),

también se presenta la suma (4.22) como funcién de Z.

2. la estructura de la tabla periédica

Los resultados presentados en el Cuadro 4.1 permiten predecir el
orden relativo de energia de los niveles de los &tomos multielectrénicos
en (2-D). De acuerdo a los resultados este orden es

is<lp <2s<1d<2p<3s<1f<2d<3p ...
Puesto que, como se indicé antes, los niveles de energia para el 4tomo
de hidrégeno en (2-D) poseen energias bastante diferéntes, podria espe-
rarse que el orden relativo fuera similar al de los 4tomos complejos. El
orden relativo para el d4tomo de hidrégeno es

1s<lp<2s<1d<2p<1f<3s<2d<3p ...

Las diferencias entre ambos érdenes se deben a repulsiones inter-
electrénicas presentes en los dtomos multielectrénicos y obviamente au-
sentes en al 4tomo de hidrégeno. La primera diferencia entre ambos 6r-

denes ocurre para los estados 1f y 3s. En el 4tomo de hidrégeno el esta-

A
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Cuadro 4.1

LS

Distribucién de electrones de acuerdo a su momentum en un

4tomo en (2-D). Célculo Thomas-Fermi usando Ec. 4.21

N

WCONOM L W -

Ny (@)

1.34
1,89
2.32

. 2.67

2,99
327
3.54
3.78
4.01
4.23
4.43
4.63
4.82
5.00
5.18
5.35
5.51
5.67
5.83
5.98
6.13
6.27
6.41
6.55
6.68

N, (2)

N,(2)

N4(2)

Niot

1.34
1.89
3.08
4.10
5.00
5.80
6.54
7.24
8.33
9.44
10.85
11 .98
13.09
14.13
15.16
16.14
17.07
18.00
19.08
20.61
22.06
23.48
24.88
26.25
27 .57
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do 1f tiene energfa menor, mientras que en el 4tomo multielectrénico la
situacién se invierte. En presencia de repulsiones electrénicas, la dis-
tribucién electrénica 3s tiene una energfa menor, porque la funcién de on-
da pone mayor densidad electrénica cerca del niicleo, en comparacién con
la distribucién 1f que estd muy mermada cerca del nicleo por el factor r%
en la funcién de onda. Esta situacién es andloga a la del caso 4s, 3d

en tres dimensiones 33. Otras diferencias pueden explicarse en forma
similar.

El principio de exclusién de Pauli limita el nimero de electrones que
pueden encontrarse en un nivel electrénico. Un estado con ¢=0 puede
acomodar dos electrones, y estados con $#0 pueden acomodar hasta cuatro
electrones (cada signo de & origina un estado).

El orden relativo de energias electrénicas sugerido por el modelo
de TF y las restricciones impuestas por el principio de exclusién determi-
nan que la tabla periédica en (2-D) deberia tener la estructura ilustrada
en la Figura 4.2 . De acuerdo a los resultados obtenidos, la tabla perié-
dica en (2-D) es muy similar a la tabla en (3-D), pero es méds compacta.
En (2-D) el nimero de elementos estables serfa menor y la diversidad qui-
mica estarfa restringida.

Es facil ver porque la tabla periédica tridimensional es mayor. En
(3-D) el nimero de estados para cada valor del nimero cudntico de momen-

tum angular, &, estd dado como 2%+ 1, por lo que al ir aumentando el valor
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4

de &, el nimero de estados posibles crece rédpidamente. As{, las series
de elementos representativos tienen seis elementos, las series de tran-
sicién diez, las tierras raras catorce, etc.

En (2-D), cada valor de % diferente de cero solo produce dos estados
por lo que las series de elementos representativos, las series de transi-
cién y las tierras raras sblo tienen cuatl;o elementos cada una. La razén
bésica para la diferencia en tamafio de la tabla periédica es que los es-
tados de momentum angular son mds numerosos en (3-D) que en (2-D).

Es importante notar la existencia de grupos (n+ 2 ) en el aiifbau de
(2-D). Esta situacién, similar a la de (3-D), permite establecer un an4-
logo bidimensional a la regla de Madelung. En &tomos neutros en (2-D),
los niveles electrénicos se llenan en orden de valor creciente de n + 4

r

y para estados con igual valor de esta suma, el orden de llenado va de

acuerdo a valor creciente de n%® . Por tanto, un esquema mnemotécnico

como el que se muestra en la Figura 4.3 puede emplearse para recordar
el orden en el que deben afiadirse electrones para formar §tomos en (2-D).

AL S 2

Tsf Iph- 1@ 1f " lgt
W e e
2 26v

~
4 Y Y
3s2 3p* 3d /Bf Figura 4.3 Orden en el que
452 4p%  4d“ deben afiadirse electrones pa-
P ra construir 4tomos en (2-D)

WA
e

2s2  2p"

5s2 b5p*

N\N\
B

6s

S50 AN
X
b
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La identificacién de los elementos de (2-D) con sus anilogos en (3-D)
puede ser atil, pero hay una cierta arbitrariedad en las elecciones. La
configuracién electrénica de los elementos proporciona informacién sobre
su capacid_ad de combinacién ¥ el comportamiento quimico que podria es-
perarse de ellos, vy permite una identificacién tentativa. Estos aspectos +

y otros relacionados son discutidos por Aragén 1,

3. Discusién

El modelo de Thomas-Fermi proporciona una primera aproximacién
aceptable a la estructura de dtomos complejos. En (3-D) las predicciones
cualitativas del modelo pueden compararse con observaciones experimen=
tales, y muestran un grado aceptable de coincidencia. Esto da confianza
en los resultados obtenidos para (2-D).

Podrian emplearse versiones més refinadas del modelo de TF ,pero
esto complicaria 1os célculos considerablemente, Y entonces otros mé-
todos, como tratamientos de campo auto-consistente competiri’an favora-
blemente. La versién més simple del modelo de TF produce, con un mi-
nimo esfuerzo, datos con precisién adecuada para los objetivos de este
trabajo.

Ls interesante notar que si en (3-D) se rotularan los estados elec-
trénicos en términos del nimero cudntico radial, como se hizo en (2-D),
el orden de llenado que se obtendria no podria representarse por medio

de una figura de geometria simple andloga a la Figura 4.3 . Esto se debe
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a la presencia de degenerancia adicional en el étomto de hidrégeno en
(3-D), la cual hace que todas las lineas diagonales en la Figura 4.3
contengan estados con la misma energia.

Por otra parte, si como se hace normalmente, se rotulan los estados
- del 4tomo tridimensional con el nlimero cuéntico principal, n= n +8 +1
entonces se obtiene una tabla rearreglacfa de estados en la cual las nue-
vas diagonales representan el orden de llenado de 4tomos multielectrénicos
conocido como la regla (n+2) o regla de Madelung.

El resultado final es que las tablas periédicas de los elementos tie-
nen una forma‘anéloga aun cuando los niveles de energia para el 4tomo
de hidrégeno difieren considerablemente en cada dimensionalidad. Esta
no resulta una observacién obvia cuando se contempla por primera vez la
estructura del 4tomo de hidrégeno en (2-D).

Pueden asignarse nombres a los 4tomos en (2-D) en base a argumen-
tos relativamente simples. Por ejemplo, en (2-D) después de llenar el
orbital 1s debe llenarse el orbital 1p, por lo que el gas noble tridimensio=-
nal helio, no existe en (2-D). Por tanto, el primer gas noble serd neén,
el primer 4tomo en (2-D) en alcanzar la configuracién llena ns?np*, con
n=1. Puesto que en (2-D) ‘emlb.é';tomo qué s‘igu; aﬂ}-]idrégeno no es un. gas
noble, debe ser llamado berilio.

El tercer 4tomo bidimensional es interesante, puesto que tiene tres
electrones. Puede perder estos tres electrones o ganar otros tres para

alcanzar una configuracién estable. Este &4tomo tendré la capacidad de
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formar enlaces covalentes y cadenas largas, por lo Jue puede nombrarse
carbono. El siguiente 4tomo puede llamarse oxigeno o nitrégeno, y por
conveniencia en este trabajo se le llamard oxigeno. Finalmente, los &to-

mos que se encuentran justo antes de los gases nobles necesitan solo un

" electrén para alcanzar configuraciones completamente llenas, y pueden

ser llamados halégenos.

Para las series de transicién puede observarse que elementos corres-
ponden a configuraciones llenas o semi llenas, y a los 4tomos con estas
caracteristicas se les han dado los nombres de sus andlogos tridimensio-
nales. Otroselgmentos fueron bautizados con los nombres que parecieron

mé&s razonables y convenientes.



V. CONCLUSIONES

Para tener una imagen global de los resultados obtenidos es convenien-
- te hacer una breve revisién de los mismos.

Se planteé la ecuacién de Schridinger para el 4tomo hidrogénico en
(2-D), empleando el potencial logaritmico consistente con el teorema de
Gauss. La ecuacién resultante se resolvié empleando un procedimiento de
variacién lineal en el cual se usé un conjunto base escalado. De esta for-
ma se garantizé la satisfaccién del teorema del virial, y se obtuvieron va-
lores para los niveles energéticos electrénicos del 4tomo de hidrégeno.

Al comparar los resultados obtenidos para los niveles de energia del
Adtomo hidrogénico con valores reportados anteriormente, se observa un gra-
do aceptable de coincidencia, aunque los valores presentados aciui' son més
bajos, especialmente para los estados s . Con esto se obtuvo en forma
definitiva el siguiente ordenamiento energético para los niveles hidrogéni-
cos en (2-D):

1s <lp<28sild-$s2p< It <355 2d <Bp<cilges2f5ds - %

Este arreglo posee la caracteristica que niveles consecutivos estdn bastante
separados en energia, y por tanto se esperaria que en el caso de &4tomos
multielectrébnicos se presente un orden similar.

Para obtener més informacién sobre la estructura de &tomos multielec-

trénicos, se empled el modelo de Thomas-Fermi adaptado a (2-D).



66

4
Este modelo se escogid por su simplicidad, pues aunque solo produce re-
sultados cualitativamente correctos, esto es suficiente para establecer la
estructura general que tiene la tabla periédica en (2-D). Obviamente se

esperarfa que hubieran diferencias entre el comportamiento observado y

las predicciones del modelo estadistico, tal y como ocurrié en tres dimen-

siones, donde se requirié una buena caﬁtidad de trabajo experimental pa- +
ra llegar a establecer la forma definitiva de la clasificacién periédica*?.

El modelo de Thomas-Fermi tiene la ventaja de producir resultados in-
dependientes del valor de la carga nuclear, es decir predice un orden gene-
ral de llenado, que en el caso de (2-D) resulta ser:

ls< 1p<2s<1d<2p< 3s<1f<2d <3p

Como se esperaba, este orden coincidié bien con el predicho para
el 4tomo hidrogénico, y pueden ofrecerse explicaciones simples para
justificar las diferencias observadas con el orden de llenado hidrogénico.
Este ordenamiento de niveles lleva naturalmente a la estructura para la
tabla periédica de los elementos en (2-D) mostrada en la Figura 4.2 .

La estructura de las tablas periédicas en dos y tres dimensiones re~-
sultan ser bastante similares, aun cuando los 4tomos de hidrégeno son
muy distintos en ambas dimensionalidades. Esta diferencia se explica por
la existencia de degenerancia adicional en el 4tomo de hidrégeno en (3-D),
la cual no estd presente en el 4tomo de (2-D).

La determinacién de la estructura de la tabla periédica en (2-D) no es

itil solo como informacién aislada; también ayuda a comprender mejor cuales
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son los factores que influyen en la estructura de la ttabla de tres dimensio-
nes. El efecto del aiifbau multielectrénico, la importancia de la distribu-
cibén de posibles estados de momentum angular e incluso el arreglo dentro
de la clasificacién periédica de dtomos con caracteristicas distintivas,

" son todos aspectos que deben considerarse con cuidado, y esto contribuye
a la mejor comprensién de su efecto.

El aiifbau multielectrénico indica el orden en que los niveles electré-
nicos disponibles deberdn llenarse y con ello determina cual serd el arre-
glo general de la clasificacién periédica. La distribucién de estados de
momentum angular determina el nimero de estados con momentum angular
dado que estdn disponibles, y es el factor que decide el nimero de ele-
mentos que formardn cada grupo de la clasificacién, es ldecir influye di-
rectamente en la diversidad de los elementos quimicos.

Una vez que se ha establecido la estructura de la tabla periédica, se
dispone de una base firme para hacer una identificacién preliminar de los
elementos de (2-D) con sus andlogos de tres dimensiones. Esta identifi-
cacién no solo brinda una nomenclatura a'decuada para discutir las posibi-
lidades de comportamiento quimico en (2-D) sino que ademés facilita el
manejo de los elementos pues los asocia con algo real de cuyo comporta=-
miento se tiene una idea mé&s concreta.

La quimica en (2-D) puede construirse ampliamente en base a analo-
gias con el comportamiento observado para tres dimensiones. Aunque este

punto no se desarrollé como parte del presente trabajo, Aragén*! ha sefiala-
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do los lineamientos bdsicos que podria seguir la quimica de un universo
con dos dimensiones espaciales.
Adem&s de trabajar un poco con quimica orgénica e inorgénica, este autor

estudié las posibilidades que presenta la bioquimica en un universo pla-

‘no. De acuerdo a sus resultados, si se substituye adecuadamente al

nitrégeno (que no existe en (2-D)), pueden construirse moléculas anédlogas .
a aminodcidos, y también es factible la existencia de otras biomoléculas

complejas como por ejemplo carbohidratos y otras, incluso ADN. Sin

_embargo, como el autor sefiala, existen muchas restricciones impuestas por

la dimensionalidad reducida, las cuales son especialmente importantes
para el trabajo de enzimas y otros compuestos que requieran la accién si-
multdnea de diversas moléculas, lo cual es dificultado por la existencia
de impedimentos estéricos serios.

Sin embargo, Aragén ha sefialado apropiadamente que este tipo de tra-
bajo es en buena parte especulativo, y se requiere realizar muchos cdlcu-
los para confirmar la posibilidad de que las reacciones propuestas se rea-

lizen.

Los trabajos adicionales en esta area podrian incluir cdlculos para con-
firmar la estructura de ciertos &dtomos para los cuales las predicciones del
modelo estadistico no son muy precisas. Ademds, podrian calcularse molé-
culas diatémicas simples en (2-D) cuyo comportamiento fuera ilustrativo,

como por ejemplo hidruros de dtomos del primer periodo.
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Para confirmar las proposiciones sobre las érea:s de quimica orgénica
y bioquimica serfa necesario realizar cdlculos mucho més complejos pues
estdn involucradas moléculas mds grandes y probablemente no podrian ve-
rificarse algunos aspectos por no estar accesible la posibilidad de compro-
bacién experimental.

Puede decirse en definitiva, que Ia.investigacién de la quimica en
un universo de dos dimensiones espaciales es interesante por la informa-
cién y comprensién que proporciona y ademés porque muchos de los pro-
blemas que se presentan brindan la oportunidad de ejercitar el empléo de
diversos métodos y conceptos desarrollados originalmente para estudiar

sistemas en tres dimensiones.

|
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APENDICE A

" Evaluacién de elementos de la matriz
del hamiltoniano

Para completar la evaluacién de los elementos de la matriz del hamil- g
toniano es necesario evaluar las integrales

4 Fnl CB)alats ’ F'mi (75 > (A.1)
Y

CFat 3| In (%) ‘ Fo (x2) ) (A.2)
donde y 3 3

- Rl e

}_n&(xzs :[(n+&);4l bs Q ¢ In(xl) J _9,,}0 (A.B)

La evaluacién de la integral (A.1) puede realizarse de la siguiente for-
ma. Podemos escribir la integral explicitamente como

VRt 2 ol
FmACX’)> = Z[E—m'[—""{} / K20 I,\CX‘)I; (x?)x dx

X'Z
(n+3) 1 (n+1)
(A.4)

<-Fnl b(z)

Si hacemos
N= X 5 d\{‘—" 2xadx

tenemos que

'l/ S0
Iy | % s 3 X
<F“Q(Y)|Y]Rﬂ&(\()>= [(r:\+v;\)[(m+i)J jYN )eYIn (Y)Im(Y)dY
o (A.5)

Podemos usar la relacién de recurrencia satisfecha por los polinomios
asociados de Laguerre 3

4 0
W0 = antie)) Eaen) = )L i (1) = (n+8) Lne OO
y escribir

2 I,
Lm! (n+d+))! &
<{Fna (Y)“flpma(\(» = (2n+3+1) S — U“*')[&&éxnx <)n+m2j Sy

X Y/
—(n+&)[m"""(“” P 1] Srvesi @0

()L () 1 (n=) !
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por lo que

<FnQ(‘()[\{‘FmQ(Y)>‘" (Zn+_€1+1)£mn—/(h+\)(n+j+\) e

— /r\(n+52 ijn—| (2.7)

Para evaluar la integral (A.2) puede seguirse el procedimiento siguiente.
La integral puede escribirse explicitamente como

a0 In 0| Fmt ()Y = L L Fat ()]0 Frng €1) )

Im ! -
::%{ﬁﬁhme]kfv“eof<Y>\Mv0\nomdv (».9)

y podemos escribir el polinomio asociado de Laguerre como

In(x)

— n % j

L0 = Zw l‘;‘ J) Y/[ i
Ahora .

w! _Q ;
fY QYI () Irr (Y) lr\(\’jo{ = ZZ (— (n+ )( B/MIKI
\/f kKt —‘{ lT\(Y)dY . Al

pero 3 :

Df‘{Pe“Yln\(d\{ = p! [l i o ‘/p—c] s

donde € es la constante de Euler, v € = 0.577216 .
Por tanto si definimos

~ LT m] ln(x)l&ﬂﬂ) = An%\’\

tenemos que

1% of N+ [+ , A
a-dEnl ) e il Wﬂﬂ%w

k=0 k'=0

®[|+*/2+r--+— 1/~Q+K+K'—(_" (A.12)

por lo que el elemento de la matriz del hamiltoniano tiene la forma final

Ll % shiy
O\\ﬂ[f\ — [O(i (2'('\+.Q+|) _Z_ In(xq gnm + Ar\%“

+ i [\/a+\\(ﬁ+ﬂ+lT‘Jm,n+i S ﬂ\_(mmj cgm,nﬂ]

(A.13)
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&
Debe seflalarse que se emplearon algunas simplificaciones para reali-

zar los célculos. Algunas de estas simplificaciones se mencionan a con-
tinuacién.

Los elementos de la matriz del hamiltoniano que no estdn situados ni
en la diagonal principal ni en las codiagonales de la matriz, no dependen
del orden de la matriz ni del valor del factor de escala {y . Por lo tanto,
si se calculan los valores propios de energia en el orden

Al ey alne) d adle

no es necesario recalcular todos los elementos de la matriz H al aumentar
el tamafio de la base; solo deben recalcularse los elementos de la diagonal ¢
principal vy las codiagonales (que dependen de (X3 , el cual a su vez de-
pende del tamafio de la base) y afiadir los elementos que no se habfan cal-
culado previamente. Esta es una observacién importante, pues se encon-
tr6 que el paso determinante de la velocidad a la cual podian realizarse los
célculos era la generacién de la matriz H, que requiere una cantidad gran-
de de trabajo numérico al aumentar el tamafio de la base.

: . : . A |
Por la forma relativamente compleja que tienen los términos Anm , Su
evaluacién puede requerir bastante trabajo. Se encontraron expresiones
simplificadas para algunos casos especiales como Auln y A;}a , Pero no
se obtuvo una expresién general més simple para A\, .

La observacién de los valores numéricos computados para An’;h condujo
a la obtencién empirica de una expresién para [\ o .
Para los elementos diagonales

0 4! ¥
An :%{[Ecx‘]%} (A.14)
A=
Para elementos codiagonales
o s os)
An,ﬂ+t T (A.15)
Para elementos no diagonales ni codiagonales
—I
om = —I:Z(m_h)] (A.16)

Debe recordarse que la matriz del hamiltoniano es simétrica. En las ex-
presiones anteriores los valores de m y n empiezan desde cero (el primer
elemento de la primera fila de la matriz se rotularfa como H )

La inspeccién de los valores de los elementos de la matriz para valores
de ) diferentes de cero sugiere que podrian encontrarse relaciones simpli-
ficadas para A,\%n con }#0 , pero estas relaciones no se obtuvieron. En to-
do caso, cualquier expresién simplificada deberia obtenerse directamente
de la expresién (A.12) para dejar bien establecida su validez.






APENDICE B

‘Cémputo de valores propios para el 4tomo
hidrogénico en dos dimensiones

La mayor parte del trabajo numérico implicado en la resolucién del
problema hidrogénico fué realizado con las subrutinas presentadas por
Lowe 32 ., Estas subrutinas se emplearon para realizar todo el proceso de
tridiagonalizacién y bisqueda de valores y vectores propios. Los lista-
dos de estos programas y detalles sobre su funcionamiento pueden encon-
trarse en la referencia original, por lo que en este apéndice solo se des-
cribirdn las partes adicionales del programa empleado. Un listado de es-
te material se presenta al final del apéndice.

Todo el proceso de célculo es controlado por el programa principal
HIDRO. Como primer paso se ingresan los valores de los nimeros cudn-
ticos que identifican al estado electrénico cuya energia se deséa calcu-
lar. Ademés deben proporcionarse las tolerancias que se requerirdn en los
valores de energia vy del factor de escala ag -

Para calcular el valor propio de energia es necesario conocer el valor
de a, que se empleard. Este valor puede ser ingresado en forma directa
o puede ser calculado por el programa. La energia depende dristicamente
del valor de ap , por lo que es necesario conocer este pardmetro con rela-
tiva exactitud. Una parte importante del programa estd relacionada con la
blisqueda del valor é6ptimo de o, Ppara un tamafio de la base y un valor de
% dados. El proceso de blisqueda no-secuencial de a g se describe més
adelante.

Una vez que se conoce el valor del factor de escala que se empleard,
el programa genera la matriz del hamiltoniano. Es necesario definir cual
serd el intervalo en el que se buscardn los valores propios de energia.
Para hacerlo se presentan dos opciones. Los limites del intervalo pueden
ser definidos por el usuario del programa. Alternativamente, el programa
puede calcularlos a partir de la norma de la matriz del hamiltoniano.

Cuando el proceso anterior se ha completado se emplean las subruti-
nas de tridiagonalizacién y se calculan el valor y el vector propios busca-
dos. Para realizar su trabajo, el programa HIDRO emplea adem&s algunas
subrutinas cuya funcién se describe brevemente. :
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La subrutina PREP llama a la subrutina LIN que genera la matriz del
hamiltoniano y solicita o calcula los limites del intervalo de blisqueda de
las energias.

La subrutina LIN calcula la matriz del hamiltoniano empleando la ex-
presién (3.21). Esta subrutina utiliza a su vez a la subrutina BINOM,
que calcula coeficientes binomiales; y las funciones FACT, que calcula
factoriales, y SERIE que calcula la suma [1+1/2+...+1/(2+k+j)~C]

Para realizar los cdlculos para los estados con £=0 se usé una versién
del programa que empleaba las expresiones simplificadas para Ar?m dque
se mencionan en el Apéndice A. :

La subrutina PALFA puede usarse para calcular un valor del factor de
escala a partir del vector propio del estado correspondiente. Cé&lculos al-
ternos iterativos del vector propio y del factor de escala permiten encon-
trar el valor éptimo de éste Gltimo. En la prictica, este procedimiento
mostré una convergencia muy lenta y no fue utilizado. Para optimizar el
valor del factor de escala se empleb el método de blisqueda que se descri-
be a continuacién.

La energia de un estado presenta un valor minimo para un valor dado
del factor de escala, que se considera el valor éptimo de este pardmetro.

Para comenzar el proceso de biisqueda se seleccionan dos valores arbitra-

rios del factor de escala que definen los limites del intervalo inicial de
bisqueda. A continuacién se encuentran dos valores intermedios del fac-
tor de escala de manera que el intervalo de bisqueda quede dividido en
tres segmentos iguales. Se evallia la energfa para cada uno de los cuatro
valores del factor de escala seleccionados y los valores de energia se
comparan entre si.

El intervalo de biisqueda puede o no incluir al valor éptimo del factor de
escala. Ambas situaciones se muestran esquemdticamente en la Figura

B,
E /
/ 3
‘/
d \ /
/I O
ﬁ N

— L

(a) % (b)

— ™
—

+——
Tihe -

Figura B. 1
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Si el intervalo incluye al valor éptimo de o, (Figura B.1 (a)) la regién
de btisqueda debe reducirse eliminando a alguno de los dos segmentos la-
terales en que fué dividida. Se decide cual de ellos debe eliminarse com-
parando las energias para los dos valores intermedios del factor de escala.
Se elimina el segmento que se encuentra del lado del punto intermedio con
energia mavor.

Si el valor 6ptimo del factor de escala no estd comprendido en la re-
gién de blasqueda, ésta es extendida. Para decidir hacia que lado debe
prolongarse se comparan los pares de puntos extremos. El intervalo se
extiende en la direccién del par de puntos que no cumplen con la condi-
cién de que la energfa correspondiente al punto extremo sea mayor que la
del punto intermedio més cercano.
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B oot R
U (l r;:: r.':

EHID?? T=00004 IS ON CROY99% USING 00108 BLKS R=0000
0001 FTN4
o0 C (B830529,1121)
IR 11 __PROGRAM HIDRO o™ SR
(004 IMPI.ICIT DOUELE PRECISION (A-H,0-Z)
0005 DIMENSION A(RS.25) P(25,25) V(25 VTRAR(2S)
0004 MEAUX= il > 65 i
0007 GO TO 3000
0008 1 WRITE(1,3001)
0009 3001 FORMAT("DESEA CAMEIAR DE RASE?")
0010 READ(1,1102) NIDEC
0011 IF(NIDEC.ER. 2HST) NEAUX=NE+]
0012 IF (NIDEC.NE.2HSI) GO TO 3002 : b 2
0013 3000 NDEF=0 :
0014 WRITE(1,1000)
0015 _READ(1,%) NE B & L
1016 3002 WRITE(1,4)
0017 4 FORMAT ( "RUSQUEDA NO SECUENCIAL DE ENERG (ST o NOY™)
_001g _ READ(1.1102) NVI Y, ke
0019 WRITE(1,1001)
6020 READ(1,%) L ,NE
0021 WRITE(1,1002)

READCT , 1003) ACCA

0056

0057

npz3 MPIIL(l 2033)
0024 2033 FORMAT("INGRESE EL VALOR DE LA TOLERANCIA DE ENERGIA")
0025 READ(1 ,1003) ACC "
0026 WRITE(1,1004)
0827 " READZ1.%) NPRINT
n028 TWRITE(L,1100)
aoz2e 1100 FDRMﬁT("INDIGUE FL # DE UNIDAD LOGICA DE IMPRESION")
00Z0. - READ (1 .,%)NIMFR .
0031 WRITE(1,2020) Ty
(003 2020 FORMAT("Va a inaresar los limites de busqueda de enerqias?"’
00z3 ~_READ(1,1102) NZUP L3 IR
1034 TFONZUP ONE L 2HSI Y GO TO 2021 e
0035 WRITE(1,2022)
00386 2022 FORMAT("Inarese los valores de ZLOWER y ZUPPER™)

0037 READ(1,%) ZLOWER,ZUPPER 15
1038 ZLOWEL =ZLOWER
0032 _ZUPPE1=ZUPPER e Sy o1 CF
0040 _041 WRITE(Y1,1101)
no4l 1101 FORMAT("Desea inaresar un valer inicial de alfa (si o nod")
0042  READC1 ,1102)NDALF \
0042 1102 FORMAT (AZ)D
0044 IF(NDALF . NE.2HSI)Y GO TGO 1110
0045  WRITE(1,1103) , AR
Q046 1103 FORMAT("INGRESE EL WVALOR INICIAL DE ALFA"™)
(047 READ (1 . x)ALFA
tn48 CALL, PREPONE, L ,ALFANZUP, A&, ZLOWEL, ZUPPE]L , ZLOWER ,ZUPPER , NSALA
049 A . NERAUX)
Q%o CALL. ENERGONE ,NE ,1, 0, ,NPRINT,ZLOWER , ZUPPER ,ACC ,A,P ,V ,NIMPR NV
Gﬂ-l Go TO 100__ S

1110 WRITE(1,2100) Yo

2100  FORMAT("INGRESE LOS VALORES DEL INICIO Y EL FINAL",/

A"DEL INTERVALD DE RUSHUEDA DE ALFA (formate #)M)
READ (1, %) P INAL , E NAL -
NGAL= 0
NGAL.1=0
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0058 IF (NDEF.EQ.2HSI) NSALI =1

0059 ALANT=0,0 DO

0060 2001 DELTA=CENAL-PINAL)/Z3.0 DO <3 3

N0061 PTO1=PINAL+DELTA

0062 PTOZ2=ENAL-DELTA

0063 WRITE(1.2101) PINAL,.PTO1,PTO2,ENAL

0064 2101 FORMAT("L.OS PUNTDS SON:",4F15.8)

0065 ITF(NSAL NE . 0G0 TO 2002

0&&E Al.FA=P INAL.

0067 CALL PREP(NE,L,ALFA ,NZUP,n,ZLOWEL ,ZUPPEL , ZLOWER ,ZUPPER , NGAL 1

0068 A, NRAUX)

00469 : WRITE( ,2 Byt

aeza 2 FORMAT("Matriz inicial aenerada. Desea hacer cambios?")

0071 READ(1, 1109) NDEF :

0072 LfiNDEF EQ,PHSI) 60 TO 1 4

0073 CAL.L tNERG(NB NE,1,0,NPRINT,ZLOWER ,ZUPPER ,ACC,A,P,V, NIMPR,NVT)

0074 WRITE(1,3)
____QﬂZﬁ_;L____EmMﬂﬂLlﬁaJHLjjJLnliilgthﬁiﬂﬂLiJﬂmuﬂiﬁ4_ﬁ_JJ__i_1“_ |

0076 READ(1,1102) NDEF

0077 IF(NDEF .EQ.2HSI)Y GO TO 1

0078 ENFI1=Y{(NE) A

0079 NSAL.1=1

0080 ALFA=ENAL

0081 Call. PREP(NE.L, ALFA NZUP, A, ZLOWE] ,ZUPPE1 , ZLOWER ,ZUPPER ,NSAL 1

nos2 A NRAUX)

0083 CALL, ENERG(NE,NE,1,0,NPRINT,ZI.OWER, ZUPPER ,ACC,A, P,V ,NIMPR ,NVIY

N084 ENFI4=V(NE) e

0085 2002 ALFA=PTOT |

0086 CALL PREP(NE,L,ALFA,NZUP,A,ZLOWE1,ZUPPE1 ;ZLOWER ,ZUPPER ,NSAL.1
L= QO o - B NBAUX) L

0088 CALL. ENFRG(NE,NE ,1,0,NPRINT,ZLOWER, ZUPPER , ACLC m,P.v,NIMPN NV L)

008y ENFI2=\ (NE)

0090 ALEA=PTOR

00921 CALL PREP(NE,L,ALFA,NZUP,A,ZLOWE] ,ZUPPET, ZLOWER ,ZUPPER , N§AL.1

ooea AL NEAUX)
____ﬂﬂEﬁL___ﬂ___LﬁLl_ENEB (NB,NE ,1,0 ,NPRINT,ZLOWER, ZUPPER ,ACC ,A,P,VY, NfﬁPP NV

0094 ENFIZ=V (NE)

0N9s TF(ENFLIA.GT ENFIZ) GO YO 2003

SNV R S ENAL=ENAL+ ((ENAL-PINAL) /2.0 DO

0097 2003 IFCENFI1.GT.ENFI2) GO TO 2004

noes PINAL=PINAL~-¢( (ENAL-PINAL)/3.0 DO

0099 2004 TF(ENFII-ENFI2)2005,2005,2006
0100 2005 PINAL=PTO1

0101 ENFIN=ENFI3
102 | ALFA=PTODR i
0103 GO TO 2007
0104 2006 ENAL=PTOZ
e 0305 o ENFINZENFIZ i g
0106 ALLFA=PTO1
0107 2007 ITE(DARS(ALFA~ALANT)Y .LE . ACCAY GO TO 100
_hio@ ALANT=ALFA 3N 2 W
0109 NSAL=NSAL+1
0110 GO TO 2001
S0 fIONEESREONTEENGE = e e Ay St e SR T T T, T
0112 WRITE(NIMPR ,B8) NI, NSAL
()9 45 R et 2 £ 2 FURMGT('X "PﬁRﬁ lSTﬁ CORRIDA NE=" T4,/,5%,"8e hicireron", 4
0114 AL,3%,."iteraciones")

0115 NRITE(VFMPN 1005 NELLLV(NE),,ALFA



0116 WRITE(NIMPR, 92) ACCA
0117 WRITE(NIMPR, 2044) ACC b £ N
Uollllgg 2044 NEE)TP{%%%PR%IIQ%‘ERANCIA EN ENERGIA FUE PE. . E10.5,7)
0120 2199  FORMAT(/,%X,"VECTOR DE VALORES PROPIOS",/)
0121 WRITE(NIMPR,2200) (P(I,NE),I=1,NK)
0122 2200 FORMAT(SX,F10.6,/)
0123 GO T0 1 i
0124 92 FORMAT(2/,%X, "LA TOLERANCIA EN ALFA FUE DE:", E10.%)
0125 1000 FORMAT("INGRESE EL VALOR DE NE (numero de funciones base)™)
0126 1001 FORMAT("INGRESE VALORES DE L Y DE NE") b s
0127 1002 FORMAT("INGRESE EL VALOR DE LA TOLERANCIA EN ALFA™)
0128 1003 FORMAT(D25.18)
0129 1004 FORMAT("SI NO DESEA SALIDAS INTERMEDIAS, NPRINT=0" )
0130 1005 FORMAT(/,S5X,"VALOR DE ENERGIA ROTULADA CON NE=",I2,/,5X."Y CO
0131 A,I2,/,5X%,"VALOR DE ENERGIA=",F20.12,/,8X, "ALFA FINAL=" ,F20.17)
0132 C S 2 ¥
0133 END
0134 C
0135 C
0136 SUEROUTINE PALFACNE,NE,L,P,ALFA)
0137 IMPLICIT DOURLE PRECISION (A-H,0-2)
0138 DIMENSION P(R5,25),VTRAR(25)
0139 DO 10 J=1,NE
0140 10 UTRAE(T )= P(J,NE) .
0141 ALFA1=0.0 DO b §
0142 DO 20 I=1,NB
0143 20 ALFAT1=ALFA1+0.5 DOx(UTRABCI)®*VTRARCI))
044 ALFAR= 0.0 DO 4
0145 DO 30 I=2,NE
0146 30 ALFA2=ALFA2+2,0 DOX(DELE (FLOAT((I-1)))%(VTRAB(I)XVTRARC(I) )
0147 ALFA3=0.0 DO
0148 DO 40 I=1,NE
n14y 40 ALFAZ=ALEAZ+DELE (FLOAT C(L+1)) )X (VTRARC(I) XVTRAKCID )
0150 ALFA4= 0.0 DO
0151 DO 50 I=1,NE-1 -
0152 RALFA=DSART(DRLE(FLOATC(I*(I+L))))
0153 50  ALFA4=ALFA4+2, 0DOX(VTRAB(I)*VTRAR(I+1))XRALFA
0154 ALFA=ALFA1/(ALFA2Z+ALFAZ+ALFA4)
55 RETLIRN
DIGE" 5w A, Y
TR A
0158 C
R 1 Ao A e - S W TS LY L 55 LEBE
0160 SUBROUTINE PREP(NE,L,ALFA,NZUP,A,ZL.OWEL, ZUPPET ,ZLOWER, ZUPPER
0161 A, NSALT  NEAUX) .
i oiapn THMPLLICIT DOURLE PRECISION(A-H,0-Z)
0163  DIMENSION A(25,29) =} >
0164 CALL LINCNE,L,ALFA,NSAL1,NPRINT, A, NBAUX)
0165 IF(NZUP.EQ@.2HSI) GO TO =0
0166 RORMA=0.0 DO
0167 DO 30 I=1.,NH
g DO 30 J=1,NE
0169 30 RORMA®RORMA+(A (I, DI®ACT . Ty o 7
0170 ZUPPER=DSERT(RORMA)
0171 Z).OWER=-ZUPPER
0172 e0 Yo 40 i @ e Gy ass)
0173 20 ZLOWER=ZLOWE L
0174 ZUPPER=ZUPPEL
0175 40 RIEETURN i 2 ¥




0176 END
0177. C AP e
0178 . © |
0179 © ;
0180 C ?
0181 C ;
06182 C |
0183 C s
0184 SUBROUT INE LINCK ,L,ALFA,NSAL1,NPRINT,A,NEAUX
0185 IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H, 0-Z)
0186 DIMENSION A(25,25) , AUXA(25 ,25)
0187 C
0188 ¢ ot
D189 IF(NSAL1.NE.0) GO TOD 30
0190 DO 20 J=NEAUX.K
0191 DO 20 N=1,7T g
0192 C N\\.-\(N.J,L)

s 98 0 'SE LLAMA A LA SUBRUTINA QUE CALCULA EL VALOR ™

e 0194 © : i SRt 1 et =

0195 -CALL DELTAC(N-1),¢J-1),L ,DEL) -
0196 20 AUXA (N, T) =DEL
0197 WRITE(1,1) ol
0198 1 FORMAT ("DELTA FUE LLAMADA") -

0199 C 1 L ¥\ ENENTO DE
0200 C A CONTINUACION SE CALCULA EL RESULTADD FINAL W s
0201 C LA MATRIZ H(N,J,L,ALFA)
D202 30 CONT INUE
0203 DO 50 T=1,K et
0204 DO S50 Ne=1.,J : ’
0205 IFCIARS(T-N).GE.2) GO TO 40 , |
0206 CALL GAMMAC(N=1), (J-1),L,ALFA,GAM)
0207 AN, T) =AUXA (N, J ) +GAM
0208 GO TO 50

0209 40 AN, T)=AUXA (N, )
0210 50 CONT INUE

0211 RETURN
0212 END e
0213 C 3 ”P“Hv\tNT% |
0214 C LA SUBRUTINA GAMMA, QUE CALCULA LA PARTE CORRIN Ty atbA)
PR1S- C CF/Y/F 7y, MAS LDS TERMINOS ALFAX(4N+2L+2) Y (0.
0216 €
0217 SUBROUTINE GAMMA(N,J,L,ALFA,GAM) ,
0218 IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2) S
0219 ¢ 5 : ' AL AR k- ;
0220 C LOS PARAMETROS JDIF, Y JADIF PERMITEN DECIDIR '°°05  F’2
0221 C RUE DEKE ASIGNARSE A LA PARTE CORRESPONDIENT! "“uu.luw;
02P2 ¢ Y DECIDE SI DEREN 0 NO INCLUIRSE L0S 0TrRog 111N
0223 C INCLLUYE GAMMA
0224 C
0225 JRIF=¢J-NY P
0226 C
0227 C
0228 IFCIDIF)20.10,30 - Al
0229 10 GAM=ALFAXDELE (FLOAT( ((2xN)+L+1)))-0.5 DOx (DL N
0230 GO TD 50 :
0231 20  GAM=ALFAXDSORT (DRLEC(FLOAT(NX(N+L))))
0237 GO 10 %0
0233 30 GAM=ALF A¥DSORT (DHLLE (FLOAT CCN+1) % (N+L.4+1) )) )
___0234 50 __ CONTINUE _

0235 RETURN



0236

END
0287 16

0238 C  IA SUBRUTINA DELTA CALCUIA TOS TERMINOS CORRESPONDIENTES A
D237 " I.A INTEGRAL (F/LNCY)/F7 2

£ e s
0241 SUEROUTINE DELTA(N,J,L,DEL)
0242 IMPLICIT DOUELE PRECISION (A-H,0-2)

07243 CALL._EINOMC(N+L) ,N,EINA) sl
0244 CALL BINOMCCI+L),J,RINE)
07245 FACX=DSORT (1,0 DO/(HINAXEINE))
0246 C TRt
0247 C SUMX ACUMULA EL RESULTADO DE LAS DOS SUMATORIAS (LA EXTERHA
0248 C Y LA INTERNA)

L0249 6

(1250 GUMX=0.0 DO
02E1 Lk
N | ol N o Bl SIGUIENTE L.OOP ES EL QUE CONTROLA LA SUMATORIA EXTERNA, CU-
0253 . € YO CONTADOR ES I
e e o
ir2ss DO 20 I=1,N+1 4 ey
025 C §as
e EN GUMI SE ACUMULAN 1LBS RESULTADOS DE LA SUMATORIA EXTERNA,
® 0258, . C ESTA VARIAKLE SE IGUALA A CERD CADA VEZ QUE SE CAMERIA EL. IN-
0259 C DICE DE LA SUMATORIA EXTERNA g
0260 C
0261 | SUMI=0.0 DO
2hE TAUX=(I-1)
0263 C
0244
0265 C ESTE LOOP ES EL QUE CONTROLA LA SUMATORIA INTERNA, CUYQ CONTA
0266 C DOR ES K
_ 0267 0§
0268 PO 10 K=1,.3+1 j
0269 KAUX=(K="1)
G270 MDENSG=(L+IAUX+KAUX)
0271 SER==SER TE (MDENS) N
neve CALL BINOMC (N+L), (N-TIAUX),RIN1)
L DR7E CALL RINOM((J+L), (J-KAUX) ,KIN2)
0274 CALL BINOMC(L+IAUX+KAUX) ,L ,BIN3) 7
027% CALL HRINOM( (TAUX+KAUX) . TAUX, RIN4)
0276 FACT =BINIXBEINZ*xBINI*RINA4
QE%T ERE | oo ek S e (SRS B L JTIT e PR o G Sh ol o 40 g Y ¥
0278 C FACI ES EL VALOR DEL FACTORIAL QUE MULTIPLICA A CADA TERMINOE
0279 C LA SUMATORIA INTERNA, Y SIGN CONTROLA EL SIGNO QUE DEBE ASIG-
a2a0 C NARSGE A CADA TERMINO N
0281 C
L EREa  BIGN=-1%x (TAUX+HKAUX)
028% RESIN=SIGN*xFACIXSER T T C S Y
0284 SUMI=SUMI+RESIN
0285 10  CONTINUE
0286 g CGUMX=8UMX+SUMT - T
02g7 20 CONT INUE
gipp DEL=0.5 DOxFACXxEUMX
0289 100 FORMAT (3X, "FACX=",D18.9, 4%, "SUMX=",D18.9,4X,"DEL=",D18.9)
0290 RETURN
0291 END
p2os T ' Ty e e
0293 ¢ LA FUNCION FACT CALCULA EL FACTORIAL DE UN ENTERO MAYOR 0O IGe
0294 A CERO
0295 C R RN T 3
(1296 DOURLE PRECISION FUNCTION FACT(N)
0297

IMPLICIT DOUKLE PRECISTON (A-H,0-Z) i

Fepeia Siesdly /it oriehenil B E B T - — e




87

0298 FA=T1.0 D0 ' Ty i

29y TFONJEQTLORVNVER.O)Y GO TO 2
0300 DO 10 I=1,N
0301 10 FA=FA*DBLE (FLOAT(I))

0302 FACT=FA

0303 GO TO 30
0304 20 FACT=1.0 DO
0305 30 CONT INUE
0304 RETURN
03307 END
0308 C i
0399 C LA FUNCION SERIE CALCULA EL. RESULTADO DE LA SUMA:

0310 C [ 1+1/241/3+, ., . +1/¢L+K+K’) — CON®T, DE EULER) 1

0 (B EL VALOR DE ENTRADA A LA FUNCION ES EL VALOR DEL MAXIMO
0312 ¢ DENOMINADOR QUE DERE CONTEMPLARSE (L+K+K‘7)

0313 DOURLE PRECISION FUNCTION SERIECIDERN) :
0314 IMPLICIT DOURLE PRECISION (A-H.0-Z)

0315 SUKSE=0,0 DO
0316 FJF(IDEN.ER.O0) GO TO 20
0317 PO 10, I=1,IDEN
031 10 SUMSE=SUMSE+(]1 .0 DO/DRLE(FL.OATCT) ))

031% 20 SERIE=SUMSE-.97721566490153 DO

0320 RETURN t
0321 END , |
0x2a - C
0323 C
0324 C
(1325 SUEBROUTINE RINOM(M,N,BIN)

0326 IMPLICIT DOUELE PRECISION(A-H,0-2)

0327 BIN= 1.0 DO
n3zae IF(N.EQ.0) GO TO 20
0329 IF(N.EQ.0.AND . M.EQ.0) GO TO 2
0330 IF(N.EQ.M) GQ TQ 2
0331 PO 10 J=1,N s TR
n332 FMd= DBLE(FLUAT(M J+1)) T
0333 FI=DBLEC(FLOAT ¢J) ) 7
1334 RIN=RINX(FMJ/FJI)

03’35 10 CONTINUE
0336 IF (RIN.EQ. 0260 TO 40
0337 GO TO 30~ -

0338 20 BIN=1.,0 DO

(01339 GO TO 30
0340 40 WRITECT ,30)> M,N,RIN
0341 50 FORMAT("RIN",215,F15.8)

0342 30 RETURN

0343 END
0344 C
03345 C »

0346 GUEROUTINE ENERG(N,NROOTS ,NCHOIS ,NORTHO,NPRINT ,ZLOWER ,ZUPPER , ACI
0347 KA,P,V,NIMPR ,NVI)

03348 N
1349 C CALCULA VALORES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ SIMETRI-
0350 C CA REAL CON 0O SIN INCLUSION DE TRASLAPE
0351 C DOERL.LE PRESICION, "N" ES LA DIMENSION DE LA MATRIZ
0352 C NROOTS, NUMERD DE VALORES PROPIOS DEBEADOS
(0 e o NCHOTS= 0 SI NO SE DESEAN VALORES PROPIOS

_ DRAE4 ¢ NORTHO= 0 ST LA BASE YA ES ORTOGONAL (H=1)

R3EES NPRINT= 1 SI SE DESEA LA SIGUIENTE SALIDA INTERMEDIA:
0396 C MATRIZ RESULLTANTE DE LA ORTOGONALTZACION DE SCHIMIDT
0357 C

_MATRIZ DE TRASLAPE TRANSFORMADA (MATRIZ UNITARIA), HA-
e i
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APENDICE C

Evaluacién de la expresién para el nlimero de elec-
trones de niimero cudntico de momentum angular £
en un dtomo . (Modelo de Thomas-Fermi)

El programa TOMFE evalGa la expresién (4.21) para valores determina-
dos de 2 , el nimero cudntico de momentum angular, v de Z, la carga nu-
clear. Una vez que se ha decidido con que valores de 2 vy Z se desea tra-
bajar, pueden ingresarse los limites del intervalo de integracién, o si se
prefiere, el programa mismo puede encontrarlos (con una precisién de

+5x 10~4). Para hacer que el programa busque los limites del intervalo
de integracién, deben proporcionarse dos puntos de inicio de baisqueda
que deben estar dentro del intervalo, aungque no necesariamente cerca de
sus limites. Este par de puntos puede encontrarse fdcilmente por medio de
un cuadro de valores de K.(x), o mejor aun, empleando un cuadro de valores
de x2K.(x).

Una parte importante del proceso de bisqueda de los limites del inter-
valo de integracién la realiza la subrutina PRUBE, que evalia el argumen-
to de la raiz en la expresién (4.21). Si para iniciar la bisqueda se ingre-
san puntos que estdn fuera del intervalo de integracién, el programa lo
indica, y solicita un par de nuevos valores para reiniciar el proceso.

En el caso de que no se desee que el programa encuentre los limites,
éstos pueden simplemente ingresarse en el momento en el que sean reque-
ridos.

Una vez que los limites de integracién han sido definidos, el programa
pregunta con que nimero par de subintervalos de integracién se desea
trabajar. Se encontré que para lograr un grado de precisién adecuado no
era necesario emplear mds de 200 subintervalos.

A continuacién se calcula el valor del integrando para todos los puntos
intermedios y para los puntos extremos del intervalo de integracién.

La integral se avalGla numéricamente por medio de la subrutina INTG1, que
emplea el método de Simpson.

La funcién K. de Bessel se calcula con la subrutina BESK, que emplea
una aproximacién polinomial al valor exacto de la funcién.

El programa produce como salida el valor de la expresién (4.21) para
los valores de R v Z empleados. Existe la opcién de efectuar una nueva
corrida con pardmetros iniciales distintos.

A continuacién se incluye un listado del programa TOMFE,



<830326.1140>

PROGRAM TOMFE
CHARACTER*2 IDECH
CHARACTER*2 IDEC2

SION-YC61>— R
ITECG,2001)
MATC * INGRESE LOS YALORES DE "L° ¥ 2’ DESEADOS")
¢ % . YMOMaN, INU

R

AD

WRITECG,2002)

FORMATC " INGRESARA LOS LINITES DE INTEGRACIOH?")

READ(S,2003> IDEC1
<1
IT
RM
AD
L

a0

WR
FQ
RE

ATEAZI -
DE01.EQ."SI ) GO TO 2500

EC6,2004)
AT{ " INGRESE LOS PUNTDS“)

‘2663——FERH
R
0
E

¢3,%)PTOI,PTOS
ALL PRUBECPTOL, MOMAN, INUMA, vaL IN)
ALL PRUBECPTOS,MOMAN, INOMA, VALSU >
— o —IFEVAEENETT 070> G0-TO-2600—— -
IFCYALSU.LT.0.0) GO TO 2601
DELTA= 0.
1Py
~PTOI+=PTOI-DELTA- —e
2501 CALL PRUBECPTOIT,MOMAN, INUMA,VALIHN>
IFCYALIND> 2502,2502,2503
2502 IFCIP.GT.0)DELTA=DELTA/2.0
LT nEETa e
~_ GO.TO 2501
2503 IFCIP.LT.0> DELTA=DELTA/2.0
S IFCBELTALT: -4)> GO TO 2504
o TarTOT1 DELTA

IP=1
GO _TO 2501

I
W
F
R
c
c

.
£ A
2504 ?ELTR*O 01

—— PTOSt=PTGS+DELTA
2505 CALL PRUBECPTOSH, HGMRN INUMA, ¥YALSU D

IFCVALSU Y2506 ,2506,250

2506 IFCIP.LT.0)> DELTA= DELTnxz o
S~ —PT0S+=PTOS1-DELTA" e

IP=1"
GO TO 2505

2507 IFCIP.GT.0) DELTQ DELTn/2

————IF¢DELTALT ., E-4) GO -TO 2?09
?;OS}EPTOS1+DELTQ
GO TO 2303

25ﬂ0"‘“RITE£6ﬁ2010)

2010 FORMATC"INGRESE INTERVRLD DE INTEGRRCION“)
READCS,*) PTOI1,PTOS!
WRITEC6,2008>PTOI1,PTOS1

2008~ FORMAT("INTERVALO DE INTEGRACION ES'“ 3X;2F10.4)
GO TO 2013

2600 WRITEC6,2011)



91

11 FORMATC"L E INFERIOR INCORRECTO, IMGRESE YALOR MAYOR")
GO TO 222
1 UWRITE(G,2
2 FORMATC("L E SUPERIOR INCORRECTO, INGRESE VALOR MENOR")
GO TO 222 :
g COMTINUE — -~ ; =
3

WRITECE, 2
FORMATC " I SE_EL NUMERO PAR DE
(DEBE SER HEHUR o

s INTEGRQ I
******* -READCS;
1,MOMAN, IHUNR VRLI
1,MOMAN, INUMA, VALI

QLSU) : 2L
(NINT)

hhqoMH
X—= X
L S I
~w -

OZQ

CALL Péuas
CALL PRUBE(
Y¢ 1 3=SQRTC Y

e e ENENT 41 Y= SQ
XNTER=PTOS1-P
X INC=XNTER/FL
DO 10 J=2,NIN

e -PTOME=PTOE1+XT :
CALL PRUBECPTOME,MOMAN, INUMA, YALME )
Y¢ J)=SQART(VYALME >

10 PTOI1=PTOME

5
R SUBI
? GUQL
P N)

P N>

A

)
E
N
N
T
T
L
R

T
0
0
I
T
T
0
T

z JJDAIUJH
f') —h—l{v

CALL INTGI1<CNINT+1),XINC,Y,RES)
RESFzRES*Z 0/3,1415%

— — ~WRITEC6,;2006) -INUMA, RESF ; MOMAN ' ==
2008 FORMQT(&X,”EL ATOMO CON NUMERO ATOMICO",3X,12,3X,“"TIENE:",/,
13X,F5.3,2X, "ELECTRDONES CDN L=",12)
URITE(6&200?)
2007 FORMAT("DESEA HACER UN NUEWYO- CALCULO?")- : :
READCS,2003>IDEC2
IFCIDEC2.EQ,"SI"> GO TO 2000
STOP
oy END
C
C

SUBROUTINE PRUBEC XVAL, L
POST=FLOATCL*L Y/¢ XVAL*X
CALL BESK(XVAL BK, IE
ANT=FLOATC¢ NA *BK
ARG=ANT-POST

<~
wDZ
r"I>

RETURN
END

SUBROUTINE BESK
COMPUTE THE K BESSEL FUNCTION FOR A GIYEN ARGUMENT AND ORDER

oO0000
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USAGE
CALL BESK(X,HN,BK, IERD

DESCRIPTION OF PARAMETERS
¥ - -THE ARGUMENT OF THE K BESSEL FUNCTION DESIRED
N -THE ORDER_OF THE K BESSEL-FUNCTION DESIRED 3
BK -THE RESULTANT K BESSEL FUNCTION
IER-RESULTANT ERROR CODE WHERE
IER=0 HNO ERROR
IER=1 N IS8 NEGATIVE A -
IER=2 X IS ZERO OR NEGATIVE
IER=3 ¥ ,GT. 80, MACHINE RANGE EXCEEDED 2
IER=4 BK .GT. 10#4%*38
RENQRKS
N MUST BE GREATER THAN OR EQUAL TO ZERO

“*SUBSSHEIHES“QND‘FUNCTTON SUBPROGRAMS REQUIRED

| i
|
[ !

s

METHOD
ERE -COMPUTES - ZERO ORDER AND--FIRST ORDER BESSEL FUN
SERIES APPROXIMATIONS AND THEN COMPUTES N TH O

I
P

|
!
|

NS USIN.
FUNCTI

CHNIQU
MAT IONEC
L
W
ME

USING RECURRENCE RELATION.
RECURRENCE RELATION AND POLYNOMIAL APPROXIMA
—AS-DESCRIBED BY A+J M. HITCHCOCK, "POLYNOMIAL
TO BESSEL FUNCTIONS OF ORDER ZERO AND ONE A
FUNCTIONS, M.T.A.C., ¥.11,19357,PP.B6-88, A
‘A TREATISE ON THE THEORY OF BESSEL FUNCTIO
UNIVERSITY PRESS, t+9538, P. 62

|
|
|

ATED
ATSON
RIDGE

nnoﬁnnn$nnn

ZTLZ

llllO.llll llllllllll LI T R T T R T R I T Y U O IO S R B N T R I I B I ) LI R S R T O N T B N |

QUTINE BESK(X,N,BK, IER)>
SION TC12)

N

0
310,11,11
RN

)1

| nnn(’)
|
|
i
|

2,12,20

RN )
- B80.0)22,22, 21

NN s
N —o N—= o

26 TCL)=T(L-1)*B
= IFCN—-1327,29,27

~ COMPUTE KO USING POLYNOMIAL APPROXIMATION
-— 27 GO=A*k(1,25331414~-,15666418+T(1)+,088 278%T(2)-,0913909544TC3)

111
2+.13443962%T(4)>~,22998503%T(3)+,.37924097*T(6)—,52472773*T(7)
3+4+.55753684%T(B)—.42626329%T(9)5+.218435181%TC10>-,066809767*TC11)

s




98

4+.009189383%T( 12))%*C
IFCMNY20,28,29
28 BK=G0
RETURN

COMPUTE K1 USING POLYNOMIAL APPROXIMATION
29 Gl=ﬂ*(1.2533141+.469992?0*T(1)-.14685830*T(2)+.T2804266*T(3)

2—.1?364316*T(4)+.284?6181*T(5)—.45943421*T(6)+.6283380?*T(?)
3-166322954*T(8)+.50502386*T(9)—.25813038*T(10)+.O?BBUODIQ*T(11)

000

OO0

000 |

30

=37

40

42

43

4-.010824177%T(12))*C
IF(N=-1)20,30, 31
BK=G1

RETURN

FROM KO,K1 COMPUTE KN USING RECURRENCE RELATION
DO-38-4y=2, N

GJU=2,*CFLOATC U)=1. Y*G1/X+G0
J-1.E+38)33,33,32

IMX—-oQMmmn

WADWOILIC) e
X0 nn

A= ,57721566+/AL0OGIB )
C=B*B
IFCN-1237,43, 37

COMPUTE KO USING SERIES EXPANSION

ool
- .

J=1,6
FLOATC 4
2J%C
=FACT*RJ*R J
J+RJ
D+X2J%FACT*CHJ-A)
843.42,43

RETURN
COMPUTE K1 USING SERIES EXPANSION

X2J=8
FACT=1,

G1=1./X+X2J%C( . 5+A-HJ )
DO 50 J=2,8

D~OTITMXAOTOIT
ATMocDdNCOCD
SN0
| 2C

o

K2 =42 J*C
RJ=1./FLOATC J)
FACT=FACT*RJ*R J
HJd=HJ+RJ
50 G1=G1+X2J*FACT#¢ . 5+CA-HJI*FLOATC J))
IFCN-1331,52, 31




i

g A RN

52 BK=G1
EﬁEURH
C»ukma-***********m****wn«*w*mmmm**:«*»«mm*********mu***m*******m**w****m****
c »”
B GCSL 026~ S
E SIMPSON INTEGRATION
C THIS SUBROUTINE EYALUATES THE DEFINITE INTEGRAL FOR A
M —FYNCTION WITH VALUES OF EQUIDISTANT DISCRETE POINTS, THE =
o INTEGRAL IS COMPUTED BY SIMPSON'S METHOD AND GIVES THE
€ EXACT VALUE OF THE INTEGRAL IF THE FUNCTION IS A
Cc POLYNOMIAL OF DEGREE NOT GREATER THARN 2.
c THERE MUST BE AN ODD HUMBER OF DATA POINTS,N.
CALL STATEMENT y |
S CALL INTG1¢N,H,Y,RES), WHERE H IS THE STEP SIZE BETWEEN TUWO
C CONSECUTIVE DATA POINTS, Y¢1>, I=1,N ARE THE VYALUES OF THE
C. INTEGRAND ., ¥ MUST BE DIMENSIONED IN THE CALLING PROGRAM.
E—‘“'_RES*tFOR“RESULTb 1S THE VALUE OF THE DEFINITE INTEGRAL .- iz
*
C*********####**********t*********!«*************************************
R N SUQBQQT{QE INTG! ¢(N,H,Y,RES? i
g SUBROUTINE INTEGRATES DEFINITE INTEGRAL OVER FINITE INTERVAL
BITEHSIOH Y13
Say¥(Jd>
J=J+1
10 S=S+4,%xY(J)
““dﬂﬂ“" o, o B
IFCJ-N>Y 20,100,200
20 S=5+2.%Y(J)D N
J=J+1
=G =T 010
100 S§=S+¥Y(J)>
RES=H*3/3.
RETURN
200 WRITE(6,101)
101 FORMATC 1X,“ PROGRAM ERROR, SIMPSOHN INTEGRATION SUBROUTINE",
1/ 1%X," CALLED. ARRAY FILLED WITH AN EVEN NUMBER OF",
2/ 1X," DATA POINTS." 2
- RETURN -
END

PPLIPY CVEEEr Vg pomeow - . A5 2 T
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