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Prefacio

Este documento es el fruto de 17 afios de esfueratedicacion. Es la
culminacién de cuatro afos de estudio de la camerdicenciatura en Fisica en la
Universidad del Valle de Guatemala y es uno dedssultimos requisitos para obtener el
grado de Licenciado en Fisica.

Es necesario mencionar la razdn mas importantelgpaual decidi seguir el
estudio de la fisica. A mi parecer, es una maneraackrcarme a Dios, el intentar
entender la grandeza de su obra es en parte eritendgl. Asi comienza el viaje por el
maravilloso mundo abstracto de las matematicas ebestudio del orden tan complejo
manifestado en la naturaleza.

Pasado un tiempo me interesé en la formulacionmétea de la fisica, razén por
la cual fue escogido el tema del trabajo, Implicaes Fisicas de la Constante
Cosmoldgica. Encontré en este topico la fusiongotafentre la matematica y la fisica, ya
gue es necesario recurrir a herramientas abstrpatasentender y estudiar al cosmos, su
nacimiento y evolucion.

Este pequefio paso que estoy dando es la suma d®snesfuerzos, y no hablo
de esfuerzos solamente de mi persona, sino de lelds esas personas que estuvieron a
mi lado en todo momento que de una u otra form&amsmitieron sus conocimientos.

Quisiera agradecer primero que todo a Dios, quésitio mi guia, mi maestro,
tutor y amigo inseparable desde aquel 27 de AArinis amados padres Jorge Rafael
Minera Castillo y Claudia Lissette Reébulla de Mmea quienes les agradezco
in.nitamente por haber estado siempre a mi ladgé&muome en cualquier situacion, sin
ellos esto hubiera sido imposible. A mis dos hewsaDavid y Maria Regina que me
ensefiaron el amor de hermanos. Y por supuesto,saammielos por su sabiduria
transmitida.

También quisiera dar las gracias a todos aquetiigas catedraticos, que con
paciencia y voluntad transmitieron sus conocimignen especial a Dorval Carias, por
sus sabios consejos, Irene Aguilar por siempréaseatenta y a Eduardo Alvarez, por ser
la persona que me inspir6 desde mi primer dia dergidad.

A Adrian Licht, mi asesor y amigo, con quien estsigmpre agradecido por su
interés y dedicacion.

Quisiera mencionar a aquellos que contribuyeromafukel ambito académico,
todos los amigos que desde siempre han estadospaman apoyo en los momentos
buenos y malos, a ellos, gracias.

Por dltimo agradezco a todas esas personas quehRiosuzado en mi camino,
gue aunque sea por un momento, aunque sea poewmibstante, dejaron huella en miy
gracias a eso soy una mejor persona.



Espero este paso sea el primero de una vida ppafddructifera, para asi pues
poner en practica todo lo que yo he aprendido, kodpie ustedes han ensefiado.

A Matria.
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Resumen

Este trabajo se tituldmplicaciones fisicas de la Constante Cosmoldgica
finalidad de este documento es de caracter didaetimformativo; se proporcionan al
lector las bases tedricas necesarias para abdrgana de la constante cosmolégica y sus
implicaciones fisicas.

Para ello se expone, de manera ordenada, una lesiopide las contribuciones
que, al tema, han hecho diferentes autores, taatematicos como fisicos. Esto permite
guiar al lector en el estudio y la comprensiéontdate la constante cosmologica como de
sus consecuencias desde una escala pequefia hastacata cosmoldgica. Ademas se
presentan resultados de dos experimentos recientemealizados, los cuales tenian
como finalidad encontrar los valores numéricosagedensidades de energia en nuestro
universo, las cuales estan estrechamente rela@smad la constante cosmologica.
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1. Introduccion

En el afio de 1905 la historia de la Fisica y eregdnla de la ciencia entera,
cambia para siempre, Albert Einstein da a conogdray famosa teoria de Relatividad
Especial en un documento titulad&dbre la Electrodinamica de los Cuerpos en
Movimientd. En dicha publicacién expone la relacién que exentre materia, energia,

tiempo y espacio.

Durante los siguientes diez afios Einstein desarmll teoria de la Relatividad
General, la cual describe como la energia cambgedmnetria del espacio-tiempo y es
ésta la causante del fendmeno conocido cgravedad La ecuacion que la describe es

la siguiente:

Ruy — 5Rguy = 871G Ty,

El lado derecho de esta expresion representa lanajeé@a del espacio, la
curvatura, y el lado izquierdo representa la emeyghateria, la causante de la curvatura.
Muchas son las predicciones y consecuencias deeégtcion, una de ellas es que,
debido a la atraccion gravitatoria entre todosdbgtos existentes del universo, todos
tenderian a converger a un punto. Este fenomemabenén conflicto con lo conocido en
la época, ya que se «sabia» que el universo eaicestPara contrarrestar este efecto,

Einstein, en el afo de 1917, introduce una corstsnt

Agyy — 3RGu + Ry, = 87GT,,

El términoA se conoce como la Constante Cosmoldgica.

Esta constante se puede relacionar con una dendelahergia, la cual es la
responsable de generar una fuerza de repulsionmgutendria al universo estatico,

siempre y cuando el valor de sea mayor a cero y que la densidad de la mateaia s



relativamente baja comparada con la anterior. laulp de esta densidad de energia es

gue esta relacionada con la energia de punto @emergia del vacio.

Debido al Principio de Incertidumbre de Heisenbergs imposible saber con
exactitud el valor de la energia de un sistematmgy esto es lo que da origen a la
energia del punto cero. Pero, ¢como se manifiestanergia del vacio como una
constante cosmolégica? Segun la Relatividad Gewerdtinstein, la materia y energia
son representados por un término que engloba tanmaicion de su energia cinética,
energia de gradiente y su energia potencial; &b existiera, los primeros dos serian
nulos, salvo el dltimo. Y es precisamente el ultidronino el que se puede relacionar con

la constanteé\.

Ahora bien, afios después de la introduccion dehatante/\, descubrimientos
astrondmicos establecieron que el universo no ®i@, mas aun, se expandia, por lo
gue la constante fue abandonada.

En las ultimas décadas, se han realizado estudisserhaustivos y se ha llegado
a la conclusion que es muy probable que si exisaconstante cosmoldgica positiva y

gue sea ésta la que cause que el universo se expand

Sin embargo, la existencia de una constante cogjcal@ositiva no asegura que
sea ésta la que cause la expansion, sino tambréfatadn de la energia asociada éon

con las densidades de energia de otras fuentesjgooplo, la de la materia.

Dos maneras comunes de encontrar la relacién &asrdensidades de energia
son: la exploracion de la luminosidad de superndies la y la medicion deffondo
cosmico de microondasLa primera, consiste en encontrar una relacidtreeta
luminosidad aparente y relativa de las supernoeasi@ distancia de éstas y de aqui
extraer informacién sobre las densidades de endrgiaegunda, consiste en medir las
anisotropias en el fondo césmico de microondasnypemar éstas con las predichas por

modelos cosmoldgicos y asi encontrar valores apracos de las densidades de energia.



Medir las densidades de energias representa, solaellos retos actuales en el
campo, otro muy importante y mas problematico,le®eocido como El Problema de
la Constante CosmoldgitaEste problema surge debido a que algunas teactasles de
unificacion entre mecanica cuantica y gravitacipredicen valores para la constante
cosmolégica que difieren de las medidas en hasts W20 oOrdenes de magnitud,

situacion que es inaceptable. Actualmente, éstie eampo abierto para su estudio.






2. Historia

2.1 Albert Einstein.

El 14 de marzo de 1879 nace en Ulm, Alemaniayelsg convertiria en el fisico teérico
mas importante de la historia, Albert Einstein.dgi#m no siempre fue considerado un genio, de
hecho cuando asistia a la escuela elemental enchjumo de sus profesores comento al padre
de Albert quexnunca haria nada de provech{tawking, 2004) debido a su pobre rendimiento.
A pesar de esto, Albert desarroll6 un tempranaést@or la ciencia y la musica, ya que a los 6

afnos comenzo a tocar el violin.

En 1895 intentd evitarse la escuela de ensefianzhanmmealizando el examen de

admision a la Escuela Politécnica Federal de Zpyeotsus propias palabras (Hawking, 2004):

«Si tuviera la suerte de superar el examen, iriduaich. Pasaria alli cuatro afios
estudiando matematicas y fisica. Me imagino conufegor en estas ramas de las ciencias
naturales, especialmente de sus aspectos tedttmaqui las razones que me inspiraron a este
plan. Por encima de todo, esta mi disposicion alsaeniento abstracto y matematico y mi falta

de imaginacién y de habilidades practicas.»

Lamentablemente reprobo el examen y tuvo que aaitdi Escuela Secundaria de Araav,
Suiza. Posteriormente logré entrar a la Escueld@éenica de Zurich y en 1900 se gradu6é cémo
profesor de matematicas y fisica. Consigue un ergela Oficina de Patentes de Suiza, puesto
que le daba mucho tiempo para pensar y para aenf&fa la teoria, que en 1905 publitSobre
la Electrodinamica de los Cuerpos en Movimientaly conocida comdeoria de Relatividad

Especial

Diez afios mas tarde, en 1915, publica su hoy famesda de Relatividad Generajue
explica como la materia, energia y el espacio-teegian relacionados. En 1919 se presenté la
primera evidencia observacional que sugeria gteplda era correcta, lo que de inmediato le dio
reconocimiento mundial. Un estudiante le preguiddia habria reaccionado si la teoria hubiera

sido refutada y él replicé (Hawking, 2004):



«Lo hubiera sentido por Dios, la teoria es correta.

En 1921 recibe el Premio Nobel en Fisica por laliexgén del efecto
fotoeléctrico. En el afio de 1933 se establece pwniamente en los Estados Unidos de

Ameérica tras huir de la represion nazi y de laitadle guerra.

Después de una fructifera vida en el dmbito cmmty. de ser nombrado La
Persona del Siglo por el New York Times, muere & de abril de 1955.

Figura 2.1 Albert Einstein (Cuny, 1962)

2.2 Historia del término A.

En 1915 Einstein dio a conocer su teoria de Radatl General en donde
presentaba su ecuacion de campo, la cual desdibe ta materia y energia curvan el
espacio circundante:

1
R, — ERQW = 8mgT,w (2.1)

El lado izquierdo de esta igualdad representa featura del espacio, engloba la

geometria de éste y el lado derecho representada gyio energia que crea la curvatura.

Dos afios mas tarde, en 1917, Einstein introdudermamino adicional, la llamada

Constante Cosmoldgical; debido a que su ecuacion predecia que el univeeso



contraeria y esto entraba en conflicto con lo gqusabia en la época: que el universo era

estatico. La ecuacion modificada se lee de la naasiguiente:

1
R;,w - ERQ'#U + J"lg,u,y = STI-_Q'T;AU (2.2)

En una carta a Ehrenfest, el 4 de febrero de 1B&tein escribe (Hawking,
2004):

«De nuevo he perpetrado algo relacionado a la tede gravitacion que me

pone en peligro de ser condenado a un manicomio.»

La ecuacion modificada de Einstein tiene dos inagicnes importantes, una es la

relacion de\ con la densidad de energia:

_ A (2.3)
PA = grg |
y la otra es la ecuacion de estado:
Pr="D (2.4)

dondep es la presion.

Esta ultima indica la existencia éde> 0, implica una presion negativa la cual esta
relacionada a una fuerza repulsiva; y, es precis@mesta fuerza, la que compensa la
atraccion gravitatoria, creando asi una solucidatiea (universo estatico) a la ecuacion

de Einstein.

La idea de un universo en expansion surgié alradeeld 922 con el trabajo de
Friedmann (1922 y 1924, (Straumann, 2002)) y codeelLemaitre (1927), donde se
exponian resultados tedricos de un universo enséxpaEinstein rechazaba esta idea, en
sus propias palabras (Straumann, 2002):

«Matematicamente correcto pero sin significadatis



A pesar de haber agregado la constante a la eoy&tiitstein comenta a Weyl en
una carta mandada en 1923:
«Si no hay un universo cuasi-estatico,

entonces fuera con el término cosmologico.»

Afos después, con el aparecimiento de evidenciaetjumiverso se expandia,
Einstein descartd la constante cosmoldgica dicieqde era (Straumann, 2002El

mayor error de su vida»

A pesar de esto, otros cosmologos, como Eddingtuyvieron la constante
cosmolégica. Una de las razones es que resolyiaoblema de la edad del universo,
cuando se pensaba que la escala de tiempo de Hettzblde 2 billones de afios (Ho~
500kms'™™Mpc?). En los afios 1950 hubo un tendencia entre lom@ogos a dejar de
usar la constante cosmologica, debido al aparecimige nuevas teorias cosmologicas
gue resolvian el problema de la edad del univeisdhacer uso de aquella. En la década
de los sesenta reaparece la constante cosmolégizayez para explicar los valores del
corrimiento al rojo dequasarslejanos, pero afios mas tarde las observacionassoa e

astros mostro que la constante era innecesariael®n

Para concluir, se presentaran algunos aspectos deldcion entre mecanica

cuantica y la constante cosmoldgica.

Como se ha mencionado, la existencia de una cdastasmoldgica positiva
(como lo sugiere resultados de observaciones teslemmplica la existencia de una
densidad de energia que se manifiesta como unaafuepulsiva que acelera la
expansion del universo. Pero, ¢quién contribuysta @densidad de energia? La repuesta
es, el vacio. Esto se debe a fluctuaciones cuanficipio de Heisenbeld. Durante
décadas, la mayoria de los fisicos no se preocupemolas contribuciones cuanticas a la

constante cosmoldgica, una excepcion fue Paulengafirmaba (alrededor de los afios

! Para mas informacion sobre este principio conslilégéndice 1.



1920) que las fluctuaciones cuanticas podian temesecuencias gravitacionales

significativas.

En los dltimos afios, con la aparicién de nuevadasale unificacion surgié un
problema, algunas de estas teorias predicen vgharasla constante cosmoldgica muy
distintos a los observados generando discrepadeidsasta 120 6rdenes de magnitud.
Actualmente, el problema de la constante cosmaddgicun problema abierto y uno de

los mas importantes en la Fisica.
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3. Introduccidn matematica

3.1 Geometria diferencial.

El estudio del comportamiento local de espacioslt@micamente complejos, es
decir, espacios con formas geométricas diferentieeas, planos o sus generalizaciones,
constituye epunto basico de la geometria diferencial. La idéacypal de la geometria
diferencial es, utilizatas herramientas del calculo diferencial e integrada estudiar
dichos espacios, pero ¢comdagra? Basicamente, lo que se hace es parchapaties
con copias d&R", creando asi un espacio localmente Euclidianajees, localmente
igual aR". La geometria diferencial es uharramienta de suma importancia para el
estudio de la fisica, en especial para la formaladela Teoria de Relatividad General,
ya que la teoria describe el comportamiento dedeaeglada gran escala, afirmando que
esta deforma el espacio circundante, por lo qugetanetria es lforma mas acertada

para explicarla.

Se presentan a continuacién algunos gréaficos deaciesp comunmente

estudiados:

Figura 3.1. Espacios topolégicos. (hombre, afio)

Para formalizar lo anteriormente descrito se pitasén algunas definiciones y

teoremas im portantes:

11
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Definicion 3.1 SeanA y B dos conjuntos. Un mapeo o funcignA — B es una relacion

gue asigna a cada elemento?den Unico elemento dg.

Definicién 3.2Un funcion@: A — B esuno a ungsi para cualesquiera dos punéogb
elementos dé; a # b; se tiene quefa) # ¢b). Se dice que esobreyectivasi, para todo

elementd € B, se tiene quei(b) € A.

Definicion 3.3 Si A, By C son conjuntos yg ¢ son funciones tal qug A — By

Y.:B— C, entonces la composicion se define conge @ A — C.

La siguiente figura resume lo anterior:

Figura 3.2 Composicion de funciones (nombre, afio)

X
& 4

-

B

NOTA: en la relacionp A — B, el conjuntoA recibe el nombre déominiq y el

conjuntoB recibe el nombre d&angoo contradominio

Seagun mapeo uno a uno y sobreyectivo, entonces egbpeares invertible y su inversa
se denota comgi: B — A. Para algin subconjuntdc B; el conjunto de los elementos
de A gue pueden ser mapeadosUa se le da el nombre dpre-imagen bajog

simbélicamenteg (V).

Ya que se utilizan las herramientas del calculoapastudiar espacios

topolégicamente distintos R", hay que mencionar una propiedad importante, la
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continuidad La continuidad es una propiedad tanto de la tmcomo de su conjunto
dominio, por lo que en la definicion de continuidsel especifican caracteristicas de

ambos.

Definicion 3.4SiU ¢ Ay V C B son conjuntos abiertosgg A— B un mapeo, se dice
gue ¢ es continua em € U si para toda vecindad de ¢ (u) C vecindadU deu [

du)c V.

En esencia, una funcion continua dice que puntosanes en la imagen

provienen de puntos cercanos en el dominio.

Otro concepto muy importante e indispensable esdesldiferenciabilidad,
recordando que el objetivo es utilizar el calculbRe' para estudiar a estos espacios

extrafios; se tratara la diferenciacioriReén

Se presenta un teorema de suma importancia pastuelio de la geometria de

estos espacios topologicos:
Teorema 3.1La composicion de funciones continuas es continua.

Demostracion Seaf: A — By g: B — C continuas yA, B, Cson abiertos, entonces
vemos que sU es abierto el entonceg ™ (U) es abierto eB; entonces™ (g~ (U)) es

abierto emA perof (g2 (U)) = (g -f) £ (U) lo que prueba el teorema. (nombre, afio).

Definicién 3.5 Dados un subconjunto abiettbc R", un mapeap: U — R™y un punto
u € U, la funciénges diferenciable en si existe un mapeo lineal BR" — R™ [ para

¢(a+h)-¢(a) - Bh
h

todoh € R" {0} la expresion - 0 cuandadh — O

Ahora bien, es valido preguntarse qué sucede coaninuidad de las derivadas

de una funcién eR", en este caso se trataran funciones que perteakcenjuntoC”; el
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cual es el conjunto de todas las funciones cuyeasadias de cualquier orden existen y

son continuas.

Definicion 3.6 SeanU y V abiertos y f:U — V un mapeoC”. El mapeo e<L"-

difeomorfismo si: (1¥ es biyectiva y (2) sif esC”.

Ya con las herramientas y definiciones, comienzpreteso de parchar a estos

espacios mas generales.

Definicién 3.7 Sea M un conjunto ¥ ¢ M, V ¢ R" abiertos, una carta es un mapeo

@Uc M— R" biyectivo.

NOTAS: (1) En la definicién anterior, en vezR&se puede colocar un espacio vectorial
S (2) Una carta se denota coif ¢).

Esta carta puede interpretarse de la siguiente natark mapeog copia a una
parte deR" (es deciV), en una seccion dd (es decil), logrando asi que una parte de

M se " mire " com®".

La meta es cubrir a todo el conjurith se tiene que encontrar un conjunto de
cartas tal que éstas cubran a todo el conjvhto

Definicion 3.8 Un Atlas en M; es una famili& de cartas { (J, @) | a € I} tal que:

cualesquiera dos miembros @eque se traslapen s@f.

NOTAS: (1) M =U'U,, (2) Para dos cartas Ma),(Ug @) con U, N Ug£Q; se forma:
@p =@ o @ | @(Us N Up) dondegst|@(U, N Up) significa la restriccion deg ™ al
conjunto@(U, N Up). Se requiere que(U, N Up) sea abierto eR" y que gz seaC”-

difeomorfismo.
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La siguiente figura resume la definicién anterior:

Figura 3.3. Cartas. (Abraham, R, y Marsden, J.8197

Al par (M,Q) se le llama/ariedad Diferenciable

NOTA: (1) se dice que dos espacios son difeom@&@fg@xiste un difeomorfismo entre
ellos. (2) Si el Atlas tiene como rang®Rase dice que la variedad es de dimension.

3.1.1 VectoresPara estudiar mas a fondo las propiedades de ariadad
diferenciable, hay que describir a los espaciogaates a un punip € M: EnR" la idea

de un espacio tangente es intuitiva; es el espacizado por todos los vectores tangentes
a un punto de una curva BA: Incluso resulta facilmente visualizarlo:

Figura 3.4. Espacio Tangente. (Carroll, 2004)

K
T,
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El concepto de espacio tangente, en una varieddtenciable, tiene un
significado ligeramente diferente, éste sera uma@spvectorial asociado con un pumto
de la variedad. Este espacio tangerpeeiemento de la variedahll, denotaddl, tendra
ciertas caracteristicas, las cuales se presergaran momento. Para poder especificar las
caracteristicas de este espacio, hay que constrairepresentacion independiente de las
coordenadas. Siendo mas especifico, se necesitabasa que cumpla con esto.

Definamos d como el espacio de todas las funciones suavede(@s funciones €

C”) f: M — R". Cada curvd en un puntg define un operaddr— jjl(p) (derivada

direccional) dond@ es un parametro.

Teorema 3.2El espacio tangente a un pumicE M (con dimensiém), T, puede ser
identificado con el espacio de los operadores divatkas direccionales a lo largo de

curvas que pasan ppr

. : d d .
Demostracion Primero vemos que si— y d—representan derivadas a lo largo de

dy
) , . d d
curvasx()) y x(n) a través d@. Vemos que se puede construir el objeto a:gn +bd—
4 Ui

escalares, y que este cumple con la regla de lze(hndk +bi)(fg) = af@ +bg£ =
dy dp dy “dpy

(aﬂ +bﬂ)g+(a@ +b%)f lo que muestra que el espacio es cerrado, lo qufiecae
dy dp dy dn

gue es un espacio vectorial.

La prueba de que el conjunfd, = 9 | #=1,...n} forma una base del espacio
#0
XH

tangente puede encontrarte en Carroll, capitu{@&roll, 2004)
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Notacion 3.1Convenio de Einstein: en expresiones donde apardncices repetidos,

uno arriba y otro abajo, se asume una suma de, Himansion de la variedad. Es decir,

la expresionA  significa A + A +---+ A

Notacion 3.2E! indice superior denota las componentes de utonees decirA denota

las componentes del vectar

NOTA: de este punto en adelante todo indice griegorre todos los posibles valores de
1 adim(M) dondeM es la variedad.

Considérese una variedaelimensionaM, y una cartap= M — R" , una curva

Y. R — My una funcién f : M— R: Si A es el parametro dg se puede expresara%

en términos d@ﬂ.

Entonces

df _ d _d ] _d(goy) o(f o) _ dx*
=gy (Fon= leg?)elpep)]= SV AT g

dondex son las coordenadas inducidas goPor lo que

d dx*

Esto confirma el resultado anterior, el conjufdg} , es una base del espatjp

La siguiente figura resume lo anteriormente dewvad
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Figura 3.5. Vectores. (Carroll, 2004)

fey
B M R
A &b
& ¥
-

De lo anterior, se observa que se puede cambiatodeienadasx” de la siguiente

. oxt . ox* , . :
manera:ou = P ou, S|endoa ﬂ la matriz de transformacion de cambio de base, y
X X
en componentes la transformacién quedaria
y
v = 9 (3.2)
ox*

3.1.2 Vectores duales (uno-formas)a con el espacio tangente, se puede

construir un espacio que tome elemento$delos mapee eR.

Definicion 3.9 13 El espacio dual d&,, denotadoT;, es el conjuntoW ET; |w(v) €

R conv € T,}. Este espacio es llamado cotangente.

Teorema 3.4El conjuntoT; constituye un espacio vectorial.

Demostracion Ver Carroll capitulo 1. (Carroll, 2004)

En un procedimiento analogo a lo trabajado conorest se encuentra una base para este

espacio. Si¢, es una base pafa, entonces una ba:lrﬁ'”} paraT;, debe cumplir con

P

e . 1
queﬁ‘i (EP] - 5# donde”« es la Delta de Kronecker. Con esta definicionesque si

*
Ve Ty% €Ty ononces
w(V) = w8 (V'é) = w V8" (&) =wuV') =wuV* (33
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por lo que la accion de w en V puede describirsansente por sus componentes.
Notacion 3.3El indice inferior A denota las componentes de una uno-forma A:

Un ejemplo canodnico de uno-formas que resultapatib obtener la forma de la base de

T; , €s el gradiente de una funcion fwBiT, — R; entonces el gradiente, denotado como

df, del vector; es: df(dj :d;, qgue es la derivada direccional HeSi ¥ son

dA
coordenadas inducidas por la captentonces la accién ak¢ en la base d&,, es decir

d,, muestra que:

da(8,) = 22 — o (3.4)

- Bav v

y en palabras mas sencillas? es una base dEp :

La transformacién de coordenadas para uno-formassimiar a la de vectores

) H s
dx* :ax—dx”, siendo ox
ox¥ ox*

la matriz de transformacién, y en componentes la

transformacion quedaria:

. OzH
Wy, = ——w
K Qg

(3.5)
3.1.3. TensoresEs conveniente introducir el concepto de tengargue es una
generalizacion de vectores y uno-formas. Un teesoimportante no solamente por el
hecho de ser una generalizacion de objetos Utdes ¢ estudio de variedades. También
nos permite trabajar con ecuaciones en las cualess mecesario definir un sistema de
coordenadas, o0 desde el punto de vista fisicopamiientemente del observador, y es
precisamente esta caracteristica la que es Upkcedmente para el estudio de la

relatividad general. Se comienza con una definicion
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Definicion 3.10Un mapeo " : Ty X1 T X2 - - - X Ty x1Tp X2 Tp - - - X1 Tp

multilineal, i.e., lineal en cada argumento, es\flao tensor de rangk, |).

El conjunto de todos los tensores de rango (kripa un espacio vectorial. Por lo

gue es conveniente encontrar una base para esigasp

Definicion 3.11El producto tensorial, denotado pr;, toma tensore¥ de rangdk, I) y

Sde rangdm, n) y generan un tensdr [1 Sde rangdk + m, | + n)
NOTA: engeneral 01 S#S O T.

Con la definicién de producto tensorial, se pueskzibir una base que consiste en

el producto tensorial de bases del espacio dual ggpacio tangente:

by ® 08,00 @ 06" (3.6)

En secciones pasadas, se a visto que trabajacaroponentes es mas sencillo,
incluso mas compacto, por lo que para tensoresase lb mismo. Un tensor tendra la
forma T= Tifné, @ - @6, 86 @---@6 . La ley de transformacion para
tensores es evidente:

¢

Szt OV ozY

.. 5 g Tf'l---ﬁ""k (3.7)
a

1---1

. . I
T#l'--#k — 3:13 .
Y11 Sk Ozt Szv'

Los tensores son de suma importancia para laafisi@ que permiten escribir
ecuaciones de forma que sean invariantes antard#dicade sistema de coordenadas. El
siguiente teorema lo muestra:

. Bty oo ) by by Ty
Teorema 3.5 Si Suili® =Tl entoncesSuy vy = If:il'...v:f ‘
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P4 Avi = 8= -1 X" Tu'-‘if--#k'
Demostracion Sea BN (A )“ = entonces “uy7 oy =
Bz"i ax”j 1.2

. 1 — 1y e ke T o T S e
I, (A-ysIrs, (ATt =i (AT )T (AP 505" = 50007 1o que

prueba el teorema

Este resultado sugiere que todas las leyes dsita fdeben escribirse en forma
tensorial, ya que el principio de relatividad, eacafirma que las leyes de la fisica son
independientes del observador, lo exige.

NOTA: Un tensor T, suele llamarse tensor contravariantd,y, un tensor

SV

covariante.

3.1.4 La métrica Como se menciond con anterioridad, se pretendesfigar
espacios topolégicamente complejos, es decir estwdimo la forma de estos afecta a
objetos inmersos en el espacio. De un punto de Visico, en particular, desde la
perspectiva de la Relatividad General, se buscatifib@ar al espacio-tiempo con una
variedad diferenciable, y estudiar como la matetava a ésta variedad. El objeto

adecuado para describir la geometria de estosiespecla métrica.

Definicion 3.12La métrica g, es un tensor de rango (0; 2), simétrico (i.e.=0g,,); no-

degenerado (i.e. g =jg# 0):

Se pide que la métrica sea no degenerada, papadesi definir a su inversa. Esta

quedara de la forma siguiente:
908"’ =g gr. = (3-8)

En secciones proximas se investigara el rol dediwica en Relatividad General.

3.1.5 Manipulacion de tensoresAntes de proseguir, es necesario introducir
ciertas definiciones y operaciones que ayudaraa &oka de manipular ecuaciones

tensoriales.
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(1) Contraccion: transforma un tensor de rafigd) es un tensor de rango (k-1; I- 1)

- . o ey oy
sumando sobre un indice superior y uno infericeniglo: T/ = S

(2) Subir o bajar indices: se utiliza la métrica g ¢" para subir o bajar indices. Si
TY esuntensoes T/% =g”T# 0T/; =9,T,7 Yy asi sucesivamente.

(3) Cambio de indices: los indices repetidos, uno alyajana arriba, pueden

cambiarse de nombre (indices dummy).

g

(4) Simetrizador: siT; , ,

es un tensor entonces este puede hacerse singtirios

indicests ..., de la siguiente manera:

1

T&r--#n).ﬂ = E(I:;---#np + suma sobre permutaciones de 1y p,) (3.9)

analogamente para indices contravariantes.

(5) Antisimetrizador: un tensor antisimétrico es aqgek al intercambiar cuéles

quiera dos indices, éste cambia de signo. El tefigor , entonces este puede

hacerse antisimétrico n los indiges..u, de la siguiente manera:

1
i"'['i1 plp = 7(T;1___# » + suma alterna sobre permutaciones de py...p, (3.10)
R et 71 T

(6) Traza: es contra€er

g )
P hasta llegar al escalar:=T; .

3.2 Céalculo de variaciones.

Para encontrar maximos y minimos de funcioywf$x), se utilizan las técnicas
del célculo diferencial. Ahora bien, abordaremogipa de problema diferente, uno en el
cual hay que encontrar una funcion que maximiceimnmce un funcional, en otras
palabras encontrar la funcion que haga al funci@sthcionario. Un funcional es un
mapeal: F — R dondeF es un espacio de funciones. El funcional comunenetilizado

para este tipo de problemas es la integral definida

Suponga que se tiene que encontrar una funcidn talxque el funcional J sea

estacionario:
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b
J:/ F(mjy[m};%} (3.11)

i.e. se busca y(x) tal qugy(x))] sea un maximo o minimo. Gréaficamente tenemos

Figura 3.6. Variacion dE respecto de curva
y(x) (Riley, F,et.al, 2006)

donde la forma de la curva que hace estacionafimaional viene dada pg(x).
NOTA: se asume que los puni@s y(a))y (b, y(b))son fijos.

Ya que en secciones posteriores se trabajara wociohes de n variables

independientes, se hara la derivacion siguienligarido una funcién de varias variables.

3.2.1 Variacion del funcionall. Considere la funcion
J = f Flz;, y(z;), Oy)de; 1=1, .n (3.12)
"

y donde R es una regién en la cbald;F y 0,0;F son continuas. AdemaR
es fija. Hacemos

y*(z;) = yl=;) + ew(z;) + (3.13)
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conu una funcion continua eR. Ahora sustituimos (3.13) en (3.12), y utilizando

el teorema de Taylor para funciones de varias bisacalculamo®d = J(y') - J(y :)

87 = J(y*) - J(y) (3.14)
= f{F'isree.. y + eu, &y + ediu) — Flz;, y, Giy) pda; (3.15)
R
_ [9F ., 8F _
B AR F T (3.16)

. . ., & _ 87 @8 a5 8
Ahora haciendo la sustituciol siag %% = ax(aagre] — o= lapgr*  (regla  de

la derivada de un producto) en la ecuaciéon anterior
aF 8  oOF 8  oF
§J=ef e = P (o )udx; + e/ B [oe—uldz;  (3.17
By oz, B(0)) 2 Bz B(ag) 1t B

Donde el segundo término es cero por el teorem@rden y por el hecho que
u(x) = 0 parax; en /R (ver Fomin capitulo 7). Entonces requerimos glie 0 y como
u(x) es arbitraria eintR entonces

OF .8  OF . _ (3.18)
W s, By "

Esta es la famosscuacion de Eulegue hace estacionario al funciodal

2 En el caso en gue toma la formaF = T - U; dondeT es la funcién de energia cinéticdJyes la funcién
de energia potencial de un sistema mecanico, kEc&nu(3.18) toma el nombre de Euler-Langrange.



4. Curvatura y teoria de relatividad general

Antes de estudiar a detalle la Teoria de Relat/icGeneral de Einstein, se
describe brevemente la finalidad de dicho planteatni La finalidad de esta teoria es
describir como la masa, i.e., la energia, creembrheno de la gravedad. Por lo tanto,
segun Einstein, la energia curva al espacio-tieamgpondante y es esta curvatura la que
se interpreta como gravedad. Lo que busca es,fidant. una variedad diferenciable M

con el espacio-tiempo y estudiar la forma de M auetei [la métrica.
4.1 Transporte paralelo, geodésicas y conexion Leg€ivita.

Para una variedad diferenciable M, es necesariontrar la forma de medir la
razén de cambio de un campo tensorial definido lenL& manera de hacerlo es
estudiando bajo qué condiciones este campo tehssri@nstante ante traslaciones en la
variedad. La nocion de constancia del campo teslsante traslacion puede causar
confusién, por lo tanto, haciendo una analogiauenespacio Euclidiano, un campo
vectorial se mantiene constante, i.e., sus vect@gasantienen paralelos y de la misma

longitud, ante cualqu Figura 4.1 Transporte paralelo en espacio Euclidic la figura siguiente:
(Carroll, 2004)

/"

En cambio, en un espacio curvo, el paralelismcedép de la trayectoria de la
traslacion tomada. Como se puede observar endeafgjguiente:

25
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Figura 4.2 Transporte paralel@n espacis
Euclideo (Carroll, 2004)

El mecanismo de transportar "paralelamente” unpcavectorial y en general un

campo tensorial, es denominado transporte paralelo.

Se necesita definir un objeto que generalice eicepto de diferenciacion,
D . , . .
denotado pom, asi pues, se podra plantear una ecuacion pammtanciadel campo

tensorial:
D, L dx® (4.1)
(=% P ﬁ?aﬂ‘ﬁ_.ﬁj" =0
donde/ es un parametra,es una curva ¥ es un tensor. Al objetd, se le llama

derivada covariantesi la variedad tiene definida una métri€g,se define como:

(4.2)
v,.V¥ = 8,V¥+T%, V* paraun vectoV (4.3)
Vuw"” = Guwy — I'ﬁvw;.,
para una uno-forma, y en general
VIR = STl + TRT s + TRT + . — 10, T e — T2, T
(4.4)

en dondel”} es un objeto que permite quig T sea un tensor.
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Sin embargo, si la métrica de la variedad,gsentonces:

1 o
I, = 59:’" (Bugvo + Ougttyy — Fogur) (4.5)

A la ecuacién (4.5) se le llama Conexién de Lewiit@ o Christoffel-Riemanh

Con esta definicion dEjV , tenemos dos propiedades importantes:

[, =T, (Torsion-Freg (4.6)
0,9,, = 0(métrica-compatiblg (4.7)

Estas propiedades son de suma importancia pdeolda de Relatividad General,

ya que se hace uso de ellas en la derivacion eleukcion de Einsteih.

La conexion Levi-Civitanos permite verificar que el producto interno ermtos

vectores es preservado bajo el transporte par@alooll, 2004). Es decir:

D
ﬂ[nguﬁrv) -0 (4.8)

La nocidn de "paralelo” cambia en un espacio cuag también lo hace el
concepto de “recta”, i.e., la distancia mas cortaeedos puntos. A continuacion se
describe la forma en la que se deduce la ecua&da durva que minimiza la distancia
entre dos puntos.

Sea X (A\) una curva entonces:

Dar_o 4.9
DA (4.9)

esto implica que, por la definicion de V4

a2z dxf dx”
L

—_ + —_

dx? PTdX dX

=0 (4.10)

% 1) Este objeto no es un tensor. También recibembre desimbolo de Christoffel.
2) Es llamad@onexion ya que “conecta” a vectores tangente {4}

* En teorias modernas de gravedad, se utilizan conesino torsion-free. (Penrose, 2007)
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Esta ultima ecuacion diferencial es llam&aaiacion de la Geodésigala curva

x" (\) es la trayectoria buscada.

4.1.1. Curvatura. Tensor de Riemann Un tensor que es parte fundamental en la
teoria de Relatividad General, es el tensor de &inel cual es una medicion de la

curvatura en algun punto de la variedad. El tedsdRiemann se define como:

R 8,T%, — 8,4, + T4, I, —T4,T, (4.11)

g'lpw= [ ey AT T A T

4.1.2 Desviacion geodésic&eaM una variedad yQ= {yst)} un conjunto de
geodésicas que, en las cercanias de un punto pasalelas. S8 es perpendicular a;
y aysz2 €n el punt@, este vector puede, y en general sucede, queldear perpendicular
a ambas curvas lejos del punto mencionado. Lasasudejan de ser paralelas a medida

gue se alejan del punto p: La siguiente figura es@iza lo anteriormente descrito:

Figura 4.3. Aceleraciéon geodédica. (Penrose, 2007)

P -_""\-\.\k I.J.-"'-""\. - T,
4 ;}" T ) / A /Iz_(\

M

II'. | |

_.": __m_..,_'.—-—

Si éstas se alejan, es valido preguntarse queafado lo hacen, aun mas, es

posible encontrar una expresion para la aceleratioda que se separan, a saber:

Igp
D dtf = R T"T°S° (4.12)

en donde 7 es tangente §t). De aqui que el tensdR),, esta directamente

relacionado con la curvatura de la variedad.

A continuacién se presentan algunas propiedaddsrd®r de Riemann:
Rpa’y:v = _Ra'ppw (413)

Roopwr = —Rpoup (4.14)
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Rpa’yv = Ry:upa' (415)
Rolop] 0 (4.16)
ViaRopoluw 0 (4.17)
A la contraccion d& .
R, =R, (4.18)

se le llama tensor de Ricci. Y al escalar:

(4.19)
R=R}

se le llamaescalar de Ricco escalar de curvatura La identidad de Bianchi
puede escribirse en términos del tensor y escal&icti:

1
V¥Rop = 5VoR (4.20)
Al tensor:
1
Guv = Ryw — 5 Rg (4.21)

se le conoce como tensor de Einstein. Y cumple con

VHGu, =0 (4.22)
4.2 Teoria de Relatividad General.

La Teoria de Relatividad General es una genecidizale la teoria de gravitacion
de Newton. Esta puede resumirse en la ecuacionebaatencial gravitatorio (4.23) a
continuacion:
VO =dnGp
donde: @ es el potencial,G es la constante de gravitacion de Newton

(6.67259x10'"Nm?%kg) y p es la densidad de masa en la region.

5 . . ..
R es de suma importancia en Relatividad Generajugapor su naturaleza escalar, no depende de las
coordenadas utilizadas.
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Nota: de este punto en adelante se asume quedeidaad de la luz en el vacioc =1y

gue la constante de Plangk 1 salvo se indique lo contrario.

Einstein, asumiendo como verdadero el hecho guajna regién pequefa del
espacio-tiempo un sistema acelerado es indistifgude un campo gravitatofiola
constancia de la velocidad de la luz y que la duraadel espacio tiempo es
independiente del observador, propuso una ecuggciérdescribe la gravedad. El modelo
realizado por Einstein identi.ca a una variedaérdiiciable M, dotada de una métrica
Ow» la cual a su vez, es curvada por la energia (ermap la cual es descrita por un
tensorT,, llamado tensor de energia-momentum. Ya que Mast@da, dicha ecuacion

contiene al tensor de Ricci. La ley propuesta postgin es la siguiente

1
Ry, — = Rg,, = 87GT,, (4.24)

2
La ecuacion anterior se reduce a la (4.23) cuahdampo gravitatorio es débil,

estético y las particulas en él son no-relativistas

Tal como fue descrito al inicio, la finalidad deetrabajo es estudiar la ecuacion
de Einstein con la constante cosmoldgica y susigagbnes fisicas. Sin embargo, la
expresion (4.24) no la contiene aun. En la sigeisetcion se hara una derivacion formal

de la ecuacion buscada.

4.1.3. Derivacion Langrangiana de la ecuacion de @Stein con la constante

cosmoldgica

Principio de minima accidn_Los principios minimales (o maximales) tienen una
historia interesante en la fisica. El primer phinciaparece en Alejandria, con Hero (2
siglos a.C.), quien afirmaba que la longitud dé&agectoria de un rayo de luz entre dos

puntos, era un minimo. En el afio de 1657 Pierrem&emodificd el principio de Hero,

® Este es llamado Principio de Equivalencia. Einst8i@i7. (Riley, et.al., 2006)

7 . . . . .
Ya que nuestro universo es de 4 dimensiones, $pEc@les y una temporal, se asume que los indites
la ecuacion de Einstein, recorren todos los pasiddores de 1 a 4.
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diciendo que el rayo de luz tomaba la trayectqua requeria el menor tiempo. Por su
parte, en 1747, Mapertuis fue el primero en aplicaprincipio minimal en la mecanica,
siendo él quien acufié el nombreRlencipio de Minima AccianDonde la accion es una
cantidad que viene dada en unidades nutros*energia*tiempo Otros en utilizar

principios minimales fueron Gauss y Hertz (Mariohhornton, 1995).

No obstante lo anterior, la contribucién més ingate fue dada por Hamilton,
quien aseverd que todo sistema dindmico toma Medtaria y(t) que minimiza la

expresiof:

s= [1r6. 2 - v, L (4.25)

En el cual T es la energia cinética del sistemid gu energia potencial. La
diferencia entrd y U, (T -U), se le llamd.angrangianopara el sistema mecénico. Con
este concepto y el calculo de variaciones tratadelecapitulo 3, se puede derivar la

ecuacion de Einstein con la constante cosmoldgica.

Una densidad langrangiari es un objeto tal que=_/ / dx sea el langrangiano.
Como la ecuacién de Einstein busca una expresidéremnos de un campo tensorial, las
variables apropiadas para la densidad langrangianacamposb'(x) y V*®' (Carroll,

2004). La accién toma la forma:
S = f L[ (z), VI d (4.26)

con n siendo la dimensién de la variedad.

En este caso, la variable dinamica es la métritd gor lo que se varia el
funcional respecto de ésta. El langrangiano prdpygra la ecuacion de Einstein con la

constante cosmoldgica es el siguiente (Carroll4200

5= [ VEiligrg (R =20 + Lold's (4.27)

8 La accion.
% se utilizara la inversa de la métricga.gpor simplicidad.
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en dondelg,,|=g'°, A es una constarite A, la densidad langrangiana para la

accion de la materialg es el escalar de Ricci.

Se quiere encontrar,g tal queS sea estacionario, i.ed5 = O Por lo tanto se

hace la sustitucion de porg“'Ry,:

g = fFlﬁG(

= [V rerge Rud's - f V=itsrgde+ [Voitnd's @4.29)

Se varia el funcional respecto d¥,gsiguiendo un procedimiento analogo al

mostrado en el capitulo 3:

2A

s = a{fﬁﬁgﬂm d*m—fvf——glﬁ Gd4m+f«.,/——g£md4:c}

1
_flﬁ?r(}* w f“ 167G

2A
+ [ vf——glwgwmwd‘*m— [ergtvadts+s [v=scn d:jso)

—R ngdisc +

donde se denotds, d*x = 5.[4/— gL, d*x y se hacejﬂ/— g 16;(39W5R’”d x=0

(Carroll, 2004).

Sustituyendoo- /- :—; 9,4 (Carroll, 2004) en la expresion anterior, se

obtiene:
ds = ! -\H—QLR‘Q Sg"vdr + w—g;R g diz
9 16xG~ 16rG~ ™
A .
— pv 4.31
+_/16TTG\H 99,09 d4£+f{55md4x ( )

19 5e asume queg.gtiene signaturéorentzianai.e.,g <O0.

1 Constante Cosmolégica.
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ordenando y tomando factores comunes:

1 11 A 1 &S,
55 = [{fRu — st Rgus + — g J—gdg" d*
f{lﬁ?rG’ R S Treis S el byt e A L
(4.32)

La condicion para que el funcional sea estacionas &5 = 0 y como
</—gdg” #0, se tiene que:

1 1 1, ﬁ 1 65m
167G ™ " 2160G 0 T T6xG M T =g dg™

=0 (4.33)

1 . :
Se nombrdl , = -2 &, T__, con lo que la expresion anterior queda:

-9 &

1
R,uv _E Rgpv + /\g/.(v = 875T,uv (434)

Que es precisamentedauacién de Einstein con la Constante Cosmoldgica

12 - . . . - .
Este es el tensor de rango (0; 2); simétrico, reé@gigl que puede construirse con la métrica, suepai

y segunda derivada, tal que cumpla @Q(Rﬂv —; Rg,, + /\gwj = 0(Wald, 1984)
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5. Interpretacion da la constante

cosmoldgica como energia del vacio

Una consecuencia cosmologica de la ecuacion (4edt)que predice que el
universo eventualmente colapsa, ya que la mater&rae mutuamente. Esta afirmacion
contrastaba con lo que Einstein creia, ya que @&pdga se tenia la concepcién que el
universo era estatico, razén por la cual, introdajoconstante cosmolégica: Esta

modificacion a la ecuacidon contrarrestaba el fem@de atraccion.

El presente capitulo trata una de las implicaddi@cas mas importantes de la

constante\, la energia del vacio.
5.1 Tensor de Energia Momentum

Debido a la naturaleza de las implicaciones\dese busca una descripcion del
universo a gran escala. Con este proposito en nyepte simplicidad, se asume que la
distribucion de materia en el universo puede maesgelacomo un fluido perfecto,
homogéneamente distribuido en el espacio. La dedsld energia y presion de un fluido
de materia no relativista, es descrita por el terd® energia momenturi,,; de

conformidad con las componentes siguientes (Rdi¥3)2

1. La componente tiempo-tiempdgg; que es la densidad de energid&sta incluye
contribuciones de la masa y de la energia cinétteana;

2. Las componentes espacio-espa€joj = 1,..., 3; que son componentes del vector
de presiorp; en la direccion o bien las componentes del vector de momentum
por unidad de area;

Las componentes tiempo-espadig; son el flujo de energia por unidad de area,;
Las componentes espacio-tiem@; que son las densidades de momentum en la

direccioni;
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5. Las componentes restantdg, que son términos que describen fuerzas como la

viscosidad.

Para un observador con velociddd el tensor de energia-momentum es (Carroll,
2004): (5.1)
T =(p+pUrU”+pg”
con ¢" la métricaContrayendo este tensor se tiene (Bonometto, et.al., 2002):
T'=gu,I" =—p+3p (5.2)
En analogia con la conservacion de la energiaa@spacio Euclidiano, se tiene:
V. T =0 (5.3)

Es evidente que la densidad de energia es ungefdergravedad, pero: ¢se puede
afirmar lo mismo de la presion? Considere la ecuadie Einstein escrita de la manera
siguienté® (Carroll, 2004):

1
Ry, =8nG(Tu — 5T0u) (5.4)

Contrayendo esta Ultima, se obtiene la Ecuacién Pdésson Modificada
(Bonometto, et.al., 2002):
Vid = 47G(p + 3p) (5.5)

con ® como el potencial gravitatorio. De aqui se intet@prque la presion del
fluido perfecto contribuye a dicho campo. Para descomo la presion se relaciona con
la densidad de energia y por lo tanto al fendmenla dravedad, se utiliza la ecuacion de
estado:

w== (5.6)

dondew es un numero que depende de las condiciones dgigrel modelo

cosmoldgico utilizadt.

13 Esta ecuacion es equivalente a la ecuacién 4&24quivalencia se prueba utilizando que fRG8.

gCarroll, 2004)

* por ejemplo, modelos donde toda la energia deleosives de naturaleza electromagnética, “polvo”,
campos escalares, etc. Ver Carroll (Carroll, 206dpjtulo 4.
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5.2 Energia del Vacio

Considere un campo escafa®; con energia potencial W) y energia cinética

1 . . ]
5 g’0,0,® . Entonces, la accion asociada a este campo seria:

1
S = f (598,09, — V (@)} —gd*z (5.7)
donde, siguiendo un procedimiento analogo al deseni la seccion 1.2, se obtiene:
1 1
T = 50409,8 + 5(6"9,28,2)9, — V (@)g, (5-8)

El estado de menor energia (si existe), serial &juel cual la energia cinética y

la energia de gradiente (Carroll, 2000) fueransiula

1
53;;*1-31,@ = 0 y (5.9)

(gﬁvapq'av@}gﬁu = 0 (510)

[T

Ahora bien, si®d, es tal que \W,) es minimo, entonces, el tensor de energia-

momentum es:

5.11
TFV = _V{q}u]gw ( )
si se denota a W{,) = pvacio €NtONCES:
Thw = ~ PuacioGpr (512)
Comparandd . = facioJuv CON la ecuacion 5.1; se identifica:
Puacie — — P (513)

es decir, que la presion es negativa. Esto puddepietarse como un efecto de

“antigravedad”.

En la ecuacion de Einstein, (4.24), es el térnijppdescribe la energia que curva

el espacio. Como el vacio contribuye con una dedsite energiapracio €ntonces, el

15 se utiliza un campo escalar como ejemplo, ya qugeeeral, se busca un campo tensorial que describa
al espacio-tiempo. (5.14)
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tensor de energia-momentum puede escribirse commania de dos contribuciones, una

de la materia y otra del vacio (Carroll, 2004):
T.I’-’“'" = T;.Eﬁd-] ~ PuacioTuv

Con este tensor de energia-momentum, ecuaciorgdeiia:

1

R,u:u — ERQFL-' - STTG{T;E;F) - puacsi'ogy:v) (515)
1
Rp.p' - ERQ'PW + STTGP-DBGEGQ}IU = STTGT‘E;T{] (516)
Si se compara con la ecuacion 3.37, se identifica:
A

, = 5.17
P‘DMD Sﬂ'G ( )

por lo queN es una medida directa de la densidad de energiade.

¢, Quién contribuye a la energia del vacio? Unadéues el potencial \X); la otra
contribucion es dada por las energias de punto-asowiada con fluctuaciones de

campos cuanticos.

Para entender a detalle como las energias de -pardp asociadas a campos
cuanticos, contribuyen @acio S€ presenta una breve explicacion de un sistem&nico

simple y su relacién con dichos campos, en un @spacMinkowski®.

5.2.1. Mecénica cuanticaLa mecanica cuantica es una rama de la fisica que
estudia las leyes de la fisica a escalas microsaspla teoria de la Mecanica cuantica
fue formulada y desarrollada por Schrodinger y eldierg en la segunda mitad de la

década de 1920; spsstuladosasicos son los siguientes (Butkov, 1968):

1. El estado de movimiento de una particula es despaot una funcion de onda

W(x,t), elemento del espacio de Hilbért Esta funcién es la solucién a la

16 Un espacio de Minkowski es un espacio de 3 dineesi espaciales y una temporal, plano (5.18)

7 Un espacio de Hilbert es un espacio normado derian in.nita. (Rudin, 1968)
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ecuacion de Schroédinger:
HY=ioW
conH el Hamiltoniano del sisteria i = -1}
2. La cantidad:

T gV (5.19)
dondeW* es el conjugado complejo di, representa la probabilidad de encontrar
la particula en un volumedv *°.

3. Toda cantidad observable o medible es representada por un operador

hermitiand® TT, que actua sob¥. El valor esperado d& < TT>, es dado por:

< p>= j W* p(W)dV (5.20)

espacio

4. Losoperadores observablémsicos se listan a continuacion:

Observable Operador
Posicion x X
Posicion v v
Posicion z z

Momentum x —ifiG:
Momentum v —ihSy
Momentum z —ihiB;

donder es la constante de Plaftk
5. Cada medida individual del observalieda como resultado wigenvalorde 1t
pW, = AW, (5.22)

conA eigenvalor det

18 EI Hamiltoniano es la transformada de Legendre_defrangiano, es decitd = px—L, dondep es
el momentum del sistema. (Carroll, 2004)

¥ De aqui que .[LP* Ydv =1
espacio
20 Un operador Hermitiano cumple quis Tt
2L En este trabajd =1:Sin embargo, se dejara el simbolo en las ecuaciones
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5.2.2. Oscilador Armoénico Simple Considere un sistema que consiste de una
particula de masa; sujeta a un potencidf(x), unidimensional. Por el Teorema de
Taylor (Griffiths, 1995):

Viz) = Viz,) + V'(zo)(z — zo) + %V”{mﬂ}{m —z,)  + .. (5.22)

conx, tal queV sea minimo; sea este minii,) = 0; ademas/’(xo) = 0; por lo
que:

Viz) = %V”{mﬂ}{&‘ —z,)? (5.22)

Se denotaw’ = V"(x,); como la frecuencia angular. Este potencial descuin

oscilador armonico simple, con punto de equilibgoDe aqui en adelante se selecciona

Xo = 0:
Figura 5.1. Aproximacién parabdlica (linea punteadi un
potencial arbitrario. (Griffiths, 1995)

(EE ]

Ahora bien, para describir a este sistema desqmimo de vista cuantico, se
requiere el Hamiltoniano:

H=T-V(x) (5.23)
H = —iﬁg + lm‘wzmz (5.24)
2m 2

Con el cual, la ecuacion de Schrodinger tomarado

fi2 1
hOU = ——— 820 + —muwle T (5.25)
2m 2
Se definen los operadores siguientes:
! {fi +1 ) (5.26)
[#! = —\— T .
* W 2m e
1 &
a_ = ——(— —mwz (5.27)
o )
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llamados operador de creacidén y operador de daajdi respectivamente. Con

estas definiciones se puede escribir el Hamiltanzomd? (Carroll, 2004):

1
H=(ala_+ ol (5.28)

Puede demostrarse que la solucién de 4.27 con&s3Griffiths, 1995):

T, = e 5 A (a,) e W2 (5.29)
con
A = {mu)% (—2)"
7k /ol (wh)” (5.30)

con ne N. Con las energias permitidas:
1
E,=(n+ Ejﬁw (5.31)

Esta ultima ecuacion es importante, porque mueslia existe una energia
minima, o energia daunto-cerao(n = 0):

1
Ep = Shw (5.32)

Existe la energia deunto-cero debido al Principio de Incertidumbre de

Heisenbergel cual prohibe que la particula y posicién y reatom nulé®.

5.2.3. Campo cuénticos en espacio de Minkowslil problema de la constante
cosmoldégica. Esta seccidon pretende hacer una deseazipcion de un campo cuantico en
un espacio de Minkowski, desde el punto de visttadeecanica cuantica. Para detalles
sobre la derivacion de las ecuaciones y para m@gseripcion de estas, se recomienda

consultar a Carroll (Carroll, 2004), capitulo 9.

%2 La operacion t significa: conjugado hermitianodesir, la transpuesta del conjugado
- T
compuesto®+ = (43)

% La energia de punto-cero puede interpretarse cprael sistema no deja de "moverse" nunca.
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En analogia con un sistema armonico simple, elpoapuede ser interpretado
como un conjunto infinito de osciladores simples. \#rtud de esto, también puede

afirmarse que hay un conjunto infinito de energies punto-cero que tienen que
considerarse.

El ejemplo mas simple que puede tratarse, es mpaascalar en un espacio

plano, sea est®. Entonces la densidad Langrangiana sera (Car@f4 2

1 1
— — e — —m? (5.33)
L 57 0,99, ® 5™ i

con nu la métrica en el espacio de MinkowsSki Con ésta densidad
Langrangiana, puede definirse una densidad HaridhanH , tal que el Hamiltoniano

H :J.HAdx:

H = 192+3[v¢)”+1m”@2 (5.34)
P 2 )
con
_ _9c (5.35)
8(8®)

De aqui que la ecuaciéon de movimiento sea la Hmoade Klein-Gordon
(Carroll, 2004):

0% —m?® = 0 (5.36)
dondel1=7,*9,0,, con solucion:
con
_ _ 5.38
K = (wk) ( )

dondek es el vector de ondadyla frecuencia angular.

El HamiltonianoH puede escribirse como la siguiente integral (Ta&604):

* nu~diag(-1,1,1,1)
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H— f {%aika_k + %5[“_1}[{]}}wd“k (5.39)

en el cuah.k y ax son operadores analogoa.ay a, k es una variable continua y

0" (0) es la delta de Kronecker en n-1 dimensiones ysaaalvak = 0.

., 1 . .
En la expresion 5.39 el termlnzod‘“ Y (O)w es anélogo a la energia de punto-

cero, E, = ;ha}. La integral:

f %a"i“—” (0)wd™k (5.40)

diverge salvo se hagan algunas restriccionesaaditds sobre el valor maximo de
K, knax Establecido éstknh., puede demostrarse que la densidad de energisaciel

predicha por esta teoria es (Carroll, 2000):

P{GC} ~ 1[]112 ﬂ (541)
vaclhe CTHE

ergs
s’

el cual difiere del valor medido mediante obseiaes, o = 10"

unos 120 ordenes de magnitud. A esta discrepamtia el valor predicho y valor

observado, se le conoce comldProblema de la Constante Cosmologica

El caso anterior fue trabajado con un campo escataple; otras teorias que
consideran campos mas complejos predicen de igaakra densidades diferentes a la

observada, se presentan algunas de las predicg®masmann, 2002):

@D~ 10% T8 (5.42)
Cre
r er

St~ 00 =5 (5.43)
erg

plhd, ~ 1010 —% (5.44)

T
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6. Efectos cosmoldgicos: Inflacion

En Relatividad General, la cantidad fundamentdhesétrica, la cual describe la
geometria del espacio tiempo. Pero, ¢qué exactaraeoeéde con la métrica si el espacio
gue describe cambia de forma? Para responder egganpa, considérese una seccion
rectangular del espacio plaR3. La distancia\s entre cualesquiera dos puntos esta dada

por el teorema de Pitagoras:
(As)? = (Az1)? + (Azz)? (6.1)
dondeAx; y Ax, son diferencias entre coordenadasy X, de los puntos en

cuestion. Si esta seccidon plana se dobla y expémad®entrae), la rejillax;x, original

también se dobla y expande con ésta. Esto puedalizarse en la figura siguiente:

Figura 6.1. Aproximacién parabdlica (linea puntgada un potencic
arbitrario. (Griffiths, 1995)

Ahora bien, si el espacio se expande con el tieraptonces la distancia entre

puntos crece con el tiempo y si la expansion e®ume, la distancia entre dos puntos es:
(A9)? = a®(#)[ (Az1)? + (Aw2)? | (6.2)
dondea(t) mide el factor de expansién, en un tiempo t, detoordenadas. # y
X2 se les llamaoordenadasomoving Sin embargo, en Relatividad General se busca la

"distancia” entre dos puntos en el espacio tiengso,decir, en una variedad de 4

dimensiones, la cual puede expandirse o contraerse.

45



46

Si el universo essotrépicoy homogéneG y ademas se expande con el tiempo,
en analogia con lo anterior, la métrica de éstedeia por:

T..{.

ds? = —df2+a2{f}[—l‘_imﬂ+r2dnﬂ] con (6.3)

6.4
d0? = de? + sin® @dp? (6.4)

en dondek = - 1 para curvatura negativia,= 1 para curvatura positivak = 0
para espacio plano. A (5.3) se le conoce como bétte Robertson-Walker. Al término
a(t) se le llama factor de escala del universodlield2003). El escalar de Ricci segun esta
métrica es:

i EI'F

R=6["+(2) + ] (6.5)

donde las primas indican derivadas temporales.
6.1 Parametros cosmologicos.

Existen ciertos pardmetros que se utilizan comutenaara describir la evolucion
y comportamiento del universo. Esta seccion triganes de estos. El factor de escala
a(t) provee una descripcion de como el universo senelgan el tiempo. Para encontrar
la forma correcta del factor de escala, para queclaacion (5.3) sea solucion de la
Ecuacion de Einstein, hay que considerar el tedsognergia momentum de  (6.6)
perfecto:

Tww = (p +p)UUY + pg™”
T = —p+3p (6.7)
Utilizando el hecho qu&“T,, = 0 se llega a que(t) cumple con (Carroll, 2004):

I
~8p—3—(p+2) =0 6.8)

y recordando la ecuaciéon de estadagp =sustituyendo en la ecuacién anterior se
llega a (Carroll, 2004):

% |sotrépicosignifica que el universo es invariante ante iotss yhomogéneajue es invariante ante
rotaciones.

26 Esta métrica es solucion de la ecuacién de Einstahfactora(t) cumple con ciertas condiciones, las
cuales se especificaran en su momento.
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P o 314 6.9)
P 3(1+ }a

Esta ecuacion diferencial relaciona a la densdakaénergia con la expansion del

universo. Ahora bien, sbes constante, (6.9) puede integrarse (Carrol4 200

p o301+ (6.10)
o x a" (6.11)
n = Jw-—238 (6.12)

La ecuacion anterior sugiere que la densidad degéndecrece a medida que el

universo se expande, siempre y cuaate0.

6.1.1. Ecuaciones de FriedmannPara especificar de qué se compone el fluido
descrito en (6.9), hay que conocer la ecuacionstide, i.e., conocer @ Los posibles
valores paravdependen de las condiciones de energia del unjvess cuales varian de

modelo en modefd. Las condiciones de energia describen qué tipoodéibuciones

son posibles, asi como relaciones entre éstas.

Si g denota la densidad de energia de la fugni# tabla siguiente resume los

valores dew asi como el factor de escala (Carroll, 2000):

Tabla 6.1. Densidades de energia.

[ fuente w n; f.c.
1 materia 0 3 Pmoc @°
o 1 a

2 radiacion 3 4 Proc @
1 5

3 curvatura "3 2 Pkoc &
4 vacio -1 0 proc &

2" para mayor detalle consultar Carroll capituloHasvking and Ellis, capitulo 4.
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A medida quea(t) crece, la densidad de energia de la radiacibredeamas
rapido que la de la materia. Por lo tant@(sj — 0 a medida que+ 0 ya(t) es siempre
creciente, entonces la densidad de energia deélikci@n domina en tiempos tempranos,
pero a medida que el universo se expande, la endegia materia domina. Si-¢ 1
entonces la densidad de energia de la materiaualer@nte se hace imperceptible y la
densidad del vacid\) domina, ya que ésta es constante:

procd=1 (6.13)

Solamente hace falta encontrar quiénaé3 La ecuacion de Einstein puede

escribirse como:

1
Ry = 8nG(T — 5.0uT) (6.14)

sustituyendo (5.6) en la ecuacién anterior y etraodo la componente temporal

de la misma, se obtiene:

a 8 K

( " = 3P 2 (6.15)
'Y

a” AmG (6.16)

= - == 3 .

" 7 (p+3p)

Estas ecuaciones diferenciales son llamadas Emexide Friedman, cuya
solucion es el factor de escal@); en términos de la densidad de energia. A lasicasétr

gue obedecen ésta relacion se les conoce dbétricas Friedmann-Robertson-Walker

Cabe mencionar que gies la densidad de energia total, entonces:
P= Ei[indaa laz fueniea}P-i (617)

en particulampa (vacio), entonces las ecuaciones de Friedmannnt@mauenta

los efectos fisicos relacionados con L.

El parametro de Hubble se define como:

H

(6.18)

r
o
a
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Si se colocan dos particulas a una distanciardetada, el parametro de Hubble

mide cuan separadas estaran luego de un tiem@oro(lc2004).

Con esta definicién la ecuacion de Friedmann gueda

g2 %G,_« (6.19)

3 a?
Einstein buscaba soluciones del tipo H = 0 (a);=®€decir, un universo estatico.
Vemos que ésta condicion se obtiene si en (5A5),0 yk toma valores apropiados,
pero en (5.16) esto no es posible gara0, por lo que Einstein introdujo la constante

para asi obtener una densidad negativa y lograelfaetor de escala se anulara.

De manera explicita, las ecuaciones de Friedmannaconstante cosmologica

son:
Sns Snlz K
H: = —p+—p) ——
3 P + 3 Pﬁ aﬂ
&G A kK (6.20)
- 3 ftgTa ¥
a’ dnG A
. = == _ 6.21
- 3 (p+p)+ 3 ( )
a las soluciones de estas ecuaciones se les conooeUniverso Estatico de
Einstein

Regresando a la ecuacion (5.15), existe un vaateshsidad que, para cualquier

valor deH, la curvatura es cero. Este valor es:

3H* (6.22)
Peritica — e

con esta definicion se construye un parametrg éticual es el parametro de

densidad:

o=_F _ EWH ¢, (6.23)
Poritica
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Este parametro permite escribir la primera ecuadi Friedmann de una manera

mas compacta:

K

H2g2

Lo importante del pardmetro de densidad es quelepwbtenerse mediante

0., =1-0= (6.24)

observaciones, y de esta forma, encontrar una mpacion del valor de la curvatura en
este universo. Los posibles resultados son reswaidontinuacion (Carroll, 2004):
<1 = p<piitica > K<0
N=1 = p=piia = k=10 (6.25)
D=1 = p=poitice = K=0
Mediciones actuales (Carroll, 2004) muestran @re 1; lo que sugiere que este
universo es planx(= 0). Debido a (5.17), se tiene que:

ﬂx =1- Ei{tudas las fuantas] ﬂf', (626)

Como fue discutido con anterioridad, se esperalgukensidad de energia de la
radiacion sea muy pequefia hoy en dia, comparaddacdensidad de energia de la
materia. El pardmetro de densidad de la radiac&restima que es del orden de

Q 5x107° (Carroll, 2000), por lo que se puede escribir eapeetro de densidad de

radiacion

la curvatura de la manera siguiéfitearroll, 2000):
0, =1—Q — Oy (6.27)
donde Qy y Qa son el parametro de densidad de la materia y delov

respectivamente.
En la practica, encontrar directamente los valaledas densidades puede ser
complicado, por lo que es conveniente encontrarmaaera de extraer la informacion

del factor de escala.

Con este fin, se define el parametraldsaceleracion §Carroll, 2000):

%8 Otras fuentes pueden contribuir; se asume que atoreg muy pequefios y que el universo esta
dominado por la materia. (Carroll, 2000)
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o &
g = —
&
¥, — 2
= Ei{Fuentea]lTﬂ'i
— Loum-0a (6.28)

2

6.1.2. Evolucion del factor de escala en presenda A. Una vez que han sido
definidos los parametros en la seccion anteriorpasible describir la evolucion del
factor de escala, asi también, como detallar bagpogndiciones el universo se expande

eternamente o bien colapsa. Se asumira que el pacade densidad de la curvatura es:

0, =1—0y — 0y (6.29)
y el parametro de desaceleracion:
qzéﬂM_ﬂA (6.30)

es evidente que Sy > 0 y la densidad de energia del vacio es no nagét>0);
la expansion del universo es acelerada; mientrasumpa densidad del vacio negativa

(A<0), desacelera la expansion.

Ahora, es preciso saber como cambian las contdbas de las densidades a
medida que pasa el tiempo. Esto se consigue darana siguiente:

SwG & eny) (6.31)

Si 0 = —rp =
32’ Q;

de donde al sustituir valores de la tabla 6.1iei0e:

Q4 o< a’Qy o a® Dy (6.32)

De esta ultima ecuacion se observa que-si@ la densidad de energia del vacio
y de curvatura tienden a cero y la de la materiaidaria. Si a— «, la densidad de

energia de la curvatura y de la materia tiendesr@ ¢ la energia del vacid) dominara.

Por lo que si\ < 0 el universo colapsa, ya q& dominaria eventualmente. Por
otro lado, siA > 0O el universo podria seguir expandiéndose, siempcuanddy no

fuese demasiado grande para contrarrestar la eévpaastes qué) , sea dinamicamente
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importante. SN\ = 0 entonce€2y < 1y el universo se expande eternamente o Qjer

1 y el universo colapsa (Carroll, 2000).

Para determinar la "linea entre la expansion atgrel eventual colapso, se tiene
gue investigar donde el parametro de Hubble es yndae a su vez cambie de signo
(Carroll, 2004):

0 = H?
8rG _3 _a
= 3 {pM’a T T P :I (633)
En términos d& 4, Q, Yy Qum se tiene que la condicion para la cual el univeeso

expande eternamente es:

1 < Llar <2
Qp > 0 st 0Oy <l (6.34)

A0prcos (AFRM) + 30 & Op > 1

Por el otro lado, sQ, >> Qy sucede algo muy diferente, la expansion del
universo siempre ha sido acelerada y en vez deignBBng (singularidad) en el
pasado, éste se contrae hasta un radio minimowyede a expandir. Las condiciones
exactas para que esto suceda son (Carroll, 2000):

1— O

Q4 > 40y, cos .93[% cos s L( o
e

)] (6.35)
dondecos (sx) = cosh (xcuandoQy < ¥2 ycos (sx) = cos (x¢uandoQy > V2. Si

la relacion entr€y = se obtiene un universo estatico (CarrolD430

El comportamiento de universos cQp =1-Q , — Qu se resume en los gréaficos

siguientes:

% Una singularidad es un punto en doRjescalar de Ricci, es indefinido. Ver Carroll, italp 5
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Figura 6.2. Aproximacion parabdlica (linea puntgatiaun
potencial arbitrario. (Griffiths, 1995)
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En esta figura las flechas indican la evoluciohodeparametros. Se presentan tres
puntos fijos Qum, Q4) = (1, 0), un universo dominado completamenterpateria, Qu,
Q,) = (0, 1), un universo sin materia y dominado fior (Qum, Q1) = (0, 0), un universo
vacio, asi como la lineQ 4 + Qu =1 entre universo con curvatura positiva y negativa

(Carroll, 2000).

Figura 6.3 Aproximacion parabdlica (linea punteada) de
potencial arbitrario. (Griffiths, 1995)
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En esta figura se presenta un circulo que encétdeea donde se encuentran los
valores medidos mediante observaciones: aproxime@rQu, Q) = (0.3; 0.7); asi

también como la dindmica de este tipo de universo.

Para entender de mejor manera la evolucion debrfale escala, es conveniente
investigar como las contribuciones de las denswladaenbian a medida que pasa el
tiempo. Con esto en mente, considérese un fotdm,ucodesplazamiento al roje®%
emitido hace un tiempe,tsi el tiempo hoy en dia se denota cognentonces la edad del
universo se puede obtener haciendo tenderaz (0 t— o) en la expresion siguiente:

1
b b — /' da (6.36)
i aH (a)
con
H(a) = H,Ti0a™™ (6.37)
H, = H(t,) (6.38)

ei incluye al indicex (Carroll, 2000). En un universo dominado solameyue

materia Qu = 1) la edad de éste es (Carroll, 2000):
t,==H, (6.39)

La edad del universo crece Qj;, crece uQy decrece; de aqui que existe una
relacion entre la edad del universo y las contitnes deQ, y Qu, i.e., la expansién o
contraccion del universo. En la figura 6.4 se ejdiog, tomando en cuenta de arriba
hacia abajoQu, Q4) = (0.3; 0.7); (0.3; 0); (1; 0) y (0.4; 0). Adem&® observa que la
expansion causada péy, asumiendo qué\ > 0 y Qy — 0, lleva a un universo mas

antiguo.

30 El desplazamiento al rojo de fotones emitidos adga distancias respecto de un observador, soadasipor el
efecto dea(t): Ver Carroll, capitulo 8. (Carroll, 2004)
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Figura 6... Relacién edad universo factor de es
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Como se a visto ha lo largo de este capitulo, truemiverso se expande y un
candidato a ser la causa fisica de ésta expansita @nstante cosmoldgica (positiva);
sin embargo, teorias actuales sugieren que estke pueser la Unica razon. Actualmente
hay varias hipotesis que afirman que la expans®npgede deber a dimensiones
espaciales extrals un potencial escalar que permite que el campie Vigerament& o a
una quinta fuerz4 aun por descubrir, la llamadainta esencigStraumann, 2002).

31 Ver ZiebachA first course in string theorypara mas informacion sobre dimensiones extra.
32 £| llamadoPotencial de Deslizamiento Lento
33 | as cuatro fuerzas fundamentales son: Fuerte,,ddbdtromagnética y gravedad. (Griffiths, 1999)
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7. Métodos de medicion de L

A lo largo de los capitulos anteriores se ha émtied las consecuencias
cosmologicas relacionadas con la existencia decanstante cosmoldgica. Se mencioné
gue observaciones y estudios recientes muestrai @seno negativa y que la densidad
de energia relacionada con ésta es del orden Bergént: En el presente capitulo se

explicaran dos de los métodos mas comunes para fedi

Uno de ellos consiste en obtener mediciones icidise del pardmetrd,
utilizando el corrimiento al rojo de la luz emitigr cierto tipo de supernovas, las
llamadasla. El segundo, consiste en medir las anisotropids éemperatura del fondo

césmico de microondas para obtener el paranietro
7.1. Corrimiento al rojo (red-shift).

Suponga que se tiene una fuente que emite unaaledaomagnética y que ha
una distancia se encuentra un receptor, el cual esta en remdativo respecto de la
fuente, pero ambos (la fuente y receptor) se muewaruna aceleracion a relativa a un
observador. Si la longitud de onda emitidaigs el receptor recibe la sefial con un
corrimiento al rojo igual % (Carroll, 2004):

AX az
. =z (7.1)

Este es el conocidefecto Doppler

Figura 7.1 Relacion entre ed del universo y factor de esci

34 Se asume que estan lejos de cualquier campo aparidt fuerte.
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Ahora bien, suponga que la fuente y receptor smiestiran en un campo
gravitatorio uniforme, cong como la magnitud del campo. Por el Principio de
Equivalencia, es imposible distinguir entre la amation debida al movimiento y la
aceleracion debida a un campo gravitatorio. Pogue si la distancia entre fuente y

receptor eg, el corrimiento al rojo percibido por el ultimo @arroll, 2004):

AX g2 (7.2)

Ao 2

Si_g=r_; con _ el potencial gravitatorio (nemitmo), entonces:

AX 1
= —f‘?ﬁ)dt

¢

1

Aa

= ga‘:- (7.3)

a este fenbmeno se le conoce cdaiecto Doppler GravitatorioEl efecto se
esquematiza en la figura siguiente:

Fiaura 7.2 Efecto Doobler Gravitatorio (Carroll.c2)

LE e g |
1l_|—+_-

ol |

Existe un ultimo efecto por investigar, que escis@mente el utilizado en el
método de observacion de supernovas la, el llartaaomiento al Rojo Cosmolégico
Para encontrar la relaciéon entre frecuencia (o luiegitud de onda) y el factor de escala
a(t), se utiliza el hecho que las trayectorias de oetlagromagnéticas son geodésicas en

el espacio-tiempo, i.eds=0. La relacion entre las frecuencias de una ond#daren un
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tiempot; y la frecuencia de la onda observada en un tieggmon el factor de escala es
(Carroll, 2004),(Carroll, 2000):

WE —We _ alta) 9 (7.4)

= =
Wa ﬂ{tl}

az se le conoce com@orrimiento al Rojd”.

La ecuacién (6.5) dice que si el universo se ed@amtonces la razén enfke y
w se hace cada vez mas pequefia, es decir, el cantaral rojo es cada vez mayor. Esto

convierte & en un parametro atractivo para medir la expardggbuiniverso.
7.2. Distancia luminosa.

En un espacio curvo, la nocién distancia es distinta a la de un espacio
euclidiano. Es posible definir varios tipos de ali&tias en un espacio curvo, una de ellas
es la llamadaDistancia Luminosaque relaciona & H, y Q con la distancia entre

objetos. La ecuacion (6.5) puede escribirse conaor¢ll, 2004):

Ao — AR
TE=——— 7.5
E pye (7.5)

dondeA es la longitud de onda; si la medicién se hacéesnpo real, entonces

a= 1Yy se tiene:

! (7.6)
14z

ap =

Ahora, recordando que &i es laluminosidad absolutd y F es elflujo de
radiacior’’ medido, entonces la razan/ F es, en un espacio euclidiano, el area de una
esfera de radid centrada en la fuente, es decir:

% (1) Para detalles sobre la deduccion de ésta @ryamnsultar Carroll, capitulo 3, (Carroll, 2004).
(2) Se le llama corrimiento al rojo ya que srace entonces la frecuencia de la onda obsersdada
vez mas grande, i.e. se observa mas “roja”.

% Medida de radiacién emitida por un cuerpo luminoso
37 Energia por unidad de area.
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L
= dwd® (7.7)
en otras palabras:
L
4= — (7.8)
Fdx

por lo que si se conodey F se conoce la distancia entre la fuente y el punto
donde se mid€. En analogia con esto se define la distancia losairtomo:

L
Fdx

dy =

(7.9)

En un espacio que se expande, los fotones emipdoda fuente sufren un
corrimiento al rojo z, por lo que la raztirdl F es (Carroll, 2004):

L

1
FoOF

z)2A (7.10)

donde A es el area de la esfera centrada en lateffie Encontrando
explicitamente A y utilizando la definicion de Hygumle demostrarse que la distancia

luminosa e¥*
-1
dr(z) = (1+2)——=—
v Qo |
donde
gIn T
S.i.:[ﬁ) = x
sinh &
H(z)
E
@) = F

dz'

S/ | © —_— 7.11
k[ | KO |fE[z1} ( )
st k=1
si k=0 ¥ (7.12)
st k=-1

(7.13)

el subindice "0" denota que es una medicion ¢éerpo presente.

Si se conoce, H, y la forma explicita déd(z

ésta encontrar el valor @&, i.e.,A:

)*°, puede resolverse pafa, y de

38 | 4 : . . _
El 4area de la esfera no esdd ya que en un espacio curvo ésta debe obteneegganto el términod

en la métrica de Friedmann-Robertson-Walker.

39 para detalles de la deduccién ver Carroll, capBulgCarroll, 2004) o bien consultar (Strauman2)0

% Que se asume como una funcién potencia.
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7.3 Supernova tipo la: Candelas Estandar

Las supernovas tipo la es un evento en el cuaknaaa blan¢a gradualmente
absorbe materia de alguna otra fuente, e.g. unallasty excede el limite de
Chandrasekh&t y explota. Ya que este limite es casi una constaniversal, de igual
manera es la luminosidad emitida por este tipougersiovas. Las supernovas tipo la se
caracterizan por la ausencia de lineas espectlaldésdrogeno y una alta presencia de
lineas espectrales de silicio. Una vez colapsatiella ésta se transforma en hierro y

niquel en unos pocos segundos, causando una eéxplosisiva (Straumann, 2002).

Debido a la su alta luminosidad, las supernovaiaideales para ser utilizadas
como candeldd y si éstas se encuentran a distancias relativantattanas es posible
relacionar esta luminosidad con la distancia derosidad ¢, para asi encontrar valores
de la constante de Hubble, el pardmetro de desacile o el parametro de la densidad,
entre oézas. Estos se consiguen relacionandlurfanosidad o magnitud aparentey
absoluta™.

Si se denota la magnitud apareltg la magnitud absoluta conmg, entonces se
tiené” (Straumann, 2002):
m — M = 5log[dr] + 25 (7.14)

El valor dem puede ser medido mediante observaciones, miegitrzor deM
tiene que ser estimado utilizando mediciones derspas relativamente cercanos a de
nuestra galaxia, con estos valores puede calculang@n consecuenci@y, (si se tiene
el valor deH,).

7.3.1. Resultados de observaciones de supernovgmtia. En esta seccion se
mostrara el resumen de resultados obtenidos poeglopos de investigacioBupernova

Cosmology Proyec{(SCP y High Z Supernova Search Team (HZPara mas

*! Una enana blanca es una estrella masiva que catapsiamisma hasta un radio determinado y lo Gnico
gue evita que siga colapsando es la presion dendegecia. Para mas informacién sobre la presién de
degenerancia ver anexo 1.
“2 E| limite de Chandrasekhar es aproximadamentenasas solares. Ver (Griffiths, 1995)
“3 Unidad de intensidad luminosa en alguna direcdigterminada.
% La luminosidad aparentees la luminosidad medida en la tierra ylianinosidad absoluta es la
luminosidad real de la fuente.
%5 1) para mas detalles sobre la deduccién de estaién consultar (Straumann, 2002)

2) La distancia luminosa tiene unidades de Megaecs. Un parsec es aproximadamente 3.088wtk0
o0 bien 3.262 afios luz.
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informacion consultar (sitio del proyecto Supern@@smology) y (sitio del Proyecto
High-z SN). Ambos equipos utilizaron medicionesaéminosidad de supernovas tipo

la para encontrar una aproximaciéon numeérica para d

Figura 7.3 Resultados obtenidos por SCP y HZT.
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En el grafico, la abscisa representa valores delingciento al rojo, que es
equivalente a una medicion del intervalo de tieraptre el suceso de la supernova y la
observacién, mientras que la ordenada representdiféaencia entre la razon de
expansion contra la razon de expansion que terarian universo vacio (sitio del

proyecto Supernova Cosmology).

La parte superior de la figura muestra los redokaobtenidos por HZT vy la parte
inferior los de SCP. De estos se observa que amiowieron resultados similares, el
universo tiende a expandirse (ya d\(@n-M) tiende a crecer a medida querece). El
grafico también presenta las predicciones de tiedetnos cosmoldgicos distintos: lineas
largas (1) para®@u, Qa) = (1; 0); lineas cortas (ll) par&, Qa) = (0; 1); vy, lineas
punteadas (Ill) paraddu, Qa) = (0.3; 0.7). Esto sugiere que es muy probabé&/\gtenga
un valor no negativo, qud sea relativamente pequefia y por lo tanto queieérso sea

plano y se expanda.
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Ahora bien, con los resultados de las tablas ianésry suponiendo que, como se
ha hecho a lo largo de capitulof) = 1-Qy - Qa; ambos equipos construyeron un
diagrama que relaciona@y y Qa. Estos diagramas presentan regiones donde es mas

probable encontrar la combinacid®(, Q) para éste universo. Los diagramas son:

Figura 7.4 Constricciones en el plan@y( Q,) para los
resultados de HZT (Carroll, 2000).
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Figura 7.5 Constricciones en el planQy( Qa)
para los resultados de SCP (Carroll, 2000).
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De aqui se observa que tanto SCP como HZT llega@mclusiones similarés

A pesar de la similitud entre resultados entre ardmuipos, existe la posibilidad que
varios factores afecten las observaciones y queedtados no reflejen los verdaderos
valores de los pardmetros. Algunos de estos factwe el polvo intergalactico, lentes
gravitacionale¥ o los valores de la magnitud de luminosidad aliaale las supernovas
la, entre otras. Para mejorar las observacionetewarl a un minimo las posibles
discrepancias en los valores medidos, se ha prmpues proyecto llamado SNAR
(Supernovae Acceleration Proyect) que es un satélie esta destinado a observar
aproximadamente 2000 SNla por afio. Para mas intmdmaobre el proyecto consultar
(Straumann, 2002).

7.4. Fondo césmico de microondas

El fondo césmico de microondas es el remanenteadi&cion emitida por la
materia cuando el universo era jo¥enalgunos cientos de afios de antigiiedad.
Mediciones recientes del fondo césmico de microsntian demostrado que la
temperatura de éste tiene pequefias fluctuacionewrden de 18 kelvin. Estas

fluctuaciones se pueden modelar utilizando la eénaiguiente (Carroll, 2000):
AT i
? = Eg,mﬁ;m Em{Q? c‘b) (715)

dondeY,n(6,9) sonArménicos Esféricds.

6 Hay que recordar que € = 1 entonces el universo es plano yQsi> 0 el universo acelera su
expansion (siempre y cuanfy, no sea demasiado grande).

" Los lentes gravitacionales causan que la luz ceflsu trayectoria original, esto es debido a taatura
del espacio-tiempo cerca de objetos masivos. Pasaimformacién consultar Carroll, capitulo 8, (©#yr
2004).

“8 El fondo césmico de microondas es indicio de dumizerso nacién de un Big Bang.

“Y,,(6.9)= (—1)"‘{2;;1 o

asociacoes de Lengendre

12
} R (cos@))expimg) donde B, son los polinomios
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La anisotropia de la temperatura, enl areterminado (momento multipdf, es
expresado por (Carroll, 2000):
a = {| am [*) (7.16)

La figura siguiente muestra una imagen de lasotmoigias de la temperatura del
fondo cosmico de microondas tomada por el sai€bitee:

Figura 7.6 Anisotropias en el fondo césmico de odndas
(sitio del proyecto High-z)

Los multipolos pueden relacionarse con la sepénaangular entre anisotropias
de temperatura en la bdéveda celeste mediante:

180°
[

Ete:m.p =

Los coeficienteg; dependen de algunos parametros cosmoldogicosppurd es
posible derivar la forma dg si se conocen 0 se asumen estos parametros.ura figr
muestra dos funciones, derivadas utilizando dos modelos cosmologicosntis. La
curva azul, es la predicha por un universo plandogninado por materia; tiene un

maximo alrededor de= 200. La curva roja, por su parte, es la predicha pouniverso

0 Los momentos multipolo son los coeficientes de ex@ansion en series de un potencial generado por
fuentes discretas o continuas.
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dominado por materia pero con una curvatura negdiene un maximo alrededor bde
400(Carroll, 2000).

Figura 7.7 Curvas, predichas por dos modelos cosmoldgicos diferentes.
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Mediante observaciones del fondo césmico de miaias puede obtenerse el
llamado Pico Acustico (Carroll, 2000) que es el reato multipolo en el cual ocurre un
maximo en la curva cl y esto pues permite compaah el predicho por algin modelo
cosmologico y asi encontrar una aproximacion dgetanetria del universo. En los afios
de 1998 y 2003, se lanz6 el Experimento Boomerangel cual se utilizé un globo
aeroestatico que sobrevolo la Antartida y el ndegdmeérica, para medir las anisotropias

de temperatura en el fondo cosmico de microondas.

Figura 7.8 Globo utilizado en el experimento Boaaner (sitio
del proyecto High-z Search)
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Las dos figuras siguientes muestran los resultatdtenidos por el experimento

Boomerang. La primera de éstas es la medicionidelgeustico y la segunda muestra las

posibles combinaciones de los paramefgsy Qa, las areas mas oscuras son regiones

con mayor probabilidad.

Figura 7.9 Pico acustico obtenido por el experimd&domerang
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Es posible combinar los resultados obtenidos meégliaobservaciones de
supernovas tipta con los del fondo césmico de microondas y asin@stena region en
el planoQy -Qa con alta probabilidad de englobar los parameteodethsidad de nuestro
universo. El grafico siguiente muestra la combidadiuscada y el intervalo en el cual

ambos experimentos coinciden:

Figura 7.11 Combinacién resultados de experimerde:
observaciones de supernovas y fondo césmico deoamdas
(sitio del proyectd&supernova Cosmology)
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de donde se observa gOg ~ 0.2 yQa = 0.8, i.e., una constante positiva y una
densidad de materia relativamente baja, lo queigapmue el universo es plano y se

expande.



8. Conclusiones

En este trabajo se trat6 el tema de la constast@adgica, su primera aparicion,

consecuencias y su rol en la fisica.

El tema de la constante cosmoldgica ha tenidchistaria interesante, nace de la
necesidad de modificar un modelo que describe taraaza, ya que las evidencias
observacionales en la época lo requerian. Alreddddt917, Albert Einstein introduce
un término extra a su ecuacién de campo ya qua épdca se creia que el universo era
estatico. Después la constante fue retirada, @ belcho de haber aparecido fue
afortunado, ya que afos después reaparece padambrna explicacion de porqué el

universo se expande.

Al estudiar los efectos cosmoldgicos de la constdy) se observa que esta
relacionada con una densidad de energia del vacimcion (4.18), y es precisamente
esto lo que inspira a abordar el tema de la cotestarsmoldgica desde el punto de vista
de la teoria cuéntica de campos.

Como se menciono en el trabajo, este enfoque gauddemas ya que dicha
teoria predice valores para la constafitgue difieren en hasta unos 120 érdenes de
magnitud. Esto sugiere dos posibilidades, una edajpropia teoria cuantica de campos
esté incompleta o la otra es que los métodos aditiz para medik tengan algun tipo de
error, como por ejemplo el utilizar ciertos valorde algunos de los parametros
cosmologicos o bien que los modelos cosmolégicas sgu utilizan para comparar los

resultados estén incompletos o sean los incorrectos

Aunque las mediciones y predicciones realizaddsesel valor deA, o mas
especificamente, el valor de la densidad de en@ejéiva) asociada col, Q,, difieren
en magnitud, el signo de ésta si es de gran impmataUn valor positivo dé implica la
existencia de una presidén geodésica negativa (cuaci®n de estadm=-1), lo que se

manifiesta como una fuerza repulsiva que posibléensea la causante de la expansion.
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La expansion también depende de la relacién émttensidad de energi, con
Qu, si la Ultima es mucho mas grande que la primedraniverso no se expandiria. Los
valores deQy y Qa obtenidos mediante observaciones de supernovasatip del fondo
césmico de microondas, muestran que estos soniafadament&y =0.2 yQa =0.8; es
decir, que la densidad de energia del vacio etivial@ente mas grande que la de la
materia, por lo tanto, el universo se expande. EEstsultados también reflejan otra
caracteristica importante del universo, que tiame aurvatura aproximadamente de cero,

es decir es plano.

Los problemas relacionados con la constante cdgital son de gran
importancia para la fisica, en especial para agsiédorias que buscan la unificacion de

la Relatividad General con la Mecanica Cuantica.
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10. Apéndice

PRINCIPIO DE INCERIDUMBRE DE HEISENBERG

Espacios Vectoriales

Un espacio vectorial es un conjuntano vacio de elementos llamados vectores,

con dos leyes de operacion llamadakcion vectorial (+)y multiplicacion escalan),

gue satisfacen las siguientes condiciones (Neti®g7):

1)

2)

3)

4)

5)
6)

7)

8)

9)

Para dos vectorefl) y |v) en V existe un vector Unico asociado a la suma
Uy

La adicion de vectores es asociativasi |v) y |w) € V se tiene (u) + |v)) +

W =(w) (V) + (W),

Existe un vector neutro, denotado coffip; tal que|v) +0) =|v).

Para cadav) € V existe un vector tnicay) tal que|v) -

v) =|0) : A éste vector
se le llama neutro.

La adicién vectorial es conmutativa.

Para un escalar a y para todo ve¢t£>)rexiste un Unico vector \a{> eV.

Siay b son escalares, entonces el producto essatsociativo (ab)) =a(b v)).
La multiplicacion escalar es distributiva respet#da suma vectorial a( + |u))
=alv) +b|u.

La multiplicacidon escalar es distributiva resped¢ola suma escalar (a + \bv)) =

alv) +b|v).

10)Existe un escalar denotado cortiotal que 1v) = |v).
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Un espacio vectorial se denota com/,+, -, F) dondeF es un campd.
Espacio de Funcione#\’

Ahora se aplicard la maquinaria del algebra lim¢aspacio de funciones, en el

cual los vectores seran funciodefs(x)> conx complejo, integrales como producto punto

y derivadas como transformaciones lineales (GnifitLl995).

Considere el conjunt@\?, el cual consta de todas las funciodefix» que

cumplen con:

f ” f@)) da (A1)

— o

converja.

Este es un ejemplo de un espacio vectorial derdiide infinita (Milman, 1999),
y se define el producto punto flg/ g € A? como:

{f g} = f_ ” F(z)g(z)de (A.2)

con el asterisco denotando conjugado complejo.

En este tipo de espacios las transformacionesaléseson descritas por

combinaciones lineales de operadores lineales:

d" d!
P=ﬁnﬁ+%_1m + ...t ao (A.3)

esto es posible porque un operador lleva una dnnen/A? a otra en el mismo

espacio.

Ahora bien, se define que un operadoHeamitianosi:

{pf | g} = (f | pa) (A.4)

51 Generalmente se utilizaRao aC
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Ademas a los eigenvectoresiee les llamaigenfuncionede:

plf(z)) = Alf(=)) (A.4)

conA e C:;

Mecanica Cuantica.

La mecanica cuantica es una rama de la fisiceeguelia las leyes de la fisica a
escalas microscopicas. La teoria de la Mecanicati@aafue formulada y desarrollada
por Schrodinger y Heisenberg en la segunda mitdd década de 1920. Spestulados

basicos son los siguientes (Butkov, 1968):

1) El estado de movimientde una particula es descrito por una funcién diaon
W(x,t), elemento del espacio de HilbértEsta funcién es la solucién a la

ecuacion de Schrddinger:

H|W) = i8 |¥) (A-5)
con H el Hamiltoniano del sisteftai =-1.
2) La cantidad:
)" W) av (A.6)

dondeW"” es el conjugado complejo de¥ representa la probabilidad de
encontrar la particula en un volumvf*.

3) Toda cantidad observable(o medible), es representada por un operador

hermitianop que actua sobr¢. El valor esperado g& <> es dado por:

() = f By p @) av (A7)

acLo

4) Losoperadores de observablbasicos se listan a continuacion:

donde#: es la constante de Planck.

2 Un espaciop de Hilbert es un espacio normadomertion infinita (Rudin, 1968)
°3 El Hamiltoniano es la transformada de Legendre ldmrangiano, es deciH = px—L, p el
momentum del sistema (Carroll, 2004)

* De aqui que| Y'WdV =1
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5) Cada medida individual del observapléla como resultado wigenvalordep:

P Ta) = A|Ta)
con\ eigenvalor dgy.

Principio de Incertidumbre de Heisenberg

Considere un observabley dendtese comoA) = j W Wdx, dondeW e A% Sila
varianza de la distribucién asociad& asca® entonces (Griffiths, 1995):
ol = {[A— (A)]¥ | [A— (4]¥) = (F | /)
de manera analoga para un observable B:
ok = {(g]9)
ls) = [B—{(B)]|¥)
Por lo tanto, invocando la desigualdad de Caudiw@rs (Griffiths, 1995):
ooy =(f1 gl = {fla |’

y para un namero complejo z:
| = Re*(2) + Im’(2) > Tm®(2) = [5(z — "))

entonces si hacemas=(f | g),

Lo > ( [ 19)— (srlf}])i

Pero

(flg) = ([A—{A)¥|[B—(B)Y¥)
| [A—(A)][B - (B)]T)
V| [AB — A(B) - B{A) +{4) (B)]Y)
V| ABY) — (B) (U | AU) — (4) (¥ | BY) + (A) (B) (¥ | ¥)
AB) — (B} {4) — (4) (B) + (4) (B)

(
(v
=
(
(
(AB) — (4) (B)
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Similarmente,
(g1 f)=(BA) - (4)(B)
entonces:
(fla)—{glf) = (AB)—(BA)
= ({[4,B])

en donde
[A,B]=AB— BA

es el conmutador de dos operadores. En conclusion:

1 2
Aob2 (5 (4B))
Este es el famosPrincipio de Incertidumbre de Heisenbeg cual se reduce a

su forma mas conocida;

I

20y

Oi0F =

LR e R

dondex, p, t y E son la posicion, momentum, tiempo y energia rég@enente.



B. Tabla de simbolos

A Derivada respecto de

UV, p indices griegos denotan componentes 0, 1, 2y 3
O Métrica de la variedad

A Variacion del funcional J

r:v Simbolo de Christoffel-Riemann

RZ, Tensor de Riemann

Rypo Tensor de Ricci

R Escalar de Ricci

G Tensor de Einstein

\% Laplaciano

Vu Derivada Covariante respecto jde

Tw Tensor de Energia Momentum

i D’Alambertiano

N Constante Cosmoldégica

(O)N Densidad relativa asociada\a

Qn Densidad relativa asociada a materia

H Parametro de Hubble



