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PREFACIO

En nuestro pais un alto porcentaje de la educacidn supe-

rior es cubierto por profesionales, expertos en su campo, =

pero que pocas veces se han puesto a meditar en la forma ade

cuada de transmitir un conocimiento, El presente trabajo -

hecho con un enfoque didéctico, ha sido realizado tomando en

cuenta tres aspectos:

8,

b.

Ce

El cawpo de accidn de los matemiticos en nuestro pais es
muy extenso, pero en la actualidad un porcentaje muy al-
to se dedica a la ensefianza.

Algunos temas con fuerte fundamentacibn matemética a've-
ces son cublertos en forma superficial, lo cual limita
el campo de aplicacidn de los mismos,

Al dedicarnos a la docencia debemos tomar en cuenta la
responsabilidad que conlleva el hecho de formar profesio
nales, que tomardn decisiones que necesariamente, reper-
cutirdn en 8l desarrollo de nuestro pais,

Sea este trabajo, una minima contribucibén, ante el anhe-

lo de estar cada dfa en una patria mejor.

También quiero dejar constancia de ni gratitud al Dr, =

Bernardo René Morales F., por su sabia orientacidm y tiempo

dedicado’ a la asesoria para la realizacidn de este trabajo.
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I, INTRODUCCION

El impacto de la Investigacibn de Operaciones se ha sen
tido en muchas &reas del saber humano,

Diversas organizaciones consultoras en administracidn -
estén actualmente comprometidas en actividades de Investiga-
cién de Operaciones, las cuales han ido mas all4 de las apli
caciones empresariales y militares, para incluir hospiltales,
instituciones financileras, bibliotecas, planeacidém urbana, =
sistemas de transporte, investigacidn criminolbgica, etc., =
Tenemos pues, que la Investigacidn de Operaciones se aplica
no solo al sec%ar privado, sinc también en el sector de ser=-
vicios pfiblicos, Todo esto ha obligado a la mayoria de ins-
tituciones académicas a ofrecer cursos de esta materia, en =
todos los niveles,

Dentro de los cursos de Investigacidn de Operaciones se
han trabajado diversas técnipas que permiten resolver gran -
cantidad de problemas, sin embargo muchos de ellos dejan de
ser précticos cuando el nfimero de variables y/o restriccio-
nes crece demasiado, lo cual sefiala la necesidad de ampliar
los conocimientos en este campo,

La técnica que viene a resolveg; en parte; el problema
presentado por la dimensionalidad de los problenmas, es la =
Programaciln Dindmica., Estc fue lo que motivé la realizacidn

de este trabajo. Hacer un desarrollo de Programacién Dindmi



ca con un enfoque didéctico ya sea para ser considerado ccmo
una unidad dentro de un curso de Investigacibdn de Operacio -
nes 0 bien para que aquellas personas que se sientan atral -
das por el tema puedan estudiarlo por su cuenta, es lo que =
se pretende, -

Al considerar el objetivo principal del trabajo, é&ste
se ha desarrollado asi: '

Primero, antecedentes, que permiten la ubicacidn plena
de la Programacidn dindmica dentro del amplio campo de la In
vestigacidén de Operaciones,

.Segundo, el capitulo de Programacibn Diné&mica, propia-
dente dicho, en &1 se hace el desarrollo del tema, presenta:
los fundamentos matemiticos a 1o largo del capitulo, acompa-
fifndolos de ejemplos, de tal manera que el lector se sienta
motivado a continuar con el estudio del tema, a la vez que =
se despierta su curiosidad por otras aplicaciones del mismo,

Tercero, la Programacibn Dinimica es una técnmica que -
puede utilizarse para resolver problemas deterministas o bien
probabilistas, Aunque el desarrollo se hace con mayor énfa-
sis en los problemas de carfcter determinista, al final del
capitulo "Programaciba Dinfmica', se trata el tema de Progra
macibn Dinémica Probabilista, presentando un ejemplo, La =
intencibn es imtroducir al lector en el estudio de la Progra
macibn Dindmica Probabilista , si alguien desea ampliar sus

conocimientos, puede ver las referencias,



Cuarto, se presentan dos modelos, que caen deniro del -
tema de Inventarios, pero que se trabajan utilizando Progra=-
macibn Dinfmica,

Al final se enuncian alguras conclusiones que encierran
de alguna manera la mets o la intenciln que este trabajo tig

ne,




11, ANTECEDENTES

La Investigacibén de Operaciones es un enfoque cientifi-
- co én la toma de decisiones; aunque deniro de este contexto
la investigacibén operacional puede remontarse a Frederick
’w. Taylor, Los Gilbreths y Henry Gantt, solo fue hasta la Se
gunda Guerra Mundial en que ésta se utilizb y empezd a desa-
rrollarse hasta alcanzar el concepto actual:

"La Investigacidn de Operacicones, es la aplicacibn por
grupos interdisciplinarios, del método cientifico a proble-
mas relacionados con el control de las organlizaciones o sis-
temas ( hombre-miquina ) a fin de que se produzcan solucio-
nes que mejor sirvan a los objetivos de toda la organizaciént,

Desde 1947 cuando el matemftico norteamericano, George
B, Dantzig, resumiendo el trabajo de muchos de sus precurso-
res inventd el mbtodo Simplex, con lo cual 418 inicio a la =
Programacidn Lineal, las nuevas t&cnicas se han venido desa=-
rrollando gracias a los esfuerzos y cooperacidn de ﬁersonae
interesadas, tanto en las instituciones académicas como en la
industria, y apoyada por el avance de las computadoras digi-
taleg; asi tenemos en la década de los cincuenta las &reas de:

Programacidn Dinfmica ( Bellman ), Progremacidn no lineal =

( Kuhn y Tucker), Programacidén Entera ( Gomory ), Redes de -
Optimizacibn ( Ford y Fulkerson ), Simulacidn ( Markowitz ),
Inventarios ( Arrow, Karlin, Scarf, Whitin ), Andlisis de --



decisiones ( Raiffa ) y Procesos Markovianos de Decisibn (Ho

ward) .

La generalizacién de la Investigacidn de Operaciones

han tratado de darla Churckman, Ackoff y Arnoff,

La investigacién de Operaciones describe un sistema me-

diante un modelo gue luego se manipula para determinar la me

jor forma de operacibn del sistema,

Entre las principales fases de un estudio de investiga-

cibn de
Te
2e

3
b,

S5e
6,
Es

Operacilones estén:

Formulacibn del problema,

Construccidn de un modelo para representar el mode=
lo bajo estudio,

Deduccibn de una solucibn a partir del modelo,
Prueba del modelo y de la solucién inducida por =
éste,

Bstablecimiento de controles sobre la solucibn,
Ejecucibén, Poner la solucibn a trabajar,

esencial que el problema en consideracidén esté bien

definido, para luego construir el modelo, usualmente éste es

un modelo matemético.

Hay problemas de optimizacidn que a la hora de plantear

los, resultan muy extensos, ya sea en el nltmero de variables

o bien en el nfimero de restricciones, lo cual complica tre -

mendamente su solucidn, Este tipo de problemas solo pueden

ser resueltos cuando se les descompone en una serie de eta -

basg,



Por el "Principic de Optimslidad" de Bellman, la solu -
cibn secuencial de los problemas de decisibn asociados con
cada etapa es equivalente a la solucidn del problema de de-
cisibn del Sistema original., Este procedimiento secuencial
s8 conoce como PROGRAMACION DINAMICA,

La Programacibn Dindmica, es entonces, una técnica mate
mtica, cuyo desarrollo se debe en gran parte a Richard Bell
man { 1957 ), principalmente para mejorar la eficienéia de =
cbuputo en ciertos problemas de optimizacibn, cuya idea basi
ca es descomponer el problema en subproblemas ( més pequefios)
los cuales son cumputacionalmerte mAs manejables.,

Es la técnica més apropiada para resolver problemas que
requieren decisiones interrelacionadas, es decir, decisiones
que se deben tomar en forma secuencial y las cuales influyen
en las decisiones futuras de esa secuencia, Es aplicable a
una gran variedad de problemas incluyendo distribucibn, in-
ventarios y reemplazo,.

Conviene mencionar que de todas las técnicas de Investl
gacibn de Operaciones, la Programacibn Dindmica es la qus em
plea conceptos més sencillos y sin embargo es la mis diffcil
de manejar, Una de las dificultades que presenta es la ca =
rencia de una formulacibn definida y de algoritmos de solu-
cibn, de donde . que cada problema requiere decisiones bdsi -

CaBe



III., PROGRAMACION DINAMICA ( P,D, )

A. Conceptos Bisicos:

En un problema de Programacidn Dinfimica debemos tomar -
una serie de decisiones en una secuencia determinada, que =
persigue una politica Optima, ein que importe culles hayan
sido el ( o los ) estado (s8) y decisibn (es) anteriores, las
decisiones restantes constituirdn una politica 6ptima con -
respecto al estado que se obtenga con la primera decisibn, -
Por ejemplo, si se han tomado decisiones equivocadas durante
la primera y segunda semanas, esto no impedir& que en el fu-
turoﬁse tomen decisiones correctas, La Programacidn Dindmi-
ca nos permite llegar a decisicnes dptimas para los periodos
o etapas que todavia estdn en el futuro, a pesar de las deci
slones incorrectas que se hayan tcmado en el pasado,

Para introducir el concepto de Programacidn Dindmica con
sideremos el siguiente problema (simplificado) de presupues-
to de capital,

Una compafifa tiene N ffibricas y en cada una esti conside
rando una posible ampliacidn, el capital total asignado és
QC. E1 nfinero de planes posibles para la fibrica i es M;, -
con ie{j,Z,..egﬂ} la cual incluye 1la posibilided de ningu~-
na ampliacién, EL costo esperado adicional de la alternati-
va my (fébrica 1) es Ci,my ¥ ©1 ingreso resultante es Ry py.

El objetivo del problema de decisién es seleccionar un plan



factible m; para cada f4brica i tal que se maximice el ingre
80 total resultante,

El método directo para resclver este problema es listgr
las diferentes combinaciones de alternativas ( existen'fTi Mi
de tales combinaciones), la Optima es la que proporciona el
valor mayor denziigi Ri,mi que satisface las restricciones -

de capital Zg £C,

5y Ci,mg

El cflculo asociado al procedimiento anterior presenta -

las giguientes dificultades:

1, Cada combinacibn comprende una politica de decisidn
para.el problema completo, lo que impllica la enumera
cibn de "todas" las combinaciones poeibles, lo cual
puede no ser factible para N y My grandes,

2. La combinacidn 6ptima puede estar disponible desde =
el principio de los célculos pero la optimidad no =-
puede verificarse hasta que se consideran todas las
combinaciones,

3. Las combinaciones infactibles (las que infringen las
restricciones de capital) no se eliminan por adelan=-
tado, |

La Programacibn Dinfimica est& diséfiada para evitar estas

dificultades de la manera siguiente:~

i, El problema se descompone en sub problemas (llamades
etapas) y cada subproblema se optimiza sobre sus al-

ternativas, de manera gue nunca s necesario enumerar



todas las combinacilones antlicipadamente,

ii, Debido a que la optimizacidn se aplica a cada sub ==
problema, todas las combinaciones no Sptimas se des=
cartan sistemiticamente,

iii, Los sub problemas estdn ligados de manera especial -
de tal forma que nunca es posible optimizar sobre con
binaciones infactibles.

Lo anterior nos permite sefialar los tres elementos béAsi-
¢os de programacibn:
a) Etapa.
§) Alternativas (variables de decisibn) en cada etapa y
~ su funcidn objetivo asociada,
c) Estado del sistema en cada etapa.

Esto nos muestra la estructura de la Programacibén Diné-
mica que proporciona la capacidad de tomar decisiones rela-
cionadas con el problema en diversas etapas o puntos del tiem
PO En cada paso del problema se toma una decisidn para canm
biar el estado y de ese modo aumentar al méximo la utilidad,

Un modelo tipico de Programacidn Dindmica con N etapas -

puede ilustrarse graficamente como:

g R e g B el S

Donde el proceso de optimizacibn normalmente comienza con




la etapa 1,

El estado del sistema es guizd el concepto més importan-
te en un modelo de Programaciln Dindmica, representa la "li-
ga!" entre etapss subsecuentes, de tal manera que aungue cada
etapa se meximiza por separado, la decisidn resultante es au
tomfticamente factible para el problema completo,

La definicidn del estado es el concepto mas sutil en for
mulaciones de Prograwmacidn Dinémica, no existe forma fécil
de definirlo, perec usualmentgrpueden encontrarse pistas ha-
ciendo las dos preguntas siguientes:

e Qué relaciones enlazan las etapas ?

Qe

L -

2. Qué infofmaci&n es necesaria para tomar decisiones fac
tibles en la etapa actual sin verificar la factibilidad
de decisiones hechas en etapas anteriores ?

Los siguientes ejemplos nos ayudarédn a comprender la de-
finicibn de estado,

Primero, consideremoéﬁal problema de presupuestq de capi
tal, Cada fibrica representa una etapa para la cual debe to
marse una decisidn, la alternativa dada por la variable de =
decisibn my €s la etapa 1 que designa un plan especifico de
expansién, En este caso la funcidn de rendimiento es Ri,mi'

(Qué define el estado en la etapa i? notemos que las =--
etapas estan ligadas por el hecho de que todas las fabricas
(etapas) estan cbﬁpitiendo por una participacidn de capital

limitado C, Lo cual sugiere que el estado deberd estar defi-

10
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nido en términos de la asignacién de capital,

La definicibn del estado en la etapa i esti dada como la
“cantidad de capital aslignado a las etapas 1,2,...51 ( €8 de
cir, a las primeras i etapas )" donde la diferencla entre el
capital asignado a las primeras 1 etapas y el capital asigna
do a las i=1 etapas, dard la cantidad asignada finicamente a
la etapa 1.

Este es un ejemplo tipico de asignacifn en el cual un re
curso (o recursos) se distribuye, Sptimamente, entre un nfme
ro de actividades (etapas).

La definicidén de estado para todos los problemas de asig
nacién es el.mismo: la cantidad de recurso gsignado a un nfi
mero sucesivo de etapas comenzando con la etapa i,

Segundo, consideremos una situacibn de reemplazo de equi
po, donde al final de cada afio se toma la decisibn de conser
var una migquina otro afio o reemplazarla inmediatamente, Si
una miquina se retiene, su beneficio declina, por opro lado
el reemplazarla implica el costo de reemplazo, El problema
es decid®r cufndo deberd reemplazarse una miquina a fin de -
maximizar el beneficio neto total, &

En este problema la etapa i representa el aiio 1, Las al
ternativas en cada etapa son: conservar la miquina o reempla
zarla, Nos preguntamos ¢ Cudl es la relacidén entre dos eta=
pas sucegivas? ¢ Qué informacldn es necesaria de las etapas

anteriores para tomar una decisidn ? La respuesta es: la -
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edad de la maquina,
Por lo tanto el estadc del sistema en una etapa se define

como la edad de la méquina al inicio del perfodo asociado,

Desarrollaremos ahora 1los mecanismos de que se vale la -
Programacidn Dindmica para resolver este tipo de problemas -
por medio de funciones recursivas discretas o continuas, con

0 sln restricciones,

B, El Principioc de Descomposicibn

Supongamos que la compafiia ABC se le presenta como el -

bloQue:

.5 Fp 4
: desconocido

Y

Sistema ABC

dentro del cual se encuentra toda la estructura de la compa=-
#ifa, todas sus componentes (controlables y no controlables)
y todas las interrelaciones existentes entre las mismas,
Supongamos que en un momento especifico de tiempo, t,, por -
ejenmplo, el 10, de Enero de 1981 a las 8:00 hrs., a la compa

fila se le puede describir por el vector, X, :
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Supbéngase que un afio después, t , es decir, el 1o, de E-
nero de 1982, a las 8:00 hrs, se vuelven a medir todas las -

m componentes de la compafifa, dando los valores:

T
fxw

n
X

L X K.}

) ¢4

1

]
1]
5

n
m

P eee:

Es claro que los valores de las componentes en X, estén
relacionadas de alguna manera con las de Xqe Por ejemplo si
la componente 1 representa empleados tenemos:

No, de em= No, de em- No, de emplea Emplezdos de baja
pleados en = pleados en -+ dos contrata- == en el periodo =-

el tienmpo el tiempo dos en el pe= tn—to
t, g riodo tn—to

Esto nos indica que Xni es funcibn conocida de XOi, es =



0

decir, de alguna manera X; se transformd en Xni en e

(tn - to) perfodos después, Denotemos esta funcibén por =
Fni, formalizando tenemos:

e (X )

Lo cual ocurre con cada una de las componentes, Forman-

do el vector de funciones tenemos:

)

F, = F“i y %p= Fp (%)
|

0 sea
oA \ g
X%, F?a € x%)
i“i ; Féi &

Neceéitamoé representar explicitamente el vector de -

transformacicnes Foe

T4



15

Puede ocurrir gue un afic sea demasiado tiempo y esto com
plique mucho el an&lisisz, necesitamos descomponerlo en par-
tes que sean mlAs ficiles de analizar,

Una vez desmembrada la funcibn, se analizan sus partes y
ge les vuelve a juntar para formar el conjunto original,

Supongamos que desconocemos qué es lo que F, hace a X5 =
para transformarla en X , pero se comoce la transformacién -

fn que actuando sobre X la transforma en X , suponiendo

ne1
X .1s €1 valor de todas las componentes el 10, de Diciembre

de 1981, a las &:00 hrs,

Es decir:
Kg = T ( %5y )
O bien:

n n Nes 1
i N1 3
X' Forrt )
°n 5 n n-1
1 bt o
.n 3 =1
X e aiEl

Pero para resolver el sistema original debemos encontirar
una transformacidn gue conecte XO con Xn_1, ya que conocemos
£, tal que X, = £ ( X,.q )i © sea, debemos encontrar F,_, =
que satisfaga:

Xp-1 = 7n«1(xo)
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Tenemos:
X j F X F
8] : n=1 n-1 : n Xn
desconocida conocida

que equivale a

Xpy = Fpoy C %g )
Xy = fp Xpq)
X = 4 (Fn-1 ( %o ))

Si nuevamente conocemos otra transformacidn f,_; tal que

actuando sobre X,.p DOs da Xpat? tenemos:

P
]

‘ fn (xn-l)
Xt = Thy (Xp.2)
X2 = Fpop (Xp)

o bien:

Xy = fp (fyq (P, (Xp) ) ?

Notamos que es necesario descomponer el problema original
en n etapas, es decir tantas etapas como sea necesario para.
descubrir la estructura exacta de las transformaciones -

f15 fosecesfy, de tal manera que:

Xy = fplTn 1 (Ty pleeefo( (X)) 0ea)))
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C. Problema de Decisidn de una Etapa

Analizaremos el problema de decisidn que puede surgir en
cualquiera de las etapas en las que se ha descompuesto el pro
blema original,

Supongamos que una etapa cualquiera esti representada --

por:

(Decisibn)

X (entrada) F Y (salida)_
. | (transformacibn) &

R

(Medida de eficiencia y/o
efectividad del sistema )

N6tense los sigulentes elementos:

a) X el vector de entrada, proporciona teda la informacién
relevante respecto a las componentes importantes del sis
tema, antes de que se tome una decisidn,

b) Y vector de salida, proporciona la informacidn relevante

~ después de haber tomado una decisibnm,

¢) Conjunto de decisiones agrupadas en el vector D, son los
elementos due-se pueden emplear para alcanzar los objeti

vos del sistema,
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d) Una transformacibén F, tal que Y = F(X,D).

e) Un vector de medida de eficiencia y/o efectividad del =
sistema, dade por R, el cual puede ser positivo (utili-
dad, salud, ettc,) o negativo (costo, tiempo, etc.s)e =
Este vector es una funcibn T de la entrada, la salida y
1, decisibn que se toma,

R=P%8( X,Y,D)
= ( X,F (X,D),D)
Componiendo las funciones r y F para obtener 7, tensmos
que: ;
R=1xr (XD )
_ﬁn todo problema debe existir por lo menos un valor de -
decisibn que lo optimice, Sea este valor bptimo g(X)
Donde para valores positivos tenemos:

g(X) = Mék r(X,D)

Y para valores negativos

g(X) = min r(X,D)
! D ;
Suponiendo que D' genera el valor &ptimo tenemos:

g(Xx) = r(X,D°) = M%x r(X,D) = r(X,D)

. g(X) = r(X,D*): nin v (X,D) = r(X,D)
4 , D ) ‘

NOTA: Si X y D tienen una sola componente, s0lo hay una de=




cisibn por tomar, Si X tiene una componente y D tiene va=

rias, entonces por cada componente de D habrd un valor de =

£(X)e

Ejemplo:

Una persona vive a 20 km de su trabajo, todas las mafia-
nas de lunes a viernes, tiene gue presentarse a las 9:00 hrs
S1i llega 10 minutos tarde le descuentan el dia de trabajo, =
Sale a las 17:00 hrs, y regresa a su casa, Esta persona tie
ne varias maneras de dirigirse al trabajo:

a) Mareja su automdvil de su casa al trabajo, lo estaciona
por 8 hrs, y regresa en su autombvil a su casa,

b) Maneja su auntomdvil a la estacidn del tren, donde lo cs=-
tacioga én 'la calle, Toma el tren al trabajo, Al salir
del trabajo toma el tren hasta donde estd su automdvil =
y de allf maneja a su casa.

¢) Toma un taxi de su casa al trabajo y viceversa,

La primera alternativa le cuesta §12, el tiempo de reco=-
rrido de ida (o vuelta) es de 30 minutos, _

La segunda alternativa le cuesta § 2,75, el tiempo total
de ida (o vuelta) a su casa es de 60 minutos,

La tercera alternativa le cuesta § 15, y le toma 45 minu
tos de ida (o vuelta) a su casa,

El vector de entrada tiene dos componentes: X1 cantidad
de dinsro con el dﬁe la persona sale del hogar y X2 la hora

en que sale de su casa. La eficiencia y/o efectividad la mi

i9



de en minutos viajados por dolar gastado, El individuo gana
$§ 100,00 diarios,

X, #% 100
Caso 1 : Se supone X = =
: ‘ X, 8 Hrs,

20

La decisibn D, le cuesta § 12.00 y 1lo coloca en el traba

Jo a las 8:30, por lo tanto

La decisidn D,, da:

21,82 Min/8

il
I

r(X,D,)

La decisidn D3, da:

r(X,Ds) A2 . 3 Min/g

15

El problema de decisibén de acuerdo con su manera de defi
nir su eficiencia y/o efectividad, es encontrar la decisibn
que optimice su satisfaccidn, :

Entonces:

g(X) = r(X,D¥) = Max r(X,D) = r(X,D,)
D!D2D3

g(X) = Max (2.5,21.82,3) = 21.82; D" = D,, decisibn bpti

ma, puesto que en este caso es la que permite viajar més por

mencos dinero,



Acl la decisitn Optima en el caso que X,=100 y X,=8,30

]

"r(X,D1),.

Caso 2 : Se supone:
X= (X1
52
a) Para D, : r(X,Dj)
b{ Para ?2 r(X,D,)
¢) Para D3 s r(X,DB)
En este caso
gX) = r (X,0°) =
esAD*'z Dl
Caso 3 : Se supone:
| X= (}H S
X2
Tenemos:

te. ) IR

30
moe——= 2,5 min/$
12
€0 :
2075 + 100
45
= — = 0,39 Min/§
15 + 100
M&x r(X,D)
P13
M é P4 (205’():58’0039) -
DyDP3

8100
8:20 hrs,

2.5 min/g

!

245



60
r(xanz) = ?6;—;;— = 0,58 mnmin/§
r(X,DB) = —??—— = 3 min/$

Por lo tanto

S(X) = MA&x (XQD) = Max (215, 0058’ B xS
D1D2D3 :

y la decisibn éptima es D* = D3

Es importante notar que un cambio en el vector de entra-
da X, puede cambiar la decisidn bptima ﬁ*, Yy desde luego cam

bia 5(X).

D, Problema de decisidn de n etapas

En un problema con n etapas, para cada etapa k, con -
k= 1,25¢4.yn tendremos un vector de entrada X, ,, uno de sa-
lida Xk’ una transformacibn fk que relaciona la salida con
la entrada, un vector de decisidn D, ¥ un vector de medida -

de eficiencia de la etapa, Rk’

D‘ D1 Dh Dr\—l D
xo, i Xy € 2 ﬁ)..)(_h;; R }:} X:; LU I I g Nl Xa

e ! ! !

22
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De tal manera que

Xn = fn(xn_1, Dn) y Rn = I‘n(xn_1 ’DD)
Xpet = fn~1(xn-2’Dn-1) ¥ Rp-1 = rn-l(xn-z'Pnal)

X2 = fa(x1,D2} y R2 = r](x1,D2)

X, = fi(XO’Di) y R, = rI(XO,DI)

Por lo que:

1]

Tn(£paq (oo e (22087 (XgDy) p2>..;pn_1) Dy)

Ry = 2u(ry_1Coealry(ry(Xg,Dy) Dp)ees)Dy 1) Dp)

Componiendo las funciones fn'fn-l"“’fa’f1 y -
T Ty _1seseslsyTy €N UNa s0la funcibn a las que llamaremos -

mos:
fn y r, tenemos

Xn

£, (X5sDg3DssesesDy)

n

Rn rn (XO’D1 ’ngoeo’Dn)

Las cuales dependen de la entrada al sistema XO y de las de=
cisiones D;yDs5eee5Dp 0

El problema de decisibn es el de optimizar una composl-
cibn (ya sea en forma de producto, suma y otra forma) de -~

todos los vectores Rl""’Rn'
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Representaremos dicha composicibn por ¥, Necesitamos en
contrar las decisiones que optimicen la composicibn : -
R.¥RX ¥

1 cee Rn, s decir, buscamos:

gn(xo) = Optt (Rf‘ R* ooa*Rn)
: D1’o-¢yDn ;

¥* x*
= Opt. [rl(XO,D1) Z‘Z(X.l ’DZ) .0.‘3"rn(Xn_1,Dn)]

Lm o) 2y 0% s my[xq007)]

Esta iltima expresién indica que la composicibn de las =
decisiones O6ptimas de cada etapa, genera el Optimo del siste
ma,

ﬁesumiendo; nuestro problema es encontrar las decisiones
DiseseyD, en cada etapa, a fin de optimizar la eficiencia
y/0 eficacia total del sistena, gn(XO),

Sujeto a X,= £y (X _qs Dp)s ¥ k= 1,25000, Do

Ahora necesitamos descomponer el problema de optimiza-~
cibn, en n problemas de optimizacibn de una sola etapa.
 Supongamos que la composicidn toma la forma de adicibn;
ademds que optimizacibn significa maximizacidn,
El problema a resolver es:

Ba(Xo) = M & % [r)(XyD;) + rp(Ry,Dp) + ety (Xy_pa0y)]
 ERRRE 1t

Sujeto a.

il
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DE A
UNIYERSID:D et yoyif g GUATENALY

El cual se puede escribir como:

gn(XQ)zH & x[f1(X0’Dlj] B MAa XI%Z{XI,DZ) +,,.+rn(xn_1,Dni}
= Dy presssy

Sujeto a: Xk=fk(xk-1'Dk) S N [ IR |
luego g, 4(Xy) = M & x [?2(X1,D2) teoat rn(xn-i’Dni]

preeely

entonces podemos escribir

gn(Xo) = M%T (=1 (xep) + gy (X))

Pero como: Xy= f3 (Xg,sDy)

Se tiene finalmente:

En(xo) = Méx [rl(XO;D1 )+gn_1(f1(X0,D1))] I o Lo s L B AR
1) Y -

éon 8o(X,) =0, que es una condicién inicial de la funcibm
recursiva, '

Esta ﬁltima expresidn es la funcibn recursiva que resuel
ve el problema original, resolviendo n problemas de optimiza
cibén, de una etapa cada uno,

Consideremos ahora el diagrama

31" Da-y Dh :Dz D,

Xn ¥n-t Xn-z Xk l Xot Xz X Xeo

entrada j; \E:h" S i[ ]t 3’ salida
Rn, : Rn-y Rh R R,
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del cual obtenemos la funcibén recursiva

sn(xn) T OFY [}n(xn’nn)+rn-#xnp1’Dn-1)+ o=t +r1(x1,D1)}
Dn’...'Dl

Sujeto a:

xk..] = fk(xk’Dk) ; k:n’ n-1,...,2,1o

Haciendo:

g11-1(]"11--17)"' Opt [1":1-1(”;11-1'1311-1)"'"+ "1("1’1’1)}

Dn_'l ’OOCQD1
Se tiene que

Sn(Xn)= Opt [rn(xn.Dn) * gn-l(xn-l)] 3 con n=n, N=1,,..,1
D

n
Comof
Xao1 = fn(xn,Dn)
Obtenemos: |
gn(xn) = Opt (%n(xn'pn) + gn_1(fn(xn,Dn)i] $ D=, D=1,,00,1
Dy

Con go(xo) = 0 como condicidn inicial,

N6tese que hemos construido dos funciones recursivas, en
la primera la solucibn secuencial recursiva se hace del vec=-
tor de entrada al vector de salida, mientras que en el segun
do caso el proceso secuencial recursivo se hace del vector -
de salida al vector de entrada,

Aunque muchos problemas de optimizacidén pueden resolver-

se en ambos sentidos, hay unos que por su estructura solamen
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te se pueden resolver en unc de ellos,
Ejemplo (utilizando funcidn recursiva de vector de salida al
‘vector de entrada)

Ejemplo: Una compafifia lechera va a comprar 6 cistefnas para
transportar leche, cada una con capacidad de 10,000 litros,
Hay cuatro zonas productoras de lecha que abastecen la ciu-
dad, localizadas en los puntos A, By C, ¥ D,

La compafiia al no tener que contratar cisternas particu-
lareé, y segln las cisternas asignadas a cada zona obtendrd

los ahorros mensuales siguientes:

No, de - ZONAS
cisternas & B G- D
- S 0500 0
1 4 2 6 2
2 6 = =855
2 7 6 8 4 en miles de quetzales
& 8 9SS
5 999 6
6 10- .10 10- 6

El problems es & Culntas cisternas deben asignarse a -
cada zona a fin de maximizar el ahorro mensual estimado para
la compafiia ?

Tenemos un problema de decisibén de cuatro etapas,
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I\)l/l D‘l/z ]Ts ]]4
Xo Fis X| £, X2 f3 X3 -C'.; X4 Lo
T ; L Ca >
Cis'gernac_, I I ; I ]i cis?ernas
R, R Ra Ra

El vector de entrada al sistema sXgs debe ser igual al -
nfimero de cisternas (6), y el vector de salida del sistema
,Xu, debe ser igual a cero, puesto que todas las cisternas
deben ser asigﬁadas.

La decisibn D,y en la etapa k, os asignar clsternas a -
cada‘zona;' :

La eficiencia de la etapa k; R , es el ahorro mensual =~

k

que se logra por asignar D _cisternas cuando aflin quedan dis-

k

ponibles xk-l‘

La funcibn que relaciona X, con X, _, es:
Y= (X q) = X g=Dp 5 k= 1,234y
O sea, el nfinmero de cisternas disponibles para la etapa

k+1 es igual al nfimero de cisternas que se disponfian para la
asignacidn de la etapak menos las cisternas gque se asignaron
a la etapa k.

Resolveremos él problema en el sentido de salida a entra

da, haciendo uso de la funcidn recursiva,
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\w!
iY)
v/
~

tle——n Y

X

P igErat
STl

XB '?3 X2

e

D e—
e 1Y
De——on Fole——o0

a Ry

4(X4)- max [_A(XQ’D )+ r5(X3,D )+r2(X2,D2)+r (X1,D i}
u,DB,Da,Dl

Sujeto a X, _; = X =D

y X, =6 " condicidn inicial del sistema

Xg=0 condicibdn final del sistema,

Optimizacibén de una etapa

1) = Mix [ryCxy0p) gotxoﬂ

Xo";o ‘
cOmo go(xo) gl X

1.8 Dy

\4
<Y hlk— o
[
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Tenemos:
0 { 2 3 4 5 &
D, =
X\ “(x,0) +0 3@0 D,
0 |0+0=0 0 0
1 2+0=2 2 i
2 3+0=3 3 2
- 4+0=4 4 3
4 S+0=5 5 4
5 6+0=6 6 5
6 t+0=6| 6 |596
|

51(x1) nos indica el ahorro miximo asociado a la decisibn --
D, y‘é 1la enfréda Xqo la filtima columna indica la decisifn

: *
dptima Dy o -

Optimizacibén de dos etapas

DJ. DI
| | Bx(X)=  mAx [rp(XpyDy)+r; (XD, )]
XZ '¢2 X\ F* ‘XO : DZ'DT D ;
R, R,
0 sea gz(xa) = max [rz(xa,Dz) + Max ri(xl'DI)]
2 \
es decir: .

B0y = Max [r(x5,0) + &y (X, )|

0




bl

= Max {ra(xa,na)+ gi(xa-Da)]
D2 ;

Los valores agsociados com la funcidn recursiva para dos

etapas ga(xz) son

rz(xi)-D-z) + Sl(x-z"‘Dz)
I& e
X2\ O \ 2 3 B e 6 |9 D
0 |0+0=0 ; 0 0
| [0+2=2 | 6+0=6 6 [
2 |043=3 |6t2=8|8+0=8 8 [l1o2
3 |0+4=4|6+3=9 |8+2=I0 [8+0=8 10 | 2
4 [0+5=5 |bt4=10|g+2=11 |8+2=10{9+0=9 A
S |0+6=6 | b+5=il [8+4=12 [8+3=1 [9+2=11 |9+0=9 (252
b |0+6=6]6tb=12 |813=13 | B+4=12 |43 =12 q+2=11 {10+0=10| 13 | 2

El renglbén D, indica el nfimero de cisternas que se asig-

=
nan a C, X, el nlmero disponible de cisternas.

Optimizacién de tres etapas

63(x5) = ﬂgx K?B(XB’DS) + ga(xai}
Sujeto a :
X2= X3-D3

g5(Xs)= M%; [r5(x50D5) % 52(x3-D3):1
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E(XB,D3)+ 31(X3'D3)

D

3
X3 0 l 3 3 4 & 6 (9% D3
0 |p+0=0 : 0 0
| |0+b=6 |240=2 6 0
2 |0t8=8 |24+6=8 |4+0=4 8 (0ol
3 104Ww=10{2+8=!10 |4+b=10|6+0=06 : 10 |065142
4 0+0=1[2410=12 [4+8=12 [btb=12|3+0=8 12 llo2o3
5 [0412=12 [2+11=13 |4+10=14 | 6+ B=14 |8+6=14|Q+0=9 14 |20304
6 [0+13=13 [2+12=14|4 +11=15| 6+10=16 |8+8=16|A+6=i5 |f0+0=10| |6 | 304

Optimizacidn de las cuatro etapas

ol e [Fy XD+ E5(x5) ]

Sujeto a 5 -

X, =6 Yy x3= XL[.‘DI* = 6-Dl+

0 sea
g,(X,) = r;ax {ru(e,%) + §5(6-D, )
4

Notemos que ahora el vector de entrada es un vector fijo =

G (6,D4) + 95 (6-D4)
D, ’ 4
Xa 0 | 2 B ol 5 6 Bk Da
6 [(Dtlb=lb 4T14=i8[6+|2=l8[¥+m:l? 81-8:[6!‘3!1-6=15 {io+o=to (181|162
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Vemos que la solucién Sptima Dﬁ es 1 6 2 cisternas, que

proporciona un ahorro total mensual de Q 18,000,

Supongamos que se asigna una cisterna a la zona A, enton
ces quedan 5 disponibles para las otras tres zonas (etapas).
Luego tenemos que 53(5)=14 que correspcende a la_decisién ﬁ;
igual 2 6 3 & 4 cisternas, Supongamos que se asignan dos -
cisternas a B por lo que habri una disponibilidad de 3, ==
32(3)=10, que corresponde a la decisibn ﬁ; de dos cisternas
a C, .

Ahora tenemos una disponibilidad de una cisterna y = =
&‘(xl) = 31(]) = 2 indicando que D?‘z 1; 0 sea una cisterna
para'la zona D, Nbétese que en este caso la solucidn no es -

- finica,

E. Composiciones mls generales de las eficiencias y/o efec-

tividades de un sistema,

La funcidn recursiva resuelve en cada etapa un problema
de optimizacidn asociado a un subsistema tomando en cuenta -
la posible variacibn en la entrada a ese subsistema, Cuando
se termina la optimizacibdn se afiade una etapa al subsistema
creando un subsistema mayor; se contipﬁa el proceso de opti=
mizacién hasta que el subsistema abarque el sistema original,

Mitten derivd la condicibn suficiente que una composicldn

de funciones debe satisfacer, a fin de que las funciones re-
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cursivas trabajen,
Consideremos un problema de optimizacibn de dos etapas,
Sea:

8,(X,) = M & x [ra(xa,nzj_* r1(X‘,D1)l
Dps D1

Sujeto a:
Eliminando X, tenemos:
¥
DaaDy ‘
Sea | P 3
Ba(Xp) = mhx [r;(Xpy0p) " Mix =(XppDpDy)]
e Dy

de la definicibn de mAximo tenemos que Ea(xz}sga(xa). Desea
mos saber, bajo qué condiciones se logra que Ea(Xé) = gZ(Xa).

Una de las condiciones suficientes que debe satisfacerse
para que exista la igualdad, es que [rz(XZ’Dz)*rl(xz’Da'Di)]
sea una funcibén monbtona no decreciente de r, para cada va-
lor factible de Tse

Por la definicidén de monotonicidad se tiene, que si

1] 1"

rI(XZ’Da'DI)JB'rI(XZ’DZ’Dl)’ con X, y D, fijas,

entonces

[ra(x.,02)0 % R{(X5D5D, 1> [rz(xa,na) ¥ (xZ,DZ,D?)]

Pero por cada valor de XZ Y D2 se tiene
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Para todos los valores de D1.
Pero esta desigualdad también debe cumplirse para el mé-
ximo, del lado derecho de la misma, es decir,
» X : X
Y_ra(xa'Dz) "1“‘2’”2'”1)] = H%x [ra(xa'na) r1(x2,1>2,1),)‘_|
; 1

en consecuencia

- *
B (K) = méx rp(p0) % 1 (X505,07) ]
2

> ix Mix [£20%55D5) * £ (%5,D,,01)] = 8,(,)
e 1 -

Como teniamos qﬁe Ea(xa):égz(xa) y acabamos de obtener
85(X5) = g5(X,)

Se satisface la igualdad ga(xa) = ga(xa).

Las condiciones suficientes de Mitten son:
Primera' Si YB 2 ...*R#]es vna funcidn monétona no decre-

ciente de Ti3ToyeeesTy la posicidn del operador maximiza-

n
cibn (minimizacibn) con respecto a DyyD55400,D, puede cambiar
ge sin ninguna alteracibn del resultado &ptimo,

Segunda: Se refiere a la separabilidad de la funcibn:
¥ X * 7 * S
[R Rao el nJ [r-‘(x1 ’D?) 12(}:291)2) eve .'I-" (Xn,Dn)]

Entendiendo por separabilidad lo siguiente:

[R o ] = R{"—P RI“.R]
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Bajo estas condiciones las siguientes composiciones de =-
eficiencias y/o efectividades de un sistema son vilidas para

la funcibdn recursiva obtenida,

2. ¥ KKk Lo
a) ¥ =+ , es decir, \-_Rl R eee Rn_J = [_R,+R +'“+Rn_)
b) % =. , es decir, [R1*Rz*...*nn] = [R.l'Ra'...'Rn_l
¢) ¥ = maximizacidn ¢ minimizacibn, es decir,

\'_Rf RY ...*Rn] - Méx[R,,Ra,...R;} 6 Min K_R“Rz,...R;}

d) ¥ = ©° , composicibn,

Analizaremos un ejemplo en el cual el Optimo total es el
producto de los 6ptimos parciales,

Ejemplo ( problema de confiabilidad )

Se quieré disefiar un mecanismo electrdnico que consiste
en tres componentes principales, Las tres componentes se =
disponen en serie de tal manera que la falla de una causara
la falla del mecanismo completo, La confiabilidad (probabi=-
lidad de que no fracase) el mecanismo puede ser mejorado -
instalando en paralelo unidades de reserva, en cada componen
te, Cada uno de estos puede incluir 1, 2 6 3 unidades en pa
ralelo, El capital total, en miles de quetzales, disponibles
para el disefio es 10, 7

Fl siguiente cuadro, nos proporciona les datos para la -
~confiabilidad Rigmi ¥y costos ci,mi para el i-ésimo componen

te (1=1,2,3,) dadas m; unidades en paralelo (my= 1,2,3,),
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1 2 3
i
mi R c R ¢ R c
1 0.5 2. 1047 3 10.6 1
0. 4 10.8 510.8 2
bRt R 5 10.9 6 10,9 5,

El problema es determinar m,, que maximice la confiabili
dad del sistema sin exceder el capital asigﬁado.

La confiabilidad R , de un sistema de N componentes en =
serie y my unidadﬁs en paralelo por componente i(i=1,2,,..,N)

estd dada por R::E‘Ri’mi el problema por tanto seré:
i s
Maximizar h? E‘YIRi,mi
Sujeto a c <C

donde C es sl capital total disponible, (Nbtese que la al-
ternativa m;= O no tiene sentido en este caso),
La funcidn recursiva esti, en este caso, basada en una =~

descoﬁPOBicién multiplicativa,

Sea g;(X;) 1la confiabilidad de las componentes (etapas),
donde Xy es el capital asignado a estasi componentes; con --
0¢X;4C, Los estados del sistema, por consiguiente, estén da
dos por o

La funcibn recursiva se desarrolla como:
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gi(xi) = Mnfx {Ri’mi. gi_.'(xi-ci’mi)} s con i= 2’3’000,1{
' i
Oéci,mf %

Los cllculos tabulares son:

Como cada componente tiene al menos una unidad, X1,X2 y X3

deben satisfacer

Cq 14X <CmCoymCx & .
115™M 217751 3 c11+c12$X2$C-c31 y 011*021+031$X3ic.
de donde: 2sx,ss
‘ 5¢X%
6<X.410

Optimizacibén etapa 1

51‘“1\X1) = Ry my Sptimo

2 3

2 0.5 0.5 1
3 0.5 0.5 1
y 0.5 - ° 0.7 0.7 2
5 045 0.7 0.9 0.9 3
6 0.5 0.7 0.9 0,9 3




Optimizacibén etapa 2

, .
Sz(mz\\(z) =Rz,mz. g|(x2ﬂcz,rn1) Otho
M, | 2 3
9,(%)| Mz
XZ R=0.7 jrEs3 R=0.8; ¢=5 R=09 ; Cc=6 2\ e
= 0.2x0.5 = 0.35 0.35 I
6 03x0.5 = 0.39 0.35 | |
7é 83«07 =0.49 0.81+:0.5 = 0. 40 0.49 |
8 0.3709 = 0.3 0.8x0.5 = 0.40 0.9x0.5 = 0.45 | 0.63 |
9 0309 =0.63 0.8+0.%F = 0.56 0.9+0.5-0.45 | 0.63 | |
thiﬁizaci&n etapa 3
93(m3\‘1(3): R3,\’Tl ; az(XB_CB,ms) U’PHmo
3
0 \ 2 S :
m
X'} R:O.b; c =\ R:‘.O.% . C=2 ®=059 > c=3 930(3) 3
6 0.b x0.35= 0.210 0.210 |
7 | 06+0.35=0.210 | 0.8°0.35= 0.280 0.280 | 2
8 0.b¢0.49=0.744 | 0.8+0.35- 0.280 | 0.4 +x0.35 = p.315 |0.315 | 3
4 0.6%0.63= 0.378 | 0.8>049=0.292 | 0.4x0.35 = 0.31s |0.392 2
10| 0.6%0.63=0.338 | 0.8-0.63=0.504 | 04-0.49 = 0.44\ | 0.504 | 2

De lo anterior tenemos que la

golucidn bptima es: m”;

Con una confiabilidad correspendiente R'e 0504,

X
B

¥
A3

4]
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F, Diferentes estructuras de Programacidén Dindmica

Hemos visto que los programas dinimicos secuenciales, de
acuerdo a la forma en que combinan las eficiencias y/o efec-
tividades, estos pueden ser en forma de suma, multiplicacibn
o bien calcular el miximo o minimo del mismo, Otra'claéificg
cién se hace en funcidn de la optimizacibn total, Cuando -
éstas son positivas (utilidades, rendimiento, etc) la funcibn
se maximiza, Si &stas son negativas se minimiza,

En cuanto a la eficiencia y/o efectividad en si, ésta =
puede ser una funcibn continua o discreta: En cuanto al sis
tema que se esté optimizando puede tener festriccionea 0 no
tenerlas, En cuanto a la certeza de la funcibn,‘puede SE€r -
deterministica o estocdstica (probabilistica), En cuanto a
la manera de resolver el problema, puede ser en sentido de
entrada a salida o de salida a entrada,

Se dice que una funcibn de eficiencia y/o efectividad -
del sistema es discreta, en el contexto de Programacibén Dina
mica, cuando a €sta se le representa por medio de tablas, =
Cuando se le representa matemdticamente por medio de una fun .
cibn, entonces se dice que el programa dinidmico es continuo,

N6tese que un problema dado, puede incluir cualquiera de
las distintas combinaciones de estaé diferentes clasificacig
nes, asi por ejemplo:

-  Problema discreto, determinista, finito, con suma de efi-
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ciencias parciales y método de solucibn de entrada a salida,
- Problema continuo, determinista, finito con solucibén de -

salida a entrada, etc,

G, El Problema de dimensionalidad en la Programaciém Dinimi
ca. :

Hemos trabajado donde tanto el vector de salida como el
de entrada tienen una sola componente, En general estos veg
tores tienen n componentes, La dificultad de resolver un =
problema dindmice crece exponencialmente con el nflmero de -
componentes de los vectores de entrada y salida del sistema,
i, Supongamos,; por ejemplo, que en un estudio de mercado se
tienen P quetzales y H horas hombre disponibles para condu-
cir una serie de encuestas., La ciudad se supone dividida en
D zonas,
~ La exactitud de la anuesta en la zona i, denotada por -
Ei(Pi’Hi) depende del dinero que se eroga y las horas hombre
que se utilizan en dicha zona,

Se quiere deterhinar la cantidad de dinero a gastar y =
las horas hombre a utilizar en cada zona, para que la exacti
tud de la encuesta total se maximice,

Las etapas son cada una de las zonas., La entrada para -
cada etapa esti dada por la cantidad de dinero Py, y las hg
ras~hombfe Hi,'aun-disponisles para esa etapa y las etapas =

que siguen a &sta, Es decir, el vector de emtrada tiene dos
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componentes (Py,H;). La decisidn consiste en una asignacidn
de Py quetzales, (0 €£py<Py) ¥y de hy horas-hombre (OéhisHi).
El vector de salida seri entonces, Py-py=P;,, quetzales y -
Hy=hy= Hy 4 horas-hombre,

La funcidn recursiva, utilizando el método de salida a -
entrada, es:

g4 (Py,H;) _o<g&x {pi(pi,hi) + gi+1(Pi-pi,Hi-h£§; 121,24 000,01
: i“i : -

con g (P, ,H )= éﬁéfﬁ {&, (20,

: 04 pn-P

Como condicidn inicial,

La dificultad ahora, es clara, si por ejemplo, tanto'Pi
como H; son valores discretos (enteros) que pueden oscilar
del 0 al 9 (10 valores en total) y existen 10 zonas en la -
ciudad, el nfimero total de alternativas diferentes es = =
10% = 1000.

. En general si existen k componentes en un vector de en-
trada y estos pueden tomar w valores diferentes y existen n
etapas, entonces el ntmero total & alternativas a analizar
es nwk.

Ejemplo: ( resolucibn de un programa lineal utilizando Pro-

gramacién Dindmica )

Sea MAx z= Z cy Xy

L=t
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Sujeto a n

zaijx:jébi ; i= 1,2,0..,!
3=
Xjao ; ‘1:: 1,2,...,1‘

Consideramos cada actividad XJ como una etapa, El nivel
de la actividad XJ;(), representa la decisidén en la etapa j.
Esta decisifn es una variable continua, La entrada a la eta
Pa J es un vector de disponibilidad de recursos, que tiene =

m componentes, Este vector en la etapa j, se representa por:

h13
il
J -
\rs

El vector de entrada a todo el sistema H,, tiene como -

componentes
hn\ b,
H= | P21 < b, | de donde que OLH LH, ; ¥y

hnt Pp
La funcidén de transferencia la dan las mismas restriccip

nes del problema lineal, es decir, hij - ainj.

La eficiencia y/o efectividad total, en este caso, es la
funcién objetivo del programa lineal.
La funcidn recursiva, siguiendo un método de solucidn de

galida a entrada es:



Bie{Byjeo Dot e enliy) =

o - Rt Dl B e L R e o e
O&aikxkf-_h” :

donde i=l’.‘.'

k=1 ,2,...,!!-1

con

gn(ihln’hzn""’hmn) = M 5. X {.cn](n} H i= 1,2,...,‘
O-‘éainxnf-_hin

Como condicidén inicial, donde se sobre entiende que

Resolucibén de un problema ( ejemplo )

Mix Z = 2X;* 5%,

Sujeto a 2X1+ Xaé-_lq,}O
2}(2 < 460

=00 X 20

2"

Optimizacibn de una etapa

Como solo hay dos variables, X1 y XZ, empezamos con la =

etapa correspondiente a XZ' Tenemos:

"= B12 TR o SRR T, S Méx{_%{}
= ’ - —

0< 2X2~‘-4— haz

Por ser la funcién 5%, monbtona creciente, es decir, que
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aumenta a medida que X, aumenta, el miximo se obtiene ya sea

h
cuando X,= b, & X, = —%3—- . Tratando de no violar las

restricciones, vemos cual de las dos es mehor, por lo que to

Ramos: b
Ty * 22
0 sea que
7 Shso
EaAlly3555) & Min . G Shigy—rr)

¥
5 Min (b, ,, 22 )

Optimizacibn de dos stapas

‘ Khn b, ( 430
En este caso Hy = = =
- B2 - 460
Por lo que
8,(430,460) = Méx 2% +8o(430=2X, 4, £60=0)
1(430,460) 02t < @g 1+62 19 }

460
= Max {ZX + 5 Min (430‘2}{1' > )

0=X1<£ &g_

= M&x  {2x, + 5min (430-2X,, 230)]
0-‘.)(1& 215

De esta filtima expresibn tenemos:
ZX1+ 5(230). ;7 81 0$X1$_100

-

g, (430,460)= Méx
‘ : 2X,+ 5(430-2X,) ; &L 100$X;< 215

De donde:
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2X + 1,150 3 sl 0£X,4100
1

&4 (430,460) = Max

: -8X,+ 2,150 ; &L 100£X,£215

- La expresibn 2X, + 1,150, obtiene su maximo para x1§ 100,
y d& valor de 1,350,

Para la segunda expresién, el miximo lo da X,=100, gene-
rando -8(100) + 2,150 = 1,350,

Por 1o tanto X, = 100,

Sabemos que la relacidn que hay entre Hy ¥ Hé es:

h

X

-
n

n

]

*

by,

y como X, = Min (h12, ), tenemos :
*
Xa = Min (230, -—1%0— ) = 2_30

3% *
«®s 1la solucidn es Xy= 100 ; XE =230 3 % Z_w 155503

H, Programacidn Dindmica Probabilista

ia Programacibén Dinidmica Probabilista difiere de la Pro-
gramacidén Dindmica Determinista en que el estado en la etapa
siguiente no estd completamente determinado por el estado y
la politica de decisifn de la etapa anterior, En lugar de =-

ello hay una distribucibén de probabilidad para el prbximo es-
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tado, Sin embargo la distribucidn de probabilidad estd ple=-
namente determinada por el estado y la politica de decisidn

de la etapa anterior,
La estructura basica de la Programacidn Dinamica Probabi

lista estd dada, gr&ficamente, por el dibujo siguiente:

etapan etapa n+t
Confribwion  Sny

Probabilidad Ul%\aa gtu- C
C, o
/ anﬂ )
Decisio
i —‘J"O'Q@{PZ G
9“(3“’” A PH \ -: 8?‘1”\(2)
CN\®
PrertN)

donde N es el nfimero de posibles pasos (situaciones) en la e

tapa B+1; (DPysPoyecesPy) €s la distribucidén de probabilidad
para el estado n+!1 dada la decisibn X, en el estado S5, ; ¥ -
cy es la contribucidn resultante para la funcidn objetivd—de
la etapa n si el estado pasa a la situacidn i,

Si la grafica anterior es expandida hasta incluir todos
los estados y decisiones posibles entonces obtenemos un &rbol
de decisiones, |

Si el Arbol de decisiones no es muy grande resulta ser =
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una forma fitil de resumir las distintas posibilidades que -
pueden presentarse.

Debido a la estructura probabilista la relacién entre -
gn(Sn,Xn) y g:;1(5n+1) es de alguna manera mis complicada -
que para la Programacidn Din&mica Determinista, La forma pre
cisa de esta relacidn dependerd de la forma total de la fun-
cibn objetivo,

Para ilustrar supongamos que el objetivo es minimizar la
suma esperada de las contribuciones de los estados individua
les, En este caso gn(Sn,xn)_repreaenta la suma minima espe-
rada desde la etapa n en adélante, dado que el estgdo y la -
politica de decisiéﬁ en la etapa n son S ¥y X, respectivamen

te., Por lo tanto

N
.*
gn(SpXn) = 2.0y |04 + Enyq(D)]
L=}
; *
con  gnyq(Spyql = MIn g q( Speq Fpay)
X+
donde esta minimizacibn es tomada de los valores factibles
de Xn_'_‘.
Ejemplo:
Una compafifa manufacturera ha recibido una orden para su
ministrar un artfculo de determinado tipo, Pero el cliente
ha especificado ciertas condiciones de calidad, por lo que

el fabricante tendri que producir mi&s de un ejemplar para ob

tener uno que sea aceptable,
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El fabricamte estima que cada articulo de dicho tipo, pro
ducido por &1, seré aceptable con una probabilidad de —%— y

defectuoso (sin posibilidad de rehacerlo) con probabilidad de
i

- :

Entonces el nfimero de articulos aceptables producidos en
un lote de tamafio L tendr& una distribucibén binomial, Esto
es, la probabilidad de producir cero articulos aceptables en
el lote es (-—%——)L.

Los costos de produccidn marginal para este producto estan
estimados en Q100 por articulo (aunque sean defectuosos) y -
el exceso de articulos es innecesario, El costo para montar-
@ iniciar la produccibdn es de Q 300, Si la revisidn de un =-
lote, revela que afin no se ha logrado la produccidn deseada,
un costo de Q@ 300 tendri que ser agregado, El fabricante -
solo tiene tiempo para fabricar tres lotes, Si ningln ejem-
plar aceptable se ha logrado el fabricante tendrid una pérdi-
da entre venta y costos de Q 1,600,

El objetivo es determinar la politica a seguir conside-
rando el tamafio del lote para la produccibn requerida que mi
nimice el coste total esperado por el fabricante,

Solucidn:

Consideraremos las producciones como las etapas, Las va
riables de decisibn X, , (n=1,2,3,) son, el tamafio de cada -
lote en la etapa n.

El nfimero de articulos aceptables por obtener (1 & 0) =
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servird para describir el estado del sistema en cualquier =
etapa, Es decir, el estado S= 1 en 1la etapa 1,

Si por lo menos um articulo aceptable es obtenido subse-
cuentemente el estado vuelve o cambia a S = O, después del
cual ningfin costo adicional debe sucederse,

Aunque una funcibn complicada puede darse para toda la =
funcidn objetivo, es mucho mis apropiado definir gn(s,xn) -
directamente., En este caso g (S,X ) es el costo minimo to-
tal esperado para la etapa n; puesto que el estado y la poll

tica de decisibén en el estado n son S ¥ Xn respectivamente,

Por lo tanto éi(s) =x Min gn(s,xn)

n=0| gece

donde gﬁ(O) =0

Usando Q 100 como unidad monetaria, la contribucidn del
costo de la etapa n es (K+Xn), haciendo caso omiso del si-
guiente estado donde -

0O s X,=0
K =
: 3 el oK, 2.0

Por lo tanto para S = 1
.4 X
attit) =K+ %+ (37 g+ [i(F) 7 e

X
g1 TR, 4
K + > S (_E_) 841 (1)

il

]

donde gi(I) es definido igual a 16, el costo terminal si no




se ha llegado a obtener ninglin articulo aceptable .

Esta relacifn basica la podemos representar por la figu-

ra:
| Conifribucion
Probobilidad /@
K+ X a*
(0)=0
ES’(&&b@DeC\swﬂ®< Nt
-\_
X 2
3 ( =K+ n-!-( ) 9nﬂ(ﬂ \K+xn
Panil)
Por lo tanto la funcibn recursiva para los cilculos es:
Xn
(1) = Mi K 1 (1)
i 1) xn=ol,l1,._. iy En+1
para- n = 1,2,3.
Para n = 3
RGE
)(3 93(\)X3)=K+X3+|[°(—1-)
2 oefn | ool ale il X
0 0 0 3
R s e R
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Para n = 2

Xy
\(2 gz(l:X'Z):K‘*'Xz‘*-‘(—‘i) 9_);'\\)
S Deaspile b o A Lae i
0 0 ) 0
| 8 o) T K A 203
Para n = 1
: X
2 X, glu,x.) = K+X\+[_‘2_\ 7'92(1)
S\ 0 \ 7. 3 4 e
VL 7 | 75 |65 |bsrs | Tobes| 615 2

De donde tenemos que la politica dptima es producir dos
articulos en la primera produccién, si ninguno es aceptable
entonces fabricar dos o tres articulos en la segunda produc-
¢ibn, si ninguno es aceptable se fabricarén tres o cuatro ar

ticulos en la tercera produccibén, E1l costo total esperado

para esta politica es Q 675.




IV, ALGUNOS MODELOS

Consideremos ahora algunos modelos de inventario, cuya =
solucién se puede obtener por medio de la Programacidm Din4-
mica, Un problema de inventario existe cuando es necesario
guardar bienes fisicos o mercancias con el propbsito de sa-
tisfacer la demanda sobre un horizonte de tiempo especifica=-
do (finito o infinito), Debemos tomar en cuenta que casi =--
toda empresa debe almacenar bienes para asegurar un trabajo

uniforme y eficiente en sus operaciones,

A, Modelo dinfmico de un solo articulo y N-periodos,

En este modelo se supone que la demand%, aunque conocida
con certeza, puede variar de un perfodo al siguiente, Tam-
bién el nivel de inventario se revisa peribdicamente en lu-
gar de continuamente, No obstante que pusde permitirse la -
demora en la entrega (expresada como un nfmero fijo de perio
dos) el modelo supone que el almacén se reabastece instanti
neamente al inicio del periodo, Finalmente, no se permite =
ninguna escasez,

El desarrollo de modelos deterministas dindmicos esti 1i
mitado al estudio de horizontes de tiempo finito, Esto es =
asi ya que una solucidén numérica de estos modelos requiere el
uso de la técnica de Programacidn Dindmica, la cual en este

caso es factible finicamente para un nfmerc finito de perio-
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dos (etapas), Esta no es una limitacibn seria, sin embargo,
ya que las demandas futuras distantes usualmente tienen poco
efecto sobre las decisiones del horizonte de tiempo finito
presente, AdemSs, en la mayoria de las situaciones no es -
prictico suponer que el articulo se mantendrid en existencia
indefinidamente,

Defina para el perfodo 1,1 = 1,2,...,H,

Z;= cantidad ordenada

};: cantidad demandada

X;= 1inventario que entra (al inicio del periodo 1)

ﬁi? costo de mantenimiento por unidad de llevar adelante
el inventario del periodo i al periodo i + 1,

K;= costo fijo

C:z)= funcibn de costo de compra marginal (produccibdn) dada
T

Sea
Ci(zi) .—.611{1 + ci(zi)

donde
. 0. Zi = o
L P TR B

\

La funcién C,;(z;) es de interés finicamente si el costo -
de compra unitario varia de un perfodo al siguiente o si g -
xisten rebajas en los precios,

Puesto que no existe excasez permitida, el cbjetivo es =-
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determinar los valores 6ptimos de z4 que minimizen la suma -
de los costos fijos, de compra y de mantenimiento para todos
los N perfodos, El costo de mantener el inventario se supo=-
ne proporcional a:
o 5 Gl o B | ‘31

que es la cantidad de inventario que se lleva desde i hasta

i+1, Esto significa que el costo de mantener el inventario

en el perfodo i es hyx; 40 La hipbtesis se introduce finica-
mente para simplificar ya que el modelo puede extenderse fi-
cilmente hasta cubrir cualquier funcibn de costo de manteni-
miento de inventario Hy (xi+1) reemplazando hyXy .4 Hor =
Hi(x;,,)s Andlogamente, el costo de mantenimiento de inven

tario puede estar basado em xy 6 (xi + xi+l)/2'

El desarrollo del modelo de Programacidn Dinémicé se sim

plifica representando graficamente el problema, como:
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Cada periodo representa una etapa, Usando la ecuacidn =
recursiva hacia atrds, se pueden definir los estados del sis
tema en la etapa i como la cantidad de inventario que entra
X |

Sea g;(x;) el costo de inventario minimo para los perio-

dos 1,1 + 1,.eep ¥ Ne La ecuacifin recursiva completa estd -

dada por:
: b ;
eu(xy) =, Mo clog(zp)]

Zy> 0

= M1
si(xi)_?i s Xi+zii-nfi+ s .+§N{-ci(zi)*h1( X 4Z3= 53)%8444¢ H*Zi-ﬁi)}

= 1’2'....N_1

La ecuacidn recursiva hacia adelante puede desarrollarse
definiendo los estados en la etapa 1 como la cantidad de in-
ventario al final del perfodo i, En la grafica anterior, =
estos estados son equivalentes a Xi41° En cualquier etapa,

los valores de Xy, estdn limitados por
0&!1_”‘5-_ 314,1 "'oto"'FN :

Esto significa que, en el caso extremo, la cantidad 2y
en el perfodo j&£i puede ser ordenada lo suficlentemente =

grande de manera que el inventario restante X4 +1 satisfaga
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la demanda para todos los periodos restantes,
Sea gi(xi+£) el costo del inventario minimo para los pe=
riodos 1,2,eeey ® i dado x;.,, la cantidad de inventario al
final del periosio i. La ecuacidn recursiva completa entonces

esta dada como,,

Bi(x5) = Min C,(z;) + hyx
b 0‘31$§‘+x2 1 2}
gi(x1+1) = Min {ci(zi) + hixi+1+51 1(X1+1+§i-zi)

B <24e84+%5 44

i= 293,...,“

Las formulaciones hacia adelante y hacia atrds del modelo
son computaciomalmente equivalentes, Esto es asl ya que las
transformaciones de estado son basicamente las mismas en am-
bos casos,

El algoritmm hacia adelante, es Gtil si se desarrolla un

caso como el del modelo anterior,

B, Modelo dinfmico para programar la produccidén en N perio-

dos.

Consideremus el problema de programar la produccidn sobre
N periodos sucesivos, Las demandas para los diferentes perio
dos son variables pero deterministas, Estas demandas pueden
satisfacerse ya sea por um inventario que fluctfie mientras
se mantiene la produccidn constante, o fluctuandec la produc-

cibfn mientras se mantiene el inventario constante, ¢ por una
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combinacién de ambas, Las fluctuaciones en produccidn pue-
den lograrse trabajando tiempo extra, mientras que la fluc=-
tuacidn en inventario puede satisfacerse manteniendo una can
tidad positiva en almacén o permitiendo que la demanda que =-
no se satisfaga quede pendiente para llenarse en périodos -
posteriores, El objetivo aqui es determitmr el programa de
produccidn para los N perfodos, lo cual minimiza los costos
totales relevanteg;

Este modeloc supone costo fijo cero en cada periodo, En
general, la escasez se permite, excepto que toda la demanda
que queda pendiente de un perfocdo a los siguientes debe sa -
tisfacerse en el N-&simo periodo, Esta situacibn pﬁede re =
presentarse como un modelo de transporte, En particular, =
notando las caracteristicas especiales del modelo para el ca
80 donde no se permite escasez, el problema puede resolverse
en una forma facil sin tener que aplicar el procedimiento =
iterativo de la técnica de transporte,

Definamos los siguientes simbolos para el periodo - -
1; 1=1,...N,

¢; = costo de produccidn por unidad durante el tiempo =-

regular,

d; = costo de produccibn por unidad durante el tiempo -

extra, c;< di'
hi = costo de mantener el inventario por unidad desde

el perfiodo i al periodo i + 1,




bi=

costo de escasez por unidad demandada en el perio-
do 1 y satisfecha en el periodo i + 1,

capacidad de produccibn (en nlimero de unidades) du
rante el tiempo regular.'

capacidad de produccidn (en nGmero de unidades) du
rante el tiempo extra,

demanda (en nfimero de unidades).

Observemos que c4» ©1 costo de produccibn por unidad du-

rante el tiempc normal, es menor que dj, el costo de produc-

cibn por unidad durante el tiempo extra, Esto se demuestra

graficamente en la figura siguiente,

-4~—————4ﬂe—————_a4
Intervalo |Intervalo |
Costo normal de }defkoduC-l

ccign 1€ton tiempo
Produ | extra P

t
I
I
I

50 Contidad Producida

La situacidn puede generalizarée al caso en que existen

k ni%eles de produccidn tales que los costos de produccidn =

por unidad aumentan con el nivel de produccidn, Un ejemplo

tipico se demuestra en esta figura:

29
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Canfidad Producida

En tales condiciones, la funcidn de costo de producciédn
se dice que tiene costos marginales crecientes, Matemitica-
mente, se dice que la funcidén es convexa,

La restriccibn anterior sobre la funcidn de costo de.p:g
duccién debe mantenerse, de otra manera el modelo que sigue
no seri aplicable, Este punto se justificarl posteriormente

después que se hayan presentado los detalles del modelo,
i, Modelo sin escasez

Primero, considere el caso donde no se permite la es
casez en el sistema, De acuerdo con la terminologia del
modelo de transporte tenemos : las "fuentes' se represen
tan por las producciones normales y-de tiempo extra para
los diferentes periodos, Los "destinos" estan dados por

las demandas para los peribdos resPectiéos. El costo uni
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tario de "transporte" de cualquier origen a cualquier -
destino se representa por, la produccidn correspondiente
por unidad mas los costos de mantener el inventario,

La matriz de costos completa para el modelo de tramnspor
te equivalente (suponiendo que no hay escasez) se da en

la tabla siguiente:
Periodo de demonda

| 2 3 .- N Excedente
R\ cI Q\‘\‘?ﬁ, C|+e‘v|+e‘|z' C|T21|+' '“+£IH-] 0 aRl
TI d., d.t*?\\ d—ﬁ'%h‘l'elz ditbi + - A 0 Ay

o/

Periotlo de Produccion )

Rl 7// Cz C'z{-?-.-g Cz'\'enf"'*?m—t ) aRZ

Vs

T % dz dz+bh Aot hosoothwa | O .fl'rz

/ee
T ////////AV//////// d 0_|an

b S

La columna de excedente se usa para balancear el modelo
de t;'ansporte; 0 sea, S =z'ia:l. - i‘jbj' Esto se basa en la
hipStesis razonable de que la demanda siempre es menor que -
la capacidad de produccidn del sistema. (El costo por unidad
en la columna de excedente es igual a cero,) Ya que no se =
permite ninguna escasez el periodo de produccidn i no puede

emplearse para satisfacer las demandas para los periodos --
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15,2500 € 1-1, Esto se muestra por los cuadros sombreados en
el cuadro anterior, lo cual es equivalente en realidad a -
asignar a cada uno un costo unitario muy grande.

‘Debido a que no se permiten 6rdenes atrasadas en este mo
doio; es necesario incluir la restriccién de que para cada -
periodo k la cantidad acumulada de demanda hasta ese periodo
inclusive no exceda a la cantidad acumulada correspondiente

de produccidn; esto es,

R R
z(aRi + aTi)—B I.bj’ para k = 1,2,...1“
i=\ B

La soluciénldel problema se simplifica mucho por su for-
lulaéi6n como un modelo de transporte, Puestb que la deman=
"~ da en el perfodo i deberia estar satisfecha antes que en los
periodos 1 + 1, 1+2,,4.5 ¥ N y debido a la condicidn especial
impuesta sobre la fﬁncién de costo de produccidén, no sera ne
cesario usar el algoritmo de transporte regular al resolver
el problema, En lugar de esto, la demanda para el perfodo 1
 Be satisface primero asignando sucesivamente tanta cantidad
como sea posible a los registros mids baratos de la primera -
columna (periodo 1).

Los nuevos valores de a; se actualizan luego para refle-
Jar las capacidades restantes para los periodos diferentes,

Después, se considera el periodo 2 y su demanda se satisg
face en la forma m&s barata posible dentro de las nuevas li-

mitaciones de capacidad, El proceso continia hasta que se -




63 .

satisface la demanda para el perifodo N,

Debido a los costos marginales creciemtes en la funcidn
de costos de produccibn, la capacidad de produccibdn regular
quedard exhausta antes de que pueda'comenzar la produccidn =
de tiempo extra, Si esta condicidn no.se satisface, el mode
lo de transporte no sera aplicable, puesto que podria propor

cionar resultados sin sentido,

ii, Modelo con escasez

Consideremos ahora una generalizaciémn del modelo ante=
rior en el cual se permite la escasez, Se supone que la de
‘manda que no se satisface puede serlo al final del horizonte
de N periodos,

"Si necesitamos incluir el efecto de dejar brdenes pendien
tes, Esto se logra introduciendo los cos%tos de "transporte"
unitario apropiado en las rutas de los bloques, Por ejemplo,
si_se define a p; como el costo de escasez por unidad deman-
dada en el perfodo i y satisfecha en el periodo 1 + 1, los

costos unitarios de transporte correspondientes a los cuadrg_ 3
respectivamente, A ' G

Pareceria razonable que el procedimiemto de solucibn sin
escasez tambiln seria aplicable a la nueva situacidn donde
se permite la misma, Lo cual desafortunadamehte no es cier-

to.
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V. CONCLUSIONES

La Programacidn Dindmica es una herramienta importante,

para resolwer diversidad de problemas donde haya que to-
mar decisiomnes, por lo que debiera de formar parte de -
los pensa de las carreras de Ingenieria, Economia y Admi

nistracidn,

La herramienta matemAtica juega un papel importante en
la Programacidh Dindmica, sin embargo no existen algorit
mos de tipo universal para el tratamiento de todos los
problemas, por lo que se requiere de una sblida forma -
cin en Programaciém no Dindmica para poder proponer po-

sibles procesos dindmicos de solucibn,

Existen problemas para los cuales es imposible soslayar
el uso de métodos de Programacidn Dinamica tales como =
los de inwentarios sin interrupcién de actividad produc=-
tiva, es conveniente crear alguﬁos algoritmos simples de

f4cil manejo para su ejecucidn en este tipo de problemas,
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