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Prefacio

Cuando empecé a estudiar las cadenas de espines y los fundamentos de la fisica de materia
condensada como preparaciéon para realizar este trabajo, me parecié util empezar con una intro-
duccién detallada sobre el marco en el cual se cred el Modelo de Heisenberg. Me percaté que antes
de describir el Modelo de Heisenberg debia presentar el fendmeno fundamental de la interaccién de
intercambio, su dlgebra y las ecuaciones y los operadores; de igual manera con el Modelo de Heisen-
berg. El 4nimo por hacerlo asi me nacié porque me costé interiorizar los conceptos fundamentales y
las razones por las cuales se hacen y se prueban ciertas propiedades y fue dificil encontrar trabajos

previos que resumieran de manera completa, directa y explicita todos los temas aqui expuestos.

1 Qué es la fisica de la materia condensada? Marder (2011) nos expone que con el descubrimiento
de la mecanica cuantica se empez6 a tener esperanzas de explicar el mundo familiar a partir de
ecuaciones de escala atomica. A la Fisica de Materia Condensada al principio se le llamé Fisica
de FEstado Sélido, cuando se conformé de la Division de Fisica de Estado Sélido por parte de
la Sociedad Estadounidense de Fisica en 1947. Luego de una década de investigacién y muchos
descubrimientos después, se hizo evidente que el término Fisica del Estado Solido, empezaba a
quedar pequeno para el campo, ya que se habia iniciado el estudio de los metales liquidos, como
el Helio liquido o los cristales liquidos. En 1963, Busch empezé a editar la revista especializada en
Fisica titulada Physik der Kondensierten Materie que se traduce al castellano como Fisica de la

Materia Condensada.

A partir de este punto, el nuevo término empezé a utilizarse mas y méds a menudo hasta que
a finales de la década de 1970 la Sociedad Americana de Fisica cambié el nombre de su Divisién
de Estado Solido por la de Divisién de Materia Condensada, en respuesta al uso generalizado del

término entre los fisicos del mundo entero, segiin Marder (2011).

Actualmente existe un grupo de investigacién de materia condensada en la Escuela de Ciencias
Fisicas y Matematicas de la Universidad de San Carlos de Guatemala, al cual fui invitado a
participar como representante de la Universidad del Valle de Guatemala. En el mismo, cada uno
de los participantes se le asigna un tema a desarrollar durante el ano. Es importante que haya
representantes de la Universidad del Valle de Guatemala en el grupo de investigacion de la USAC
porque el objeto es aportar a la ciencia y poder realizar investigaciones, asi como contribuir al

desarrollo de la investigacién en fisica tedrica en Guatemala.

Tuve la suerte de que el Dr. Giovanni Ramirez aceptara ser mi asesor para este trabajo porque,

ademas de sus excelentes caracteristicas humanas, el es el director del grupo de materia condensada

A%



en la Escuela de Ciencias Fisicas y Matemaéticas de la Universidad de San Carlos de Guatemala
v ha estudiado durante muchos anos los tépicos aqui expuestos. También agradezco al Msc. Juan
Diego Chang por toda la ayuda prestada y el tiempo dedicado a aclararme multiples dudas asi
como a sugerirme utilizar el procesador de texto LyX basado en LaTeX que utilicé finalmente en
este trabajo y que tanto me facilité su realizacién.

Agradezco principalmente a mis padres, Gonzalo y Elisa, por el apoyo incondicional que hizo
posible que yo pudiera estudiar fisica en un pais lleno de contrastes socioeconémicos como mi
patria, Guatemala. También agradezco a mi esposa Tikalia que me inspiré a retomar el camino
de la academia y a realizar este trabajo. A mi hermana Elisa que siempre creyé en mi. A Zaida
Urrutia le agradezco todo el soporte y toda la atencién brindada asi como a su asistente Olga
Castellanos. A mis profesores y a mis companeros que colaboraron para que haya llegado hasta

aqui.
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Resumen

Los sistemas fisicos que se trabajaron fueron cadenas unidimensionales con N particulas con
espin 1/2; en un reticulo cristalino con condiciones periédicas en la frontera, el cual retiene cada
una de estas particulas en una posicion fija. El sistema se encuentra en el cero absoluto. Al inicio
del trabajo On the Theory of Metals Bethe (2011), menciona que Werner Heisenberg definié dentro
de su Modelo las cadenas de espines modelandolas matematicamente por medio de matrices de
Pauli. Como se vera més adelante, el hamiltoniano, correspondiente a las variantes de este Modelo

es, en su forma matricial de tamaiio 2%V x 2V y le corresponde un espacio de Fock.

Para describir el espectro de energia del hamiltoniano de una cadena de espines de Heisenberg
XXX, Bethe desarrollé una técnica, ahora llamada Ansatz de Bethe en su honor. Esta técnica
permite resolver sectores del hamiltoniano y hallar sus eigenfunciones y eigenvalores sin necesidad
de diagonalizarlo, sino solucionando un conjunto de ecuaciones algebraicas propias para cada sector;

la solucién de estas ecuaciones no es trivial.

Como expone Baxter (1982), el Modelo reticular de una cadena de espines de Heisenberg es
simplificado, sin embargo ha servido como base para explicar propiedades magnéticas en cristales.
Marder (2011) nos relata que dentro de dichos cristales existen magnetos de dimensién restringida
que interactiian con otros magnetos de la misma clase dentro del cristal lo que deriva en un
acoplamiento magnético mucho mas fuerte en una dimensién que en las restantes dos dimensiones.
La superconductividad, segin Sachdev (2011), se comprobd que estd intimamente relacionada con
las fluctuaciones magnéticas posibles tnicamente en Modelos unidimensionales y que, a pesar de
que se estudian estos Modelos en cero absoluto, sucede que en ocasiones existen transiciones de

fase a temperaturas finitas.

El Ansatz de Bethe consiste en aproximar la solucién del hamiltoniano correspondiente al
Modelo de Heisenberg por medio de una superposicién de ondas planas. Franchini (2016) explica
que Bethe encontré que se favorecia la existencia de pares de espines con la misma orientacién
uno a la par del otro, opuesto a tener pares de espines antiparalelos. Estos pares de espines de
igual direccion tendrian la misma energia, sin importar su orientacién, algo que también deja claro

Feynman (1982).

El objetivo general del trabajo es describir el espectro de energia de la cadena cudntica de
N elementos de espin 1/2 que se encuentra descrita por el Modelo de Heisenberg en su variante
XXZ utilizando el método analitico del Ansatz de Bethe. Utilizando dicho método, encontramos

que una cadena de espines de Heisenberg XXZ presenta un espectro de baja energia que exhibe

XV



degeneracién y cuya magnitud depende de la longitud de la cadena. Esto implica que el Modelo
presenta magnetizacion incluso a temperatura cero absoluto y ademas exhibe transiciones de fase
al variar el valor de la anisotropia.

Como objetivos especificos de este trabajo, se describe el Modelo de Heisenberg y algunas de
sus variantes; se describen las propiedades y la naturaleza de las interacciones entre particulas de
espin 1/2 y cémo influyen estas en la dindmica de una cadena de espines; se analizé paso a paso
el método de Ansatz de Bethe utilizando el Modelo de Heisenberg en su variante XXX hasta el
sector correspondiente al tercer estado excitado; se aplicé el método de Ansatz de Bethe al Modelo
de Heisenberg en su variante XXZ hasta generalizarlo para cualquier sector del hamiltoniano.
Se introdujeron algunas de las aplicaciones de Modelo de Heisenberg que actualmente se estan
estudiando e implementando en desarrollo de nuevas tecnologias; analizamos las transiciones de fase
cudnticas que suceden en una cadena cudntica de espin 1/2 descrita por el Modelo de Heisenberg
XXZ por medio del desarrollo de un programa en entorno Python que simula el comportamiento
de una cadena cudntica de espin 1/2 descrita por el Modelo de Heisenberg XXZ de 8 particulas
y que grafica los diagramas de fase para poder analizar las transiciones de fase cuanticas de la

cadena.
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1 Introduccion

El objetivo general del trabajo es describir el espectro de energia de la cadena cudntica de NV
elementos de espin 1/2 que se encuentra descrita por el Modelo de Heisenberg en su variante XXZ

utilizando el método analitico del Ansatz de Bethe.

El Modelo de Heisenberg XXZ se basa cadena cudntica de N elementos de espin 1/2 , cuyas
interacciones muestran una anisotropia sobre una direccién especifica. Dejando variar la constan-
te de acoplamiento anisotropica inducimos un diferente ordenamiento en el sistema, para poder

caracterizar dos fases: una antiferromagnética y una ferromagnética.

Segin Marder (2011) y Sachdev (2011) el ferromagnetismo es un tépico de extenso estudio en
la fisica de materia condensada. Para poder explicar este fenémeno en estas cadenas de espines,
se puede el utilizar método Ansatz de Bethe, para lo cual se deben comprender ampliamente
los fenédmenos a describir y los métodos propuestos para su solucién. Cabe mencionar que varios
autores, entre ellos Blundell (2011) y Franchini (2016), coinciden en que el método de Ansatz de
Bethe es ampliamente utilizado en la actualidad y que los Modelos que ayuda a resolver tienen
muchas aplicaciones por lo cual es importante conocerlos a profundidad para un fisico que quiere
dedicarse a materia condensada. Son los objetivos especificos de este trabajo describir los espectros
de energia de los hamiltonianos para los Modelos de Heisenberg XXX y XXZ utilizando dicho
método, ya que este permite realizar la tarea enfocdndose en los estados de interés del hamiltoniano,

ya que analizar el espectro completo puede volverse muy complicado.

Segun Yeomans (1992), entre las aplicaciones de dichos Modelos esté el estudio de transiciones
de fase de la materia, que consiste en estudiar el cambio abrupto del estado cuantico de un ma-
terial, descrito con diversos tipos de reticulos, cuya demostracién para el Modelo de Heisenberg
anisotrépico es el objetivo general de este trabajo. Recientemente se sigue utilizando el Modelo de
Heisenberg en el campo de la informacién cuantica, donde sirve como base para estudiar distintas
topologias de propagacién de informacién Nachtergaele, et al (2018). También en el campo de la
computacién cuantica, en el cual se estudian las tareas de procesamiento de informacién que pue-
den realizar sistemas cudnticos y sus circuitos cuanticos; en este contexto se utiliza el Modelo de
Heisenberg para describir el funcionamiento de baja energfa de los mismos, Bellucci, et al (2006),
asi como para describir los posibles algoritmos dentro de un computador cuantico De Raedt, et
al (2016). En el campo de las redes tensoriales, se definen una coleccién de tensores cuyos indices
se encuentran conectados en un patrén de red; estas redes se pueden utilizar para representar

funciones de onda correspondientes a N particulas que al ser representadas matematicamente les



corresponde un espacio vectorial similar al del Modelo de Heisenberg, por lo tanto este mismo es
utilizado como Modelo de juguete para probar distintas formas de extraer informacién de dichos
sistemas, como expone Orus (2014).

Ya hubo trabajos de graduaciéon realizados por estudiantes del departamento de Fisica de la
Universidad Del Valle de Guatemala sobre fisica de materia condensada que se basaron en el
Modelo de Ising, como son los casos del Lic. Rodrigo Castillo y del Lic. José Pablo Linares, ambos
asesorados por el Dr. Alvaro Veliz Osorio. Es mi intencién continuar con el aporte en fisica tedrica
de materia condensada investigando el Modelo de Heisenberg, utilizando el método analitico del
Ansatz de Bethe para su solucién, logrando asi aportar mayor informacién para las siguientes
iteraciones de estudiantes de fisica.

También es importante notar que el premio Nobel de Fisica de 2016 fue otorgado a tres cientifi-
cos que desarrollaron métodos analiticos para resolver una versién del Modelo de Heisenberg que
describe fases de la materia que no se comprendian atin, que tienen como consecuencia efectos tales
como la superconductividad y la super fluidez, esto segin la Royal Swedish Academy of Sciences
(2016).

La descripcion general de este trabajo es la siguiente. El primer capitulo esta dedicado al Modelo
de Heisenberg, en el cual presentaremos los detalles de la interaccién de intercambio como antesala
a la presentacion del Modelo de Heisenberg generalizado, y luego se presentaran sus variantes;
dedicamos una seccién a exponer algunas de las aplicaciones recientes del Modelo. En segundo
lugar se expondra el Modelo de Heisenberg XXX y se le aplicard el método del Ansatz de Bethe,
replicando el resultado original de Bethe y contrastandolo en su primer estado excitado a una
diagonalizacion exacta del hamiltoniano. En tercer lugar se aplicard el Ansatz de Bethe al Modelo
de Heisenberg del tipo XXZ y se describird el espectro de energias del Hamiltoniano asi como la
manera que se pueden construir sus eigenfunciones. Y en cuarto lugar se presentaran los conceptos
de las transiciones de fase cldsicas y de las transiciones de fase cudnticas y se interpretardn los
posibles escenarios en donde los Modelos de Heisenberg resueltos en la segunda y tercera parte
tienen o no transiciones de fase. Los resultados se contrastaran con resultados obtenidos de métodos

computacionales para resolver los mismos Modelos.



2 Objetivos

2.1 General

Describir el espectro de energia de la cadena cudntica de N elementos de espin 1/2 que se
encuentra descrita por el Modelo de Heisenberg en su variante XXZ utilizando el método analitico

del Ansatz de Bethe.

2.2 Especificos

1. Introducir el Modelo de Heisenberg y algunas de sus variantes.

2. Describir las propiedades y la naturaleza de las interacciones entre particulas de espin 1/2 y

como influyen estas en la dindmica de una cadena de espines.

3. Analizar paso a paso el método de Ansatz de Bethe utilizando el Modelo de Heisenberg en

su variante XXX.
4. Aplicar el método de Ansatz de Bethe al Modelo de Heisenberg en su variante XXZ.

5. Introducir algunas de las aplicaciones de Modelo de Heisenberg que actualmente se estan

estudiando y aplicando en desarrollo de nuevas tecnologias.
6. Introducir al lector sobre las transiciones de fase clasicas y las transiciones de fase cuanticas.

7. Desarrollar un programa en entorno Python para modelar el comportamiento de una cadena
cuéntica de espin 1/2 descrita por el Modelo de Heisenberg XXZ de 8 particulas para graficar

diagramas de fase y as{ poder analizarl sus transiciones de fase ctanticas.






3 El Modelo de Heisenberg

3.1. Reticulos cristalinos unidimensionales.

En el instante que pensamos en un cristal, nos viene a la mente de primero un cuarzo, o un
diamante o un grano de sal; no se nos ocurre un trozo de algiin metal, material que también tiene
estructura cristalina; por su maleabilidad, los metales esconden su estructura cristalina porque
pueden ser moldeados macroscépicamente. Segtiin Ashcroft, et al (1976), la verdadera prueba de la
naturaleza cristalina de los metales es a nivel microscépico, encontrando sus iones ordenados en un
arreglo periédico. Las consideraciones geométricas de estos arreglos estan implicitas en el andlisis
de muchos tépicos de la fisica de materia condensada.

Un arreglo periédico regular en el cual se distribuyen los iones o espines, se llama reticulo.
Existen muchos materiales solidos en los cuales sus atomos o moléculas estan ubicadas de una
manera perfectamente espaciada y periddica. Un cristal macroscopico se constituye de repeticiones
de su unidad periédica mas pequena, llamada celda unitaria. Por lo tanto, al trasladarse sobre el
cristal en un ntmero entero del tamano de la celda unitaria, el cristal eventualmente coincide en
s{ mismo. Esta propiedad es fundamental en el Ansatz de Bethe y se llama simetria traslacional.
Los cristales son entonces materiales ordenados que muestran interaccién entre sus constituyentes
tanto a larga distancia como a corta distancia entre ellos. Segiin Goldenfeld (1992), en los Modelos
estudiados en este trabajo, la expresion jja corta distancia;j se refiere al orden de los primeros
vecinos. Dada la periodicidad del reticulo, los estados energéticos dentro del cristal se extienden
y por lo tanto hay libre circulacién de los electrones Ver el ashcroft y forma como calculas los
coeficientes de conductividad.

i Por qué reticulos cristalinos en una dimension? ;Por qué restringirse a un Modelo unidimen-
sional? Consideremos un simple problema con una persona caminando a lo largo de un sendero. El
sendero es visiblemente recto y el desplazamiento se mide en un eje, sea este el eje . Tomando me-
dida del tiempo y del desplazamiento total recorrido se calcula la velocidad promedio de la persona
en la distancia x. Se obtuvo un valor valido del movimiento en una dimensién de una persona que
en realidad es tridimensional. Esa es la idea de los reticulos unidimensionales, que sirvan para des-
cribir fenémenos unidimensionales de objetos tridimensionales. Por ejemplo, N dtomos arreglados
en un reticulo, considerando los electrones de valencia de los mismos para describir el fenémeno
de la conduccién de electrones, que sucede a lo largo de la cadena sobre un eje inicamente, es un
fenémeno unidimensional de atomos que son tridimensionales.

Segun Franchini (2016), considerar los Modelos en espacio de mayor dimensién, como el Modelo



de Ising, pueden proyectarse en Modelos unidimensionales porque presentan las mismas transiciones

de fase.

3.2. El Modelo de Heisenberg y las cadenas de espines.

El Modelo de Heisenberg nace de la mecénica estadistica con el objetivo de estudiar los pun-
tos criticos y las transiciones de fase de sistemas magnéticos, dentro de los cuales los espines son
considerados como objetos cuanticos. Dicho Modelo utiliza el concepto de magnetos atémicos y
de cémo estos se combinan para formar sistemas que tienen propiedades magnéticas macroscopi-
cas. Dado que el momento magnético de un atomo esté estrechamente asociado con su momento
angular o espin, es necesario estudiar los espines para entender el magnetismo macroscépico. A
nivel atémico, las propiedades de los atomos se describen en términos de la mecénica cudntica,
por lo tanto debemos estudiar espines cudnticos y sus interacciones. Analizaremos la naturaleza de
la interaccion de intercambio y distinguiremos la interaccion ferromagnética y antiferromagnética.

Parkinson, et al (2010). El hamiltoniano general del Modelo de Heisenberg es,

N N
H=-J> S,-Su1—h)Y_ S, (3.1)
n=1 n=1

donde J es la constante de acoplamiento para una cadena unidimensional de N elementos repre-
sentados por los operadores de espin S,, sujetos a una condicién de frontera periddica: Sy1 = Sy.
h representa un campo magnético externo que en este trabajo no se considerara.

Parkinson, et al (2010), nos expone que los sistemas cudnticos de espines aparecen cuando
estudiamos el magnetismo. Un magneto muestra ciertas caracteristicas como tener atraccién a
objetos metalicos, porque estd hecho de atomos en los cuales todos o algunos de ellos son magnetos
diminutos en si mismos. Estos magnetos atémicos producen los efectos observados cuando todos o
su mayoria se alinean en la misma direccién de tal forma que el efecto neto es la suma de todos los
magnetos atomicos y entonces es de escala macroscopica. Para que estos magnetos atémicos estén
alineados debe haber una fuerza entre ellos. Una posibilidad es que esta fuerza sea la interaccién
normal entre dipolos magnéticos que tiende a alinear dos de ellos paralela o antiparalelamente, o
bien a algin angulo arbitrario, dependiendo de sus posiciones relativas. Esta es una interaccién
de larga distancia que se extiende varios espacios atémicos del reticulo cristalino. Sin embargo, la
interaccion de dipolo magnético es demasiado débil para explicar el fenémeno del magnetismo a
temperatura ambiente. Si esta fuera la Unica interaccién posible entre los dtomos, el magnetismo
ocurrirfa Uinicamente cerca del cero absoluto, donde dominan las fluctuaciones cuanticas.

Al considerar el planteamiento de Franchini (2016), un reticulo cuya celda unitaria contiene un
espin y que este reticulo forma una fila de celdas unitarias a lo largo de un eje tinicamente. Imagi-
nemos también que este reticulo tiene N celdas unitarias y que las mismas cumplen la condicién de

frontera N + 1 = 1. A este objeto se le llama cadena de espines. Si ademas le damos la propiedad
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de que exista interaccién de intercambio de la forma mostrada en la ecuacién (3.1), tenemos una

cadena de espines de Heisenberg.

Heisenberg Spin Chain

Figura 3.1: Cadena de espines con N = 23.
De estas, 13 se encuentran apuntando hacia arriba y 10 se encuentran apuntando hacia abajo.
Fuente: American Physical Society.

3.2.1. Interaccién de intercambio.

Es un hecho que los materiales de uso préactico tienen sus magnetos atomicos alineados por
medio de una interaccion de intercambio. Basicamente se debe a que las fuerzas eléctricas entre
electrones son mucho mas fuertes que las de origen magnético. Esto explica por qué la interaccién
de intercambio es lo suficientemente poderosa para permitir el magnetismo a escala microscépica
incluso a temperatura ambiente. El tratamiento analitico de la interaccién de intercambio es mucho
mas sencilla que la interaccién dipolo magnético y siendo muy corto alcance, dependiente de una
superposicién de ondas segtin Parkinson, et al (2010).

El momento magnético de un atomo se debe, en parte, al movimiento de los electrones alrededor
del ntcleo. Desde el punto de vista clasico, se pueden imaginar como planetas orbitando alrededor
del Sol. Dado que un electrén tiene carga eléctrica que genera una diminuta corriente alrededor
del ntcleo, la cual a su vez tiene un dipolo magnético asociado a ella. Con excepcién del dtomo de
hidrégeno, todos los demas atomos tienen mas de un electréon y a menudo los dipolos magnéticos
de sus electrones se cancelan, por lo cual algunos de lo dtomos no tienen momento dipolo neto.
Siguiendo la linea de pensamiento clésico, el electrén orbitando el niicleo también tiene un momento
angular, por lo cual esperamos y encontramos que el dipolo magnético de un atomo, donde exista,
estd asociado a un al momento angular del dtomo. El estudio del comportamiento microscopico

de los materiales magnéticos es muchas veces un estudio de como los momentos angulares de los
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dtomos interactian, en vez de los momentos magnéticos de los mismos segin Shankar (1994).

El célculo detallado de la interaccién de intercambio es posible en muchos casos, como apunta

Parkinson, et al (2010). La energfa de la interaccién de intercambio se puede expresar:

donde S; y So son los momentos angulares de cada dtomo. Las negrillas denotan el caracter

vectorial del momento angular.

El caso especial @« = —J, § = 0 se llama interaccién isotrépica de Heisenberg, y es en la que se
enfocard este trabajo y més adelante en la seccién (3.2.8) se explicard el significado que tiene J en
el Modelo. El caso especial « = 0, § = —J se llama interaccién de Ising. En ambos casos si J es
positiva la energia minima se obtiene cuando los vectores de momento angular son paralelos. En
el caso de Heisenberg no existe un eje favorecido para el alineamiento, pero para el caso de Ising
hay un eje preferido como expone Castillo (2015). Si J es negativa la energia minima se obtiene
cuando los vectores de momento angular son antiparalelos. La interaccién de Ising no se presentara

en este trabajo.

Sachdev (2011) explica que cuando una interaccién favorece el alineamiento paralelo de los
atomos magnéticos el resultado es un ferromagneto. El alineamiento alterno resulta en antiferro-
magnetos, los cuales no tienen un momento magnético macroscépico neto. Sin embargo, a nivel
microscépico éstos exhiben propiedades cuanticas mas interesantes, como la contribucién magnéti-

ca a las propiedades térmicas siendo una de ellas el calor especifico.

Si la interaccién no se restringe a los vecinos mas cercanos, o si hay mas de un tipo de atomo
magnético en el arreglo, entonces otros tipos de magnetismo pueden observarse, como apunta
Blundell (2011). El ferrimagneto se caracteriza por tener algunos dtomos alineados en una direccién
y otros en direccion opuesta de tal forma que hay momento magnético macroscépico neto. El
ordenamiento espiral puede también ocurrir, en &tomos que no se alinean en un solo eje, sino que la
direccién rota mientras el observador se mueve a través del material, resultando casi siempre en un
momento magnético macroscépico distinto a cero, segin Parkinson, et al (2010). Los ferrimagnetos

y los magnetos espirales no se presentaran en este trabajo.

Se presentardan sistemas magnéticos de Heisenberg, o bien, variaciones del Modelo de Heisen-
berg. Marder (2011) relata que estos sistemas tendréan dos o méds particulas, donde cada una tiene
un momento angular y un momento magnético asociado, permitiendo el estudio de de ciertos tipos
de materiales magnéticos. Usualmente las particulas magnéticas son dtomos o iones de metales de
transicion como el Mn, Ni o Fe o tierras raras como el Nd o el Ce. La interaccién de intercambio
sucede entre los momentos angulares de las particulas pero, como su momento magnético es propor-

cional al momento angular, superficialmente parece una interaccién entre momentos magnéticos.
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Parkinson, et al (2010) recuerda que en 1925 Heisenberg y en 1926 Schrodinger establecieron
las bases para la mecanica cuantica. El formalismo de Schrodinger plantea que la evolucion de
los sistemas se da en los estados mientras que Heisenberg en los observables, es decir cantidades
medibles. El formalismo de Heisenberg es especialmente til en la descripcién del momento angular.
Para el momento angular orbital de particulas tinicas se puede utilizar el formalismo de Schrodinger,
pero para sistemas con muchas particulas interactuantes es mucho ma&s conveniente utilizar el
formalismo de Heisenberg. De hecho, para el momento angular intrinseco de particulas elementales,
el espin, no es posible obtener una funcién de onda especifica. Para los bariones, como el neutrén
y el protén, esto se debe a que la estructura interna en términos de quarks es complicada y en
muchos casos los mismos quarks tienen espin, mientras que los leptones, tales como los electrones,
se consideran particulas punto, sin estructura interna. La mayor parte del magnetismo observado
en la practica se debe a los electrones, acorde a Baxter (1982). Puede ser asociado con el momento

orbital angular tanto como por el espin. Para un electrén tenemos que,

f=p5J, (3-3)

donde J es el momento magnético total, i es el momento dipolo magnético medido en unidades

de hy 8= % es la unidad elemental de momento magnético asociado con el espin unitario, el

magnetréon de Bohr. La interaccién con el campo magnético es
I=ji B. (3.4)
Ahora nétese que el momento magnético total es,

J=L+S§, (3.5)

donde L es el momento magnético orbital y es S es el momento de espin y que este momento total

estd escrito en una notacién resumida de
J=Lel,+Is®S, (3.6)

donde Iy, es el vector identidad del momento magnético orbital y Ig es el vector identidad del

momento magnético de espin. Entonces, sustituyendo la ecuacién (3.3) en (3.4) tenemos,

I=43-B. (3.7)



Sustituyendo ahora la ecuacién (3.6) en (3.7), se obtiene

I = BLeIL+Is®S)-B

- - - (3.8)
BL®IL)-B+p(Is®S)-B

por lo que se puede decidir ignorar el movimiento orbital de los electrones y tomar en cuenta

tnicamente la interacciéon de espin.

3.2.2. Momento angular intrinseco o espin.

Es necesario conocer los resultados mas importantes sobre el momento angular para poder
estudiar cualquier sistema de espin cuantico, como el Modelo de Heisenberg.

Existen dos tipos de momento angular en la naturaleza, como lo recuerda Parkinson, et al
(2010). El primero que usualmente se estudia es el momento que surge de un movimiento circular
relativo a cierto eje, este se llama momento angular orbital. En mecanica cudntica uno se encuentra
primero con los momentos angulares orbitales cuando se estudian los eigenestados de la ecuacién
de Schrodinger para el atomo de hidrégeno.

Siguiendo el planteamiento de Sakurai, et al (2011), se consideré una particula carente de espin
que estd sujeta a un potencial simétrico esférico. La ecuacion de onda es separable en coordenadas

esféricas y la eigenfuncién de energia puede ser escrita como
<X/| n, l7 m> = Rnl(r)yvl,m(ea (b); (39)

donde el vector posicién x’se escribe en términos de las coordenadas esféricas r, # y ¢ y donde n, I
y m son numeros cuanticos principal, orbital y magnético respectivamente. Nétese que el ntimero
cuantico n puede ser otro, como el nimero cuantico radial para problemas de estados acoplados o
la energia para una onda de particulas libres. Dado que la dependencia angular es comin en todos

los problemas con simetria esférica, podemos aislar esta dependencia y considerar
(@l l,m) =Yi,m(0,9) (3.10)

donde se definine el eigenvector |fi) como de direccién. Desde este punto de vista, explica Sakurai,
et al (2011), Y;.,,(0, ¢) es la amplitud para un estado caracterizado por los nimero cudnticos !
y m que puedan ser encontrados en la direccién de i especificada por 8 y ¢. Ya considerando la

componente angular escribimos

Yim(0,0) = CLm P™(0)™™, (3.11)

donde P/™ son los polinomios de Legendre de grado I y Cj,, es la constante de normalizacién.

Eisberg, et al (1999) relata que, fisicamente, los nimero cudnticos aparecen como consecuencia
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de la separacion de variables de la ecuaciéon de Schrodinger en coordenadas esféricas ya que la
misma contiene 3 variables independientes. En el contexto de un electrén de valencia, el momento
angular del mismo depende del nimero cuantico orbital [ mientras que su energia dependerd de
m si el electréon se coloca en un campo magnético externo. Las partes angulares de la ecuacién de
Schrédinger son también eigenestados de los operadores de momento angular, tal como lo escribe
Parkinson, et al (2010). Para una particula con momento lineal p y vector de posicién r tenemos

que el momento angular orbital es L =r X p y en la mecédnica cudntica tiene la misma forma
L=1xp, (3.12)
donde el sombrero representa que son operadores. Estos operadores tienen la relacién de conmuta-
A R . . N2 N2 N2
cion [L“,Ly} = ihL?. Dado que los Y} ,,, son eigenestados de L* y de L? = (L”) + (Ly) + (LZ)

simultdaneamente implica que es siempre posible hallar estados que sean simultdaneamente eigenes-

tados de dos operadores siempre y cuando conmuten. Sus eigenvalores son
LY = mhYim, (3.13)

L2Y, ., = (1 + 1)E2Yq (3.14)

Otros operadores tutiles son los denominados operadores escalera

Lt = L= +iLy, (3.15)
L= =L*—iLy, (3.16)
De estas definiciones se tiene que
[ﬁ,ﬁ—} = 9KL*, (3.17)
y ademas que
LYYy =0,m=1 (3.18)
Sin embargo si m < [ se tiene
i (£+Yl,m) = (m+ 1) A (L), (3.19)
12 (ﬁnm) =1(I+1)R2 (ﬁnm) . (3.20)

Esto significa que ﬁ*YLm también es eigenestado de L7 y de L2. Tiene el mismo eigenvalor de
L2 que que Y).m, pero un eigenvalor distinto para ﬁz, el cual se incrementa por una unidad de A.

Lt mapea Y; ., a Y] m41, por medio de una constante multiplicativa y por eso se llama operador
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escalera de subida. Similarmente ocurre con L~ el cual mapea a Y, en Y] ,,_1 y que por lo tanto
se llama operador escalera de bajada.

Blundell (2011) recuerda que el segundo tipo de momento angular que ocurre en la naturaleza es
el espin intrinseco de particulas elementales. Esta es una propiedad fundamental de una particula.
Comunmente se piensa que se debe al rotacién interna de una particula, por lo cual es llamado
asi, pero esto no es correcto dado que, por ejemplo, un electrén tiene espin pero se considera
una particula puntual sin estructura interna. El espin tiene la mayor parte de las propiedades del
momento angular orbital, aunque también tiene algunas propiedades especiales. Se denotard por
S en lugar de Le igualmente se utilizaran los operadores Sz y de S§2 con los mismos nimero

cuanticos [ y m tal que

S™|1,m) =mh|l,m), (3.21)
S2|1,m) = I(1 + 1)R2|I,m), (3.22)

el eigenestado de espin |I,m) se comporta como el eigenestado orbital 7 ,,,, pero con dos diferencias

fundamentales
1. |I,m) no tiene una forma explicita, como la tiene Y} ,,, en términos de 6 y ¢
2. [ puede ser un entero puro o un entero mas %, llamado medio entero.

Los valores de m aun difieren por la unidad y todavia toman valores de —I a +I, pero si [ es un
entero mas %, los m toman la misma forma. También existen los operadores ST y S~ que son

andalogos a los operadores orbitales Lt y L- y que comparten las mismas propiedades tales como

S*|l,m)=0,l=m. (3.23)
Y que de forma explicita son
1
St = i(sz +1iSY), (3.24)
_ 1 .
S™ = (8" —isY), (3.25)
mientras que para m < [ se tiene
§ (S+ |z,m>) =(m+1)h (S+ u,m>) : (3.26)
52 (S+ |l,m>) =11+ 1)h2 (ST |I,m)) . (3.27)

También se tienen resultados similares para S~ |1, m).
Para el momento angular orbital de un electréon en un atomo de hidrégeno, pueden haber

estados con diferentes ntimeros cuanticos [, cada uno de los cuales tiene varios posibles valores de
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m. Para el espin el valor de [ es fijo. La unica diferencia entre eigenestados es el valor de m.

En los materiales magnéticos el momento magnético de un atomo podria ser una combinacién
de momento angular orbital y de espin. El momento magnético es una funcién descrita en términos
de factor g de Landé de un dtomo o ion que varia entre 1 (para momento angular puro) y 2 (para
espin puro). De cualquier manera, en este trabajo se dejé que el momento angular tome un valor
fijo de [, que corresponde a una forma de magnitud, y se permitié que varie su orientacion a través
del nimero m. Por esta razdn se hace referencia al momento angular de un 4tomo magnético como
espin utilizando el simbolo S, sin sombrero por referirse siempre a operadores hermiticos de aqui

en adelante. También se tomé el valor de i = 1, en unidades naturales.

3.2.3. Particula dnica de espin %

Para una particula tnica de espin % el valor de [ es % El valor de m puede ser % o) f%, por lo

tanto hay dos eigenestados de S* asi

|l,m) = ’;;>OB—;> (3.28)

En notacién abreviada se pueden escribir estos estados como

1)

-

Estos dos eigenestados forman un conjunto completo para una particula de espin % por lo que un

estado arbitrario puede escribirse

Y=oal|l+)+5|-). (3.31)

Los estados estan normalizados y son ortogonales dado que
) =(1-)=1 (3.32)

(=) =(=[+)=0. (3.33)

Al aplicar los operadores de espin a los eigenestados |+) y |—), se tiene

S ) = 31
' -) = —44)
Stl+) = 0 = S|4 (3.34)
St=) = 1)
STl o= =)



3.2.4. Dos particulas interactuantes con espin %

Cuando particulas con espin interactian entre si, nuevos fenémenos ocurren tales como el

ferromagnetismo y el antiferromagnetismo.

El tratamiento cuantico de estos sistemas involucra una cantidad considerable de mateméati-
ca, segin Delcompare (2017), y en este trabajo se presenta uno de los métodos analiticos mas
utilizados, el Ansatz de Bethe, asi como el método de diagonalizacién exacta. Estos resultados
se contrastaran con resultados obtenidos de métodos computacionales para resolver los mismos

Modelos.

Ahora suponiendo que se tienen dos atomos Unicamente, cada uno con espin %, sujetos a una

interaccion isotrépica de intercambio J, llamada interaccién de Heisenberg. El hamiltoniano es
H=JS;-S,, (3.35)
El tratamiento tradicional involucra considerar el Angulo entre los espines dado que
S1-Sy = 5155 cosb, (3.36)

Como ambos, S; y S3 son iguales a % , la energia es

1
E= ZJ cos 6. (3.37)
Dado que —1 < cosf < 1 son posibles cualesquiera valores de energia entre +%J y f%J . La
mecdanica cudntica trata de encontrar todos los eigenestados del sistema. Primero se escribe un

conjunto ortonormal completo de los estados del sistema y luego se escribe H en forma matricial,

utilizando como base los estados ortonormales, para diagonalizar y encontrar los eigenestados.

Usando el subscripto 1 para la primer particula, una base para esta consiste en los dos
eigenestados de 87, |[+); y |—);. De manera similar |[+), y |—), forman una base para la segunda

particula. Entonces una base para el par es

{l++) . =) =), =)}, (3.38)

donde |++) significa que se tienen [+); X |+), y de manera similar para los demds estados

acoplados. Por lo tanto H tendra dimension 4 x 4 en su forma matricial. Es de utilidad trabajar
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con el hamiltoniano (3.58) utilizando las ecuaciones (3.24) y (3.25), asi

H = JSi-S:
= J(S¥S% + SYSY + S7S3) (3.39)
= J($S7S; + §S7S7 +8783)

Al considerar el efecto de del hamiltoniano (3.39) sobre la base (3.38) y recordando que todos los
operadores correspondientes a diferentes a&tomos conmutan y que los operadores con subscripto n
actian unicamente sobre el n d&tomo y que este operador no afecta el siguiente atomo. Primero se

consider6 el actuar de S§S3 sobre cada estado base

SiSil++) = z-3l+H) = 1l
SiS5|l+-) = —i|+-
) = ) 10
Sissl—+) = |-+
sisil--) = i)
Ahora, al considerar la aplicacién de S7'S; y ST S5 operando en cada eigenestado
STS;|++) = 0
STS; [+-) = 0
SISy |-+) = +-)
SiS; |-—) = 0 (3.41)
SISy |++) = 0
STSy |+—) = |-+
Si8S|-+) = S$;8{|-—-)=0

Se utiliz6 este resultado junto al hamiltoniano resultante de la ecuacién (3.39) para obtener

Hl++) = 3J]++)
Hl+-) = —3J+-)+1J]-+
o) = B 1)
Hl=t) = —1J|=4) + 47 +-)
Hl-=) = 3J1--)
En forma matricial se conforman las filas con cada uno de los eigenestados asi
1 0 0 0 [4++)
0o -2 % o0 +-—
H = J 14 21 +=) , (3.43)
o0 0 1) I
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Los eigenvalores se obtienen resolviendo, omitiendo J,

i—-FE 0 0 0
0 -i-FE 1 0
4 2 = 0 (3.44)
0 : -1-E 0
0 0 0 % —-F
con lo que obtenemos
1 1
_1_p 1
G- | T = 0
2 -1 F
) ) (3.45)
G-57 [G+8) -1 =0
1 2 1 21 1 2 1
G-87 [G+Ef 3] [Gm)'-3] = o
lo que resulta en, F = i, %, %, —%. Restaurando a J, los eigenvalores son E = J/4 tres veces y
E = —3J/4. El eigenvalor mayor es J/4 que concuerda con la teorfa cldsica, pero el eigenvalor

minimo E = J/4 es resultado de un efecto cuantico. Dado que tres de los eigenvalores son
degenerados, se pueden escoger sus correspondientes eigenestadoes de manera arbitraria. Por

ejemplo, se pueden tomar asi

1 0 0 0
0 L 0 L
P = , Yo = \{5 , Y3 = , g = ‘/51 ) (3.46)
0 1 0 -1
0 0 1 0

y de esta forma los primeros 3 resultan con eigenvalor £ = J/4 mientras que el dltimo resulta con

eigenvalor F = —3.J/4. Ver tabla 3.1.

3.2.5. Conmutadores y niimeros cuanticos.

Las relaciones de conmutacién entre los operadores ST, S=, S y SY son ttiles para el algebra

de las cadenas de espines. Se usaron las definiciones (3.24) y (3.25) para obtener

[8*,87] =87, (3.47)
[$*,87] = -8, (3.48)
[S™,8T] = —287. (3.49)
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También se puede definir que para el sistema de espines interactuantes el operador espin total,
S% =87+ S5, (3.50)
que representa la componente z del momento angular total del sistema. Nétese que
[ST,8183] =0, (3.51)
porque solamente S§ y S3 participan en las operaciones. Ahora considérese,

[S7.81S; ]

[S1,S1S5] + [S5.878S;]
[S7,87]S; +S7[S5,8;]
STS; +Sf (-S;)

= 0

, (3.52)

y de forma similar [S%,S7 S| = 0. Esto implica que el espin total S7, conmuta con cada término
del hamiltoniano (3.39), por lo tanto se puede afirmar que SZ% es un buen nimero cuantico.

Aplicdndolo a los estados base se tiene

Sil++) = (G+3)++H = [+

Stl—) = (G-3)l+=) = 0 (353)
S5 |—+) = 0

Stl=——) = —[-)

De esta manera los eigenestados 11, 12, 3 v 14 mostrados en la ecuacién (3.46) de la subseccién

(3.2.4) tienen propiedades tales que

S%Y1 =1, ST =0, STz =—v3 ST, =0 (3.54)

Donde 7 y 14 tienen eigenvalor de S% igual a 0 mientras que 9 tiene eigenvalor igual a 1 y 3
tiene eigenvalor igual a —1. Existe otra propiedad del intercambio de Heisenberg. El hamiltoniano
es isotrépico y no distingue entre x, y y 2z, dado que [S%,H] = 0 entonces también [S%, H] =0y

[SY., ] = 0.

Como se menciona en la subseccién (3.1), si dos operadores conmutan es posible encontrar
eigenestados comunes para ambos operadores. Dado que [S%., SZ.] # 0 se pueden hallar eigenestados
de H y también de S% como se ha mostrado en esta subseccién y asi se podrin encontrar otros
estados que sean eigenestados de H y también de S7.. Sin embargo no es posible encontrar estados

que sean eigenestados de S% y de S%. simultaneamente ya que estos operadores no conmutan. El
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momento angular total estd dado por

St = S;1+8Ss5 (3.55)

y entonces

S2 = (S1+8,)°=8%+S4+855 . (3.56)

Como H conmuta con todas las componentes S%., entonces [S?p, ’H] = 0, o sea que ‘H conmuta con
S2.. Los eigenestados (3.46) son simultdneamente eigenestados de H, SZ y de S2.. Los eigenvalores

correspondientes al operador S% estdn dados por

St = 24
Sty: = W (3.57)
St = 2
S2yy, = 0

Por ejemplo en S2.4; = [(I + 1)t1 [ debe ser igual a 1, se tiene que el niimero cudntico momento

angular total [ = 1. Similarmente el estado 14 tiene nimero cuantico momento angular igual a 0.

3.2.6. La interpretacion fisica de la interaccién de Heisenberg para dos
particulas con espin %

Si se combinan dos atomos con espin % podemos formar una configuracién con espin 1 o una

configuracién con espin 0, como lo muestran los eigenvalores (3.57) del espin total SZ. La configu-

racion con espin total 1 puede tener 3 posibles orientaciones, que son los valores del componente

z del espin.

Cuadro 3.1: Resumen de estados de un sistema de dos particulas
con espin % entrelazadas con la interaccion de Heisenberg.

Estado  Forma Explicita  Configuracion Sy S% E

(G [++) 0 11 J/4
v (=) =) —— 10  J/4
Y3 =) H 1 -1 J/4
e (=) = [=+) T 0 0 -3J/4

Fuente: Parkinson, et al (2010).

Se llama a 11, 12 v 13 estados triplete mientras que 4 es un estado tunico. Los estados triplete
tienen dos espines paralelos cada uno y a este tipo de configuracion se le llama ferromagnética
dado que los momentos magnéticos seran paralelos también. El estado tinico es de configuracién
cero espin, con sus espines arreglados antiparalelamente, se llama antiferromagnética.

De aqui se entiende que si J es positiva entonces el estado fundamental es antiferromagnético,

pero si J es negativa entonces el estado base es ferromagnético, tal como se definié definido en la
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seccién 3.2.

3.2.7. Arreglo infinito de espines

Un cristal magnético estd constituido por N de &tomos magnéticos arreglados en reticulos
regulares. Cada atomo tiene un espin y su momento magnético asociado. Si los espines, y por
consecuencia, los momentos magnéticos estan alineados en la misma direccién tenemos un ferro-
magneto con un momento magnético neto grande. Existen otras posibles configuraciones en la
ausencia de campo magnético: Desordenadas con un arreglo aleatorio de espines que constituyen
un paramagneto y las que alternan la orientacion de los espines hacia arriba y hacia abajo que
constituyen un antiferromagneto Blundell (2011).

El caso més importante es el llamado limite termodindmico el cual implica tomar el limite
N — o00. A cualquier temperatura distinta de cero, las fluctuaciones térmicas tenderan a reducir el
alineamiento perfecto de un ferromagneto o de un antiferromagneto, aunque podria atin haber un
alineamiento neto hasta alguna temperatura critica T¢ arriba de la cual el sistema entra en una
fase paramagnética. Esta temperatura critica también es llamada temperatura de Curie para un

ferromagneto y temperatura de Néel para un antiferromagneto.

Ferromagnet
(5%

(M%)

Tc

Figura 3.2: Magnetizacion y espin total vs. Temperatura de un ferromagneto.
Fuente: Parkinson, et al (2010).

Notese que la interaccion de intercambio es de muy corta distancia. Una simple aproximacion,
que resulta ser precisa para muchos cristales, consiste en asumir que solo los vecinos mas cercanos

en el reticulo interactian. Existen tres arreglos bésicos fundamentales

1. Cubo simple de espines. A interactia con B, C y D pero no con E o F, como se muestra en

la Figura 3.3
2. Cuadrado de espines. A interactiia con B pero no con C.

3. Cadena de espines. A interactia con B pero no con C.
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/D
A B

Figura 3.8: Cubo de espines.
Fuente: Parkinson, et al (2010).

Figura 3.4: Cuadrado de espines.
Fuente: Parkinson, et al (2010).

Las diferencias entre el comportamiento clasico y cudntico son méas marcadas para valores bajos

de espin y para bajas dimensiones.

3.2.8. Definicién del modelo de Heisenberg.

El hamiltoniano del sistema es

H

J[Sl~SQ+Sz~S3+...+SN~Sl]

N , (3.58)
= J) Sn-Sn
n=1
el cual se puede reescribir, generalizando la ecuacién (3.39) para N particulas,
1
=03 | 5858 0+ 1870 + 838t (3.59)
n=1

Las cadenas de espines pueden realizarse de manera aproximada en cristales, si la estructura
cristalina es tal que mantiene a las cadenas razonablemente apartadas entre si. La anisotropia iénica

del cristal determina si los momentos magnéticos se comportan como espines de Ising (D = 1),
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Figura 8.5: Cadena de espines.
Fuente: Parkinson, et al (2010).

como espines XY (D = 2) o como espines de Heisenberg (D = 3), donde D denota la cantidad
de dimensiones del espacio de espin. Por ejemplo, los cristales de triflourato de potasio KCuFs3,
se comportan como cadenas unidimensionales de espines de Heisenberg. En el presente trabajo se

consideré el espin de electrones interactuantes, que son fermiones con espin %Yeomans (1992).

El producto tensorial para dos matrices A y B es:

AllB e AlnB
(A®B)?172 =A%IB77 = A

/
10
0,0, o, Oy 103

B (3.60)

0'20'; = : T )

AmpB - AnB
considérese una cadena con N celdas unitarias de un reticulo. Introducimos los operadores de Pauli
dentro del reticulo

S2=1®..9198°91®...81, (3.61)

que de forma explicita se escribe

(S2)at on =(8% 0016

4 ’ ) ’ § ’ .0 o
10N n% o Tn—197,_ 104195, 1 NN

(3.62)

Regresando a la ecuacién 3.61, consideremos el producto de dos matrices, cada una representado

diferentes sitios

S8 =1®..02198"91®..08"°21®...01, (3.63)

donde la matrices S® y S# situadas en el lado derecho de la ecuacién 3.63. Rectierdese que las
matrices S y S” son de dimensién 2%V x 2V y que para este tipo de matrices el producto ordinario
de 2 de ellas estd dado por el producto directo de N matrices de 2 x 2. Por esta razon, se debe
realizar el producto matricial de las matrices 2 x 2 en cada uno de los sitios correspondientes a
n=1,2,...,N para luego obtener una matriz de dimensién 2V x 2V que corresponde al producto

tensorial de las otras matrices Samaj (2015).

El operador S¢ representa el n espin de la cadena de N espines. Usando las matrices de Pauli

se introduceb los operadores espin:

21



ST = o = ,
10
0 —1

Y = g¥ = ,
i 0
1 0

S* = ¢ = ,
0 -1

donde las matrices de Pauli tienen las siguientes propiedades con respecto al producto

(UG)Q =1,

o 0P = i€apy0 7, 0 # 3,

siendo €, es el tensor antisimétrico. Como consecuencia, se tiene,

[, 05] = 2ieqp,S7,

mientras que el anticonmutador es,

{cra,o'ﬁ} = 2048,

Es de utilidad presentar también los eigenestados de S* que forman una base,

0
S*|+) = |+),[+) = ST =—1=) =) = nE

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

donde los vectores |+) y |—) representan los estados espin 1 y espin | respectivamente. Es ttil

trabajar con los operadores intercambio mostrados en la seccién anterior en la ecuaciones (3.24) y

(3.25), aunque ahora se presentan también como matrices

1 0
St = —(S" +iSY) = ,
2 0 0

1 . 0 0
S™=-(S"—-i8Y) = )
2
estos actiian sobre los vectores |+) asf,

St[+)=87|-)=0;8T |4+) = [+),87 [+) = |-),

22

(3.70)

(3.71)

(3.72)



La aplicacién de los operadores descritos en (3.70) y (3.71) sobre los vectores base |01, 03,...,0n)

se lista en el Cuadro 3.2.

Cuadro 3.2: Reglas de aplicacion de los operadores intercambio

sobre los vectores base |o1,02,...,0N), con on =+, —.
D) | =)
S 0 |+
S lemd 0
S Sl..4+..) —5]..—..)

Se considera el conmutador de los operadores ST y S~ vy la regla de conmutacién de las matrices

de Pauli (3.67), se tiene,

[8*,87]

StS~ - S-S+
1(S% 4 iSV)1 (8% —iSY) — 1(S” — iSY) (S +iSY)
il

STST — iSTSY 4+ iSYST + S¥SY] — 1 [STST 4 iSTSY — jSVST 4 SVSY] 573)

—Li(SvS® — iS7SY) + L (Se8v — SvST)
28%

denotando un operador que esta actuando sobre la n particula de la cadena de espines, agregandole

un subindice n, por ejemplo Sf.

Luego de darles posicién en la cadena, notese que emergen las siguientes propiedades

[sg, sg;} =0,n#m, (3.74)
[SZ,S%5] = £SF60m (3.75)
[S}, 8] = 2SZ6,m (3.76)
(S5, S0] = dumeas,S) (3.77)

donde se toma i = 1, 6y, es el simbolo delta de Dirac y eng es el tensor antisimétrico.

El espacio de Hilbert correspondiente a la matriz (3.63) es V1 ®@ Vo ®...® Vy con V,, isomorfo

a CxC2. Cuando se tienen N espacios de Hilbert, como en este caso, se llama un espacio de Fock.

Elegiremos como base para cada uno de los vectores 2 x 1 V,, los vectores ortonormales |+), que

representa el espin hacia arriba, y e~ que representa el espin hacia abajo, ambos definidos en

la ecuacién (3.64). La base vectorial de los operadores de Pauli se genera por todos los posibles

2N productos tensoriales de estos vectores 2 x 1 en la cadena. A partir de ahora se adoptars la

convencién donde un vector base |nq, na, ..., ny) corresponde al producto tensorial de M vectores
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|—) puestos en cierto orden en la cadena,

ny <ng <... <ny, (3.78)

y por (N — M) vectores |+) en los sitios restantes,

In1,ne,...,np) = |H)® .. H) Q)R [+H)R...0 | H®|-)®...0 |+), (3.79)

donde los n; corresponden a los espacios en el reticulo donde se tiene un vector |—). Se puede

reecribir nuestro vector en términos de los operadores intercambio asi,

Ini,na,...,nn) =8, S, ...S,. [0), (3.80)

nm

donde |0) es el producto tensor de N vectores |+). Dado que el niimero total de estos vectores

ortogonales es 2V, estos forman una base completa para el espacio 2V dimensional de Fock, es

decir que la dimensién de un espacio vectorial es la dimensién del producto de las vectores

En 1926 tanto Heisenberg como Dirac mostraron que se puede escribir un hamiltoniano para
dos electrones en interaccién mutua, que actiia tinicamente sobre los grados de libertad del espin
Marder (2011).

7_[n,nJrl = _JSn : Sn+1, (381)

donde J representa la constante de acoplamiento que rige la escala de energia de intercambio entre
las dos particulas interactuantes (que en este caso son fermiones con espin %) S; y S; representan

el espin total de las particulas, o bien,

Sn = (S5,8%,87), (3.82)

Sn-f-l = (warlv ng-&-h S’fL+1)’ (3'83)

por lo que el producto interno de dos vectores de espin S; y S; que corresponden a dos particulas
es,
1 _ _
Sy Sni1=8780,1 +81SH + 8780 = i(Sian +8,80,) + 8585 (3.84)

En el hamiltoniano de una cadena de espines, se debe tomar en cuenta las interacciones de particulas
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adyacentes,

N
H=-> JS, Su (3.85)
n=1

donde n representa que la suma va sobre los pares interactuantes y J es la constante de acopla-
miento entre los espines. Tomando en cuenta la interaccién entre N particulas, la ecuacién (3.85)

puede escribirse asi,

N
H=> Hunt1, (3.86)
n=1

para denotar la suma de los hamiltonianos que representan a IN particulas interactuando con sus
vecinos mas cercanos. Ahora, es sumamente importante considerar las condiciones de frontera de
la cadena de espines relacionada con esta ecuacion. En este modelo nos interesa que la cadena
de espines sea cerrada, como se muestra en la Figura (3.1). Por lo siguiente se debe considerar la
interaccion con la N particula con la primer particula. La representacion matematica de esta idea

puede expresarse como
N-1

H=> Hune1+Hna (3.87)

n=1
Esto implica que en la cadena de espines representada por el modelo de Heisenberg, los extremos
de la cadena se unen de manera que la posiciéon N sea el vecino més cercano de la posiciéon N — 1

asi como del electrén de la primera posicién dentro del reticulo.

3.3. Variaciones del modelo de Heisenberg

El modelo de Heisenberg fue introducido en 1928 y fue discutido en detalle como un modelo
del ferromagnetismo por Van Vleck en su libro de 1932 . Este modelo describe razonablemen-
te las propiedades de algunos aislantes magnéticos, como el monosulfuro de europio EuS, y nos
provee un hamiltoniano microscépico que describe la interaccién entre electrones que origina el
ferromagnetismo Yeomans (1992).

En el modelo de Heisenberg se supone que, cuando una coleccion grande de iones magnéticos se
coloca en un reticulo, la ecuacién (3.85) describe la energia del sistema. Sustituyendo la ecuacién

(3.84) en (3.85) se obtiene,

n

M=

N
J 2 : J QT zQz
o= _5 Sn . Sn+1 = _5 [Sns +1 + stz+1 + Snsn+1] ) (388)
n=1

n=1
cambiando ¢ por n y j por n+1 para plasmar en la ecuaciéon el hecho que se consideran las
interacciones entre primeros vecinos, y considerando una constante de acoplamiento J, para cada

dimensioén del espacio de espin, se reescribe,

N
S [JeSESE,, + J,SUSY,, + J.SESE, ], (3.89)

n=1

H=—

|~
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donde la periodicidad de la cadena de espines se asegura definiendo S¥;,; = S{'. La ecuacién (3.89)
es la forma general del hamiltoniano correspondiente a una cadena de espines segtin el modelo de
Heisenberg. Samaj (2015)

Existen cinco combinaciones tradicionales del modelo de Heisenberg, determinadas por las

posibilidades de las constantes de acoplamiento Samaj (2015):

v Jp =Jy, =J, = J, corresponden al modelo isotrépico de Heisenberg, denominado XXX, re-
suelto en 1931 por Bethe a través del método Ansatz de Bethe Bethe (2011). El hamiltoniano

correspondiente a esta versién es,

N N
_JZ szs;ﬁz-ﬂ + SZSZH +S3.S7 n+1 = Z { Sn S:L+1 +S, Sn+1) +S7S5, n+l| o
" " (3.90)
Existen dos soluciones para este modelo: La primera encontrada por el mismo Bethe, implica
tener J, = J, = J, = J > 0 y se denomina como cadena isotrdépica de Heisenberg XXX. La
segunda encontrada por Hulthén en 1938 corresponde a tener J, = J, = J, = J <0y se

denomina cadena antiferromagnética de Heisenberg XXX.

v J=J,=Jy,J. #0, corresponde al modelo XXZ de Heisenberg, su hamiltoniano es,

N
Z (SZSE, | +8YSY, )+ J.828%, ], (3.91)

l\J\H

donde J, es la constante de acoplamiento para el eje z del espacio de espin, mientras que J

es la constante de acoplamiento para el eje x y para el eje y también del espacio de espin.

v Jp # Jy # Js, corresponde al modelo XYZ de Heisenberg. El hamiltoniano correspondiente

a esta version es el que aparece en la ecuacién (3.89).

» J=J, =Jy,,J., =0, corresponden al modelo XX. El hamiltoniano correspondiente a esta

versién es,

N
1 xr xr 1
H:—§J§ [SESh . +8YsY ], (3.92)

v Jp #Jy,J, =0, corresponden al modelo XY. El hamiltoniano correspondiente a esta versién

es,El

N

1 rQT Yy

-5 > [T.SEst,, + J,8u8Y ] (3.93)
n=1

3.4. Diagonalizacién para un reticulo con dos sitios
Es claro que no son de gran interés los sistemas con 2, 3 o 4 particulas, sino sistemas de N

particulas, por lo cual se mostrara en esta secciéon dénde radica el problema de la diagonalizacién y
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por qué se debe recurrir al Ansatz de Bethe para describir el espectro de energias del Hamiltoniano
(3.85) en cualesquiera de sus distintas formas de manera analitica. Se trabajard con el modelo de
Heisenberg XXX utilizado en la seccién anterior y se realizard la diagonalizacién exacta para 2
particulas. Se utilizaran los operadores de cambio de espin S~ y S de las ecuaciones (3.71) y
(3.70), asf como el operador S* de la ecuacién , en la linea de pensamiento de Delcompare (2017),

utilizando el hamiltoniano (3.90) y sustituyendo en (3.84) i =ny j =n+ 1, se escribe,

Hxxx = —JY N [SESt,, +SySy , +S:87,]
N , (3.94)
= _JZ [5(S5S, 1 +8,S5.1) +S:S; 4]
n=1
Para 2 particulas se puede escribir,
2
Hxxx2 = _JZ [3(S¥Shi1 +S,S0,1) + 858741
et (3.95)
= —J{[5(S{S; +5153) +5i83] +[5 (S5S; +8;87) +58i] } '
= —J{S{S5+S5S; +1(SfS; +S1S5 +S5S; +S;87)}
En forma matricial se escribe,
—J/4 0 0 0
0 J/4 =J/2 0
Hxxxs = . (3.96)
0 —-J/2 J/4 0
0 0 0 —J/4

Para diagonalizar el hamiltoniano, y asi poder describir el espectro de energia del sistema, con-
sidérese el problema

Hxxx2 ) = Ey).
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Los eigenestados estan dados por,

1
) = 0 _ 1 @ 1 - 1 @ 1 7
0 0 0 0 0
0
0
1 1 L 1 0 0 1
|¢2>:ﬁlz W0®1+1®07
0
0
1 1 1
S “150®(1)_(1)®0’
0
0
0 0 0
tha) = = ®
0 1 1
1
(3.97)
En este caso, los tres primeros estados son degenerados y tienen energia F = —.J/4 y el cuarto
estado tiene energia F = —3J/4, el cudl es mucho menor y se debe a un efecto cudntico. En
notacién de Dirac, estos estado pueden escribirse como
1) = |++),
o) = 5 l(+) +(+-)) (3.98)
W) = I |(+-)-(+)
e

Recuérdese que el sistema se encuentra a cero absoluto por lo tanto es de notar que pueda tener
22 = 4 estados distintos representables en una matriz de dimensién 22 x 22; adicionalmente tiene

dos niveles de energia.

3.5. Aplicaciones recientes del modelo de Heisenberg

El modelo de Heisenberg con todas sus variaciones sigue siendo aplicado a numerosas teorias
que forman la base de tecnologias de vanguardia. En esta seccién se muestran algunas de las
corrientes mas recientes de la fisica que siguen utilizando dicho modelo.

Los estudios que se han realizado con el modelo de Heisenberg han permitido que se conozcan

muchas de sus caracteristicas de modo que, aunque aun se siguen buscando més aplicaciones el
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modelo sirve de jjmodelo de juguete para probar varias aplicaciones.
En esta seccién se presentan tres aplicaciones generales sin profundizar dado cada una de ellas

es un campo completo de la fisica de materia condensada.

3.5.1. Informacién cuantica

Una parte importante del andlisis de la informacién cuantica es la velocidad de propagacion
de la informacién. El limite superior de la velocidad de propagacién de la informacién en sistemas
cudnticos no relativistas se llama Limite de Lieb-Robinson Lieb, et al (1971).

El modelo de Heisenberg es uno de los modelos representativos de una clase de modelos cuanticos
de red y muchas veces es usado como punto de partida para estudiar algunas generalizaciones o en
distintas topologias, segiin Nachtergaele, et al (2018).

Como nos menciona Cubitt, et al (2017), es de sumo interés la simulacién cudntica. Muchos
modelos de redes se pueden realizar en simuladores cuanticos, para los cuales existen categorias
para determinar las clases de universalidad de los modelos que permiten establecer los protocolos
de correccién de error que deben usarse.

De forma experimental, algunas de las simulaciones del transporte de informacién en cadenas de
espines con alguna de las variantes del modelo de Heisenberg también se realizan con técnicas como
RMN (Resonancia Magnética Nuclear) Cappellaro, et al (2017). También se hacen simulaciones
con modelos de Heisenberg antiferromagnéticas para cristales simples probando distintos métodos

como el de Monte Carlo cudntico, protocolos de percolacién, etc. Vajk, et al (2013).

3.5.2. Computacién cuantica

La computacién cudntica es el estudio de las tareas de procesamiento de informacion que
pueden lograrse utilizando sistemas cudnticos. Es un campo cientifico interdisciplinario, engloba
la fisica de materia condensada, la ciencia de la computacion y la informatica. El desarrollo de la
computacion clésica se puede parametrizar por medio de la ley de Moore, la cual ha permanecido
valida desde que fue formulada y expresa que la capacidad de procesamiento de las computadoras
basadas en transistores se duplicard cada dos anos sin incremento de costo. Tomando esto en
cuenta y recordando que, segun la tesis de Church- Turing, cualquier proceso algoritmico puede
simularse eficientemente usando una maquina de Turing, sucede que las computadoras clasicas
solamente pueden simular la computadoras cudnticas de manera muy ineficiente, sugiriendo que
las computadoras cuanticas ofrecen una ventaja en velocidad de procesamiento notable, por lo cual
son atractivas de desarrollarse como indicé Nielsen, et al (2011).

En 1985 David Deutsch quiso encontrar una teoria fisica que respaldara el tesis de Church-
Turing. El traté de definir un aparato computacional que pudiera simular un sistema fisico arbi-
trario, lo cual lo llevé a desarrollar sus ideas a partir de la mecénica cudntica. Los aparatos que
ide6 son analogos cuanticos de las maquinas de Turing. El probé que las computadoras cudnticas

pueden tener mayor poder de procesamiento que las clasicas como también indicé Nielsen, et al
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(2011).

Con respecto al campo de la informadtica, en las aplicaciones clasicas se utilizan multiples
redes de muchos canales de comunicacion entre muchas computadoras, lo cual se encuentra muy
desarrollado hoy en dia, siendo el ejemplo la world wide web. Aunque se han encontrado resultados
importantes en la teoria de la informacion cuantica recientemente, no existe una teoria unificada
de informacion cuantica de redes, utilizando canales cuanticos de informacién basados en cubits,

los andlogos cudnticos de los conocidisimos bits Nielsen, et al (2011).

Un cibit tiene cierto estado, 0 o 1 como lo tienen los bits normales, siendo sus estados normales
|0) o |1), con la diferencia que los ciibits pueden tener otros estados ademds de estos e incluso una

combinacién lineal de estados,

) = |0) + 1), (3.99)

donde « y 8 son nimero complejos. Dicho de otra forma, los estados ciibit son vectores en un espacio
vectorial complejo de dos dimensiones. Los estados |0) y |1) se llaman estados computacionales
base y forman una base ortonormal para dicho espacio vectorial como también apunta Nielsen, et al
(2011). Cualquier persona que ha estudiado mecanica cudntica sabe que no se puede examinar un
cubit para obtener los valores de a y 8 para determinar el estado exacto de la funcién de la ecuacién
3.99. La propiedad de inobservable de un cibit y las observaciones que podemos realizar yacen en
el corazén de la computacién y de la informacién cudnticas. Se debe notar que las computadoras

clésicas evalian en el estado exacto de los bits constantemente Nielsen, et al (2011).

Los circuitos superconductores, basados en las uniones de Josephson, permiten ficilmente ela-
borar distintas configuraciones permitiendo disenar unidades béasicas que se pueden combinar en
distintos arreglos. Una forma de explicar su comportamiento de baja energia es mediante una

cadena de Heisenberg efectiva Bellucci, et al (2016).

Las computadoras cuanticas atin no son comprendidas a totalidad aunque desde hace algunos
anos se vienen estudiando distintos problemas en los que se podrian poner a prueba. También se
estudian las caracteristicas de los dispositivos que podrian realizar el procesamiento. El modelo de
Heisenberg se usa para caracterizar el confinamiento de cubits acoplados usando una cadena de
espines 1/2 anisotrépica de Heisenberg, construyendo una secuencia ligada de energia por sitios
en un reticulo que resulta en el confinamiento de particulas en sitios individuales Dykman, et al

(2005).

Dado que el modelo de Heisenberg en sus distintas variantes es usado en el campo de la mecéni-
ca estadistica, se han descrito algoritmos para estudiar la implementacién para el caso que sea
necesario definir una mecanica cuantica estadistica que pueda llevarse a término dentro de una

computadora cudntica De Raedt, et al (2016).
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3.5.3. Redes tensoriales (TIN)

Como relata Oris (2014), las redes tensoriales, conocidas en inglés como Tensor Networks
y referidas de ahora en adelante por sus siglas en inglés (TN), se definen como una coleccién de
tensores cuyos indices se conectan conforme a un patrén de red. Se pueden utilizar para representar
funciones de onda correspondientes a N particulas que representadas de otra manera les correspon-
derfa un espacio de Hilbert exponencialmente grande, como es el caso del modelo de Heisenberg.
Esta representacion se basa en la estructura del entrelazamiento cuantico.

La representacién en TN es la base para muchos métodos de simulacién que se basan en el
grupo de Renormalizacién de la matriz densidad (DMRG) originalmente desarrollado por S. R.

White en 1992.Delcompare (2017).

Figura 3.6: Ejemplo de un estado cudntico de 9 grados de libertad.

Posibles configuraciones: (a) Un estado cudntico |¥) para nueve grados de libertad locales, o sea,
para nueve espines. Este es descompuesto como (b) una red tensorial arbitraria, (¢) un estado
producto matricial unidimensional (MPS) y (d) un estado proyectado de pares entrelazados
bidimensional PEPS.

Fuente: Orus (2014).

Las TN son representaciones de estados cudnticos de multiples particulas que se basan en la es-
tructura local de entrelazamiento. De cierto modo se puede decir que utilizamos el entrelazamiento
para construir la funcién de onda para el sistema. Témese como ejemplo un sistema cudntico con

N particulas de espin 1/2 cuyos eigenestados se pueden escribir de la forma,

N
) =" Chln). (3.100)

Se puede describir cualquier funcién de onda del sistema, de manera ineficiente, en términos de
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2NV coeficientes complejos C,, mientras escojamos una base individual |n) para los espines n =
1,2, ..., N. Siguiendo el planteamiento de Ords (2014), estos coeficientes se pueden entender como
elementos de un tensor C' con N indices, donde cada uno de los indices puede tomar dos valores, por
ejemplo, espin arriba o espin abajo. Para reducir la complejidad en la representacién del estado, se
puede reemplazar el tensor C por una red de tensores de menor rango interconectados, donde cada
uno de ellos tiene una cantidad pequeiia de coeficientes, como se muestra en la Figura (3.6). En esta
figura se han representado los tensores con formas y los indices con lineas. Se han representado los
indices comunes entre los tensores sobre los cuales hay una suma sobre todos sus posibles valores
con lineas que van de una forma hacia otra, representado los indices que conecta a tensores con
tensores.

Se puede pensar en las TN como descomponer el estado cuantico en bloques fundamentales
similares al ADN, llamados tensores con menos pardametros. Los tensores de menor rango son el
ADN de la funcién de onda, en el sentido que todas las propiedades del estado cudntico de IV
particulas puede leerse de los de menor rango individualmente. Esta construccién es lo que se
llama red tensorial Oris (2014).

El modelo de Heisenberg se utiliza dentro de las redes tensoriales para representar estados
cuanticos conocidos y asi poder extraer informacién intrinseca de los sistemas cudnticos como parte
de una red tensorial y también para comparar los resultados de métodos alternativos aplicados a
los mismo sistemas Ueda (2018).

Orus presenta una clasificacion de los estados representados por TN. Estas pueden clasificarse
en términos de las dimensiones a lo largo de las cuales los tensores se definen Orus (2014). De

acuerdo a este criterio existen dos variaciones de clasificacion:

3.5.3.1. Redes tensoriales sin dimensiones extra

Este caso corresponde a tener los tensores a lo largo de las dimensiones fisicas del sistema que
se describe, es decir, a lo largo de m dimensiones para un sistema de m dimensiones. De este tipo

de redes tensoriales existen algunas familias, descritas a continuacion.

Representacién de estados cudnticos (MPS)

Orus (2014) nos relata que estos estados, por sus siglas en inglés correspondientes a Matrix
Product States, son la base para algunos de los mas poderosos métodos de simulacién de sistemas
cuanticos unidimensionales de muchas particulas, siendo el més prominente el algoritmo de Gru-
po de Normalizacién de la Matriz de densidad (DMRG). También es el fundamento para otros
métodos, como Decimacién por Bloque Evolucionante en Tiempo (TEBD) y como el Grupo de
Renormalizacién de Potencias de Funcién de Onda (PWFRG).

Los MPS son estados de TN que corresponden a un arreglo unidimensional de tensores. Se tiene

un tensor por sitio en el sistema cuantico unidimensional de N particulas. Lo indices tensoriales
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(b) (c)
(a)

(d)

Figura 3.7: Ejemplos de estados TN
(a) MPS; (b) PEPS; (c) TTN; (d) MERA; (e) MERA de ramas, o branching MERA, en inglés.
Fuente: Oris (2014).

cerrados pueden tomar hasta D valores, mientras que los indices abiertos corresponden a los grados
de libertad de los espacios de Hilbert locales en cada sitio del reticulo. Ver la Figura (3.7).

Estados proyectados de pares entrelazados (PEPS)

Se conocen por sus siglas en inglés PEPS, que significa Projected Entangled Pair States. Esta
familia de TN es la generalizacién natural de las MPS a més dimensiones. Por simplicidad conside-
raran unicamente 2 dimensiones. Como en el caso de los MPS, los indices PEPS tienen dimensién
D. Se encuentran los PEPS bidimensionales en la base de varios métodos de simulacion de sistemas
cuanticos definidos sobre reticulos, como los algoritmos PEPS e infinito-PEPS, asi como métodos
como el Grupo Tensorial de Renormalizacion TRG, el Segundo Grupo de Renormalizacién SRG, el
Grupo de Renormalizacién Tensorial de Alto Orden (HOTRG), métodos basados en las Matrices
de Transferencia de Esquina (CTM) y Tensores de Esquina.

Los PEPS tienen varias propiedades. Primero, se pueden definir en el limite termodinamico
cuando escogemos que tengan invarianza traslacional bidimensional. Segundo, son densos en el

sentido que al incrementar la dimension de ligamiento D se recuperan progresivamente el espacio
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de Hilbert completo. Tercero, la entropia de entrelazamiento de un bloque de tamano L X L de un
TN de tipo PEPS con dimensién de ligamiento D obedece a S(L) < 4Llog D. Esta propiedad la
satisfacen los estados base y los primeros estados excitados de hamiltonianos bidimensionales con
interacciones locales, como el de Heisenberg XY, por lo tanto los PEPS reproducen la estructura de
entrelazamiento de tales estados cudnticos de la materia. Cuarto, los PEPS pueden tener longitud
infinita de correlacién, y por lo tanto pueden utilizarse funciones de correlaciéon con decaimiento
polinomial infinito. Quinto, la computacién de valores esperados exactos de algin estado PEPS
es un problema exponencialmente dificil, opuesto al caso de los MPS. Sexto, no tienen forma
canénica dado que la TN bidimiensional tiene bucles y entonces no se pueden asociar bases de
Schmidt ortonormales a la izquierda o derecha a cada indice ligado.

3.5.3.2. Redes tensoriales con dimensiones extra

En estas TN, los tensores van a lo largo de las dimensiones fisicas espaciales del reticulo fun-
damental, pero también a lo largo de dimensiones hologrdficas extra.

Redes tensoriales arbéreas (TTN)

Estas estructuras asemejan un arbol y se conocen como Tree Tensor Networks, por lo que se
les refiere, por sus siglas en inglés, como TTN. Estos estados no tienen bucles y tienen solo una
dimensién extra, como se muestra en la Figura (3.7)(c). Los tensores se entienden en términos de
la escala del ramal de la red, correspondiendo a la dimensién de los grados fisicos de libertad.

Sus propiedades principales son: Primero, la entropia de entrelazamiento de L espines contiguos
depende de la biparticién, donde algunas biparticiones obedecen a la ley de area unidimensional,
mientras otras violan la ley de drea logaritmicamente, como se observa en la Figura (3.8). Segundo,
se pueden computar los valores esperados eficientemente. Tercero, Dado que su estructura no tiene
bucles, las TTN admiten una forma candnica.

Ansatz de Renormalizacién de Entrelazamiento Multiescala (MERA)

Estos estados son llamados Multi-Scale Entanglement Renormalization Ansatz en inglés, por
lo cual se denotan por sus siglas en este lenguaje, MERA. Son un tipo de estado TN en el cual los
tensores van a lo largo de las direccién fisica tanto como de la direccién holografica. Esta TN es
la base de la llamada Renormalizacién de Entrelazamiento. Dentro de una TN de tipo MERA, los
tensores deben cumplir con restricciones, donde deben ser unitarios o isométricos. En este tipo de
TN, el entrelazamiento se construye localmente a cualquier escala dentro del sistema. Los tensores
unitarios entrelazan los grados de libertad adyacentes a cualquier escala de longitud mientras que
las isometrias vuelven menos fina la escala del sistema preservando asi la normalizacién del estado

cudntico, segin Orus (2014).
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(a)

Figura 3.8: Ejemplos de estados TN del tipo TTN
(a) MPS; (b) PEPS.
Fuente: Orts (2014)
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4 El Ansatz de Bethe y la descripcion
del espectro de energia del modelo de

Heisenberg XX7Z

Bethe encontré en 1931 los eigenvalores y las eigenfunciones para un metal unidimensional,
como €l lo llamé en el momento, objeto llamado ahora cadena de espines. El describié este objeto
como una cadena de muchisimos dtomos arreglados linealmente cuya caracteristica comun era tener
un unico electrén con espin intrinseco en la capa de valencia. En la teoria de los metales, segin
el trabajo de Werner Heisenberg sobre el tema, Bethe expuso que solo se habia trabajado con el
movimiento de los electrones de conduccién, y por consecuencia con la energia cinética dada por
este movimiento, y que la interacciéon de intercambio no habia sido incluida en el potencial que
actia sobre los electrones. En su opinion, era esencial abordar el problema del ferromagnetismo,
asumiendo que los dtomos estdn fijos en un reticulo y considerar la interaccién de intercambio

como una perturbacién Bethe (2011).

En su tesis, Bethe demostré que el método lograba calcular todos los eigenvalores para un
cristal unidimensional, como él lo llamé, con una precisién arbitraria; esto implica que se puede
resolver para las regiones de interés del hamiltoniano. También su método resulta en una cantidad
exacta de eigenvalores para cada sector de espin del hamiltoniano que se quiera resolver. En la

seccién siguiente describird el método de Bethe, ahora conocido como el Ansatz de Bethe.

4.1. Aplicacion del Ansatz de Bethe para el modelo de Hei-
senberg XXX

Se calcula la energia del estado base, el primer estado excitado, el segundo estado excitado y el
tercer estado excitado para mostrar la forma como funciona el método con un modelo més sencillo
para introducirnos a los detalles antes de entrar a aplicarlo al modelo principal de estudio, que es

la variante XXZ.

Estado base y primer estado excitado

Se inicia calculando el estado base y el primer estado excitado del hamiltoniano para el modelo

de Heisenberg XXX, utilizando la ecuacién (3.88) la sub seccién (3.3) en su variante con los
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operadores intercambio definidos en (3.70) y (3.71), se tiene

o
M=

H=— [S2S% 4 SYSY + 5287] (4.1)

n=1

Nétese que, como se muestra en la seccién 3.2.8, el tamaiio del hamiltoniano es de 2V x 2V, por
lo tanto para sistemas con muchas particulas se torna imposible diagonalizarlo con métodos de

diagonalizacién exacta.

Se puede reducir la complejidad de la matriz del hamiltoniano tomando en cuenta que existe
simetria rotaciones con respecto al eje z del espacio de espin, dado que si se realiza un cambio de
orientacién de todos los espines en la cadena de manera simultdnea, no se afectard en espin total.

N Sz

n—1 5% se conserva, siendo el espin

Esto implica que el componente en z del espin total S% = >

total,

Sz = Z Sz, (4.2)

por lo que se debe cumplir,

Tomando el hamiltoniano de la ecuacién (4.1) y realizando la conmutacién con la ecuacién(4.3) se

escribe,

N
H,8%] = |-JLSN [sisi,, +SySy | +8:87,] Z
N —=
= - %Z [SQS$+1 +Snsy+1 +Snsn+17sz} (44)
n=1

N
= —J3> {[stsz,,,8:] + [SySy, ., S:z] + [Si8:.1,S:]}

Utilizaremos ahora la identidad de Leibniz [AB,C] = A[B,C] + [A,C] B as{

N
.55 = —JE3 (S5 [Shr, 2] + (5283185, + Y [S2,1,52] + (51,82 8%,
n=1 (45)
+82 [82,,,82] +[S2,82]82,, ).
Aplicaremos la propiedad (3.77) asi
N
[(H.87] = _J%Z {—=S5Sh 1 —SUSh, + 84Sy, +SiSh L} (4.6)

Tomando en cuenta las reglas de aplicacion listadas en la Tabla 3.2, la operaciéon de H en
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|o1,09,...,0n) da como resultado una combinacién lineal de vectores base, cada uno de los cuales
contiene el mismo nimero de espines orientados hacia abajo. Por lo tanto ordenar los vectores base
con respecto a el nimero cudntico S% = N/2 — M donde M representa el nimero total de espines
hacia abajo, es todo lo que se requiere para diagonalizar por bloques la matriz del hamiltoniano.
Dado que el espin total se conserva, el estado en el cual todos los espines apuntan hacia arriba

debe ser un eigenestado del hamiltoniano. Asi definimos el vacio ferromagnético,
0)=]++...+4), (4.7)

que corresponde a tener M = 0 espines hacia abajo. La ecuacién (4.7) representa un eigenestado

de H dado que la ecuacién de Schrodinger para |0) es,
H[0) = Eo[0), (4.8)

calculando el valor esperado de H para el vector |0) se tiene,

O[#]0) = (0] - JZ [3(S58511 +8,8711) + 878541 10)

Mz

H) = (O] [5(S¥Sp41 +8,8041) + 878714 [0) (4.9)

3
Il
—

I
Mz

(0] [38:8,4110) + 58,8711 [0) + 87871 0)] -

I
—

n

Expandiendo las sumarias se tiene,

(M) = —J(0[(38{8;[0) + 38785 |0) +8iS5[0)) ...

lgtq— lg—q+ (4.10)
J (0] (3SNS1 10) + 5SS 10) + S5 S7[0)) .

Donde el primer término corresponde a n = 1 y el ultimo término corresponde a n = N. Nétese
que se aplicé la condicion de frontera periddica donde N + 1 = 1, asegurando la periodicidad de la

cadena. Aplicando las reglas de la Tabla 3.2, se obtiene,

(H) = =J{0[(0+0+3]0))..
0/ (04+0+ 3|0
<N‘( 110) (4.11)
= —J[7(00)]
- _JN
= N,
es decir que la energia del estado base es,
JN



Ahora considérese el caso con M = 1, que corresponde a tener un espin hacia abajo. Los IV vectores

base del espacio invariante correspondiente se etiquetan con la posicion del espin hacia abajo,
In) =S, 10), (4.13)

conn =1,...,N y donde n = N + 1 = 1. Para diagonalizar el bloque del hamiltoniano H
correspondiente a M = 1 se debe tomar en cuenta la simetria traslacional, lo que significa que
el hamiltoniano H es invariante con respecto a traslaciones discretas del espin que apunta hacia
abajo del espacio donde se encuentra en el reticulo hacia cualquier otro espacio cualquier cantidad
de veces. Probar que el hamiltoniano tiene simetria traslacional es importante; asi como en la
mecanica clasica las simetrias se evalian por medio de brackets de Poisson, en mecénica cudntica
se evalian por medio de conmutadores. Los vectores base invariantes traslacionalmente se pueden

construir si se escribe,
N
1 .
|'(/)> = — E elk" |n>, (414)
v N n=1

para nimero de onda k = 27rm/N con m = 0,..., N — 1. Se introduce el operador traslacién T,

el cual se comporta de la siguiente manera,
Tl++——)=[+——+), (4.15)
y se define explicitamente como
Tont1 =StS, 1 +S,St,,. (4.16)

Ahora demostraremos que [T,y 41, Hn,nt1] = 0. Se utilizard un vector de prueba, dado por,

+) ® [+
I+ @ ) (4.17)
@ )
Fo® )

Noétese que las combinaciones de los estados |+) y |-) mostradas en el vector de prueba (4.17) son

todas las posibles combinaciones que pueden existir a lo largo de la cadena de espines. Ahora bien,
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tenemos que

[Tn,n-i-l ) Hn,n+1]

= [SZS;-H + S;S;le SH S+ S;S:H + SrzlsrzH-J
(SiSni1+S,St,1)(SHS, . +S, S}, +8287,))

n~n+

- (S:S;H + S;S:H + SZSZH) (S+87 1+ S;SZH)

n~n+

= (S}S, + S;S:-s-l) 7S5 — SRSH (SIS;-H + S;S:-s-l) .

Operando el conmutador con el vector de prueba se tiene,

[Tn,n+17 Hn,n-i—l]

nen [4+) @ |+)
Hek | _ (S}Syiy +8,81,,)8:82 [+) @)
e l-) @ |+)
e -y ® |-
[4+) ® |+)
-Sz 1 (S:S;-H +S;Sj;+1> [+) ® |-
) @ |+)
) ® |-
[4) @ |+)
- (S:ST_L+1+SES:+1) _|+>®|'>
- ®+)
-y ® |-
0
|—) @ |+)
7SfLSfL 1
" 4+) ® |-)
0
0 0
= —=el | | el
—+)®|-) C e )
0 0

(4.18)

. (4.19)

por lo que se afirma que T}, 5,41 Y Hn,nt+1 conmutan y por lo tanto H,, 41 tiene simetria traslacio-

nal. Calculando el valor esperado para el hamiltoniano presentado en la ecuacién, se demostrara

que las funciones de la ecuacién (4.14) son también eigenfunciones del hamiltoniano H mostrado
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n (4.1

). Se procede con

N N N
—IRN J — 1 kN
(| H [¢) = Z k() 22{ (S;S;i1 +8,S/ ) +Sf ZH]\/NZe’“ >
n=1 =1 n' =1
(4.20)
g X N 1 N,
(H) = - —zkn Z |: S+Sl7+1 + 58;8;;1 + 87 lZ+1:| Z ek |p > , (4.21)
n=1 =1 n'=1
N
< _ —*Z@ian n| Z% l+1 Z ezkn n >
=1 n'=1 (4.22)

+ Z /S, Z it

n' =1

")

N N ,
-3 s Y
=1

/
n 3

n' =1

a partir de ahora se van a considerar tres ecuaciones por separado asociadas a la ecuacién (4.22)

de la siguiente manera,

g N o N
X1= 5 Z etk () Z §Sl+Sf+1 Z et in > , (4.23)
n=1 =1 _n/zl ]
N N 4 [~ T
X2 = 5 Z etk (n) Z 58;8;;1 Z et in > , (4.24)
n=1 =1 _n’zl ]
N N N
o= o e YT SISE | Y e > , (4.25)
n=1 =1 n' =1
donde
(H) = x1+x2 + x3- (4.26)
Empezando con la ecuacién (4.23) y asociando los términos e =" y eik”/, se tiene
g N N
-% Z Z lsis 3 ek em > (4.27)
n=1 =1 n'=1
Expandiendo la suma sobre n’ se puede escribir
J & .
- Z {Z >SS |e [ =m 1) 4. eV |N>] } : (4.28)

donde el primer término expandido dentro de los corchetes corresponde a n’ =

42

1 y el ultimo



corresponde a n’ = N. Ahora expandiendo la suma sobre | que contiene los operadores S S,

I+1
resulta en
N
J + ik(1—n) ik(2— ik(N—
— 1 ik(2—n) ik(N—n)
X1 5N (n| {STS5 [e 1) +e 12) +...+e€ IN)] 199
n=1 ( N )
o+ SX,SI_ [eik(l_") 1) + eik(2—n) 2) + ...+ etk(N=n) \N)] } ,
aplicando los operadores S;LS@1 a cada estado
g X
X1 = o5y (n| {[eik(l_") 2) 4 =) 5 0 4 .. 4 etR(N=n) 4 0]
n=1
ot [T w0 4 e w0 4L 4 eV 1)) ) (4.30)
N
J o ) . )
— _ﬁ <n| {ezk(l—n) |2> < ezk(2—n) |3> 4. ezk(N—l—n) \N) 4 ezk(N—n) |1>} ,
n=1

ahora, expandiendo la suma sobre n que representa los estados conjugados, se obtiene

X1 = —ﬁ {[eik(l*l) (1] 2) 4+ e*C=D (1 |3) + ...+ e+ V-1 (1 |1>]
o+ [eFATN(N| 2) + NN [3) + ... 4 ePWN TN N + eRV=N) (N [1)] },
= 55 {[e*O 504+ 4PNV 4 4 [eRON w044 eR D 4 k(0 5 0]}
= L (N 4 (N - 1) e—ik}

_ 7%{(5%1\7 —ik 4 (N ik}
(4.31)
Recordando la condicién ciclica de frontera, podemos reescribir y; asi,
J oo ik J —ik J ik
- 14 N-—1DV= "INl = _Z7F, 4.32
x1=—g {e M+ )} =5y {Ne™} = —Fe (4.32)

Procediendo de manera similar con la ecuacién (4.24) se tiene,

g X
= NZ (n| Z =S, Sl+1 Zezk(n —n)

n' =1

> , (4.33)

expandiendo la suma sobre n/ se puede escribir,

N
J i —-n i —-n
X2=—2Nz<n|{zs SZH{ RA=M 1) 4. 4 R )|N>}}, (4.34)
n=1

. ’ . / ’ . ’ .
donde el primer término dentro de los corchetes corresponde a n = 1 y el ultimo término corres-
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ponde an’ = N. Ahora expandiendo la suma sobre I que contiene los operadores S, St

+1
J N
v TL| {S S+ ik(1—n) |1> +ezk(2 n) ‘2> ) _|_eilc(N7n) |N>]
2N n; : (4.35)
Sl+ [ ik(1—n) |1 _|_ezk:(2 n) |2> 4+ eik(N—n) |N>]}
aplicando los operadores S;° S;TH a cada estado,
J N
X2 = _ﬁ <7’L| {[eik(l—n) %0+ eik(Q—n) |1> 4+ eik:(N—n) " 0]
n=1
+ [eR=1) | N) 4 ¢ 5 0 4 4 R (V=) 4 0]} (4.36)
J N
_ _ﬁ <n| {ezk(27n) |1> 4 6zk:(37n) |2> L+ ezk(lfn) |N>} ,
n=1

finalmente expandiendo la suma sobre n que representa los estados conjugados se obtiene,

J

= ——{[e*CV (1 1) +*ED (M (2) + ..+ FVN(T N
w = gy e )+ aml
[ezk(Q—N) <N| 1> T ezk(S—N) <N |2> N ezk(l—N) (N ‘N>]}
X2 = _ L {(N —1)et* + eik(l—m} (4.38)
2N ’
recordando la condicién ciclica de frontera, se escribe,
Yo = — L {(NV — 1)e* + e N — N - e+ e’} (4.39)
> 2N 2N ’ ’
J ik
Xszﬁ{e (N-14+1)} = {N }77 (4.40)

Ahora partiendo de la ecuacién (4.25) y procediendo similarmente que con las ecuaciones (4.23)

y (4.24) se tiene,

N
X3 Z (n] ZSZ I+1 Zeik(n -

n=1 n' =1

n> , (4.41)

expandiendo la suma sobre n’ se puede escribir,

N N
—J 2Qz ik(1—n i —-n
X3=N§:<”{§ stm[ek(l N 4 e )|N>}}7 (4.42)
n=1

. 7 . ! v . 7 .
donde el primer término dentro de los corchetes corresponde a n = 1 y el dltimo término corres-
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’ . .
ponde a n = N. ahora expandiendo la suma sobre [ que contiene los operadores S7S7, | resulta,

(n| {8385 [e*(=m) 1) + ... 4 V=) | N)]

WE

w = 2
’ N (4.43)

n

v |
PRI

4 8% 87 [e*UT 1) 4L 4 eV N Y

aplicando los operadores S;S7, | a cada estado,

J & : :
X3 =~ Z (n] {[~1e*O=) 1) + .. 4 1RV =) | )]

n=1

o+ fieik(lfn) 1 +...— ieik(N*n) |N>] } ,

(4.44)

expandiendo la suma sobre n se obtiene,

X5 =~ ({5 0D (1 |1) — 3D (1 f9) 4 LD (1))
co [F2eRAID (1 1) 4 2eRCD (1 (2) 4. — 2P (N1 (1)) )
o { [N 1) = LRGN (N (2) L 4 LN =N (N | N)]
..J+ [—2eRA=N (N |1) + LN (N |2) 4+ ... — 2PN =N (N |N)]})
xs = —5 ({[-5e*7 = 3 CT w0+ 4 JeH VT (] (4.45)
o [ Leih0) 4 Ltk yg 4~ LR (V=D 4] )
[N w0 — Leh =Ny 0 4L 4 Leth(0)]

o [FLePmN) w0 4 2eRCN) w0 L — LetR(O])

J ) ) . )
x5 = ({5 O] 4+ RO} b {[3eHO] 4[]},

Notese que los elementos de la matriz que sobreviven para cada n = 1,2,... N suman N, de los

cuales existen siempre 2 elementos que son negativos mientras que el resto es positivo, lo cual

resulta en
xs = —x (=l + G+ G+l A {E G+ ]+ 3D
= v ({WV=2[F]+2x [-3]} +. +{(N=2) [T + 2+ [-5]})
= ¥ (WW=2)[F] +2N [-1])
- —I[E-1,

(4.46)
Regresando a la ecuacién (4.26) y sustituyendo los términos x1, x2, x3 por las ecuaciones (4.23),

(4.38) y (4.46) respectivamente, se escribe

<H>:—geik—geik—J[]Z— } :—J{('M;ik) +JZ—1}, (4.47)
(H):—J{cos(k)—1+];7}:J(l—cosk‘)%-(]iv, (4.48)



recordando que la ecuacién (4.12) da la energia del estado base, se sustituye para obtener,
(H) = J(1 — cosk) + Ey, (4.49)

dado que el valor esperado del hamiltoniano (H) es la energia total de la cadena de espines se
reescribe,

E—Ey=J(1—cosk), (4.50)

Ahora se puede decir que las funciones |¢p) de la ecuacién (4.14), siendo eigenfunciones del
hamiltoniano #H de la ecuacién (4.22), los eigenvalores (4.50) son también eigenvalores de la ecuacién
de Schrédinger H |¢) = E'|¢). Las eigenfunciones de la ecuacién (4.14) representan excitaciones
de un magnén trasladdndose a lo largo de la cadena de espines Karbach (1997). El estado |0)
representa el vacio ferromagnético sobre el cual el alineamiento de sus espines en direccién hacia

arriba es periédicamente perturbado por una onda de espin con longitud de onda A = 27 /k .

Primer estado excitado M = 1 y segundo estado excitado
M = 2.

Se resolveran los casos para M = 1y para M = 2, para luego generalizar para un M arbitrario.

Resolver estos casos particulares da la intuicién de cémo funciona el Ansatz de Bethe.

Se pueden construir vectores invariantes ante traslacién con,

1 X
W) = 7% > et ), (4.51)

para ntumeros de onda k = 27rm/N para m = 0,1,..., N — 1. Los vectores |¢) son eigenestados
del operador traslaciéon T, ,4+1 de la ecuacién (4.16) con eigenvalores e’* y al mismo tiempo son

eigenestado de H con eigenvalores

E—Ey=J(1—-cosk). (4.52)

Siguiendo con el método Ansatz de Bethe, se procede de manera distinta. Para M = 1, cada

eigenestado es una superposicién de ondas de los vectores base,

N
[9) = _a(n)|n), (4.53)

donde los vectores |n) corresponden a los presentados en la ecuacién (4.13). El eigenestado |v)

es una solucién de la ecuacién de Schrodinger H ) = E'|¢) si los coeficientes a(n) satisfacen las
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ecuaciones lineales,

2[E — Epla(n) = J[2a(n) —a(n — 1) —a(n + 1)], (4.54)

para n = 1,2,..., N y con condiciones de frontera periédicas a(n + N) = a(n). N soluciones

linealmente independientes de la ecuacién 4.54 son,
a(n) = e+, (4.55)

donde k = N Zm para m = 0,1,..., N — 1. Haber propuesto los coeficientes de la ecuacién (4.55)
fue lo que Hans Bethe llamé el Ansatz, palabra que traducida del alemén significa hipotesis Bethe

(2011). Sustituyendo los coeficientes de la ecuacién (4.55) a la ecuacién (4.53) se tiene,

N
|1/)> = g elkn |n>7 (456)

n=1
la cual se asemeja a la ecuacién (4.14) con la que se construyé la base de los vectores traslacio-
nalmente invariantes utilizados para diagonalizar el hamiltoniano de Heisenberg XXX, con M =1
espines con direccién hacia abajo. La diferencia radica en la normalizacién. Para normalizar la

ecuacién (4.56) se procede asi,

al —ikn’ a ikn
Wl)y=> e w1 et )|, (4.57)

n’'= n=1

donde
W ly) =1, (4.58)

es la condicién de normalizacién. Por lo tanto se tiene,

N N N N
(W ) = e ('] [Z e In>1 = (] lz eihn=m) In>] , (4.59)
n/=1 n=1 n'=1 n=1
procediendo a expandir la sumatoria sobre n se tiene,
w |¢ Z |: ik(1—n") |1> + ezk(2—n ) ‘2> 4o+ ezk(N—n ) |N>:| , (4.60)

ahora expandiendo la sumatoria sobre n’ que corresponde a los conjugados de la ecuacién (4.56),

se tiene,
Wy = {([e*O1) +e*2) +... + VDN +
+ (2] [e7® (1) + e*O ]2) 4 ...+ FN=D|N)] + ... (4.61)
+ (N| [e*O=N) 1) 4+ e*C=N) |2) 4 .+ %O |N) ]},
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Wy = {[e*O1]1)+e* (1] 2) +...+*N-D (1| N)] +
+ [e7™* (2] 1) + %O (2] 2) + ... + PN =D (2] N)] + ... (4.62)
o+ [eFATNUN| 1) + NN 2) 4+ 4 RO (N N)] ],

(¥ ) =N, (4.63)

por lo tanto, para que se cumpla la condicién de normalizacién de la ecuacién (4.58),
—* =1, (4.64)

entonces se reescribe,
1 N
) = —=> " n), (4.65)
N &

la cual es idéntica a la ecuacién (4.14), por lo tanto estas son eigenfunciones del hamiltoniano (4.1)
con eigenvalores descritos por la ecuacién (4.50).
Para el caso M = 2, la configuracion general de la cadena de espines corresponde a tener dos

espines con su orientacién para abajo, es decir,
[n1,m2) = S,,8,,10), (4.66)

las caracteristicas del Ansatz de Bethe cobran importancia. En este caso se deben determinar los

coeficientes a(ni,ns) para todos los eigenestados,

) = Z a(ny,nz) [n1,na) (4.67)
1<ni1<nz<N
donde los vectores de la ecuacién (4.66) son los vectores base en el subespacio de dimensién

N(N —1)/2. Los coeficientes del Ansatz de Bethe para este caso es,
a(ny, ng) = Aetlkimithanz) 4 peilkinithkans), (4.68)

Si suponemos que A = B, si se usan los mismos valores para k; y ko y si se interpreta la funcién de
onda como una superposicién de dos magnones, el resultado seria un conjunto sobre completo de
N(N +1)/2 estados no ortogonales. Se requiere que al cambiar la orientacién hacia abajo de dos o
mas espines, estos ocupen sitios diferentes, por lo cual se entra en conflicto con una superposicién
de ondas de espin.

La ecuacién de eigenvalores para los estados de la ecuacién (4.67) es ahora,

2[E — Egla(ni,na) = J[2a(n1,nz) — a(ny = 1,ma) = a(ny + 1,n2)+ (4.69)

2a(ny,m2) — a(ni,ne — 1) — a(ny, ny + 1)],
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para ny > n1 + 1. En esta ecuacién se considera que los estados S, |0) y S; |0) estdn separados

por al menos un sitio. Para los casos donde S |0) y S;, [0) son adyacentes, se tiene la ecuacién,
2[E — Epla(ni,n2) = J [2a(ni,n2) —a(ny — 1,n9) — a(ny, na + 2)], (4.70)

con ng = ng + 1. La ecuacién (4.69) se cumple con la ecuacién (4.68) para constantes arbitrarias

si la energia depende de ki y ks asi,

E—Ey=J Y (1—cosk). (4.71)
i=1,2

Ahora la ecuacién (4.70) merece otro tratamiento ya que difiere de la ecuacién (4.69) para
ny = mn1 + 1. Substrayendo la ecuacién (4.70) de la ecuacién (4.69) y haciendo ng = ng + 1
tenemos,

2(n1,n1 +1) =a(ny,n1) +alny + 1,my + 1). (4.72)

Esto implica que los coeficientes a(n1,n2) son soluciones de las ecuaciones (4.69) y (4.70) si tienen
la forma de la ecuacién (4.68) y satisfacen la ecuacién (4.72). Né6tese que las constantes A 'y B de

la ecuacién (4.68) representan amplitudes y deben estar escaladas similarmente,

) i(k‘lJer) _ ik
Ao & 12 (4.73)
B eilkithz) 4 1 — 2¢i2

debemos incorporar esta condicién al Ansatz propuesto en la ecuacién (4.68) asi
p prop )
i 1 ; 1
CL(TLl,TLQ) _ Ael(k1n1+k2n2+2912) + Bel(k1n1+k2n2+2921)’ (474)

donde el dngulo de fase 15 = —031 = 0 depende de ky y ko por medio de la ecuacién (4.73). En
forma real, se procede asi,
ka

0 k1
2 cot 3= cot 3~ cot 5 (4.75)

Se llamard a las cantidades k; y k2 momentos de la funcién de onda del Ansatz de Bethe (4.67)
cuyos coeficientes corresponden a la ecuacién (4.74). Como se probé en la ecuacién (4.19), la cadena
tiene invarianza traslacional, lo cual implica que a(n1,n2) = a(ng,ny + N). Tomando el logaritmo

de eiklN — ei@ y de eik?N = eiie se tiene

Nkl = 2’/T>\1 +0, (476)
NkQ = 2’/T>\2 - 0, (477)
donde \; € {0,1,..., N — 1} son llamados ntimeros cudnticos de Bethe. Falta encontrar todos los
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pares (A1, A2) que den soluciones a las ecuaciones de Bethe (4.75),(4.76) y (4.77). Cada eigenestado
del subespacio M = 2 puede encontrarse de esta manera. Para toda solucién con 6, k1 y ks, el
eigenestado tiene coeficientes de la forma (4.74). La expresién (4.71) y la relacién de los niimero

cuanticos de Bethe,

2
=k + ko = FW (A1 + Do), (4.78)

son similares a dos magnones superpuestos, cuya interaccion se refleja en la relaciéon de fase 6 y en
la desviacién de los momentos k1 y ko de los valores correspondientes a los nimeros de onda de

un magno dados en (4.55), segin Karbach (1997).

Tercer estado excitado M = 3.

Tomando en consideracién el sector del hamiltoniano donde SZ = % — 3, o bien, cuando se

tienen tres desviaciones con respecto al estado base |0). Como hay tres espines cambiados, se
pueden tener tres ecuaciones para los coeficientes a(ni, n2,ns) tal y como fueron escritas para el

caso M = 2. Nuevamente tenemos una ecuacién unica para el caso que no haya adyacencia,
a(ny, ng,ng) = eFrmegikanz gikans (4.79)

La energia estda dada por

E =—J(3—cosk; —cosks — cosks), (4.80)

lo que corresponde a la energia de 3 magnones libres, aunque con distintas funciones de onda que
para un magnén libre. Para todo valor de E cualquier permutacién de k1, ko y k3 serd una solucion,

por lo que se puede escribir,

a(nl’n2’n3) — Alei(k1n1+k1n1+k1n1)+A26i(k1n1+k1n1+k1n1)

+A36i(k1n1+k1n1+k1n1) + Blei(k1ﬂ1+k1n1+k1n1) (4.81)

+B2e’i(k17ll +kini +k‘17’L1) + Bgei(k1n1+k1n1+klnl)~

Se determiné la razén entre los coeficientes por la condicién de frontera cuando dos o tres espines

sean vecinos. Los factores de fase son,
A, = Ce'?/?, (4.82)

B, = Ce™ /2, (4.83)
para p = 1,2, 3. Bethe (2011) probé que los factores de fase ¢, deben tener la forma de los factores
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de fase de una interacciéon de 2 espines, de los vistos en la subseccién anterior. Especificamente,

D1 = Pra+ P13+ das
by = o3+ P21 + P31 (4.84)
O3 = @31+ P32 + P12,

donde cada ¢;; satisfacen las ecuaciones,

Pij ki k;
2cot 24 = cot - — cot 2. 4.
cot 5 cot 5 cot 5 (4.85)

Como ¢;; = —¢j;, las fases de las amplitudes B, seran el negativo de las fases de las amplitudes
Ap. Las condiciones de frontera serdn,

Nki = 27l + ¢12 + ¢13

Nky = 27ls + ¢o1 + @23 (4.86)

Nks = 2rl3+ ¢31 + @32,

donde I, son enteros. Si |I; — I;| > 2 para todo %, j, entonces las soluciones tienen tres valores
reales de k;. Segun Parkinson, et al (2010), estos estados son llamadas ondas libres de espin. Si
|I; — I;|=0 o |I; — I;| = 1 se tiene mezcla entre estados libres y asociados. Un estado puede tener
un espin libre y un par de espines asociados y por lo tanto tendrd un valor k real y dos valores k

imaginarios. O bien tres espines libres, con tres valores de k reales.

4.2. Aplicacién del Ansatz de Bethe para el modelo de Hei-
senberg XXZ

El modelo de Heisenberg XXZ utiliza en hamiltoniano de la ecuacién (3.91),

N
[J(SESh. 1 +8YSy, )+ J.S;S5 ] .

n=1

H=—

Considérese el reticulo sobre el cual esta definida la cadena de espines. Si se tienen N elementos en

el reticulo y N es par, se puede dividir el conjunto de elementos del reticulo en dos subconjuntos,
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sean estos A y B. Considerando la relacién entre las matrices de Pauli siguiente

§°§egc — 1 0 01 1 0
0 -1 10 0 -1
B 1 0 0 -1
o 1 1 0 (4.87)
B 0 -1
B S T
= —S7
y similarmente S*SYS* = —S¥ | la transformacién unitaria

p= 1] s: (4.88)

NeA

deja al hamiltoniano H de la ecuacién (3.91) invariante, excepto por la constante J, asi,

N
PHPT = ( 11 Sé) {—éZ [7(85:8541 +S1S70) + 387 ] ( 11 Si) }

NecA

I
|
N
[]=
—
=
e =z
wn
3
w2
38
w2
3
+
—
wn
3

n=1 cA NecA
+ ] szsusy,, [ sz)+
NecA NeA (4 89)
+7. [ [ szszsi, [ S%] }
NeA NeA

Il
—
[\31)—‘

M=

[J(—SESE , —SuSY. )+ J.SZS% ] }

[_J(Sﬁsfwrl + S%S?H-l) + stflsrzwrl] } )

I
—
b

WE

expandiendo las sumas y aplicando los operadores de las productorias se tiene,

PH(J, J.)PT = H(-J, J.). (4.90)
Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos tomar J = 1 y considerar el hamiltoniano
siguiente,
1N
H=—3 > [SESEL, +8Y.Sh,, +ASESE ], (4.91)
n=1

donde A = J/J, se denomina anisotropfa y puede tomar valor real arbitrario.

El parametro J establece la escala de la energia de intercambio de las componentes del espin en el

plano z-y e implica que el intercambio es igual entre estos ejes. Para J > 0 el orden ferromagnético
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es el preferido mientras si J < 0 el orden antiferromagnético se prefiere. En el eje de la cuantizacion,
eje z, el pardmetro A cuantifica la fuerza de la anisotropfa uniaxial a lo largo de la direccién z,
que compite con el término en el plano z-y.

Si A = 1, se tiene el modelo isotrépico de Heisenberg XXX para una cadena de espines ferro-
magnética, como se mencioné en la seccién 3.3. El resto de los valores de A corresponden al

modelo anisotrépico de Heisenberg XX7 para una cadena de espines.

El modelo muestra varias simetrias que pueden ser usadas para evaluar su estado base y sus
estados excitados. Para empezar, considerando un niimero par de sitios en el reticulo, se puede

transformar #H utilizando el operador unitario,

N
Q = exp [ZWZnSZ] = explim(S§+2S5+...+ NS%)] , (4.92)
n=1

’

asl

QH(A)QT = —H(-A). (4.93)

Operando sobre el hamiltoniano de la ecuacién (4.91) se tiene,

N N N
1
n=1 n'=1 m=1
(4.94)
Lo que resulta en,

QH(A)QT = —H(-A). (4.95)

Por lo tanto se puede afirmar que los espectros de energfa de H(A) y —H(—A) estdn relacionados
por una reflexién cerca de E' = 0. Esto también significa que los eigenestados del hamiltoniano son
independientes del signo de J, aunque su orden energético es exactamente revertido al cambiar de

signo.

Adicionalmente, la magnetizacion a lo largo del eje z, que también es el espin total

1 N
St =3 >s:, (4.96)
n=1

se conserva. En una configuracién con todos los espines hacia arriba, toma su valor maximo
SZax = N/2. por lo tanto nétese el caso 0 < S < N/2, dado que una rotacién a lo largo

del eje = deja el hamiltoniano sin cambios. Ademds, como

[H,S%] =0,
se puede tratar separadamente sectores del espacio de Hilbert con magnetizacion fija. Entonces se
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puede buscar una solucién de la ecuacién de Schrodinger,

H(A) [§) = El¢) (4.97)

como una superposiciéon de todos los vectores en el espacio de Hilbert con un numero fijo M de

espines con direccién hacia abajo,

) = a(n1,ng, ...,nar) [na, na, o nar) (4.98)
{n}

donde la suma va sobre todas las posibles combinaciones del reticulo de M sitios ordenados, segin

la ecuacién (3.78).

Utilizando los operadores de cambio de espin vistos en la seccién (3.2.8) se reescribe el hamil-

toniano de la ecuacién (4.91)

N
Z Spt1 TSTWSH 1) FASESE ], (4.99)

n=1

l\:JM—l

operandolo asi:

N
WE

H(A) = - [2(S58,,1 +8,S,1)+AS:S; ]
N N

= Z (SHSnt1 +SnShi1) — %Z (SiSri+1-1)

St St (4.100)
= Z (SHSni1 +SuShi) — %Z (SiSh—1) = &Y

n=1 n=1
- ATN + ZHn n+1,

donde
1
— Hnmp1 =S;S; +8;8] + §A(S§S;+1 —1). (4.101)

La tltima ecuacién nos serd util para saber c6mo va a actuar sobre un estado |nq, ng, ...,nar). Con

respecto a los operadores, nétese que

tn) @ |En 0
(87S; +8;8]) Fal @) ) : (4.102)
+,) ® |£, +,) ® |£,
Shi n) ® Fenga) ) _ [ Hen) B ) ) (4.103)
|:|:n> Y |:Fn+1> - ‘:tn> ® |:Fn+1>
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En consecuencia se llega a

+,) ® |+ 0 0
Mgt [n) @) ) _ - . (4.104)

|£n) @ [Fni1) |£n) @ |[Frs1) |Fn) @ |£nt1)

Aplicando la ecuacién (4.100) al estado |ny, ng, ..., nar), se tiene
AN
7’-[(A)Jr—2 [n1,no, oo, nar) = NoA|ng,na, ..., npr) — Z|n1,n2,...,nM>, (4.105)
{n'}

donde la configuracién {n’} de la cadena se obtiene de la configuracién anterior {n} intercambiando

un par de espines antiparalelos que son vecinos inmediatos en el reticulo, con
/ li / /
ny=MN1,My =Na, Ny =Na £ 1,..., 0 =nu, (4.106)
y que la configuracién {n'} cumple con la condicién de ordenamiento de la ecuacién (3.78) y con

No=>_1, (4.107)
{n'}

con N, el nimero de espines que son vecinos inmediatos en el reticulo y que son antiparalelos en
la configuracién {n}. Para que se cumpla que las funciones de la ecuacién (4.98) sean eigenestados

de la ecuacién de Schrodinger del hamiltoniano H (A) se debe cumplir,

<E + N2A> a{n}=> (Aa{n} —a{n'}), (4.108)
{n'}

Ea{n} = Z (Aa{n} —a{n'}). (4.109)
{n"}

La expresién E = (E + NTA) se llamara la energia corrida. Para aplicar el intercambio de configu-
raciéon {n} a {n'} en todo el intervalo de los sitios del reticulo n,, se debe extender el intervalo més
alla del NV sitio para incluir la condicién de frontera periédica. Para los coeficientes de la ecuacion,

las condiciones periddicas se ven reflejadas de la siguiente forma,
a(ny,na, ...,npr)=a(ng, nz, ....,npr,n1 + N) (4.110)

siempre respetando el orden de la ecuacién (3.78). Ahora se deben resolver las ecuaciones (4.108),
para cada seccién del espacio de Fock, es decir para cada M = 0,1,..., N espines orientados hacia

abajo.
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4.2.1. Calculo de la energia del estado base M =0 y la aplicacién Ansatz

de Bethe primer estado excitado M =1

Se recordard la definicién del estado base de la ecuacién (4

.7). Calculdndolo para la ecuacién de

Schrodinger (4.8) correspondiente a la cadena de espines de Heisenberg XXZ, se tiene

(O[H (A)]0) = (0] - +ZHM+1 |0)
n= 1N
(H) = —2&N(|0) - Z

I
Mz

(O [(SiS,1 +8,8711)0) +

b
2~

I
!
()=

0/ (S;fS, 1 + SES:-H) 0)

3
Il
s

N

w\l>

(01 (S78541 — 1)0) — 5

n=1

I
Mz

3
Il
s

n=

' 1
—2% (0182824 |0) +%Z (0] 0) —
n=1

[

n=

N N
= =) _(0[0]0) = > (0[0]0)
n=1 n=1
N
—2) (0|1j0) + &Y — AN
n=1
AN

2
Es decir que la energia del estado base corresponde a

By — -N2.
2

S+Sn+1 + Sn Sn+1)

1A( n n+1 1)] |O>

+4(8:85n - D I0)] +

(4.111)

N
(0188,,,110) = > (0SS, [0)

(4.112)

Para el primer estado excitado, con M = 1 espines hacia abajo, la ecuacién 4.109 debe ser,

FEa(n) = 2Aa(n) —a(n — 1) —a(n +1).

La solucién para esta ecuacién es la onda plana,

(4.113)

(4.114)



donde k se cuantiza segin la condicién de la ecuacién (4.110) asf,
ehn =1, (4.115)

y equivale a tener,

kN = 2r1, (4.116)

con I =0,1,..., N —1. Este intervalo puede ser corrido por un nimero entero arbitrario. La energia
se obtiene de sustituir la solucién de la ecuacién (4.114), que es el Ansatz, en la ecuacién (4.113)

asi:

(E+ %) Aeik:n — 2AAeik:n o Aeik(nfl) o Aeik(nJrl)
E+ NTA = 2A — ek ¢tk (4.117)
E = —N2 4 2(A - cos(k)).

Noétese que este procedimiento involucra menos algebra al no requerir de diagonalizar el hamil-
toniano a fuerza bruta. También notemos la similitud entre el eigenvalor para M = 1 (4.50) del

hamiltoniano XXX con el eigenvalor (4.117) para M = 1 del hamiltoniano XXZ.

4.2.2. Segundo estado excitado M = 2

As{ como se consideraron en la sub seccién (4.1) para el modelos de Heisenberg XXX, se tendran
dos casos separados, uno trata con los espines distintos y el otro con los espines adyacentes. Para

el caso de los espines separados

FEa(ni,n = 4Aa(ny,ns) —a(ny — 1,nz) —a(ny + 1,n9)+
(n1,n2) (n1,m2) — a(n 2) —a(m 2) ’ (4.118)
= —a(ny,ne — 1) —a(ny,ne +1)
donde ng # ny + 1; La solucién general de la ecuacién (4.118) es,
a(ny,ng) = ApgelFimthana) g, eilkamithing) (4.119)
sustituyendo tenemos la forma general de la energia para este estado,
A
E = —N; +2(A —cosky) + 2(A — cos ka). (4.120)
Para espines adyacentes no = nq + 1, la ecuacién (4.109) toma la forma
Fa(n,n+1) = 2Aa(n,n+1)—a(n—1,n+1)+
(n,n+1) (n,n+1) o ) o
—a(n,n + 2).

Se busca una solucién a esta ecuaciéon de la misma manera que en el caso M=1, donde los

coeficientes Ajs y Ag; estaran condicionados porque la ecuacién (4.121) puede ser representada
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como en el caso de la ecuacién (4.118) si existe una restriccién con a(ng,ng). Con este propdsito
extendemos la definicién de a(nq,ng) a sitios idénticos ny = ng sustituyendo ny =ny nes =n+1

en la ecuacién (4.118),

Ea(n,n+1) = 4Aa(n,n+1)—a(n—1,n+1)—an+1,n+ 1)+ (4.122)
—a(n,n) —a(n,n + 2). .
Las ecuaciones (4.121) y (4.122) son equivalentes si se mantiene que
aln+1,n+1) —2Aa(n,n+1) + a(n,n) = 0. (4.123)

Insertando la solucién general (4.119) en la ecuacién (4.123) se obtiene la relacién de los coefi-

cientes Ao y Aoy

A12 ei(k1+k2) — 2A€ik1 —|— 1

Ay eilbatha) —9Aeike 11

iz, (4.124)

El factor de fase es

912 o COt(k1/2) — COt(kQ/Q)
cot <2> AR T (b= 1) cot(k1/2) cotlha/2)’ (4.125)

Este factor es antisimétrico con el cambio de indices

012 = —ba1. (4.126)

Nétese que los nimeros de onda deben ser diferentes, k1 # ko, porque de lo contrario la amplitud
a(ny,ng) = (A12+A21)eik(”1+"2) desaparece. Los niimeros de onda k; y ks estan cuantizados segiin

la condicién de frontera periédica de la ecuacién (4.124), a(ny,n2) = a(ng,ny + N), asi:

A12 = AgleiklN, A21 = A12eik2N' (4127)

Con respecto a la relacién entre los coeficientes expresados en la ecuacion (4.124), se pueden escribir

de manera simple asi:

Nkl :27T11—|—012,Nk2:271']2—|—921, (4128)

donde I; e I son secuencias de IV enteros consecutivos tales que ki # ko. I e I5 son los nimeros

cuanticos de Bethe para este particular modelo de Heisenberg.
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4.2.3. Tercer estado excitado M = 3

El tratamiento del sector del espectro correspondiente a M = 3 nos permite generalizar el
formalismo de Bethe para M arbitrario. Para ello se requiere considerar todas las posibilidades

que tienen los espines de ser adyacentes considerando los 3 sitios, ordenados como ny < ns < ng:

a) no#Fmni+1, ng#ng+1
b) no=n1+1, nz#ns+1
c) naF#Fmni+1, ng=mng+1

(
(
(
(d) ma=n1+1, ng=ngs+1.

4.2.4. Caso sin adyacencia (a)

Cuando no existen espines adyacentes, la ecuacién de Schrodinger mostrada en la ecuacién(4.109)

toma la forma siguiente:

Ea(ny,na,m3) = 6Aa(ny,na,n3) —a(ng —1,n2,n3) —a(ny + 1, na2,n3)+
—a(ni,ng —1,n3) — a(ni,n2 + 1,n3)+ (4.129)

—a(ny,ng,ng — 1) — a(nq, ne, ng + 1).
La solucién a esta ecuacion estd representada por una superposicién de ondas dada por,

a(nl, na, nS) — A123ei(k1n1+k2n2+k3ﬂ3) + A132ei(k1"1+k3n2+k2"3)+
+A213ei(k2n1+k1n2+k3n3) +A2316i(k2n1+k3n2+k1n3)+ (4.130)

+A3126i(k3"1+k1n2+k2n3) + A32lei(k3n1+k2n2+k1n3).

La energia correspondiente estd dada por,

E = —N% +2(A —cosky) + 2(A — coska) + 2(A — cosks). (4.131)

4.2.5. Casos con adyacencia (b) (c) y (d)

En estos casos se utilizard lo hallado en la sub seccién anterior cuando se tenia M = 2. El caso

(b) implica que,

Al2s 012 A1so

_ ib13 Azsi _ 6i923
b b 9
Az Asio Asoq

(4.132)

donde 8,4 donde «, B = 1,2, 3 es la generalizacién de la funcién dada por las ecuaciones (4.124) y

(4.125). Siguiendo el patrén, para el caso (c) se tiene
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Al2s

ioas Az _ oy An1z _ oy (4.133)

b b
A1so Asoq Asoq

El caso (d) no implica nuevas relaciones entre los coeficientes A5, donde o, 8,7 = 1,2,3. Uti-
lizando la relacién de simetria dada por la ecuacién (4.126) para la fases 6,3, la solucién de las
6 relaciones homogéneas de las ecuaciones (4.132)y(4.133) para los 6 coeficientes A,p, puede ser

expresada de la forma

Az = exp[5(012 + 013 + Oo3]
A21z3 = exp [%(921 + 023 + 913] (4.134)
Aspr = exp[§(f32 + 031 + 0] .

La condicién de frontera periddica de la ecuacién (4.110) implica que

Ajgz = Agz31™N  Agig = Ajgpe®N | Agip = Ajgze™ N, (4.135)

Recuérdese que los niimeros de onda kj,ks yks deben ser necesariamente distintos, estan cuantiza-

dos asi
Nkl = 2’/T11+012+913
Nko = 2mwly 4+ 051 + 023 (4.136)
Nks = 273+ 031 + 032,

donde cada I,I5 e I3 son una secuencia de N nuimeros enteros consecutivos.

4.2.6. Para M arbitrario

Notese que para el caso M = 3 se construyd la solucién utilizando explicitamente resultados
obtenidos en el procedimiento para hallar la soluciéon para M = 2, empleando la funcién de fase
0. definida en la ecuacién (4.124). Esta propiedad se mantiene para los subsiguientes sectores del
espectro de energia con M =4,5,..., N.

Se introdujo el grupo de simetria Sy de todas las permutaciones M! de los nimeros (1,2, 3, ..., M).
Denotaremos con P el elemento del grupo Sy, donde Pa con o = 1,2,3, ..., M, denotara la posi-
cién a en P. Por ejemplo, para M = 3 y la permutacién P = (3,2,1) se tiene P1 =3, P2=2y
P3=1.

El Ansatz de Bethe tiene la forma

M
a(ny,na, ...,npr) = Z Ap X exp liZkPana ) (4.137)
a=1

PeSm

Esta solucién nos resuelve la ecuacion de Schrédinger cuando no hay espines adyacentes con
direccién hacia abajo, es decir cuando n,4+1 # no + 1 para cada o = 1,2,3,..., M. La energia

correspondiente estd dada por
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A M
E= —N§+;2(A—coska). (4.138)

Cuando hay adyacencia, n,4+1 = n, + 1 para algin «, la ecuacién andloga a la ecuacién (4.123)
que denota la condicién de igualdad entre los casos de adyacencia y no adyacencia para el caso

M =2, es
al...,na+1,na+1,...) —2Aa(...,na,n0 + 1,...) +a(... ng, Mg, . ..) = 0. (4.139)

Insertando el Ansatz de Bethe dado en la ecuacién (4.137) en la ecuacién de igualdad dada en

(4.139), nos resulta que

> Ap [exp [i(kpa + kp(a+1))] —2Aexp [ikP(oHrl)] + 1] x
= (4.140)

X exp [i(kplnl 4+ ...+ i(k}p(a+1))na 4+ ... ik‘pMnM] =0.

En la sumatoria, cada permutacién P estd acoplada con la permutacién P(a, a4 1) la cual se

genera de P al transponerse los vecinos adyacentes Pay P(a + 1) si
P=(Pl,...,Pa,P(a+1),...,PM), (4.141)

entonces

Pla,a+1)=(P1,...,Pla+1),Pa,...,PM). (4.142)

Dado que se estdn multiplicando los coeficientes A por el mismo exponencial en la ecuacién de

consistencia generalizada (4.140), se mantiene

Ap [exp [i(kpa + kp(a+1))] — 2Aexp [ikp(atn)] + 1] +

(4.143)
+Ap(a,a+1) [exp [z’(k‘pa + kp(a+1)):| — 2A exp [ik’p(aﬂ)] + 1] =0.
Con respecto a la definicién de fase de la ecuacién (3.2.4), se tiene,
Ap(a,a+1) = Ap exp(—ifpa,p(at1)), (4.144)
lo cual implica que
;M
Ap=exp | o > Oparps | a<B. (4.145)

a,f=1

La condicién de frontera periddica de la ecuacién (4.110) es equivalente a las condiciones

Ap = Apc exp(ikplN), (4146)
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para P arbitraria, donde PC es la transposicién ciclica de P. cuando P = (P1,P2,...,PM)
entonces PC = (P2, P3,...,PM, P1). Con respecto a las amplitudes A, tenemos,

M
‘ Ap ‘
exp [ZkPlN] = TC = exp (Z Z gpaypﬁepl,Pa (4.147)
P a=2
para P arbitraria. En conclusién, los nimeros de onda ki, ko, ..., kps se cuantizan acorde al con-

junto de ecuaciones de Bethe

M
Nko =21lo+ Y Opapslaga=1,2,..., M (4.148)
B=2

donde cada I, pertenece a una secuencia de N nimeros enteros consecutivos tales que los niimeros
de onda arbitrarios k,, kg no sean idénticos.

El caso con A = 0 es especialmente simple, dado que el factor de fase de la ecuacién (4.125)
estd dado por exp(ifag) = —1. Las condiciones de frontera generalizadas de la ecuacién (4.147)

traen como consecuencia que
M
eheN — ()M~ B = —ZZepa)p,@ cos ke, (4.149)
a=1
Lo cual implica que se anula la energia para la regién —1 < A < 1. Lo mismo ocurre con la

magnetizacion.

4.3. La parametrizacion de Orbach

Nos es 1itil parametrizar los ntimeros de onda k en rapideces A\, k = k(\), de tal manera que la
funcién 6 dependa tnicamente de la diferencia de las rapideces correspondientes, 8,3 = 8(Aa — Ag).
La forma de la parametrizacién dependerd del valor de la anisotropia A, que puede ser A > 1, A =

,-1<A<1l,A=-1A< -1

Enfocaremos el procedimiento en los casos en los que las cadenas de espines son ferromagnéticas,

correspondientes a tener A = 1, y antiferromagnéticas, correspondientes a tener A = —1.

4.3.1. Caso ferromagnético A =1

Tomamos A =1 en la ecuacién del factor de fase (4.125) para obtener:

arctan <9aﬁ> _1 [arctan (ka) — arctan <kﬁ>} . (4.150)
2 2 2 2

La parametrizacion requerida es:

1 ko O
Ao = 3 arctan <2> ,arctan <2ﬁ> = Ao — Ag. (4.151)
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La relacion inversa es:

1 (2t L (A Ag i
k;a—iln( ,),Gag— _ln(}\a)\ﬁz)7 (4.152)

y sus partes reales son:

0 < ko <27, —00 < fop < 00. (4.153)

Insertando las relaciones inversas de parametrizacién de la ecuacién (4.152) en las ecuaciones

de Bethe generalizadas (4.147), se obtiene

Aa +1/2 — g+

Lo T /2 Opa. a=1,2,..., M. 4.154

(Aa—i/2> 1;[1 r PBA i (4.154)
“astp

Esto nos permite expresar la energia en términos de las rapideces definidas en la parametriza-

cidn, asi:
M
N 1
E=—— Opa PB—5—- 4.15
2+;P’Pﬁ/\g+1/4 (4.155)
4.3.2. Caso antiferromagnético A = —1
Tomamos A = —1 en la ecuacién del factor de fase (4.125) para obtener,

et (%) = 1 an (22) - 1an ()] 50

La parametrizacion requerida es:

1 ko Oap _
Ao = itan (2> arctan (2) =g — Ao (4.157)

1 [i—2), 1 (As—Aati
ho = =1 Op = ~In (22220 4158
in(i+2)\a> P n<>\5>\ z) (4.158)
y sus partes reales son:

—T < ko <T,—00< Ay < 00. (4.159)

Insertando las relaciones inversas de parametrizacién de la ecuacién (4.158) en las ecuaciones

de Bethe generalizadas (4.147), obtenemos

.2—)\(1 N o Aoz_)‘ — 1
2= e\ Qo TAB T 1,2, M. (4.160)
/24 Ao 5_1/\a—)\5—|—2
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Esto nos permite expresar la energia en términos de las rapideces definidas en la parametriza-

cion, asi:
M
N 1
E=—— —_ 4.161
2 ; A2 +1/4 ( )

Notese que cuando N es un numero par, las ecuaciones de Bethe para el caso ferromagnético
(4.154) y para el caso antiferromagnético (4.160) coinciden, mientras que sus energias respectivas,
dadas por las ecuaciones difieren por el signo, lo cual cumple con la hermiticidad de los hamilto-

nianos Ha y —H_a de la ecuacién (4.95).

4.4. Descripcion del espectro de energia para la cadena de
espines de Heisenberg XXZ

4.4.1. Estado base y su energia

Siempre que A > 1, el estado base serd ferromagnético, con la energia descrita en la ecuacién
(4.112), es decir
A
Ey = —N57A > 1. (4.162)

En la regién A < 1 tenemos que el espin total de la cadena es 0, ya que pertenece al sector
donde M = N/2, siempre considerando a N como nimero par. Para analizar las ecuaciones de
Bethe (4.148) en esta region, debemos especificar los valores de los enteros I, que corresponden a

los estados base. En esta regién el valor méaximo que pueden tomar estos niimeros es,

M-—1
Inaz = ~—5— (4.163)

Como mostraron C.N. Yang y C.P. Yang Yang, et al (1966,?), en el sector de M los enteros del

estado base {Ll}iéw:1 son distintos y estan simétricamente distribuidos alrededor de cero, asi:
—Inazs —Imaz +1,...,0, . s Tae — 1, I (4.164)

Dado que no pueden ser iguales a M y deben ser necesariamente menores a M se debe cumplir:

M-1 M-1 M—-1
I, Is,.... Iy =— 5 T o +1,..., 5 (4165)

Para el caso A = 0 de la ecuacién (4.149) Nk, = 271, utilizando los enteros {I,} dados por la
ecuacién (4.165) nos da como resultado estados de energia minima asegurdndonos que se cumpla

la condicién que los nimeros de onda k, y kg sean distintos.

Las ecuaciones de Bethe (4.148) con los ntimeros cudnticos de Bethe {I,} de la ecuacién (4.165)
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correspondientes al sector de cero espin M = N/2 son:
N/2
ko R Z O, a=1,2,...N/2, (4.166)

B#a

y llevan, en el limite N — oo, a nimeros de onda k, reales. Sea I,/N = z, donde —1/4 < x < 1/4,

se obtiene de la ecuacién (4.166):

1/4

kM (2)] = 2mz + / dyd [\ () — A (y))]. (4.167)

—1/4

En esta ecuacion, los nimeros de onda k y la funcién 6 estdn parametrizados por las rapideces
continuas A (z). Ahora se introduce la densidad de rapideces alrededor de un valor dado por la
relacién dx = p (\) dA. Diferenciando la ecuacién (4.167) con respecto a A se obtiene

dk (\)

o = =27p (A /d)\ p (A (/\ ). (4.168)

Donde los limites de integracién dependen del valor de la anisotropia A.

Para el caso antiferromagnético A = —1, la parametrizacién de la ecuacién (4.157) nos da como

resultado al derivarse con respecto a A

dk (X\) 4
= 4.1
dX 1+4M27 (4.169)
y con respecto a 6
29()\—)\’)—# (4.170)
22\ L+ (A=) '

Tomando en cuenta los intervalos de (4.159), la rapidez da valores reales en todo el eje, por lo

tanto se puede resscribir la ecuacién (4.168) asi:

Trae =™ (A) + /_ d)\’il " ()E _))\/)2. (4.171)

Aplicando en esta ecuacion la transformada de Fourier dada por

_ 1 > —iAE A
N = / e p(e). (4172)

y luego usando la férmula integral del teorema del residuo

o0 —iAE
1 d\E = le—lﬁl
2r J_oo T14+A2 2 ’

(4.173)
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se llega a expresar

PO = ggier coshl(f/Q)’ (4.174)
' 1
p(A) = oo (" (4.175)

Por lo tanto se puede escribir la energia del estado base de la ecuacién (4.161), que estaba en

términos de la rapidez, asi:

! N Nome. (4.176)

N o
EO—TN/_OOdAPWm— >

4.4.2. Estados excitados

Sucede que el andlisis de las ecuaciones de Bethe es complicado para un reticulo con un niimero
finito de particulas. Cuando este nimero tiende a infinito, N — co, el analisis es més simple.

Consideremos la cadena de espines ferromagnética con A = 1. Su parametrizacién de Orbach
correspondiente se presentd en la ecuacién (4.151). Recordemos que el estado base corresponde a

tener todos los espines orientados hacia arriba, M = 0, y tiene una energia Ey = —N/2.

Para el primer estado excitado M =1 se tiene que las ecuaciones (4.154), son:

A+i/2 N_ ikN _
(x\—i/2) =1,e*V =1. (4.177)

Y la energia correspondiente es £ = Ey + 2(1 — cos k). En el limite N — oo, el nimero de onda k
cubre de manera continua todo el intervalo (0, 27) y las rapideces cubren el eje real —oo < A < 0.
Estas excitaciones son magnones. La energia de un magnon con nimero de onda k esta dada por
er, = 2(1 — cosk).

En el sector con dos espines hacia abajo M = 2, las ecuaciones (4.154) con a =1y =2, se

convierten en

M2\ N =X+

= 4.1
<)\1 —i/2> A=A —i (4.178)
Xo+i/2\N A=A\ +i (4.179)
Xo—i/2)  Ao—A—i '

Estas se llaman Ecuaciones de Bethe. Se analizardn primero las partes reales. Se denotard (A; —
Ao +1)/(M — A2 — i) = exp(ip), donde ¢ € R. Entonces se reescribirdn las ecuaciones (4.178) y
(4.179) asi

eI N _

2N — =ip, (4.180)

e e

Analizando para el limite N — oo se nota que k; y ko cubren continuamente el intervalo [0, 27) y

que se tiene un estado con 2 magnones independientes con energia ' = Ey + €1 + €xo.
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Con respecto a la parte imaginaria de las ecuaciones (4.178) y (4.179), existen dos soluciones
complejas

)\1 =+ iyl, )\2 = 22 + Zyg (4181)

donde x1,x2,y1,y2 € R. Comparando los médulos de la ecuacién (4.178), nos resulta en:

N
i+ —1/2217 _ (@ —we) + (=g = 1) (4.182)
7+ (y1 +1/2)? (x1 — 22)” + (y1 — y2 + 1)

Asumiendo que y; > 0, mientras N — oo la parte izquierda de la ecuacién (4.182) tiende expo-

nencialmente a 0, esto implica que:
1 =2T2,Y1 — Y2 = 1. (4183)

Se puede tomar un tratamiento similar para la ecuacién (4.179). Multiplicando las ecuaciones

(4.178) y (4.179) se obtiene:

{Wf(yl—l/?)} v 1. (4.184)

z1+ (y1 +3/2)

lo que es equivalente a tener y; = 1/2 y que —oo < x1 < 00, entonces se reescriben las ecuaciones
(4.181) ast:

M =x+i/2,=2—1/2. (4.185)

Este es el estado asociado de dos magnones. Su energia es €x1, x2 = 1 — cos(ky + k2) y serd siempre
menor que la energia de dos magnones independientes F = €1 + €xa.-

En el espacio de las rapideces, tomando un valor arbitrario para A y tomando el limite N — oo,
los estados de la cadena de espines de Heisenberg XXZ exhiben una estructura de cuerda. Es decir

que los estados estan agrupados en cadenas complejas
Ap=x+ip,p=—-m,—m+1....m—-1m (4.186)

Dado que 2m — 1 es el nimero de estados entero y positivo, se tiene que m = 1,1/2,3/2,.... La
estadistica de las cuerdas complejas permite derivar la termodindmica de la cadena de espines de

Heisenberg para una temperatura arbitraria 7', como nos explica Baxter (1982).
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5 Fases cuanticas y transiciones de fase

cuanticas

5.1. Transiciones de fase

Suponiendo que se conocen las fuerzas entre moléculas de agua. Entonces se deberia poder
predecir el valor de la densidad del agua dentro de una cubeta a temperatura y presion ambiente.
Mids interesante, se deberia predecir que la densidad del agua va a cambiar dramaticamente y de
repente cuando la temperatura se incremente de 99C a 101C": La densidad decrecerd por un factor
de 1600 mientras el agua se convierte en vapor de agua. Esto se conoce como una transiciéon de
fase Baxter (1982).

Variando la presién y la temperatura del agua, esta puede existir de forma sdélida, liquida o
gaseosa Yeomans (1992). Existen fronteras entre las fases bien definidas que separan estas regiones
en las cuales cada estado es estable. El cruzar estas fronteras representa un salto en la densidad y
un calor latente, signos de una transicién de primer orden. El diagrama de fase de la Figura 5.1,
corresponde a un fluido tipico.

Considérese tener agua liquida y vapor coexistiendo, y empiécese a variar la presién y la tem-
peratura. Mientras la temperatura se incrementa, la diferencia de densidad entre el liquido y el
gas decrece continuamente hasta cero, como se muestra en la 5.2. La densidad se vuelve cero més
alla del punto critico C', a partir del cual es posible moverse continuamente de un fluido parecido
a un liquido hacia un fluido parecido a un gas. La diferencia de las densidades, que es distinta de
cero por debajo de la temperatura critica, se llama el pardmetro de orden de la transicién liquido
a gas. Si se observa el punto C' en el diagrama de la Figura 5.2 parece ser insignificante.

Segun Baxter (1982), pueden ocurrir efectos més extranos. Considérese una barra de hierro
en un fuerte campo magnético H, paralelo a su eje de magnetizacién. La barra estara casi com-
pletamente magnetizada: en las unidades apropiadas se puede decir que la magnetizacion M es
+1. Ahora, si se decrece el valor de H a cero, M decrecerd, pero no a cero. De hecho, al remover
el campo magnético externo, la barra tendrda una magnetizaciéon espontanea con magnitud Mj.
Se espera que las fuerzas moleculares sean invariantes con respecto a un retroceso en el tiempo,
esto implica que al revertir el campo se revertird la magnetizacién, por lo que M debe ser una
funcién impar de H. M(H) debe tener una gréfica como la que se muestra en 5.3(a), con una
discontinuidad en H = 0.

Cuando T' < T¢, lo limites H — 0, y H — 0. dan distintos valores para la magnetizacién
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Figura 5.1: Diagrama de fase de un fluido.
Todas las transiciones de fase son de primer orden, excepto en el punto critico C. Es posible
moverse continuamente de liquido a gas mas alla de C.
Fuente: Yeomans (1992).

espontanea; el valor que tome el sistema depende de su historia previa. Este es un ejemplo de un
rompimiento espontaneo de simetria.

Se puede considerar la barra de hierro como que estd pasando por una transicién de fase en H =
0, cambiando espontdneamente su magnetizacién de negativa a positiva. En la experimentacién se
ha mostrado, segin Baxter (1982), que esta discontinuidad desvanece y ocurre el fenémeno llamado
histéresis: Esto se debe a que la barra no esta en equilibrio termodindmico real. Si el hierro es suave
y estd sujeto a perturbaciones mecénicas, se puede obtener una gréfica muy similar a la Figura
5.3(a).

Siguiendo la explicacién de Baxter (1982), consideremos un cambio continuo en la temperatura
T. Al incrementar levemente la temperatura 7', se encuentra que la magnetizacién M (H) presenta
una gréfica similar, pero la magnetizacién espontanea M, decrece, como se muestra en la Figura
5.3(b). Finalmente, si la temperatura se incrementa al punto critico T, conocido como el punto de
Curie, la magnetizacién espontdnea My desaparece y M (H) se convierte en una funcién continua
con pendiente infinita (susceptibilidad) en H = 0, como se muestra en la Figura 5.3(c). Si se
incrementa atin més la temperatura T, M (H) sigue siendo una funcién continua que se convierte
en funcién analitica en H = 0.

Las explicaciones anteriores se pueden resumir construyendo una grafica plana (T, H), como
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Figura 5.2: Curva de presion de vapor.
Valores de las densidades de liquido y gas coexistiendo a lo largo de la curva de presién de vapor.
(priquia(T) — pgas(T')) es el pardmetro de orden para la transicién de liquido a gas.
Fuente: Yeomans (1992).

en la Figura 5.4, en la cual existe un corte a lo largo del eje de la temperatura 7', de 0 a 7;.. La
magnetizacion M es una funcién analitica de Ty de H en todos los puntos del plano derecho,
excepto en esos puntos en el corte. M es discontinua es esos puntos. Esta grafica es un diagrama de
fase simple; todas las cantidades termodindmicas, como el calor especifico o la susceptibilidad, son
funciones analiticas suaves de T'y H en todo el plano, con excepcién de la recta H =0, T < T¢.
A lo largo de esta recta la magnetizacién es discontinua, como se muestra en la Figura 5.3(a). Esta
discontinuidad es caracteristica de una transicién de fase de primer orden, con longitud finita de
correlacion.

El corte es una linea de transiciones de fase. El punto final (7, 0) se conoce como punto critico.

Claramente la funcién M (H,T) debe ser singular en este punto.

La magnetizacién espontdnea es una funcion de la temperatura Ty puede ser definida asi

Mo(T) = lim M(H.T) (5.1)

Llevando el limite por los valores positivos de H. Tiene una grafica del tipo mostrado en la Figura
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Figura 5.3: Grdficas de magnetizacion Vs. Campo magnético externo.
Para varias temperaturas: (a)T < T.(b)T = T.(c)T > T.
Fuente: Baxter (1982)

5.5, siendo positiva para T < T, y cero para T > T,.

Al cruzar la frontera de fase a temperaturas menores que la temperatura critica T,, se encuentra
que hay un salto en el valor de la magnetizacién. Es posible moverse continuamente de un estado
de magnetizacién negativa hacia un estado de magnetizacién positiva si se estd arriba del punto
critico (T, 0). Este punto critico divide estas dos tendencias; la magnetizacién es continua pero sus
derivadas son discontinuas. Esto se manifiesta, justo como en el caso del fluido, por divergencias
en las funciones de respuesta, el calor especifico y la susceptibilidad Yeomans (1992).

El parametro de orden para la transicién de fase ferromagnética es la magnetizacién. Su varia-
cién con respecto a la temperatura a lo largo de la curva de coexistencia H = 0, como se muestra
en la Figura 5.6. Al comparar esta grafica con la Figura 5.2, la tnica diferencia es la simetria

adicional en el caso magnético.

5.2. Transiciones de fase cuanticas
Segin Sachdev (2011), la diferencia entre las transiciones de fase cudnticas y las transiciones
de fase clasicas, como las ilustradas en la seccién 5.1, es que las ultimas suceden tinicamente por

fluctuaciones térmicas, dado que los sistemas que no consideran la mecanica cudntica caen en un
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Figura 5.4: Diagrama de fase de un magneto uniazxial.

Esta grafica muestra el campo magnético vs. la temperatura critica. El plano (T, H) mostrando
el corte a lo largo de T', en el cual M es discontinua. En el resto del medio plano, M es funcién
analitica de T'y H.

Fuente: Baxter (1982)

estado congelado sin fluctuacion al llegar al cero absoluto. Esto contrasta con las transiciones de
fase cuanticas, las cuales se dan a causa del principio de incertidumbre de Heisenberg, incluso en el
estado base, y puede causar transiciones de fase interesantes en 7" = 0. Por lo tanto, la regiéon 7" > 0
en la vecindad de un punto critico cuantico ofrece entonces una composicién de efectos derivados
de las fluctuaciones térmicas y cudnticas; algunas veces se encuentran algunos dominantes grados
de libertad efectivos cuyas fluctuaciones son puramente clésicas y térmicas, por lo tanto la teoria

clasica aplica a ellas.

Siguiendo el planteamiento de Sachdev (2011), considérese un hamiltoniano H (g), cuyos grados
de libertad residen en sitios dentro de un reticulo, y que varia en funcién de la constante adimen-
sional de acoplamiento g. Al seguir la evolucién de la energia de estado base de H (g) en funcién de
g. En el caso de un reticulo de tamano finito, esta energia del estado base serd un funcién analitica
suave de g. La principal probabilidad para que se encuentre una excepciéon emana del caso cuando
g se acople tnicamente a una cantidad conservada, por ejemplo, H (g) = Ho + gH1 donde Ho y Hi
conmutan. Esto significa que Hy y Hi pueden ser diagonalizados simultdneamente y entonces las
eigenfunciones de ellos seran independientes de g aunque los eigenvalores varien en funcién de g;
entonces, puede haber un salto de nivel donde un estado excitado se convierte en un estado base
con g = g¢, creando un punto no analitico en el estado base en funcién de g, como se muestra en

la Figura 5.7.

Cuando se tiene un reticulo infinito, las posibilidades son més ricas. Un cruce evitado entre el

estado base y el primer estado excitado en un reticulo finito puede convertirse progresivamente
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Figura 5.5: Magnetizacion espontanea Vs. Temperatura critica.
Fuente: Baxter (1982)

més afilado, en el sentido que se muestra en la Figura 5.8, mientras crece el tamano del reticulo,
derivando en un punto no analitico en J = J¢ en el limite hacia el infinito del reticulo. Se identifica
cualquier punto no analitico en el estado base de la energia en un sistema reticular infinito como
una transicion de fase: La no analiticidad de puede ser un caso limitante de un cruce de niveles
evitado, o puede ser un cruce de niveles. La trancisién de fase cuantica es acompanada usualmente

por un cambio cualitativo en la naturaleza de las correlaciones en el estado base.

Siguiendo con el razonamiento de Sachdev (2011), las transiciones de fase cudnticas de segundo
orden se caracterizan por que su escala caracteristica de las fluctuaciones que suceden por encima
del estado base desaparecen mientras g se acerca a gc. Se debe hacer que § represente una escala
caracterizando alguna significante densidad de fluctuaciones a temperatura cero para g # gc.
Por lo tanto § puede ser la la energia de la excitacién més baja por encima del estado base, si
este no es cero, y por lo tanto existe una brecha energética §; o si existen excitaciones a energias
arbitrariamente bajas al limite hacia el infinito en el tamano del reticulo, § es la escala a la
cual existe un cambio cualitativo en la naturaleza del espectro de frecuencias desde su frecuencia
més baja hasta su comportamiento de més alta frecuencia Sachdev (2011). En muchos casos, se

encuentra que mientras g se aproxima a g¢, 0 desaparece asi
z
d~Jlg—gc|™, (5.2)

Acé J representa la escala de energia de un acoplamiento microscépico caracteristico, y Zv es un

exponente critico Sachdev (2011). Su valor es universal en la mayoria de los casos, como apunta
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Figura 5.6: Magnetizacion en campo externo nulo Vs. Temperatura critica
Debajo de la temperatura critica existe magnetizaciéon espontdnea +M (T).
Fuente: Yeomans (1992).

Cardy (1996), significando que este valor es independiente de la mayorfa de los detalles microscopi-
cos del hamiltoniano H(g). Ademds de desvanecerse la escala de energia, las transiciones de fase
cuanticas de segundo orden tienen invariablemente una longitud de correlacién ¢ divergente. Es-
ta puede ser la escala de longitud que determina el decaimiento exponencial de las correlaciones
coetaneas en el estado base o puede ser la escala de longitud a la cual le ocurre a las correlaciones

algin cambio en las distancias més largas. Esta longitud diverge asi:
&~ Alg—gol”, (5.3)

donde v es un exponente critico, y A es una escala de longitud inversa de orden del espaciamiento
inverso del reticulo. La razén de los exponentes de las ecuaciones 5.3 y 5.2 es Z, el exponente
critico dindmico. La escala de energia caracteristica se desvanece como la Z potencia de la escala
de longitud inversa

§~EZ (5.4)

Se debe notar que las singularidades a las cuales se hace referencia existen en el estado base del
sistema reticular. De manera estricta, las transiciones de fase cudnticas ocurren Unicamente a

temperatura cero.
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Figura 5.7: Energia Vs. Constante de acoplamiento, con cruce de nivel.

Eigenvalores bajos, E, de un hamiltoniano H(g) en un reticulo finito, en funcién de g. Cuando
H(g9) = Ho+ gH1 y donde Ho y H1 conmutan y son independientes de g, puede haber un cruce
de nivel.

Fuente: Sachdev (2011).
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Figura 5.8: Energia Vs. Constante de acoplamiento, sin cruce de nivel.

Eigenvalores bajos, E, de un hamiltoniano H(g) en un reticulo finito, en funcién de g. Aunque
H(g) =Ho+ gH1y Ho y Hi conmuten y son independientes de g, generalmente sucede un cruce
de nivel evitado.

Fuente: Sachdev (2011).

5.3. Transiciones de fase cuanticas en el modelo de Heisen-

berg XXZ

Para esta seccién se tomé como referencia una cadena de espines de Heisenberg XXZ de 8 sitios.
Las transiciones de fase que se pueden estudiar de este modelo, corresponden a un cambio abrupto
en la magnetizacion de la cadena de espines, por lo cual se entiende que la magnetizaciéon es el
parametro de orden de la transicién de fase. Dado que se considera el caso en el cero absoluto y

que la energia del estado base a esta temperatura no es cero, se tiene que
1 N
M = NZ (S;) = Mn, (5.5)
i

donde M es un vector en tres dimensiones por lo cual el parametro de orden tiene 3 dimensiones
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Delcompare (2017). El hamiltoniano en campo externo cero tiene simetria O(3), lo que implica
H{S;} =H{RS;,} , H=0, (5.6)

donde R es una matriz de rotacién arbitraria en tres dimensiones, actuando sobre todos los {.S;}.
El hamiltoniano, en ausencia de campo externo, es invariante bajo esta rotacién global arbitraria
en el espacio de espin porque s6lo depende del producto escalar S;S;, 1, es decir, en el dngulo entre
S; y Si+1. Si se toma en cuenta que R rota todos los espines en la misma cantidad, implica que
no hace girar el reticulo en que estan los espines colocados. Con el campo externo igual a cero,
la simetria O(3) del modelo de Heisenberg se rompe espontdneamente con T' < T Delcompare
(2017).

Cuando H #1, el hamiltoniano sigue siendo invariante ante las rotaciones de los espines en el
plano perpendicular a H. En el caso de considerar a temperatura cero absoluto, sucede que se
tiene orden ferromagnético u orden antiferromagnético. Si el sistema se encuentra en fase antife-
rromagnética, la magnetizacién total es cero; mientras que si la cadena se encuentra en una fase

ferromagnética la magnetizacién total tiene un valor finito. En este caso la magnetizacion es

1 Z
M= NZ (87) (5.7)
i
Para A < —1, la cadena de Heisenberg XX7 presenta un estado base con todos los espines
alineados en la direccién —z con energia dada por, lo que significa que el este estado presenta una

magnetizacién negativa

=5, (59)

i
donde N = 8 es el nimero de sitios. y la magnetizacién por sitio es —1. Como se determiné en la
seccion la region —1 < A < 1 la energia es cero, por lo que la magnetizacién también lo es. En
esta region se tiene un metal antiferromagnético.

Con el propdsito de mostrar diagramas de fase correspondiente a la cadena cuantica de espin
1/2 de Heisenberg XXZ, se utiliz6 un programa escrito en Python, que opera un sistema de 8
sitios. El programa elabora la cadena periédica en estado base de dicha longitud. Luego, haciendo
variar la anisotropia desde —2 hasta cero y luego desde cero hasta+2 en pasos de tamano 0,01,
va guardando las eigenfunciones y sus respectivos eigenvalores para cada paso. Ya teniendo dichos
valores, calcula la magnetizacion para cada conjunto de eigenfunciones y eigenvalores. Luego grafica
la magnetizacion contra la anisotropia. De esta forma se obtienen los diagramas de fase mostrado
en las Figuras 5.9 y 5.10.

Interpretando estas gréficas se puede decir que en el estado base de la cadena cuantica de espin

1/2 de Heisenberg XXZ de 8 sitios a cero absoluto, presenta un cambio abrupto en la magnetizacion,
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Figura 5.9: La magnetizacion por sitio vs. la anisotropia A para una cadena de 8 sitios.
La grafica muestra la transicion de fase cuantica en el cuadrante positivo del diagrama de fase.
Fuente: Elaboracién propia.

cuando A — -1, cuya magnitud pasa de M = 0 a M = —1. De manera similar, se observa que
la magnetizacién de la cadena cudntica de espin 1/2 de Heisenberg XXZ de 8 sitios presenta otro
cambio abrupto cuando A — +1, donde la magnitud de la magnetizacién pasa de ser M = 0 a
M = 1. Este hecho nos permite afirmar que existen dos transiciones de fase cuanticas en el estado
base de una cadena cudntica de espin 1/2 de Heisenberg XXZ. Considerando el razonamiento
presentado en las secciones 4.2,4.3 y 4.4, se puede decir que existen siempre estas transiciones de
fase sin importar la longitud de la cadena.

El acoplamiento en el plano z- y del espin compite con el acoplamiento en la eje z, por lo que
este ultimo depende del valor de las constantes. Habiendo tomado j = 1 tenemos que anisotropia
puede ser menor, igual o mayor, cambiando el ordenamiento de los espines y asi cambiando el

estado y la energia.
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Figura 5.10: La magnetizacion por sitio vs. anisotropia -A para una cadena de 8 sitios.
La grafica muestra la transiciéon de fase cuantica en el cuadrante negativo del diagrama de fase.
Fuente: Elaboracién propia.
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6 Conclusiones

6.1. El espectro de energia de una cadena cuantica de espin

1/2 de Heisenberg XXZ

Una cadena cuéntica de espin 1/2 descrita por el modelo de Heisenberg XXZ presenta un
espectro de energia, obtenido a través del método Ansatz de Bethe, que se puede determinar con
presicion arbitraria: Teniendo N y el ntimero M de sitios con espin hacia abajo podemos descartar
todas las configuraciones del estado de la cadena |n) que no cumplan con tener M cantidad de
espines hacia abajo y asi reducir la cantidad de eigenstados y eigenvalores. Teniendo los ntimero
N, M y la anisotropia A podemos enfocar nuestro espectro en un caso mas especifico, como se
presento en la seccién 4.3, resolviendo un sistema de ecuaciones algebraicas dadas por 4.160.

El problema de encontrar el espectro de energias se simplifica porque todas las posibilidades
de que se dispersen los magnones dentro de la cadena consisten de muchas dispersiones de dos
particulas, por lo cual se concluye que este modelo es reducible a dos cuerpos.

Con estas conclusiones se cumple con el objetivo general de este trabajo, que es describir el

espectro de energias de una cadena cudntica de espines de Heisenberg XXZ, listado en (2).

6.2. Descripcién del modelo de Heisenberg.

El hamiltoniano general para el modelo de Heisenberg utilizado en este trabajo es:

H = J[Sl'SQ"’SQ'Sg"’..."’SN'Sl]

N
JY S Sui ’
n=1

donde la constante J expresa la naturaleza del acoplamiento y S,, = (S%,S¥,S?). Existen variantes

de este modelo, dependiendo de la restriccién que puedan tener los ejes en el espacio del espin.
6.3. Las interacciones entre particulas de espin 1/2 y su in-

fluencia en la dinamica de una cadena de espines.

Como se detallé en la seccién (3.2.4) del capitulo (3), los materiales de uso préctico tienen
sus magnetos atémicos alineados por medio de una interaccion de intercambio. Las fuerzas eléctri-
cas entre electrones son mucho mas fuertes que las de origen magnético. La interaccién con el
campo magnético es] = [i - B y el momento magnético total es J=L+ S.,donde L es el mo-

mento magnético orbital y es S es el momento de espin. Se mostré en la subseccién (3.2.1) que
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I = ﬁ(f, ®Ip) - B+ B(Is ® §) .B ,por lo tanto se puede factorizar el intercambio en parte

orbital y parte de espin, por lo que se escogié trabajar iinicamente con el intercambio de espin.

6.4. Analisis del método de Ansatz de Bethe utilizando el

modelo de Heisenberg en su variante XXX.

Como se mostré en la seccién (4.1), se aplica el método Ansatz de Bethe al modelo de Heisenberg
XXX iniciando con el célculo de la energia de un estado basal y luego se empieza a sectorizar el
hamiltoniano en regiones caracterizadas por tener, en primer lugar, un espin con la orientacién
cambiada con respecto a los demds en el estado base; luego en segundo lugar, se sectoriza el
hamiltoniano en regiones con dos espines con la orientacién cambiada hallando en el proceso los
casos de espines adyacentes y espines no adyacentes; luego se sigue sectorizando el hamiltoniano
para tres espines, mostrando que el planteamiento sigue un patrén, y que se puede resolver por
sectores el la totalidad del hamiltoniano del modelo, simplemente escogiendo qué partes se quieren
resolver, sin tener que diagonalizarlo completamente. Por lo tanto se puede describir el espectro
de energias del hamiltoniano del modelo de Heisenberg XXX de manera exacta por medio de

ecuaciones algebraicas.

Con el andlisis detallado del método del ansatz de Bethe presentado en la seccién (4.1), cum-

plimos con el objetivo especifico nimero dos de los listados en (2).

6.5. Aplicaciéon del método de Ansatz de Bethe al modelo

de Heisenberg en su variante XXZ.

De manera similar a como se procedi6 con el modelo de Heisenberg XXZ, se mostré en la seccion
4.2, se aplica el método Ansatz de Bethe al modelo de Heisenberg XXZ de la misma manera que con
el modelo de Heisenberg XXX. La diferencia radica en las simetrias que presenta el hamiltoniano
XXZ, las cuales nos permiten eliminar sectores del hamiltoniano desde un principio. De similar
manera se concluye que el método nos permite sectorizar el hamiltoniano XXZ en regiones de
igual energia con igual nimero de espines con direccién cambiada permitiendonos encontrar los

eigenvalores y eigenfunciones segin nuestra conveniencia.

Con el andlisis detallado del método del ansatz de Bethe presentado en la seccién 4.77 y con
la parametrizacion de las ecuaciones en la seccién 4.3 se cumplié con el objetivo especifico ntimero
dos de los listados en (2). Con estas conclusiones se aplicé el método del ansatz de Bethe, por lo

que se cumplié con el objetivo especifico nimero tres de este trabajo, listado en (2).

6.6. Aplicaciones recientes del modelo de Heisenberg.

En la seccién (3.5) se abordaron tres campos de la fisica en los cuales se usé el modelo de

Heisenberg dentro de la pasada década hasta el ano pasado.
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6.6.1. Informacién cuantica

En el campo de la informacién cuédntica, algunas de las simulaciones del transporte de infor-
macién en cadenas de espines con alguna de las variantes del modelo de Heisenberg también se
realizan con técnicas como RMN (Resonancia Magnética Nuclear). También se hacen simulaciones
con modelos de Heisenberg antiferromagnéticas para cristales simples probando distintos métodos

como el de Monte Carlo cuantico, protocolos de percolacion, etc.

6.6.2. Computacién cuantica

Las computadoras cuanticas ain no son comprendidas a totalidad aunque desde hace algunos
anos se vienen estudiando distintos problemas en los que se podrian poner a prueba. También se
estudian las caracteristicas de los dispositivos que podrian realizar el procesamiento. El modelo
de Heisenberg se usa para caracterizar el confinamiento de ctbits acoplados usando una cadena
cuédntica con espin 1/2 anisotrdpica de Heisenberg, construyendo una secuencia ligada de energia

por sitios en un reticulo que resulta en el confinamiento de particulas en sitios individuales.

6.6.3. Redes tensoriales

Otro campo en el que se usa el modelo de Heisenberg son las redes tensoriales. Estas son
representaciones de estados cuanticos de multiples particulas que se basan en la estructura local de
entrelazamiento. Utilizamos el entrelazamiento para construir la funcién de onda para el sistema.
Un sistema cudntico con N particulas de espin 1/2 cuyo eigenestados se pueden escribir de la

forma,

N
) = Cnln). (6.1)

n=1

Se puede describir cualquier funcién de onda del sistema con los coeficientes complejos C,, mientras
se escoja una base individual |n) para los espines n = 1,2,..., N. Estos coeficientes se pueden
entender como elementos de un tensor C' con N indices, donde cada uno de los indices puede
tomar dos valores espin arriba o espin abajo. El modelo de Heisenberg se utiliza dentro de las
redes tensoriales para representar estados cudnticos conocidos y asi poder extraer informacién
intrinseca de los sistemas cuanticos como parte de una red tensorial y también para comparar los
resultados de métodos alternativos aplicados a los mismo sistemas.

Al describir estos temas en la seccién (3.5) se cumplié el objetivo de introducir al lector a
un conjunto de aplicaciones recientes del modelo de Heisenberg, cumpliendo asi con el objetivo

especifico niimero cinco de este trabajo, listado en (2).

6.7. Las transiciones de fase clasicas y cuanticas
Como se expuso en la seccién (5.1), las transiciones de fase cldsicas se refieren a un cambio
abrupto en el pardmetro de orden de un material al variar las condiciones externas en el que se

encuentra, como puede ser la temperatura, la presion o el campo magnético. El material pasa de

83



estar en un estado a estar en otro con un salto en el valor del pardmetro de orden, como ocurre
con la densidad del agua al pasar de liquido a gas variando su temperatura de 99 a 101. El cruce
de un estado a otro se denomina transicién de fase.

En la seccidén (5.2) se mostré que las transiciones de fase cudnticas ocurren si se considera
un hamiltoniano # (g) con sus grados de libertad residiendo en sitios dentro de un reticulo, y se
hace variar en la constante adimensional de acoplamiento g entre las particulas pertinente. Dentro
de este contexto, la energia del estado base serd un funcién analitica suave de g. La principal
probabilidad para que se encuentre una excepcion viene del caso cuando g se acople inicamente
a una cantidad conservada. Cualquier punto de no analiticidad en la energia del estado base se
considera una transicién de fase.

La diferencia entre las transiciones de fase cudnticas y las transiciones de fase clasicas, como
las ilustradas en la seccién 5.1, es que las tltimas suceden tinicamente por fluctuaciones térmicas,
dado que los sistemas que no consideran la mecanica cuantica caen en un estado congelado sin
fluctuacién al llegar al cero absoluto. Esto contrasta con las transiciones de fase cudnticas, las
cuales se dan a causa del principio de incertidumbre de Heisenberg, incluso en el estado base, y
puede causar transiciones de fase interesantes en 7' = 0.

Describiendo cémo funcionan las transiciones de fase clasicas y las transiciones de fase cuanticas,

cumplimos con el objetivo especifico niimero seis de los listados en (2).
6.8. Las transiciones de fase cuanticas de cadena cuantica

de espin 1/2 descrita por el modelo de Heisenberg XXZ
Se utilizé6 un programa desarrollado en entorno Python, que sirvié para realizar las graficas
(5.9) y (5.10). Se encontré que variando el valor de la anisotropfa de una cadena de espin 1/2
de Heisenberg XXZ con respecto la magnetizacion, se muestra que existe transicion de fase a
cero absoluto en la frontera cuando pasamos de A < —1 a —1 < A. La magnetizacién por sitio
pasa de ser —1 a ser cero de forma abrupta. Esto obedece a un cambio igualmente abrupto en el
ordenamiento de los espines, ya que estos pasan de tener un grupo de M < N espines orientados
hacia abajo a tener igual niimero de espines orientados hacia abajo que espines orientados hacia
arriba lo cual causa que la magnetizacién se anule. La transicién de fase cuantica sucede también
para el caso A < 1 a1l < A. Es de notar que estas transiciones ocurren en el estado base de la
cadena.
En la seccién 5.3, se utilizé un programa en Python para simular una transicién de fase cudntica
e interpretamos el resultado de la simulacién, cumpliendo asi con el objetivo especifico nimero siete

de este trabajo, listado en (2).
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7 Recomendaciones

1. Continuar con el estudio analitico de a cadena cudntica de espin 1/2 de Heisenberg XXZ en

el sector —1 < A < 1, realizando su respectiva parametrizaciéon de Orbach.

2. Dado que el ansatz de Bethe no nos explica por qué soluciona exactamente este modelo,
por lo que se recomienda profundizar el estudio de los sistemas cudnticos integrables para

entender el por qué.
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9 Anexos

9.1. Programa para diagonalizacién del hamiltoniano de Hei-

senberg XXZ
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#!/usr/bin/env python3

# -x- coding: utf-8 -*- """ Created on Tue Sep 4 12:03:45 2018
nnn

import numpy as np

from numpy import linalg as LA

import matplotlib.pylab as plt

import time

start = time.time() #guarda el tiempo inicial al iniciar el proceso
dhx = 0.01

#matrices de Pauli

sx = [[0.,1.],[1.,0.]]

sy = [[0.,-1.0j],[1.0j,0.]1]

sz = [[1.,0.1,[0.,-1.]]

s0 = [[0.,0.],[0.,0.]1]

sid = [[1.0,0.0],[0.0,1.0]]

#Base en sz

up = [[1.0],[0.01]

down = [[0.0],[1.0]]

#Parametros de la cadena

N = 8 #tamafio de la cadena

#Jx, Jy, Jz son las constantes de acoplamiento

Jx = 1.
Jy = 1.
Jz = 2.

H = np.zeros((2xx(N),2%*(N)))

SXtot = np.zeros((2**(N),2**(N)))

times = np.int(2+*np.abs(2*Jx)/dhx) JZ = [1 hX = [1 mag = []
#
#Funcién de operadores 1/2

#N es el tamafio de la cadena +1

#alfa es la matriz de Pauli: 1->x, 2->y, 3->z
#
def S(N,alfa,n):
if alfa == 1:

if n == 0O:

Sn = np.kron(sx,np.identity(2*x(N-1)))

else:

Sn = np.kron(np.kron(np.identity(2**(n-1)),sx) ,np.identity(2**(N-n)))

elif alfa ==

if n == 0O:

Sn = np.kron(sy,np.identity(2*%*(N-1)))

else: Sn = np.kron(np.kron(np.identity(2**(n-1)),sy),np.identity(2**(N-n)))

elif alfa ==

if n == 0O:

Sn = np.kron(sz,np.identity(2**(N-1)))

else: Sn = np.kron(np.kron(np.identity(2*%*(n-1)),sz),np.identity(2**(N-n)))

return Sn

#Transicion de fase

for k in range(times):

#Utilizando condicion periodica de frontera, usamos N hasta N+1

SXtot = np.zeros((2xx(N),2**(N)))

JZ.append ((-2*Jx + float(k) * dhx)/(2xJx)+1)

for n in range(1,N+1):

if n ==

SXn = S(N,1,n)

SXn1 = S(N,1,1)

SYn = S(N,2,n)

SYni = S(N,2,1)

SZn = S(N,3,n)

SZn1 = S(N,3,1)

else:

SXn = S(N,1,n)

SXn1l = S(N,1,n+1)

SYn = S(N,2,n)

S¥nl = S(N,2,n+1)

SZn = S(N,3,n)

SZnl = S(N,3,n+1)

#Definimos el hamiltoniano

H=H - 0.5%((Jx * np.dot(SXn,SXn1) + Jy * np.dot(SYn,SYnl) + 2 * JZ[k] * np.dot(SZn,SZn1)))
h = np.matrix(H)

SXtot = SXtot + SZn 92

#
#Funcion para diagonalizar el hamiltoniano:
#w es el arreglo de eigenvalores

#v es el arreglo de eigenestados

#
w,v = LA.eigh(h) #esta funcion computa las matrices hermiticas
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