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Resumen

Presentamos, primeramente, lo que es la energia de vacio y los temas previos e importan-
tes para entender el vacio cuantico en el apartado del marco tedrico, comenzando por una
breve introduccién a los temas mas relevantes de la mecénica clésica, después se procede a
dar una pequena introduccién a teoria cuantica de campos empezando con las ecuaciones
de Dirac y Klein-Gordon. Después se muestra la cuantizacién de campos escalares libres
que sirven de puente para poder abordar el vacio cuantico, ademas del oscilador armonico
cuéantico y definirlo en términos de los operadores creaciéon y destrucciéon. Una vez definido
lo anterior se muestra una breve introduccién al trabajo de Casimir con placas paralelas.

Una vez teniendo el marco tedrico cubierto, abordamos los célculos de la energia de
Casimir para tres diferentes configuraciones, tanto para una y dos dimensiones, empleando la
técnica de regularizacion de funciones zeta. Luego se presenta el calculo original de Casimir,
con la diferencia de que se emplean las funciones zeta. Para los tres casos la energia de vacio
resulta ser atractiva, reflejada en el signo menos que aparece en dichas expresiones. Para el
caso de una dimension la energia aumenta asintéticamente, por otro lado la energia para el
caso de dos dimensiones resulta ser depiendiente del cuadrado de las longitudes de la placa,
lo cual puede interpretarse como el édrea de la misma, por lo que inferimos que se tiene un
comportamiento asint6tico también. La energia de Casimir para placas parelalas resulta ser
asintotica con dependencia en la separacion de las placas al cubo.

Por dltimo, se presenta el calculo de la autoenergia del electron empleando las técni-
cas desarrolladas de la teoria cuantica de campos perturbativa y electrodindmica cuantica.
El resultado obtenido es que dicha autoenergia depende de logaritmos principalmente, el
coportamiento vendria a ser asitoticamente logaritmica.

IX






cAPITULO 1

Introduccién

El efecto Casimir es uno de los fenémenos fisicos causados por lo que se conoce como
energia de vacio y es consecuencia de la teoria cuantica de campos. Histéricamente el efecto
Casimir fue descubierto y estudiado por H.B.G Casimir y Dirk Polder mientras estudiaban
fuerzas intermoleculares y fuerzas de Van der Waals. Esto nos puede parecer algo raro, pero
tiene su explicaciéon del porque el vacio tiene energia.

Una buena manera de explicarlo es en virtud del principio de incertidumbre. Este princi-
pio nos dice que no podemos medir dos cantidades fisicas complementarias al mismo tiempo,
esto quiere decir, que por ejemplo no podemos saber la posicién y velocidad de una particula
al mismo tiempo, esta serfa la razén del porque es coherente pensar en una energia asociada
al vacio. Esta energia se conoce como energia del punto cero, la cual es debida a fluctuacio-
nes cuanticas del vacio provocadas por creaciéon y aniquilacion de particulas virtuales o bien
dicho de otro manera, son fluctuaciones de los modos normales del campo.

Dichas fluctuaciones pueden ser interpretadas como osciladores cuénticos, esto debido
a que si calculamos la energia fundamental de un oscilador cuéntico, esta corresponde con
un valor proporcional a la frecuencia angular de la oscilaciéon. Y como bien sabemos, dicha
energia esta cuantizada, es decir, solo toma valores discretos. También podemos mencionar
que por reglas de conmutacion de las coordenadas generalizadas y sus momentos conjugados,
no conmutan en general con el hamiltoniano, lo que nos dice que ambas cantidades son no
nulas y por tanto refuerza la idea de que existe energia en el vacio.

La manera en como Casimir estudio este efecto fue por medio de la configuracion de
placas paralelas tales que la distancia de separaciéon de las mismas es mucho menor a las
dimensiones de las placas. También consider6 que fueran placas dieléctricas, lo que implica
que el campo eléctrico transversal y el campo magnético normal, deben de anularse en la
superficie. El cédlculo de la energia entre las placas nos conduce a que las mismas deben
de atraerse. Esto se conoce como fuerza de Casimir, provocado por lo anteriormente dicho,
ademas de que para esta configuracion, hay un nimero mas grande de fluctuaciones afuera de
las placas que adentro, creando una presién entre ellas. Las placas perturban dicho campo,
provocando la interaccién y forzando a las placas a juntarse.



Entonces esto nos hace ver que en presencia de objetos dichos campos se ven pertubados,
provocando ya sea una fuerza de atraccién o repulsion. Esto, por tanto, nos permite estudiar
diferentes geometrias o configuraciones, pero como es bien conocido, en teoria cuantica de
campos se trata con cantidades que dan un valor divergente, més precisamente el valor de la
energia de Casimir independiente de su configuracion dara un valor divergente, esto debido
a que se suman todas las energias de los osciladores armoénicos en el campo. Para tratar con
tales divergencias se hace uso de la regularizaciéon de funciones zeta, siendo estas aplicadas
en varias ramas de la fisica como lo son césmologia y agujeros negros, materia condensada,
fisica nuclear, etc. Para esta tesis nos enfocaremos en la aplicaciéon de dicha técnica en el
célculo de la energia de Casimir para diferentes configuraciones

Casimir

plates Vacuum

fluctuations

Figura 1: Configuraciéon de placas paralelas estudiada originalmente por Casimir .

Existen otras técnicas que permiten renormalizar las expresiones divergentes, pero la
técnica de regularizacién de funciones zeta permite también estudiar un poco del porque
dichas funciones pueden describir tan bien un sistema cuantico, creando un puente entre fisica
y matemaética. Dichas funciones son de variable compleja que admiten una regularizacion a
todo el plano complejo. Tambien son de gran intéres en teoria de nimeros y anéalisis complejo
debido a que se relaciona con la hipotesis de Riemann la cual arroja luz sobre la distribucion
de ntimeros primos.



CAPITULO 2

Justificacién

El estudio y la comprensién de la energia de vacio tiene repercusiones mas alla del efecto
Casimir, es decir, uno de los problemas mas grande de la fisica actual es lo que se conoce como
el problema de la constante cosmoldgica. Esta constante fue introducida por A. Einstein en
su teoria general de la relatividad como un término adicional a su ecuacién de campo para
la gravedad. Dicha constante se ha logrado medir a nivel experimental, pero mientras el
célculo tedrico es ordenes de magnitud més grande que la evidencia experimental, siendo
este el peor célculo en la historia de la fisica tedrica.

Ahora bien, dicha constante cosmoldgica se relaciona con la densidad de vacio que hay en
el universo, entonces ahi radica la importancia de comprender de mejor manera la energia
de vacio por medio del efecto Casimir y comparando con la autoenergia. Ademas cabe
mencionar que la constante cosmologica esta relacionada con la expansion acelerada del
universo. Entender por que el universo se expande por medio de la comprensiéon de la energia
de vacio seria un gran paso para la comprensién de nuesto universo y de como funciona.
Entonces esto abre la posibilidad de que dicha expansion se deba a una fuerza repulsiva
generada por la energia de vacio similar a lo que ocurre en el efecto Casimir.






CAPITULO 3

Objetivos

3.1. Objetivo general

Calcular la energia de Casimir para diferentes configuraciones empleando regularizacién
de funciones zeta y comparar con la autoenergia.

3.2. Objetivos especificos

= Calcular la energia de Casimir en una dimensién con condiciones de Dirichlet.
= Calcular la energfa de Casimir en dos dimensiones con condiciones de Neumann.

= Calcular la energia de Casimir para placas paralelas empleando regularizacion de fun-
ciones zeta.

= Calcular la autoenergia del electron.
= Regularizar la funcién zeta de Riemman.
= Regularizar la funcién zeta de Hurwitz.

= Regularizar la funcién zeta de Epstein.






CAPITULO 4

Marco tedrico

4.1. Teoria clasica de campos

En este apartado daremos una breve descripcién de los resultados basicos de la mecénica
clasica sobre teoria clasica de campos, para poder asi abordar en los siguientes apartados
sobre la teoria cuantica de campos. Los cuatro puntos importantes son el formalismo lagran-
giano y hamiltoniano, las simetrias y el teorema de Noether, ademas del concepto de campo
escalar.

4.1.1. Formalismo lagrangiano y hamiltoniano

Primero daremos una definicién de lo que es un campo escalar en el sentido clasico.

Definicion 4.1: Un campo escalar es una distribucién de una cantidad fisica escalar en
una region del espacio-tiempo (Z,t) y lo denotaremos por ¢(&,t).

La definicién anterior basciamente nos dice que para cierta regiéon del espacio, se puede
medir una cantidad fisica en un instante de tiempo. En la teoria de campos nos interesa
estudiar la dindmica de los campos. Para poder hacerlo debemos definir el lagrangiano,
donde la nocion fisica seria la diferencia entre la energia cinética y potencial del sistema.

Definicion 4.2: Sean L(t) un funcional y £ = £(p(Z,t), d(Z,t), VP(Z,t)) una funcion
que denominaremos densidad lagrangiana, tal que

L(t) = / £(6, ) )

De la expresién anterior podemos definir la accién (integral doble de £ sobre un d3zdt =



d*z ) y la variacion de la accién, donde podemos formular un problema comtn en el calculo
de variaciones, es decir, encontrar una funciéon que permita que la accién adquiera un valor
extremo. Béasicamente imponemos las condiciones ¢(Z,t1) = ¢(Z,t2) = 0 tal que 65 = 0
donde S es la accidon y 4.5 es la variacion de la misma, desde un punto de vista mas fisico,
se hizo uso del principio de minima accién o principio de Hamilton.

Después de resolver el problema del calculo de variaciéon obtendremos algo que se conoce
como la ecuacion de Euler-Lagrange, la cual nos permite describir la dindmica de los campos.
La ecuacién de Euler-Lagrange tiene la siguiente forma.

Ahora definiremos los puntos importantes del formalismo hamiltoniano, donde la nocién
fisica del hamiltoniano seria la energia total, es decir, la suma de la energia cinética y
potencial del sistema.

Definicion 4.3: Sea mw(x) el momentum conjugado a ¢(x) tal que

Y

") =g (3)

Donde notamos que m = m(z) solamente, lo que implica que para el formalismo hamil-
toniano ¢ = ¢(z). Ahora procederemos a definir el hamiltoniano.

Definicion 4.4: Sea H el hamiltoniano y = w(z)¢(z) — £(z) la densidad hamilto-
niana, donde esta densidad hamiltoniana es una transformaciéon de Legendre, tal que.

H = / Hd3x (4)

Ahora las ecuaciones del movimiento que surgen del formalismo hamiltoniano y que
también nos permiten estudiar la dindmica de los campos, incluyendo la parte temporal son
2]

__oH

4.1.2. Simetrias y teorema de Noether

En teoria de campos el concepto de simetria es uno de los mas importantes por las
implicaciones que tienen. De hecho un resultado muy importante acerca de las simetrias



es el teorema de Noether, habiendo simetrias globales o locales, a veces llamadas simetrias
gauge. Un ejemplo de simetria seria la que surge bajo transformaciones de Poincare, es decir,
que existe una invarianza relativista. La idea de simetria es poder dar un punto de partida
més natural para la cual se puede construir una teoria cuéntica de campos, basicamente una
simetria global es aquella que refleja una transformacién igual en todos los puntos del campo
clasificando el espectro de una teoria, por otro lado las simetrias locales o gauge eliminan
estados, donde se reflejan redundancias en la descripciéon de la teoria, siendo por tanto las
cantidades medibles invariantes gauge. Las simetrias gauge tienen su importancia debido a
que reflejan un principio fundamental de la naturaleza, el cudl es la invarianza de las leyes
fisicas bajo transformaciones locales o gauge [3|. Esto nos conduce a definir el teorema de
Noether el cual se enuncia como sigue.

Teorema 4.1 (teorema de Noether): Toda simetria continua del lagrangiano da lugar
a una corriente conservada j*(z) tal que la ecuacion de movimiento implica

" = (6)
es decir, %O +V 'f: 0 o dicho de otra forma

dp .

Demostracion: Trabajando con cantidades infinitesimales, definamos la siguiente trans-
formaciéon que serd una simetria continua si el lagrangiano cambia por una derivada total
0L = 0, F* para algin conjunto de funciones F*(¢).

0¢(x) = X () (8)

Consideramos hacer una transformaciéon arbitraria al campo d¢ , por lo que obtenemos
que

oL oL oL oL oL
0L =—§ — 0,(00)=|— —0,——| 0§ 0, ———6
950 T 5(9,9) 2109 [a¢ “awm)] - “(8(%) ¢) ©)

Donde el término en corchetes desaparece cuando las ecuaciones de movimiento se satis-
facen, asi que por lo tanto obtenemos que

5£ =0, <({)(‘§@5¢) (10)

Pero por la transformacion simétrica 6¢ = X (¢), tenemos por definicién que £ = 9, F*,
donde al comparar con la ecuaciéon (4.10) tenemos que



9, F" =0 (11)

: oL
Donde j# = (0ud) (¢) — F*(9) 2] O

La interpretacion fisica del teorema de Noether es bésicamente que para cada simetria,
habra una ley fisica que se conserva, por ejemplo, bajo transformaciones temporales o de
traslacion, surge la ley de la conservacion de la energia .

4.2. Mecanica cuantica y relatividad especial

Ahora nos centraremos en tratar de reconciliar la teoria de la realatividad especial con la
mecanica cuéntica, es decir, se sabe muy bien que la ecuacion de Schrodringer no es suficiente
para poder describir el comportamiento de las particulas a velocidades relativistas. Para
poder tener una mejor descripciéon de este tipo de particulas, analizaremos las ecuaciones
de Klein-Gordon y la ecuacién de Dirac. Este par de ecuaciones son las ecuaciones basicas
y principales en una teorfa cuantica de campos, que en el apartado siguiente se obtendra a
partir de la cuantizacién de una teoria de campos clésica.

4.2.1. Ecuacion de Klein-Gordon

Podemos relacionar la ecuacién de Schrodringer no relativista, con la relacion energia-
momentum no relativista, es decir

2
p=2 (12)
2m
donde se tiene que los operadores cudnticos para la energia y el momentum son F := z%
y p := —iV respectivamente, y ademés estos operadores diferenciales actian sobre la funcién

de onda de Schrodringer.
Ahora para una ecuacion de onda relativista se deberia considerar la ecuacion (4.12) para
un cuadrivector, tal que, p* = (E, p) donde se debe satisfacer que p* = pupt = E? —p? =m?

donde las constantes Ai=c=1

Con esto obtenemos la siguiente relacion

E? =p* +m? (13)

Si sustituimos la relaciéon de los operadores cuanticos para la energia y el momentum en
la ecuacion (4.12) y que estos a su vez estén actuado sobre un campo escalar unidimensional

10



¢(x,t) obtendremos que

0?p(z,1)

T om (=V? +m?)¢(x,t) (14)
definiendo el D’Alembrtiano [J como [ := —g—; — V2 tenemos que
(O +m*)¢(,t) =0 (15)

Con lo cual hemos obtenido la ecuacién de Klein-Gordon, la cual es til para describir
particulas de espin 0 o del tipo bosén

Ahora para la solucion de la ecuacion de Klein-Gordon proponemos una solucion de la
forma de una onda plana, es decir

Pz, t) = CeP® (16)

Donde se define que p -z = p,a# = Et — p - x, puesto que la solucién a la ecuacion de
Klein-Gordon es una funcién de onda, sabemos que se cumple la relacion mostrada en (4.13)
al realizar la sustitucion de nuestra soluciéon. Pero surge un problema E = 4(p? + m2)1/ 2

De la ecuacion de Klein-Gordon en (4.14), después de multiplicar por el conjugado del
campo escalar a ambos lados de la ecuacién y después de manipulaciones algebraicas, lle-
garemos a una ecuacion similar a la mostrada en (4.7) donde p = z[qb*%—‘f - (%)gb] vj=

i~ Hp*Vo — (Vo*)¢] tal que la ecuacion (4.6) se cumple y j# := (p, j) = i[¢p*0"d — (O*¢*)¢]

Ahora como la corriente de probabilidad j es idéntica a la de la ecuaciéon de Schrodringer
si realizaramos un procedimiento similar para dicha ecuacion. Analizando ahora p como una
densidad de probabilidad, notamos que por el hecho de que la ecuacion de Klein-Gordon
contiene derivadas temporales de segundo orden esto significa que p no necesariamente debe
ser positiva, ya que tomando en cuenta la solucion en (4.16) y aplicandole p = i[gb*% -

9¢* obtenemos que
(%)@l ob q

p=2|CI*E (17)

Donde E sabemos que puede ser positiva o negativa debido a la relacién mostrada en
(4.13). Esto nos indica que tanto la energia como la densidad de probabilidad pueden ser,
ya sea positivas o negativas. Esto historicamente representé un problema [4].

11



4.2.2. FEcuacién de Dirac

Una de las personas que abordé el problema fue Paul Dirac, rapidamente podemos darnos
cuenta que necesitamos de una ecuacién que sea lineal en la derivada temporal y espacial,
con lo cual Dirac propuso la siguiente ecuacion valida para particulas de espin 1/2

i?f = (—ia- V + fm)¢ (18)

Teniendo una ecuacién lineal, Dirac pudo definir que p > 0, ademés de que la solucién
de (4.18) debe satisfacer también la ecuacion de Klein-Gordon. Nos preguntamos ahora que
son los coeficientes a y 3. Para responder a esto consideremos (4.18) y elevamos al cuadrado
ambos lados (los operadores), asi tenemos que

2
<Z§t> ¢ = (—ia-V + fm)(—ia-V + fm)¢o (19)

Desarrollando los términos tenemos que

AN L, 0% & 2 00 | o o
<’at) ¢= _;ai@xiy_ij;>j(o‘i0‘j+0‘jai)m—lm;(aiﬁﬂLﬁai)axﬁrﬁ m*¢

(20)

Tomando el supuesto de que ¢ debe satisfacer la ecuacion de Klein-Gordon, la ecuacién
(4.20) se simplifica a

0\? 92
<Zat> 6= {oap t (21)

De la expresion anterior notamos que se deben cumplir ciertas relaciones para a 'y 3, en
efecto son relaciones de anti-conmutacion, es decir

o+ Bo; =0, i=1,2,3
aiajJrajozi:O, iaj:17273 27&] (22)

Donde « y B segun la interpretacion de Dirac, son matrices actuando sobre la funcién
de onda que posee varias componentes en forma de vector columna, con lo cual se esperaria
que cada componente obedezca la misma funciéon de onda y que tengan la misma energia,
esto significa que hay una degeneracion representada por dichas componentes, o dicho de

12



otra forma se asocia un nuevo grado de libertad, donde éste nuevo grado de libertad es el
espin. Este se puede interpretar como un anélogo al momentum angular orbital.

Las componentes de la funcién de onda de Dirac, componen un espinor, el cual segiin las
condiciones mostradas en (4.22) los coeficientes a y /3 deben de ser matrices 4 x 4, es decir

w=(0%) (Y

Donde 0 es la matriz nula, 1 es la matriz unitaria y o; son las matrices de Pauli, todas
matrices 2 X 2. Siendo las matrices de Pauli definidas como

S RO ) B ()

Por ultimo, las ecuaciones en (4.22) deben de cumplir la relacién de anti-conmutacion
[A, B] = AB + BA, es decir

[ahﬁ =0
[ai,aé] = 2(5@'1 (25)
B?=1

Ahora la solucién a la ecuacion de Dirac para el caso de una particula libre en un
espacio-tiempo de Minkowski unidimensional, es una funcién del tipo onda plana, es decir,

$(z,t) = Be P® (26)

Donde B es un espinor o matriz 4 x 4 independiente de z. Al sustituir (4.26) en (4.18).
Para evitar calculos de mas, se usara la representacion de matrices 2 x 2 como la mostrada
en (4.23), y escogiendo entonces a B como

B = (‘i’) (27)

El cual nos produce el siguiente sistema de ecuaciones al momento de sustituir nuestra
solucién propuesta en la ecuaciéon de Dirac

() %)

Si se resuelve para x encontramos que

13



b= <Ei ) (29)

Sustituyendo y del sistema formado en (4.28) y recordando que (o - p) = p?1 se obtiene
que (E +m)(E — m)y = p*) pero esto nos conduce nuevamente a

E =+(p” +m?)'/? (30)

Esto nos llevé nuevamente a tener soluciones para la energia negativa y positiva, ahora
analizando la corriente de probabilidad para la ecuacién de Dirac, tendremos que si definimos
la densidad de probabilidad como

p=0¢'¢ (31)

Donde de la expresion tenemos que ¢! es el conjugado de ¢, recordando ahora la condicion
impuesta por Dirac, tenemos que p = Z;‘;:l |pa|? > 0, ademés sabemos que debe de cumplir
con la ecuacion de continuidad y que j = ¢fap con lo cual ahora si tenemos una densidad
de probabilidad positiva.

Pero ahora nos queda un solo problema, que pasa con las energias negativas, ya que
tanto para E positivo como negativo, se tiene probabilidad positiva. Dirac propuso que el
vacio es un estado sin particulas de energia positiva, de tal forma que los estados de energia
estan llenos de electrones pero por principio de exclusion de Pauli, las particulas de energia
positiva no pueden caer en niveles mas bajos de energia, con lo cual el vacio tiene ahora carga
y energia negativa infinita pero todas las observaciones representan fluctuaciones finitas de
energia y carga con respecto a este vacio. Por lo tanto, la ausencia de una particula de
energia negativa es equivalente a la presencia de una particula con carga opuesta de energia
positiva, con lo cual vemos que la genialidad de Dirac esta en la reinterpretaciéon para las
dos soluciones de la energfa, es decir, interpretarlas como antiparticulas.

Lo propuesto por Dirac abrié6 un campo nuevo de investigacion, el de las antiparticulas
pero aiin no se ha resuelto el caso para la ecuaciéon de Klein-Gordon. Para esto Richard Feyn-
man tuvo una genial idea para poder interpretar las soluciones negativas para la ecuaciéon de
Klein-Gordon. Lo que Feynman propuso fue que la emisién/absorcion de una antiparticula
es fisicamente equivalente a la absorcion/emision de una particula [4], esta idea no solo se
aplica para la ecuacién de Klein-Gordon, también puede aplicarse esta interpretacion a la
ecuacion de Dirac. La amplitud invariante para la emision/absorciéon de un antifermion con
un cuadrimomentum p* y espin proyeccién s, en el marco de referencia, es igual a menos la
amplitud para la absorcion/emision de un fermiéon con —p* y —s, en el resto del marco de
referencia.

Con lo anteriormente dicho, las energias negativas pueden ser interpretadas como anti-
particulas segtn la interpretacion de Dirac. Ahora la interpretacién de Feynman nos dice
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aun més, a parte de que estas energias se pueden interpretar como antiparticulas, la interac-
cion entre particulas y antiparticulas provoca una aniquilacién de pares, y es de aqui donde
surgen lo diagramas de Feynman, los cuales nos dicen que las antiparticulas pueden inter-
pretarse como particulas que viajan atréds en el tiempo segin la interpretaciéon de Feynman

14]-

4.3. Teoria de campos libres

La cuantizacién canénica consiste basicamente en la técnica que nos permite partir del
formalismo hamiltoniano a una teoria cuantica. La idea en si, es tratar a los momentos y
coordenadas generalizadas de la mecanica clasica como operadores, siendo asi el analogo
cuantico de los bracket de Poisson en mecéanica clédsica las relaciones de conmutacién, es
decir que aplicando esto al i-ésimo (o j-ésimo) campo de la definicion (4.1) y su respectivo
i-ésimo (o j-ésimo) momentum conjugado de la definicién (4.3), asi nuestro campo cuéntico
obedece las siguientes relaciones de conmutacién

(32)

Tal que la evolucion temporal queda relegada a la ecuacion de Schrodinger y al autoestado
|t)) con H el hamiltoniano, asi

dly)
=y = HIY) (33)

Coémo ya bien sabemos, la idea de la mecéanica cuantica es obtener informaciéon a traves
del espectro del hamiltoniano, aunque en una teoria cuantica de campos es muy dificil usar
este método debido a que tratamos con infinitos grados de libertad al estudiar cada punto
del campo. Aqui es donde empezamos a hablar acerca de las teorias de campos libres, las
cuales nos permite escribir la dindmica de dicho campo tal que cada grado de libertad sea
independiente de los otros. La caracteristica principal de estos campos libres son que sus
lagrangianos son cuarticos en sus campos, esto quiere decir que las ecuaciones de movimiento
son lineales. Por ejemplo la ecuacion de Klein-Gordon mostrada en (4.15).

Para poder visualizar las coordenadas en las cuales se desacoplan los grados de libertad
tomamos la transformada de Fourier del campo en el espacio de momentos

3 C - -
o7, 1) = / (;ij;gﬁ(p ) (34)

Tal que ¢(p, t) debe de satisfacer la ecuacion de Klein-Gordon en el espacio de momentos,
donde para cada punto del campo se resuelve la ecuacién del oscilador 4rmonico con una
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frecuencia wy = \/p? + m? entonces para poder cuantizar el campo debemos cuantizar este
namero infinito osciladores armonicos [5] [2].

4.3.1. Oscilador Armonico

Sabemos que el hamiltoniano del oscilador armonico es

1 1
H=>p*+ =w?¢ 35
5P+ 5w (35)

Para poder encontrar el espectro del hamiltoniano debemos definir un par de operadores
conocidos como operadores destruccidon y creaciéon respectivamente, donde estos cumplen
con [a,al] =1

o=+ af = [9q— (36)
V29t =p 24— =P

Donde podemos reescribir el hamiltoniano en términos de estos operadores, ademés cum-
pliendo con las siguientes relaciones [H, a'] = wa' y [H, a] = —wa siendo asi el hamiltoniano

1 1
H = iw(anr +ala) =w (aTa + 2) (37)

Notamos que las relaciones anteriormente mencionadas nos dan indicio de que los ope-
radores creacion y destruccion nos llevan entre estados propios de energia, es decir, si |E) es
un autoestado de energia y la ecuacion de eigenvalores es H |E) = E |E) dichos operadores
nos permiten construir estados de energia, ya sea un estado menor o mayor, por ejemplo
con el operador creacién obtenemos que

Ha'|E) = (E +w)d' |E) (38)

De forma similar aplicando el operador destrucciéon obtenemos la misma ecuaciéon con
la diferencia que el eigenvalor seria (E — w). Al aplicar varias veces dichos operadores en-
contramos que la energia del oscilador armonico estd cuantizada y es de la forma ..., E —
20, FE —w,E,E+w,E+ 2w, ...

Definiendo el estado fundamental del oscilador armonico como |0) al encontrar dicha
energia del estado fundamental se espera que al tratarse del vacio no hubiera manifestaciéon
de energia pero resulta ser que la energia del punto cero es H |0) = %w |0) donde los estados
excitados surgen al aplicar al repetidas veces, siendo asi el n-ésimo estado
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[n) = (a')" |0) (39)
con energia

Hn) = <n + ;) wln) (40)

La interpretacion fisica de estos operadores seria la creaciéon y aniquiliacién de pares de
particulas-antiparticulas provocando fluctuaciones cuanticas en el vacio de tal forma que
este tenga energia, conocida como energia del estado fundamental o del punto cero [5] [2] .

4.3.2. Campo escalar libre

Ahora veremos que al aplicar la cuantizacién del oscilador &rmonico a un campo escalar
libre, debemos escribir como una suma lineal infinita de operadores creacién y destrucciéon
tal que se puedan reescribir tanto el campo ¢ como su momento conjugado 7

3 PN PR
¢(1‘;‘) :/dp 1 [aﬁelp'm_’_a;e—lp-m] (41)

3 Wy RN PN
7@ = [ e a7 — ol (12)

Donde la ecuacion en (4.32) se cumple, también se cumple para los operadores creacion
y destruccion.

lag, ag] = [al, al) = (43)
laz, al] = (2m)36) (5 — )

Ahora calcularemos el hamiltanonio usando las definiciones en (4.41) y (4.42). Sabemos
que el hamiltoniano para un campo escalar libre real es

1

H
2

/ Brr® + (Ve)? + m?¢? (44)

Con lo cual este hamltoniano lo podemos reescribir usando la ecuacién que aparece en
(4.37), integramos sobre todo el espacio de momentos y aplicamos (4.43)

1 ’p ot d3p 1 3.3 t
H = 5 - wﬁ[aﬁaﬁ—l— aﬁaﬁ] = (277_)3(,05 5(271’) 1) (0) + aﬁaﬁ (45)
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Notamos que esta integral es divergente debido a la delta de Dirac evaluada en cero y
ademaés integrada sobre todo el espacio de momentos [5] [2] [6].

4.4. FEl Vacio cuantico

Definiremos el vacio como la aplicaciéon del operador destruccion aplicado al estado fun-
damental, es decir

az|0) =0 (46)

Con lo cual podemos definir la energia del estado fundamental Ey (primer término de
(4.45)) como

110} = 510) = |5 [ @0 (47)

Lo cual sabemos que da un valor infinito, es decir, es divergente. En teoria cuantica de
campos es normal tratar con resultados divergentes. En este caso el infinito surge por que se
integré sobre todo el espacio, que se supone infinito, a este tipo de divergencias se les conoce
como divergencias infrarrojas.

Para tratar con este infinito supondremos que trabajamos en una caja de largo L con
L — o0 asi tenemos que el volumen V' (con = 0 por lo que la exponencial se hace uno)

(2m)36%(0) = lim Br=V (48)

Pero aun sigue siendo divergente el resultado por que calculamos la energia total, si
calculamos la densidad de energia £y encontramos que

N EQ B d3p Wy
0= T / @) 2 (49)

Notamos que se estdn sumando la energia de todos los osciladores armonicos por lo
que aun sigue siendo divergente, aqui podemos interpretar el vacio cuantico como infinitos
osciladores armonicos acoplados. Aqui tenemos que conforme g — 0o €9 — 0o esto significa
que tenemos frecuencias grandes en espacios muy reducidos (asumimos valida nuestra teoria
para energias altas en espacios pequenos), esto se conoce como divergencias ultra violeta.
Una manera practica de tratar con este resultado divergente es reordenar los operadores y
hacer que los operadores destruccién siempre estén a la derecha, a este método se le conoce
como ordenamiento normal [5] [2].

18



4.5. FEfecto Casimir

El efecto Casimir es un fenémeno correspondiente a la teoria cuéntica de campos debido
a la cuantizacion de los campos electromagnéticos en la presencia de conductores eléctricos,
lo cual provoca una atraccién entre las placas manifestacion de las fluctuaciones cuéanticas
del vacio, la geometria usual para este fendémeno es la configuraciéon de placas paralelas
de longitud L separadas una distancia a << L. Los supuestos para este sistema fisico
son que a debe de ser mas grande que las distancias interdtomicas aw. >> 1; el campo
eléctrico Ep paralelo a las placas de un conductor fisico, desapareceré para frecuencias mucho
méas bajas que la frecuencia tipica a escala atomica w.. A frecuencias méas grandes que la
escala atomica los conductores serdn transparentes sin condiciones impuestas sobre el campo
eléctrico. Para la regién donde la frecuencia es similar a la escala atomica la conductividad
sera una funcion complicada de la frecuencia dada por §(w.—w). Impondremos condiciones de
frontera periodicas sobre un cubo que encerrara las placas, esto para regularizar el volumen
infinito [5].

Empezaremos calculando las frecuencias en tres diferentes régimenes en los cuales se
necesitara saber cual es la frecuencia del oscilador armonico cuantico. Sabemos que los
momentas paralelos a las placas son de la forma

2mn 2mn
ky = Lm ky:Ty Ny, Ny € 7L (50)
Debido a esto la frecuencia es entonces
W = \/1@ FR2 (k)2 i=1,2,3 (51)

Donde tenemos que para w > w, la frecuencia es la misma como en la ausencia de placas,

)

. . L. (1
ya que las placas acttian como objetos transparentes, asf kg = 2”% conn, € Z, para w < we

y entre las placas kg) = ™= con 0 < n, € Z, por tltimo afuera de las placas y w < w,
tenemos que kf’) = % con 0<n, €Z

Lo que nos interesa es la diferencia entre la energia entre las placas y en ausencia de
ellas, para eso sumamos la contribucién de todas las frecuencias donde si esta frecuencia
excede w, todas las contribuciones a la energia se cancelan, ya que las placas acturian como
cuerpos transparentes, asi

1 1 1
B@) - Fy= Y (0@ nyn) + 500 (n,ny,n) = 50O, myn)) - (52)

N, Ty, Mz
Analizamos para cuando n, # 0 el campo eléctrico tendra dos modos de polarizacién con

dos componentes a lo largo de las placas, por otro lado, para n, = 0 y n,,n, # 0 solamente
serd un modo de polarizacion. Por lo que si aislamos el primer caso
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+ Z Z (w® (ng, ny,nz) + w(g)(nx,ny,nz) - Qw(l)(nx,ny, n)) (53)

Ng,Ny ny=1

Ahora lo que haremos sera asumir que el tamafio L del cubo es méas grande que las demés
escalas del problema, ademés de que los niveles n, y n, se espacian un poco y las sumas se

sutituyen por integrales usando dn, = Lgfz y dny = dej:y por lo que la expresion (53) se
transforma en
L2 o) 00
—00 —00

+ [Fwl(we —w) + Zizl(wm)@(wc —w®) + w®P(w, — w®) — 2wHP(w, — wV))]

De igual forma podemos sustituir la suma por una integral para n, ya que los niveles de
frecuencias w(® y w®) estan muy juntos asi tenemos que

3 W@, — ) = L; a/o Ao\ B2+ K2+ K200, — [ H BB 4R (59)

n,=1

oo L oo
3 20w, —w®) = £ / Qo [R2 + K2+ k200w, — \[K2+ K2 +R2) (56)
™ Jo

n,=1

Definamos k% = k2 + k:z y n = ak,/m por lo que tenemos que

L? [ 1 il 202 202
E(a) — Eo = 27T/o kdk[ikﬁ(wc —k)+ Z mg(u}g 2 -~ )—
n=1
> T
_/0 dnHG(wc —k* — o )] (57)

Definiremos la siguiente funcién

> dk m2n? m2n2
= — k[ k2 O(w? — k? — 58
f= [ gom e+ e ) (58)

Por lo que la energia por unidad de area se puede escribir como
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F = 0+ X g - [ ansio (59)

Donde se ha usado la formula de sumacién de Ramanujan, la cual es

[ ansn) = 3100+ 3 1)+ 3 52 7 00) (60)
0 n=1 0 p)'

tal que los ntimeros de Bernoulli son

n

XT s xXr
I :ZBnH (61)

n=0

por lo que al calcular f(n) encontramos que

)= o (w2 - 25 (62)

67 a?
Donde tenemos que f(??~1)(0) = 0 conforme p > 0 mientras que fP)(0) = —7x2/a® por
lo tanto la energia de Casimir para placas paralelas es (con By = —1/30)

E(a)—Ey 7w*By  w?heL? 63
L2 T a4l T 72003 (63)

Notamos que el signo menos indica que la energia disminuye entre las placas lo que se
traduce en una atraccién entre las mismas. Ahora definimos la fuerza de Casimir como %—f

con F igual a la expresion anterior, asi

m2he
F = =504t (64)

Notamos que la fuerza es atractiva por el signo menos [5][7] [2] [8]-
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CAPITULO B

Energia de Casimir

5.1. Energia de Casimir en una dimensién

Se presentara el calculo para la energia de Casimir en una dimensién con condiciones de
Dirichlet con el laplaciano correspondiente.

Sea f := f(z) y considerese el siguiente problema de autovalores con condiciones de
Dirichlet

—Af=Xf, f0)=f(L)=0 (65)

Donde A := % y L es la longitud de un intervalo.

La solucion general al problema presentado en (5.1) es

f(z) = Asin(A\x) + B cos(Az) (66)

Aplicando las condiciones de Dirchlet se tiene que B = 0 y que )\,1/ 2 = i con n € 7+
siendo asi la solucion a (7.1)

fn(z) = Asin (n—gx) (67)

Consideremos ahora la traza del operador pseudo-diferencial, el cual debe de ser un
operador del tipo eliptico para garantizar que sus autovalores sean reales y por tanto tener
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una energia definida fisicamente hablando. Ademaés de asociarle una funcion zeta arbitraria

Cp(s)

=t = 30755 () m (1) S = () e o

n=1
Donde notamos que la fucién zeta asociada a este operador es la funcién zeta de Riemann
evaluada en (r(—1), haciendo ahora s = —1/2 obtenemos que la energia de Casimir en

una dimensién con condiciones de Dirichlet con unidades geometrizadas, i.e con constantes
iguales a 1 es

Ecas = Tr(A) = —— 1 (69)

Donde notamos que el signo menos nos indica que al calcular la fuerza de Casimir esta
serd atractiva para esta configuracion.

5.2. Energia de Casimir en dos dimensiones

Ahora procederemos a calcular la energia de Casimir para el caso de una placa con
condiciones de frontera de Neumann. Consideremos f := f(z,y). Consideremos el siguiente
problema de autovalores

_Af:/\fa fy(x’o):fy(J:?b):fx(oay):fx(oaa)zo (70)

. 2 2 ., .
Donde el laplaciano es A := % + 8%2. Usando separacion de variables obtenemos las
sisguientes ecuaciones

X"+ 20X =0, X'(0)=X'(a)
Y'— Y =0, Y(0)=Y'() =

0 (71)
0 (72)

Las cuales tienen soluciones diferentes de cero para Ay > 0y A, = 0 para el caso del eje
X mientras que para el eje Y se tienen soluciones diferentes de cero para Ay > 0y Ay = 0,
esto segtn la teoria de Sturm-Liouville.Note que Ay = A — A,

La solucion para las ecuaciones presentadas en (5.7) y (5.8) luego de aplicar condiciones
de frontera son

X(z)=0C1 Xu(x)=Cycos (%x) (73)
Y(y)=Cs  Yu(a) = Cyoos () (74)
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Donde a,b son las dimensiones de la placa. Ahora la solucion para (5.6) resulta ser
folz,y) = X(2)Y (y) + X, (2)Y,(y) debido a al método empleado

fram(x,y) = A+ Bcos (%x) cos (%y) (75)

Donde se ha definido A = C1C3 y B = C5Cy ademés de que )\7%2 ="y )\7171/5 = ot

a

Ahora la traza del operador resulta ser

Etas =Tr(A) = > (e + Amy) =

(n,m)=(1,1)
G n?r?  m2r? T2 Nt 9 9 9 9
= Z <a2 —|—b2> ::<%) Z (b*n” + a*m~) (76)
(n,m)=(1,1) (n,m)=(1,1)

Definiendo la forma cuadratica Q(n,m) = b?>n? + a?m? la funcién zeta asociada a este
operador es la funcion zeta de Epstein evaluada en (g(—1) por tanto

Bouws =Tr(8) = (2)" cu(-1) (77

5.3. Enmergia de Casimir para placas paralelas

Ahora basandose en [9] se replico el calculo de la energia de Casimir para placas Paralelas
de longitud R y separadas una distancia a con a << R descubierto por H.B.G. Casimir [10]
con la diferencia de que aqui se presenta el resultado usando la técnica de regularizaciéon de
funciones zeta.

Consideremos f := f(z,y,2) y teniendo el siguiente problema de autovalores con condi-
ciones de Dirichlet para el eje X y los dos ejes restantes se imponen condiciones de frontera
periddicas para un toroide de radio R donde al hacer R — oo conforme la funcién tiende a
cero, se recupera la cofiguracion de placas paralelas [9)

_Af:)\fa f(oayvz):f(a7y7z):0 (78)

., 2 2 2 ., .
Donde se definio A = % + 8872 + %. Usando separaciéon de variables otenemos tres
ecuaciones para cada eje

X"+ XX =0, X(0)=X(a)=0 (79)
Y"+XAY =0, Y(0)=Y(R) (80)
Z"+X\Z =0, Z(0)=Z(R) (81)
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Donde hemos definido A = A;+A,+A.. La solucion para el eje X al aplicar las condiciones
de frontera es

Xn(z) = Asin (mr) (82)
a
Ahora para los dos ejes restantes se tiene que las soluciones al aplicar las condiciones de
frontera periédicas encontramos que A\, = 27}%” A, = %T?’T
2 2
Y., (y) = C'sin nlﬂy + D cos nlwy (83)
R R

. 2”27T 2n27r

Zny(2) = E'sin 7 : + F cos 7 : (84)

Por tanto la solucién para el eje Z y Y son combinacién lineal de senos y cosenos, pero
por polinomio caracteristico una solucién es también una combinacién lineal de exponeciales
complejas

Yo, (y) = Ce iZ"T”y + De TR (85)
Zpy(2) = Bel B2 4 Femi73" (86)

Haciendo R — oo conforme las funciones tiendan a cero, tendremos que D = F' = ( asi
las soluciones para el eje Y y Z son

.2nqm

Yo, (y) = Ce' 7Y (87)
Zny(2) = Jol (88)

Por tanto la soluciéon para el problema de autovalores presentado en (5.14) debido al
método de solucién empleado es

Frnang (Y, 2) = ASln(

nim 2nq T .2nom
)ez R Ye' TR (89)
a

Ahora calculando la traza del operador

Ecas = Tr(A) = Z Z

(n1 n2 €72 n

(Wf) (2’;3”)2 + (ﬁj)zl - Cp(s)  (90)

Puesto que R tiende a infinito, entonces la primera suma se convierte en una integral
doble
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/)

Consideremos el siguiente cambio de variable k1 =

se escribe como
LAY ST e ez (Y] dkdr 92
() S/ e ()] s 2

Usando coordenadas polares ki = k cos(0), ko = ksin() y k? = k? + k3 con 0 < k < o0,
0<0<2m

(2r" (2’ (T)Zl Cdmdn O

2no
R

2nmm
R

y ko =

(;)2;/000/02%[/@% (%)}_Sdkdez <£>2;27r/000k[k2+ (%)}_Sdk

(93)
Consideremos el siguiente cambio de variable u = k% + (%)2
213 1 R & 2] o
u—Sdu — 2 —s+1 joo_ k2 (7) P—
27722/ “= 2772 1—s | 477(@—5);[ 0
B _R2 i (E)Q(—s—&-l) B _R2 <z> —25+2 n 2542
4m(l —s) —\a 4r(1 —s) \a ot
—R? T\ —25+2
dr(1—s) (E) Cr(2s =2)(94)

Notamos que la funcién zeta asociada para el operador, es la funcion zeta de Riemann,
evaluando en s = —1/2 obtenemos que

R r _R2,2
B =Tr(8) = =55 (T) cal-9) = 7305 (95)

W

Fl signo menos nos indica que existe una atraccién entre las dos placas paralelas.
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CAPITULO O

Autoenergia

6.1. Autoenergia del electréon

Ahora procederemos a calcular la autoenergia del electréon. Para esto haremos uso de los
diagramas de Feynman, el cual para el caso de la autoenergia del electron se presenta su
respectivo diagrama en la Figura 6.1. Antes de que presentemos el calculo como tal, daremos
una explicaciéon breve de lo que es la autoenergia. La linea recta representa al electrén con
un momento p y la linea ondulada representa al fotén emitido interactuando con el electréon
con momento k, la autoenergia del electréon es basicamente la autointeracciéon que surge del
electron con el sistema y como la particula afecta su entorno. Ademas de usar la notacién
siguiente p = v"p, = v%po — v'pi y ¥ = v"ky = 7%ko — 7'k; tal que p, = (E, —pa, —py, —p=)
y ky = (B, —kg, —ky, —k.) ademas de que las matrices v son las matrices de Dirac y las
cuales vendrian a ser en términos de las matrices de Pauli y la identidad

RS OF)

Figura 2: Autoenergfa del electron [11].

Para comenzar con el célculo primero debemos identificar lo que se conocen como propa-
gadores de las particulas, los cuales vienen asociados con los diagramas de Feynman. Para el
caso de la autoenergia del electron, la linea ondulada y la recta vendrian a ser representados
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por las siguientes expresiones por definicién respectivamente

i kuky i
' (g S — 97
k2 1 e <g“ 675 ) P+ K —m+ie (o7)

Donde ¢ se conoce como gauge de Feynman y g, vendria a ser la métrica con signatura
sig(1l,—1,—1,—1), la cual en este caso vendria a ser la métrica de Minkowski. La expresion
para la autoenergia del electréon vedria a ser dados los propagadores anteriores, donde dichos
propagadores son funciones de Green soluciones de la ecuacién de Dirac.

&k i bk : V
-i30) = (e [ s (o €48 ) o 9

FEl diagrama tiene una divergencia ultravioleta lineal, pero por simetria de Lorentz esta se
reducird a una divergencia logaritmica |5 se ha escogido € como un parametro perturbativo
debido a la correcciéon radiativa. Escogiendo ahora el gauge de Feynman £ = 1 obtenemos
que la autoenergia del electréon con contribuciones a 1-loop es

4 ?
—i%(p) = (—ie)2/ (;lﬂl§4(—i)k29“+”i€7“p+%_m+2.67” (99)

La cual es equivalente a tener la siguiente expresion con p?> < m? y para una dimension

d [11]

) . A% g ip+k+m)
—iX(p) = (—16)2/ (2m)1 (_Z)k;]-i— ieﬁyu ( —i—QZ:)Q —m2 +’L'6’y

(100)

Identificamos que ahora los propagadores correspondientes al diagrama de Feynman con
gauge de Feynman & = 1 son

_igm/ 2(? + % + m)
k2 + ie (p+ k)2 —m? +ie

(101)

De la propiedad de las matrices « las cuales se relacionan con las matrices de Pauli,
tenemos que obedecen el dlgebra de Dirac en dimension d [11].

WA = gug" =0k =d (102)

Usado el hecho que g, 7" = 7, obtenemos que

VP +E" ==+ B F2p+F) = —(d—=2)(p+ F) my " =md  (103)
Por lo que obtenemos
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s - _62/ (ddk (2—d)(p+ k) +md (104)

2m)% ((p + k)2 — m? + i€) (k2 + ie)

Lo cual es equivalente a la siguiente expresiéon después de haber hecho k¥ — k + px y

haciendo primeramente uso de un truco ideado por Feynman para juntar los denominadores
6] 112

. B Ak ! (2—d)(p+ k) +md
)= [ G [ i i 1%

El truco ideado por Feynman para juntar los denominadores vendria a ser la siguiente
igualdad

1 1 dx
AB :/0 [zA— (1 — z)B]2 (106)

Consideremos las siguientes sustituciones M? = x(m? — (1 — z)p?), | = k + px lo que
implica que [ = f + pa y dl = dk

, it 2-d)(J+ (1 —x)p)+md
—zE(p):—e2/(27T)d/0 iz ()1(2_]542”)5;)2 (107)

La cual puede ser resuelta haciendo uso de la siguiente identidad y de la regularizaciéon
2
dimensional haciendo d = 4 — 2¢ e introduciendo la constante de estructura fina a = - [12]

/ (;;l-id (12 — Ml2 + ie)?2 = i((ijr));‘f (i — —log (ﬁf;) + O(a)) (108)

Por lo que la autoenergia vendria a ser

i) = @ [ 1 —2 [ de(i—2)log ( i‘f;) + 0(5)] _ (109)

Donde v es la constante de Euler-Mascheroni y u? es un regulador, es decir, es una masa
asociada al foton para controlar las divergencias infrarrojas (parametro no fisico), el cual
se introdujo por la regularizaciéon dimensional y el cual puede desparecer haciendo tender
a infinito dicho pardmetro por medio de la renormalizacién, dejando asi en términos de
parametros fisicos medibles [6]

Introduzcamos el siguiente radio
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ri= (110)

Asi tenemos que M = xm?(1 — (1 — x)r) y haciendo uso de las siguientes identidades

/01 dz log (]Zju?) — [_2 + log ( 7:;) + (1 — i) log(1 — 7“)] (111)

4

1 M2 1 m2 1 1\2

dezlog | —pu? ) == -2 +1 - 1— =) log(1l— 112
/0 xwog<4w,u> 5 +og<47w2>+r+< r> og( T) (112)

Por lo tanto la autoenergia del electrén es

_iS(p) = % [i — v —log (ﬁ;) 14 % _ (1 _ i) log(1 — 7")} p— (113)
—%O‘ E—'y—log (;;) +;— <1—i> log(l—r)] m

La solucién anterior se derivd bajo el supuesto de 7 < 1 y r # 0. Extendiendo para todo
r [12]

Para r = 0 las integrales en (8.14) y (8.15) se simplifican y asi encontramos que

) o |1 m? o |1 m? 1

Ahora para r > 1 necesitamos hacer la continuacion analitica del logaritmo, haciendo
M? — M? — ie y consecuentemente 7 — 7 + ie ademéas de reemplazar log(l — r) por
log |1 —r| — im0 (r — 1)|12]

Asi finalmente la solucién para todos los momentas p validos para los electrones, esta
dado por

_iS(p) = —i%(0) + % [2 + % _ (1 _ i) (log |1 — 7| — ix6(r — 1))] p—  (115)

_ia {2 _ (1 _ i) (log |1 — r| — ix6(r — 1))} m

™

Donde notamos que dicha autoenergia tiene un comportamiento asintético del tipo lo-
garitmico.
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CAPITULO [

Comparacién entre energia de vacio y autoenergia

7.1. Enmergia de Casimir y autoenergia del electréon

Entre las similitudes que podemos encontrar entre ambas energias es que ambos célculos
presentaron divergencias ultravioletas, requiriendo regularizar las expresiones para tratar
con dichas divergencias. Las divergencias ultravioletas surgen de la misma naturaleza de la
teoria, es decir, a espacios muy pequenos hay cantidades muy grandes de energia, lo cual
vendria a ser la definicién de la divergencia ultravioleta. También podemos mencionar que
las correcciones radiativas que son correcciones de segundo orden, inducen dicha divergencia,
puesto que los calculos a un loop o mas se integra desde un momento cero hasta uno infinito,
donde el problema surge en el infinito. Ahora en el caso de la energia de Casimir dichas
divergencias surgen del hecho de que la suma de todos los autovalores del operador dan
sumas divergentes, interpretando esto como la contribucion de la frecuencia de osciladores
armonicos cudnticos infinitos, donde nuevamente recaemos en la definicién de divergencia
ultravioleta en términos de la frecuencia. Otra cosa importante que podemos mencionar es
que en la energia de Casimir, esta siempre es inversamente proporcional a la longitud, al
cuadrado del area y al cubo de la distancia de separacién segtn sea el caso, siendo asi un
fenomeno asintético, como podemos observar en las ecuaciones (5.5), (5.13) y (5.31). Por
otro lado la autoenergia vendria a ser también asintética pero del tipo logaritmica, debido
al tipo de expresion a la que se llego, la cual se muestra en las ecuaciones (6.18), (6.19) y
(6.20).

Entre las diferencias que podemos remarcar en ambos fenénemos es que por ejemplo en
la autoenergia del electrén, la divergencia ultravioleta parece ser al principio del tipo lineal,
pero por simetrias quirales, esta se reduce a una divergencia ultravioleta del tipo logaritmica
en (6.4). Mientras que las divergencias en la energia de Casimir, son del tipo lineal en el caso
de 1 y 3 dimensiones o cuadratico en el caso de 2 dimensiones, es decir, en 1 y 3 dimensiones
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se suman todos los nimeros naturales y en 2 dimensiones se suman todos los cuadrados
de los nimeros naturales, donde el limite de las sumas parciales da un valor infinito, como

observamos en (5.4), (5.12) y (5.30).

En un sentido mas cualitativo podemos decir que el campo contribuye al espacio de
manera que se manifiesta la energia de vacio, es decir, las fluctuaciones cuanticas de vacio
que son consecuencia del principio de incertidumbre de Heisenberg y de la presencia de
una variedad o objeto que excita el campo provocando la creacién y aniquilacién de pares
de particulas virtuales, manifestandose asi la energia de vacio, tal que lo que se mide son
las diferencias de energia entre los estados fundamentales de las fluctuaciones de vacio, por
ejemplo, entre el primer estado fundamental y el segundo estado fundamental, debido a que
podemos tener una vez el estado fundamental, dos veces el estado fundamental o tres veces
el estado fundamental, etc entre las placas por ejemplo (debido a los autovalores que son
multiplos enteros), y es de ahi donde se obtienen esas diferencias de energia. Ahora en el
caso de la autoenergia del electron, esta surge de la misma interacciéon que tiene el electron
consigo mismo estando en el espacio, provocando una excitaciéon en el campo, debido a la
absorcién y emision de fotones virtuales, que dependiendo de cierta condiciéon pueden llegar
a ser fotones reales. Esta autointeraccion genera ciertas correcciones a la masa y carga del
electrén, con esto podemos decir que la autoenergia puede ser vista como la interaccién
de dicha particula con el espacio o bien del espacio con la particula, puesto que la misma
excitacion del campo afecta al electron mismo y la autointeraccion del electréon afecta al
campo, afectandose asi mutuamente. En ambos casos (Casimir y autoenergia) nos referimos
a excitaciones del campo diferentes, ya que son provocadas por ya sea objetos o particulas.
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CAPITULO 8

Conclusiones

De ambos fenémenos podemos decir que la energia de vacio y la autoenergia del electréon
se comportan asintoticamente, la energia de Casimir es del tipo funcién inversa o recipro-
ca, mientras que la autoenergia es del tipo logaritmica. Esto vendria a interpretarse de tal
manera que el vacio cuantico en presencia de una particula, esta perturba el vacio tal como
sucede en el caso de que no estuviera y tuvieramos un objeto o variedad. La diferencia radi-
caria en que el vacio cuéntico es perturbado por medio de fluctuaciones de vacio provocada
por la creacién y aniquilacién de particulas debido a la presencia de una variedad o objeto
como por ejemplo las placas. Mientras que en el caso de la autoenergia, la interaccién de la
particula con el sistema provoca dicha perturbacién minifestandose como energia, creando
asi pares virtuales de particulas que interaccionan con el electrén, en este caso fotones y que
segin ciertas condiciones este puede volverse un fotén real, donde esta autointeraccién in-
duce ciertas correcciones a la energia del electréon. También podemos concluir que la energia
de Casimir nos da un valor exacto de la energia, mientras que la autoenergia del electron es
una aproximacién debido a las correcciones radiativas y desarrollo asintético.

También podemos concluir que la técnica de regularizaciéon de funciones zeta permite
obtener de manera ficil y exacta la energia de vacio, debido a que sb6lo debemos resolver
un problema de autovalores y sumar sobre todos los autovalores, regularizando la expresion
final. Ademas de que las funciones zeta admiten una regularizacién para extenderlas a todo
el plano complejo.
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capituLo 10

Anexos

10.1. Funcion zeta de Riemann

En este apartado presentaremos el formalismo de la funcién zeta de Riemann, es decir,
su definicién y su continuacion anélitica la cual nos permite calcular resultados divergentes
en calculos de la energia de Casimir, para més detalles sobre la funcién zeta de Riemann ver
[13].

Definicion A.1 (Funcion zeta de Riemann): Sea la funcion zeta de Riemann (g(s)
siendo s € C, tal que

Cals) =S — (116)

ns
n=1

Donde el dominio de convergencia dado por el criterio de la integral es de R(s) > 1. La
funcion (gr(s) admite una continuaciéon analitica a una funciéon meromorfa a todo C con polo
simple s = 1 y residuo 1.

Antes de presentar la continuacion analitica de (r(s) daremos unas definiciones sobre
los ntimeros de Bernoulli y la formula de Euler-Maclaurin.

Definicion A.2 (Serie generatriz para los nimeros de Bernoulli): Sea la serie
generatriz de los nimeros de Bernoulli

eZ

Pz 0 P
— = Z:OBn(m)n! (117)
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tal que B, := By(0) siendo asi

By2"
=y 2 (118)
0

z  —z(ef—1)4z(e"+1) Z. 2 1\ ez oz (eFPqe?
e —1 z(e? — 1) 2 2\er—1) ex/2 2 2\ eH2—e2/2
(119)
Tal que
RN o i O i Bn2" (120)
e —1 2 2\ ex/2 e 2/2 ¢ nl
n=

Consideramos la férmula inductiva para los nimeros de Bernoulli

“ 1
Z(m; >Bk—0 m>1 (121)

k=0

De la cual podemos construir los llamados polinomios de Bernoulli

By (x) = Z
k=

0

(Z) Bp_i(x) (122)

De donde podemos definir a B~n(x) una funcién de variable real con periodo 1 tal que
coincida con By (z) en [0,1] lo que implica que By (xz) = B,(x — [z]) donde se ha usado la
funcién mayor entero.

Definicion A.3 (Formula de FEuler-Maclaurin): Sea la suma de Euler-Maclaurin

n!

b—1 b n _1yn—1 pb _
S s = [ f@der 30 200 - 4@+ SR [ B @@ (2)
t=a a k=1 a

Donde a,b,neZya<x<b

Si hacemos f(t) =t % con s € C,a=1y b= N > 2 obtenemos que
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S ! Nt 1N 3 %S(H 1)(s +2).-(s + k — 2)(1 — N=>F+1) —(124)

1 N
——s(s+1)...(s+n—-1) / By (z)x*"dx
n: 1

Estudiamos el caso para cuando N — oo obtenemos ((s), sabemos que By, (z) es periodica
en [0,00) entonces la serie converge para R(s) > 1 — n. Obtenemos que

[e9) n—1
s 1 1 By,
Cr(s) =)t =T+t sl (s+k-2) (125)
t=1 k=2
—%s(s +1)..(s+n— 1)/ B(x)z~*"dx, R(s)>1-n
: 1

Haciendo el caso para n=2

1 1 By 1 > s
Crls) = —5 +5+ 5 2s(s+1)/1 Bp(z)z~*2dz (126)

Si sabemos que By = 1/6 por la ecuacion (A.6) definiendo a By = 1, asi obtenemos que
el dominio de convergencia para (r(s) es de R(s) > —1, evaluando en s = 0 notamos que la
integral que aparece en (A.11) desaparece, por tanto

1 1
0O)=-14+=-=—= 127
Cr(0) +3 5 (127)
Ahora haciendon=m+2 conm > 1
m+1
g()=871+ +Z—ss+1 (s+k—2)— (128)
1 -
—m8(8+1)...(s+m+ 1)/1 Bu(x)x 7" 2dz, R(s) > -m —1
Evaluando en un s = —m
m+1
1 1 By,
Cr(-=m) = ———+ o+ kZ_Q o () (em 1) (—m k- 2) (129)

La cual es la expresion regularizada, donde notamos que por el hecho de que m > 1
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1 oo
ms(s +1)...(s+m+ 1)/1 Bu(x)z™"™ 2 =0, s=-m (130)
Ahora notamos que también si hacemos s = —2r o s = —2r + 1 conr € Z*
1 2r+1 B
k —

Cr(—2r) = _2+1+2+§k, —2r 4+ 1) (=2r+k—1)=0 (131)

1 2r
k
CR(=2r+1) = -+ 3 Z? —2r +1)(=2r +2)...(=2r + k) (132)

10.2. Funcion zeta de Hurwitz

En el siguiente apartado presentaremos el formalismo para la funcion zeta de Hurwitz,
con el objetivo de obtener su ecuaciéon funcional y regularizada. Las demostraciones presen-

tadas aqui, no son de mi autoria, para més detalles puede verse la siguiente referencia |14]
[15] .

Definicion B.1 (Funcion zeta de Hurwitz): Sea la funcion zeta Hurwitz (g (s, a)
con R(s) > 1y R(a) > 0 tal que

o0

Chl(s,a) = (1 (133)

—(n+ a)?

Note que (g(s,1) = (r(s). Para presentar la ecuacion funcional para la funcion ze-
ta de Hurwitz tenemos que definir y revisar ciertos teoremas que nos permitirdn hacer la
continuacion analitica de (i (s, a).

Definicion B.2 (Ezponente de convergencia): Sea la sucesion {a,},~; C C— {0}
con [{an}| — oo el exponente de convergencia es

mf{x>0 3 1<oo} (134)

k
n=1 |a”‘

Definicion B.3: Sean los factores canonicos Ep(s) := 1 — s y los factores elementales
Ep(s) = (1 — s)eXn=15"/" ¥m > 1.

Teorema B.1 (Factorizacion de Hadamard): Sea una funcion f donde esta es
entera, no constante y finita tal que, es de orden A, donde los ceros de f son si, s9,...5, si
tenemos la sucesion {a,},, > 1 con exponente de convergencia p y siendo k el orden del cero
de f en s = 0, tenemos
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£(s) = T] B () s) (135)

$n7#0

Donde h es el menor entero tal que h > u— 1y g(s) es un polinomio de grado menor o
igual que A.

Demostracion: Ver la siguiente referencia |14].

Teorema B.2 (Regla de L’hopital): Sean f y g funciones analiticas en sy € C tal
que limg_,5, f(s) = lims_5, g(s) = 0 entonces

1) o S)

lim = lim 136
s—=s0 g(s)  s—so g'(S) (136)
Demostracion: Ver la siguiente referencia [14].

Definicion B.j: Sea una singularidad esencial de una funcién analitica f aquella en la
cual f no tiene una singularidad evitable o un polo.

Teorema B.3 (Clasificacion de singularidades): Sea f una funcion tal que f : C —
C con singularidad aislada en sg, tenemos que

» f tiene un polo en sp de orden n > 1 si y solo si lim,_,,(s — s0)" f(s) € C — {0}
» f tiene una singularidad evitable en sy si y solo si limg_,5, f(s) € C
» f tiene una singularidad escencial en sg si y solo si Alims_,s, f(5)

Corolario B.1: Vs € C tenemos que

sin (7s) = mi[l <1 - ZZ) (137)

Demostracion: En virtud del teorema de factorizacion de Hadamard (Teorema B.1) se tie-
ne el resultado deseado.

Definicion B.5 (Funcion Gamma): Sea I'(s) la funciéon Gamma tal que

oo
T(s) = / #letdt, Vse{o4+iteC:o>0} (138)
0
Teorema B.4 (Formula de Gauss): La funcion Gamma se puede reescribir como

T(s) = nlggo s(s + 171)'7123 +n) (139)
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Demostracion: Consideremos fooo 1 (1 - %)ndt con n € N, definamos = = t/n, asi
tenemos que

1
ns/ 5711 — z)"dx (140)
0

Al integrar por partes varias veces obtenemos que

1 1
ns/ A € ) L P nSZ/ 251 —2)" dx = (141)
0 0

n°n! 1 1 n°n!
= ¥y =
s(s+1)...(s+n—1) J s(s+1)...(s+n—1)(s+n)

g
Definicion B.6 (Constante de Euler-Mascheroni): Sea {y,},~, cony, =3¢, -
In(n) convergente.
Teorema B.5: La funciéon I'(s) de cumple con la siguiente igualdad
e 25 s\~1
T _ ° s/n
()= —1I (1 + n) e (142)
n=1
Demostracion: En virtud de la formula de Gauss (Teorema B.4) tenemos que Vn € N
nsnl eln(n)s 1
I'(s) = = = 143
() s(s+1)...(s+n) s s(EH).(2n) (143)
(In(n)=3f_y $)n 2 1 —ys M 1
e s e s
— il [k _ d /k
N s [[(1+7) er="10+5) «
k=1 k=1
g

Teorema B.6: La ecuacion funcional de I'(s) es

I'(s+1)=sI'(s), VseC (144)

Demostracion: En virtud de la formula de Gauss (Teorema B.4)

T(s+1) = Ii n il 145
(s + )_ninéo(s+1)...(s+n+1)_ (145)
1ot
= lim s e = sI'(s)
n—ooo \s+n—1s...(s+n)
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Teorema B.7: T'(s) cumple que

sin (7s) (146)

I(s)I'(s—1) =

Demostracion: Usando el teorema B.6 tenemos que

I(s)I'(1 —s) = —s'(s)['(—s) (147)

Por teorema B.5 obtenemos

oo( ‘92)1 i (149)
O

Definicion B.7 (Abscisa de convergencia uniforme): Sea una serie de Dirchlet
32 | ane "% la abscisa de convergencia uniforme o, es el menor valor real tal que, Y °° | a,e~*"*

o0
converge uniformente en el semiplano cerrado, contenido en {o + it : 0 > o, }

Teorema B.8: Sea fo:l ane M con o, < 0. Tenemos que

00 1 o 00
—sln(An) — / s—1 7)\nsd (150)

E ane x E ané X

n=1 F(S) 0 n=1

Solo si 3% | ane™*"An) es convergente Vs € {o +it € C: o > 0}

Demostracion: Como > o | a,e~** converge en (0,00) de manera uniforme, usamos la
definicion de la funcion Gamma (definicion B.5) y hacemos y = A,x

oo

LT e = s [ e
ape " = a/ ¥ e My =
/n_ " F(S)n “Jo

(151)

=1

. 1 i al oo ys—le—ydy _ i a e—ln()\n)s
- - n
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Teorema B.9: Sea I'(s)Cu(s,a) = [;° xs::::z dr,Vs € {o+it€C:0>1} con 0 <
a<l1

Demostracion: Consideremos » 2 e~ ("ta)s con 0 < a < 1, lo cual no converge en s = 0,
pero para o > 0

0 0 1
Z e—(n—i—a)s — a0 Z e~ N0 — —ao < 00 (152)
n=0 n=0

e
1—e @

Lo que implica que 372 /e~ (") sea convergente en {0 + it € C: o > 0} con conver-
gencia absoluta, aplicando el teorema B.8

o8] o0 oo ,.s—1_,—ax
T(s)Cr(s,a) = / 251 Z e~ (nta)z 1. / de (153)
0 n=0 0

l—e®

Lema B.1: Consideremos una curva C tal que

1 Zs—leaz
I(s,a):m/c 1o dz (154)

es una funcién entera con 0 < a < 1.

Demostracion: Ver la siguiente referencia |14].

Figura 3: Curva C de radio menor a 27 [14].
Teorema B.10: SeaVs € {o+it€ C:0 > 1} y 0 < a <1 tenemos que

Cu(s,a) =T(1 —s)I(s,a) (155)

Demostracion: Definamos g(s) = %, por el lema B.1

277i[(s,a)=/c zs_lg(z)dz+/c zs_lg(z)dz—l—/ 2 lg(2)dz (156)

C3
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Transformando la expresién anterior a coordenas polares y considerando que Cy tiene
radio ¢ < 2w, (1, Cy son cortes en el eje real negativo menores que —c¢

/ 251g(z)dz:/ 7"516”(5Dg(reﬂ)e”dr:—e”s/ 5 tg(—r)dr (157)
Cl c

oo
™

/ zs_lg(z)dz _ / cs_lew(s_l)g(cew)ciede _ Csi/ eiQSg(CeiG)de (158)
Co

—Tr —Tr

(o) o
/ 2 lg(2)dz = / rs_lem(s_l)g(rem)emdr = ems/ 5 Lg(—r)dr (159)
Csy c c
Asi la expresion (B.24) se puede escribir como

™

oo
21l (s,a) = —e_ms/ r* L g(—r)dr + csi/
C

—T

eiesg(ceie)dﬁ + e”is/ 5 Lg(—r)dr =(160)

s

oo
= 2isin (7‘(’8)/ 7 g(—r)dr + csi/ %% g(ce')dp
c -
Lo que implica que

wl(s,a) :sin(ws)/ rs_lg(—r)dr+02/ %% g(ce?)dh (161)

[

Pero por regla de L’hopital (teorema B.2)

860,8

lim sg(s) = lim =lm ——=-1 (162)

5—0 s—01 — e 5—0 —e’

Donde sg(s) tiene una singularidad evitable en s = 0 en virtud del teorema de clasifica-
cion de singularidades (teorema B.3), lo que implica que es analitica en {s € C: |s| < ¢} y
acotada por M > 0 donde M es una constante. Entonces si s = o + it

2/ e g(ce’ )d@‘ < 2/ e t‘g(cez )‘ df < (163)
o ™ o—1 ™
< % e_‘%%dtg _ ¢ M e 0tdp < Meo el
. c o
Ahorasi o >1
lim . e g(ce®Ydh =0 (164)
c—0 2 o

Pero por teorema B.9
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7l(s,a) = lim (Sin (7rs)/ r*Lg(—r)dr + < 6wsg(cew)d0> = (165)

c—0 2 —r

© p.s—1,—ar
= sin (71'8)/ %dr = sin (7s)['(s)Cu(s,a), Vse{o+iteC:0>1}
0 _

En virtud del teorema B.7

Cu(s,a) = WI(S, a)=T1—-s)I(s,a) (166)

La cual converge a todo C con polo s=1 y residuo 1, obteniendose asi la ecuacion funcional
para la funcién zeta de Hurwitz.

10.3. Funciéon Zeta de Epstein

En el siguiente apartado se presenta la funcion zeta de Epstein y su respectiva ecuacion
funcional, la cual permite su extension a todo el plano complejo, basandose en [16].

Definicion C.1 (forma cuadrdtica): Sea la funcion Q(z,y) una forma cuadratica,
tal que a,b,c € R con @ positivo, siendo asi

Q(z,y) = az® + bry + cy? (167)

Donde se tiene que a > 0y D = 4ac — b*> > 0

Definicion C.2 (funcion zeta de Epstein): Sea la funcion zeta de Epstein (g(s) tal
que

()= > [RQnm)] = > Y [Qn,m)* (168)

Donde el primado significa que se excluye el 0 de la suma. El dominio de convergencia
de la funcion presentada en C.2 es el semiplano complejo y R(s) = o > 1, la cual se puede
extender a todo el plano complejo con polo en s = 1

Definicion C.3 (formula de sumacion de Euler-Poisson): La formula de suma-
cién de Euler-Poisson se define como

b b [ b ) '
S fn) = / f@)yde+3 / F(@) (€277 4 e=2mivy gy (169)
y=174

n=a a
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con f€C?y f(x)=Q(n.m)™*, m#0
Definicion C.4 (férmula de Mellin): Sea la formula de Mellin
1 a-+i00

F(u)e “du=e"° (170)

2mi a—100

Cona>0y R(c)>0

Aplicando la definiciéon C.3 a la definicion C.2 tenemos que

N N 00 N . o
—S8 — 7Sd TIvT —ZTIVx 7Sd
E Q(n,m) /N Q(z,m) *dx + VE:1 /N(e +e )Q(z,m) *dx  (171)

n=—N

Haciendo N — oo tenemos

Z Q(n,m)~° = / Q(z,m) *dx + Z/ (2T 4 72T (o m) Cdr (172)
n=-—o00 - v=177"%°
Tenemos que la primera de las integrales de la expresion anterior es
0 D\?* (s —1/2
/_Oo Q(z,m) *da — gl/245-1 <4> |m|1_28(8r_(3)/) (173)

Con lo cual tenemos que

1
G _ L (D\T* 5 T(s—1/2) &
s 1/2 s—1 (X 1-2s -
3 Qe =2t () i S S ) i)
(174)
Donde se defini6 a w(s, v, m) como
w(s,v,m) = / X Q(x.m) " Sdz, >0 (175)

Usando la definiciéon B.5 encontramos que

o) o

Csuts,m) = [ e (s)QGm) s~ |

— o0 —00

= / ys—l / e2rive—yQ(xz,m) dxdy(176)
0 —00

0o
p2miva / ys—le—yQ(x,m)dydx _
0
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La segunda integral de la expresién anterior es

oo
e 2 2
/ p2miva y(az®+bmz+cy )da: —

o0 . 2
_Tribmu_m2yD _z2u2 7Va|:1_7277111—bmy:|
= e a 4a ay e 2ay dx J—

—00

T _mibmr_ 2 2_12112
_ [ e B e (177)
ay

Por lo tanto

n wibmy o0 7@ 77r2u2
L(s)w(s,v,m) =/ —€ / ys 32 YT T dy (178)
a 0

Con lo cual w(s, v, m) es una funcion integral de s con (C.12) uniformente convergente
para cualquier region de s delimitada. Mas atn I'(s)w(s, v, m) es una funcion integral donde
w(s,v,m) =0Vs € [0,—1,—2,...] en virtud de los polos de la funciéon Gamma.

Ahora aplicando la definicién C'.4 obtenemos otra expresion para w(s, v, m)

. 1

22,2 1 a—+100 2.2\ U

e = — F(E) <7T”> du, >0 (179)
AT ) y—ioo 2 ay

Asi tenemos que

. 1
mibmy o0 m2 1 atioo 2,2\ T2
I(s)w(s,v,m) = \/Ze_ & /0 y* 32 4aDy4m/ r (g) (W v ) dudy

a—1i00 ay
(180)

Siempre que 0 — 1/2 4+ 1/2a > 0, cambiando ahora el orden de integracion y usando la
definiciéon de la funcién Gamma

s 1-s

]. _1/2_8 D g mwibmy
<4D> m °I'(s)w(s,v,m) = WT (4) a* e

a+1i00 D2 u u » o
[ () e (e (s 1) i .

Donde 0 > 0y o — 1/2+ 1/2« significan que los polos del integrando van sobre el lado
izquierdo de la linea de integracion,

N

Sea ahora la siguiente sustitucion v = u + 2s — 1

50



1
1 58 L _1/2_(1_5) D 8/2 _g _ mibmy
(4D> T F(S)W(S, v, m) - T (4> a e ‘
a+20—1+ico / -2 —%“
/ 201 <4617T2> P(5+ =8 =1/2) 0 (5) 0 | e (182)

Donde la linea de integracion es sobre el lado derecho de los polos del integrando.

Comparando C.15y C.16

%s %(1—5)
(iD) 7 °T(s)w(s,v,m) = <411D> 7= =D(1 = $)w(l — 5,m, V) (183)

De donde se muestra de la expresion anterior que para cualquier regién de s delimitada
tenemos que

lw(s,v,m)| < const. |v|™ |m|' 7> (184)

La cual es uniforme Yv, m

Ahora la serie

% > (wis,vm) +w(s, —v,m)) = Re(s) (185)

m=—oo v=1

Es por tanto uniformemente y absolutamente convergente para cualquier regién de s
delimitada, ademas de representarse por una funcion integral Rg(s). Asi

2= 15— 1/2)

(e(s) = a*Cr(2s) + a® /7 <Z> [(s)

Cr(2s — 1)+ Rg(s) (186)

Puesto que la funciéon zeta de Riemann es meromorfa por los resultados presentados en
el anexo A y reescribiendo (r(2s — 1) como (r(2s — 2) obtenemos que

1

(iD) T (s)as) = (4D> O gga—e s

Donde la expresiéon anterior es la ecuacion funcional para la funcién zeta de Epstein,
siendo esta extendida a todo el plano complejo con polo en s = 1.
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