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RESUMEN

Los modelos de media-varianza sirvieron como la primera herramienta cuantitativa
y matematica para el analisis de portafolios de inversion, relacionando al riesgo con el
retorno. En el presente trabajo de investigacién se describen los modelos para un periodo,
que sirvieron como fundamento para el desarrollo del andlisis multiperiédico. El analisis
multiperiédico presentado en este trabajo se basa en la estructura de arboles de escenarios
y aporta a la teoria modelos dindmicos en tiempo discreto. Se presentan casos distintos
para la seleccién adecuada de estrategias de inversién con el objetivo de minimizar el riesgo
y alcanzar un retorno fijado. En particular se analiza el trabajo de Karl Frauendorfer, Heiko
Seide y Mark Steinbach.
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1. INTRODUCCION

En 1952 Markowitz planteé un problema de optimizacién cuadratica por medio del
cual se dio el primer tratamiento sistematico al dilema retorno versus riesgo y aporté a la
teoria un modelo estatico. Con esto se fundé la teoria moderna del portafolio que fue am-
pliada por Merton en 1962, quien contribuy6 con el desarrollo de la optimizacion dinamica
de portafolios. Ademas se relaciond con criterios de seleccién basados en la aversién al ries-
go (funciones de utilidad) y con mercados imperfectos (inclusién de factores como costos
sobre las transacciones). Para resolver el problema planteado por Markowtiz de una mane-
ra mas apegada a la realidad, sin llegar a considerar el caso continuo, se ha generalizado la
resolucién (a un horizonte multiperiédico) por medio de la implementacién de programa-
cién discreta y estocastica. La solucién fue desarrollada por Frauendorfer y Seide, emplea
un criterio de seleccion de portafolios eficientes en un contexto multiperiédico, y fue pre-
sentada en una publicacién (en SIAM Review) de Mark Steinbach denominada “Markowitz

Revisited: Mean-Variance Models in Financial Portfolio Analysis”. (Steinbach, 2001)

Este trabajo tiene como objetivo fundamental analizar la publicacién de Steinbach,
presentar resultados estructurados y obtenidos a finales de los noventas y principios del
siglo XXT (i.e. recientes) acerca de la generalizacién del modelo planteado por Markowitz a
un esquema dindmico en tiempo discreto. Consta de varias secciones, en las primeras dos se
introduce al lector a temas y conceptos de matematica financiera aplicables en portafolios
de inversién que forman parte del fundamento tedrico de la optimizacion de portafolios
y en el concepto de utilidad esperada asociado al contexto de la seleccién racional de las
distintas alternativas de inversién. Con esto se crea un marco adecuado para introducir
al lector en los modelos de media-varianza para un periodo y para la generalizacin del
caso para mltiples periodos. Se analizan dos casos para los modelos multiperiédicos, tanto
para los portafolios compuestos por activos riesgosos como para aquellos que contienen
un activo libre de riesgo. Al concluir con el desarrollo central del trabajo, se presenta una
aplicacién para un portafolio compuesto por tres ETFs (Extended Traded Funds) en donde
se desea alcanzar un retorno bianual del 13.5% y se presentan la relacién de los modelos
desarrollados con otros enfoques del andlisis de portafolios. En general se obtuvieron los
resultados esperados, tedricamente los modelos multiperiédicos son similares a los estaticos

mientras que en la préctica se obtienen resultados distintos.



2. REVISION DE TEMAS Y

CONCEPTOS DE MATEMATICA
FINANCIERA APLICABLES EN
PORTAFOLIOS DE INVERSION

Como se mencioné en la introduccién el propdsito de este trabajo es presentar resul-
tados recientes sobre modelos dindmicos en tiempo discreto para el andlisis de portafolios
de inversién. Para el estudio de los mismos es indispensable que el lector se encuentre
familiarizado con algunas definiciones, términos y conceptos relacionados con la teoria de
portafolios. Esta seccidn tiene como objetivo presentar algunas definiciones de la teoria de

probabilidades y otras relacionadas con procesos estocasticos.

2.1. Probabilidades

Definicion 2.1. Considere un experimento y sea (), denominado espacio muestral, el

conjunto de todos los posibles resultados del experimento.

Definicién 2.2. Una variable aleatoria es una funciéon X : Q@ — R 3 X (w;) = z;,Vw; € Q
y x; € R. Si la imagen de X es finita o infinita contable, la variable aleatoria se llama

discreta.

Definicion 2.3. Sean X, Y variables aleatorias discretas,

s El valor esperado de X estd definido por

n

B(X) =) o(w;)P(w;).

=1

= La varianza de X estd definida por
Var(X) = E([X — E(X)]?) = B(X?) — E(X)*.
= La covarianza de X, Y estd definida por

Cou(X,Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)]) = E(XY) — E(X)E(Y).



Definicion 2.4. Sean X,Y variables aleatorias discretas, el walor esperado condicional
de X dado Y=y esta definido por

EX|)Y =y) = ZaﬁP =z|lY =y).

Algunas propiedades:
Sean X1, Xo, ..., X,, variables aleatorias discretas, y sea X una combinacién lineal de las

mismas

n
X:ZaiXiu a; E R VI
=1

= X también es variable aleatoria.
= El valor esperado es lineal, i.e.

n

E(X)=> aBE(X).

i=1
= La varianza no es lineal,
n n
2
Var(X g a;Var(X;) +2 g g Q0.
i=1 i>1

Definicion 2.5. Una familia A de subconjuntos de €2, se denomina ¢ — algebra si cumple

con:

s Qe A
s Xc A+ Xe A
n X, e AU X, e A

Definicién 2.6. Sea 2 un espacio muestral y A o-algebra. P:Q) — [0, 1] es denominada

funcion de probabilidad si cumple con lo siguiente:
» P(A) >0, VA€ Q
. P(Q) =
= SiVn A, son disjuntos a pares (ie A; N A; =0 si ¢ = j), entonces

P(URZy € A) = 3002, P(An).

Definicién 2.7. Una terna (€, .4, P) conformada por {2 un espacio muestral, .4 una familia

de eventos y P funcién de probabilidad se llama espacio de probabilidad.



2.2. Procesos estocasticos

Definicién 2.8. Un proceso estocdastico X := (Xy)ier es una familia de variables aleatorias
X, sobre un espacio de probabilidad comin (Q2,F, P).

= Si T C Ny, el proceso X se dice es discreto.

» Si T es intervalo en R, el proceso X se dice es continuo.

Definicion 2.9. Una estrategia de inversion o de portafolio es un proceso estocdastico
{hi = (x¢,yt) >t =1,2,...T} tal que hy es una funcién de Py, Py, ..., P,—1 los precios del

portafolio.

Definicion 2.10. Una familia de o-algebras F; t € Ry se llama filtracion si F, € F, t €
Ry y t1 <ty implican F; C Fo.

Definicién 2.11. Una funcién f : X — R es medible si Va € R el conjunto {x € X :
f(x) > a}.

Definicion 2.12. Sea X un proceso estocastico

= Se dice que es un proceso medible si X : 2 x Ry — R es una funcién medible.

» Se dice que es adaptado a la filtracién {F; : t € Ry} si X; es F; es medible para
te R+.

Definiciéon 2.13. Dado un espacio muestral filtrado en un proceso estocastico adaptado
X ={Xy:tel,..,T} Sedice X es una martingala si:

E(Xt+5|ft) = Xt,v S,t > 0.

Teorema 2.14. Dado un proceso estocdstico adaptado X = {X; :t € 1,...,T}, entonces

los siguientes enunciados son equivalente:

1. X es una martingala.
2. Xt 5 E(l‘t’ft), Vt = O, 1, ,T —1.
3. E(AX1|fy) =0,vt=0,1,...,T — 1.

Definicion 2.15. Un proceso estocastico W es de Wiener si:

= Wo=0.

= El proceso W tiene incrementos independientes i.e. si r < s < t < wu entonces

W. — Wy v Wy — W, son variables aleatorias independientes.



» Para s < t la variable aleatoria Wy — W tiene distribucién Gausiana N (0,/t — s)

= W tiene trayectorias continuas.

Definicion 2.16. Se dice un proceso estocastico X es de difusion si su dindmica local

puede ser aproximada por una ecuacion diferencial estocastica del siguiente tipo:
Xipar — Xe = p(t, Xe) At + o (t, Xi))We

en donde W; es un proceso de Wiener, que representa al ruido que es independiente de lo

que ocurrié antes del tiempo ¢, mientras que p y o son funciones deterministicas.



3. ENFOQUE DE UTILIDAD
ESPERADA

En un contexto incierto las decisiones de consumo y estrategias de inversién son
influenciadas por varios factores, entre ellos las expectativas del inversionista. Una teoria
distinta para las estrategias de inversién es aquella que permite realizar un andlisis par-
tiendo de una hipotesis de la utilidad esperada y por medio del cual se genera una repre-
sentacién para dicha utilidad (bajo circunstancias determinadas). Con el fin de incorporar
los aspectos relacionados de la teoria de utilidad al analisis de media-varianza se presenta
la axiomatica desarrollada para el analisis de la eleccion racional, se introduce al lector en

las relaciones de preferencia y en conceptos asociados a la aversién al riesgo.

Para el desarrollo de la teoria de utilidad, primero es necesario definir las reglas
del comportamiento racional. Vonn Neumann y Morgenstern formularon un conjunto de
axiomas para la caracterizacién de la eleccién racional durante situaciones inciertas en
1947. Con estos principios los inversionistas pueden comparar las distintas alternativas
de inversién y establecer un orden de preferencia que va ligado al objetivo de tener mas
dinero. (Prigent, 2007)

Sea () el conjunto de los posibles resultados (w;), supéngase este conjunto es finito

y sea p = {p1, ..., pn} la probabilidad de ocurrencia de §.

Definicién 3.1. Una loteria L es un vector de parejas ordenadas (wj, p;), con w; € Q. El

conjunto de todas las loterias se denomina L.

Definicion 3.2. Un inversionista es racional si su relacién de preferencia > cumple con

los siguientes axiomas:

= VIO, LP € L, L* = LPoL? = L°.
La relacién de indiferencia asociada ~ es tal VL® LY € £ > L% ~ LY = L% >
Lty LY > Le.

«V0Lel, L>L.

s VIO, LV LCc L5 L% = LV yLb = L¢ = L% = L.

» VL LV L€ L, si L% = L’ = L¢ entonces existe a € [0,1] > L’ ~ aL® + (—a) L.



s VIO LV L€ L, Va € [0,1] L* > LP < aL® + (1 — a)L® = L* + (1 — a)L°

Es decir la relacién de preferencia debe ser completa, reflexiva, transitiva, continua e

independiente. (Prigent, 2007)

3.1. Utilidad esperada

Teorema 3.3. Asumasé la relacion de preferencia en el conjunto L de loterias, denotada
por =, satisface los axiomas de continuidad e independencia. Entonces la relacion = puede
ser representada por un funcional lineal en las probabilidades: existe una funcion U : Q —

R donde Q) es el espacio de los posibles resultados, tal que para cuales quiera dos loterias
L% = {(p%,...p2)} y L® = {(1%, ...,p%)}, se tine:

n n
L= L' & ) plu(wi) = ) plu(w)
i=1 i=1
Demostracion. Para ver la prueba refiérase a (Prigent, 2007) teorema 1.1. O

El teorema anterior es una equivalencia, por lo que se tiene que la ultilidad espe-
rada implica los axiomas de preferencia. Estos resultados pueden extenderse a espacios

continuos i.e. para una medida de probabilidad P en €2 se puede probrar

wmzémmwwy

La funcion de utilidad de un individuo puede ser expandida por su serie de Taylor,

alrededor del capital, z, esperado al final del periodo

L(B(@))(x — E(x))* + Rs.

u(z) = u(B () + ' (B(@)) (x — E(x))* + 5

En donde u(™ es la n-ésima derivada de v y que la funcién de utilidad es continua

Ry= 3" —u(B())(x — B()"

n=3

Asumiendo que la serie converge y que el valor esperado y la sumatoria son inter-

cambiables se tiene que:



y si m™ denota el n-éisimo momento del capital esperado, se tiene:

B(Rs) = 3 ™ (B(@)m" (z).
n=3

La utilidad esperada no se puede definir inicamente por el valor esperado y la
varianza del capital ya que existe un término residual que depende de momentos de orden

superior.

Para distribuciones arbitrarias, el modelo de media-varianza puede estar motivado

por asumir una utilidad cuadrética. En ese caso se tiene F(R3) = 0 y se tiene:

b

E(u(z)) = E(z) - 5 E(2*) = B(z) - E(E(x))2 +0%(x).

2

Si los porcentajes de retorno esperado y varianza son finitos, la utilidad cuadrética
es suficiente para la eleccion de activos de inversion por medio de términos o relaciones de

preferencia, definidos de acuerdo a la media y varianza del retorno.

Cuando en el anélisis de media-varianza, se asume de manera implicita una funcién

u tal que:

dicha funcién se conoce como funcion de utilidad de media-varianza y cumple con las
siguientes condiciones:
of of

— >0y —= <0.
oE ~ Y 992 <

3.2. Aversién al riesgo

Cuando a los inversionistas se les presentan diferentes alternativas con retornos
similares, las decisiones que ellos toman se ven afectadas por la actitud o aversiéon hacia el
riesgo, a continuacién se introducird la ilustracién dada por Friedman y Savage. (Prigent,
2007)

Sea X una variable aleatoria con dos posibles valores z1, x2, cuyas posibilidades
son p € [0,1], 1 — p respectivamente y u es la funcién de utilidad. Considere las loterias
L®, L’ en donde la probabilidad se reciba E(X) de L* es 1, mientras que de L’ se recibirg

T1, To con sus respectivas probabilidades.



Ambas opciones ofrecen la misma recompensa, sin embargo un inversionista averso

al riesgo elegiria L® ya que se tiene:
U(L") = u(E(X)) y U(L") = E(u(X)).

En caso el inversionista no tome esa decision, se le denomina como no averso al riesgo.

En la Figura (3.1), se muestra que la concavidad de la funcién de utilidad « implica

que el retorno esperado de E(X) es mayor que la utilidad esperada de U(X).

F1cUrA 3.1: Aversién al riesgo, concavidad y equivalente de certeza.

i?T!Xl:

7 CIX] E[X] ;2

Otra forma de analizar la aversion al riesgo, es por medio de un equivalente de certeza,

que es la loteria segura con la que se obiente la utilidad deseada que es la de LP.
Definicién 3.4. La prima de riesgo es 7(X) = E(X) — C(X).
Definicion 3.5. Para toda X variable aleatoria se tiene que lo siguiente:

» Un inversionista es averso al riesgo si C(X) < E(X) o equivalente si m(X) > C(X).
E

)
» Un inversionista es neutral al riesgo si C(X) = E(X) o equivalente si m(X) = 0.

» Un inversionista es no averso al riesgo si C'(X) > E(X) o equivalente si 7(X) < 0.
Teorema 3.6. Sea u una funcion de utilidad, que representa las preferencias sobre el
conjunto de resultados de inversion. Entonces:

1. La funcion u es concava st y solo si el inversionista es averso al riesgo.

2. La funcidn u es lineal si y solo st el inversionista es neutral al riesgo.

3. La funcidn u es convexa si y solo si el inversionista no es averso al riesgo.
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Demostracion. Consideresé el caso presentado anteriormente, en donde la funcién de uti-
lidad es convexa. Por definicién de concavidad se tiene que:

VA €[0,1],Va,b € R, Au(a) + (1 — Nu(b)<u(Aa + (1 — A)b). Pero E(X) =Xa+ (1 —A)by
E(u(X)) = Au(a) + (1 — A)u(b); entonces E(u(z)) < u(E(X)). Como por la definicién se
tiene u(C(X)) = E(u(X)) entonces como u es creciente y u(C(X)) < u(E(X)),

C(X) < E(X) que corresponde a un averso al riesgo. O

3.2.1. Medida de Arrow-Pratt Para medir el grado de aversién al riesgo
se presentaran algunos de los resultados de Arrow y de Pratt, basados en que el grado de
aversion no puede ser definido por la concavidad debido a que las funciones de utilidad

son transformaciones lineales. (Prigent, 2007)

Definicion 3.7. Sean U y V dos funciones de utilidad, en donde u es mas averso al riesgo

y las primas satisfacen: 7, (X) > 7,(X), VX € R.

Teorema 3.8. Sean u y v funciones de utilidad continuas, mondtona-crecientes y diferen-
ctables de seqgundo grado. Las siguientes propiedades son equivalentes y son caracterisitcas
de mayor aversion al riesgo.

1. Vo e R, % (x) > =% ().

2. Existe una funcion concava tal que Vr € R, u(z) = ®v(z)].

3. Para toda variable aleatoria X € R, m,(X) > m,(X).

Definicién 3.9. El término A(z) = —Z/,/((;”)) se conoce como medida absoluta de aversion
al riesgo de Arrow-Pratt (ARA-por sus siglas en inglés).
La razén R(z) = xA(x) se conoce como medida relativa de aversidn al riesgo de Arrow-

Pratt (RRA-por sus siglas en inglés).



4. MODELOS DE MEDIA-VARIANZA
PARA UN PERIODO
(MODELO DE MARKOWITZ)

Luego de haber introducido al lector en los temas y conceptos de matemaética finan-
ciera aplicables en portafolios de inversion y de haberlo situado en el contexto basico del
analisis de la utilidad esperada, se presenta el primer tratamiento sistematico que se le dio
al dilema retorno versus riesgo. Tramiento con el que se inicié el desarrollo de la teoria mo-
derna del portafolio y del cual se derivaron los modelos multiperiédicos de media-varianza

que se analizan en la siguiente seccion.

El punto inicial con el que la Matematica tomé un rol importante en la optimi-
zacion de portafolios, se debe al trabajo de Harry Markowitz denominado “Portfolio
Selection” publicado en el Journal of Finance en 1952. Fue el quien utilizd criterios de
media-varianza para juzgar las estrategias de inversién, aportando a la teorfa un modelo
estatico. Modelo que permite tinicamente intercambio de acciones al inicio (tiempo ¢ = 0)
por lo que no hay posibles cambios en los precios (a lo largo del periodo de inversién) y
el riesgo se modela tinicamente a través de la varianza del retorno esperado. (Huang, C.
y R. Litzenberger., 1988) Para el desarrollo y presentacién del enfoque de media-varianza
para un periodo en esta seccién se describe el modelo, se presentan dos formulaciones
distintas del problema de optimizacién cuadrética planteados por Markowitz y por tltimo

se mencionan otros plantamientos y restricciones asociados a este tipo de modelos.

4.1. Descripcién del modelo

Considérese un mercado con n activos distintos, en donde los precios P;(T") en tiempo

t = T seran modelados como variables aleatorias no negativas, en el espacio de probabilidad
(Q, F, P).

El retorno del activo ¢ es definido como,

11
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Astmase que la media, varianza y covarianza del mismo son finitas,
ER(T)] =

CO’U(RZ'(T), R](T)) = O'fm‘.

Adema&s se asume que el retorno de un activo (variable aleatoria) es independiente
del retorno de los otros activos, es decir que no se puede expresar como combinacién del

retorno del resto de activos.

La notacion para ¢ =1, ..., n:

w=(w1, ..., wy) es el vector de pesos (posiciénes) del portafolio

R=(R,...,Ry) es el vector de retorno

R=(Ry,...,R,) es el vector de retorno esperado

e=(1,...,1) es un vector cuyas componentes son 1

V=[o; li<ij<n matriz de covarianza de los retornos, es no singular por lo que decimos
es invertible. Por ser una matriz simétrica (ya que o;; = 0j;) y como las varianzas de los
activos son estrictamente positivas, V es definida positiva.

Se denota como A* a la matriz transpuesta de A.

Definicion 4.1. Un inversionista con capital inicial xg > 0, posee una posiciéon w; > 0 V

activo i cuyo precio inicial es P;(0)

d

=1

Entonces el vector de portafolio m = (w1, ..., m4) esta definido como,

Definicidon 4.2. El retorno esperado del portafolio de cualquier portafolio m con pesos w,
esta dado por:

=%k

B[R] = an wE[R;] = wR", (4.1)
i=1

v la varianza de w estd dada por:

n o n n—1 n n
0*(R;) = w*'Vw = Z Zwiwjaij =2 Z Z w;w;joi; + Z w?o?. (4.2)
i=1

i=1 j=i i=1 j=i+1
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Se asume que cada activo es perfectamente divisible, es decir que el inversor puede
tener w; € R ntimero de acciones (posicién) del activo 4,7 = 1, ..., d. Una posicién negativa

(w; < 0 para algin i) se conoce como una posicion corta.

Noétese que
> i wibi(0)

Zo

=1

Y

ademas el capital final es denotado por x7p,

d
T = Z w; P;(T).
=1

Se tiene que
d

Re =Y mRy(T) = L.

X
i=1 0

Como medida de riesgo, se eligié la varianza del portafolio. Con esto en mente Mar-
kowitz buscd un balance entre el riesgo y el retorno del portafolio; considerd el problema
de establecer un limite inferior para el retorno del portafolio, para luego poder elegir de
acuerdo a este la minima varianza. Como alternativa considerd también el problema de

determinar un limite superior para la varianza, y asi determinar el retorno maximo posible.

4.2. Primera formulacion del problema

Este problema consiste en maximizar la media del retorno del portafolio, dado un
limite superior para la varianza (¢; € R).

max w*R (4.3)

R

sujeto a m; > 0 Vi, w'e =1, w*Vw < ¢;.

Esta primera formulacion corresponde a un problema de optimizacion lineal con una
restriccién cuadratica adicional, en donde basicamente se estan considerando todos los
portafolios m € R™ que satisfacen las condiciones para que estén dentro de la region facti-
ble y deseada. No existen algoritmos estandares para la resolucién del mismo.

Es relevante mencionar que esta versiéon no es dual de la siguiente, pero si estan rela-
cionadas de acuerdo a un teorema que puede ser probado como aplicacién de teoria de

optimizacién no lineal.
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4.3. Segunda formulacion del problema

Este segundo problema consite en minimizar la varianza del retorno del portafolio

dado un limite inferior para el retorno esperado.

Caso para activos riesgosos:

1
min —w*Vw (4.4)
w2

sujeto a w*R = E[R;], w*e = 1.

La primera restriccion corresponde al nivel fijo de retorno esperado; mientras que
la segunda, sirve unicamente para que el vector w sea un vector de pesos, en el que se
permiten posiciones cortas o pesos negativos. De nuevo se consideran los portafolios que
cumplen con las restricciones, dentro de estos se encuentra el que tiene el retorno cuya

varianza es la menor. Para esta segunda formulacion si existe una solucion efficiente.

Para la solucién del Problema (4.4), considere el siguiente funcional Lagrangiano:
1 _
L(w,\,0) = §W*VW + AME[R:] —w'R) 4+ 46(1 — we) (4.5)

en donde A y ¢ son los multiplicadores de Lagrange (pardmetros constantes). Ademés se

asume que la matriz V es invertible.

Para la resolucién del Problema (4.4), se debe resolver:

min_ L(w, X, )
{w,\,6}

En donde las condiciones de primer orden son:

QLW D) o 3R - se—0,
ow

OL(w,\,6) *R =

T—E[‘Rﬂ'] WR—O’

L{w,A,9)

=1—w'e=0.

)
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Como V es definida positiva, estas condiciones son necesarias y suficientes para de-

terminar la solucién dnica de siguiente sistema lineal:

A=e'V'R,
B=R'V 'R,
C =e*Vlie,

D = BC — A%

Como la inversa de una matriz definida positiva es definida positiva, entonces se tiene

que B >0y C > 0. Ademis, nétese que D > 0, debido a:
(AR — Be)*V (AR — Be) = B(BC — A?)

ver proposicién (10.1) en el apéndice.

LOS mul‘ iplicadores de Lagrange sSon:
= - ,

1
0 = 5 (B — AE[Rx)).

Los pesos 6ptimos para el portafolio en el nivel F[R,| estdn dados por:

E[Rx]
D

1 _ _
w = E(BV_le —AVIR) + (CVTIR — Av-le). (4.6)

Si se introducen wy y wa, tales que:

1 _
W, = 5(BV)—le — AVTIR,

1 _
wy = —(CVIR — AV le).
D
El vector de pesos se puede escribir de la siguiente manera:

w =w; + E[R;]w,.

Noétese que los valores introducidos no dependen del retorno esperado, sino de los parame-

tros del mercado.
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Proposicién 4.3. Dado un retorno esperado E[R; ], el portafolio dptimo existe y es inico.

Ademds se puede descomponer como una combinacion de dos portafolios, tales que:

w = (1 — E[RW])wl + E[RW](wl + 'LU2)

Demostracion. Considere dos portafolios éptimos g y h con pesos w, y wj, respectiva-
mente. Sea ¢ un portafolio éptimo cualquiera, deseamos probar

wy, = awy + (1 — a)wy. Como E[Ry| # E[R}], existe una solucién tnica para
E[R,] = aE[Ry] + (1 — a)E[Ry)].
El portafolio 7 con w = (a, (1 — «)) invertidos en g y h, cumple con:
w = a(wy + waE[Rg]) + (1 — a) (w1 + wao E[Ry]) = w1 + w2 E[R,].

Entonces se tiene w = wy, O]

Observacion 4.4. El portafolio wy estd asociado a un retorno esperado de 1, mientras que
el portafolio (w1 + wy) a un retorno de 0. Esta relacién prueba el teorema de separacién

de fondos, también conocido como teorema de dos fondos.

Observacion 4.5. De la relacién (4.6), la varianza minima para un nivel de retorno esperado
(E[Rx]) fijo, se deriva la siguiente relacién:
‘72(R7r) (E[RW] - A/C)2 o

o~ pjer b

Esta relacién puede interpretarse geométricamente como una hipérbola en el plano cuyos

ejes son (o(Ry), E[Rx]).

FIGURA 4.1: Frontera eficiente

Ry =A/G-




17

» Las asintotas son:
_4,D[C

c e’

E[Ry] (Br)-

» El foco de la hipérbola corresponde al tinico punto (portafolio) de miniva varianza
(/1/C,A/C). Dicho portafolio se conoce como portafolio de minima varianza (mvp-

por sus siglas en inglés).

= El conjunto de portafolios representado por la hipérbola, que superan el valor espe-

rado del mvp, se denomina frontera eficiente.

Caso con un activo libre de riesgo:

De forma dnaloga, en este caso se denota w al vector de pesos de los activos riesgosos
y R al vector de retorno. El retorno para el activo libre de riesgo se denotara R; y el

porcentaje invertido en el es wyg.

La restriccién de peso es
wet+wg=1 «— wog=1-—w'e.

Por lo que el problema a optimizar es:

1
min §W*VW (4.7)

w

sujeto a w*R + (1 — w*e) Ry = E[R;].
El funcional Lagrangiano asociado al Problema(4.7) es:

L(w,\) = %W*VW +AE[R] - wR — (1 - w'e)Ry). (4.8)

Se debe resolver:

min L(w,\).
{w.\}

Las condiciones de primer orden son:

OL(w, \)
ow
OL(w, \)
o\

=Vw— AR —eRy) =0,

— E[R;] - w'R — (1 - w"e)Ry = 0.
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Entonces vector de pesos éptimos para un determinado E[R;] es:

E[R:] — Ry

=V 'R -eRf) = o :
v R—e f)(R—eRf)*Vfl(R—eRf)

(4.9)

La varianza estd dada por:

(E[Rx] — Ry)?

2 *
R:) =w'Vw =
0°(Rz) = w'Vw 7

donde J = B —2AR; +C R? es no-negativo. Por lo que la desviacién estandar es:

E[Rz]—R .
+ BB i Ry < B[R]
o(Rz) =
FE[Rz]—R .
LR i Ry > EBIR,)

Observacion 4.6. Segun el teorema de separacion de fondos, sabemos que cualquier porta-
folio 6ptimo esta conformado por la combinacién de un activo libre de riesgo y el portafolio
tangente a la frontera eficiente.

La frontera eficiente con el activo libre de riesgo se descompone en dos partes:

= Kl segmento de recta entre el activo libre de riesgo y el portafolio tangente. Los por-
tafolios que se encuentran sobre este segmento corresponden a inversionistas aversos

al riesgo. El peso wg del activo riesgoso es positivo.

= La linea desde el punto tangente y el resto del conjunto de portafolios eficientes; en
este caso la posicién del activo riesgoso es corta. Esta parte, tiene los portafolios
para inversionitas que desean correr mayor riesgo ya que buscan obtener un mayor

retorno.

4.4. Otros planteamientos y restricciones

Restricciones adicionales pueden cambiar el planteamiento del problema, entre ellas
se puede mencionar la venta restringida o prohibida de activos que no se poseen (i.e.
restriccién sobre ventas en corto), la inclusién de costos de transaccién. Cuando estas
restricciones son lineales, existen soluciones andliticas disponibles y el problema puede
resolverse de manera similar al anterior, utilizando funcionales Lagrangianos. De lo con-

trario, se debe aproximar la solucién y esto se realiza empleando métodos ntimericos.
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La mayoria de restricciones permiten resolver el siguiente problema con programacién

convexa:

min ®(w) (4.10)

w

sujeto aw € H, w € K.

Donde H es un hiperplano, K es un conjunto convexo y ® es una funcién convexa. Usual-

mente, H se determina a partir de una matriz A, un vector v tal que:

H = {w|Aw = v}.

Por otro lado, K es determinado por un conjunto de desigualdades de funciones con-
vexas:

K = {w|V¥ convexa y V(w) = v}.

La optimizacién de problemas convexos tiene solucién numérica, se han desarrolla-
do algoritmos que pueden resolverlos; sin embargo, el nimero de activos puede inducir

dificultades computacionales.



5. MODELOS DE MEDIA-VARIANZA
PARA MULTIPLES PERIODOS

Después de analizar el modelo de Markowitz, se presenta la generalizacion realizada
inicialmente por Frauendorfer y Seide, que luego fue desarrollada por Steinbach en el
articulo denominado “Markowitz revisted: Single-Period and Multi-Period Mean-Variance
Models”. En dicho articulo se analizan los modelos dindmicos en tiempo discreto para
andlisis de portafolios de inversién, que son una generalizacion del desarrollo de clasico.
En esta seccion se describe el modelo, se introduce a la estructura de arboles de escenarios
utilizada para modelar el retorno, se presentan dos casos distintos uno asociado a un
portafolio compuesto por activos riesgosos y otro en el que se incluye un activo libre de
riesgo. Con esta presentacion se da por concluido el desarrollo tedrico del trabajo y se inicia

con el desarrollo préctico en el cual se incluye una aplicacién (en la siguiente seccién).

Dentro del analisis de media-varianza, en los modelos multiperiédicos se considera
un horizonte (discreto) de T'+ 1 periodos que no tienen que tener la misma magnitud.
La distribucién del portafolio se determina en el tiempo t = 0, luego es redefinida para
t =1,2,...,T antes de que el inversionista obtenga ganancia alguna. Las decisiones en
tiempo t, se realizan sin conocer los siguientes retornos Ryi1,..., R pero tomando en

cuenta los retornos anteriores, se dice se tiene una politica no anticipada.

Se supone que la distribucion de retornos estd dada por un arbol de escenarios, en el
que cada retorno tiene un nimero de realizaciones finitas con probabilidad p; > 0 Vj € L;.
L; forma un nivel dentro del drbol. El conjunto de todos los nodos es N := U;‘FZOLt y el
conjunto de hojas que represtentan un escenario es L := Lp. Se denota a 0 € Ly como la
raiz, j € L; el nodo actual, i € L;_1 el nodo padre y como S(j) C L4 los sucesores o
nodos hijos. El retorno final estd determinado por la distribucion continua en cada hoja.
De nuevo, el retorno y la posicién de cada activo son variables aleatorias en un espacio de

probabilidad discreto, continuo en la hoja, que posee una filtracion generada por el arbol.

20
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El valor esperado condicional del retorno se define como,
Ry = E[Ryy1|L7).
La matriz de covarianza,

Vr = E[(Rr1 — Rr)(Rri1 — Re)*|Lr] = E[Rp 1Ry [ L] — ReRy.

El vector de decision o de posiciones se denota como w; es importante recalcar que
los pesos varian en cada nodo y tiempo ¢t ya que se resuelven distintos problemas de
optimizacion en cada uno de ellos. Cuando solo se tiene activos riesgosos, la media y la

varianza respectivamente son:

p(W) = E[Ri:l“—&—lWT] RTWT ijR i W
jeL

o} (R wr) = B[Ry wr — p(w))?).

Lemma 5.1. (Frauendorfer, K. y H. Siede., 1997) El riesgo estd determinado por:

U (w) = UQ(R:}H’WT) Elwy(Vr + RrRy)wr] — p(w)?
—ij +R;R))w; — p(w)?.

jeL

Demostracion. Por la definicién de la varianza se tiene:

U(w) = 0*(Rpywr) = B[R wr — p(w))?]
= EwWrRr 1R wr] — p(w)? = E[E[WiRr 1 Ry wr|Lr]] — p(w)?
= EWrERr 1Ry | Lrlwr] — p(w)? = E[w;(Vr + ReRy)wr] — p(w)?

=Y pwi(V;+ RiR))w; — p(w)?.
JjeL

O]

Observacion 5.2. Notese que de esta representacion se deriva una matriz diagonal de riesgo
debido a que tiene el término p(w)? separado. Como el retorno esperado del portafolio est4
fijado en este tipo de problemas de optimizacién (i.e. p(w) = p € R), se puede despreciar
p(w)?
Del lema anterior se puede deducir la prueba del siguiente corolario.

exceptuando cuando se considera la dependencia del retorno y del riesgo 6ptimo.
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Corolario 5.3. Dendtese pr(wr) := Ei}'wT y Yr(wr) = wi Vywr el retorno condicio-
nal y el riesgo al final del periodo respectivamente con realizaciones pj(w;) = R;-wj Y

Vj(wj) = w; Vjw; en L. Entonces ¥(w) = Ve(w) + Yg(w) en donde

Ve(w) = E[¥r(wr)] = ) pjw} Vjw,
JEL

U4(w) = Elpr(wr)?] — p(w)*.

Observacion 5.4. Lo definido como W, corresponde a la parte continua del riesgo, mientras
que la parte discreta es W,. Esta distincién servira para el siguiente andlisis, ya que ¥,
es el valor esperado de la varianza condicional del w1, midiendo asi el riesgo promedio

final y ¥4 determina el balance en los retornos de un escenario.

Asumiendo transacciones ideales, es decir transacciones sin friccién y sin pérdidas
de capital durante todo el escenario multiperiédico, la ecuaciéon de capital e*w = 1 es

complementada por {e*w; = Rjw;_1}]. 1 cuya forma discreta corresponde a

{e*w; = R;ij }jeNf{O}-

Sin pérdida de generalidad en el andlisis a desarrollar, se considera el caso de dos
periodos que corresponde a T=1. En cuyo caso las hojas j = 1,..., N de tal forma que

N —{0} =S5(0) =L =1,...,N tal como se muestra en la siguiente figura.

FIGURA 5.1: Arbol de escenarios para el modelo de media varianza de dos periodos

O

o 9 -

Rl R




23

5.1. Caso para activos riesgosos

Sea f{j =p;R;y Vj =p;(V; +ﬁjﬁ;) en las hojas j € L, asumiendo Vj >0, y que

JdjeN> Rj no es miltiplo de e; se pueden definir las siguientes variables:

N A1
P *
Aj.—ere
3 = eV R
j e vV hy
~ Aok oA—1 A

En el siguiente andlisis estas cantidades, andlogas a sus contrapartes en las hojas,
tienen un rol similar pero no el mismo significado. En particular, el valor esperado R y la

matriz de covarianza V de la distribucién discreta {R;}; € S(i), se definen a continuacién:

R;:=Ri/pi, Vi:=Vi/pi—RiR;.

Los supuestos son analogos al caso de un periodo y sirven para asegurar la convexidad
estricta y para la eliminacion de constantes degenerativas. Por estos supuestos, se tiene
que de forma andloga al caso de un periodo que A; y C}j son positivas, D; son no negativas

y al menos una positiva.

El problema de media-varianza es:

=1 L. 1
m“%nz §WjVjo - §p2 (5.1)
JjeL

sujeto a €'wo =1, e*w; = Rjw; Vj € N — {0} y Zf{;wj = E[R;| = p.
JeEL
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A este problema (5.1) le corresponde el siguiente funcional Lagrangiano:

L(w, A\, p;p) Zw Vw; — fp — Xo(e*wp — 1)
]EL
Z )\ eW] R]WZ (ZR W — )
jEN {0} jEL

Teorema 5.5. El problema (5.1) tiene solucion unica dada por:

.1 - z; — uB; B D;
wj =V, (ANje+puRj), \j="L——, n= p— =2 ZTJ
Aj Ao fen A

) JEN

el minimo global p y el riesgo minimo respectivamente son:

~ ~ ~ 2 ~
B D, 1 B D,
=2 /(-5 2) o=t (%) [(1-x2
Ag jENAj A(] AO jENAj

Demostracion. El sistema 6ptimo para dos periodos puede representarse de la siguiente

manera:

0 e —R1 —RN 0 W
\71 e I{1 W1
VN (S RN WN 0
e* X | =
—RT e* —)\1 0
—R}KV e* _)\N 0
0 lf{i R*N —u p

De la condicién de primer orden L/0w; = 0 se tiene que w; = V;l()\je—kuf{j) para

j € L. Al sustituirlo en la restricciéon de capital junto con flj y Bj, al despejar se obtiene
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Aj = (Riwo — qu)/Aj. En este caso ¢ = 0, por lo que se tiene:

:—Me+§:AR,:—Me+§: /M% :—Me+§:<R“m /61R>
J

jEL jEL J jeL J

= —Xoe + Vowo — 1Ry,

A1 .
al despejar se obtiene wog = V; (Age + uRyp). De modo que al sustituir en la ecuacién de
capital,

~—1 ~ o .
1=¢e"wg=¢€"V; (Aoe+ uRo) = NoAp + uBo,
de lo que se obtiene \g = (1 — ,UBO)/AO-

De la restriccién del retorno,

~

. B B
p—ZRWO—Z)\'Bj—I-/LCj):Z<AJ'RjWO—MAJ'+MC]'>

jeL jeL jEL J J
R D
=Roywo + 1 g -
jeL J jeL ‘Y
BO _ By n Z D;
= = = M .
Ao jeL A AO jeN Aj

De esto y del hecho que las variables definidas /1]-, C'j son todas positivas y ﬁj son todas
no negativas y alguna de ellas es positiva (ya que ﬁj = 0 si y solo si f{j y e son linealmente

dependientes, la prueba es andloga a la presentada en el apéndice en proposicién 10.1) se

Ao i A;

Nétese que el denominador no es 0 ya que existe un j para el cual D; no es cero.

deriva:

Por otro lado, para el minimo global se tiene

wiViw; = (V' (Nje + uR;))*V;(Vi ! (Aje + uR;))
= N(\je" + uR) Ve + p(hje" + uRHR; = Nj(NA; + uBy) + u(\; By + uCy)
Riwg — uB; . R Riwg — uB; . R
S (i Aty ) P IO (i At R
Aj 4
BjR;fWo + /J,[)j _ (R;(W()) 2D
A Ay 4

= )\jR;fW() +u
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y de manera similar se resuelve

. Bo+puby 1 ,D
Wi Vowo = Ao+ = = gt
0 0 0

Por lo tanto

e R*wy)? D; o D;
ZWjVjo :Z <(AO>+M2 ]> :WOVOWQ—I—ILLQZT]

jeL jeL 4; A4 jeL i
R .o\ 2 .
1 D; 1 By D,
:A-+“2ZAJ-:A-+<[)_/1) 25
j jer 44 J 0 jeN ‘1

Restando p? se obtiene una ecuacién de riesgo o(p)? = s + (p — ¢)?/d — p*. Como el
portafolio éptimo w es una funcién afin al retorno p y ¥(w) = o%(p) es una funcién
cuadratica y convexa, entonces la frontera eficiente es estrictamente convexa (si y solo si
d<1)o0o%(p)=0(siysolosid=1yc=s=0). Pero s = Ay que es positiva por ser
la inversa de Ag > 0; de lo que se obtiene el minimo global de o2(p) que es s + ¢2/(1 — d)
en p=c/(1—d). O

En la prueba anterior, primero se resolvié el problema para las hojas y luego para la
raiz, para el caso T = 1. La generalizacion de esta prueba se puede realizar siguiendo el
procedimiento de forma recursiva, este método se conoce como método de complemento

de Schur para drboles ralos (tree-sparce).

La solucion para el caso T = 0 da resultados similares a los presentados en el capitulo
anterior, sin embargo las condiciones son mas débiles (V + RR > 0en lugar de V > 0).
Los siguientes dos teoremas establecen las relaciones entre los problemas, las pruebas no

se presentaran pero fueron desarolladas por Steinbach ver (Steinbach, 2001).

Teorema 5.6. Considere el caso de un periodo para el teorema anterior, para el cual

Vo= V> 0. Entonces

Ay =
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5.2. Caso con un activo libre de riesgo

El retorno del activo libre de riesgo se denotard Ry, y Ry, para el periodo 1 y 2 res-
pectivamente, dichos retornos son independientes de los escenarios a trabajar. El retorno
combinado del activo libre de riesgo se denota como Ry := Ry, Ry,; al igual que en el
caso anterior se definen las siguientes variables a las que se adiciona una relacionda con el

activo libre de riesgo:

Rj = pjﬁj, Vj =p;i(V; + Rjﬁ;) para j € L, y Rfj =p;Ry,.

Los supuestos basicos para este andlisis son:

s VjeEN:V; >0
= ﬂjEN:ﬁj#RfH_le.
= Ry #0

Considerando los supuestos descritos anteriormente, se pueden definir para las hojas
del arbol:

A]’ = e*V;le, Bj = e*V;lﬁj, Cj = ﬁjV;lﬁ]

Dy, == R?QAJ- — 2R, B; +C; = (EJ — Rer)*Vj‘l(ﬁj —Ry,e);

mientras que para la raiz se tiene:

A by A Dbj 2 by %
Por= Y —2— Ro= Y —2L_R; Vi=)» — _RjR]
1650) Df]. +1 ie500) ij +1 ie500) ij +1

Por tltimo, si Rg = Ro/po, Vo = Vo/po — RoRg ¥y Ry, = poRy, se puede definir la
constante pendiente
Dy, = R} Ao — 2Ry, By + Co.

De la misma forma que en los casos anteriores, se tiene que A;, C; son positivas, B; es
no negativa. La prueba es trivial para las primeras tres constantes; sin embargo no para

Dy,.

J

Proposicion 5.7. Por lo menos una Dy, es positiva.

Demostracion. Dy, = 0 siy solo st R; # Ry,, e, pero se sabe que 3j € N > R; =Ry, e
por lo que al menos un Dy, # 0. O
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Es importante mencionar que para el siguiente andlisis se utilizan dos formulaciones
distintas para el riesgo y el retorno. Denétese de la siguiente manera el retorno
pr(Wr, wy,) = Rywr + Ry, Wy, cuyas realizaciones se pueden expresar como
pi(Wj,wy,) = ﬁ;wj + Ry, wy,. El vector de pesos discretos es denotado por

W= (W;, Wg)jen.

Lemma 5.8. El retorno en presencia de un activo libre de riesgo, puede escribirse como:

p(w) =Y Rjw;+ Rpwy, =Y pipj(wj, wy),
jEL jEL

y el riesgo tiene dos representaciones:

w: \* | Rf R, w;
U(w) = (wf) < T, ey > (wf]) — p(w)?
’ RfT+1R' RfT+lRfj /

J

= ijw; Viw; + ij/)j(’wja 'U’f]-)2 — p(w)?
jEL jEL

U(w) = V. (w) + Yg(w).
Demostracion. Por su definicién, la representacién continua del retorno es
p(W) = E[R;}—HWT + RfT+1WfT] = E[ﬁ;‘wT + RfT+1WfT] = E[pT(th wa)]'

Utilizando la definicién del Lema (5.1), se tiene que:
w; \* R R * w;
v =E[(w5) |9+ (wi) (w7 ) ] (35)] - otw®

() (e ()] ml(32) (R ) () (3)] - oo

= ElwrVrw| + E[(ﬁ;WT + RfT+1WfT)2] — p(w)2.

=F

En ambos casos, se obtiene la férmula discreta. O
Utilizando la primera definicién de riesgo y retorno, del Lemma (5.8) el problema para

. 1w \* V; Ry R; W, 1,
min Y5 (55) (e e, ) (3) = 57 (52

R R R Ry,
JelL fr41tvi Mfrp1 S

este caso es:

sujeto a e*wo +wy, =1, e*w; + wy, = Rjw; + Ry, wy, Vj € N — {0},
ZjeL R;w; +Rypwy = p.
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Su funcional Lagrangiano es,
L(W)\M'p)zzl(v‘:j >*< VjA RfT+1?i><v“’/Vj)_1p2
T jEL 2 b Ryp Ry Ryp Ry, i 2

— )xo(e*W() +Wig — 1) — Z /\j(e*wj +wy — R;WZ — Rfiji)
jeN—{0}

_ M(Zijj + Rfijj — p).

JeEL

Teorema 5.9. El problema (5.2) tiene solucion unica, cuando T =1

w; = —j:;j V;l(ﬁj — Rye),j e N—-{0}, wy= _Rfj;{fl Vo_l(Ro - R}l e),

wy, = lez (};;(Cj L Ry,B; 1 1) +u> . g, = };f (;: (Co+ Ry, By + 1) +u> ,
A= Df]}— 1 (Rh(R;wo + Ry wy,) — ,u>, Ao = 1 fgfo (Rf - M) = p(Ry—p),
5= Rflgf__ﬁ,a’ pi=1 fgﬂ) € (0, Ry)

El minimo global se alcanza en p = Ry y tiene valor cero.

La solucion asociada tiene el 100 % de la inversion en el activo libre de riesgo:

(o, wy,) = (0,1), (w;,wy;) =(0,Ry), A=0, i = Ry.

Demostracion. El sistema de condiciones 6ptimas se puede escribir de la siguiente manera:

OL/Owy =0 : ~Xoe+ Y AR; =0,
jEL
OL/dwp, =0 : X+ Y ARy =0,
jEL
OL/Ow; =0: Viw, + Rfo{ijj —Ne—uR; =0 VjelL,
OL/owy, =0 Ry, Rw; + Rp,Rpwy, — A\ — uRy, =0 Vj€ L,
OL/ONg =0 : e'wo+wy, =1,
OL/ON; =0 e'w; +wy —Rijwo —Rpwp =0 VjeL,
OL/op=0: Zf{;wj—i—lf{fjw]cj = p.

JjeL
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De OL/0wy, = 0 al despejar para wy, se tiene que

1 . . 1

= Aj
= ~R.w; + =L +pu]. (5.3)
" RpRy, 2 ( TRy, )

fi

Como V; = p;(V; + ﬁ;ﬁj), al sustituir wy, en L/0w; = 0 se tiene:

. . ., A . ) VI
0= Vjo + Rj (—Rjo + Rij + /L) - /\je — ,uRj = ijjo + Rij(Rj — RfQG);
f2

i
de lo anterior se obtiene el siguiente resultado

W, = — )\j
’ Rfj

V' (R; —Rye).

Sustituyendo w; en (5.3)

1 D ypp— — i 1 s

= (2R VYR, -R -~ =— [ (C;+Ry,B; +1 .

W, ng(R. gV ( Jj fze)‘l_R"i_:u) R, R.(CJ+ fo2j + )+
f] f] f]

Luego de sustituir w; y wy,, la restriccion de capital es:

* * )‘ * -1/
RjWO —|—Rf1WfO =ew; —&—Wf]. = —ie Vj 1(Rj —Rf2e) —|—ij
J

>‘j )\ 1%
= (B —RpAj)+ —1(C;— Ry, B+ 1) +

Rfj( J f2 ]) Rf2Rfj( J fo 27 ) Rf2
A <R22Aj—2RfQBj+Cj+1>+ M

Ry, Ry, Ry,
N <ij+1>+ i

Ry, Rfj Ry,

De la restriccién de capital se despeja para Aj,

A — Ry,
J ij-i-l

(sz (R;WO + Rflwfo) - M)'

En la raiz la condicién 0L/0w g, = 0 es:

R; Ry, .
0=—-Xo+ Z ARy = =X+ Z ﬁ (sz (Rjwo + Rpwy,) — N)
jeL jeL J

=~ + R/RpRowo + RyRywy, — iRy
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al despejar se obtiene el siguiente resultado,

R + X — R/Rp,Ry 1 Ao
wy, = A TR0 T RIRERW0 L (R Riwg + 2%+ (5.4)
R/R, R; Ry,

Al sustituir \; y wy, en OL/0Owg = 0 se tiene

=X+ > MR = )\Oe+ZDf +1<Rfj(R;w0+Rflwf0)M>Rj
J

JeL jeEL
pj (R iWo + Rf1wfo p]
=-XMe+R}, )
s Df] +1 ]EL —|— 1

= —)\Oe + R?:Z\A/—QW() + RfRf2R0WfO — ILLRfZRO

X X Ao .
= —)\ope + R?QVQWO +RpRo ( Rf2R0W0 + R + M) - pRfRo
f1
Ag
= Rf2p0V0 + —|Ro+Rpe
Rp

de lo que se obtiene wy y al substituir en (5.4) se obtiene wg,,

Ao
wo = V., (Rp — Rye),
"SRR, '(Ro —Rye)
Wp = = RfR0<VO (Ro—Rf9>)+ — + U
’ Ry i RyRy ' Ry,
Ao p
= Co—RgBo+1)+ —.
“RR, (Co—RypBo+1) R,
Por lo que la ecuacion de capital en la raiz es:
1:e*W0+WfO :—LQ(Bo—Rfle)—l- (CQ—RleO‘l—l)‘l—i
RyRy RsRy Ry

A M [(Dy, +1
0 (R2 Ap — 2Rleo+C()+1)+'u:O< f? >+'u.
T RRy, Ry Rp\ Ry, Ry

De esto se tiene \g mostrada a continuacion,

Rf1
Dfo +1

Ao = Ry —p) = p(Ry — ).

Como se tiene que Dy, > 0 entonces p;/(Dy, +1) € (0,p;]; por ende se tiene que po € (0, 1].
Sipo = 1 entonces Dy, = 0 para j € L'y Dy, > 0. Con esto se prueba la inclusion de
~ __ Rypo

p = fOJF (0, Rf)-
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Sustituyendo w; y wy,, se tiene:

Aj
. (5.5
sz +pip ( )

- N Aj Aj
JWi+Rywy, = "R, (Cj —Rp,Bj) + ?h(cj —Rp,Bj+1)+pjp=
Similarmente en la raiz se obtiene,
~ ~ ~ A() )\O ~ )‘0 ~
RyRowo+Rpwy, = _Ef(CO_RleO)+R7f(cj_RleO+1)+p0M = —+pop. (5.6)

Ry

Sustituyendo A; y Ag en la condicién del retorno

. % . i
= S R Ry = Xy = Y
jeL jer 2 jer V2

=> (sz (Rjwo + Ry wy,) — u) + 1
jeL

Df]-f-l

A % ~ . >\O ﬁ
= Rf2ROW0 + Rflwfo — popt + pu = R7f +u= Ef(Rf - u) + u.

De esto se tiene p = p+ u(Ry — p)/Ry y ademés que = Ry(p — p)/(Rf — p).

Para calcular el riesgo considérese la siguiente expresiéon ¥;(w;) := wiVw; + pj(w)?y
para p;p;(w) se utilizara la tltima expresién del (5.5).
_ A ) 2 s 2 A ) 2 s
‘I’(W)=<AJ>ij+<AJ >=<AJ>(ij+1) ~
Ry Ry Ry, Ry,
_ Rp®wo+ Rpywp) — i o Rt Biwo + Ryywp) —p]
Dy, +1 Dy, +1
o=k
_ [RpRywo+Rywy)? 5 Dy,
= +un .
Dy, +1 Dy, +1
Como ¥(w) = Zjeij\I/ (w;) — p? se tiene
R ‘W0 + Rf W p<Df
\IJ(W) +p2 — R2 pj J f(] J J
f2j§€; ij+1 ZDfJ+1
_ R2 pj ox PPy +pi — P
=R.D 5 (R wo)® + 2Ry, Wi Riwo + (R}, wy,)?) + 42 ) 1J)f i
jeL J jeL

= R,22 (WSV()W() + 2Rf1Wf0ﬁSW0 + ﬁo(R}kchfo)Q) + ,u2(1 — ]50)
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Usando la ecuacion (5.6)

2
~ =% 3 )\0 )‘0 o
R;,R; (WiVowo + (Rowo + Ry, wy,)?) = Ry, Ry, - Dy, + — +
2 J 1 0 2 J Rf2 ]-:{f1 0 Rf2 Rfl Rf2

~ 1 )\0 2 )\0 2 )\O 2 )\0 2
Ry, |:<A > Dy, +<A+M> = Do = (Dgy + 1)+ 2u=—+p
’ [Rf2 Ry " \Ry, Ry, ’ Ry,

que simplificado, resulta ser

(R —p)? Ry—p . (Ry+ p*Dy,
+2 + =po| —=—— ).
p°< Dp+1 Hpyy1H )T

Por lo que se tiene que

R} + 12Dy, o
T(w) + p% = p f°>+21—A —R;p+ 21—
(W) +p po< Dyl © (1 — po) 70+ D41

. p A (p—p)*
=Rsp+ 21— =R;p+R —.
/ R/ UGl
Al restar p? se tiene la férmula de riesgo dada; de ¥ /9p = 0 se obtiene el minimo y de

forma trivial el resto de lo enunciado. O

Este problema puede ser modificado, si se hacen restricciones sobre p, para que sea
limite inferior del retorno. Este cambio tiene el mismo comportamiento que en los modelos
para un unico periodo. A continuacién se formula el problema con sus restricciones y su

correspondiente funcional Lagrangiano.

1(w;\'( Vi  Rp,R; 1
min 2<Wj) ( I fT+1AJ><WJ>_2(p+0)2 (5.7)
wih jerL © \WJ; Rpr Ry Ry Ry ) \wy,
sujeto a e*wo +wy, =1, e*w; + wy = Riw; + Ry, w; Vj € N — {0}
. .
ZjeL Rjo + Rfijj =p+ 9, 0 > 0.

-
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El funcional Lagrangiano es:

1(w; : A\ R R; W 1
L(era)‘nuvnap):ZQ( ]) < ]A* fT+1AJ>< ]>_2(p+0)2
jeL W, RfT+1Rj RfT+1Rfj Wi,

— Xo(e"wo +wy — 1) — Z Aj(e'w; +wp — Riw; — Ry wy,)
jeN—{0}

ok
_M< Rjo-FRf]-ij—p—@) —nb
JEL

Teorema 5.10. El problema (5.7) tiene una solucion inica. Para p > Ry se obtiene que
0=0yn=pu—p >0, delo contrario se tiene la misma solucion que en el problema
anterior. Para n < Ry se obtiene n =0y 6 = p— Ry > 0, con un retorno Ry = p+0 y la

solucion libre de riesgo del problema anterior.

Demostracion. Las condiciones éptimas incluyen las del problema anterior, exceptuando
por la condicién 9L/0u = 0 en la que se reemplaza p por p + 0, quedando de la siguiente
manera:

> Rjw;+Rywy =p+0.
JEL

Adicionalmente, de 9L/00 = 0 se tiene que:

p—(p+0)=n

con § >0,1n7>0ymnd =0 (ie son complementarios). La prueba contintia de la misma
manera que la anterior pero p 4+ 0 en lugar de todas las veces que aparece p.
Finalmente, las distinciones en los casos siguientes se deben a la no negatividad de 6 y 7,

ademads de que se complementan:

»0=0yp=po
n 0>0ypu=p+0.
De la identidad de u,

(p+0—p)
Ry —p)

se tiene p > Ry para el primer caso y p + 6 = R para el segundo. O

n=Ry



6. APLICACION

A continuacién se presenta un ejemplo del modelo de media-varianza para multiples
periodos, cuando T' = 1 y dicho periodo es de un ano; ademds se presentan los resultados
del problema clasico resuelto inicamente para el nodo padre bajo las mismas condiciones
del ejemplo multiperiédico. Los ejemplos fueron realizados para un portafolio compuesto

por 3 activos riesgosos (ETFs) que son:

» iShares Europe (IEV)
» PowerShares QQQ Trust, Series 1 (QQQ)
= SPDR S&P 500 ETF (SPY).

Los activos se eligieron por ser representativos de distintos sectores del mercado, IEV
vinculado a acciones de empresas europeas, QQQ estd asociado a la tecnologia (sigue el
comportamiento del indice NASDAQ-100) y el SPY se encuentra vinculado al mercado de
Estados Unidos (sigue el comportamiento del indice SP500). Considerando también que los
ETFs (Exchange Traded Funds) son instrumentos financieros constituidos por fondos que
invierten de forma tal que tratan de replicar el retorno (usualmente total, i.e. incluyendo
las eventuales distribuciones en efectivo a los inversionistas) de un indice, commodity o una
canasta de activos especifica. Ademas se considera que los inversionistas pueden invertir

en ETF's de forma préacticamente identica a la inversién en acciones.

6.1. Informacién histdrica

FIGURA 6.1: Precio de activos

Precio de activos
(dolares US s)
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En la Figura (6.1) se muestra la serie histérica de los precios de los activos seleccio-
nados, correspondiente al periodo de abril del 2010 a mayo del 2015, extraida de Yahoo
Finance en forma semanal la cual se encuentra en el Cuadro (10.1) del apéndice. Con
dicha informacién se procedié a calcular los retornos logaritmicos semanales presentados

también en el Cuadro (10.1) del apéndice y son ilustrados en las figuras de la 6.2 a la 6.4.

F1GURrA 6.2: Retorno logaritmico semanal de IEV

Retorno logaritmico semanal de IEV
(porcentajes)

F1GURA 6.3: Retorno logaritmico semanal de QQQ

Retorno logaritmico semanal de QQQ
(porcentajes)

F1GURA 6.4: Retorno logaritmico semanal de SPY

Retorno logaritmico semanal de SPY
(porcentajes)
10%
5%
o%
5%
-10%
o A ~ o Ny A
W P N
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CUADRO 6.1: Retorno histérico y desviacién estandar histérica de cada activo

Retorno (%) Desviacién

IEV 4.57 0.2078
QQQ 15.66 0.1687
SPY 11.16 0.1484

Se hace notar que los valores correspondientes al: retorno, covarianzas y desviaciones
fueron anualizados. En base a dichos retornos se calculé el retorno historico y la desviacién
estandar histérica mostrados en el Cuadro (6.1) y también en base de la misma informacién
se calcularon las covarianzas entre los activos, de esto se obtuvo la matriz de covarianza

para la raiz presentada en Cuadro (6.2).

CUADRO 6.2: Matriz de covarianza de la raiz

Vo IEV  QQQ SPY
IEV  0.0430 0.0271 0.0016
QQQ 0.0271 0.0281 0.0027
SPY 0.0016 0.0027 0.0219

6.2. Problema clasico

Se resolvio el problema (4.4), con el objetivo de encontrar la solucién clasica del nodo
padre del ejemplo multiperiddico desarrollado en la siguiente seccién. En esta resolucion,
se optimizo6 el vector de pesos de modo que al invertir con esta estrategia se obtenga el

retorno deseado con el riesgo minimo.

El retorno objetivo seleccionado para el portafolio fue de p = 13,5 % (retorno a alcan-
zar en dos anos). Se emplearon los retornos esperados de los activos (en dos afos) y la
matriz de covarianza (para el perodo de dos anos), calculados en forma bianual en base
de los datos histéricos de los cuadros (6.1 y 6.2); los valores para los retornos son: 0.0914,
0.3132 y 0.2233, respectivamente para IEV, QQQ y SPY y la matriz de covarianza se

encuentra en el siguiente cuadro:

CUADRO 6.3: Matriz de covarianza de retornos a dos anos

Vo, IEV QQQ SPY
IEV  0.0860 0.0541 0.0032
QQQ 0.0541 0.0567 0.0053
SPY 0.0032 0.0053 0.0438
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FIGURA 6.5: Frontera eficiente

Frontera eficiente
(de minima varianza)

33 -
31 1
g
<29 -
g
27
=4
25_
23
© ™ % ) o ~ a m
= 2 2 4 4 4 4 d

Riesgo (desviacion estandar %)

Por otro lado, es relevante mencionar que la solucién presentada cumple con las si-
guientes restricciones: w*e = 1, w*R =13.5. Ademds de la solucién que se ecuentra en el

Cuadro (6.4), se presenta en la Figura (6.5) la frontera eficiente o de minima varianza.

CUADRO 6.4: Solucién problema clasico

IEV  QQQ SPY
0.5829 -0.1857 0.6428

6.3. Definicién del problema multiperiédico

El retorno objetivo seleccionado para el portafolio fue de p = 13,5 % para el escenario
de multiples periodos y el niimero de posibles escenarios fue N = 4. En base a la informa-
ciéon que anteriormente fue presentada, se procedié a estimar 4 posibles escenarios a un
ano para cada uno de los cuales se asumé la probabilidad de ocurrencia, los retornos de
cada activo (al final del primer ano, ver Cuadro 10.2) y las matrices de covarianzas para
cada uno de los referidos escenarios. Asi también se establecieron retornos esperados para
el final del segundo ano (también ver Cuadro 10.2 en apéndice), que sirvieron para calcular
el valor esperado como promedio ponderado de los nodos del primer nivel. En la Figura
(6.6) se presenta el drbol de escenarios utilizado para el desarrollo de este ejemplo, cada
recuadro muestra en la linea superior el nimero de nodo y en la inferior, la probabilidad

de ocurrencia de cada.
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FIGURA 6.6: Arbol de escenarios para portafolio de la aplicacién

5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
040 030 020 0.10 025 025 025 0.25 030 030 030 0.10 020 020 0.20 0.40

0

RETORNO
13.5%

Las matrices de varianza-covarianza para cada cada nodo son:

CUADRO 6.5: Matrices de covarianza para nodos del 1 al 4

V., 1BV QQQ SPY Vs IEV QQQ  spY
IEV_ 0.04600 0.0301 0.0046 IEV  0.04400 0.02806 0.0026
QQQ 0.03006 0.0314 0.0057 QQQ 0.02806 0.02836  0.0027
SPY 0.00459 0.0057 0.0249  SPY 0.00259 0.00266 0.0219

V; IEV  QQQ SPY V2 IEV QQQ  SPY
IEV  0.04200 0.0261 0.0006 IEV  0.04000 0.02406 -0.0014
QQQ 0.02606 0.0284 0.0027 QQQ 0.02406 0.02536 -0.0003
SPY 0.00059 0.0027 0.0219  SPY -0.00141 -0.00034 0.0189

N |
Con esta informacion se procedié a calcular los valores de R, V 'y V  primero para
los nodos hojas y luego para la raiz. Luego se procedié a calcular las constantes definidas
en la Seccién (5.1) que son A, B, C y D de igual forma primero para las hojas y luego

para la raiz.
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6.4. Resultados

Con dichos valores establecidos, cumpliendo las restricciones debidas, se procedié a

resolver el problema (5.1) empleando el teorema (5.5).

Se calculé el primer multiplicador de Lagrange empleado la férmula (previamente

= (p— ?”) /Z D; = 0,1489.
Ao A

Se encontraron los pesos para el nodo cero de acuerdo a la siguiente formula, obtenida

en la demostracién del teorema (5.5), wo = Vgl()\oe + uRo) v Ao = (1 — uBy)/Ap. Los

descrita en este trabajo),

pesos del nodo padre sirvieron para proceder a calcular las A;s, que a su vez permitie-
ron encontrar los pesos para el resto de nodos. Lo anterior se realizé por medio de la

implementacién de las siguientes ecuaciones, previamente descritas:

R}sz - /.LB]'

~—1 o
wj =V, (Nje+pul) y Aj = 1.
J

Ademds se verificé que dicha solucién cumpliera con las restricciones de retorno y de
capital, correspondientes a la minimizacién del problema (5.1), que son:

e'wo=1, e'w; =R;wo Vj € N - {0} y Zf{;wj = p.
JEL

La solucién es presentada a continuacion:

CUADRO 6.6: Solucién al problema multiperiédico

peso/nodo  IEV QQQ SPY Aj
0 -0.4457 1.0200 0.4257 -0.0015
1 -1.0030 1.2497 -0.0505 -0.0023
2 -0.9954 1.2128 -0.0398 -0.0030
3 -0.9004 1.1263 -0.0428 -0.0024
4 -0.6280 0.6564 0.1771 -0.0009
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De los resultados del problema multiperiddico, mostrados en el Cuadro (6.6) notesé

que:
= El signo de la posiciéon para todos los activos es la misma para el nodo 4 y para la
raiz; en los demds nodos (1, 2 y 3) el signo de la posicién de SPY cambia.

= El valor de los pesos para cada activo en los nodos 1,2 y 3 es similar, de estos se

puede obtener un rango de referencia para la reinversion adecuada.

» En los nodos 1, 2 y 3, los pesos para el activo IEV varfan (entre la posicién mayor

y menor) en 0.1026, mientras que en todo el nivel varfan en 0.3750.

» En los nodos 1,2 y 3, los pesos para el QQQ varfan (entre la posicién mayor y menor)

en 0.2097, mientras que en todo el nivel varian en 0.5933.

» En los nodos 1,2 y 3, los pesos para el SPY varian (entre la posicién mayor y menor)

en 0.0107 puntos, mientras que en todo el nivel varian en 0.2279.
= Los multiplicadores de Lagrange ();) son todos negativos y al igual que los pesos,

se tiene un valor similar para los nodos 1,2 y 3.

FEl riesgo éptimo asociado a esta solucién es 0.1311, valor que se obtuvo empleando la

siguiente férmula del teorema (5.5)

El retorno minimo global anual es de 7.30 % con un riesgo 6ptimo asociado de 0.0015,
valores encontrados al ultilizar las siguientes ecuaciones que también son descritas en el

teorema (5.5):

~ A~ ~ 2 ~
B D 1 (B D
pZAO/ 1=y yaQ(p)=A+<A)/ -3y
Ao jeN A] AO AO jJEN AJ




42

Para fines comparativos y de discusion se resolvié el mismo problema multiperiddico
variando Unicamente el retorno objetivo; se presentan a continuacién los valores de los

multiplicadores de Lagrange para ambas aplicaciones.

CUADRO 6.7: Multiplicadores de Lagrange para retornos 13.5% y 27.0 %

p Ao A1 Ao A3 Ag M
13.5% -0.0015 -0.0023 -0.0030 -0.0024 -0.0009 0.1489
27.0% -0.0037 -0.0070 -0.0079 -0.0069 -0.0026 0.3141
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6.5. Discusion de resultados

En general, los resultados obtenidos en la aplicacion del modelo multiperiédico son
coherentes con lo esperado. Esto debido a los cambios en los pesos reflejados por la varia-
cién en retornos esperados de cada uno de los activos, ademas de que los datos expuestos
cumplen con las condiciones o restricciones del problema asociados a la inversion de capi-
tal y el retorno objetivo. Para el primer nodo el capital invertido es uno, los pesos estan
normalizados, factor que no se repite en los siguientes periodos debido a que cualquier

ganancia obtenida es reinvertida en el segundo periodo.

Los multiplicadores de Lagrange miden la razén de cambio de la funcién objetivo (en
el punto 6ptimo) con respecto a las restricciones impuestas. Para cada funcional tenemos
dos diferentes, pero en esta aplicacién se tienen tres ( Ao, Aj j=1. n—0 ¥ p) debido a
que la restriccién de capital es dividida en dos. En los modelos multiperiédicos Ao esta
relacionado con la restriccién del capital inicial, se tiene que al inicio T = 0 los pesos
de los activos deben sumar 1. Los A; estan relacionados con la restricciéon de capital que
establece que los pesos en un nodo particular (no el nodo raiz (7' = 0)) deben sumar
lo mismo que el producto de los pesos del nodo padre correspondiente multiplicados por
el retorno correspondiente al nodo j (i.e. el retorno que corresponde a haber llegado al
estado representado por el nodo j). Por ltimo se tiene que el multiplicador u se relaciona

con la restriccién del retorno esperado de la inversién.

El multiplicador mas interesante de analizar vinculado a una medida de riesgo es u; ya
que establece la razén de cambio en la funcién objetivo (i.e. el riesgo) al variar el retorno
requerido. De esta forma se puede ver que la razn de cambio del riesgo con respecto al
retorno buscado de 13,5 % es 0.1489 de acuerdo al los resutlados obtenidos, mientras que
si se requiere un retorno de 27 % este multiplicador tiene un valor de 0.3141 . Claramente
se puede notar que la razén de incremento de riesgo en relacién con el retorno requerido
crece en forma sustancial al duplicarse el retorno requerido (el valor de p se multiplica
mas de 2.1 veces). Como se explicé anteriormente, los otros multiplicacores (Ao y Ajs),
representan restricciones definidas por la estructura del modelo y su utilizacién como
medida de riesgo es indirecta. Por ejemplo, \; representa la razén de cambio de la funcién
objetivo (riesgo) al variar el producto de los pesos de los activos por los retornos de los
mismos. Asi para retornos mayores el valor de \; se hace més negativo (por ejemplo: para
un retorno objetivo de 13,5% el valor de \; es de 0.0023 mientras que para un retorno
objetivo de 27 % es de -0.0070).



44

Ahora bien, si comparamos la resolucién del problema cldsico con el multiperiédico
podremos notar a simple vista que la distribucién inicial del capital es totalmente distinta,
ya que de los tres activos, solamente la inversién en SPY tiene el mismo signo y los valores
de los pesos de los activos varia significativamente. En el problema clasico la estrategia
vende en corto a QQQ, mientras en el caso multiperiddico QQQ es en quien més se
invierte. Por otro lado, es importante mencionar que el riesgo (desviacién estdandar) para
el problema clésico fue de 18,83 %, mientras que para el multiperiédico el riesgo es de
36,21 %; es relavante mencionar que las medidas de riesgo son distintas debido a que
en el modelo clasico se considera desviaciéon estandar convencional, mientras que en el

multiperiédico se considera el riesgo presentado en el lemma (5.8).

Se recomienda al inversionista que luego de haber realizado la inversién inicial, antes
de que llegue el momento de reinvertir, evalue que tan acertada estuvo la misma; y que
se repita el ejercicio anterior (antes de volver a invertir) con el objetivo de generar una
estrategia que tome en cuenta los acontecimientos sucedidos en el transcurso del primer
ano. Con la nueva estrategia, se puede analizar que tanto han cambiado las estrategias y

se puede tomar la mejor decisién para el nuevo periodo.



7. RELACION CON OTROS
ENFOQUES DEL ANALISIS DE
PORTAFOLIOS

Para complementar el desarrollo practico, se investigd acerca de la relaciéon con otros
enfoques del analisis de portafolios y se presentan a continuacion dos pequeas sintesis de

la relacién con el enfoque geométrico y con las cadenas de Markov.

7.1. Enfoque geométrico del analisis de media-varianza

Markus Leippold, Fabio Trojani y Paolo Vanini analizaron los modelos de media-
varianza de multiples periodos, mostraron que las condiciones 6ptimas en dichos modelos
pueden descomponerse en una base que resulta ser un conjunto de estrategias con una
interpretracion econémica clara. Ademas probaron que las fronteras son generadas por

una base ortogonal de retornos dinamicos.

Especificamente, la estrategia éptima en un modelo de T+ 1 periodos es una combi-
nacién lineal de la estrategia de segundo momento de un minimo global para el modelo
y una sucesiéon de 71"+ 1 estrategias locales de retorno en exceso que exponen al porta-
folio dindmico y 6ptimo al exceso de retorno de cada activo en cada periodo. (Leippold
M., Trojani F. y P. Banini., Sfp) Algunos beneficios de este enfoque son los efectos de la
diversificacién en el tiempo, el impacto del horizonte de inversién en el portafolio éptimo
y dindamico, por ende el impacto en los pesos o posicidnes de los diversos activos y la

determinacién de una razoén 6ptima inicial para los portafolios de activos y pasivos.

7.2. Modelos de media-varianza y las cadenas de Markov

G. Yin y Zun Yu Zhou presentaron un modelo modulado en tiempo discreto para la
seleccién de portafolios de inversién, para ello estudiaron una version discreta del modelo
de Markowitz, es decir de la selecciéon de portafolios de inversion por su media-varianza,
en donde los parametros del mercado dependen del régimen del mercado que varia entre
un nimero finito de estados, representdos mediante una cadena de Markov. También se
analiz6 la seleccion de portafolios multiperiddicos y la solucién numérica de problemas de

tiempo continuo.(Yin, G. y X. Zhou., 2004)
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8. CONCLUSIONES

Del desarrollo tedrico del presente trabajo, en particular de los modelos de media-

varianza para multiples periodos, se puede concluir lo siguiente:

= Los problemas multiperiddicos y sus modelos correspondientes se comportan de ma-
nera similar al caso estatico. Se esperaba ese comportamiento, debido a que fueron
desarrollados como una extension o generalizacion del enfoque clédsico con el objetivo

de minimizar la medida de riesgo seleccionada (varianza).

= De la optimizacion se obtiene un nivel de riesgo para el retorno fijado y una estrategia
para re balancear los pesos, esto también de acuerdo con la dindmica del proceso

estocéstico que describe al retorno.

= No se presentan los modelos de media-varianza que permiten pérdidas de capital
en los multiples escenarios ni aquellos con restricciones sobre las preferencias de
consumo, ventas en corto o transacciones (y sus costos).Las preferencias de consumo
no han sido incluidas por autores anteriormente, por ende se desconoce la forma en
que puedan relacionarse o incidir en los modelos de portafolios de inversién a largo

plazo.

Dejando a un lado el ambito tedrico, del practico y de la aplicaciéon desarrollada se

puede mencionar que:

= Los modelos de programacién estocdstica se estdn convirtiendo en herramientas
estandares para la seleccién de estrategias de inversion, ya que cada vez se dis-
minuye més el tiempo de resolucién de los problemas de optimizacion e incrementa

el alcance de la tecnologia como medio facilitador.

= Kl esfuerzo computacional vinculado a la discretizacion del problema crece demasiado

rapido, por lo que se puede mejorar el algoritmo para lograr una mayor eficiencia.

» Los resultados obtenidos (en la aplicacién) son coherentes con respecto a lo esperado,
ya que la variacion en los retornos incidio6 en los pesos y se cumplieron las restricciones

del problema.

= La razén de cambio del riesgo con respecto al retorno es mayor a uno, lo cual refleja

que el multiplicador de Lagrange lambda es sensible.

46



9 BIBLIOGRAFIA

Amenc, N. y V. LeSourd. (2003). Portfolio theory and performance analysis. Wiley &

Sons Inc, Inglaterra.

Elton, E. (2014). Modern Portfolio Theory and Investment Analysis. Wiley & Sons Inc,
EE UU, 9na Ed.

Frauendorfer, K. y H. Siede. (1997). Mean-Variance Analysis in a Multiperiods Setting.

Alemania.

Huang, C. y R. Litzenberger. (1988). Foundations for financial economics. Prentice Hall,
EE UU, 1ra Ed.

Korn, R. y E. Korn. (2000). Option Pricing and Portfolio Optimization. Modern Methods
of Financial Mathematics, volume 31 of Graduate Studies in Mathematics. American

Mathematical Society, EE UU, 2da Ed.

Leippold M., Trojani F. y P. Banini. (S.f.p). A Geometric approach to multi-period mean
variance optimization of assets and liabilities. Reporte técnico. Universidad del Sur de

Suiza y Universidad de Zurich.
Luenberger, D. (1998). Investment Science. Oxford University Press, EE UU, lera Ed.
Markowitz, H. (1952). Portfolio selection. The Journal of Finance, 7(1):77-91.

Prigent, J. (2007). Portfolio Optimization and Perfomance Analysis. Financial Mathema-
tics Series. Chapman & Hall/CRC, Inglaterra.

Ross, S. (2011). An Elementary Introduction to Mathematical Finance. Cambridge Uni-
versity Press, EE UU, 3ra Ed.

Steinbach, M. (1999). Markowitz Revisited: Single-Period and Multi-Period Mean- Variance

Models. Alemania.

Steinbach, M. (2001). Markowitz revisited: Mean-variance models in financial portfolio

analysis. SIAM Rieview-Society for Industrial and Applied Mathematics, 43(1):31-85.

47



48

Yin, G. y X. Zhou. (2004). Markowitz’s mean-variance portfolio selection with regime swit-
ching: From discrete-time models to their continuous-time limits. Automatic Control,
IEEE Transactions, 49(3):349 — 360.



10. APENDICE

Proposicion 10.1. En el Modelo de Markowitz Version No. 2, se tiene que D > 0.

Demostracién. Como R, e son linealmente independientes, y V > 0 entonces se tiene la

siguiente matriz:
el — ko)
(gr)VieR) =(48)>0

cuyo determinante es positivo y es D > 0. Es decir,

BD = B(BC — A%) = (AR — Be)' V(AR — Be).

O

Proposicién 10.2. En el Modelo de Markowitz Version No. 2,los multiplicadores de La-
grange Son:

A= —(CE[R;] — A),

ol= g~

§ = — (B — AE[R,]).

Demostracion. De las condiciones de primer orden se tiene que
w =V~ !(je + \R) (10.1)
Al multiplicar (10.1) por e’ se tiene,
l=e'w=delVie+ ! VIR =0C+ N\ (10.2)
Y al multiplicar (10.1) por R’ se tiene

E[R:]=R'w=06R V%le+ R V'R =064+ \B. (10.3)

Multiplicando (10.2) por -A y (10.3) por C, al sumar dichos productos se obtiene \;
J se obtiene de la suma del producto de (10.2) con B y (10.3) con -A.
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A continuacién se presenta la serie histérica de precios y retornos logaritmicos sema-
nales de los activos seleccionados para el desarrollo de la aplicacién. Posteriormente se
presentan los retornos para cada uno de los nodos del arbol de escenarios correspondiente

a la aplicacion presentada en este trabajo.

CuADRO 10.1: Precio y retorno logaritmico semanal de cada activo

Precio (US$) Retorno logaritmico ( %)
Fecha | IEV QQQ SPY | IEV QQQ  SPY
27-abr-15 | 46.45 109.05 210.72 | 0.41 -1.36 -0.44
20-abr-15 | 46.26 110.54 211.65 | 1.85 4.18 1.76
13-abr-15 | 45.41 106.01 207.95 | -0.35 -1.63 -1.00
06-abr-15 | 45.57 107.75 210.04 | 1.21 2.47 1.73
30-mar-15 | 45.02 105.12 206.44 | 0.40 -0.38 0.34
23-mar-15 | 44.84 105.52 205.74 | -1.00 -2.81 -2.24
16-mar-15 | 45.29 108.53 210.41 | 4.49 2.98 2.20
09-mar-15 | 43.30 105.34 20583 | -1.92 -1.95 -0.81
02-mar-15 | 44.14 107.41 207.50 | -2.57 -0.92 -1.51
23-feb-15 | 45.29 108.40 210.66 | -0.04 -0.01 -0.27
17-feb-15 | 45.31 108.41 211.24 | 1.80 1.39 0.69
09-feb-15 | 44.50 106.91 209.78 | 2.25 3.60 2.04
02-feb-15 | 43.51 103.13 205.55 | 1.81 1.99 3.01
26-ene-15 | 42.73 101.10 199.45 | -0.28 -3.08 -2.73
20-ene-15 | 42.85 104.26 204.97 | 1.29 3.36 1.64
12-ene-15 | 42.30 100.82 201.63 | 2.25  -1.77 -1.29
05-ene-15 | 41.36 102.62 204.25 | -2.29 -0.31 -0.58
29-dic-14 | 42.32 10294 205.43 | -3.00 -2.02 -1.45
22-dic-14 | 43.61 105.04 208.44 | 0.85 0.69 0.93
15-dic-14 | 43.24 104.32 206.52 | 1.80 1.59 2.76
08-dic-14 | 42.47 102.67 200.89 | -5.56 -2.61 -3.48
01-dic-14 | 44.90 105.38 208.00 | -0.18 -0.60 0.39
24-nov-14 | 44.98 106.01 207.20 | 0.92 2.04 0.25
17-nov-14 | 44.57 103.87 206.68 | 2.02 0.63 1.19
10-nov-14 | 43.68 103.22 204.24 | 0.30 1.58 0.44
03-nov-14 | 43.55 101.60 203.34 | -1.23  0.20 0.83
27-oct-14 | 44.09 101.40 201.66 | 1.69 2.78 2.63
13-oct-14 | 42.22 93.00 188.47 | 0.12 -1.54 -1.09
06-oct-14 | 42.17 94.44 190.54 | -3.84 -3.87 -3.09




Continuacion del Cuadro 10.1

(Precio y retorno logaritmico semanal de cada activo)

Fecha

Precio (US$)
IEV  QQQ SPY

Retorno logaritmico (%)

IEV  QQQ SPY

29-sep-14
22-sep-14
15-sep-14
08-sep-14
02-sep-14
25-ago-14
18-ago-14
11-ago-14
04-ago-14
28-jul-14
21-jul-14
14-jul-14
07-jul-14
30-jun-14
23-jun-14
16-jun-14
09-jun-14
02-jun-14
27-may-14
19-may-14
12-may-14
05-may-14
28-abr-14
21-abr-14
14-abr-14
07-abr-14
31-mar-14
24-mar-14
17-mar-14
10-mar-14
03-mar-14
24-feb-14
18-feb-14

43.82  98.17 196.52
4545 98.78  197.90
46.57  99.98  200.70
46.36  99.48 199.13
47.06 99.89 201.11
46.80 99.78  200.71
46.35 99.05 199.19
46.08 97.40 195.72
45.62 9490 193.24
46.15 94.67 192.50
4777 96.74  197.72
4780 96.12 197.71
47.66  95.27 196.61
49.32  95.70  198.20
48.55 93.75  195.82
50.41 92.77 195.94
50.00 92.32 194.13
50.53 92.82 195.38
49.98 91.31 192.68
49.53  89.88  190.35
49.53 87.71 188.05
49.43 86.80 187.96
49.54 87.49 188.06
48.64 86.19 186.29
48.54 86.20 186.39
4771  84.11 181.51
48.32  86.37 186.40
4795 87.05 185.49
46.99 89.00 186.20
46.76  88.67 184.66
48.44 90.53 188.26
48.53 90.34 186.29
48.08 89.93 183.89

-3.656  -0.62 -0.70
-2.43  -1.21 -1.40
0.45 0.50 0.79
-1.50 -0.41 -0.99
0.55 0.11 0.20
0.97 0.73 0.76
0.58 1.68 1.76
1.00 2.60 1.28
-1.16  0.24 0.38
-3.45  -2.16 -2.68
-0.06  0.64 0.01
0.29 0.89 0.56
-3.42  -0.45 -0.81
1.57 2.06 1.21
-3.76 1.05 -0.06
0.82 0.49 0.93
-1.05 -0.54 -0.64
1.09 1.64 1.39
0.90 1.58 1.22
0.00 2.44 1.22
0.20 1.04 0.05
-0.22 -0.79 -0.05
1.83 1.50 0.95
0.21 -0.01 -0.05
1.72 2.45 2.65
-1.27  -2.65 -2.66
0.77  -0.78 0.49
2.02 -2.22 -0.38
0.49 0.37 0.83
-3.563  -2.08 -1.93
-0.19 0.21 1.05
0.93 0.45 1.30
0.69 0.13 -0.07

ol



Continuacion del Cuadro 10.1

(Precio y retorno logaritmico semanal de cada activo)

Precio (US$)

Retorno logaritmico (%)

Fecha | IEV QQQ SPY | IEV QQQ SPY
10-feb-14 | 47.75 89.81 184.02 | 2.74 2.83  2.39
03-feb-14 | 46.46 87.30 179.68 | 2.59 119  0.84
27-ene-14 | 45.27 8627 178.18 | -1.84 -0.54  -0.40
2l-ene-14 | 46.11 86.74 178.89 | 0.00 0.00  -2.62
13-ene-14 | 46.11 86.74 183.64 | -2.712  -1.31  -0.27
06-ene-14 | 47.38 87.88 184.14 | 0.34  0.66  0.68
30-dic-13 | 47.22 87.30 182.89 | 1.75 0.76  -0.52
923-dic-13 | 46.40 86.64 183.85 | -1.48 -1.01  1.25
16-dic-13 | 47.09 87.52 181.56 | 2.80 1.17  1.92
09-dic-13 | 45.79 86.50 178.11 | 2.48  1.93  -1.58
02-dic-13 | 44.67 84.85 180.94 | -2.26 -1.35  -0.03
25-nov-13 | 45.60 86.00 181.00 | -1.41  0.31 0.1
18nov-13 | 46.34 8573 180.81 | 0.69  2.05  0.42
11-nov-13 | 46.02 83.99 180.05 | 0.44 0.04  1.54
04-nov-13 | 45.82 83.96 177.29 | 0.81 1.71  0.61
28-o0ct-13 | 45.45 82.54 17621 | -0.42 -0.33  0.15
21-oct-13 | 45.64 82.81 175.95 | -1.85 -0.11  0.89
l4-oct-13 | 46.49 82.90 174.39 | 1.45 091  2.40
07-oct-13 | 45.82 82.15 170.26 | 2.83 3.62  0.81
30-sep-13 | 44.54 79.23 168.89 | 0.81 -0.21  -0.01
923-sep-13 | 44.18  79.40 168.91 | -0.52 042  -1.07
16-sep-13 | 44.41 79.07 170.72 | -0.16 0.10  0.82
09-sep-13 | 44.48 78.99 169.33 | 2.18 118  1.96
03-sep-13 | 43.52 78.06 166.04 | 3.06 1.46  1.45
26-ago-13 | 42.21 76.93 163.65 | 2.59 1.92  -1.80
19-ago-13 | 41.13 7547 166.62 | -4.17 -1.58  0.48
12-ago-13 | 42.8%8 76.67 16583 | 0.19 1.56  -2.08
05-ago-13 | 42.80 7548 169.31 | -0.05 -1.33  -0.96
29-jul-13 | 42.82 7649 170.95 | 091 -0.63  1.08
22.jul-13 | 42.43  76.97 169.11 | 145 2.0  -0.04
15-jul-13 | 41.82 7537 169.17 | 1.28  1.04 0.9
08-jul-13 | 41.29 7459 167.51 | 1.86 -0.95  2.72

01-jul-13

40.53 75.30 163.02

4.05 3.68 1.61
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Continuacion del Cuadro 10.1

(Precio y retorno logaritmico semanal de cada activo)

Precio (US$)

Retorno logaritmico (%)

Fecha | IEV QQQ SPY | IEV QQQ SPY
24jun-13 | 38.92 7258 16042 | 0.44 1.82  0.85
17-jun-13 | 38.75  71.27  159.07 | -2.17  1.19  -2.55
10-jun-13 | 39.60 70.43 163.18 | -4.83 -2.59  -0.99
03-jun-13 | 41.56 72.28 164.80 | -0.81 -1.52  0.82
928-may-13 | 41.90 73.39 163.45| 0.81  0.19  -1.13
20-may-13 | 41.56  73.25 165.31 | -1.46 -0.22  -0.98
13-may-13 | 42.17 7341 166.94 | -0.85 -1.21  2.14
06-may-13 | 42.53  74.30 163.41 | 047 1.70  1.26
29-abr-13 | 42.33  73.05 161.37 | 0.83 128  1.96
22-abr-13 | 41.98 72.12 15824 | 2.68 3.60  1.76
15-abr-13 | 40.87 69.57 15548 | 3.79 215  -2.11
08-abr-13 | 39.35 68.09 158.80 | -3.03 -2.68  2.32
Ol-abr-13 | 40.56 69.94 155.16 | 2.67  3.02  -0.97
25-mar-13 | 39.49 67.86 156.67 | -0.56 -1.62  0.69
18-mar-13 | 30.71  68.97 155.60 | -1.40 055  -0.15
11-mar-13 | 40.27 68.59 15583 | -1.23  0.12  0.25
04-mar-13 | 40.77 6851 155.44 | 1.01 -0.38  2.17
925-feb-13 | 40.36 68.77 152.11| 2.15 2.04  0.14
19-feb-13 | 39.50 67.38 151.89 | -1.53  0.36  -0.14
11-feb-13 | 40.11 67.14 152.11 | -0.37 -0.90  0.20
04-feb-13 | 40.26 67.75 151.80 | -0.35 -0.35  0.37
28-ene-13 | 40.40 67.99 151.24 | -2.76 049  0.66
22-ene-13 | 41.53 67.66 150.25 | 0.82  0.98  1.29
14-ene-13 | 41.19 67.00 148.33 | 1.99 -0.10  0.85
O7-ene-13 | 40.38 67.07 147.07 | -0.05 -0.28  0.48
31-dic-12 | 40.40 67.26 146.37 | 1.97 094  4.43
24-dic-12 | 39.61 66.63 140.03 | 2.48 437  -1.95
17-dic-12 | 38.64 63.78 14279 | -1.11  -2.20  0.48
10-dic-12 | 39.07 6520 142.10 | 041  0.79  -0.22
03-dic-12 | 38.91 64.69 142.41| 1.66 -0.37  0.18
26-nov-12 | 38.27 64.93 142.15| 0.76 -1.33  0.56
19-nov-12 | 37.98 65.80 141.35 | 1.11  1.38  3.59

12-nov-12

37.56 64.90 136.37

5.28 4.09 -1.30
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Continuacion del Cuadro 10.1

(Precio y retorno logaritmico semanal de cada activo)

Fecha

Precio (US$)
IEV  QQQ SPY

Retorno logaritmico (%)

IEV  QQQ SPY

05-nov-12
31-oct-12
22-oct-12
15-oct-12
08-oct-12
01-oct-12
24-sep-12
17-sep-12
10-sep-12
04-sep-12
27-ago-12
20-ago-12
13-ago-12
06-ago-12
30-jul-12
23-jul-12
16-jul-12
09-jul-12
02-jul-12
25-jun-12
18-jun-12
11-jun-12
04-jun-12
29-may-12
21-may-12
14-may-12
07-may-12
30-abr-12
23-abr-12
16-abr-12
09-abr-12
02-abr-12
26-mar-12

35.63 62.30 138.16
36.26 63.43 141.56
37.10 65.17 141.35
37.04 65.35 143.39
37.56 65.68 142.89
37.56 65.68 146.14
36.86 66.68 143.97
37.52  68.98 145.87
36.52 68.57 147.24
37.84 70.15 144.33
38.32 70.18 141.16
36.98 69.43 141.51
3541 68.16 142.18
3549 68.29 140.84
35.70  68.32  139.35
35.27 66.86 138.68
34.77  65.60 136.47
34.14 64.87 135.75
33.06 64.24 135.49
33.17  63.38 136.10
33.03 64.12 133.46
33.70 64.16 134.14
32.78  63.35 133.10
33.60 62.99 128.16
32.90 62.87 132.10
31.45  60.41 129.74
32.63 62.07 135.61
32.57 60.81 137.00
34.68 64.18 140.39
35.38  64.70  137.95
36.67 67.24 137.14
36.20 65.68 139.79
35.12  66.19 140.81

-1.75  -1.80 -2.43
-2.29  -2.71 0.15
0.16 -0.28 -1.43
-1.39  -0.50 0.35
0.00 0.00 -2.25
1.88 -1.51 1.50
-1.77 -3.39 -1.31
2.70 0.60 -0.93
-3.55 -2.28 2.00
-1.26  -0.04 2.22
3.56 1.07 -0.25
4.34 1.85 -0.47
-0.23  -0.19 0.95
-0.59  -0.04 1.06
1.21 2.16 0.48
1.43 1.90 1.61
1.83 1.12 0.53
3.21 0.98 0.19
-0.33 1.3 -0.45
0.42 -1.16 1.96
-2.01  -0.06 -0.51
2.77 1.27 0.78
-2.47  0.57 3.78
2.11 0.19 -3.03
4.51 3.99 1.80
-3.68  -2.71 -4.43
0.18 2.05 -1.02
-6.28  -5.39 -2.44
-2.00 -0.81 1.75
-3.58  -3.85 0.59
1.29 2.35 -1.91
3.03 -0.77 -0.73
-2.03  -2.29 0.83
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Continuacion del Cuadro 10.1

(Precio y retorno logaritmico semanal de cada activo)

Fecha

Precio (US$)
IEV  QQQ SPY

Retorno logaritmico (%)

IEV  QQQ SPY

19-mar-12
12-mar-12
05-mar-12
27-feb-12
21-feb-12
13-feb-12
06-feb-12
30-ene-12
23-ene-12
17-ene-12
09-ene-12
03-ene-12
27-dic-11
19-dic-11
12-dic-11
05-dic-11
28-nov-11
21-nov-11
14-nov-11
07-nov-11
31-oct-11
24-oct-11
17-oct-11
10-oct-11
03-oct-11
26-sep-11
19-sep-11
12-sep-11
06-sep-11
29-ago-11
22-ago-11
15-ago-11
08-ago-11

35.84 67.72  139.65
37.35  67.55 140.30
3748 66.94 137.57
38.14 66.52 137.31
36.99 65.02 136.93
37.46 64.87 136.41
37.75  63.96 134.36
37.21  63.43 134.54
36.61 62.47 131.82
37.09  62.05 131.95
35.89 60.40 128.84
35.37  59.77  127.71
33.55  58.18  125.50
33.39 57.81 126.39
33.74 55.83 121.59
33.67 56.08 126.05
3249 54.86 124.86
3471 57.02 116.34
34.47  56.62 121.98
31.20 52.88 126.66
33.52 55.40 125.48
35.33  57.85 128.60
35.28 57.80 123.97
37.70  58.94 122.57
35.59 57.30 115.71
35.61 58.18 113.15
32.96 54.07 113.54
31.87 5249 121.52
31.12  54.15 115.92
33.86  56.59 117.85
32.39  53.18 11797
34.83 53.28 112.64
34.83 5H3.13 118.12

-4.13  0.25 -0.46
-0.35 091 1.97
-1.75  0.63 0.19
3.06 2.28 0.28
-1.26 0.23 0.38
-0.77 141 1.51
1.44 0.83 -0.13
1.63 1.53 2.04
-1.30  0.67 -0.10
3.29 2.70 2.39
1.46 1.05 0.88
5.28 2.70 1.75
0.48 0.64 -0.71
-1.04  3.49 3.87
0.21  -0.45 -3.60
3.57 2.20 0.95
-6.61 -3.86 7.07
0.69 0.70 -4.73
9.97 6.83 -3.76
-7.17  -4.66 0.94
-5.26  -4.33 -2.46
0.14 0.09 3.67
-6.63  -1.95 1.14
5.76 2.82 5.76
-0.06  -1.52 2.24
7.73 7.33 -0.34
3.36 297 -6.79
2.38 -3.11 4.72
-8.44  -4.41 -1.65
4.44 6.21 -0.10
-7.26  -0.19 4.62
0.00 0.28 -4.75
3.27 6.01 -1.65
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Continuacion del Cuadro 10.1

(Precio y retorno logaritmico semanal de cada activo)

Precio (US$)

Retorno logaritmico (%)

Fecha | IEV QQQ SPY | IEV QQQ SPY
Ol-ago-11 | 33.71  50.03 120.08 | -6.29 -6.84  -7.42
25jul-11 | 35.90 53.57 120.33 | -1.82 -0.48  -3.98
18-jul-11 | 36.56 53.83 134.58 | -9.22 -7.46  2.17
11jul-11 | 40.09 58.00 131.69 | -3.19 -2.72  -2.04
05jul-11 | 41.39  59.60 134.40 | 3.64 298  0.36
27-jun-11 | 39.91 57.85 13392 | 0.00 0.00  5.46
20-jun-11 | 39.91 57.85 126.81 | -3.64 -2.02  -0.19
13-jun-11 | 41.30  59.03 127.05 | -2.53  1.92  -0.43
06-jun-11 | 42.45 57.91 127.60 | 6.95 629  -2.19
31-may-11 | 39.60 54.38 13042 | -4.35 1.00  -2.34
23-may-11 | 41.36  53.79 13351 | -0.82 -1.57  -0.07
16-may-11 | 41.70  54.64 133.61 | -3.74 -3.08  -0.32
09-may-11 | 43.29 56.35 134.04 | 0.90 -1.90  -0.12
02-may-11 | 42.00 57.43 13420 | 0.56 -0.59  -1.65
25-abr-11 | 42.66 57.77 13643 | 0.05 -1.10  1.96
18-abr-11 | 42.64 58.41 133.78 | -1.30  -0.10  1.31
1l-abr-11 | 43.20 5847 132.04 | -4.83 -1.04  -0.62
Od-abr-11 | 45.34 59.08 132.86 | 3.75 126  -0.22
28-mar-11 | 43.67 5834 133.15| 1.60 294  1.40
21-mar-11 | 42.94 56.65 131.30 | -0.90 -0.53  2.73
14-mar-11 | 43.33  56.95 127.76 | 2.36 -0.89  -2.38
O7-mar-11 | 42.32 57.46 130.84 | 2.13 108  -1.24
928-feb-11 | 41.43 56.84 13247 | 2.84 430 0.1
22-feb-11 | 40.27 54.45 132.33 | -1.63 -3.68  -1.65
14-feb-11 | 40.93 56.49 13453 | -2.70 -2.59  1.06
07-feb-11 | 42.05 57.97 133.11 | 0.64 055  1.48
3l-ene-11 | 41.78 57.65 131.15 | -1.76 -1.86  2.65
2-ene-11 | 42.52 5873 127.72 | 1.88 050  -0.51
18-ene-11 | 41.73 5844 12837 | 043 1.83  -0.72
10-ene-11 | 41.55 57.38 129.30 | 2.71  2.92  1.68
03-ene-11 | 40.44 55.73 127.14 | -0.64 0.09  1.10
27-dic-10 | 40.70  55.68 125.75 | 0.76 -2.34  0.12

20-dic-10

40.39 57.00 125.60

4.51 2.00 1.04

56



Continuacion del Cuadro 10.1

(Precio y retorno logaritmico semanal de cada activo)

Fecha

Precio (US$)
IEV  QQQ SPY

Retorno logaritmico (%)

IEV  QQQ SPY

13-dic-10
06-dic-10
29-nov-10
22-nov-10
15-nov-10
08-nov-10
01-nov-10
25-oct-10
18-oct-10
11-oct-10
04-oct-10
27-sep-10
20-sep-10
13-sep-10
07-sep-10
30-ago-10
23-ago-10
16-ago-10
09-ago-10
02-ago-10
26-jul-10
19-jul-10
12-jul-10
06-jul-10
28-jun-10
21-jun-10
14-jun-10
07-jun-10
01-jun-10
24-may-10
17-may-10
10-may-10
03-may-10

38.61 55.87 124.30
39.28 5H4.46 124.48
39.16 54.74 122.89
38.96 54.52 118.80
39.17  54.49 120.29
38.87  53.87 120.20
37.57 277 122.72
39.61 52.47 118.49
39.48 52.51 118.35
40.81  53.67 117.70
39.62  52.18 116.54
39.75 51.64 114.61
39.90 5149 114.82
39.16 49.75 112.49
38.25 49.01 11148
38.15 49.66 110.89
36.60 47.99 106.86
36.11  46.60 107.53
35.94 46.01 108.31
34.39  44.07 112.39
34.34  44.92  110.27
34.93 44.72 110.41
37.09 46.76 106.66
35.68 45.81 107.96
3547  46.06 102.20
34.11  44.34 107.87
34.00 44.62 111.73
31.73  42.47 109.68
32.94  45.27 106.82
34.51 47.00 109.37
33.18  45.50 109.11
31.55 45.09 113.89
32.64 45.60 111.26

-1.72 2.56 -0.14
0.31 -0.51 1.29
0.51 0.40 3.38
-0.54  0.06 -1.25
0.77 1.14 0.07
3.40 2.06 -2.07
-5.29  0.57 3.51
0.33 -0.08 0.12
-3.31  -2.19 0.55
2.96 2.82 0.99
-0.33 1.04 1.67
-0.38  0.29 -0.18
1.87 3.44 2.05
2.35 1.50 0.90
0.26 -1.32 0.53
4.15 3.42 3.70
1.35 2.94 -0.63
0.47 1.27 -0.72
4.41 4.31 -3.70
0.15 -1.91 1.90
-1.70  0.45 -0.13
-6.00 -4.46 3.46
3.88 2.05 -1.21
0.59 -0.54 5.48
3.91 3.81 -5.40
0.32 -0.63 -3.52
6.91 4.94 1.85
-3.74  -6.38 2.64
-4.66  -3.75 -2.36
3.93 3.24 0.24
5.04 0.91 -4.29
-3.40  -1.12 2.34
-0.24  1.68 -6.57
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Continuacion del Cuadro 10.1

(Precio y retorno logaritmico semanal de cada activo)

Precio (US$)

Retorno logaritmico (%)

Fecha | IEV QQQ SPY | IEV QQQ SPY
26-abr-10 | 32.72 44.84 11881 | -2.77 -4.56  -2.49
19-abr-10 | 33.64 46.93 121.81 | 3.14 3.29  2.03
12-abr-10 | 32.60 45.41 119.36 | -12.20 -8.10  -0.16
09-abr-10 | 36.83 49.24 119.55

CUADRO 10.2: Retornos al final del periodo

Nodo IEV QQQ SPY
0  0.0457 0.1566 0.1116
1 0.0480 0.1644 0.1172
2 0.0434 0.1488 0.1061
3 0.0448 0.1535 0.1094
4 00503 0.1723 0.1228
5 0.0480 0.1644 0.1172
6 0.0528 0.1727 0.1172
7 0.0480 0.1612 0.1114
8  0.0528 0.1809 0.1289
9 0.0456 0.1562 0.1114
10 0.0443 0.1518 0.1082
11 0.0465 0.1592 0.1135
12 0.0434 0.1488 0.1061
13 0.0493 0.1688 0.1203
14 0.0470 0.1612 0.1149
15 0.0448 0.1535 0.1094
16 0.0435 0.1489 0.1061
17 0.0513 0.1757 0.1253
18 0.0498 0.1705 0.1216
19 0.0603 0.1895 0.1253
20 0.0528 0.0513 0.1757

o8



	Lista de cuadros
	Lista de figuras
	Notación
	RESUMEN
	1 INTRODUCCIÓN
	2 REVISIÓN DE TEMAS Y CONCEPTOS DE MATEMÁTICA FINANCIERA APLICABLES EN PORTAFOLIOS DE INVERSIÓN
	2.1 Probabilidades
	2.2 Procesos estocásticos

	3 ENFOQUE DE UTILIDAD ESPERADA
	3.1 Utilidad esperada
	3.2 Aversión al riesgo
	3.2.1 Medida de Arrow-Pratt


	4 MODELOS DE MEDIA-VARIANZA PARA UN PERÍODO   (MODELO DE MARKOWITZ)
	4.1 Descripción del modelo
	4.2 Primera formulación del problema
	4.3 Segunda formulación del problema
	4.4 Otros planteamientos y restricciones

	5 MODELOS DE MEDIA-VARIANZA PARA MÚLTIPLES PERÍODOS
	5.1 Caso para activos riesgosos
	5.2 Caso con un activo libre de riesgo

	6 APLICACIÓN 
	6.1 Información histórica
	6.2 Problema clásico
	6.3 Definición del problema multiperiódico
	6.4 Resultados
	6.5 Discusión de resultados

	7 RELACIÓN CON OTROS ENFOQUES DEL ANÁLISIS DE PORTAFOLIOS
	7.1 Enfoque geométrico del análisis de media-varianza
	7.2 Modelos de media-varianza y las cadenas de Markov

	8 CONCLUSIONES
	9.  BIBLIOGRAFÍA
	10 APÉNDICE

