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Resumen

En el presente trabajo estudiamos las diferentes clases de abiertos simplemente conexos de los ni-
meros complejos, entre los cuales podemos encontrar transformaciones que preservan angulos entre
rectas y que sean biyectivas. El teorema del mapeo abierto de Riemann nos da la respuesta. Por esto
estudiamos los automorfismos y avanzamos hacia las funciones biholomorfas, vemos cémo transfor-
ma el disco unitario hacia el semiplano superior. Luego vemos familias de funciones biholomorfas y
algunos usos de estas funciones en campos aplicados. También usamos este teorema como herramien-
ta para solucionar ecuaciones diferenciales, hallar funciones armonicas en dominios poco usuales y
un método para resolver el problema de Dirichlet. Finalmente concluimos con una introduccién a
las superficies de Riemann y damos un breve vistazo a una generalizacién del teorema del mapeo
abierto de Riemann.
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Abstract

In present work we study the different types of simply connected open sets of the complex numbers
among which exist transformations that preserve angles between curves and are also bijective. The
open Riemann mapping theorem gives us the answer. We proceed to study the automorphisms to
advance to the study of the biholomorphic functions. We see how the unit disc transforms into
the upper half plane. Then we study some family of biholomorphic functions and some uses of
this type of function in applied fields. Also, we use this theorem as a tool for finding solutions
of differential equations, finding harmonic functions in unusual regions, and as a method to solve
Dirichlet’s problem. Finally, we conclude with an introduction of Riemann’s surfaces and a brief
study of a generalization of the theorem.
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CAPITULO 1

Introduccién

Las funciones holomorfas han sido tema de estudio desde el desarrollo del anélisis complejo, ocupando
un lugar central dentro del analisis matematico. Quiza sea esto por su buen comportamiento o debido
a poseer distintas formas de representacion. Ademés, poseen propiedades relevantes para la topologia
como el ser mapeos abiertos, aunque esto no baste para ser un homeomorfismo. Sin embargo, ;qué
condicién provoca que un mapeo holomorfo sea también un homeomorfismo? De esto se desprenden
las funciones biholomorfas, que ademas de ser holomorfismos son también homeomorfismos. Estas
funciones ademas poseen distintas propiedades, entre ellas que son mapeos conformes.

Estas funciones generan varias propiedades, entre ellas se encuentra el teorema del mapeo abierto
de Riemann. Este nos relaciona dos abiertos propios de los complejos y simplemente conexos distin-
tos del vacio por medio de un biholomorfismo. Esto indica que existen tres clases homeomorfas de
abiertos simplemente conexos en el plano complejo. Pese a que demostramos la existencia, el encon-
trar explicitamente la funcién biholomorfa entre dos abiertos es un problema totalmente distinto.
Esta propiedad es 1til por varias razones, entre ellas nos permite trasladar entre abiertos distintas
soluciones a ecuaciones diferenciales. Esto unido a que las funciones holomorfas se componen de un
par de conjugados arménicas permite simplificar algunos problemas, como las soluciones a ecuacio-
nes de Laplace.

La caracteristica de los abiertos simplemente conexos en los ntimeros complejos es tan deseada
que se ha buscado extender esta propiedad a espacios méas complicados. Por lo que el teorema del
mapeo abierto de Riemann posee varias generalizaciones, por lo que terminamos viendo una breve
introduccién a las superficies de Riemann y la generalizacién del teorema del mapeo abierto de
Riemann, que nos permite clasificar las superficies de Riemann simplemente conexas.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

Clasificar a los abiertos simplemente conexos del plano segin propiedades topologicas y analiticas.

2.2. Objetivos especificos

= Identificar los automorfismos de cada superficie de Riemann simplemente conexa.

Estudiar los abiertos que son equivalentes con el disco unitario bajo biholomorfismos.

Resolver el problema de Dirichlet mediante una adaptaciéon sobre un abierto que facilite su
resolucion.

= Estudiar la clasificacion de objetos de mayor dimension.



CAPITULO 3

Justificacién

Los abiertos en el plano complejo son variados, existe un gran ntamero de ellos y por eso usualmente
se trabaja con su base. El comportamiento generalmente difiere de uno a otro y por lo mismo se
buscan clasificar por caracteristicas comunes, como lo son los simplemente conexos. Pero, aun asi,
su complejidad puede ser abrumadora en ocasiones con contornos como la curva de Koch, siendo
acotada y no diferenciable en todo punto. Ahi es donde entra el teorema del mapeo abierto de
Riemann, indicdndonos la existencia de un mapeo conforme y biyectivo entre cualquier sea dos
abiertos del plano complejo, exceptuando todo el plano, propiedad que se cumple inicamente en dos
dimensiones.

La existencia de dichos mapeos permite ver la equivalencia conforme de abiertos que se relacionan
dinicamente bajo funciones elementales, también pueden encontrarse soluciones a ecuaciones diferen-
ciales en diferentes dominios mediante su solucién en un abierto mucho més simple de trabajar e
incluso inspira la clasificacion de las superficies de Riemann en pocas clases.



cAPITULO 4

Antecedentes

El anélisis complejo empezd a estudiarse en el siglo XVIII, con matematicos brillantes interesados
en esta area dando grandes aportes, como lo fue Riemann. Georg Friedrich Bernhard Riemann nace
en septiembre 17 de 1826, hijo de un pastor luterano. En 1846 comienza su acercamiento al estudio
de la matematica, cuando entra a la universidad de Géttingen y bajo la guia de Carl Friedrich Gauss
decide cambiar su estudio de teologia por el de la matematica, cambidndose también a la universidad
de Berlin. En 1851 Riemann realiza su tesis de doctorado hablando sobre funciones en los complejos,
donde enuncia el teorema del mapeo abierto. Su prueba inicial usa el principio de Dirichlet, el cual
es también usado por él para resolver el problema de Dirichlet. Sin embargo, posteriormente Karl
Weierstrass encuentra que uno de los principios asumidos no es universalmente valido, dando un
contraejemplo. Luego, David Hilbert prueba que, para ciertos casos, incluidas algunas hipétesis que
propone Riemann, dicho principio se cumple. Pero era necesario imponer restricciones adicionales
sobre el contorno del abierto, que para un abierto simplemente conexo en general no son ciertas.
Por eso, en 1900 William Fogg Osgood da la primera prueba rigurosa del teorema, estableciendo asi
el teorema del mapeo abierto de Riemann. Pero ahi no quedé el trabajo sobre la prueba, ya que,
en 1912 Constantin Carathéodory da una prueba alterna usando el concepto de familias normales,
la cual se vuelve el estandar mostrado en los libros de texto. Aun asi, esta prueba hace uso de las
superficies de Riemann por lo que es simplificado por Paul Koebe, desechando dichas superficies.
Finalmente, las pruebas continuaron refindndose por los mateméaticos Lipot Fejér, Frigyes Riesz,
Alexander Ostrowski y Carathéodory.



CAPITULO b

Funciones biholomorfas

Los mapeos biholomorfos son un conjunto de funciones analiticas y biyectivas, lo cual las hace
un grupo selecto. Esta especificidad les otorga una amplia gama de propiedades, varias de ellas
heredadas. Este tipo de funciones son las de interés, comencemos por recordar algunas propiedades
de las funciones holomorfas.

5.1. Funciones holomorfas

Las funciones analiticas son el foco principal de estudio del anélisis complejo. Esta rama clasica
de matematica ha sido ampliamente estudiada teniendo grandes exponentes como el suizo Leonhard
Euler, el francés Augustin-Louis Cauchy o los alemanes Carl Friedrich Gauss, Bernhard Riemann
y Karl Weierstrass. Por eso mismo se han enunciado variedad de propiedades conocidas y otras
no tanto, recordemos algunas caracteristicas de este conjunto de funciones, comencemos por ver 2
ejemplos.

Ejemplo:

Piense en la funcion arg(z) que mapea hacia el argumento de un ntiumero complejo dado.
Una de sus caracteristicas principales es que esta funcion es periodica, pero también
se caracteriza por tener multiples valores para un mismo ntmero. Por ejemplo, al
evaluar z = 1 tenemos que arg(1l) = 0 pero también arg(1l) = 27, en general se puede
decir que arg(1) = 27k para k € Z. Pero esto no es una particularidad de la unidad,
esto sucede también con todo nimero en C*. Inclusive existen curvas continuas, como
la circunferencia de radio 1, que terminan teniendo multiples valores para un mismo
ntmero. Esto al dar la vuelta completa anadiendo 27 al valor inicial del argumento.

Dandose cuenta de este aspecto se puede ver que si se toma la circunferencia de
radio 1 pero centrada en 2 el valor de la funcién argumento a lo largo de la curva
permanece con un solo valor. Esto dado que nunca da la vuelta completa al eje, ya que
al llegar a 2+17 o 2 — 14 debe regresar. De aqui se puede deducir que si una curva nunca
completa una vuelta alrededor del origen entonces la funciéon argumento a lo largo
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de la curva permanece siendo univaluada. Otra forma de ver esto, es que si nuestra
curva simplemente cerrada delimita una region 2, entonces el origen no pertenece a
Q) por nunca ser encerrada por esta curva. Por lo que intuitivamente para la funcién
argumento podemos decir que si se tiene una region €2 tal que 0f2 es una curva cerrada
simple y 0 & ), entonces arg(z) es univaluada para todo z € €. Cabe resaltar que 0 es
un polo de arg(z).

-

Figura 5.1: Univalor de logaritmo

Ejemplo:

Teniendo en mente el ejemplo anterior, vea una funciéon més compleja. Considere la
funcién logaritmo complejo log(z) en una region € tal que ninguna curva cerrada rodea
el origen. Tome ahora un punto zy con log(zo) = o + iyo y sea v C  una curva tal
que zg € 7. Esta ruta determinada por « es continua, por lo que el conjunto su imagen
es continua. Al evaluar recorriendo la curva en un punto z; con log(z1) = x1 + iy;
es evidente que |yg — y1| < 27, por lo que sin importar el recorrido elegido log(zg) =
2o +1yo. Como nuestro eje, el origen, no esta en el dominio siempre se llega a un punto
donde el valor de la parte imaginaria empieza a regresar al valor yy para asi poder
cerrar la curva.

A diferencia de la funcion definida en todo el plano complejo, cuando el origen esta
contenido en el dominio se puede construir una curva vy que encierre al origen. Esto hace
que log(-) pueda tener parte imaginaria distinta para un mismo punto aun conservando
la continuidad de la funcién, dando como resultado que log(zo) = xo+i(yo+2mk) con k
entero. Un ejemplo de esto se da al determinar zg = 1 y v = 9D ya que log(1) = 0 pero
si evaluamos alrededor de la circunferencia terminamos obteniendo que log(1) = 2.
Por lo cual si se restringe el dominio €2 de forma que no contenga el origen se consigue
hacer que la funcién logaritmo sea univaluada.

Esta idea inspira el estudio de funciones holomorfas que dejen de tener problemas de miltiples
valores. En ocasiones restringen la rama permitida, pero esto provoca problemas en la continuidad
de la imagen; sin embargo, como podemos apreciar en el ejemplo anterior, si restringimos el dominio
eliminamos ambos problemas. Vea entonces el primer lema.

Lema 5.1. Sea Q2 C C un abierto simplemente conexo y f : Q0 — C una funcion holomorfa, entonces
f es univaluada en todo punto z € ().
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Demostracion. Supongamos que no lo es, entonces f es multivaluada. En especial en el punto zy € €2,
por un lado se tiene que f(z9,1) = w y considerando otro de sus valores f(zo,2) = w’, dependiendo
de la forma de evaluarse. Haciendo uso de la integral de Cauchy para un disco D lo suficientemente
pequeno centrado en zg se tiene que

1 f(®)

- 2 dz=w = 1) = 2
i bz — 2 z w f(ZO7 ) f(ZOa )7

por lo que el valor es tinico. O

Cabe resaltar que pide el dominio simplemente conexo, ya que si se toma el disco puntado y
la funcion logaritmo, es evidente que esta funcion permanece multivaluada. Ademas, hace uso de
una propiedad de funciones analiticas en regiones simplemente conexas conocida como la integral de
Cauchy. Esta propiedad es ampliamente conocida, pero la importancia no queda ahi, esta es utilizada
para la prueba de distintos lemas como el siguiente.

Lema 5.2 (Desigualdad de Cauchy). Sea U C C un abierto, si f : U — C es holomorfa y D es un
disco de radio R centrado en zy € U con su cerradura dentro de la region U, entonces

|
7)) < M e (5.1

donde || fllc = sup,cc f, con C siendo el contorno del disco D.

Demostracion. Haciendo uso del cambio de variable de integracion z — zy = Re'?, al aprovechar que
la integral de Cauchy se integrara sobre el borde del disco D, es decir, sobre C.

|
(n) ‘ I O (G
‘f (20) 2mi /C (z — zo)nt! dz
| pemi i0 _
_n Jo+ ReT) o gg
27 | Jo (Reze)”+
| 271
< / flle ;4
27T 0 (Rele)
n! | fllc
< 2 e,
~—2r  R» i
_ il
Rn
mostrando lo buscado. O

Vea que evaluando n = 0 en la desigualdad se obtiene que:

[f(z0)l < [Iflles

sugiriendo que en el borde de la region es donde se maximiza la norma de la fucién. Este resultado
da pie al principio del médulo méximo, el cual nos indica que una funcién holomorfa no alcanza un
maximo local estricto dentro de un abierto. Dicho teorema se presenta en diferentes versiones, las
cuales son equivalentes entre si, pero la que se usard en esta ocasién es la siguiente.

Teorema 5.3 (Principio del médulo maximo). Sea D C C un abierto conexo y la funcén f: D — C
holomorfa. Si zg € D tal que

Vz € D, |f(z0)] > |f(2)],

entonces [ es constante en D.



CAPITULO 5. FUNCIONES BIHOLOMORFAS 8

El no alcanzar un maximo local estricto implica que una funcién f debe ser constante o no tener
méximo local. Esto es equivalente a decir que el maximo de f estara en el borde de la regién €2, este
resultado tiene aplicaciones en campos como la optimizaciéon. Antes de proceder con la demostraciéon
del teorema, es necesario ver un resultado previo, que es vital en la prueba.

Lema 5.4. Supongamos que f : U — C es holomorfa en el abierto U = B.(zp), € > 0. Si |f(z)] <

|f(20)| para todo z € U, entonces f(z) es constante en U.

Demostracion. Tome 0 < p < €, usando la integral de Cauchy para el borde de una bola abierta
centrada en zg y de radio p, se sabe que

Fz0) = — /aB( )f(z)dz.

271 Z— 2

Parametrizando el borde de la bola como z = 29 + pe'’,Vz € 9B, (zy) con t € [0,27), entonces

f(z0) = QLT(’L 027T Wz’pe”dt = % 027r f(z0 +€'p)dt.
Deduciendo que:
I , 1 [ .
el =gz [ 1o+ etprar| < o [T G+ st

Pero por hipétesis |f(zo + pet)| = |f(2)| < |f(20)|, dando que
1 27

) 1 2
o el < 5 [ IfGolde =17l

21 Jo

juntando ambas desigualdades

F(z0+ peit)dt.

2m
£Goll = 57 [

Por consiguiente

1 2 it
0= 17Coll = 5= [ £+ et
1 27

1 27 it
=5 [ 1ot = = [5G+ pe

1 27

- [1f(z0)| = | f (20 + pe)[] dt.

2 Jo

Note que el integrando es una funcién continua de ¢ y ademaés

£ o+ pe)] < 17(z0)] = 0 < 1f (20| = | (20 + e,

para todo ¢ € [0,27), como la integral sobre ¢ da cero para términos no negativos, concluimos que

[f(20)| = |f (20 + pe™),

teniendo que el médulo es constante para cualquier 0 < p < €. Pero toda funcién holomorfa definida

sobre un abierto conexo con modulo constante es constante lo que implica f(z) = f(zg), lo buscado.
O
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Vea que el lema anterior se extiende para cualquier abierto U conexo al considerarlo una uniéon
de bolas abiertas con intersecciones no vacias, ya que el ser una bola abierta es inicamente una sim-
plificacién del dominio. Con este lema probado se puede proceder con la demostracion del principio
del médulo méximo.

Demostracion teorema 5.3. El camino a tomar consiste en construir dos conjuntos mutuamente ex-
cluyentes, uno consta de todos los puntos en los que la funcién es constante y el segundo conjunto
en aquellos que la funcién toma valores distintos para asi probar que el segundo conjunto es vacio,
por ende la funcién es constante en todo el dominio.

Por lema 5.4 la funcién f es constante en toda bola centrada en zg contenida en D. Considere
los siguientes conjuntos:

A=|J{B.(2) CD: f(2) = f(20)} ,

B=|J{B..(2) C D: f(2) # f(20)},

vea que el €, es dependiente de z, no es necesariamente igual para todo z. Como D es abierto
se sabe que existe tal €, por ser z un punto interior. Note que AN B # @ de lo contrario, si la
interseccién es no vacia, entonces

3ZeD>2ecAnNB=2ecAy eB,

esto dice que f(2') = f(2) v f(2') # f(2), lo cual es una contradiccion. Ademés, AU B = D dado
que la imagen de un elemento zg € D o es igual a la imagen de z o no lo es. Pero entonces A, B
es una disconexion del conjunto D, el cual por hipétesis es conexo (—<—). Por lo tanto B = (), ya
que el lema 5.4 no asegura que A es no vacio, finalmente A = D implicando que f es constante,
demostrando lo buscado. O

Con el principio del médulo maximo sabemos que el maximo de una funcién no pertenece al
interior del dominio.
Colorario 1. Sea Q2 C C un abierto acotado y f : Q@ — C un mapeo holomorfo. Entonces, f alcanza

su mdzimo en 0L, el contorno de Q.

Demostracion. Como f analitica, entonces f es continua, ademas 2 es compacto por lo que f alcanza
su méximo en €2. Usando el principio del modulo maximo, tal valor no puede ser en el interior de €2,
si no es constante, por lo que alcanza el maximo en 0f2. O

5.2. Mapeos conformes

Los mapeos denominados conformes son funciones con la caracteristica de preservar angulos
localmente entre curvas dirigidas. De manera formal:

Definicién. Sea U C C abierto, entonces el mapeo holomorfo f : U — C se dice que es conforme
si y solo si su derivada f’ es no nula en todo U, en notacién
f/<2’0) >0,Vzy e U.

Un ejemplo de una mapeo conforme son las transformaciones lineales f(z) = az+ b con a,b € C
y a # 0. Supongamos que se tiene dos curvas y; # 72, entonces si entre estas curvas hay un angulo
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- ’j’a?g a

A —

Figura 5.2: Mapeo lineal f(z) = az + b preserva angulo entre curvas v; y 72-

« entonces entre f[y1]y f[y2] también hay un angulo «, pese a que hayan rotada por un argumento
a, dilatado por un factor |a| y trasladado una distancia b, como se aprecia en la Figura 5.2.

El conservar los dngulos tiene varias aplicaciones como la cartografia, las ecuaciones de Maxwell
y la teoria de la relatividad. Siguiendo esta linea de pensamiento de los mapeos analiticos, una
condicion suficiente para ser una funcién conforme es:

Lema 5.5. Si f: U — V es holomorfa e inyectiva, entonces f es conforme, dicho de otra forma:
VzeU, f'(z) #0

Ademds, la inversa de f definida en f(U) es holomorfa.

Demostracion. Se procede por contradiccion, supongamos que para algin zg € U se da f/(z9) = 0.
Entonces
f(2) = f(20) = a(z — 20)* + G(z) Vz lo suficientemente cerca de zg

con a # 0,k > 2y G con orden de desvanecimiento k+1 en zg. Para un w lo suficientemente pequefio
tenemos
f(2) = f(20) —w = F(2) + G(2), donde F(2) = a(z — 2)* —w.

Dado que |G(z)| < |F(z)| en un circulo centrado en zy y como F tiene al menos 2 ceros en este
circulo, por el teorema de Rouché sabemos que f(z) — f(z9) — w tiene al menos 2 ceros. Como
f(2) # 0 para todo z # zp que sean lo suficientemente cercanas a zp, tenemos que las raices son
distintas, i.e., f no es inyectiva una contradiccion. Entonces Vzq € U, f/(29) # 0.

Como f es inyectiva entonces denotemos g : f(U) — U la inversa de f en su imagen. Sea
wo € f(U) y w cercano a wyp, con w = f(z) y wo = f(20). Si w # wp tenemos:

w — wo ot gty L)

como f’(z9) # 0 para todo zy € U entonces si dejamos z — 2o tenemos que (5.2) da la derivada de
g en wy, por lo cual ¢’ existe en todo punto de f(U), es decir, g es holomorfa en f(U). O

Este lema brinda una forma de verificar si un mapeo es conforme de manera relativamente
sencilla, la cual, también nos asegura la existencia de un mapeo inverso que es también holomorfo.



CAPITULO 5. FUNCIONES BIHOLOMORFAS 11

Antes de entrar en detalle sobre este tipo de funciones veamos una propiedad adicional que sera de
gran ayuda en el desarrollo de la teoria.

Teorema 5.6. Sea una region Q0 C C, supongamos que f : Q — C es una funcion analitica e
inyectiva. Entonces, f mapea O sobre Of [Q] de forma sobreyectiva.

Antes de probar el teorema, hay que entender que quiere decir que mapea el contorno de la region,
dado que f esta definida sobre ). Este concepto trabaja sobre secuencias convergentes {z,}52; — «
de Q tales que a € 99 (0 @ = oo en caso la region sea no acotada), entonces diremos que f mapea el
contorno de € en el contorno de su imagen si el punto de convergencia  de la sucesion de imégenes
{f(2n)} no pertenece a f[§2], en consecuencia es parte de del contorno.

Demostracion. La prueba consiste de dos partes. Primero, se prueba que f mapea puntos de acumu-
lacion en puntos de acumulacion. Segundo, mostramos que el mapeo entre contornos es sobreyectivo.

La primera parte se prueba de forma indirecta, mostrando que para toda secuencia de 2 el
limite de las imégenes esta en el interior de f [©2] solo si el limite esta en el interior del dominio, en
consecuencia si el limite en el contorno no queda en el interior entonces se encuentra en el borde.
Considere una secuencia {z,}52; de elementos de 2 tales que f(z,) = 8 con 8 € f[©]. Recordando
que f es analitica y 2 una region, entonces la imagen f [] es una region. Haciendo uso del lema 5.5
tenemos que f tiene una inversa f~! holomorfa, por continuidad

FHEED)) = fHB) = 20— F71(B),

dado que f~1(5) es un elemento interior, se prob6 la primera parte. Es decir, si ag € 9Q y 2, — ag
entonces las imégenes no pueden converger a algin punto interior de f[€].

Para la segundo parte, se trabaja con el espacio compacto C, para evitar separacion por casos.
Tome w en el contorno de f [€)], entonces existe una secuencia {w,}5>, € f[€] que converge a w.
De esta secuencia se recupera {z,}52, C Q donde f(z,) = wy,. Ahora, por Bolzano-Weierstrass la
secuencia {z,} tiene una subsucesion {z,,} que converge a z’ la cual esta en 99, por la primera
parte. En consecuencia,

mapeando el contorno de forma sobreyectiva. O

Finalmente estudiemos las funciones biholomorfas. Pero, jqué son las funciones biholomorfas?

Definicién. Sean U,V C C, una funciéon holomorfa y biyectiva f : U — V es llamado un biholo-
morfismo entre U y V.

De la definicién se puede ver que, si f es un biholomorfismo, entonces también es un mapeo con-
forme. Esto conlleva que hereda las propiedades de las funciones biyectivas y las funciones analiticas.
Por ejemplo, conocemos que una funcién biyectiva f tiene inversa biyectiva f~!, pero uniendo esto
junto al lema 5.5 concluimos que f~! es holomorfa, por lo que podemos decir que f~! también es
un biholmorfismo.

Colorario 2. Sea U CC y f: U — f(U), si f es holomorfa y biyectiva, entonces f~1 es holomorfa
y biyectiva.

Un ejemplo trivial es la funcién identidad I, la cual es su propia inversa. Pero veamos mejor
ejemplos sustanciosos, estudiemos un conjunto de mapeos denominados automorfismos.
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5.3. Automorfismos del plano complejo

Definicién. Sean A,B C Cy f: A — B una funcién holomorfa y biyectiva. Se dice que f es un
automorfismo, si A el dominio y B contradominio son el mismo conjunto, i.e., f: A — A es un
biholomorfismo.

Estudiando los automorfismos se puede comenzar a entender el comportamiento de los biholo-
morfismo y generar ideas de sus propiedades. Quiza el automorfismo en el que se piensa primera es
el mapeo identidad, que naturalmente cumple con todas las condiciones estipuladas. Pero buscando
una funcion no trivial nos encaminamos a pensar en traslaciones al aprovechar que C no es acotado.
Pero de esta misma propiedad podemos deducir que los escalados cumplen, juntando ambas pro-
piedades nacen los mapeos lineales que no se deforman en un punto. Pero, jexisten otros tipos de
automorfismos del plano? La respuesta la encontramos en el siguiente teorema.

Teorema 5.7. Todo automorfismo [ del plano complejo C es un mapeo lineal de la forma:

f(z) =az+0b, (5.3)
con a,be C ya#0.

La prueba de la implicacién de ida es directa, mostrar que un mapeo lineal es holomorfo y
biyectivo es simple en comparacién con la implicacién de regreso. Esta ultima consta de primero
mostrar que todos los automorfismo son polinomios para después concluir que son de grado 1, pero
para poder proceder con esto necesitamos un pequeno lema.

Lema 5.8. Sea f: D* — C una funcion inyectiva y holomorfa en el disco puntuado. Entonces 0 es
una singularidad removible de f.

Demostracion. Procedemos por contradiccién, comencemos asumiendo que 0 es, de hecho, una sin-
gularidad esencial de la funcién inyectiva f : C* — C que es holomorfa. Tome By y By subconjuntos
abiertos no vacios y disjuntos del disco puntado, tales que 0 € B;. Entonces por el teorema de
Casorati-Weierstrass f (B; — {0}) es denso en C. Ademas, por el teorema del mapeo abierto sa-
bemos que f (Bsz) es un abierto de los complejos, por lo que f(B; —{0}) N f(Bs) # 0, entonces
podemos tomar zy € By y wg € Bs tales que f(z9) = f(wo) € f(B1 —{0}) N f(Bz). Pero como f
es inyectiva zyp = wp, una contradiccién, concluyendo que 0 es una singularidad removible.

O

Probado este lema podemos proceder con el plan trazada para probar la forma general de los
automorfismo del plano complejo, empecemos con la prueba del teorema 5.7.

Demostracion teorema 5.7. Comencemos probando que los mapeos lineales con a # 0 son automor-
fismos del plano. Sea f : C — C una funcion definida por f(z) = az + b con a,b € C y a distinto de
cero. Sabemos que f es holomorfa, probemos entonces que es biyectiva. Tome dos niimeros complejos
21y 2o tales que:

f(z1) = f(z2)
az1+b=az +0b
az1 = azg

21 = 22,
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por lo cual son el mismo namero, implicando que f es inyectiva. Ahora mostremos que es sobreyectiva,

tomemos w € C y considere zy = “=¢ aprovechando que a es no nulo, entonces

flzo)=a“2 +b=(w—b)+b=w, (5.4)

por lo cual es sobreyectivo. Finalmente, hacemos uso del corolario 2 para concluir que f es un
automorfismo del plano complejo.

Ahora mostremos la otra direccién. Suponga que la funcion f es un automorfismo del plano,
como es analitica podemos expresarla como:

f(z) = Zaizi, (5.5)
i=0
definamos un otra funciéon
> ; a a
_ _1vd 1 2
9@ =f () =D ai(e7!) =a0+ —+ S+, (5.6)
i=0

por lo que g es holomorfa e inyectiva en D*. Usando el lema 5.8 sabemos que 0 es un polo de g, por
lo cual existe un entero m no negativo tal que a,, = 0 para todo n > m. Esto implica que f es un
polinomio de grado m, pero como f es inyectiva entonces es un polinomio de grado 1, mostrando
que todo automorfismo es un mapeo lineal con el coeficiente principal distinto de cero. O

5.4. Automorfismos del disco

En el caso de los automorfismos del disco, encontramos que todos estos mapeos tienen la forma

eie o —z

flz) = (5.7)

1—az’

donde 0 € [0, 27] y o € D es una constante arbitraria. Podemos notar que el automorfismo trivial,
el mapeo identidad, es de esta forma. Vemos un ejemplo de estos mapeos del disco distinto de la
identidad.

f(z) = ez

\/ ;
f R /\

]

Figura 5.3: Automorfismo del disco con § =7y aa =0
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Ejemplo:
Considerando la forma dada en la ecuacién 5.7 supongamos que @ = 0y 6 = m,
reemplazando en la féormula da como resultado

f(z)=e"z2=(-1)z=—2.

Notemos que f es holomorfa y biyectiva, es decir, un biholomorfismo. Ahora analicemos
que hace, proceda a evaluar algunos puntos:

f(0) =
fQ) =
f@)
(=7)
)

)

"\H

~

(~1

+ 21

I

(SN
OT\[\D

Podemos ver que f mueve todos los puntos exceptuando el origen por una rotacién.
Analizando con mayor detenimiento notamos que la rotacién provocada por f es por
un factor de 7, el argumento del exponencial complejo en la funcién. De aqui podemos
ver que las rotaciones son automorfismo del disco, gracias a su simetria rotacional.

Notemos que al fijar a = 0 en la ecuacién 5.7 obtenemos funciones de la forma f(z) = —e'z,

conocidas como rotaciones. Las rotaciones toman ventaja de los complejos por la funcién exponencial
compleja, ya que al tomar un complejo z € D y expresarlo en su forma polar z = 7**, podemos
reescribir las rotaciones de la siguiente forma.

f(z) = e¥re’® = rel(¢+0)

aumentando el argumento por 6. Por otra parte, fijando la otra constante § = 0 obtenemos de la

ecuacion 5.7 la siguiente expresion
a—z

f(z) =

dandonos mapeos distintas a las rotaciones, estos los denominaremos deformaciones. Por lo que
consideramos que los automorfismo del disco constan de dos partes, una rotacion y una deformacion.

1—az’

Para mostrar qué todos los biholomorfismos del disco sobre si mismo tienen la forma prescrita, no
basta unicamente con estudiar las rotaciones, pero si es parte vital de la prueba. Antes de proceder
con la prueba del teorema 5.11, enunciado més adelante, veamos algunos lemas auxiliares. El lema
de Schwarz serd se centra en funciones holomorfas sobre el disco con la caracteristica de fijar el
origen y su vinculo con las rotaciones.

Lema 5.9 (Schwarz). Sea f: D — I una funcion holomorfa con f(0) = 0. Entonces,
- |f(2)] < |2l V2 € D.
. Si para algin zg # 0 tenemos que |f(20)| = |20|, entonces f es una rotacidn.

. 1f(0)] < 1. Si se da la igualdad, entonces f es una rotacion.

Demostracion. Dado que f es holomorfa, entonces se puede expresar como
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su serie de potencia centrada en 0, la cual converge en todo el disco. Ademés, f(0) = 0 implica
ap = 0 = f(z)/z posee una singularidad removible en 0, i.e, es holomorfa en D. Considere z € B,
con 0 < r < 1, entonces:

£ (2)]

2|

< (5.8)

S|

ya que |f(2)| <1 por rango de la funcién. Usando el principio del médulo méximo para la funcion
f(2)/z y la bola B, podemos decir que (5.8) se cumple para todo |z| < r. Luego, si r — 1 entonces
(5.8) se transforma en:
fz)
z

<1, (5.9)

(considerando siempre que f(z)/z tiene la singularidad en 0 removida y que en particular la
desigualdad es trivial para z = 0), deducimos |f(z)| < |z|. Tenemos entonces el primer resultado.

Para el segundo resultado, supongamos que |f(z0)| = |z0| para algin zy # 0, entonces f(z)/z
alcanza el maximo en zg € DD, por el principio del médulo maximo es constante en el disco. Luego,
f(2) = ¢z para algin ¢. Cuando evaluamos 2,

f(20) = c20 = |20] = | f(20)| = lel|20] = |c| =1

por lo que ¢ = €%, para algtn 6. Por lo que f es una rotacion.

Finalmente, si se toma g(z) = f(z)/z se obtiene que:

o 1) = 10)

9(0) = 250 z = 1"(0).

Pero, como se probo antes, |g(z)| < 1. Por tltimo, si |f'(0)] = 1 tenemos |g(0)| = 1 entonces por
el principio del maximo se tiene que g(z) = f(z)/z es constante entonces f(z) = cz y como ya se
vid, es una rotacion.

O

Este lema proporciona suficiente herramienta sobre las rotaciones y las funciones con punto fijo
en el origen para proceder con la prueba de la forma general. Aun asi, esto no es suficiente para la
prueba, falta informacién sobre las deformaciones, la cual obtendremos del siguiente lema.

Lema 5.10. La funcion f, : D — D definida por

a—z

falz) = —— (5.10)

1—az’
donde o es un elemento fijo del disco unitario, es un automorfismo del disco. Ademds, es su propia
funcién inversa.
Demostracion. Sea o € D una constante, entonces Vz € D, |az| =|az| < 1 por lo cual:
1—az >0,

el denominador es distinto de cero, siendo f, holomorfa. Es maés, si se toma z € D se tiene que

|az| = |al-|z| <1,
siendo f, continua en la cerradura. De esto, supongamos |z| = 1 — z = €' para algtin ¢ € R
entonces
< a—e a—ei? , o — ™| o — ™|
') = — = — . = e = = —— = 1.
fa(e) 1—a@e® e (e ' —a) [ Fale?)] |€i¢|‘ei¢>7a’ 1-]a—e?|



CAPITULO 5. FUNCIONES BIHOLOMORFAS 16

Por una de las implicaciones del principio del modulo maximo, se sabe que |f,| < 1. Ahora vea:

o — la—%zz
(foz Ofoe) (Z) = 1 _go==
1-az

a(l —az) — (a—2)

(1 —-az) —ala—2)
a—la?z—a+z
T 1-az-— la|? + @z
(1 — o)z
1—af?

:2;7

por lo cual f, es su propia inversa en D, lo que implica que f, es biyectiva. Se vio que f, es
holomorfa, finalmente juntando ambos resultados se concluye que f, es un automorfismo del disco
unitario. O

Note que f,(0) = a'y fo(a) = 0. Ahora ya esta el terreno preparado para mostrar que en efecto
todos los automorfismo tienen la misma forma.
Teorema 5.11. Una funcion f es un automorfismo del disco D, si y solo si,
g —Z
2)=¢?— =
/() 1—az

para algin 0 € R y o € D.

Demostracion. (<)Notemos que la implicacion de regreso es simple en comparacion a su contraparte.
Notando

f(2) = ¢o fal2),
donde ¢ es una rotacién por un factor 6, decimos que f es un biholomorfismo por ser composicién
de biholomorfismo que, ademas, tienen de dominio y rango el disco, es decir, un automorfismo de .

(=) Supongamos que f es un automorfismo del disco, entonces por ser biyectiva se tiene un
anico a € C tal que f(a) = 0. Considere el automorfismo:

g=1fo fa-

1 cumplen que g(0) = 0y g~!(0) = 0, entonces por el

Vemos que las funciones holomorfas g, g~
Lemma de Schwarz

VzeD, |g(2)| <2l y |2l = g7 (9(2)] < lg(2)] = lg(2)] = 2]
por lo que es una rotacion, es decir, tiene la forma g(z) = €2z para algiin 6 € R. Luego,

e’ % = eiefoz(z) = (gofa) (Z) = (fofa Ofa) (Z) = f(Z)

lo buscado. ]

5.5. Automorfismos de la mitad superior del plano

Ahora estudiemos los automorfismos del semiplano superior denotado por H, este conjunto esté
dado por:
H={z e C:Im(z) > 0}.
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Este conjunto es una region simplemente conexa, la cual no incluye al eje real. La naturaleza del
dominio presenta desventajas respecto al disco unitario por su falta de simetria rotacional, lo que
impide que los mapeos de la forma e?z con 0 # 27k, k € Z sean automorfismos. Pero, en la misma
medida le otorga ventajas sobre D. Al considerar que H es no acotado rapidamente viene a la mente
las traslaciones, que al considerar que no hay restricciones sobre la parte real se concluye que las

traslaciones de la forma
f(z)=24+0b,beR,

son automorfismos. Observemos que Im(b) = 0 por que de lo contrario parte de H se traslaparia con
el semi-plano inferior. De forma similar se intuye que los mapeos de escalado son automorfismos,
siempre y cuando no roten o reflejen el dominio, en otras palabras los mapeos que escalen por un
factor real positivo. Veamos uno de estos automorfismos.

Ejemplo:
Considere la funcién f : C — C con la regla de asignacion

f(z) =2z+5.

Mostremos que si la funcién es restringida a H es entonces un automorfismo.

Demostracion. Notemos g es holomorfa y probemos que es sobreyectiva. Considere
wy € H y veamos que

wo = f(20) <
=2z+5 &
wy — D = 22 54
w0757
5

siendo claro que zg € H, por lo cual f restringida sobre H es sobreyectiva. Supongamos
que f|,(2) = f|y(2'), esto implica:

224+ 5=274+5=2:=2 = 2= 2,

mostrando que f’H es inyectiva, junto a lo anterior se concluye que f|IHI es biyectiva.
Por lo tanto se muestra que es un automorfismo del disco, comportandose como se
muestra en la Figura 5.4. O

Este ejemplo brinda un posible esquema para mostrar que toda transformacion lineal f(z) =
az + b, dénde a,b € R y a es positivo, son automorfismos del semiplano superior H. Pero de igual
forma que para el disco unitario no basta con encontrar algunos, buscamos identificar la forma
general de todos los automorfismos, la cual ya se ha encontrado y es la siguiente:

az+b

5.11
ot d (5.11)

f(z) =

sujeto a que a, b, ¢, d son constantes reales y ad — cb = 1. Esto implica que los mapeos vistos pueden
reescribirse de esta forma, considerando el ejemplo anterior se puede comprobar que

V2 45v2 V24 82
By e

2

f(z)=22+45

cumpliendo con ad — bc = V2. ? —-0- % = 1. De forma similar se puede llegar a estandarizar las
transformaciones lineales que son también automorfismos. Finalmente procedamos con el teorema
que que formaliza esta idea.
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g(2)
T

5 +|10i

51

Figura 5.4: Automorfismo del semiplano superior g(z) = 2z + 5

Teorema 5.12. Todo automorfismo de H es de la forma:

fu(z) = %, (5.12)

para algin M € SLy(R). Conversamente, todo mapeo de esta forma es un automorfismo de H.

Antes de proceder con la demostracion hay que aclarar un tema de la notacion en el enunciado del
teorema. Cuando se menciona SLy(R) se refiere al grupo especial lineal de matrices con determinante
1 de dimensién 2 x 2 definidas sobre los reales, asi

a b
u=[od

es una matriz de este grupo e induce la funcién fj; como se indica en el teorema. Procedamos con
la prueba del teorema 5.12.

Demostracion. (<) Sea M € SLy(R), recordemos que det(M) = 1, note que

az+b cz+d
I(fu(2)) =t (2257 £
Im <aczz + bcz 4 adz + bd)
lez + dJ?
(ad — bc)Im(z)
lcz + d|?
Im(z)

:m>O,Vz€H

por lo que fy; : H — H.



CAPITULO 5. FUNCIONES BIHOLOMORFAS 19

Sea M, M’ € SLy(R) entonces

a’ z+b’
a c'z4d’ +0

a’ z+b
Coag +d
aa’z+ab’+c'bz+bd’
c’ z+d’
ca’z+b' c+c’'dz+b'd
c’ z+d’

_ (ad" +'b)z 4 ab’ + bd’
~ (ca/ +dd)z +Vc+bd

= fumr

favo fur =

Con esto, vea que
fvo fay-1(2) = fum-1(2) = fr(z) = 2

por lo que fa; es biyectiva en H y ademas es holomorfa,i.e., es un automorfismo del semiplano
superior.

(=) Considere una matriz M € SLy(R) con d =0 y un z € H, recordemos que

I far(2) = 2 = s

aprovechando el hecho que Im(z) > 0, existe un real ¢ tal que

0 ¢!
=]

y fa, (2) = 2/ con Im(2') = 1. Luego, con la matriz

_ ’ " _ Re(s
M, = Ll) Ri(z )} tenemos que far,(2') = zfe(z) =1Im(2') = .

Entonces, se cumple que far, p,(2) = fum(2) =i para algin z. Dicho de otra manera,
Vz e HAM € SLa(R) 3 far(z) =i.
Ahora considere el mapeo conforme estandar F' : D — H dado por

11—z

F(z) = i+ 2’

que estudiaremos en la siguiente seccién, y la matriz

cosf) —sinf
Me_(sin@ cos¢9>’

donde 0 € R. Vea que entonces la funcién F o fy;, o F~! es una rotaciéon por un angulo de —26, esto
viene de
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j — cos 6z—sin O

= _ sinfzdcosd
FOfMG(Z)_i+w

Sin Oz cos 0
i(zsin@ + cosf) — zcosf +siné
i(zsinf + cosf) + zcos @ — sinf
z (isin® — cosf) + (sin @ + i cos )
z (isin @ + cos ) + (icosf —sin )
2 (—e~) +ie®
2eif
(i—z)e ¥
(z+1) et
_ 6—22‘027_2:
z+1
= e 2P (2),

Ahora, supongamos que f es un automorfismo de H con f(3) =i y una matriz N € SLs(R) tal que
fn (i) = . Entonces,
fofn(i)=i=FofofyoF 10)=0,

por lo que Fo fo fyoF~! es un automorfismo del disco que fija el origen, entonces es una rotacion.
Por lo que, existe un 6 € R tal que

FofofyoF '=Fofy,oF '= fofn=fu, = f=fun-1.

por lo que todo automorfismo del plano f se puede expresar como dijimos,i.e., f = f4 para algiun
A € SLy(R). O

5.6. El disco unitario y el semiplano superior

Visto los automorfismos de dos de los abiertos mas importantes del plano nos toca avanzar
hacia el teorema del mapeo abierto de Riemman. Este teorema nos asegura la existencia de un
biholomorfismo entre D y cualquier abierto simplemente conexo propio de los ntimeros complejos.
Con esto en mente se procede a ver un ejemplo de estos mapeos entre las regiones estudiadas.

Teorema 5.13. El mapeo F : H — D dado por:

11—z
i+ 2’

F(z) =

es un biholomorfismo, con inversa G : D — H dada por:

Demostracion. Vea que tanto G como F' son holomorfas, gracias a los dominios en las que estén
definidas. También Vz € H, |z —i| < |z — (—i)| = |F(2)| < 1 — F(H) C D. Ahora, tome w € D con



CAPITULO 5. FUNCIONES BIHOLOMORFAS 21

w = u + vi y note que:

t(G(w) =t (1)

Zl+u+vi
1— u— i
()
1+u—wv

Re<(1uvi)(1+uvi)>

(I4+u)?2+02
- w(dFu)+o? 1w —0?
(14w 402 (T4u)? o2

Como |w| < 1 — u?+v? < 1, entonces el numerador es positivo y el denominador también, es decir,
Im(G(w)) > 0 implicando que G(D) C H. Finalmente,

s sl-w itwi—i4iw .
1-11)) 1 Zl+u) 1+w _27/11]

Fetw) = r

1 = = = — - = — =W
. - 1—w 1+wi+i—wi .
Ttw/ itig, e %
. 11—z i+z—i+z
i—z 11— S 22
G () =6 (155 ) =i =it —i5 =
i+z 1+z

Entonces son sus mutuos inverso y son biyectivos, es decir, son biholomorfismo probando todo lo
que buscabamos. O

Este mapeo biyectivo y analitico entre el semiplano superior y el disco unitario es parte vital
del desarrollo de la teoria. Generalmente los mapeos biholmorfos derivados del teorema del mapeo
abierto de Riemman toman este teorema para tratar de forma indistinta ambos abiertos. También
es importante mencionar que en ocasiones encontrar un biholmorfismo entre una region  y D es
altamente complicado por lo que se opta por mapearlo a H en su lugar, resultando en un mapeo
mucho mas sencillo. Veamos algunas familias de biholmorfismo para un mejor entendimiento del
teorema objetivo.

5.7. Mapeo de Joukowski

El cientifico ruso Nikolay Zhukovsky fue el primero en investigar sobre el flujo del aire, se le
reconoce como uno de los padres de la aerodinamica e hidrodindmica moderna, también es llamado
el padre de la aviacion rusa. En su estudio de los fluidos publicé una funcién compleja conforme
¢:C—{0} - C— {0} llamado el mapeo de Joukowski, el cual se estudiaremos brevemente.

Teorema 5.14. Sean los conjuntos B =S'UC y D ={z:2 € R y |z| < 1}, el mapeo de Joukowski

¢ definido por
1 1 22 +1
C(Z)_2<Z+z>_ 2z

produce dos biholomorfismos al restringir su dominio. Estos mapeos son (1(z) : B¢ — D° y (2(z) :
D — D¢. Ademds, ¢ mapea OD en D.

Demostracion. Se sabe que 3 y i son funciones holomorfas en {0}¢. Por lo que,

vz e C - {0}, g(z):§+2—1z,
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es holomorfa por ser suma de mapeos analiticos. Tome a + bi = z € C — {0}

() (o) |

Considere los casos donde |z| =1y |z] # 1. Vea que si z € D tenemos

((2):% [(a—i—llQClW)—l—(b—(lQl)W)i] :%[(a—i—a)—i—(b—b)i]:z?a:a,

pero |z| <1 = —1<a <1 porlo cual ((z) € D, es decir, ¢ mapea S! en D. En el caso |z| # 1 se
tiene ((z) € D. Procedemos por contradiccion, supéngase que para algin zo con norma distinta de
1, ¢(20) esta en [—1, 1]. Entonces:

0 =Tm (¢(20))

- 2 “ a? + b2 a2+ b2 !
1 b
:2<b_a2+b2>

b
:b—i
a? + b2’
_1
a? + b2
2 b2_1
= G—QT’ sabiendo zy # 0,
a
=a?+02 -1

1=a%+10°

R
I\
+

4k

S~——

N = N = N =

suponiendo que b # 0,

pero 1 = a? + b = |2|? dando |z9| = 1 una contradicciéon. Entonces b = 0, de lo contrario ((zg) no
esta en D, pero esto implica que
b .
- )i
a? + b2

Re (¢(20))

Il
=
)

7 N
DN | =
| — |
N
IS]
+
(V)
+ | 2
Sl
%]
N————
+
N

como a € R — {0} y los signos de a y X son iguales se sabe que |a| + |a™| = |a + a™!|. Usando la
desigualdad MA-MG sobre las normas,

a—l—a_1
2

—1
e e N e
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siendo estricta gracias a a # a~'. Pero si |Re({(20))| > 1 entonces ((z9) € D, contradiccion.
Entonces no existe zp € D° 3 ((zp) € [—1, 1]. Tome distintos e, e’ € C — (0D), supongamos que
¢(e*) = ¢(e¥), entonces:

% (e +e ™) = % (" +e7") =
(e“’ + e*“’) = (e“ + e*”) =
e —e'=e " —e" =
eV —e’ =(e¥ —e")e 'Y =
l=e""" =

e’ =e w,

indicando que eV, e™ son inversos multiplicativos. Esto muestra que (1,(> son inyectivas por su
restriccién de dominio. Es mas, esto da el mapeo (2 o (7 ! biyectivo entre D y BC.

Tome 2,z € C — {0} y supongamos que ((z) = 2/, entonces

2= 1 (z+271)

22 =22 2242741

5 =

27 =24+ 271 =
222 =22+1 =
=22 -22+1 =

=

=

2? = (zfz/)2 +1
z= (% - 1)1/2+z’.

Como no se indefine para ningin 2’ vemos que es sobreyectiva, siendo asi biyectiva. Ademaés, si
|2’| # 1 sabemos que z estard en B o D, pero 2~ ! estard en el otro conjunto, por lo cual, tanto
(1, (2 son biyectivas y holomorfas, mostrando lo que buscamos. O

5.7.1. Flujo de un fluido ideal

Recuerde que un fluido ideal es aquel que no se comprime durante el flujo y es no rotacional o sin
vortices. Plasmado de forma algebraica, considere un flujo estable de un fluido que ocupa el domino
Q con campo vectorial de velocidad

v = (102 en el puox = (7) €0,

Dénde v(x) indica la velocidad instantanea en el punto x € €2 del fluido. Se dice que es incompresibles

si y solo si:
ou v
Vv=—+4+—=0,
or 0Oy
es decir, tiene divergencia cero. Por otro lado, un fluido es no rotacional si y solo su rizo se desvanece,
en términos de derivadas parciales:

Note que las ecuaciones tienen similitud con Cauchy-Riemann.
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Teorema 5.15. El campo vectorial v = (u,v) de velocidad induce un flujo de fluidos ideal si y solo
st la funcion
f=u—iv

es holomorfa en lo complejos. Esto implica que u,v son conjugados armdnicos.

Demostracion. (=) Vemos que cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemman con signos opuestos
para v, por lo que induce la funcion

f(‘rvy) = U(l’,y) - iU(:C,y),
holomorfa.

(<) Si f = u+i(—v) es holomorfa, cumple Cauchy-Riemman. Por lo que el potencial complejo
inducido por la funcién tiene divergencia y rizo iguales a cero. O

Considere el caso de una placa que se mueve horizontalmente en un fluido. La placa tiene una sec-
cién horizontal semejante a un segmento de recta, supongamos que dicho plato es la suficientemente
delgado y suave, para modelarse como una linea, no tiene grosor. Sin pérdida de la generalidad,
se asume que la placa es el segmento de recta D = [—1,1] sobre el eje real. Como es de grosor
despreciable, dicho plato no ejerce efecto apreciable sobre el flujo, por lo que su potencial complejo
es

P(z)=2,YVze€ C—- D,

siendo su campo vectorial de velocidad determinado por v(x) = (u(z,y),v(x,y)) = (1,0), como se
muestra en la Figura 5.5.

Figura 5.5: Flujo de fluido pasando una placa.

Considere ahora un problema levemente mas complejo. Hay un cilindro que se mueve horizon-
talmente en un fluido ideal, se quiere encontrar el potencial complejo P. Supongamos que dicho
cilindro tiene radio uno, como se mueve horizontalmente en un fluido ideal se puede modelar como
un circulo de radio 1 centrado en el origen. Como se posee la solucién para una placa horizontal y
haciendo uso del mapeo de Joukowski restringido a B¢, el cual es un biholomorfismo entre C — D
y C — B, dénde B = S' UD. Esto ya que el ser arménico es preservado bajo mapeos biholomorfos,
por lo cual sigue cumpliendo los requisitos de un fluido ideal.

Basandose en la solucion encontrada para la placa, el potencial complejo P(w) del fluido se puede
recuperar mediante el mapeo . Entonces el potencial complejo en el exterior del disco,

Vuw € B%, P(w) = P, (9(2)) = g(2) = 5 (2 +271),

N |

donde, P, es el potencial complejo de la placa. Como ilustra la Figura 5.6.
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Figura 5.6: Flujo pasando por un disco sélido

5.8. Transformaciones de fracciones lineales

Estudiemos otro conjunto de funciones inyectivas y holomorfas denominadas fracciones lineales,
de las cuales ya mostramos un ejemplo, la funcion que lleva el disco unitario D al semiplano superior
H. Estas transformaciones tienen la forma

az+b

z) = ——, 5.13
o(z) = (5.13)
donde a,b,c,d € C son constantes complejas que cumplen ad # be, de esta forma observando el
comportamiento por la derivada ¢(z) = (gg;g)cz aseguramos que no se degenera en un punto. Al

conjunto de estas transformaciones lo denotaremos con 7¢, por estar definido sobre los complejos.

Vea ahora que si ¢ = 0, el mapeo expuesto en 5.13 se reduce a una funcién lineal entera, que
no es de mayor interés. Por otro lado, si ¢ # 0 podemos ver que se mantienen las propiedades de
inyectividad y el ser analitica, exceptuando el polo simple de z = %’l. Adicionalmente, la inversa de
una transformacion de este tipo sigue siendo una fraccién lineal, como lo indica el siguiente teorema.

Teorema 5.16. Sea la transformacion ¢ una fraccion lineal con forma dada por 5.18 con constantes
complejas a,b,c,d y c # 0. Entonces, si se define ¢ : C — {_—C‘i} —-C-— {%} el mapeo es biyectivo y
holomorfo. Es mds, la transformacion inversa estd dada por ¢ : C — {%} - C— {%1} con regla de
asignacion

dw—b
P(w) =

a—cw

Demostracion. Es evidente que el ¢ es holomorfo en todo C excepto donde el denominador se vuelve
0, que es justamente el punto z = =F, por lo que es holomorfa en su dominio. Para probar que es
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inyectiva, tome 21, zp € C — {7} distintos tales que ¢(21) = ¢(22), entonces
az1+b azg+b
cz1 +d - czo +d
(az1 +b) (czo +d) = (azg + b) (czo + d)
acz1zo + adzy + bezg + bd = acziz9 + adze + bezy + bd =
0=uad(z2 —21) — be(z2 — 21)
0= (ad —bc) (z2 — 21),

como ad # bc, se tiene entonces que z; = z9 por lo que ¢ es uno a uno.

Es evidente que 1 esta definido para todo su dominio, por lo que para probar que ¢ es sobreyectiva
basta comprobar que 1 y ¢ son inversos. Tome z en el dominio de ¢, por lo cual

wo¢<z)=w<“”b>

cz+d

= (a(z) —b) (a—c(z8))”

(adz +db — bez — bd) (acz +ad — acz — bc)1
z
2,

cz+d cz+d
(ad — be) (ad — be) ™

por lo que son inversos y sobreyectivos. Por lo tanto, ¢ es biholomorfismo con su inverso ¢ transfor-
macién por fraccién lineal. O

Cabe mencionar que para evitar trabajar con polos se puede definir sobre los complejos comple-
tados C, de esta forma se extiende ¢ : C — C con la condicién de

o(F) ==

la cual mantiene las propiedades anteriores eliminando el polo, como veremos en el capitulo 3.
Ademis, facilita el trabajo en algunas ocasiones ya que evita la separaciéon por casos.

La familia de transformaciones de fracciones lineales es un conjunto de funciones biyectivas y
holomorfas, como se deduce del teorema anterior. Pero, la importancia de estas transformaciones no
radica Unicamente en ser un grupo de biholomorfismos, sino en cémo se comportan estos mapeos y
que propiedades interesantes poseen. No es complicado ver que cuando ¢ = 0, se obtienen transfor-
maciones lineales, las cuales poseen una propiedad muy ttil: mapean rectas en rectas y circulos en
circulos. Esto se mantiene ain cuando ¢ # 0, para verificar que asi es, necesitamos ver primero el
siguiente lema.

Lema 5.17. Toda transformacién por fraccion lineal ¢ tal que ¢ # 0, puede descomponerse de la
forma

¢ =¢10¢2003, (5.14)
donde ¢1 y ¢3 son transformaciones lineales y ¢o es tal que ¢2(z) - z = k, con k constante, a ¢2 se
le denomina una inversion.

Demostracion. Sea ¢ con regla de asignacién como 5.13 y consideremos los siguientes mapeos
01(2) =cz +d,
¢2(Z) = Z_l,
¢3(2) = ac™' + (b—adc™!) z,
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donde ¢4, ¢3 estan definidos sobre los complejos y ¢o esta definido en C — {0}. Véase que los ¢;
cumplen con los requisitos del lema. Ahora consideremos z en el dominio de ¢, entonces

}1 0 ¢2 0 ¢3(2) = 1 0 P2(cz + d)
o (k)
=3 +b(cz1+d) - aTd ’ czl+d

:m(a(cz—&—d)—l—bc—ad)

vy (acz + ad + be — ad)

__ acz+be
c(cz+d)

az+b
cz+d

= ¢(2)
lo buscado. O

De este lema es posible deducir algunas propiedades de las fracciones lineales, basdndonos en la
naturaleza de sus funciones componentes. Pero la propiedad a mostrar es muy tutil para nuestros
fines. Estas transformaciones mapean rectas y circulos en el conjunto de rectas y circulos, como se
ilustra en la Figura 5.7. Se sabe que las transformaciones lineales conservan esta propiedad, gracias
a que unicamente trasladan, rotan y escalan las curvas en el plano, la tinica preocupacién queda en
la inversion. La inversiéon preserva dicho conjunto, pero antes de probar esta caracteristica probemos
una propiedad de los elementos de este conjunto.

Lema 5.18. Sea I" el conjunto de circulos y rectas. Todo elemento v € T induce una ecuacion de la
forma
A(m2+y2) +Bx+Cy+ D=0, (5.15)

donde A,B,C,D € R tales que B?> + C? — 4AD > 0. Ademds, el conjunto de puntos que cumplen
dicha ecuacion con la condicion dada son una recta si A =0 o un circulo si A # 0.

Demostracion. Noté que los elementos de I' son un conjunto de niimeros complejos z. Tome v € T’
tal que:

. 7y es un circulo. Se puede escribir que
vy=A{z+iyl(z—20)* + (y— )’ =r’}.
Reescribiendo la ecuacion del circulo,

r? = (z—20)*+ (y — v0)°
=22 — 2z + 22 + y* — 2yyo + Yo
= (2® + %) + (=2m0) 7+ (—2y0) y + (23 + 13 -

Al igualar a cero, se obtiene:
(22 +y?) + (=230) o + (—2y0) y + (2§ + y3 — %) =0, (5.16)
dénde A =1,B = —2z0,C = —2yo y D = 2% + y¢ — r%. Por lo cual:
(—220)% + (=2y0)* — 4 (1) (22 + y3 — %) = 4a? + 4y2 — 4o — dy? + 42 = 42 > 0,

como se buscaba mostrar.
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. 7y es una recta. Se puede decir entonces que todo punto x + iy de v cumple
y=ax+b,
con un poco de algebra se obtiene la forma
ar+(-1)y+b=0. (5.17)
Es evidente que A=0,B =a,C = -1y D =b, ademés,
A2+ (-1 -0=a>+1>0,

por lo que se buscaba la primera parte de lo que se busca mostrar.

Ahora, considere el conjunto de puntos
v={z+iy|A(z*+y*) + Bt + Cy+ D =0},

con B2+ C? —4AD > 0. Considere los siguientes casos:

. A =0. Se reescribe la ecuacién 5.15 como

—-B -D

que describe una recta.
. A # 0. Reescribiendo la ecuacién 5.15, se obtiene:

A(2®+y*) + Bz +Cy+D=0.
Entonces,

2 B, B, C o (BN ( C\_B D
AT T Y TV T e T\ YT54) Taaz Tuar T A

siendo la ecuacién de un circulo, note que el lado derecho de la igualdad indica el radio, pero es
necesario que r > 0 por lo cual se concluye que B? + C? —4AD > 0, mostrando lo que se buscaba.

O

Con esto dicho, ya se tiene una forma general para rectas y circulos, se llamaré a este conjunto
I'. Asi demostraremos que la inversién preserva I', suponiendo que 07! = 0o y oo™} = 0.

Teorema 5.19. Sean I' el conjunto de circulos y rectas en el plano completado y f : C — C la
inversion dada por

Entonces, f preserva el conjunto T', en otras palabras, para todo elemento y € T se tiene que f(y) € T.
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Figura 5.7: Inversién f(z) = 1

z

Demostracion. Tome z = x + yi € C*, al aplicarle f se obtiene

1
f(Z)*;
. z
2z
. z
IREE
1 -
*W(erzy)
1
_W(x—ﬂ/)
T Yy .
= — — ==
212 |2]?
T Y

T2ty 7562_,_1/21'

Se encontré una expresion para la parte imaginaria y real de la imagen para los complejos distintos
de cero. Haciendo uso de esto se probara la propiedad. Sea v € I' con ecuaciéon

A(2®+y*) + Bz +Cy+D =0.

Con esto presentamos 2 casos,
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1. si 0 € . Tome zy € 7y, entonces:

0=A(z*+y*)+Bz+Cy+D

A (2+ 2)+ B n C . D
= (2 x
2142 Yy 21 T2l T2
B C D 2% + 92
- x2+y2x+x2+y2y+x2+y2.z2+y2

2 2
i Y i Y
=A+B C D
* x2+y2+ x2+y2+ ((x2+y2> +(x2+y2>>

2 2
x —y z —y
A+ B +(-C) 525 +D| (54— e
PPt O gt <<x2+y2) +(x2+y2) )

siendo la forma de una elemento v/ € T, i.e., f(v) € v

2. si 0 € v. Note que el procedimiento anterior se sigue cumpliendo para todo zg # 0. Pero, dado que

0 es parte tenemos,
0=A(2*+y*)+Bx+Cy+D=D=0.

Con esto la forma de f(y —{0}) es
-y
2 + y2 ’

T
=A+B————+(—
0 + x2+y2+( C)

siendo una recta, por lo cual f(0) = oo € 4/ por lo cual, f(y) =+ €T
Mostrando asi lo que se buscaba. [

Probar que una transformacion de fraccion lineal preserva el conjunto I' es directa, cuando hace-
mos uso del lema 5.17, sabemos que se descompone en dos transformaciones lineales y una inversion,
las tres funciones mapean I" en si mismo por lo que su composiciéon comparte esta propiedad. Sin
embargo, esta propiedad no es sobre los conjuntos de interés, las regiones, ya que se esta trabajando
con mapeos conformes entre abiertos conexos. La importancia del teorema visto radica en la utili-
dad que aporta para la identificar la imagen de una region. Pero, jcomo se usa para este fin? Lo
ilustraremos en el siguiente ejemplo, con un biholomorfismo que ya conocemos.

Ejemplo:
Muestre que la transformacion
11—z
z)=1
0e) = i,
mapea D en H de forma biyectiva.
Demostracion. Notemos que o
1 —1z
Z) =
o) =

siendo evidente que ¢ es una transformacion por fraccion lineal con irregularidad en
—1, entonces JD se mapea en algin elemento de I'. Por propiedades geométricas se
sabe que 3 puntos bastan para definir un circulo o recta. Teniendo que,

i+1 i—1

=L é(-1)=1— =1, (5.18)

G =0 o) =

es evidente que forman una recta, el eje real. Usando el teorema 5.6 se sabe que la
region ¢ (D) tiene por borde la recta Im(z) = 0, correspondiendo el semiplano a la
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imagen del disco unitario bajo ¢. Sin embargo, falta determinar si es el semi-plano
superior o inferior. Pero evaluando,

$(0) =i

junto al hecho que ¢ es analitica en el interior de ID sabemos que la imagen corresponde
al abierto conexo H. O

Pero, jcomo encontrar mapeos sobre otras regién? Aprovechando lo usada en el ejemplo anterior,
vemos que 3 puntos bastan para determinar un elemento de I'. Mapeando los contornos entre si se
puede determinar la transformacién que entrelacen las regiones delimitadas por dichos bordes. Esto
resulta en una férmula altamente util descrita en el siguiente lema:

Lema 5.20. Sea ¢ € T¢ una trasfomacion tal que

d(z1) = w1, P(z2) =ws, ¢(23) = ws,

donde z1, 29,23 Yy wi,ws, w3 son puntos distintos. Entonces ¢ esta dada implicitamente por la si-

guiente ecuacion:

2—2122—23_11)—101102—103 (519)
Z— 2320 — 2] W— W3 Wy — W )

Ademds, esta transformacion de fraccion lineal (TFL) es inica.

Demostracion. Procedemos a comprobar que la ecuacién 5.19 cumple el mapeo de 21,22 y 23 en
w1y, Wwe Y ws, respectivamente. Para z = 21 se tiene
Z1 — 21 22 — Z3 w — W W2 — W3

Z1 —R3 22 — 21 w — W3 W2 — Wy w — W3 w2 — Wy

w — W W2 — W3

=w—w; =0,

cumpliendo que ¢(z1) = wy. Para z; se da:

Z9 —Z1 22 — Z3 w— W Wy — W3

= =
Zo — 2329 —21 W — W3 Wy — W1
lzw—wle—wg N
w — W3 Wo — W1
(w—w3) (wg —wy) = (w— wy) (wy — ws) =
WW2 — WW1 — W3W2 + W3W|] = WWe — WW3 — W1 W + WiWs =
0 = ww; — wws + w3wy — WiWa =
0=ws(wes —w) +wy (w—ws) =
0= (w1 —ws) (w—ws) =

0=w—ws

w = w2,

lo buscado. Finalmente, cuando z = z3 primero se retiran los denominadores (para evitar que se
divida por 0)

(2 —21) (22 — z3) (W — w3) (w2 —w3) = (W — w1) (w2 — w3) (2 — 23) (22 — 21)
(23 — 21) (22 — 23) (W — w3) (w2 — w3) = (w — w1) (w2 — w3) (23 — 23) (22 — 21)
(23 — 21) (22 — 23) (W — w3) (w2 —w3) =

w— w3 =

P4l

w = ws,
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con lo cual se muestra que el mapeo ¢ cumple la regla de asignacién, falta probar la unicidad.
Primero probemos que si ¢ € T¢ entonces ¢ tiene a lo mas dos puntos fijos distintos o es el mapeo
identidad. Noétese que

P(z) =2 &
az+b

=z <
cz+d
az+b=cz®+dz =

0=c2*+(d—a)z—b,

por lo cual, z puede tomar a lo sumo dos valores distintos, es decir, dos puntos fijos. De lo
contrario ¢ = d — a = 0 = b, mostrando que ¢ es el mapeo identidad. Con esto dicho, considere
¢, € Tc tales que

P(zi) = wi = P(2), i=1,2,3

para z; # z; y w; # w;j ssi ¢ # j. Haciendo uso de que 1) tiene inverso, obtenemos que
o d(z) = 2,

esto para tres puntos distintos z1, 22, z3 los cuales son puntos fijos. Como composicion de TFL’s sigue
siendo una transformacion de fraccion lineal (como se muestra en el teorema 5.21), esto implica que
11 o ¢ es la identidad, i.e., son inversos, en consecuencia ¥ = ¢, mostrando la unicidad. O

Ahora tenemos un método para obtener transformaciones con su formula explicita para una
variedad de regiones, cabe resaltar que la férmula sigue funcionando con unas leves modificaciones
para el caso donde el punto z3 se mapee al infinito, como podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo:
Consideremos la region 2 dada por la ecuacién 0 = 22 +y%+x+y y el semiplano derecho
H,- = {x +iy|z,y € R, z < 0}. Encontremos un biholomorfismo ¢ : Q — H,+.

Demostracion. Note que 0, —i, —1 € (), entonces asuma que
Pp(0)=0  o(—i)=—i  ¢(-1)=o0,
por el lema anterior se puede construir una expresiéon que cumpla los requisitos. Re-

emplazando queda:
z —i+1 w  —1—00

z+1 -1 w—00 —1i
esto puede reescribirse como:

z(i—1) w  z(1—1)

z+1 ) z+1

el ciial mapea el borde del circulo en el eje imaginario. tinicamente falta comprobar el
abierto imagen es el correcto. Tomemos _71 € ) y comprobemos que:

=11 -
¢(%):%=—1+i€Hgf’
2

por lo cual, se ha encontrado el mapeo buscado. O
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5.8.1. Estructura algebraica

Hay una propiedad de este conjunto de mapeos que rivaliza en importancia con su utilidad
para determinar las imagenes de las regiones. Esta es sobre el conjunto y no propiamente sobre las
transformaciones, ya que posee una estructura algebraica que ha sido objeto de numerosos estudios,
esta es la de un grupo. Recordando que necesita el par (G, -) para ser un grupo son 4 axiomas:

. La operacién binaria - es cerrada.

. La operacién binaria - es asociativa.

. Existe un elemento 1 llamado identidad que cumple
l-g=g-1=gy,

para todo g € G.

. Todo elemento g € G tiene un inverso ¢! tal que

El teorema 5.16 nos resuelve la propiedad 4 y nos sugiere cual es el elemento identidad. Adn asi
falta mostrar las otras propiedades y determinar cual seria la operacion designada. Considerando
que son funciones y viven en el espacio de funciones nos da una idea de cual es la operacién entre
funciones que funciona, sin embargo, todo es irrelevante si no lo mostramos.

Teorema 5.21. El par (7¢c,o) forman un grupo, dénde o es la operacion de composicion entre
funciones, con la funcion identidad I siendo el elemento neutro.

Demostracion. Mostraremos que la dupla cumple los axiomas en el orden listado anteriormente.

Tome ¢, € T¢ tales que
az+b ez+ f

cz+d w(z):gz+h'

¢(2) =

Entonces al operarlos obtenemos:

ez+f

a +b

$ot(z) = —LH—
Coetr T4

a(ez+f)+b(gz+h)
gz+h

clez+f)+d(gz+h)
gz+h

alez+ ) +blgz+h)
clez+ f)+d(gz+h)
aez + af + bgz + bh
cez+cf +dgz+ dh
_ (ae+bg)z+af +bh
"~ (ce+dg)z+cf +dh
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siendo esta la forma de una transformacion de fraccion lineal, pero para ser elemento de 7¢ nos falta
la condicién que asegura el mapeo no es constante. Procediendo por contradiccién,

0 = (ae + bg) (cf + dh) — (ce +dg) (af + bh)
= aecf + aedh + bgcf + bgdh — ceaf — cebh — dgaf — dgbh
= aedh + bgcf — dgaf — bhce
=ad(eh —gf)+bc(gf — he)
— (ad — be) (ch — gf).

lo cual es una contradiccion. Entonces, ¢ o € T¢. Aprovechando que es un subconjunto del espacio
de funciones sobre los complejos, el segundo axioma. Tomando I, se puede ver que:

Iod)(z)_f(az—kb)

cz+d
az+b
cz+d
= ¢(2)

lo que muestra la tercera propiedad. Finalmente, por teorema 5.16 el ultimo axioma se prueba. [

Ahora sabemos que podemos generar nuevas transformaciones mediante composiciones de ele-
mentos de 7¢ las cuéles mantienen las propiedades vistas, son biholomorfismos que preservan las
rectas y circulos, el conjunto I'. Es 1til esta propiedad por como reduce la complejidad a la hora de
encontrar mapeos entre regiones determinadas, como vemos a continuacion.

R N
N S

P2

Figura 5.8: Transformar un disco a un semiplano mediante traslaciones intermedias.
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Ejemplo:
De una formula explicita para un biholomorfismo ¢ entre un disco de radio 2 centrado
en el origen y la region € determinada por la desigualdad y > —=.

Demostracion. Observemos que 0f) es la recta y = —z. Por facilidad lo dividiremos
en pasos como lo ilustra 5.8, primero un mapeo entre el disco de radio 2 y D, luego
el mapeo visto entre D y H, finalmente una rotacién para obtener la regiéon buscada.
Teniendo

z
o1 = >
nos mapea hacia ID. Sabiendo que
1—2z,
= i
142

b2

)
mapea D en H, solo nos falta la funcién entre los semiplanos. Considerando que la

recta pasa por el origen es evidente que una rotacién basta. Siendo el borde la recta

x = —y, la rotacion es de 7 a favor de las manecillas del reloj, i.e., se multiplica por
s

e 4. La transformacién es:

V2 (1)

= ——"2z,

2

INE

¢3(z) =e”

con esta tultima y aprovechando que son elementos de un grupo trabajamos con la
composicion. Definiendo ¢ con la regla de asignacion

1 1-2020, 9 B -d)z

$(2) = $ro¢2003(2) = 5 - 1+@Z124+2ﬂ(1—03%

sigue siendo una transformacién de fraccién lineal heredando sus propiedades. Vemos
que transforma el circulo de radio 2 centrado en (0,0) en la recta y = —=z, los bordes
de las regiones, evaluando ¢(0) = %z elemento de la regién Q. O



CAPITULO ©

Teorema del mapeo de Riemann

Por fin llegamos al resultado principal, el teorema del mapeo de Riemann nos asegura que para
cualquier abierto simplemente conexo 2 que sea distinto del plano complejo completo existe un
biholmorfismo entre € y el disco unitario ID. La razén por la cual no existe mapeo holomorfo y
biyectivo entre C y D se sigue del teorema de Liouville, ya que nuestra funcién holomorfa debe ser
constante. Sin embargo, antes de proceder con al prueba del teorema objetivo es necesario ver el
teorema de Montel que nos va a ayudar en mostrar la existencia de dicho biholomorfismo como un
limite de una secuencia de funciones dadas.

6.1. Teorema de Montel

Definicién. Una familia de funciones F es equicontinua en un conjunto compacto K si para todo
e > 0 existe un ¢ > 0 tal que cuando z,w € K son tales que |z — w| < § entonces

|f(2) — f(w)| < € para todo f € F.

Note que la condicién de equicontinuidad es una condicionante fuerte, pide continuidad uniforme
uniformemente en la familia, valga la redundancia. Vea que la familia de funciones {f,, },en sobre el
compacto [0, 1] descritas por

fn(x) =a"

no es equicontinua, dado que |f,(1) — fn(xo)| — 1 conforme n — oo para cualquier zo < 1 fijo.
Por otro lado, considere la familia {g,},en definidas sobre el mismo intervalo pero con regla de
asignacién
1
gn(2) =2+ n’

es una familia equicontinua. Esto es facilmente comprobable al darnos cuenta que | gn(z) — gn(y)| =
|x fy|, asi e = 0.

36
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Definiciéon. Una familia de funciones holomorfas F sobre el abierto 2 C C se dice que es una familia
normal si toda sucesiéon de funciones en F tiene una subsucesién que converge uniformemente en
los subconjuntos compactos de €2.

Las definiciones anteriores son esenciales para el entendimiento del teorema de Montel. Dicho
teorema trabaja sobre familia de funciones dividiéndose en dos partes. La primera parte consiste en
mostrar que esta familia es equicontinua y en la segunda parte muestra que es también una familia
normal. Para lograr este objetivo es 1til la siguiente notacion.

Definicién. Un agotamiento de un conjunto abierto  C C es una secuencia {K,, }, ., de conjuntos
compactos donde K, C ) para todo n, los cuales cumplen:

= K, C K,,41 para todo n.

= Todo subconjunto compacto K de 2 esta contenido en al menos un K,, de la secuencia.

Con esta terminologia establecida se desprende el lema auxiliar descrito a continuacién.
Lema 6.1. Todo abierto O C C tiene un agotamiento.

La prueba del lema consiste en considerar los conjuntos que estdn més alld de una distancia
minima del borde y su norma es acotada, en otras palabras una familia de conjuntos

Ko = {k|d (90, k) > 6, v |k| < e},

donde §,, es una sucesion mondétona decreciente de reales y €, es una sucesion monétona creciente
de reales. Estas condiciones aseguran que K, C K,+1 y los K,, son cerrados y acotados, i.e., son
compactos. Ahora podemos proceder con la prueba del teorema de Montel.

Teorema 6.2 (Montel). Suponga que F es una familia de funciones holomorfas en O C C abierto,
uniformemente acotada en los compactos de O. Entonces,

1. F es equicontinua en todo subconjunto compacto de O.

2. F es una familia normal.

Demostracion. (1.) Sea K C O compacto y r > 0 5 Ds,(z) C O para todo elemento z € K. Sean
z,w € K con |z —w| < ry denote el contorno de Dy, (w) como 7. Usando la formula integral de
Cauchy podemos escribir la diferencia de f(z) — f(w) como:

=g = e [ Hao— o [ T oo [ o) |- 2

211 ya—Z 21 a—w 21 a—z a—w

Como a € 7,
1
r<la—zl <3r= <-Ala—w|=2r>r= -
la — z| la—w| " r

Obtenemos que,
(a—w)—(a—2) |z — w| |z — w|

1 1‘_

(a—2)(a—w) | Ja—z|la—w| = r
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Denotando como B la cota uniforme de la familia F en el compacto formado por los puntos y

tales que d(y, K) < 2r, tenemos que:
1 1 1
-— /f(c) [ — }dc
27 ~ c—z c—w

[y|f(c)dc| L 1 ’

1f(2) = fw)] =

IN

1
211 c—z c—w

1 |z — wl
< — d
<o / [£(6)de]
1 |z —w|
§ %T%TTB
|z — w|2mr
S el b LY
2712
_ el §|Z — w|
T r ’

veamos que % es la constante de Lipschitz para f, por lo que f es Lipschitz. Recordemos que

lo anterior es cierto para todo z,w € K con |z —w| < ry f € F, entonces F es equicontinua en
cualquier compacto K.

(2.) Sea {f,} una secuencia en F y el compacto K C O. Tome un subconjunto denso W = {w;}
en O. Dado que {f,} es uniformemente acotado, la sucesion de puntos {f,(w1)} es acotada y por
la propiedad de Bolzano-Weierstrass existe una subsucesion {f,1(w1)} convergente. Esto mismo
puede hacer para encontrar una subsucesion {f, 2(w2)} de la sucesion {f,1}. De esta forma se
puede encontrar:

{fur}t C{far-1} tal que {fn x(wi)} converge.

Luego, tome la diagonal g, = f,  de las sucesién anidadas anteriores. Por construccion, g, (w;)
converge para cada j. Recordemos que F es equicontinua, entonces dado €/3 > 0 existe § que
cumple la condiciéon de equicontinuidad. Considere la cubierta abierta de K formada por Ds(w;),
por compacidad hay una subcubierta finita, digamos de J elementos, entonces K C U;‘]:1 Ds(w;).
Por convergencia puntual de los ¢’s existe un N lo suficientemente grande tal que

|gm (w;) — gn(w;)] < €/3,

por finitud se puede tomar el N maximo que cumple para todo j =1, ..., J.

Entonces si z € K, sabemos que para algiun j tenemos que z € Ds(w;), por lo que:
€
9n(2) = gm (2)] < |gn(2) = gn(wj)| + gn(w;) = gm (W) + |gm(w;) = gm(2)| < 7 + 2 + 5 =€

entonces {g, } es una sucesion uniformemente de Cauchy, siendo también uniformemente convergente
en K. Finalmente, sean K1 C Ky C ... C K,, C ... un agotamiento de O, y tome una sucesion {g, m }
de funciones de la sucesion original { f,,} que converge en el compacto K., ¥ {gn,m} C {gn,m—1}. Vea
que la secuencia {gn } converge uniformemente en todo compacto de O, entonces F es normal. [J

Ya casi terminamos la preparacion para el teorema cumbre de esta ocasion, aun asi, hace falta
un ultimo resultado. Este teorema nos dice que una funcién limite de una familia inyectiva hereda
esta propiedad o esta familia se termina degenerando en una funcién constante.

Lema 6.3. Si ) C C un abierto conexo y { fn} una secuencia de funciones inyectivas holomorfas en
Q que convergen uniformemente en cada compacto de ) hacia una funcion holomorfa f, entonces f
0 es inyectiva o es constante.
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Demostracion. Se procede por contradicciéon, suponga que la funciéon limite f no es inyectiva, por
lo que se puede encontrar al menos dos puntos distintos

21,20 € Q3 f(21) = f(z2).

Considere la secuencia g, (z) = fn(z) — fn(z1), la cual converge uniformemente a g(z) = f(z) —
f(21) en los compactos de 2. Con esto se plantean dos casos:

= Primer caso: Si g(z) es holomorfa pero no es idénticamente cero. Entonces para existe 7y un
circulo lo suficientemente pequeiio centrado en zo se tiene

L), wwmwmml/<ml

2mi 5 9(w) Y o o g (y(x)) 2mi u

7

por el teorema de la integral de Cauchy. Como g no se desvanece en ningiin punto de + se tiene que
gi = é en v y como también g/, — ¢’ uniformemente se concluye otra convergencia uniforme:
n

59
In g

Sabiendo que g, no tiene ceros en v o su interior dado que todas las f,, son inyectivas, unidos a

! /
e L[ g
2mi J., g(w)

— dw= lim 0=0,
n—o00 271 5 gn('w) n—00

contradiccién. Por lo tanto, g no tiene algin cero distinto de z1. Por lo cual para todo w € € distinto
de z; tenemos:

0# g(w) = f(w) = f(z1) = f(w) # f(z1),
para cualquier z; € Q. Esto se traduce en que f Gnicamente toma el valor f(z1) exactamente una vez.

Como z; es arbitrario lo podemos generalizar par cualquier elemento de 2, por lo que concluimos
que f es inyectiva.

= Segundo caso: si g(z) = 0, entonces

0=g(2) = f(2) = f(z1) = f(2) = f(21), V2 € Q,

por lo cual f(z) es contante.

Finalmente, al unirse los dos casos se obtiene el resultado buscado. f es constante o f es una
funcién inyectiva. O

6.2. El teorema del mapeo abierto de Riemann

Por fin se ha llegado a la cereza del pastel y gracias a los resultados auxiliares mostrados con
anterioridad la demostraciéon serd elegante. El teorema del mapeo abierto de Riemann, también
conocido simplemente como el teorema del mapeo de Riemann consta de una prueba que puede
esquematizarse en tres pasos:

. Mostrar que cualquier conjunto simplemente conexo es biholmorfo a algin subconjunto de D.

. Probar que para todo subconjunto simplemente conexo existe un mapeo entre este y el disco unitario,
el cual es holomorfo e inyectivo.
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3. Se concluye con que el mapeo del paso anterior es conforme, siendo suficiente demostrar que es
sobreyectivo.

Luego de establecer la estructura a seguir en la prueba, finalmente se puede proceder con lo prome-
tido.

Q F D

/_\

Figura 6.1: Mapeo hacia el disco unitario

Teorema 6.4. Sea 2 C C propio y holomorficamente simplemente conexo. Si zg € () entonces existe
un mapeo biyectivo y holomorfo F : Q — D tal que

F(Zo) = O,

el cual es inico, salvo por rotaciones.

Demostracion. Supongamos que 2 C C es un subconjunto propio, abierto y simplemente conexo.
Tomemos w € C — Q y vea que para todo z € 2, z — w # 0. Vea que entonces la funcion definida
por:

f(z) =log(z —w),

es continua y holomorfa en ) (por ser simplemente conexa y gracias a la eleccién de w no crea
problemas de multiples valores para un punto, es decir, el argumento se mantiene en la misma rama
de la funcién logaritmo ya que nunca completa una rotacion). Tome un z’ € Q arbitrario, suponga
que f(z) = f(2'), entonces:

) == —w=el) 5z =2

dando como resultado que f(z) es inyectiva. Es maés, se puede ver que existe un ¢ € RT tal que
F Q)N D (f(z) + 2mi) = (. De lo contrario f(z') + 2mi es un punto de acumulacion, i.e., 3{z,} C
Q5 f(zn) — f(2) + 2mi, al mapearlo por la funcién continua exponencial, se obtiene que z, — 2’
y de la misma forma f(z,) = f(z'), lo cual lleva a una contradicciéon. Con esto dicho, considere el

mapeo:
1

fz) = f(z') —2mi
Esta funcion es continua, inyectiva y holomorfa, es entonces un biholomorfismo entre Q@ y F (Q).

Ademas, es acotada, ya que |f(z) — f(2') — 27wi] > e. Con esto, podemos trasladar F () para
contener al origen y escalar para que esté contenido en el disco unitario.

F(z) =

Basandose en lo anterior, es seguro tratar a () indistintamente de un abierto subconjunto del
disco unitario que contenga al origen. Ahora, considere

F ={f:Q— D|f es una funcién holomorfa e inyectiva, con f(0) = 0},
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el cual no es vacio por la existencia del mapeo identidad. Ademaés, por construccion es evidente que
F es uniformemente acotada gracias a su rango. Usando la desigualdad de Cauchy se tiene que

o<l o1

doénde |f|D es el supremo en el disco, el cual sabemos que es menor o igual a 1 y € es el radio de un
circulo centrado en 0 y contenido en 2. Esto se cumple para toda funcién de la familia F, es decir,
|£'(0)] es uniformemente acotada. Definiendo

5 = sup ’f’(0)|,
fer
y elegiendo una sucesion {f,} C F tal que |f'(0)] — s conforme n — co. Usando el teorema de
Montel, la sucesion {f,} de funciones holomorfas uniformemente acotadas tiene una subsucesion
{fm} que converge uniformemente en los compactos a una funcién holomorfa en £,

f:Q—C.

Sabemos que s > 1 por la funcién identidad, por lo cual f es no constante. Usando el lema 6.3 se
deduce que f es inyectiva, ya que cada f,, lo es. Usando la continuidad y el principio del médulo
méximo se sabe que |f(z)| < 1 para todo z € Q, por esto el rango es ID. Note que f(0) = 0, uniéndolo
a lo anterior, tenemos que f € F con |f/(0)| = s.

En resumen, tiene f un mapeo inyectivo y holomorfo de € en el disco unitario centrado en el
origen, para que sea un biholomorfismo solo nos falta probar que f es sobreyectiva en . Se opta
proceder por contradiccién, suponga que f no es sobreyectiva, entonces

o —z

Ja €D = f()3 fulz) = T,

un automorfismo del disco. Dado que €2 es conexo, también lo es (f, 0 f)(2) = U C D. Teniendo que
ad f(Q)y fao f es inyectiva, aunado a que f,(a) = 0 concluimos que 0 ¢ U. Entonces es posible
definir (en una sola rama) la raiz cuadrada en U como

log w

g(w) = e2
Con esto, considere la funcén
F:fg(a)ogofaof
claramente F al igual que cada funcién componente es holomorfa, inyectiva y mapea en el disco
unitario. Ademas, F'(0) = 0 por lo cual F' € F. Si definimos h(w) = w?, entonces

f:f;lohof;(;)oF:@oF. (6.1)

Tenemos @ : D — D con ®(0) = 0, funcién que no es inyectiva por lo que no puede ser una rotacion
entonces, por el lema de Schwarz tenemos que |®'(0)| < 1. Luego,

f'(z) = ("0 F)(2)F'(2) = f'(0) = @'(F(0))F'(0) = 2'(0)F'(0) (6.2)

dando que

|f(0)] < |F’(0)|, una contradiccion.
Entonces dicho « no existe, i.e., f es sobreyectiva, siendo entonces un mapeo biholomorfo de €2 en
el disco.

Finalmente se muestra la unicidad bajo rotaciones. Suponga ahora que existen dos biholomorfis-
mos F, G de  hacia la bola unitaria centrada en 0 tal que mapean 2y € 2 en el origen. Considere
H = F o G~! un automorfismo del disco que fija el origen, por Schwarz es una rotacién. Entonces,

FoG™l(2)=¢"2 = F(2) = eG(2)

por lo que G es una rotacién de F'. O
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Es importante mencionar que la condicién de simplemente conexa es necesaria en dos pasos
puntuales, la aplicacién de logaritmo y raiz cuadrada. La propiedad de ser simplemente conexa

utilizada es
[ sz =o,
.

es la unica requerida para la prueba, pero para que esto se cumpla basta con que la regiéon (propia)
sea holomorficamente simplemente conexa. Sin embargo, para los nimeros complejos ambos tipos
de conexidad simple son equivalentes y no son los tinicos, en esta idea se centra el siguiente capitulo
lo que proporciona una variedad de formas para reescribir las condiciones del teorema del mapeo
abierto de Riemann.

6.3. Espacios simplemente conexos

Las regiones simplemente conexas nacen de formalizar la idea de conjuntos que sean de una
sola pieza y no tengan huecos. Esto permite que el borde y las curvas cerradas simple dentro del
abierto sean homotdpicas a un punto, visto de otra forma, ningtn elemento fuera del propio conjunto
puede ser encerrado por curvas formados por puntos del propio conjunto, esto da como resultado
que el conjunto complemento sea de una sola pieza, aunque no necesariamente sin agujeros. De estos
diferentes enfoques nacen las 3 equivalencias que se verén, sin embargo, dos de ellas terminan siendo
un poco mas restringidas por la naturaleza misma de la idea. Vea la primera equivalencia.

Teorema 6.5. Una region §2 es simplemente coneza si y solo si es holomdrficamente simple conexa.
Esto significa que para toda curva cerrada vy y funcion holomorfa en Q se cumple que:

[/f(z) dz = 0.

Demostracion. (=) Sea ~ una curva cerrada en €, por teorema de Cauchy:

LfWMwZO

, i.e., Q es holomorficamente simple conexa.

(<) Recordemos que si 2 # C entonces el teorema del mapeo abierto aplica, i.e., existe un
biholomorfismo 3 : Q@ — . Como el disco es simplemente conexo, entonces también lo es € ya que
la deformacion de dos curvas puede ser llevada de su contraparte en el disco por medio de . O

La primera equivalencia es relativamente sencilla de probar, las complicaciones vienen para las
otras dos equivalencias. Antes de proceder con estos resultados es necesario recordar el Teorema de
aproximacion de Runge.

Teorema 6.6 (Aproximacion de Runge). Sea K C C un compacto y f : K — C holomorfa en
una vecindad de K, entonces f puede ser aprorimada uniformemente en K por funciones racionales
cuyas singularidades estdn en K©. Mds ain, si K€ es conexo entonces f puede ser aproximado por
polinomios.

Adicionalmente, vea el siguiente lema no tan conocido pero igualmente tutil para la prueba sobre
las caracterizaciones de un conjunto simplemente conexo.

Lema 6.7. Sean E, F C C disjuntos, cerrados y no vacios con F acotado y tales que Q = (EU F)°
es acotado. Sea w € F, entonces existe una coleccion Q = {Q1,...,Qn} de cuadros cerrados los
cuales pertenecen a una cuadricula del plano, siendo tal que:
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w € QF.

QNQy =0, i j# k.

F' esta contenido en el interior de U?:l Q;.

Ui, Q; es disjunto de E.

= El contorno de |J;_, Q; esta contenido totalmente en (EUF) y es la unidn finita de curvas
cerradas poligonales simples disjuntas.

La prueba de este lema esta fuera del enfoque de este texto, sin embargo puede encontrarse en
el libro [10]. Con estos dos resultados técnicos se puede probar las equivalencias deseadas.

Teorema 6.8. Si () es una region acotada en C, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
= ) es simplemente conexa.

= Para toda curva cerrada v C Q) y todo punto z € Q° tenemos que el numero de rotacion es
cero, i.e:

W, (z) = 0.
= El complemento de € es conezo.

Demostracion. (1 = 2) Suponga que 2 es simplemente conexa y tome z ¢ ), considere la funcion

holomorfa en . Por teorema 6.5, 2 es holomorficamente simplemente conexa, entonces tenemos
que:

0= Lf(w)dw = L wdi”z = 2miW, (2),
lo buscado.
(2=3)

Se busca probar que Q¢ es conexo, se procedera por contradiccion con la prueba. Suponga que
Q¢ tiene una disconexion en E,F. Dado que €€ es cerrado, entonces E, F' son cerrados, disjuntos
y no vacios, con uno y solo uno no acotado, sin perdida de la generalidad suponga que es E es el
no acotado. Entonces F' es compacto por Heine-Borel. Notese que E, F' cumplen las condiciones del
lema 6.7, por lo que existe w € F' y la coleccién de "cuadros” Q tales que:

1 Z" d
e / “ = 1’
271 Joq, F—w
dado que w € Q1. Observe que los bordes Q) ; forman curvas poligonales 71, ..., ¥ y al reemplazarlas

en la ecuaciéon anterior quedas:
m
1 dz
— E =1.
211 4 Z—w
i=1"Y7i

Note que para todo ~; 3 k no pertenece al interior la integral da 0, por lo que para algan ; se da
que W,,, # 0, pero dicha curva se ubica en {2 siendo la contradiccién buscada.
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(3 = 1) Suponga que Q€ es conexo, sea v C € una curva cerrada y f un funcion holomorfa en
Q. Denote por
d(z,A) = nf{|z —w| : w € A},

donde z es un punto y A un conjunto, le llamaremos distancia de z a A. Con esto dicho, dado que
Q es acotado el conjunto
K={z€Q:d(z,9° > €},

es cerrado y acotado, por lo que es compacto. Ademés, como §2 abierto y v C §2 podemos encontrar
un € > 0> v C K. Vea que K cumple las hipétesis del Teorema de aproximaciéon de Runge, pero
para la version fuerte falta probar la conexidad de K€. Se procede por contradicciéon, suponga que
el abierto K¢ no es conexo, entonces existe la disconexion Op, 02 de K€. Sean

E:OlﬁQCyF:OQQQC.

Note que,
EUF=(0:NQU(02NQ°) =K°NQ°=Q°

también,
ENF=(0:Nn2N (02NN =(0;N02)NOQ° =1,

para lograr lo buscado falta probar que FE, F son cerrado y no vacios, asi se contradice que 2° es
conexo. Considere (z,) secuencia en E que converge a al punto z. Vea que (z,) C Q° y este es
cerrado, entonces z € Q¢ y dado que € > 0:

KcQ—-QCK®—ze K°=0,UQO0O,

pero como son abiertos, si z € O entonces para algin entero N se da que (2, )m>n C O2(—+4—) por
lo que:
2€01 —=2€0,NQ°=FE = FE es cerrado.

De forma anéloga, F' es cerrado. Suponga ahora que E es vacio, entonces

OlﬂQC=®—>01CQ.

Tomemos w € O1 y z € 020° con |w — z| < ¢, el cual existe por w € K. Notese que el segmento de
recta que une z € Oy y w € O; esta enteramente en K. Pero

t" =sup{0<t<1:(1—1t)z+tw e Os},

resulta entonces que t* € (0,1) y 2’ = (1—t*)z+t*w es un punto de acumulacion de Oy, Oy disjuntos
y abiertos, entonces
2 Z 01,09 — P O1U0O, = KC(—H—)

Por lo que E es no vaci6, similarmente F tampoco es vacio. Entonces, Q¢ es disconexo contradi-
ciendo la hipétesis, por lo que K¢ debe ser conexo, se puede aplicar Runge. Usando el teorema de
aproximacion de Runge, existe una secuencia de polinomios (P,,) que aproxima uniformemente a f
en K y por consecuencia en ¥ C K. Recordando que

/ P, (w)dw =0,
.
para todo polinomio y en especial los de (P,), por lo que
0= / P, (w)dw —>unif / fw)dw = / f(w)dw = 0.
¥ ¥ v

Asi Q es holomorficamente simple conexa y por equivalencia es simplemente conexo. O
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QC

QC

Figura 6.2: Cinturén no acotado

Note que la condicion de acotacion es necesaria. Si obviamos esta restricciéon, entonces podemos
tomar un cinturén horizontal

Q={a+bi|aeRy b <k},

donde k es una constante real positiva. Vea que (2 sigue siendo simplemente conexa, pero como
no es acotado su complemento se forma por dos conjuntos F = {a+bi|aeRyb>k} y F =
{a+0bi|aeRyb< —k}, existiendo una desconexiéon como muestra la Figura 6.2. Ademas, esta
hipétesis es necesaria para poder llegar a la contradiccion de la implicacion entre el segundo y tercer
punto.



CAPITULO [

Aplicacién en ecuaciones diferenciales

El teorema es propio de los abiertos simplemente conexos en los niimeros complejos, se ha probado
que el analogo del teorema no existe para dominios que no sean simplemente conexos, para conjuntos
de variable compleja multiple (C™) o para espacios reales de dimensién 3 o mayor. Pese a esto,
el teorema tiene un alto valor teorico, siendo la base para teoremas con grandes aportes a otras
teorias, como el teorema de uniformizacién de superficies de Riemann o el teorema medible del
mapeo de Riemann. También nos asegura la existencia de mapeos que son altamente complicados de
encontrar, ya que inclusive un mapeo entre abiertos relativamente sencillos (como el de un disco y el
interior de un cuadrado) se tornan en mapeos analiticos sin férmulas explicitas al usar dnicamente
funciones elementales. Una funcion arménica se puede trasladar a otro dominio por conjugacién con
un biholomorfismo y sigue siendo una funcén arménica, de esta forma podemos encontrar soluciones
a problemas como el de Dirichlet.

7.1. Ecuacién de Laplace

La ecuacion diferencial de Laplace es una ecuacion diferencial homogénea de segundo orden, la
cual es expresada usualmente como
Vu = Au = 0.

Esta ha sido estudiada ampliamente, al punto de desarrollar la teoria del potencial, rama que
se dedica a solucionar las funciones armoénicas. Pese a su estudio como funciones de variable real,
también pueden ser analizadas como funciones complejos al aprovechar los mapeos analiticos y las
ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Se sabe que una funcién holomorfa f puede ser expresada en términos de dos funciones u, v como
f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y),

la parte real v e imaginaria v. Gracias a la caracterizaciéon de Cauchy-Riemann, ambas funciones
son armonicas, esto quiere decir que son soluciones a la ecuaciéon de Laplace, de esto se deduce el
siguiente corolario.

46
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Colorario 3. Sean U,V C C abiertos simplemente conezxos distintos de C y u(x,y) una funcion
armonica en U. Entonces existe una funcion v en V inducida por u que cumple

Av =0.
Demostracion. Note que U,V son abiertos simplemente conexos distintos del plano completo, en-

tonces por el teorema del mapeo de Riemann existe un biholomorfismo F' : V — U, ademas, existe
una funcién holomorfa f en U tal que Re(f) = u. Entonces,

g= f © Fa
es una funcion analitica en V. Ademaés, si se toma Re(g) = Re(f o F') = v sabemos que es armonica,
i.e., Av = 0. Por lo que v es la funcién inducida por u, o el traslado de la solucién u hacia V. O
Ejemplo:
Encuentre una funcion f(z,y) definida sobre el semiplano superior tal que
[f(z,y)] <1,

es solucion para la ecuacion de Laplace.

Demostracion. Recordemos que existe un biholomorfismo F entre H y D, segtn teo-
rema 5.13. El problema se reduce a encontrar un g en el disco que sea armoénica y
acotada. Pero gracias a que |w| < 1 para todo w € D, basta con un automorfismo del
disco, como €%, que es holomorfa en D. Entonces si F(z,y) = F(z) =wy fi(w) = e¥,

f(z,y) = Re (fi(w)) = Re(f1 0 F(2)) = Re (fio F(z,y)),

es armoénica en H. Note que f; o F' mapea H en D por lo que la composicién nos
asegura |f| < 1. Luego de un poco de algebra llegamos a la formula explicita:

1—x2—y2 _2y
z,y) = e@+2)®+y® cos [ ——————— ).
Jey) (r57)

7.1.1. Ecuacién de calor

Este es uno de los problemas més conocidos en el estudio de las ecuaciones diferenciales desde su
deduccién por Joseph Fourier en 1822, el desarrollo sobre la teoria de esta ecuacién puede encontrarse
en el texto Applied Partial Differential Equations. La ecuacion de calor busca encontrar una funcién
uw:UXxI—R,donde U C R™ y el intervalo I de reales, tal que cumpla

ou
— = Au.
ot
Acompanada de una condicién de temperatura inicial, descrita como
u(xvo) = f(X)7

indicando el estado en el tiempo 0 del cuerpo. Pero, ;qué sucede cuando el calor es independiente
del tiempo? Se llega a un estado estable, esto transforma la ecuacion anterior a

0 = Au,
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implicando que u es una funcién armonica. Ademas, recordando que la ecuacién de calor esta acom-
panada de condiciones en la frontera, cuando se estabiliza las condiciones se tornan en

u(x) = f(x),

para x € OU, modelandose para un espacio de codimension 1.

Si se toma el problema en el espacio R?, este puede resolverse mediante una recuperacién desde
una solucién equivalente en los complejos. Es decir, se puede resolver el problema de calor estable
en el disco unitario D y asi como para la ecuaciéon de Laplace, se puede trajinar al dominio deseado.
Se procederéd con un ejemplo, pero antes considere el siguiente biholomorfismo:

Ejemplo:
Considere la regién con forma de lente (2 delimitada superiormente por el segmento
de circulo inferior que pasa por —2, —i y 2 e inferiormente por el segmento de circulo
entre —2,—i y 2, como se ilustra en la Figura 7.1. Resuelva la ecuacién de calor en
estabilidad para ) con condiciones iniciales © = 100 para el arco superior y u = 0 para
el arco inferior.

Demostracion. Veamos que €2 es una region simplemente conexa, por lo que existe una
biholomorfismo entre Q2 y H, se elige el semiplano superior ya que las condiciones limite
son constantes distintas. Comenzamos construyendo ¢, un mapeo inyectivo y analitico.
Veamos 0f) esta formada por dos arcos que si se mapea por una transformacion lineal
nos pueden dar un segmento del plano para luego mapearlo en H, dividiéndolo en 2
mapeos que lo componen de forma que:

¢ = ¢20 1.

Usando el teorema 5.19, se puede encontrar el primer mapeo ¢; asumiendo que:

$1(=2) =0 ¢1(—i) =1 $1(2) = oo,

por lo cual,
z+2 ) —i—2 _w :>¢1(z):w:—2+2 ) z'—|—2.
z—2 —i+2 1 z—2 2—1
Note que el arco superior del lente se mapeo en la semirecta del eje imaginario positivo
incluido el cero, ya que:

(7.1)

fl-&-? 2—|—z
-2

2
- (6+2i)(2+z)
(6 —24)(2 —1)
(64 20)%(241)?
- (36+4)(4+1)
230(3—1—2) (2+1)?

L (6i+8)(4i+3)

50

= (24z + 24 + 18i + 32i)

1
=5 (501)

—Z
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mostrando lo dicho. Ahora buscamos un mapeo del primer cuadrante en el semiplano
superior. Considerando que si z estd en el primer cuadrante puede describirse

z=re", reR, 0 € (0,7/2)
unicamente es necesaria ampliar el argumento para que 6 € (0, 7). Por lo cual el mapeo:
a2 .
pa(z) = 22 = (re?)” = re, (7.2)

basta. Finalmente el mapeo se consigue al unir con las ecuaciones 7.1 y 7.2 obteniendo:

N2
o= (2 = (23 32)
Ahora, note que la funcién argumento ARG(w) es biholomorfa en H por lo que
AARG = 0, ademas:

por lo que si:

cumple las condiciones buscadas. Finalmente, se recupera la solucién, siendo esta:

u(z) = @A G(Z +2 M)Q

2—1

7.2. Problema de Dirichlet

El problema de Dirichlet consiste en encontrar una funciéon u sujeta a

(&

donde el abierto Q@ C R? y f es una funcién sobre el contorno de €. En otras palabras, encontrar una
funcion armoénica u en € tal que tome los valores de f en el borde de 2. Se conoce un método para
obtener soluciones del problema por medio de convoluciones con el nicleo de Poisson. Sin embargo, se
estudiard el uso del teorema abierto de Riemman para encontrar soluciones a este problema usando
mapeos biholomorfos.

)ufO en {2,
en 01,

u Q’\m

Consideremos el problema de Dirichlet donde €2 consiste de un cinturén horizontal definido por
Q={z+iwy:zeR, 0<y<1}, (7.3)

el cual tiene como borde las rectas R y R+ i y f se desvanece en oco. Este se resolvera usando un
meétodo indirecto, segtin los siguientes pasos:

1. Reescribir el problema mediante un mapeo conforme G hacia el disco unitario

2. Resolver para el disco unitario aprovechando el kernel de Poisson.
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2

W

/N

e

-1

Figura 7.1: Ecuacion de calor en una regiéon con forma de lente

3. Recuperar la solucién mediante el inverso G~! del mapeo conforme, el ciial es también un biholo-
morfismo.

Para llegar a la meta se comenzard con un teorema sobre dos funciones vitales en la resolucién
de este problema.
Teorema 7.1. Las funciones F : D — Q, y G : Q — D definidas de la forma
1 - 1—e"T
F(2) = 2w (121) v Gl0) =

son mapeos holomorfos, biyectivos e inversos entre si. Donde Q2 es el cinturén definido con anterio-
ridad en 7.3.

Demostracion. Defina las funciones F; : D — H, Fo : H — Q, Gy : Q -5 H, Gy : H — D de la
siguiente forma:

1—w.
Fl('lU) :m'l,,

1
Fi(w) = log(w),
G1(z) =€°T,

11—z
Ga(2) Ti4 2

Notese que los mapeos Fy y G son biholomorfismos e inversos entre si, por teorema 5.13. Ademas,
como log es holomorfa y biyectiva en H, F5 lo es. Vea que

Flw) = ~log (1524) = ~ log (Fy(w)) = Fy o Fy(w),
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en consecuencia F' es analitica y biyectiva en ID. Tenemos también que

wT

1
F(G(w)) =Fa0F10Ga0Gi(w) =Fy0loGi(w) =—log(e¥™) = — =w,
7r T

donde I es el mapeo identidad. Entonces, G y F son inversos. Recordando que el inverso de un
biholomorfismo es un biholomorfismo, F~! = G es analitico y biyectivo. O

Analicemos ahora el comportamiento de F' cuando la evaluamos en la circunferencia de radio 1,
es decir, el conjunto OD = {z : |z| = 1}. Tome a + bi € ID > a® # 1,

F(a+ bi) = % log (1;2;1’;31')
_ Ly (1 (a-+bi) ) (<1+a> bz)
p (a0 ¥) \ TFa)=t0)
_ %bg( Qoelsa) Lo —oni- (i)
_ %log (1 a —1bj2—£jragz:b2bz+abzl>
= %log (1 (TJ;ZL 2 )
= %log( 201 J_ri[)n )
- et
=5 (sh)

Note que w = +1 € R, entonces log(w) = In |w|+ k7. Ahora, separe el dominio en el medio disco
superior e inferior sin —1 o 1. Como |a| < 1 se tiene que a + 1 > 0 por lo que si b < 0 el argumento
de w es 7 resultando en F'(z) = In |w| + 4, por otro lado si b > 0 resulta en F(z) = In |w|. Es decir,
F mapea el semi-disco superior en R y el semi-disco inferior en la recta &(z) = i.

De forma mas precisa, considere z = e*T%, como |z| = 1, z = €. Analizando el comportamiento
de F aprovechando el analisis anterior vemos que conforme y va de —7 a 0 la funciéon F(e¥") toma
valores de i + oo hasta ¢ — oo y conforme y va de 0 a 7 la funcién F(e¥") toma valores de —oo hasta
00.

Considere la funcién ~
3 i fba+bia y#ﬂ-kvkgzka
ey = {Rolat b w7k
0, y=nmnk,k* =k,

dénde F (e%) = a+biy fo(a+bi) = f(a,b). Ahora, f es continua en 9D, aplicando el kernel de
Poisson para encontrar la solucién al problema de Dirichlet en el limite del disco:

iw) =5 [ P0— )iy
1 0 - ™ _
o | Pr(0 —y) f1(y) dy +/O P —y) foly) dy,

donde w = re'?, y

1—72

PO—y)=—
( v) 1—2rcosf 4+ r?
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Vea que 4 es armoénica y G es holomorfa en el disco, por lo que se tiene que %o G es armoénica en la
Q0 y cumple las condiciones de frontera para el problema de Dirichlet. Asumiendo que re? = G(i¢)
se puede reescribir u, de la siguiente forma

a(w) = o G(ip) = M/OO { u(t,0) + ult, 1) ]dt.

2 coshnt —cosmy  coshmt + cosmy

— 00

Note que @oG mapea 9S) en 9D cumpliendo las condiciones de frontera, por lo que u(0,y) = 4o G (i)
es solucion para ¢ € (0,1). Recordando que la solucién para Dirichlet para el cinturén Q con
condiciones de desvanecerse en el infinito es unica, una traslaciéon por x de las condiciones resulta
en una traslacion de la solucion. Por lo que, luego de un cambio de variable se concluye que

sinﬂ'y/oo[ u(z —t,0) n u(z —t1) }dt

2 coshnt —cosmy = coshnwt 4 cosmy

u(x7y) =

—0Q0

Por lo u(z,y) es la solucion al problema de dirichlet en Q. Esto recuperado de la solucién por
kernel de Poisson para el disco unitario centrado en el origen, mediante las funciones del teorema
7.1, las cuales sabemos su existencia por el Teorema del mapeo abierto de Riemman.
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Superficies de Riemann

El teorema del mapeo de Riemann sirve como base para varios teoremas de espacios topolédgicos y
consta de varias generalizaciones. El teorema de clasificacion de superficies de Riemann simplemente
conexas es quiza la generalizacién mas intuitiva y conocida del teorema. La primera prueba formal
fue publicada por Henri Poincaré y Paul Koebe en 1907, posteriormente Koebe continué publicando
varias pruebas y generalizaciones alternativas para el teorema.

El teorema de clasificacion de superficies de Riemann tiene varias formas de enunciarlo, todas se
reducen a clasificar las superficies de Riemann. El teorema propone que todo el conjunto se reduce
a 3 clases de isomorfismos bajo mapeos biholomorfas, siendo sus representantes estandar el disco
unitario D, el plano complejo C y su compactificacion de Alexandroff conocida como la esfera de
Riemann S2.

En este trabajo se con la version suave, ya que su papel es secundario. Pero de cualquier forma es
necesario un desarrollo de la teoria sobre los objetos sobre los que el teorema funciona, las superficies
de Riemann.

Las superficies de Riemann son 1-variedades complejas junto con una estructura adicional cono-
cida como estructura compleja. Para poder entender que es esta estructura compleja es necesario
ver algunas definiciones previas.

Definicién. Sean X una superficie de compleja, U un subconjunto abierto de X y V' C C un sub-
conjunto abierto. Una carta compleja en X es un homeomorfismo (mapeo biyectivo y bicontinuo)
¢ : U — V. Dos cartas complejas ¢; : U; — V; con i = 1,2 se dice que son holomorficamente
compatibles si el mapeo

p2o ¢yt (U NUs) — ¢ (U NU2)

es un biholomorfismo, vea la Figura 8.1.

Recuerde que una superficie compleja es una variedad 1-dimensional que sus cartas se mapean
a C en lugar de R2, por lo que los mapeos ¢, o qSl’l son funciones sobre los complejos, por lo cual
ser biholomorfo hace sentido. De aqui es facilmente comprobable que si ¢ : U — V es una carta

33
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V4

Figura 8.1: Cartas complejas holomorficamente compatibles

compleja y u C U es abierto entonces ¢|,, : u — ¢(u) la funcion restringida a u es holomorficamente
compatible con ¢ : U — V.

Definiciéon. Un atlas complejo de X es un sistema de cartas complejas holomorficamente com-
patibles
L{:{qbi:Ui—>Vi,|i€I},

donde I es un conjunto de indices, tales que cubren la superficie, es decir

Yuvi=x.

icl

Se conoce como analiticamente equivalentes a dos atlas complejos U y U’ de X si todas las cartas
complejas de U son holomorficamente compatibles con todas las cartas complejas de U’.

A partir de este momento se escribird simplemente atlas para referirse a un atlas complejo, excepto
se indique explicitamente. Vea que los biholomorfismo se preservan bajo composicién, por lo que
considerando la relaciéon de ser analiticamente equivalente se puede ver que la responsabilidad recae
en los abiertos de una superficie y el ser biholomorfos entre si. De esto se puede ver facilmente que
esta relacion entre atlas complejas forma una relacién de equivalencia, de la cual nace la estructura
compleja.

Definicién. Se llama estructuras complejas sobre una variedad X a las clases de equivalencia
de los atlas complejos en X.

Cabe resaltar dos aspectos de las estructuras complejas:

. Se pueden determinar por la eleccién de un atlas.

. Posee un atlas maximal U, tomando un elemento U/ de la estructura compleja se pude determinar el
maximal tomando todas las cartas complejas que sean holomorficamente compatible con toda carta
de U.
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Por esto cuando se refieran a una carta compleja arbitraria siempre se tomra del atlas maximal de
la estructura compleja dada, excepto se indique lo contrario. Finalmente se puede establecer que es
una superficie de Riemann.

Definicién. Una superficie de Riemann es un par (X, Y), donde X es una superficie conexa y
3 es una estructura compleja en la 1-variedad compleja X .

En general se escribe X en lugar del par (X, X)) siempre que la estructura compleja ¥ tomada este
clara, en ocasiones se cambia la estructura compleja por un representante U con el cual se trabajara,
escribiendo entonces (X, ). Note que localmente una superficie de Riemann X no es nada méas que
un abierto de los numeros complejos. Sin embargo, cada punto en la superficie pertenece a varias
cartas complejas, esto se traduce en que se identifica dentro de distintos abiertos de C, pero gracias
a que las cartas deben ser holomérficamente compatibles podemos llevar propiedades analiticas de
los complejos hacia la superficie de Riemann, pero estas propiedades deben ser invariantes bajo
biholomorfismos.

Ejemplo: Superficies de Riemann
= El plano complejo C, considere la estructura compleja 3 definido por el atlas con
carta tunica dada por el mapeo identidad I : C — C.

= Subconjuntos de una superficie de Riemann X, tome un conjunto abierto y cone-
x0 Y C X. Vea que Y tiene una estructura natural heredada que la convierte en
una superficie de Riemann. Concretamente, tome el atlas conformado por todos
las cartas complejas

¢o:U—=V

en X, donde U C Y. Esto muestra que las regiones de los complejos son superfi-
cies de Riemann

Viendo estos ejemplos, procedamos a ver una de las superficies de Riemann mas conocidas, que
incluso comparte nombre, la esfera de Riemann. Ademas es vital en el enunciado del teorema de
clasificaciéon de superficies de Riemann.

8.1. La esfera de Riemann

La esfera de Riemann S?, recordado que la esfera S? es homeomorfa al plano complejo completado
C := C U {oo} donde oo ¢ C es un simbolo. Recordemos que esto lo podemos probar usando la
proyeccién esteregrafica, esta asignacion es una biyeccién entre ambos conjuntos. El mapeo consta
de asignar el punto superior al co y luego proyectar la esfera respecto a su polo superior y asignando
el punto de interseccién como su proyeccién, como muestra la Figura 8.2.

Ya que vimos esto, procedamos a mostrar que la esfera S? es una superficie de Riemann. Co-
mencemos dotando a C de la topologia definida por los siguientes tipos de abiertos:

. Conjuntos U C C los cuales son también abiertos de la topologia usual de los complejos.

. Conjuntos resultantes de la union V U {oo} donde K¢ =V C C es complemento de un subconjunto
compacto K de los complejos.

Esta topologia hace que C sea un espacio topolégico compacto Hausdorff. Ahora armamos la
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Figura 8.2: Proyeccién estereografica

estructura compleja de la esfera, considere los conjuntos:

U1 :Z@—{OO}Z(C,
Uy :=C — {0} = C* U {oc}.

Definiendo los mapeos ¢; : U; — C para i = 1,2 de la siguiente forma:
$1(z) =z

1 *
2, parazeC

0, paraz = o0.

Veamos que estos mapeos son homeomorfismos, esto muestra que S? es una superficie compleja.
Dado que U; y Us son abiertos conexos que ademads tienen intersecciéon no vacia Uy N Us # 0
podemos asegurar que la esfera es conexa. Finalmente la estructura compleja de S? se define por
el atlas complejo que contiene las cartas ¢; descritas anteriormente, solo falta mostrar que son
holomorficamente compatibles. Pero ¢ (U3 NUs) = ¢o (U1 NU3) =C* y

pa0¢7t : C* — C*, siendo la asignacion z — 1/z, (8.1)

es un biholomorfismo.

8.1.1. Automorfismos de la esfera de Riemann

Hemos visto los automorfismos de varios conjuntos de nimeros complejos, incluido el plano
complejo, sin embargo esta familia de transformaciones son automorfismos de un superconjunto
de los ntimeros complejos, la esfera de Riemann S2. Vimos que S? es homeomorfa a C usando la
proyeccién estereografica, por lo que podemos tratarlos indistintamente.

Luego de aclarar eso continuemos, como indicamos después de la prueba del teorema 5.16, si
consideremos como dominio y contradominio a C se mantienen las propiedades dadas de las trans-
formaciones de fracciones lineales. Pero dado que algunas definiciones tinicamente estan dadas para
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C y no para el compacto C, es necesario que extendamos la nocién de ser analitico para nuestro
compacto.

Definicién. Una funciéon f : C — C es analitica en oo si y solo si el mapeo w +— f (%) tiene limite
en w = 0 dentro de los complejos completados.

Ahora sabemos cuando una funcién f analitica en C se puede extender a una funcién holomorfa en
C. Ademas, rapidamente vemos que una funcién meromorfa g en C se puede extender a una funcién
holomorfa en los complejos completados. Nosotros usaremos la versién extendida de holomorfismo
para C sobre la notacién de meromorfismos y holomorfismos en C.

Lema 8.1. Sea la transformacion ¢ una fraccion lineal con forma dada por 5.13 con a,b,c,d € C y
c distinta de cero. Entonces la funcion ¢ : C — C es biyectiva y holomorfa.

Arreglados estos detalles queremos encontrar todos los automorfismos de C. Répidamente vemos
que todas las TFLs son automorfismos de la esfera de Riemann, pero buscamos todos y, en efec-
to, las transformaciones de fracciones lineales son todos. Sin embargo, para probar este resultado
necesitamos un lema sobre las funciones holomorfas sobre la compactificaciéon de un punto de los
complejos.

Lema 8.2. Una funcion f es analitica en C si y solo si f es un mapeo racional.

Demostracion. (<) Comencemos con el converso, un mapeo racional es una funcién analitica en C.
Sea F': C — C una funcién racional, entonces existen polinomios sobre los complejos P, @ tales que:

P(z)
Fz) = 2 8.2
6= 50 (82)
con grad(Q) > 0. Usando el algoritmo de divién euclideo reescribimos
Fz) = P(z) + &) (8.3)

Q(2)’

para polinomios P’,r. Como grad(r) < grad(Q) entonces

)

gl

lim F( ) = lim

1
w

|

/(1 r (
o, Jom \ PG+

R )
= i PG) + M 5
— e D (L

_uljlinop (%) +0

— v Pl (L

_uljlglop (o)

limite que existe en los complejos completados, por lo cudl F' es analitica en co.

(=) La prueba en la otra direccién la dividimos en dos partes, primero mostramos que tiene una
cantidad finita de polos para después probar que es una funcion racional. Recordemos que los polos
son puntos aislados, por lo cual son a lo més contables. Sean (py), 5+ los polos de la funcién f
holomorfa en C. Sunponga que hay infinitos distintos polos, como la esfera de Riemann es compacta
entonces es secuencialmente compacta, por lo cual (p,) tiene una subsucesion (g,) convergente. Sea
zop € C el punto de convergencia. Entonces:

Si zp no es un polo entonces f es analitica en zy. Esto implica que Je > 0 tal que f es holomorfa en
B(20)- Pero 2z es el limite de la sucesiéon (g,) por lo que la cola esta dentro de B.(zp) implicando
que no es analitica en la vecindad, contradiccion.



CAPITULO 8. SUPERFICIES DE RIEMANN 58

Si zp es un polo, entonces esta aislado por lo cual Je > 0 tal que f es holomorfa en B.(z). Pero zg
es el limite de la sucesion (g,) por lo que la cola esta dentro de B.(zp) implicando que todos son
iguales a zg, esto contradice la infinitud de polos.

Esto implica que hay una cantidad N € N de polos, esto muestra la primera parte. Consideremos
ahora la serie de Laurent para f alrededor del polo p,, de grado d,:

Z a,”z = Z A i2' +Zanlz = L;(2) + Si(2). (8.4)
i=—dp i=—d,

Repitiendo esto para todos los polos obtenemos la familia (L;(2)),,<, definimos la funcién F :
C — C como o

F(z) = f(z) - Z Li(z). (8.5)

Notemos que si evaluamos un polo de f en F' obtenemos:

N N n—1 N
F(pn) = f(pn) — ZLi(Z) = Lyn(pn) — Sn(pn) — ZLi(pn) = Sn(pn) — Z Li(pn) — Z Li(pn),
i=1 i=1 i=1 i=n+1
(8.6)
que es holomorfa en C. Ademas,
Jn F2) =l £(2) - JH&ZL = Jim £(2),

el cual es un elemento en C. Por lo cual F' es una constantes o un polinomio. En cualquiera de ambos
€asos:

F(z) =Y 2" = f(2) = > Li(2) = f(2) +ZL
i=0 i=1
siendo f una funcién racional, lo buscado. O

Con este lema auxiliar podemos probar que todas las transformaciones de fracciones lineales son
automorfismos de C y todo automorfismo de la esfera de Riemann es una TFL.

Teorema 8.3. Todo automorfismo del plano complejo completado C estd dado por una transforma-
cion de fraccion lineal y toda funcion de este tipo es un automorfismo de C.

Demostracion. (<)Comencemos mostrando que toda transformacion por fraccion lineal es un au-
tomorfismo. Usando el teorema 5.16 sabemos que nuestra TFL ¢ es biyectiva y holomorfa en todo
C, exceptuando los puntos zg = _Td en el dominio y wy = _Td en el contradominio. Por definicion,
zp es el unico polo de ¢ por lo que es meromorfa. Por hipotesis tomamos como region la esfera de
Riemann, en consecuencia

$(20) = 00y ¢(00) = wo,
por lo que ¢ es biyectiva, lo que buscamos.
(=) Sea f un automorfismo de la esfera de Riemann, entonces f es holomorfa y biyectiva. Usando

f es analitica en S? es una funcién racional, eso quiere decir que existen polinomios P, Q sobre los
complejos tales que:
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Como f es biyectiva hay un polo y una raiz, por lo cual el polinomio P es lineal y ) es a lo méas de
grado 1. Esto implica que podemos reescribir la funcién:

az+b

f(z) = ma

con a,b,c,d € C. Por dltimo, la inyectividad nos asegura que ad # bc, de lo contrario f se vuelva
constante. Esto muestra que f es una transformacién de fraccién lineal. O

Recordemos que tanto el teorema del mapeo de Riemann como su generalizacién, el teorema
de clasificacion de superficies de Riemann, trabajan con objetos simplemente conexos. Ya hemos
mostrado que el plano complejo y el disco unitario son simplemente conexos, pero para la esfera
de Riemann tunicamente hemos probado su conexidad, asi que es necesario que probemos que es
simplemente conexa. Para eso usaremos el teorema 6.5, pero para eso necesitamos saber qué son las
funciones holomorfas.

8.2. Funciones sobre superficies de Riemann

Sabiendo que son las superficies de Riemann se puede empezar a jugar con ellas, que tipos
funciones hay y que propiedades obtienen por los atlas complejos. Se comenzara por ver funciones de
superficies de Riemann hacia las superficie de Riemman trivial, el conjunto de los niimeros complejos.

Definicién. Sea X una superficie de Riemann y Y C X un subconjunto abierto. Una funcién
f:Y — C es llamada holomorfa, si para toda carta compleja ¢ : U — V en X la funcion

fod l:p(UNY)>C (8.7)

es holomorfa en el subconjunto ¢ (UNY) C C.

Al conjunto de todas las funciones holomorfas del conjunto Y lo denotaremos por P (V). Vea
que estas funciones son de valor complejo, pero la que se usa para verificar si son holomorfas en
la ecuacién 8.7 es una funciéon de los complejos. De aqui podemos ver que la suma y producto de
funciones holomorfas contintia siendo holomorfa, es decir, el conjunto P (Y') es cerrado bajo la suma
y producto. Adicionalmente, las funciones constantes son elementos de este conjunto, por lo cual
podemos concluir que P (Y) es un &lgebra de funciones.

Notemos que para comprobar si una funciéon f es holomorfa en Y no hace falta verificar para toda
carta compleja en un atlas maximal, usando el hecho de que son holomorficamente compatible y por
el principio de cadenas maximales nos basta con mostrar para una familia de cartas que cubran Y.
Con esto dicho, se puede continuar a una generalizacién del concepto holomorfismo extendiéndolo a
funciones entre dos superficies de Riemann.

Definicién. Sean X y Y dos superficies de Riemann. Un mapeo continuo f : X — Y entre las
superficies de Riemann es holomorfo, si para todo par de cartas complejas ¢ : Ux — Vx en X y
Y :Uy - Vy enY con f(Ux) C Uy, el mapeo:

Yofod ' :Vx = Vy, (8.8)

es holomorfo en el sentido usual, como en la Figura 8.3.

Notemos que para corroborar si un mapeo entre superficies es holomorfo se recurre a las imagenes
de sus cartas en los complejos, por esto en el caso que Y = C es evidente que el mapeo holomorfo
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Figura 8.3: Mapeo holomorfo entre superficies

entre superficies es lo mismo que las funciones holomorfas. Ahora que sabe que es un holomorfismo
entre superficies podemos proceder a los biholomorfismos entre superficies, como se ha visto estas
definiciones son traidas desde el mundo de los complejos y la de un biholomorfismo no es la excepcion.

Definicién. Sean X,Y dos superficies de Riemann y f : X — Y un mapeo continuo entre ambas
superficies. Se dice que f es un biholomorfismo si es biyectivo y los mapeos

X =Y,
1y - X,

son holomorfos. Entonces, si existe dicho biholomorfismo f se llamaran isomorfas a las superficies
de Riemann X y Y.

Vea que si piensa rapidamente en superficies de Riemann isomorfas la respuesta inmediata que se
le debe ocurrir luego de leer este escrito son los abiertos simplemente conexos de los complejos. Tome
dos abiertos simplemente conexos 2; y €25 de los complejos, usando el mapeo identidad les dota de
una estructura compleja natural, finalmente buscamos el biholomorfismo que los haga isomorfos,
pero por el teorema del mapeo de Riemann sabes que son isomorfos entre ellos y al disco unitario.
Pero vea el siguiente ejemplo, este es un poco mas interesante y esta ilustrado en la Figura 8.4.

Ejemplo:
Sea la superficie X un cono con vértice en el origen, altura h; y radio mayor R; que
abre hacia el semi-eje z positivo y la superficie Y un huacal de altura hs y radio maximo
R, tangente en el origen al plano zy y que abre hacia el semi-eje positivo z, como se
ilustra en la Figura 8.4. Muestre que X es isomorfa a Y.

Demostracion. Se comenzara probando que efectivamente son superficies de Riemann
para luego enunciar un biholomorfismo f y asi finalmente probar que en efecto es un
biholomorfismo concluyendo que X es isomorfa a Y.
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Figura 8.4: Biholomorfismo entre cono y huacal

Por conveniencia se usaran las siguientes parametrizaciones:
N 1
X = Tcose,rsmﬂ,R—lr |re0,R]y0€l0,2n] ¢,

Y :{(rcos&,rsin@, %73) |re€[0,Re] y 6 € [O,27r]}.
2

Ahora vea las siguientes cartas complejas

h .
¢: X — C, con regla ¢ (r cosf,rsinf, R—1r> = re®,
1

h .
¥ :Y — C, con regla ¢ <r cosf,rsind, R—22r2> =re'?,
2

que evidentemente formas estructuras complejas para X yY, respectivamente. Probado
que son superficies de Riemann, se procede a construir el biholomorfismo f que viendo
las cartas y sus parametrizaciones se puede deducir una funcién que cumpla. Considere
la funcién entre superfices f: X — Y dado por:

Rih
f@y,2) = (w9, 197132 (3.9)

Es evidente que es una funcién continua y biyectiva, ya que en las primeras dos
componentes es invariante y para la tercera unicamente es un escalada. Ahora falta
probar que es holomorfa con inversa holomorfa,

Yofopt(re?) =yof <rcos€,rsin0, %r)

1
= (rcos&,rsin@, %2;1"2)
2

_ 7’610,
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por lo que f es holomorfa. Ahora para la inversa,
-1 =10 -1 . ha o
o fT o (re ):¢Of rcos@,rsm@,R—gr
=¢ (7" cos,rsinf, %r)

=re'?,

el cual es holomorfo. Por lo tanto, f es un biholomorfismo entre X y Y, entonces el
cono y el huacal son isomorfos. O

De aqui surge una pregunta:

= ;Son todas las superficies de Riemann simplemente conexas también isomorfas al disco unitario D o
qué otros conjuntos de superficies isomorfas existen?

El teorema de clasificacion de Superficies de Riemann responde la pregunta, si tomamos solo
las superficies simplemente conexas existen los tres tipo anteriormente mencionados y si se toma
cualquier superficie, se elige clasificar por sus cubiertas y caen de nuevo a Gnicamente los tres tipos
ya mencionados.

Teorema 8.4 (Clasificacion de Superficies de Riemann simplemente conexas). Las superficies de
Riemann simplemente conexas constan inicamente de:

n el disco unitario D.
= el plano complejo C.

» la esfera de Riemann S2.
Salvo biholomorfismos.

Podemos ver que para todas las superficies de Riemann directamente derivadas de una region del
plano, el teorema del mapeo abierto de Riemann nos indica que son biholomorfas al disco. Pero eso
no basta para probar el teorema, pero la demostracion puede encontrarse en [3], nosotros veremos
que, en efecto, esas tres superficies de Riemann son distintas entre si.

Lema 8.5. No eziste biholomorfismos entre cualquier par de las siguientes superficies,

1. el disco unitario D.
2. el plano complejo C.

3. la esfera de Riemann S2.

Demostracion. (3=2) Suponga que existe un biholomorfismo f : S2 — C entre la esfera de Riemann
y el plano complejo. Recordemos que S? es compacto, como f es continuo entonces f [Sﬂ es com-
pacto; pero, C no es compacto, contradiccion. Entonces, no existe biholomorfismo entre S* y C.

(2=1) Suponga que existe un biholomorfismo f : C — D entre el disco unitario y el plano
complejo. Vea que

|f| <1,
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es decir, f es acotada. Pero f es entera y acotada, usando el teorema de Liouville f es constante,
contradicciéon. Entonces, no existe biholomorfismo entre D y C.

(1=3) Suponga que existe un biholomorfismo f : S? — D entre la esfera de Riemann y el disco
unitario. Recordemos que S? es compacto, como f es continuo entonces f [SQ] es compacto; pero,
D no es compacto, contradiccién. Entonces, no existe biholomorfismo entre S? y D.

O

Aun asi falta comprobar que la esfera de Riemann es simplemente conexa, para eso usaremos
la equivalencia entre holomorficamente simple conexa y simplemente conexa. Para esto necesitamos
ver como integrar en las superficies.

8.3. Integracion en una superficie de Riemann

Para entrar al integracién sobre las superficies es necesario tener un objeto para integrar, estos
objetos son llamados formas en la teoria de superfcies de Riemann.

Definiciéon. Una 1-forma holomorfa en la coordenada z sobre un abierto U C C es una expresiéon
w de la forma:
w = f(2)dz, (8.10)

donde f es una funcién holomorfa en V.
Estos son los objetos que transportaremos haciendo uso de las cartas complejas, pero dado que

una superficies tiene varias cartas complejas debemos tener algin tipo de compatibilidad entre los
dominios que se traslapen.

Definicién. Sean w; = f(z1)dz1 y wa = f(22)dze 1-formas holomorfas definidas sobre abiertos V;
y Va, respectivamente. Diremos que el mapeo holomorfo z; = T'(z2) transforma w; en wsy si

9(22) = [ (T(22)) T'(22)- (8.11)

Veamos que el mapeo holomorfo nos indica que dz; = T'(22)dz2 por lo que si T transforma las
1-formas de manera que:

(Z1)d2’1
(T'(22)) dz1
(T(22)) T"(22) dzz

2,

f
f
f

efectivamente las 1-formas son iguales entre si. De forma similar podemos definir las 1-formas sobre
superficies.

Definicion. Una 1-forma holomorfa sobre una superficies de Riemann X es una colecciéon de 1-
formas holomorfas {w;} sobre los abiertos V; para cada carta compleja ¢; : U; — V; de la superficie.
Esta coleccién es tal que si dos cartas ¢;, ¢; se traslapan entonces la 1-forma w; se transforma en la
1-forma w; por medio del mapeo holomorfo T" = ¢; o qS;l que es el cambio de coordenadas entre las
cartas.
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Con este concepto disefiado especialmente para la integraciéon en superficies de Riemann sobre
curvas, tinicamente nos falta definir las curvas.

Definicién. Una curva o camino sobre una superficie de Riemann X es una funcién continua e
infinitamente diferenciable por partes 7 : [a,b] — X de un intervalo cerrado en los reales hacia X.
Los puntos v(a) y v(b) son llamadas las orillas de ~. Diremos que una curva es cerrada si y solo si

Y (@) = 7(b)

Ejemplo:
Considere la superficie S? la esfera de Riemann y la funcién v : [0,1] — X sobre 52
definida por y(a) = (0, cos (2ma) ,sin (27a) ), como se ve en la Figura 8.5. Veamos que
~ es una curva cerrada, ya que

7(0) = (07 1, 0) = ’7(1)

L
Iy o o
!

Figura 8.5: Curva sobre la esfera

Notemos que en el ejemplo anterior, para ninguna de las dos cartas complejas de la esfera Uy, Us
tenemos que 7y estd contenida completamente. Por lo que es til utilizar las particiones de una curva

Y-

Definicién. Una particion de una curva v : [a,b] — X sobre la superficie de Riemann X es una
descomposicién en n curvas v; : [a;—1,a;] paral <i <ntalesquea =ag < a1 < ... < ap—1 < a, = b.

Veamos que entonces para nuestra curva « sobre la esfera podemos hacer una particion tal que
las curvas 71, 72 estan contenidas en una sola carta de la superficie. Poder hacer esto es importante
para la integracion en las superficies, por lo cual necesitamos la certeza de poder realizarlo de manera
independiente del atlas de la superficie de Riemann, lo cual es posible gracias al dominio compacto.

Lema 8.6. Sea v una curva sobre la superficie de Riemann X . Entonces v puede ser particionada en
un ndmero finito n de particiones {; }1<i<n tal que cada v; es una curva y la imagen esta contenida
completamente en una carta compleja.
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Demostracion. La prueba se deduce del dominio compacto y la continuidad de la funcién . Sabemos
que v[a, b] es compacto, por lo que para todo conjunto de cartas complejas que lo cubren existe un
subconjunto finito que contiene la imagen. De aqui seleccionamos los puntos a; que particionan la
curva y obtenemos la particion {v;}. O

Dado que estamos trabajando sobre nimeros complejos es util adoptar una notacién distinta
al uso de parte real e imaginaria, pero equivalente. Esta notacién usa los niimeros complejos y sus
conjugados para reescribir las partes reales e imaginarias, ya que si z = = + 1y podemos escribir

z+7Z z—7Z
= . 8.12
5 VY= (8.12)

Es mas, también podemos reescribir los diferenciales

_dz+dz d _dz—dz

Tr =

d = 8.13
z 5 ¥y 5 (8.13)
De esto obtenemos que las expresiones de la forma
w(z,y)dz + v(z,y)dy,
pueden reescribirse como
r(z,2)dz + s(z,Z)dz. (8.14)

Teniendo los diferenciales dz y dz podemos definir las formas diferenciales que usaremos para
integrales de linea en superficies.

Definicién. Una C*° 1-forma en la coordenada z en un abierto V' C C es una expresion de la

forma
w= f(z,2)dz + g(2,2)dz, (8.15)

donde las funciones f,g € C*° en V.
De igual manera necesitamos definir la regla de transformacion entre las formas diferenciales.

Definiciéon. Suponga que wy = f1(2,%) dz+¢g1(2,Z) dZ es una C*° 1-forma en la coordenada z sobre
el abierto Vi y wy = f2(2,%) dz + g2(2,%Z) dZ es una C*° 1-forma en la coordenada z sobre el abierto
Va. Sea z = T'(w) tal que define un mapeo holomorfo entre los abiertos Vo y V;. Se dice que w; se
transforma en w; bajo T si fo(w,w) = f1(T(w), T(w))T"(w) y g2(w,®) = g1 (T (w), T(w))T" (w).

Notemos que justamente usando la regla de la cadena tenemos que los diferenciales dz = T"(w)dw
y dZ = T'(w)dw. Usamos el mismo método que antes para trasladar estas ideas a las superficies de
Riemann.

Definicién. Sea X una superficie de Riemann. Una C'*° 1-forma en X es una colecciéon de C'*
1-forma {w;} en las cartas complejas ¢; : U; — V; en la variable del abierto V;. Estas son tales que si
dos cartas v; : Uy — V; y ¢; : U; — V; tienen dominios que se traslapan, entonces las C* 1-formas
w1,ws se transforman bajo el cambio de coordenadas T = ¢; o qb;l.

Ahora procedamos con las integrales de linea sobre las superficies de Riemann.

Definicién. Sea w una C'*° 1-forma y ~ una curva en la superficie de Riemann X con particién
{7:}. La integral de w sobre + es el nimero complejo

L o= [ [HO0 + a0 7070 de
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Ahora podemos mostrar que nuestra tltima superficie de Riemann simplemente conexa, en efecto
es simplemente conexa.

Lema 8.7. La esfera de Riemann S? es simplemente coneza.
Demostracion. Veamos que para usar el teorema 6.5 necesitamos una funcién holomorfa e integrar

sobre una curva arbitraria . Sea f una funcién holomorfa en la esfera de Riemann, por lema 8.2
sabemos que f es una funcién racional. Ademés, por definiciéon las funciones

foorly fodyl,

son holomorfas en C, por lo cual f(z) es un polinomio. Note que ademés deben ser holomorficamente
compatibles, asi que usando el cambio de coordenadas obtenemos en C*:

Foorl(z)=fody(2) 65" ()
f(z) = f(1/2) - (—272)
2f(z) = —f(1/2).

Reescribiendo como polinomio a f(z), obtenemos:

n n
22 E anz’t = — g anz "
i=0 i=0
n n
E apz" T2 = — E anz” "
i=0 i=0
n
E an, (Zn+2 + Z—n) — O,

para todo z € C*, lo cual es absurdo excepto si f(z) = 0. Finalmente tome v una curva ce-
rrada sobre S2%, usando el lema 8.6 podemos obtener la particién {v;} tales que estdn contenidas
completamente en una de las dos cartas de la esfera. Expresando f(z)dz como una C*° 1-forma,
f(2)dz =7r(2,2)dz + s(z,2)dz = w

O

Por lo cudl al aplicar la integral sobre una curva cerrada simple de una funcién holomorfa en la
esfera S2, obtenemos que es 0. Por esto concluimos que 52 es simplemente conexa. O

8.4. Dirichlet en la esfera

En el segundo capitulo vimos como usar el teorema del mapeo abierto de Riemann para solucionar
el problema de Dirichlet sobre abiertos en el plano, esto podemos extenderlo a la superficie de
Riemann simplemente conexa del disco unitario . Pero, ;cémo es dicho problema sobre la tercer
clase de superficies de Riemann, la esfera S?? Para plantear esta generalizacién del problema de
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Dirichlet necesitamos poder resolver ecuaciones diferenciales sobre la esfera. Para poder hacer esto
es necesario tener la forma volumétrica de la esfera de Riemann. Sabemos que esta es

dVOls2 = xld.’ﬂg A\ d.’Eg + .’EQd.’Eg AN d.’ElngdiCl A dl’g,

en R3. Pero estamos trabajando con superficies complejas por lo que debemos reescribirla en este
ambito:

Lema 8.8. La forma volumétrica de la esfera de Riemann S? es

2 dzNdz

St (8.16)

dVOls2 =

Demostracion. Comencemos calculando las derivadas de ¢ : C — S2, la proyeccién estereogréfica
dada por:

¢(z7z):<z+z 1 22—z zz—l)

14220 1422 1422
Dicho de forma equivalente para cada coordenada:

z2+7Z 1 2—7Z 2z —1
XrT1 = ——, Lo = — - rs = .
I = A Ea e

Derivando obtenemos las siguientes tres igualdades:

d zZ)d dz z
doy = 212 C Fde —— - (ZJFZ)ZZ,dz
(1422) (14 22) (1+22)  (1+22)
(4 22—22-2)dz+ (1+ 22— 2% — 22) dz
B (1+22)°
1-22 1— 22
= S dit — _dz.
(1+22) (1+22)
dy — dz _(z—z)~zdz_ z  z-Z &

(I+22)i  (1+422)% (1+22)i (14 22)%
(1+22—22+72%)dz— (1 + 22+ 2% — 22) dz

(1+22)%i
(147 dz— (14 2%)dz
B (1+22)%i '

z z-1 z-1
dg= ——dz— ——— . Zde+ ———dz— ———_ .2 dz
1+22 (1+ 22) 1+22 (1+ 22)

_ (F4+ 2P -2 +2)de+ (2 +2%2— %2+ 2) dz
B (1+22)°
2z 2z

= dz + dz.
(14 22) (14 22)?
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Con esto podemos calcular el elemento volumétrico de la esfera en las coordendas de z y Z, recordemos

que este es:
dvolge = x1 dzo A dxg + xo dxs A dxy + x3de A das. (8.17)

Calculemos cada sumando por separada para luego encontrar dvolgz.

2z 2z

_ 2 g o
l‘ldszdx3:Z+Z (1+7%) dz (1+z)dz]/\

— dz + dz
142z (1+422)%i (14 22) (14 22)°
z 1 2
SLALA — [(1+7%) dz — (14 2%) dz] A ——— [zd= + 2dZ]
1+22 (1+22)%i (1+ 2%)
5 _
=f~LZ5[(1+22)dz—(1+22)d2]/\[Edz-i—zd?]
(14 2%2)
2 z+7Z 9 - o\
== ——= [22(1 +2°)dz A dz — 22(1 + 2°)dz A dz]
v (14 22)
5 -
=*.-Lz5[z+z§2+5+22§]dz/\d§
v (14 2%2)
5 -
:aLZS(erz)(lJrzz)dzAdz
v (14 2%2)
2 )2
_ 2 CFE
v (14 2%)
) 9% 2 1772 1— 2
o dis Aday — —— 2 L det —=dz| A L At —dz
(1+22)i | (14 22) (1+22) (1+22) (1+22)
Z—Z

T+ (14227 [Zdz + zdz] A (lez)z [(1—2%)dz + (1 — 22)dz]

9 =
== ﬁ [Zdz + 2dz) A [(1 - Z2)dz + (1 - 2%)dZ]
2 z2—Z _ 9 _ 9
:;.m[z(l—z)dz/\dz—i—z(l—z)d?/\dz]
:Z. (1':__3)5 [Efzzéfquz?ﬂ dz Ndz
i 2Z
2 z2—Z N
—_g ﬂdz/\d?
i (1+22)t '
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xIs dl’l AN diEQ =

ZZ—1| 1-72° st 1—22 . (1+2%)dz— (14 22) dz
L+ 27 | (14 22)° (1+ 22)? (1+422)%i

Z—1 [(1=2%)dz+ (1 - 2?)dz] N [(1+72%)dz — (14 2?) dZ]
1422 (14 22) (1+422)%i

1 2zz-1 _ " _

- = [(1- z2)dz + (1 — zz)dz} A1+ z%)dz — (14 2°) dz]
L 2ol (o211 2)de Adz 4 (1— 22)(1+ 22)dz A de]
i (1422)°
%-%[—(1+22—22—,2222)—(14—22—z—z252)]dz/\d2
1 2z —1 9-9

2 Zzz-1

(14 22)(1+ 22

- (1+z§)5( +22)(1 4 2z)dz AN dz

2 (2z2—1)

2

i (1+22)*

Finalmente sumamos los términos que calculamos independientemente:

dvolg2 = x1dxo Adrs + 2o drs Adry + x3dry Adrs

Lo que buscamos.

SN SN SN S N S N SN

. (z+2)? 2 (2—2)* 2 (2z2—1)
(1+22) zZ

(1+22)
dz Ndz
X1+za4[

dz Ndz

(14 22)1 [
dz Ndz
1+ 22)"

2
4dz/\cﬁ

dz Ndz + 2. RSade i
Fe ezt i (14 2%2)

(1+z§)4d2/\dz+g-

! s [(z+2)? = (2 =27+ (22— 1)*]dz Adz

427+ 7 - 2272+ 27— 222+ 1]
2272+ 227 + 1]

(22 + 1)*

dz Ndz
(1+22)%

69

O

El término 8.16 es conocido también como la fubini-study metric o forma de Kéahler de la esfera.
Con esta forma definida ya podemos resolver ecuaciones diferenciales sobre la esfera de Riemann,
por lo que tnicamente nos falta plantear el problema de Dirichlet sobre la superficie. Recordando
que este problema consta de encontrar una funcién armoénica con condiciones en la frontera, debemos
ver que es una funcion armonica en la esfera. Recordemos que una funcién f es armoénica si:

V2f =0, o equivalente, 90 f = 0.

(8.18)

Por lo cual podemos escribir el problema de dirichlet sobre la esfera como encontrar una funciéon f

tal que:

90f =0y f(w) =u(w) en N,

donde € es un abierto simplemente conexo en S2.
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Conclusiones

Hemos visto que los biholomorfismos crean tres clases distintas de abiertos simplemente conexos en
los niimeros complejos, siendo estos el plano complejo C, el disco unitario D y el conjunto vacio (.
Estudiamos algunas familias de funciones biholomorfas y sus aplicaciones. Ademés, vimos distintos
automorfismos para cada una de las superficies de Riemann simplemente conexas encontrando que
estas funciones tienen una forma general para cada superficie. También exploramos cémo resolver
ecuaciones diferenciales usando el teorema del mapeo abierto de Riemann para trasladar el dominio
de las soluciones, en especial para el problema de Dirichlet haciendo uso de la propiedad la cual indica
que las funciones componentes son conjugadas armoénicas. Finalmente vimos una generalizaciéon del
teorema, la cual clasifica las superficies de Riemann y como reescribir el problema de Dirichlet en
estas tres superficies simplemente conexas.
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capituro 10

Recomendaciones

1. Estudiar métodos ntimericos para la resolucién de ecuaciones diferenciales para unirlos a biho-
lomorfismos para la resolucion en distintos abiertos.

2. Profundizar en las superficies de Riemann para demostrar el teorema de clasificacion de su-
perficies de Riemann.
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APENDICE A

Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann son un par de ecuaciones diferenciales parciales esenciales en el
estudio de la funciones holomorfas en los niimeros complejos. Estas ecuaciones brindan una condicién
necesaria para la ser diferenciable en C.

Teorema A.1 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann). Sea f : C — C wuna funcion y z = x + iy un
numero complejo, tal que f puede escribirse como

f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
para dos funciones de valores reales u,v. Entonces si f es holomorfa en zy tenemos que:

ou ov ou ov

%(1’073/0) = gy(zo,yo) Y a*y(fﬂovyo) = *%(1’072/0)- (A.1)

Ademds, el valor
ou v
/ _ y
f'(z0) = oz (z0,Y0) + Yo (z0,%0)s
st existe la derivada en zg.
Demostracion. Sea f : C — C holomorfa en zy = xo +iyo tal que f(z) = u(z,y) + iv(z,y). Entonces
existe el limite:

LR fe) ) i)~ (e, 0) + iv(ro. o)
z—z0 z— 29 (z,y)—(w0,y0) (x +iy) — (w0 + iyo) .
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Por esto sabemos que las derivadas direccionales existen, puntualmente las siguientes dos:

[u(, yo) + iv(z, yo)] — [w(wo, yo) + iv(zo,Yo)]

lim - ; =
(z,y0)—=(z0,y0) (@ +iyo) — (zo + tyo)
lim u(z,yo) +iv(x, yo) — u(xo,Yo) — (w0, Yo) _
(2,y0)—(z0,v0) T + 1Yo — To — Yo
I u(@,yo) — u(xo,yo) + iv(x,yo) — (o, 40) _
(z,90)—(z0,Y0) T — Zo
) — ulmo, o) + i [v(w, o) — w0, p0))
(z,90)—(z0,Y0) T — o
im 4@y0) —ul@o,yo) (@ yo) — v(wo,yo) _
(®,50)—(w0,y0) T — o T — g
, u(x,yo) — u(zo, yo) , (2, y0) — v(20,%0) _ Ou v
lim + lim i = —(xo, +i1— (0, Y0),
(z,90)—(z0,Y0) T — o (z,y0)—(z0,y0) T — To al‘( 0:30) ax( 0:%0)
y
lim [u(wo,y) + iv(zo,y)] — [w(wo, Yo) + v (0, yo)] _
(w0,y)—(20,%0) (xo +iy) — (w0 + iyo)
lim u(z, yo) + tv(z, yo) — u(zo, yo) — iv(xo, Yo) _
(2,90)—(z0,0) To + 1Y — To — Yo
I u(z, yo) — u(zo, yo) + 1 (x, yo) — iw(xo,yo) _
(z,90)—(%0,¥0) 1Y — 1Yo
1 u(z,yo) — u(zo,yo) + 1 [v(x, yo) — v(T0, Yo)] _
(z,90)—(z0,Y0) Z(y - yO)
I u(z,yo) — w(zo,y0) | i [v(z,y0) — v(z0,Y0)] _
(.90)—(z0.30) i(y — yo) i(y — yo)
. u(z,yo) — u(zo,Yo) . v(x, yo) — v(zo, o) Ou v
lim - + lim = —i—(xo, + —(x0,Y0).
(2,90)— (z0,v0) i(y — Yo) (2,90)— (z0,v0) Y — Yo 8y( 0-30) 81/( 030)
Igualando ambos limites obtenemos que:
ou Ov ov Ou
%(!Eo,yo) + Z%(!EO,Z/O) = afy(ﬂcoayo) - Z@(xoyyo),
de lo cual obtenemos las ecuaciones de Cauchy-Riemann. O

A.1. Coordenadas en z y su conjugado

Veamos ahora estas ecuaciones pero usando un sistema de coordenadas distintas. Teniendo que:
z=x+ 1y y Z=x—1y (A.2)

podemos reescribir las ecuaciones de Cauchy-Riemann al cambiar la parte imaginaria y real por un
numero complejo z y su conjugado. Usando las ecuaciones en (A.2) podemos obtener:

Z+7z Z—Z

operando ambas ecuaciones concluimos que:

Jr 1 Oz ady 1 i Oy

9z

20z Y 9z 2 2 oz
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Por conveniencia establecemos la siguiente notacion:

0 — 0 0 0
:Efv 6f:£fa f»L:af:aixfa fy:af:

of 5

Entonces, teniendo f(z,y) una funciéon C*°, obtenemos

of ofox  Of Oy
92 0102  0yo=
_of1  of 1
=02 oy

C1/of  of
_2<3x_23y>
0f = 3 (o —ify).

También,

of _ofox o) oy
0z 0x 0z Oyoz
_9f1 af 1

C0x2  Oy2i

_1/0f  Of
‘2Qh+%w>

B = 3 (e tify).

Veamos que si f es holomorfa entonces:
of 1 oy L[[O0u  Ov (Ou Ov 1
9z 2 (e +ify) = 2 {(83: +181‘) T <8y +Z@y>} 2

Por esto vemos que la condicién:

Qu_0v 00 ;9% Zg
or oy oxr Oy)

of -,
Sz =0r=0,

es equivalente a las ecuaciones de Cauchy-Riemann, lo cual indica también que sus funciones com-
ponentes son conjugadas armonicas.

A.2. Funciones armonicas

Recordemos que f es armonica si y solo

02 0?

Condicién que buscamos reescribir en coordenadas de z y Z. Usando

Of =5 (fa—ify),

N

5f = (fx +ify)a

N |
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obtenemos las igualdades

fo=0f+0f 'y ify=0f-0f. (A4)

De aqui podemos reescribir los sumandos de la ecuaciéon de Laplace

0

.0 Ox
T 0202
0
=20fs
—20(9f + )
—2(d0f + 00f)

Jfaa
fa

2 2

2y (22L23)

—2(90f — 00f) .

Finalmente podemos escribir la ecuacién de Laplace como
2(00f + 00f) +2(90f — 00f) = 490f =0,
por lo cual una funcién f es armonica ssi

99f = 0. (A.5)



