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Prefacio

La motivacién de este trabajo surgio gracias a la fascinacion profunda del autor con la Matemé-
tica pura, como la constante curiosidad sobre los distintos temas de matematica avanzada lo llevé a
cursar selectivos como Analisis de Variable Real y Geometria Diferencial. Esto fue solidificado atn
més al recibir el curso de Relatividad General durante la elaboracién del pregrado, donde finalmente
pudo observar como todos los conceptos abstractos previamente estudiados tomaban forma en una
teorfa concisa y bien delimitada.

Esto provoco que el autor indagara y profundizara més en temas de relatividad general, especialmente
aquellos que resonaban con los temas vistos en el curso de Geometria Diferencial, el cual el autor
curs6 durante toda la duracion del semestre en el cual fue la elaboracion de este trabajo. Encontrando
asi bellas expresiones matematicas como el teorema de Lovelock, el teorema generalizado de Stokes,
las condiciones de calibre TT, entre otros.

Como consecuencia de lo anterior, gran parte de la teoria utilizada en este trabajo no fue cubierta
en los cursos de licenciatura cursados por el autor, sino que fue estudiada y desarrollada por aparte.
Sin embargo, la excelente formacion que presta esta casa de estudios fue el contribuyente principal
para el éxito del trabajo en este aspecto.

Finalmente, antes de comenzar, se enuncia el uso adoptado a lo largo del presente trabajo del
enmarcado en las ecuaciones como una herramienta para enfatizar la expresién mostrada, por
ejemplo:

Expresion a la cual se le hace énfasis.

111



Agradecimientos

Después de concluir este trabajo de investigacion, nace la necesidad de expresar el méas profundo
agradecimiento a las siguientes personas:

= MBA. Maria Renée Santos Sanchez, por ser la mejor madre que esta efimera existencia me
pudo haber otorgado, su apoyo, paciencia y amor han sido el factor decisivo para la elaboracion
de este trabajo.

= MEd. Ana Maria Sanchez Garcia, por el apoyo incondicional que brindo durante la elaboracion
de este trabajo, pero sobretodo, por ser mi segunda y muy exigente madre.

= MSc. Irene Aguilar, por siempre creer y promover el talento de sus estudiantes.

= PhD. Julio Gallegos, por su constante apoyo durante la elaboraciéon de este trabajo, pero sobre
todo, por ser una fuente de inspiraciéon y admiracién constante.

= MSc. Dorval Carias, por su constante apoyo a lo largo de la carrera.

» MSc. Eduardo Alvarez, por ayudarme a darme cuenta de mi potencial.

v



Indice

Prefacio

Agradecimientos

Lista de figuras

Lista de cuadros

Resumen

1.

2.

Introducciéon

Objetivos

2.1. Objetivo general . . . . . . . ...
2.2. Objetivos especificos . . . . . . . .

Justificacion

Marco teérico

4.1. Mecanica clasica . . . . . . . .. e e e e
4.1.1. Principio estacionario de Hamilton . . . . . . . ... .. ... ... . .....
4.1.2. Calculo variacional . . . . . . . .. ..o o

4.2. Teorfa clasica de campos . . . . . . . . . .. e e
4.2.1. Segundo teorema de Noether . . . . . ... ... ... ... .. .. ......

4.3. Geometria diferencial . . . . . .. ... L e
4.3.1. Elespacio-tiempo . . . . . . . . . . ...
4.3.2. El producto exterior y las formas diferenciales . . . . . . ... ... ... ...
4.3.3. Soporte compacto . . . . . ... e

4.4. Introduccién a la relatividad general . . . . . . . . ... .. ... .. ..
4.4.1. Notaciéon de Einstein . . . . . . . . . . . ..o
4.4.2. Métricausual . . . . . . .. e
4.4.3. Meétrica de Minkowski . . . . . . . ... o

4.5. Aproximacion posnewtoniana(PN) . . . ... ..o Lo Lo Lo

Antecedentes

Alcance

ITI

v

IX

XI

N DN

95

O W WO U R



INDICE

VI
7. Derivaciones tedricas 16
7.1. Derivacion de las ecuaciones de campo de Einstein . . . . . .. ... ... ... ... 16
7.1.1. Derivacion del principio de Hamilton . . . . . . . . . ... .. ... ... 16
7.1.2. Generalizacién a un sistema con grados de libertad infinitos . . . . . . . . .. 18
7.1.3. Densidad lagrangiana . . . . . . .. .. oo 19
7.1.4. Variar la accion respecto a la métrica . . . . . . . ..o 27
7.1.5. Aplicar el teorema de Lovelock . . . . . ... ... ... ... .. ....... 27
7.2. Construir la acciéon de Hilbert-Einstein . . . . . . . . ... .. ... ... 29
7.2.1. Candidatos para la densidad lagrangiana . . . . . .. ... ... ... .. .. 29
7.2.2. La accién de Hilbert-Einstein . . . . . . ... ... . 0oL 30
7.3. Limite de campo débil y estructura de calibre de las

ecuaciones de campo de Einstein . . . . . .. ..o o oo 32
7.3.1. Linealizaciéon de la gravedad bajo la métrica de Minkowski. . . . . . . .. .. 33
7.4. Condiciones de calibre . . . . . . . . ... 43
7.4.1. Simetria de calibre . . . . . .. ..o 43
7.4.2. Elcalibrede Lorenz . . . . . . . . . . .. 45
7.4.3. Sistema de coordenadas del calibre de Lorenz . . . . . . ... ... ... ... 46
7.4.4. Calibre TT . . . . . . . . e e 48
7.5. Modos de polarizacion . . . . . . . . . ... e e e e e e 56
7.5.1. Interpretacion . . . . . . . . ..o e 56
7.5.2. Comprobacion . . . . . .. .. 56
8. Visualizacion de las ondas gravitacionales 59
8.1. Preliminares . . . . . . . . . .. 60
8.1.1. Basetedrica . . . . . . . . . . . L e 60
8.1.2. Funcionamiento . . . . . . . . . . .. e 60
8.1.3. Aproximaciones . . . . . . . . . ... 61
8.1.4. Funcionamiento (parte 2) . . . . . . . ... . ... 62
8.2. Métodos implementados en la visualizacion . . . . . . . .. ... oL 63
8.2.1. Linspace y Mesh . . . . . . . . . e 63
8.2.2. Array broadcasting . . . . . . . .. ... 64
8.3. Programacion defensiva . . . . . . ... 65
8.4, Outputs . . . . . . . e 66
8.4.1. Primer output . . . . . . . . . e 67
8.4.2. Segundo output . . . . . ... 69
8.4.3. Tercer output . . . . . . . .. 71
8.4.4. Cuarto output . . . . . . .. e 73
8.4.5. Quinto output . . . . . . .. 75
8.4.6. Sexto output . . . . . ... e 77
9. Discusion de resultados 79
9.1. Relacion de proporcionalidad de la frecuencia en la 6rbita circular interna mas estable 80
9.2. Relacion de proporcionalidad del tiempo al merger con masas fijas . . . . . ... .. 81
9.3. Relaciéon de proporcionalidad del tiempo al merger con frecuencia fija . . . . . . .. 82
9.4. Relaciéon de proporcionalidad del strain con las masas del binario . . . . .. ... .. 83
9.5. Relacion de proporcionalidad de la masa chirp y el strain teérico . . . . . . . . ... 84
9.6. Relacion entre el strain proyectado y el strain teérico. . . . . . . . . ... ... ... 85
9.7. Validaciéon de la aproximacion de campo lejano y del cuadrupolo . . . . . . . .. .. 86

9.8. Validacién del uso de meshgrid y linspace como métodos para visualizar el sistema y
efectos del factor de escala visual . . . . . . .. ... Lo oo 87
9.9. Derivaciones teoricas . . . . . . . ..o e e e 88
10.Conclusiones 89

11.Recomendaciones 90



INDICE VII

Bibliografia 93
Anexos 94
A. Codigo fuente de la simulacion 94
B. Propiedad alternante para las 2 y 3-formas 97
B.1. Codigo para la visualizacion de las 2-formas . . . . . . ... ... L 0oL 97
B.1.1. Visualizacién de la 2-forma . . . . . . . .. ... Lo o 99

B.1.2. Cédigo para visualizar la 3-forma . . . . . . .. ... .o 100

B.1.3. Visualizacion de la 3-forma . . . . . .. .. ... oL oo 103

C. Derivaciones complementarias 105

D. Visualizacion sin factor de escala 114



Lista de figuras

4.1.
4.2.
4.3.

7.1.

8.1.
8.2.
8.3.
8.4.
8.5.
8.6.
8.7.
8.8.
8.9.

8.10.
8.11.
8.12.
8.13.
8.14.
8.15.
8.16.
8.17.
8.18.

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

Tlustracion de la variacion y el extremo de un funcional . . . . . ... ... ... .. 5
Visualizaciéon de la propiedad alternante en una 2—forma . . . . ... .. ... ... 10
Visualizacién de la propiedad alternante en una 2—forma . . . . . . ... ... ... 10
Transformacién del sistema coordenado para el calibre de Lorenz . . . . ... .. .. 46
Vista superior 1. . . . . . . . oL e 67
Vista lateral 1. . . . . . . . . . 68
Valores calculados visualizacion 1 . . . . . . . . . . . . . ... 68
Vista superior 2 . . . . . ..o e e 69
Vista lateral 2. . . . . . . . . e 70
Valores calculados visualizacion 2 . . . . . . . . . . ..o 70
Vista superior 3 . . . . . . . L e 71
Vista lateral 3. . . . . . . . . . 72
Valores calculados visualizacion 3 . . . . . . . . . . .. ... 72
Vista superior 4 . . . . . ..o e e 73
Vista lateral 4 . . . . . . . . . . e 74
Valores calculados visualizacion 4 . . . . . . . . . .. ... oo 74
Vista superior 5 . . . . . . . oL e 75
Vista lateral 5. . . . . . . . . 76
Valores calculados visualizacion 5 . . . . . . . . . . . ... 76
Vista superior 6 . . . . . . .. L 7
Vista lateral 6 . . . . . . . . . . e e 78
Valores calculados visualizacion 6 . . . . . . . . . . .. ... 78

Grafica entre la masa total del sistema binario y la frecuencia del ISCO en la simulacion(log-

log) base 10 . . . . . . . L 80
Gréfica entre la frecuencia instantanea y el tiempo al merger en escala logaritmica(log-
log) base 10 dejando la masa total fija en (3.94 masas solares) . . . . .. . ... ... 81
Gréafica de masa total vs tiempo a coalesencia en escala logaritmica(log-log) base 10
dejando la frecuencia fija a 200(Hz) . . . . . . . ... ... Lo Lo 82
Grafica de la masa chirp vs el strain gravitacional en escala logaritmica(log-log) base
10 dejando la frecuencia fija en (200Hz) . . . . . . . . ... oL 83
Grafica de la masa chirp vs el strain gravitacional teorico calculado por el programa
en escala logaritmica(log-log) base 10 dejando la frecuencia fija en (200Hz) . . . . . . 84
Grafica de los strains proyectado y teorico con frecuencia fija en (200Hz) . . . . . . . 85

VIII



LISTA DE FIGURAS IX

B.1.
B.2.
B.3.
B.4.
B.5.
B.6.

C.1.
C.2.
C.3.
CA4.
C.5.
C.6.
C.7.
C.8.

D.1.

Visualizacion de la propiedad alternante de una 2-forma . . . . . .. ... ... ... 99
Visualizaciéon de la propiedad alternante de una 2-forma . . . . . .. ... ... ... 99
Visualizaciéon de la propiedad alternante de la 3-forma . . . . . . ... .. ... ... 103
Visualizacién de la propiedad alternante de la 3-forma . . . . ... ... ... .. .. 103
Visualizacion de la propiedad alternante de la 3-forma . . . . . . ... ... ... .. 104
Visualizacion de la propiedad alternante de la 3-forma . . . . . .. ... ... .. .. 104
Derivaciéon de la expresion del tiempo al merger . . . . . . . . . ... ... 106
Derivaciéon de la expresion del tiempo al merger . . . . . . . . ... 107
Comprobacion que el tensor de curvatura es distinto de cero bajo calibre TT . . . . 108
Demostraciones generales/ideas clave . . . . . . . . . ... L 109
Demostraciones generales/ideas clave . . . . . . . . . ... L. 110
Demostraciones generales/ideas clave . . . . . . . .. ... oL 111
Demostraciones generales/ideas clave . . . . . . ... ... oL 112
Demostraciones generales/ideas clave . . . . . . ... ... o L. 113

Visualizacion sin el factor de escala para cumplir con el principio de Nyquist-Shannon 114



Lista de cuadros

8.1.
8.2.
8.3.
8.4.
8.5.
8.6.
8.7.
8.8.
8.9.
8.10.

9.1.
9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

Constantes numéricas del programa . . . . . . . . ... L Lo 60
Variables ingresadas por el usuario . . . . . . . . ... oL 60
Parametros calculados del programa . . . . . ... ... oL oL 61
Interpretacion fisica del strain en el codigo. . . . . . . .. ..o 64
Primer set de condiciones iniciales . . . . . . ... ... o oL, 67
Segundo set de condiciones iniciales . . . . . . . .. ... 69
Tercer set de condiciones iniciales . . . . . . . . . ... ... L 71
Cuarto set de condiciones iniciales . . . . . . . ... ... Lo 73
Quinto set de condiciones iniciales . . . . . .. ... Lo oo oL 75
Sexto set de condiciones iniciales . . . . . . . .. ... ... L 77
Relacion entre la masa total del sistema binario y la frecuencia del ISCO en la simulaciéon 80

Relacién entre la frecuencia instantdnea fsnap v el tiempo a la coalescencia tcoal.

dejando la masa total fija en (3.94 masas solares) . . . . . . .. .. ... L. 81
Relacion entre la masa total del sistema binario y el tiempo a la coalescencia, dejando
la frecuencia fija a 200(Hz) . . . . . . . .. L 82
Relacion entre la masa chirp M y el strain gravitacional proyectado hy dejando la
frecuencia fija en (200Hz) . . . . . . . ... 83
Relacion teorica entre la masa chirp M y el strain gravitacional teorico hg calculado
por el programa con frecuencia fija en (200Hz) . . . . ... ... ... ... ... .. 84
Comparacion entre el strain proyectado y el strain teodrico calculado por el programa
para cada valor de masa chirp con frecuencia fija en (200Hz) . . . ... . ... ... 85



Resumen

Como parte de este presente trabajo se llevo a cabo la derivacion de las ecuaciones de campo a
partir del principio estacionario de Hamilton. Esto se realizd generalizando el concepto de la accion
en mecanica clasica a la teoria clasica de campos utilizando un refinamiento de red. Seguidamente se
mostro la forma y dependencias que toma la densidad lagrangiana bajo dicha teoria, luego, a manera
de probar las cuatro condiciones que exige el teorema de Lovelock, se demostraron las siguientes con-
diciones sobre la densidad lagrangiana: invariante bajo difeomorfismos, localidad y densidad escalar,
dependencia lineal respecto a las dos primeras derivadas del campo. Durante este proceso se hizo uso
de conceptos de geometria diferencial tal como lo son las formas diferenciales, el producto exterior,
el teorema de Stokes generalizado, etc.

Después de demostrar las condiciones sobre la densidad lagrangiana, se introdujo la derivada de
Fréchet de este respecto a la métrica usual. Esto permiti6é generar la forma del tensor utilizado en el
teorema de Lovelock; este exige que dicho tensor debe de ser: simétrico, concomitante de la métrica,
divergencia nula y lineal respecto a las segundas derivadas de la métrica. De dichas propiedades la
dnica que no es autométicamente satisfecha mediante las propiedades de la densidad lagrangiana
previamente mostradas es la divergencia nula, esta se demostré6 mediante el segundo teorema de
Emmy Noether. Al aplicar el teorema de Lovelock, se logré especificar la forma resultante del tensor
formado apartir de la derivada de Fréchet de la densidad lagrangiana. Esta forma resultante es la
del tensor de Einstein, y de esta forma se extrajeron las ecuaciones de campo de Einstein mediante
el principio estacionario de Hamilton.

Seguidamente se presenté como al aplicar las condiciones de linealizacién de la gravedad, y los ca-
libres de Lorenz y T'T, los resultados de las ecuaciones de campo son restringidos a ecuaciones de
ondas planas. Esto se llevé a cabo con un gran nivel de detalle, mostrando como cada componen-
te de los elementos concomitantes de la métrica, como el tensor de Ricci, su escalar, el tensor de
Riemann, los simbolos de Christoffel y el tensor de Einstein, se desvanece o permanece al aplicar la
condicion de linealizacién. De misma forma se mostré componente por componente como al aplicar
las condiciones de calibre de Lorenz y TT, las 16 componentes independientes de la ecuacién de onda
resultante, son reducidas a tnicamente dos componentes independientes, siendo estas los modos de
polarizacién hy y h.

Finalmente, se utilizaron las expresiones encontradas para los modos de polarizacion para formar un
programa que visualice los efectos/perturbaciones que estos inducen sobre el espacio-tiempo, esto se
llevo a cabo mediante la proyeccion cuadrupolar del strain gravitacional generado por dichos modos
bajo la aproximacion posnewtoniana de orden(0PN). La visualizacion presentada utiliza las aproxi-
maciones derivadas de la teoria anterior para calcular la frecuencia ISCO, el strain gravitacional, el
tiempo al merger y la frecuencia maxima posible para que el sistema no se salga de la aproximacién
(OPN). Ademas se introdujo a la visualizaciéon un factor de escala visual de la forma S = “5 para
la fase espacial, este se implement6 a manera de cumplir con el principio de Nyquist-Shannon para
la simulacién de ondas.

XI



CAPITULO 1

Introduccién

La relatividad general es una rama de la fisica formulada por Albert Einstein en 1915. Esta
establece como su principio fundamental el hecho que la gravedad no es una fuerza en el sentido
clasico, como antes se tenia formulado, méas bien, esta es una manifestacion de la curvatura del
espacio-tiempo provocada por la presencia de energia y momento. Esta teoria es expandida a partir
del principio de equivalencia postulado en la relatividad especial, el cual establece que las leyes de
la fisica deben de conservar su forma bajo cualquier cambio de coordenadas.

La dindmica del campo gravitacional se describe a partir de las ecuaciones de campo de Einstein,
las cuales vinculan la geometria del espacio- tiempo representada por el tensor R, y escalar de
Ricci R, con la materia presente en el universo utilizando el tensor de estrés-energia 7),,. Dichas
ecuaciones de campo toman su forma final utilizando la constante cosmologica A y es presentada en

[15, p. 736] como:

1 8rG
R;w - iRg;w + Ag,uu = CTT;W

Las ecuaciones de campo pueden ser restringidas mediante diversas condiciones de calibre, si estas
se deciden restringir especificamente mediante el calibre de Lorenz y subsecuentemente el calibre TT
en el vacio, las soluciones resultantes toman la forma de ondas planas con dos modos de polarizacion
distintos, estos son los modos h;y hyx tal como se muestra en [13]. Dichos modos de polarizacion
representan las perturbaciones en la métrica del espacio-tiempo generadas por las ondas gravitacio-
nales.

Las ondas gravitacionales son generadas por el momento cuadrupolar de sistemas binarios de obje-
tos celestes sumamente densos, si estos suelen ser agujeros negros, estrellas de neutrones, etc. se les
denomina como binarios compactos. Dichos sistemas presentan cuatro fases principales durante su
evolucién temporal, estas son la fase inspiral, el merger, ring-down, y finalmente el sistema termina
como un agujero negro del tipo Kerr. Por lo tanto, el presente trabajo de investigacién busca deri-
var las ecuaciones de campo a partir del principio estacionario de Hamilton para luego aplicar las
diferentes condiciones de calibre, a manera de obtener los dos distintos modos de polarizacién hy y
h«. Para asi utilizando dichos modos, generar un programa que visualice a las ondas gravitacionales
generadas por un sistema binario compacto en su fase inspiral, bajo la aproximacién posnewtoniana
de orden (OPN).



CAPITULO 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

Proporcionar tanto una visualizacion en formato de simulacion como una derivacion completa de
las ondas gravitacionales generadas por un sistema binario mediante sus dos modos de polarizacién
hx y hy trabajadas bajo el calibre TT. Esto a fin de facilitar el estudio mostrando paso por paso el
procedimiento a detalle normalmente omitido por la literatura estandar.

2.2. Objetivos especificos

= Mostrar el procedimiento de la derivacién de las ecuaciones de campo de Einstein partiendo
del principio estacionario de Hamilton.

= Derivar las ecuaciones de ondas gravitacionales, mostrando de manera clara como las distintas
condiciones de calibre generan soluciones en forma de ecuaciones de onda plana.

= Realizar una simulacién computacional en Python que visualice las ondas gravitacionales me-
diante sus dos distintos modos de polarizaciéon bajo la proyeccién del cuadrupolo.



CAPITULO 3

Justificacién

Las ondas gravitacionales son uno de los temas més modernos de la fisica actual, tras su des-
cubrimiento experimental en el 2015 por el observatorio LIGO, estas han provocado el interés y
estudio de miles de cientificos alrededor del mundo. Esto ha provocado que a pocos anos de su des-
cubrimiento, se haya desarrollado una extensa teoria que describe su comportamiento y origen. Sin
embargo, pocos estudios se han dedicado al desarrollo teérico detallado que hay detrés de las ondas
gravitacionales y su propagacion en el vacio.

Los modos de polarizaciéon de las ondas gravitacionales son producto de aplicar las condiciones del
calibre de Lorenz y TT a las ecuaciones de campo de Einstein, dichas ecuaciones de campo son
normalmente derivadas en la literatura estandar mediante la ecuaciéon de Poisson. No obstante estas
pueden ser derivadas a partir del principio estacionario de Hamilton, un concepto bien conocido
de la mecéanica cléasica. Esta ruta para extraer las ecuaciones de campo a partir de un principio de
mecéanica clasica no suele ser favorecida por la gran mayoria de autores debido al nivel de detalle
y herramienta matemaética necesaria para llevar a cabo el trabajo. A pesar de ello, esta ruta el
momento de desarrollar la teoria necesaria, prueba ser una manera no solo bella sino intuitiva de
derivacién para un concepto tan abstracto como las ondas gravitacionales.

Dado al nivel de abstraccion necesario para comprender la teoria detras de las ondas gravitacionales,
el significado de estas suele perderse en el camino al momento de desarrollar los diversos conceptos
necesarios para describirlas. Es por esto que el presente trabajo procura realizar una derivacion de los
modos de polarizacién de las ondas gravitacionales bajo el calibre TT, utilizando las ecuaciones de
campo de Einstein derivadas a partir del principio estacionario de Hamilton. Y ademas un programa
que complemente la teorfa y visualice las perturbaciones que inducen las ondas gravitacionales sobre
la métrica del espacio-tiempo mediante sus modos de polarizacion.



CAPITULO 4

Marco tedrico

4.1. Mecanica clasica

4.1.1. Principio estacionario de Hamilton

La mecanica cléasica utiliza los principios matemaéticos derivados por Isaac Newton a manera de
poder describir una particula o sistemas de particulas y sus interacciones. El fin de estos principios
fundamentales yace en lograr describir de manera matematica los fenémenos naturales, por lo que
el estudio de minimizar cantidades surgié naturalmente de los principios de Newton, dado a que
la naturaleza siempre busca minimizar cantidades elementales en los procesos fisicos. El primero
de estos principios de accién minima en ser descubierto fue la trayectoria de la luz postulado por
Fermat(1661). Seguidamente en los aflos 1834-1835 Hamilton anunci6 su principio estacionario, este
se muestra en [26, p. 230] como:

"De todas las posibles trayectorias sobre las cuales un sistema dinamico puede moverse de
un punto determinado a otro en cierto tiempo especifico(bajo una cantidad determinada
de restricciones), la trayectoria real seguida es aquella que minimiza la integral de tiempo
respecto a la diferencia entre la energia cinética y potencial. "

Esto se puede mostrar en términos de calculos de variaciones tal como lo hacen en Thornton, Golds-
tein [26](8]:

5/t2 (T — U)dt = 0 (4.1)

1
La diferencia entre la energia cinética y la energia potencial suele ser llamada lagrangiano, y esta
es la cantidad normalmente utilizada para describir al principio estacionario. Ademés, a la integral
de este principio de Hamilton se le conoce como la acciéon, normalmente denotada por una S

ta
55 =6 / L(w,@)dt =0 (4.2)
t

1

De la cual se suelen derivar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para la particula y
su lagrangiano.

oL d oL
8xi dt 8% o

0, =012 (4.3)




CAPITULO 4. MARCO TEORICO 5

En teorias méas avanzadas es normal utilizar la mecanica clasica junto con las coordenadas
generalizadas, estas son cualquier conjunto de cantidades las cuales logran especificar completa-
mente el estado de un sistema[26]. Estas se denotan de manera estandar como gq; = ¢;(za,,t) | ¢; =
4;(®a,isTayi,t) y se pueden expresar tanto el principio de accién minima como las ecuaciones de
Euler-Lagrange utilizando esta convenciéon de coordenadas:

to

55 =6 [ Ligjrit) =0 (4.4
t1
oL d oL
9= 29 _ =0,1,2, ... 4.

4.1.2. Calculo variacional

El célculo variacional se concentra en el estudio de la variaciéon y la importancia en la trayec-
toria que da soluciones en la forma de extremos, el problema principal que incita a esta teoria es
determinar la funciony(x), tal que la siguiente integral es un extremo [8][26]:

Z2
J@) = [ Hylaa).y@o) s o)do (1.6)
1
Esto también suele reescribirse utilizando la notacién delta[26].
xo
6J = (5/ fHy,y 1xtdz =0 (4.7)
1
y Variacion y(z) + ad(x)

Extremo, y(x)

Variacion  y(x) + ad(z)

Figura 4.1: Ilustracion de la variaciéon y el extremo de un funcional

La condicién para que esta integral de como resultado un extremo es la siguiente[26]:

oJ

il — 4.
da|,_q 0 (4.8)

Esto obliga a las variaciones a desvanecer en los extremos.
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4.2. Teoria clasica de campos

La teoria de campos presenta surge debido a la necesidad de utilizar espacios de configuracion
continua, donde un campo asigna un valor(este puede ser escalar o tensorial) a cada punto del
espacio-tiempo, este se define como una aplicacién suave de la forma:

¢: M1,z @) = ¢ 2t 2%, %) (4.10)

Donde M es una variedad 4-dimensional(espacio-tiempo) v es el espacio objetivo, nuevamente este
puede ser escalar, vectorial, tensorial, etc. Esto causa que surjan infinitos grados de libertad, en
una region local de campos, el lagrangiano es transformado a la integral espacial de la densidad
lagrangiana[20]. Esta densidad es una funciéon de uno o mas campos(¢, (), ¢p(z)), junto con sus
derivadas(0,¢a,(x)). Ademas, de la densidad lagrangiana no ser invariante bajo difeomorfismos,
se tiene que también depende de la coordenada (x). Esto hace que la densidad lagrangiana sea
expresada como:

S = /Ldt = /ﬁ(q&a(x),auqba(x)w)d‘lx (4.11)

Donde L es el lagrangiano utilizado en mecanica clasica. Continuando con las analogias a mecénica
clésica, el principio estacionario de Hamilton. y subsequentemente las ecuaciones de Euler-Lagrange
adquieren una forma definida bajo la teoria de campos|20]:

55 =0= / [‘%&;ﬁ— 67[:6(8,@) + 5 oL

% 20,9) 9(0,0,9) 6(9,0,9) (4.12)

Para sacar las variaciones fuera del campo se necesita del teorema de Stokes generalizado,
a manera de separar cada término en dos integrales distintas y anular el término de superficie
resultante. El teorema de Stokes generalizado dicta que:

Sea M una variedad orientable y diferenciable (n—dimensional) con su borde OM; sea w € Q"1
una 1-forma diferenciable (n-1) con soporte compacto, entonces:

| o= w (4.13)

Los términos resaltados se explicaran mas a detalle en la siguiente secciéon. Esto permite extraer las
ecuaciones de Euler-Lagrange generalizadas para teorfa de campos.

La derivada funcional o derivada de Fréchet de un funcional, en este contexto sera (L) actuando
sobre una funciéon ¢ debe de cumplir la relacion[16]:
L@+ h) — L(¢) — A(h) |

A ]

=0 (4.15)

Donde A es cualquier funcional lineal que mapea algtin espacio de funciones X +— R. Si la condiciéon
anterior se cumple, entonces se dice que A es la derivada funcional de £ en ¢. Y se expresa como:

oL
A= — 4.16
=0 (116)
Una condicién sumamente importante es que si ¢ es lineal, entonces la siguiente relacion se cumple[16]:
oL
=L (4.17)

3=
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4.2.1. Segundo teorema de Noether

El segundo teorema de Emmy Noether es uno de los resultados mas importantes en la matemaética
y fisica de los tltimos siglos. Este fue publicado en el afio 1918 y es formulado en su publicaciéon
original [17, p. 239] como:

Si la integral I es invariante respecto de un grupo continuo infinito &, en el que las
funciones arbitrarias intervienen hasta la derivada de orden o, entonces existen p identi-
dades entre las expresiones de Fuler—Lagrange y sus derivadas hasta el orden o; y también
vale la reciproca.

En la publicacién original Emmy Noether muestra esto de manera sumamente elegante, siguiendo
el procedimiento mostrado a continuacioén[17].

Segundo teorema de Noether en su forma original

Sea S[¢] = [, Ld%z la accién de un campo clasico, cuya densidad lagrangiana L(z, ¢, 0¢, 0%¢, ...)
pueda depender de finitas derivadas respecto a uno o varios campos ¢%(x), sobre los cuales existe
una familia de variaciones de campo 0¢®(z) la cual es parametrizada por funciones arbitrarias €*(z)
de la forma:

d¢a(z) = RA(2,0)e (2) (4.18)

Tal que el cambio inducido por la variacién es equivalente a la divergencia:
0L =0, (X4 (x, 9, 09)e”) (4.19)

Donde R? es la matriz de operadores diferenciales que describen como el campo interactiia con el
parametro infinitesimal de calibre ().
Si las condiciones anteriores se cumplen, entonces para las expresiones de Euler-Lagrange

k

oL .
Eoi=~— =3 (=1)'0p,..0,

oL
5 = ] (4.20)

{8(3“1 .0y, 0%)

Que satisfacen las identidades (una por cada parametro de calibre) asociadas a los términos de
superficie.
RIE, =0 (4.21)

Existen operadores diferenciales de la forma N¥, construidos a partir de R% tal que:

\RgEa = 9,Nt = 9,NF =0 (4.22)

Por lo que una densidad al ser invariante bajo condiciones de calibre sufre relaciones diferenciales
en sus ecuaciones de movimiento.[17].

Esto tiene una interpretaciéon mas intuitiva para los fisicos si se expresa en forma de la divergencia,
especificamente til en el contexto de electromagnetismo y relatividad general y es el que se presenta
a continuacion.



CAPITULO 4. MARCO TEORICO 8

Segundo teorema de Noether version intuitiva

Suponga una accion invariante bajo difeomorfismos (cambios de coordenadas), actuando sobre
la métrica g,.,,, y otros campos arbitrarios ¢ definida como:

Slg. 4] = /D VLG, T, ) (4.23)

Donde se define el siguiente tensor utilizando la derivada de Fréchet:

168
v*gég/w

Considere el siguiente difeomorfismo ¢ := @(z#) — a* +&#(x) donde la variacion €#(x) es un campo
vectorial arbitrario. Con un efecto sobre la métrica definido

pv

(4.24)

559#1, = 2V(M§U) (425)
Ademés se le pide a la accion que sea escalar, es decir:
555 =0 (4.26)

Entonces la siguiente relacién se cumple:
8¢S = / V—gE" (2V ,&,)d% = —2 / V=9&,V ,E" + Término de superficie (4.27)
D D

Dado a que el vector £#(z) es arbitrario en todos los puntos, la expresion anterior implica que el

integrando debe desvanecer, por lo tanto:
=

Esta es la forma del teorema presentada en [15][28] y conduce naturalmente a la identidad con-
traida de Bianchi, la cual dicta que para el tensor de Einstein, también se cumple la relacién

previamente mostrada.
(120
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4.3. Geometria diferencial

4.3.1. El espacio-tiempo

El uso de geometria diferencial es indispensable en la relatividad general, ya que dota a la teoria
no solo con herramientas sino también con una interpretacién intuitiva de los conceptos abstractos
que se manejan en esta. Gracias a esto el espacio-tiempo puede ser interpretado como una variedad
4-dimensional la cual se asume que cuenta con las siguientes propiedades:

= Diferenciable de clase C*°.

= Orientable
En otras palabras; diferenciable de clase C'°° significa que contiene todas sus derivadas. Por otro
lado la orientabilidad no es tan trivial, esta se define formalmente como[9][18]:

Una superficie S C R? es orientable cuando existe al menos un atlas coherente de clase C* en S.

Donde un atlas A de clase C* coherente sobre una superficie S C R*se define como una coleccién
de cartas locales (parametrizaciones) de la forma[24]:

A={(z;,U)}; con z;:U; CR* - V;NS (4.30)

Tales que
» S=UiV;
= Las parametrizaciones x; son todas de clase C*
4.3.2. El producto exterior y las formas diferenciales

En una variedad suave n-dimensional, se define el producto exterior de orden k sobre el espacio
cotangente como|10]:

AT M (4.31)

Este también puede expresarse como:
AV X xV = APV (4.32)

—_———
k—veces
Y posee las siguientes condiciones.
= Mapeo multilineal:

Alyav +bw,...) =aA (c,v,...) + DA (o w, .00) (4.33)

s Alternante(también conocido como antisimetria):

WAV=—vAw (4.34)

En el cual una k—forma es una secciéon suave definida como:
w € QF(M) := T(AFT* M) (4.35)

Esta k—forma posee coordenadas en la forma (x!,...,2"). La base de las k—formas se expresa como
la sumatoria de las 1-formas de la siguiente manera[10]:

w = Z Wiy i ()T A A d™ (4.36)

i, =0
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Por ejemplo una 4—forma puede ser expresada en términos de su base como:

de* = da® A dxt A da® A da? (4.37)

El producto exterior entre dos 1—formas puede ser interpretado como el area generada por los
vectores asociados. A continuacién se muestran visualizaciones intuitivas de las k—formas y la pro-
piedad alternante de su producto exterior, estas fueron realizadas por el autor en un programa de
Python como una herramienta visual extra del presente trabajo de graduacion, el cédigo para dichas
visualizaciones se encuentra en el Anexo B, junto con la visualizacion para la 3—forma.

Visualziacién de una 2-forma: v A W versus w a v

150 4 Area (v A w) = 0.88
v = (1.00, 0.25)
1.25 A w =1(0.50, 1.00)
1.00 +
0.75
>
0.50
0.25
0.00
—0.25 4
-0.50 . . . .
-0.5 0.0 05 10 15

Figura 4.2: Visualizacion de la propiedad alternante en una 2—forma

Visualziacién de una 2-forma: v A w versus w a v

1504 Area (v A w) = -0.88
v = (0.50, 1.00)
1.25 w = (1.00, 0.25)
1.00
0.75
=

0.50
0.25
0.00

—-0.25 1

-0.50 ! ! ! !

-05 0.0 0.5 10 15

Figura 4.3: Visualizacion de la propiedad alternante en una 2—forma
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4.3.3. Soporte compacto

El soporte compacto de una funcién se define formalmente en [9] de la siguiente forma:

Sea M una variedad diferenciable, y sea f : M +— R"™ una funcién continua. Entonces, se dice que f
tiene soporte compacto si la cerradura del conjunto

supp(f) :=={x € M > f(x) # 0} (4.38)

Es un subconjunto compacto de M.

Cerradura:

Sea A C R. se define a un punto de acumulacién en [1] como:
Un punto £ € R es un punto de acumulaciéon de A si para cada intervalo abierto de la forma
(x —e,x4+¢)N A +# & para todo (¢ > 0).

La cerradura de A, es el conjunto de todos sus puntos de acumulacién. Denotado formalmente
como A donde: -
A={zeR:Ve>0,(z —c,x+e)NA#0} =AUA (4.39)

donde A’ son los puntos limites del conjunto A

Compacto:

La compacidad se define en [1] como:
Se dice que un subconjunto K de R es compacto si para toda cubierta abierta de K, existe una
subcubierta finita.

Sea A un subconjunto de R. Una cubierta abierta de A, es una coleccion G = {G,} de conjuntos
abiertos en R, cuya union contiene a A: es decir.

Ac|JGa (4.40)

Si G’ es una subcoleccion de conjuntos de G tal que la unién de los conjuntos en G’ también contiene
a A, entonces G’ es llamado una subcubierta de G. Ademas si G’ consiste de un ntmero finito de
conjuntos, entonces a G’ se le llama una subcubierta finita de G.
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4.4. Introduccion a la relatividad general

4.4.1. Notacion de Einstein

En la teoria de relatividad general es crucial comprender la notacién de Einstein para sumatorias.
Antes de mostrar explicitamente las propiedades de esta se debe de notar que cuando un elemento
tiene sus indices levantados o arriba (A*) se dice que es contravariante, si tiene los indices abajo
(A,) se le denomina covariante. Tomando esto en cuenta se introduce la notacion de Einstein.

Supodngase que se tienen dos vectores A, B, y estos tienen componentes en las 3 dimensiones espa-
ciales:
A=A,,A,,A, B=DB,DB,B, (4.41)

Entonces se puede definir ambos vectores bajo un solo indice ¢ que recorre todas sus componentes
A=A, A),A, B;=B,,B,,B., >i=(z,y,2) (4.42)

— A-B=A,B,+ A B, +A.B, = A,B; (4.43)

En relatividad general el vector i se define como las coordenadas del espacio-tiempo i = (20, 2!, 22, 23)

en donde 2 se refiere a la componente temporal, y el resto son las componentes espaciales usua-
les en mecénica clasica. Es por esto que se refiere al espacio-tiempo como una variedad 4 dimensional.

Cuando un indice aparece exactamente dos veces, una de forma contravariante y la otra de covariante,
automaticamente se suma sobre su rango completo de valores.

n—1
A'B, =Y A"B, (4.44)
n=0

Notese que solo el par p se suma, otras instancias instancias de la misma letra simplemente inician
una nueva suma independiente de la anterior. A esta posicion mezclada de indices se le conoce como
dummy indexes o indice contraido y posee 2 propiedades notorias.

= Arbitrariedad en el nombre:
Se puede reemplazar un dummy index por cualquier otro simbolo y esto no afectara el valor
de la expresion.
AMB,, = APB, = A®Bg... (4.45)

= Desvanece en la expresion final:
Después de que se realiza la suma, el dummy index desaparece. Por esta razon es que los dummy
indezes no contiene ningun tipo de informacion acerca del tipo (rango) del tensor resultante.

AfLBVi = Z AiuBiV — A;LBV (446)

Por otro lado los free indexes son aquellos que aparecen exactamente una vez en el término, estos
si denotan las componentes individuales del tensor resultante. Es de suma importancia notar que
todas las ecuaciones tensoriales deben de estar balanceadas; esto quiere decir que debe haber el
mismo ntamero de free indezes en el mismo patron contra/covariante en ambos lados de la ecuacion.
Por ejemplo:

GHY =8rT*”  Valdiov’ (4.47)

G =8rTH*”  No valdiox (4.48)
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4.4.2. Meétrica usual

La métrica usual se define como: g,,,, y toma la forma:

Juv = (4.49)

OO O
o o = O
o R OO
= O O O

4.4.3. Meétrica de Minkowski

La métrica plana de Minkowski se define por la conveccion de signos (— + ++) y toma la forma
9uv = N con la forma matricial:

-1 0 0 O
0 1 0 0

=10 0 1 o (4.50)
0 0 0 1

4.5. Aproximaciéon posnewtoniana(PN)

En la teorfa de gravitacion la aproximacion posnewtoniana(PN) se refiere a la expansion sistema-
tica de las ecuaciones de campo de Einstein en términos de un parametro adimensional (pequeno)
de la forma: )

LG ()
c c?r
El procedimiento general para encontrar soluciones de un orden determinado en la aproximacion
posnewtoniana, comienza con la definicién de la perturbacion de la métrica.

Guv = Nuv + Z Enhiﬁ,) (452)
n=1

Donde (n) es el orden deseado. Al ingresarse esta expresion con el orden seleccionado a las ecuaciones
de campo de Einstein generan distintos resultados segtun el valor del orden escogido.

= Orden OPN: Reproduce la relacion newtoniana de inverso cuadrado y fija la amplitud y
proyeccion del cuadrupolo a su primer orden.

= Orden 1PN: Comienza a introducir correcciones relativistas, en este caso en especifico se
introducen la precesiéon del perihelio y el red-shift.

= Orden 2PN: Introduce interacciones de la forma spin-spin.

= Orden 2.5PN: Es el primer orden que toma en cuenta efectos participativos como la radiacion,
la cual es la principal causante del cambio de fase inspiral al merger.

= Etc.
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Antecedentes

El estudio de las ondas gravitacionales es una de las ramas mas recientes de la fisica teorica,
particularmente de las disciplinas de relatividad general y cosmologia. Estas fueron popularmente
teorizadas por Albert Einstein en 1916 mediante perturbaciones en el espacio-tiempo bajo su teoria
de relatividad general, seguidas de la historica observacion directa por parte del interferémetro LIGO
en el 2015. Esta deteccidon abrié una gran ventana para el estudio y la investigacién de teorias de
calibre, métodos analiticos, etc. A fin de poder simular y entender mejor este fenémeno con mayor
precision. Como consecuencia, multiples estudios de vanguardia se han dedicado en explorar, bajo
distintos enfoques los fundamentos teéricos de este fendémeno. Sin embargo la mayoria de estos
estudios e investigaciones poseen una barrera teérica de ingreso al campo, si bien se han realizado
intentos para acercar esta brecha a las ondas gravitacionales, debido a su densa estructura teérica,
pocos estudios se enfocan en la inmensa cantidad de rigor y detalle que conlleva el proceso de
derivar y simular las ecuaciones de ondas gravitacionales. A continuacién se mencionan los estudios
mas relevantes relacionados a este trabajo de investigacion:

= Antonio Miguel Gonzélez Bello-Morales de la Universidad Complutense de Madrid en su tra-
bajo de fin de master titulado: Cosmologia en modelos de gravedad con ruptura de invariancia
bajo difeomorfismos, realiza una elegante pero corta derivacion del principio de Hilbert-Einstein
mediante la teoria de variaciéon de campos y el teorema de Lovelock. Esto es la base para la
derivacion de las ondas gravitacionales.

= En el articulo publicado por Eanna E Flanagan y Scott A Hughes titulado The basics of
gravitational wave theory por parte del IOP. Se discute a gran detalle la derivacion de las
ondas gravitacionales a partir del principio de gravedad linealizada, con un énfasis en la teoria
de calibre y la interacciéon de las ondas gravitacionales con los detectores.

= La recopilacién de lecciones tituladas Gravitational waves impartidas por Alessandra Buo-
nanno directora del Max Planck Institute for Gravitational Physics, muestran nuevamente
una derivacion de las ecuaciones de ondas gravitacionales a partir del principio de linealiza-
cion de gravedad. Sin embargo, estas se adentran aun mas en las distintas fuentes y fases que
pueden generar ondas gravitacionales; tales como pulsares, sistemas binarios, etc.

s Philipp Scharpf en su tesis de maestria titulada Simulation and Visualization of Gravitational
Waves from Binary Black Holes de la universidad de Stuttgart, muestra una guia completa
sobre las ondas gravitacionales y como simularlas mediante programas de computadora.

14
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Alcance

Las derivaciones teoricas del presente trabajo se llevaran bajo la suposiciéon de soluciones al vacio,
esto quiere decir que para toda la teoria elaborada se toma la siguiente relaciéon para el tensor de
estrés-energia:

T =0

Ademés todos los resultados analiticos derivados en el trabajo estaran restringidos a las condiciones
de linealizacion de gravedad o también referida como gravedad en campo débil en el espacio de
Minkowski, mostrado en la condicién:

huw <1

Donde h,, son las perturbaciones la métrica del espacio-tiempo. Dichas perturbaciones se desarro-
llaran utilizando la aproximacion posnewtoniana de orden cero (OPN), por lo tanto, gracias a la
relacion 4.52 toman la siguiente forma:

Guv = Nuv + Z Enhgf/)
n=1

= Juv = N + Ehf}l,) + €2h§f,,) + 53h£b3,,) + ..
Guw = + R, e<1
Luego de aplicar la linealizacion de la gravedad y las condiciones de calibre de Lorenz y TT, se
notara la relacion:
Guw = + R0, TR <1 (6.1)

Esta convencién de aproximacion dicta que la simulaciéon realizada debe de describir un sistema el
cual asuma binarias compactas, sin tomar cuenta el spin y cuyas 6rbitas sean circulares. Por lo que el
programa no presentara ninguna dependencia del tiempo en la frecuencia de las ondas gravitacionales,
es decir; Se congela la evolucién inspiral del sistema, las ondas gravitacionales simuladas en el
programa seran ondas con una frecuencia fija (fsnqp) la cual se mantiene constante a lo largo de la
simulacion, esto significa que el programa simulara la propagacion de las ondas gravitacionales para
una binaria de masas constantes bajo una frecuencia fija a un tiempo determinado del merger, dicho
tiempo también se mantiene constante. Unicamente el strain gravitacional varia en el tiempo de
acuerdo con la proyeccion del cuadrupolo, reproduciendo fielmente los modos de polarizacion Ay, by
dentro del dominio de validez del marco lineal.

15
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Derivaciones teéricas

7.1. Derivacion de las ecuaciones de campo de Einstein

7.1.1. Derivacién del principio de Hamilton

Se comenzara con el presente trabajo mostrando una derivacién detallada de las ecuaciones de
campo de Einstein, ya que estas son fundamentales para entender las ondas gravitacionales. En los
cursos sobre dinamica clésica se suele introducir el principio de minima accién, también conocido
como el principio de Hamilton y este se estudia normalmente mediante el calculo de variaciones,
retomando la formulacion estandarizada del principio de Hamilton, como es presentada en los textos
clasicos, en particular [26, p. 228] es definido de la siguiente forma:

5/t2 (T — U)dt = 0 (7.1)

1

donde en [26, p. 229] hacen notar que se utiliza § como una abreviaciéon para describir la variacion de
la trayectoria. Ademas mencionan que, es importante notar que esta variaciéon requiere inicamente
que la integral de (T — U) sea un extremo, no necesariamente un minimo. Ademas se sabe que la
energia cinética de una particula en coordenadas cartesianas es una funcién que depende tinicamente
de %;, y dentro de un campo conservativo (F" = V) la energia potencial es una funciéon que solo
depende de z;, por lo que se puede decir que:

T=T(&;), U=U(x;) (7.2)
Si ahora se define la diferencia entre estas energias como [26, p. 231]:

Y consecuentemente la integral 7.1 puede reescribirse a lo siguiente:

to
ty

Esto se puede actualizar para cuando el lagrangiano posee una dependencia temporal a la expresion:

to

ty

16
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Continuando con la derivacion, dado el hecho que las ecuaciones de campo de Einstein son indepen-
dientes de las coordenadas, se debe de aplicar la misma condicién para el principio de Hamilton,
para lograr esto, suponga que que se tiene un sistema de IV particulas con posicién descrita en coor-
denadas cartesianas por z;, i = 1,2,..., N y se asume dependencia temporal, entonces se ve que la
accion es definida por el principio de Hamilton, el cual dicta que el camino (real) del sistema entre
los tiempos 1 y t2 es aquel que hace la accion S estacionaria (0.5 = 0) y se define como:

to

t1

La mayoria de sistemas mecénicos estan sujetos a 3 tipos distintos de restricciones, estas son:

= Holonoémicas.
» Esclereonémicas.

= Reonodmicas.

La presencia de restricciones holonémicas en un sistema mecénico se asocia con la reduccién de
coordenadas independientes, es decir que en lugar de trabajar con el conjunto completo de x; coor-
denadas, se puede trabajar con un conjunto méas compacto de n coordenadas generalizadas g; de tal
forma que n < 3N. Esto permite escribir a las coordenadas z; como una funcién dada por:

Ty :wi(qlana"'aqnat) (77)

Ahora diferenciado 7.7 respecto al tiempo ¢ se observa que:

— 4+ o (7.8)
= 8qj ot

. d
Z; = %xi((ha---a%ut) =

Esto muestra que cada velocidad cartesiana 2; puede ser expresada en términos de las velocidades ge-
neralizadas ¢;. Al substituir tanto las coordenadas como las velocidades generalizadas al lagrangiano
de la ecuacion 7.9, se obtiene una nueva expresion para la accion, pero expresada en coordenadas

generalizadas, con forma:
to

S= [ Ligd.tdt (7.9)
t1
Enfocandose en la variacion del sistema, se tiene que una variacion infinitesimal en las coordenadas
cartesianas dx; introduce una variacion dg; en las coordenadas generalizadas ya que estas se definen
como una funcién tal como se muestra en 7.7, por lo que la variacién hace lo siguiente:

n
0x; 0x;
Sz =) ——8q; +—-0t (7.10)
= 8%‘ ot
Para el enfoque de esta derivacion se toma 6t = 0 tal que:
bz =Y a—qaqj (7.11)

j=1 "%

Y de manera similar para las velocidades se tiene lo siguiente:

" Oz, oz " O " Ox;
0d; =6 g+ — | = 8y + '6( >+ 7.12
; dq; dk a1 2 e dx kZ:lCIk e ( )
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Sin embargo, note que:

T = “—q; + ot

7.13
dq; (7.13)

j=1

Y considere que cuando se hace la variacion en la integral de la accién, lo que se busca es la siguiente
relacién:

4] (/t2 L(qj,q'j,t)dt) = /tZ dL(q;,q;,t)dt (7.14)

t1 t1

Donde:
"\ [ OL oL
5L — (5q- +,) 7.1
j; 8(]]‘ J 8(]]‘ ( )
Por lo que las variaciones en dg; encapsulan en su totalidad a las variaciones en dz;.

Entonces en coordenadas generalizadas el principio de Hamilton se vuelve:
ta
58 = 5/ L(g;. s, )dt = 0 (7.16)
t1

Note que las variaciones deben de satisfacer la condicion dg;(t1) = dg;(t2) = 0.

Ahora, a partir de la ecuacion 7.16, se puede proceder hacia el principio de Hilbert—Einstein, el cual
representa el analogo gravitacional del principio de Hamilton. Para lograr esta generalizacién, el
desarrollo se dividira en cinco etapas:

s Generalizar desde un sistema con un ntumero finito de grados de libertad a uno con un ntmero
infinito de grados de libertad, es decir, pasar de variables ¢;(t) a campos ¢(x).

= Reemplazar el lagrangiano por la densidad lagrangiana.
= Realizar variaciones con respecto al tensor métrico g, .
s Aplicar el teorema de Lovelock para restringir la forma del tensor resultante.

= Construir la acciéon de Hilbert—Einstein a partir del escalar de Ricci.

7.1.2. Generalizaciéon a un sistema con grados de libertad infinitos

Se comienza a partir de la accién de Hamilton 7.9 la cual dicta lo siguiente:

12

ty

Y el principio de Hamilton como ya se mostré anteriormente dicta que la (verdadera) evolucion
del sistema vuelve a la accién estacionaria 7.16. Por lo que en la teorfa de campos, en lugar de
tener un conjunto finito de coordenadas g;(t) las cuales dependen Gnicamente del tiempo, se trabaja
con campos, los cuales para esta seccion se definen como: ¢, (2*) y estos dependen de todas las
coordenadas en el espacio-tiempo denotadas por a* con pu = (0,1,2,3) Nota: En el campo de
relatividad general son comunes las siguientes convenciones:

= El indice a denota distintos campos o componentes de estos mismos.

» 2 representa las cuatro componentes del espacio tiempo (con z° = t siendo el tiempo y z°
siendo las coordenadas espaciales).
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Notar que con esto el espacio donde se trabaja se vuelve infinito dimensional en grados de libertad,
ya que un campo especifica el valor en cada punto del espacio y tiempo. Para aproximar esto es
necesario dividir el dominio del campo en una red de varios pero finitos puntos discretos denotados
por Xiil\il, tal que en cada punto x;, el valor del campo ¢(x;) funciona como coordenada. Por lo que
es posible representar la configuracion del campo mediante el siguiente vector [5].

® = (¢(21), p(x2), . p(an)) (7.18)

Por lo que la accién descrita ahora por cantidades discretas pasa de ser una integral a una suma

dada por:
N

S[@] ~ Y Li(¢(x:), 06(x:), ;) AV (7.19)

i=1
Donde AVj es el elemento de volumen asociado con el punto z;, y L; aproxima al lagrangiano en x;.
Si ahora se refina la red, es decir: hacer que N tienda a infinito y el elemento de volumen a cero:

N — o0, AV; — 0 (7.20)

Entonces la suma converge a la integral sobre el dominio continuo dada por [15]
N
S[0) % Y- Li((e). 00(:), 2)AV; = [ Lo(a),00(a). )% (7.21)

i=1 D

Donde d es el nimero de dimensiones en el espacio-tiempo, el cual para los campos trabajados en
relatividad general se compone de 4. Por lo que en la teoria de campos la accién es generalizada
como una integral sobre todo el espacio-tiempo, con la forma:

Sla] = / L(6u(2), ypbula), 2)de (7.22)

Donde L(¢q,0u¢a,x) es la densidad lagrangiana.

7.1.3. Densidad lagrangiana

A pesar de compartir similitudes con el lagrangiano de dimensiones finitas, la densidad lagran-
giana difiere ya que es un concepto que emerge a partir de principios y restricciones impuestos por la
gravedad en el espacio tiempo. Esta densidad lagrangiana debe de cumplir con varias propiedades,
cuatro propiedades principales para poder formar dicha densidad son las siguientes:

s Invariante bajo difeomorfismos

= Localidad.

= Densidad escalar.

= Dependencia lineal respecto a las derivadas del campo.

A continuacion se muestra como la densidad lagrangiana cumple cada uno de estos aspectos.
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Invariante bajo difeomorfismos (covarianza general)

Anteriormente se mostré que la densidad lagrangiana toma la siguiente forma general:
L(a, 0y, ) (7.23)

Donde ¢, denota el conjunto de campos sobre los cuales se trabajara. Nuevamente se define a la
acciéon como:

S = / L(¢a(2), 0,04 (z), ) d*x (7.24)
M

En la cual M define a la variedad sobre la cual se trabaja, y d*z es su elemento de volumen. Ahora
considere el siguiente difeomorfismo:
o: M — M (7.25)

Dicho difeomorfismo induce una transformaciéon de coordenadas, la cual esta definida como:
ot — 2 = pH(x) (7.26)

Por consecuente el elemento de volumen también cambia, esto lo hace segiin el determinante si-
guiendo los resultados estandar de geometria diferencial. Recordar que dicho elemento de volumen
se puede expresar por medio de sus componentes mediante el producto exterior

d*z = da® A dat A da? A da? (7.27)

Notar que por regla de la cadena, bajo el cambio de coordenadas las derivadas se comportan de la

siguiente forma:

ox't
= _dg” 2
dx e dx (7.28)

Por lo que el elemento de volumen bajo las nuevas coordenadas es definido por:

d*z’ = da’® A da"t A da'? A da” (7.29)

Al substituir 7.28 en la expresion anterior:

/0 /1 2 13
d*a' = (3;0 da:”°> A ( S;Em dx"l) A (gjyz da:"2> A ( g;“y3 dx”3> (7.30)

Donde v toma valores entre 0,1,2,3

0x’0 ozt 9z'? Oz’
dxvo Ox¥1r Jxvz Oxvs

— d's’ = [ dx"® A dx" Adx™? A d:z:”3] (7.31)

Dado que el producto exterior es un mapeo multilinear [15], es posible sacar todos los factores
escalares y expandir el producto como la suma sobre todos los indices.

aIIO (956/1 393/2 ax/B
Ozvo Oz Oxv2 Jxvs

dz’® Adz'? A da”? A da” = Z {

vo,V1,V2,V3

dz”® A dx A dx'? A dx"‘*} (7.32)

Por la propiedad antisimétrica del producto exterior, si dos de los indices vy, 11, 9, /3 son iguales,
entonces este se anula. Notese que los tinicos términos no cero ocurren cuando los indices forman
una permutacion de la forma (0,1, 2, 3), ahora considere la siguiente notacion:

vo=0(0), v1=0(l), va=0(2), v3=0(3), (7.33)
Utilizando dicha notacién es posible reescribir 7.32 de la siguiente forma:
ax/O ax/l 8%’2 8.’E13

10 2 12 13 __
dz™” Ndx'* Ndx'c Ndx'” = 2 9270 92 9@ 577
0ESy

dz®© A dz®D A da®@ A dz®) (7.34)
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Donde S4 es el conjunto de permutaciones 0, 1,2, 3. Nuevamente utilizando la propiedad de antisi-
metria del producto exterior, al cambiar el orden de los diferenciales se produce un cambio de signo,
este correspondiente a la paridad de la permutacion.

dz® O A dz®D A de”@ A dzo®) = sgn(o)da® A dat A da? A da (7.35)

Donde sgn(o) = 1 si la permutacion(o) es par y sgn(c) = —1 si es impar. Por lo que se reescribe
7.34 de la siguiente manera:

&Elo axll am/Z al,/?;
Z sgn(o)

10 12 12 13 __
dz™” Ndx'* Ndx Ndx'C = [ 9270 §zo) §ro @) 9ro3)

] da® A dat A da® A da® (7.36)

oESy

Notese que el determinante de la matriz jacobiana se define como J# = %“;f , donde pu,v =0,1,2,3,

entonces lo que esta dentro del paréntesis en 7.36 es por definicién el determinante de dicha matriz
jacobiana, de tal forma que:

oz ox'0 o't 92?92’
det (8:5”) = [; sgn(o) 927(0) §ro(1) Hro(2) 3x0(3)] (7.37)

ox'*
det ( D )

Finalmente por facilidad se define el determinante como (J) y se reescribe la expresion.

Por lo que en notaciéon compacta se tiene:

dix’ =

d*z (7.38)

J =

<8$,M) ‘ 4.1 4
det — d*z' = Jd*z (7.39)
ox¥

" = L(¢a, 0u9a,2)

N J

Para mantener la accion invariante bajo una transformacion cualquiera, se debe de compensar de
alguna forma por el jacobiano que se presenta en la seccion anterior, con el fin de lograr esto se
introduce el concepto de la métrica, mas especificamente el tensor de métrica denotado por (g, (x))
y representado en coordenadas locales como:

— L'(¢4, 0,94, @ (7.40)

goo goi1 Go2 4gos
910 911 912 gi3 (7.41)
920 921 G22 g23
930 931 Gg32 g33

Guv =

Se referiré al determinante de dicho tensor como g. Ademas este es un tensor simétrico en la variedad
de espacio tiempo el cual define los angulos y las distancias mediante el elemento de linea ds el cual

se expresa cOImo:
ds® = g (v)dztdx” (7.42)

Notar que el determinante se transforma de la siguiente manera.

V=g’ =JV=g (7.43)

Ademés, otra propiedad del determinante del tensor de métrica es que define al elemento de volumen
como d*z+/—g, por lo que al hacer la transformacién de coordenadas es posible observar lo siguiente:

]L/(],‘/)d4 = % —g’L/((b;, a; ;,l‘/) = V=9L(¢a, 8u¢aax)d4x (7.44)

Por lo tanto la accion es invariante y toma la forma:

S = / d*o/=gL(¢a, 0pta,z) O (7.45)
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Localidad y densidad escalar

Se dice que la densidad lagrangiana es local si ésta puede ser expresada como una funcién de
los campos y un ndmero finito de sus derivadas, evaluadas en el mismo punto (z) en el espacio
tiempo[15]. Por lo que para mostrar que la densidad lagrangiana es local basta con mostrar que
tanto la métrica(medida) como la densidad son locales.

Formalizando, considere la coleccién de campos denotada por ¢,(x), ademés Vn € N finito, donde
se requiere que:

L(.’E) = L(¢a($)v a,u¢a(x)» 3#511%(%)7 ceey 8(n)¢a(1’)) (746)

No presente dependencia de los campos en puntos distintos a (z). Notar que esta es una generalizacion
de la densidad lagrangiana trabajada previamente, por lo que se sabe que su accion se define de la
siguiente manera:

S = [ 5 =gL(64(2).0,00(0), 00,04 (0). . (7.47)

Donde se mostré anteriormente que el componente /—gd*z es el elemento de volumen invariante,
este asegura que la integracion se realiza de manera local en cada punto, ya que como se mencion6
anteriormente, g es el determinante del tensor de métrica, por lo mostrado anteriormente, la medida
y por consiguiente la accién se mantienen invariantes y locales. Dado que L(z) depende tnicamente
de los valores del campo ¢, y sus derivadas en el punto (x), al momento de realizar una variacion
en la accion con respecto a @, (x) se vera que:

58 = / d*zoL(z) (7.48)

Notar que la variacion dLL(z) solo tiene asociada la variacion en el campo d¢, y un namero finito de
sus derivadas en el punto (x). Es decir que bajo una variacion infinitesimal en los campos,

$a(®) — ¢a(2) + 0¢a(x) (7.49)
La accion correspondiente es la expresion 7.48, la cual se puede expandir mediante la regla de la
cadena es:
JL JL JL

= ™ B ) 5 0

Una propiedad importante tanto de las variaciones como de las derivadas parciales, es que estas
conmutan(asumiendo una variedad suave), es decir que:

5(0u0yPa()) (7.50)

0(0ua(r)) = 0u(6a(x)) (7.51)
5(0,0,64(2)) = 8,0, (664 ()) (7.52)
Por lo que la expansion resultante de la regla de la cadena se reescribe a la siguiente expresion.
oL oL oL
o= 3. ) T 5B ) 5B a0 (759)

Se necesita aislar el término de la variaciéon sobre el campo (d¢,(x)), por lo que ahora siguiendo el
procedimiento estdndar presentado en [15] se realizara una integracion por partes sobre los distintos
términos de las derivadas.
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Primer término(d,(d¢,))
Considere las siguientes funciones dependientes de (z):

_ OL
= Al®) = @00

B(z) = d¢pq(x)
Por regla de producto se tiene lo siguiente:
Oy [A(z)B(x)] = (0,A(x))B(x) + A(x)0,B(x) (7.54)
Substituyendo las expresiones de A(z) y B(z) es posible reescribir la ecuacion como:

oL oL [ oL
(

On a<au¢a(x>>5‘z’“(x)] = 3Gta(@) %) 0 | 5 5 )

Ahora se integra sobre d*x el segundo término del lado derecho:

] 5u(x) (7.55)

/ d*zd, [(jba())é%( )] (7.56)

Notar que se esta integrando un espacio vectorial sobre una region de espacio tiempo, por lo que
gracias al teorema de Gauss de la divergencia, esta integral equivale al flujo de la expresion dentro del
paréntesis sobre la frontera del dominio de integracién. Donde gracias al las propiedades derivadas
del principio variacional, es posible hacer que d@,(x) se desvanezca en la frontera (infinito), por lo
que el teorema de Gauss dicta que entonces la integral(el término de superficie) vale cero [11].

/ 20, { e ))&ba(x)] ~0 (7.57)

Ahora se substituye este resultado en la ecuacion 7.55.

Considere lo siguiente:

= Ty = [ d'2 55y Ou(00a(@))

. T = fd Jﬂa [m} 5¢a( )

Entonces la ecuacion se transforma a la siguiente expresion:

0="Ti + Ty (7.59)
— Ty = -1, (760)
. 4xL ) = — 4, 87]14 "
[ Bpaa)) O 00e(®) [ o, [a@ma(x))} 0a(7) (7.61)
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Segundo término (9,0, ¢.(x))
Primero a razén de compacidad, se define la siguiente notacion:

oL
Wx) = sr5—— 7.62
= 5G0.6.0) (72
Se toma el término Q" (z)0,(d¢4(x)) y se expanden sus derivadas en respecto a la direccion x*.
9 [Q" ()0, (0¢a(2))] = 0,Q"" (2) 0, (3¢a(2)) + Q™ (2)0,0, (d¢a(x)) (7.63)

Al integrar sobre todo el espacio tiempo se tiene que,

[ 50, 1@ @)0,Gou@)) = [ a0, @0,(60u(w) + [ 2@ (@)0,0,00,(w))  (1.60)

Nuevamente por el teorema de la divergencia de Gauss, la integral de la derivada total es cero.

[ 50, 10" @56, =0 (7.65)

Por lo que,
- / d'29, Q" ()0, (8¢a(z)) = / d'2 Q" (2)9,0, (5¢a(x)) (7.66)
Ahora se tiene que eliminar la derivada que actia sobre la variaciéon del campo, en este caso la

derivada es respecto a la direcciéon x”, por lo que repitiendo el procedimiento anterior, se expande
utilizando la regla del producto.

Oy [0,Q" (2)60a ()] = 0,0,Q" (2)6¢a(x) + 0,Q" ()0, (5¢a(x)) (7.67)
Nuevamente se integra sobre todo el espacio tiempo.
/ d*2, [0,Q" (2)564(x)] = / d'20,0,Q" ()54 () + / d'20,Q" (2)0,(56a(z)  (7.68)
De manera similar a la seccion anterior, el término izquierdo se desvanece en el infinito.
/ d*2), [0,Q" (2)5¢4(x)] = 0 (7.69)

Entonces:
/ A 20,Q" ()0, (5¢a(x)) = / d20,9,Q" ()56 () (7.70)

Combinando con el resultado previamente obtenido en 7.66.

/d4x”‘5‘u3y(5¢a(x)) = f/d‘lx(a#Q“”)ay(égﬁa(x)) =— [/d4m5¢a(x)5p8#@“"}

90y ba(x))
(7.71)
Finalmente regresando la notacién de Q** se tiene:
4 oL B 4 oL
[ gy oo = [ dsonteino, | gt (77

Ahora se substituyen los resultados obtenidos de las integraciones por partes en la ecuaciéon 7.53 y
se integra para formar la accion.

[ oL oL oL B
§S = /d z [5%8% 86, [6(@%)} + 8620,0, [a(auau%)“ =0 (7.73)
o fa oL oL oL -
S N L ) TS | R 2
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Finalmente, debido a la arbitrariedad de la variacion sobre el campo, el integrando debe desvanecer|[19],
lo cual dota con las ecuaciones de Euler-Lagrange generalizadas.
L { oL ] oL
— — =0 | === +0.0, | ==—=—| =0 7.75
060~ [00,00) T 50,000 (77%)
Notar a que la densidad lagrangiana depende tnicamente de los valores de los campos asociados
(¢a(x)) y de sus derivadas en el punto (x), ademés su variacién con respecto a los campos asociados,
da como resultado las ecuaciones de Euler-Lagrange las cuales poseen inicamente variaciones locales.
Por lo tanto, la dinamica en cualquier punto (z) depende tnicamente del campo y sus derivadas
finitas. Por lo tanto la densidad lagrangiana es una densidad escalar y posee localidad [

Dependencia lineal respecto a las derivadas del campo

En la seccion anterior se mostré como las ecuaciones de Euler-Lagrange surgen naturalmente
como resultado de variar la accion de la densidad lagrangiana, donde gracias a la arbitrariedad de la
variacion sobre el campo ¢,, el integrando de la accién se desvanece, dando como resultado dichas
ecuaciones de movimiento.

oL JL oL

5~ ) 0 [ 770
Si la densidad lagrangiana dependiese de manera no lineal de las segundas derivadas presentes en
la expresion anterior(9,,0,¢4), entonces el tercer término de las ecuaciones7.75 y 7.76 introduciria
derivadas de mayor orden que el presente en las ecuaciones de movimiento (segundo orden)[19]. Esto
con el propoésito de mostrar porque para lograr tener ecuaciones de campo de segundo orden la
dependencia en (0,0, ¢,) debe de ser lineal.

Supoéngase que la densidad lagrangiana es una funcion definida tal que:

L = F(¢,0¢,0%0) (7.77)
donde:
¢ = 0,0,¢ (7.78)
obsérvese la siguiente notacién.
JL
By () —
Q" (x) 20%0) (7.79)

Notar que en las ecuaciones de Euler-Lagrange la tinica parte que contribuye que contiene segundas
derivadas es el tercer término de la ecuacién 7.76, este abreviara este de la siguiente manera.

E(z) = 0,0,Q"" (z) (7.80)

Véase que Q" es una funcién compuesta, para ser mas especificos es una funcién cuya dependencia
de x es indirecta, y es dictada por las siguientes funciones componentes.

QM (z) = Q™ (¢(x), 0p(), 0,096 () (7.81)

A manera de mantener claridad en la prueba es de suma importancia llamar la atencion hacia los
indices(¢p, ), estos representan las coordenadas respecto a las cuales se diferencia, dichas coordenadas
son generales y no imponen ninguna restricciéon sobre las expresiones.

De manera similar, si se toma la derivada sobre la coordenada (\), por regla de la cadena se expande
de la siguiente forma.
oQHv oQHv

pv o
MO () = 590 no(z) + W(’A [0,0(z)] + 3(0,050(x))

O [8@8,9¢($)] (7.82)
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Notar que ahora el tercer término de le expresion 7.82 posee una tercer derivada en direcciéon de A
actuando sobre el campo. Si ahora se vuelve a derivar la expresion completa, pero esta vez en la
direccion de p, surgira mediante regla del producto el siguiente resultado.

3Q*“’ 8@#” 8@’“’
ny _ oo
8ua>\Q au |: (9<b ak(b + a(ap(b) 8)\atp¢ + 8(8@&9@ a,\3¢819¢ (7.83)
Donde al diferenciar el tercer término, se obtiene la siguiente regla del producto.
o o, [ 29 _oQ
Oy {8(843819@5) 8A8w6ﬁ¢:| =0y [8(@;,&9@] 020,090 + 9(0,059) 0,010,090 (7.84)

Al observar la expresion 7.84, en especifico el segundo término de la derecha, es posible notar que
esta involucra una cuarta derivada sobre el campo ¢ en la forma de (9,,010,09¢), esto implicaria que
el funcional Q"¥ posee una relacién de dependencia no lineal con 9%¢, por lo que el tercer término
de 7.84 no se desvanece, y por consiguiente serfa una funcién no trivial de 9%¢. Por lo tanto el tercer
término estaria presente en las ecuaciones de Euler-Lagrange, volviendo a estas de cuarto orden en
derivadas respecto al campo.

Por otro lado se analiza el caso si la dependencia fuera lineal, esto implica que,
L = A(¢,0¢) + B"(¢,0¢)0,0x¢ (7.85)

Donde A,B son funciones tnicamente del campo y su primera derivada, por lo que la siguiente
relacién es vélida. oL
—— = B"(¢,0¢ 7.86
0@.00) 40 (7:56)
Dado a que B*¥ no depende de 92¢, al diferenciar la expresién anterior respecto a x, los términos
desvanecen y se obtiene lo siguiente.

0, 00B" (7.87)

La cual como se observa, contiene a lo mas derivadas de segundo orden respecto al campo ¢, y
por consiguiente las ecuaciones de Euler-Lagrange se mantienen de segundo orden. Por lo tanto la
dependencia entre la densidad lagrangiana y la segunda derivada del campo debe de ser lineal.

Con esto quedan demostradas las cuatro propiedades mas importantes de la densidad lagrangiana,
las cuales gracias al teorema de Lovelock al variar la acciéon, garantizan una solucién dnica en la
forma del principio de Hilbert-Einstein.
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7.1.4. Variar la acciéon respecto a la métrica

En la seccién anterior se trabajoé con la accién y densidad lagrangiana generalizadas para un
campo ¢, considere ahora lo siguiente. Considere que el campo cualquiera tome la forma especifica
de la métrica g.

¢a = Gab (788)
Por lo que la expresiéon 7.74 toma la siguiente forma:
oL JL JL
55/(1%{8 []+a Dy [Haa 7.89
99w~ 00w | T 0G5 || 0 (7:89)

Nuevamente por arbitrariedad de la variaciéon se sabe que el integrando debera de ser igual a cero.

JL JL L
— =0y | == |+ 0.0, | 7| = 7.90
dga {8(81191117)} . {8(8#8,,%57)] (7.90)
Ahora como es mencionado en [12], se propone el siguiente tensor.
y oL oL oL JL
AV = — = — — —— |+ 0,0, | =—=—F———| = 7.91
o= 3~ (om0 e (790

7.1.5. Aplicar el teorema de Lovelock

En la publicacion original de David Lovelock [12], titulada The Einstein tensor and its genera-
lizations se menciona que para poder caracterizar la forma del tensor general A" recién propuesto
debe de cumplir con las siguientes condiciones:

. A% debe de ser simétrico.

[

. A" es un concomitante del tensor de métrica y sus dos primeras derivadas.

w

. AY es de divergencia nula.

S

. AY es lineal en las derivadas de segundo orden del tensor de métrica.

Propiedad 1

Notar que el tensor A% se define como la variacién de la densidad lagrangiana sobre un campo que
en este caso es la métrica, la cual posee la propiedad de simetria, g, = gpe, ademas las variaciones
de un campo también se sabe que preservan la simetria entonces se puede asegurar que el tensor
AY = AJ? (es simétrico).

Propiedades 2 y 4

En este contexto, al considerarse tnicamente 4 dimensiones, cuando Lovelock se refiere a que
el tensor debe ser un concomitante, esto significa que su expresion debe construirse localmente a
partir de la métrica y sus derivadas, es decir:

Aij = Aij (gab; acgaby acadgab)- (792)

Para que A% sea un concomitante de la métrica (y, por tanto, cumpla con la propiedad 2), basta
con demostrar que: 1. esta construido Gnicamente a partir de g4 y sus derivadas (localidad), y 2.
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se transforma como un tensor bajo cambios arbitrarios de coordenadas (invarianza bajo difeomor-
fismos).

Ahora bien, el tensor A¥ surge exclusivamente de la variacién de la densidad lagrangiana respecto al
campo ¢gqp. Como se mostro previamente, la densidad lagrangiana posee las siguientes propiedades:

= Es una densidad escalar invariante bajo difeomorfismos.

= Es local (depende solo de gap, Oap, ¥ 0%gap)-

s Depende linealmente de las segundas derivadas del campo (la métrica).
Dado que A% se construye Gnicamente a partir de L y sus derivadas funcionales, este hereda las
propiedades anteriores. Por lo tanto, se cumple que: A% cumple con la propiedad 2, ya que depende
exclusivamente de la métrica y sus dos primeras derivadas y se transforma como un tensor. Y también

cumple con la propiedad 4, ya que la dependencia lineal de la densidad lagrangiana respecto a las
segundas derivadas de la métrica se preserva en el proceso de variacion.

Propiedad 3

Para que el tensor A% sea de divergencia nula, debe cumplirse la siguiente condicién:
V,AY = 0. (7.93)

Esto implica que A% debe ser conservado de manera covariante. Esta no es una propiedad que se
imponga de forma arbitraria, sino que surge como consecuencia directa de la invarianza de la accién
bajo difeomorfismos.

De acuerdo con el segundo teorema de Noether, toda simetria continua de calibre del funcional de
accion conduce a una identidad diferencial entre las ecuaciones de campo[19]. En el caso particular
de una teoria métrica como la que se estudia aqui, dicha identidad se traduce en la anulacién
de la divergencia del tensor A%”. Es decir, la invariancia de la accién frente a transformaciones
infinitesimales y arbitrarias del sistema de coordenadas implica que:

V,AY = 0. (7.94)

Por lo que el tensor A% cumple con las 4 propiedades mencionadas en [12].

Aplicacion del teorema de Lovelock

Como se ha demostrado previamente, el tensor A% cumple con las cuatro condiciones establecidas
en el teorema de Lovelock: es simétrico, conserva su divergencia covariante, es un concomitante de
la métrica y sus dos primeras derivadas, y es lineal en las derivadas de segundo orden de la métrica.
Por lo tanto, es posible aplicar dicho teorema para caracterizar la forma general que puede adoptar
este tensor.

De acuerdo con el corolario presentado en [12, p .7], se establece que:

En cuatro dimensiones, el inico tensor simétrico del tipo
A9 = A (gap, Ocab, 0cOafas)
que ademds es divergencia nula y lineal en las derivadas de seqgundo orden, debe tomar la forma:
AV = aGY 4 BgY (7.95)

donde G¥ es el tensor de Einstein, y a, 3 son constantes arbitrarias.
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7.2. Construir la acciéon de Hilbert-Einstein

Ahora que ya se conoce la forma que toma el tensor A¥ se debe de asegurar que dicha forma
es no solo correcta sino unica, para lograr esto se buscara la forma que toma la accién la cual al
variarla respecto a la métrica produzca la expresion 7.95, se sabe que la forma de la accién para una
densidad lagrangiana general es la siguiente:

5= / dat /=L (7.96)

Esta es una forma mas especifica de la expresion mostrada en 7.45 ya que en este caso se trabaja con
la métrica como el campo. Ademés se sabe que la densidad lagrangiana que se utilice en la accion
debe de cumplir con las 4 condiciones previamente mencionadas para la densidad, estas son:

= Densidad escalar.

» Invarianza bajo difeomorfismos.

= Localidad respecto a la métrica y sus dos primeras derivadas.

= Linealidad respecto a las dos primeras derivadas de la métrica.

A continuacién se mostraran algunos candidatos para el rol de densidad escalar, seguido de una
evaluacion sobre su validez.

7.2.1. Candidatos para la densidad lagrangiana
Simbolos de Christoffel

Si bien los simbolos de Christoffel son construidos localmente a partir de la métrica y sus dos
primeras derivadas, estos no poseen invarianza bajo difeomorfismos por lo que cualquier escalar
construido a partir de ellos no se transformaria como un tensor. Esto se puede observar claramente
en su ley de transformaciéon bajo cambio de coordenadas.

A =
r, —T,, (7.97)
=\ aT> OxP 9z &2z 9z
é F = — o _— .
e g ozt T P T ozt oTY dne (7.98)

Notar que en el segundo término se encuentra una derivada de segundo orden, por lo que el simbolo
de Christoffel no se transforma linealmente bajo cambios de coordenadas, por lo tanto no funciona
como densidad para la accion.

Tensor de Ricci

A diferencia de los simbolos de Christoffel, el tensor de Ricci es construido localmente de la
métrica y sus dos primeras derivadas y posee invarianza bajo difeomorfismos, sin embargo el tensor
de Ricci no es una cantidad escalar ya que este depende del sistema de coordenadas. Nuevamente
basta con observar la ley de transformacion del tensor de Ricci bajo un cambio de coordenadas
arbitrario. Considere el siguiente cambio de coordenadas:

at —s ™ (7.99)
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Entonces el tensor de Ricci se transforma siguiendo la regla:

oxt ox¥
:xﬁ(x/) = WWRW(QC) (7.100)

Notar que este es un elemento dependiente de las coordenadas, por lo que si se utilizard como
densidad para la accién se veria lo siguiente:

S = /R,w(x)d‘*a; (7.101)

Ahora nuevamente se realiza una transformacion de coordenadas de la forma z — 2/(x), se tiene
entonces que el elemento de volumen se transforma mediante el determinante del jacobiano, por lo
que similarmente a la seccién anterior7.38 se tiene que:

2

d*r — d*a’ = d'z = Jd'z (7.102)

Por lo que la accién tomaria la forma:

o v
S = / (g;g;%mu(x)) Jdiz (7.103)

Notese
S+ (7.104)

Por lo tanto el tensor de Ricci no cumple con la propiedad de ser escalar.

Escalar de Ricci

Finalmente se tiene el escalar de Ricci, este es construido a partir de la métrica y sus dos
primeras derivadas, es lineal respecto a dichas derivadas, cuenta con invarianza bajo difeomorfismos
y se transforma como una densidad escalar, por lo que al acoplarlo a la accién se tiene:

sz/d‘*:cR — S’:/d4xR (7.105)

Entonces se puede construir la acciéon utilizando al escalar de Ricci como densidad lagrangiana,
multiplicada por el término \/—¢g para mantener a la accién invariante, tal como se mostré en el
resultado 7.45.

S = / V—gRd*x (7.106)

7.2.2. La accion de Hilbert-Einstein

Mediante el teorema de Lovelock se obtuvo
A = aGY 4 Bg' (7.107)

donde «, 8 son constantes, al expandir la expresion, a la constante 5 se le atribuye la incorporacion
de la constante cosmoloégica A. Para este trabajo se utilizara un forma especial de las ecuaciones
de campo de Einstein, haciendo A =03 8 = 0.

S=a / Ry/—gd'z + / V—gd'z (7.108)

—S=a / Ry/—gd*z (7.109)



CAPITULO 7. DERIVACIONES TEORICAS 31

Ahora se introduce una variacion respecto a la métrica.

1
08 = a/ (RW - 2ng> Sghvy/—gdtz (7.110)

— 05 = oz/GW(Sg"”\/—gd‘lx (7.111)
Reescribiendo en términos del funcional se tiene:
1 48

—— = aG" 7.112

v —9 6guu ( )

— A" =G (7.113)

Realizando el mismo proceso de variacién pero para la accidén que toma en cuenta el término de
materia [15] se llega al siguiente resultado:

aGH =TH (7.114)
Donde T"¥ se conoce como el tensor de estrés-energia y es denotado por:

TW/ — l(ssmat
V9 09w

Ademas un resultado bien conocido de las ecuaciones de campo de Einstein, tal como se muestra en
[15] es el siguiente:

(7.115)

GM = 8nGTH (7.116)

Donde G es la constante de gravitacion de Newton y no debe de ser confundida con el tensor de
Einstein G el cual va acompaifiado de sus indices. Por lo que entonces es facil de ver que o debe

de tomar el siguiente valor.
1

a=—

8rG
Notar que es gracias a la simetria del tensor de métrica que la variacién de la accién lleva consigo
un factor de (2) asociado, por lo que el valor de @ debe de ser:

(7.117)

1
“T 16rG

(7.118)

Entonces la acciéon normalizada correctamente toma finalmente la forma de la bien conocida accién

de Hilbert-Einstein. )
= V—gd* 11
e /R gd*x (7.119)

La cual al variarla respecto a la métrica produce la forma especial de las ecuaciones de campo de
Einstein.

S

1 0s 1
V=908, - 167G
— G* =8 GT* (7.121)

G =T (7.120)

Con lo cual termina la derivacién de las ecuaciones de campo de Einstein a partir del principio
estacionario de Hamilton. O
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7.3. Limite de campo débil y estructura de calibre de las
ecuaciones de campo de Einstein

Antes de continuar con la derivacién de las soluciones en forma de ondas gravitacionales, con
el fin de facilitar las deducciones mas adelante se contraeran los tensores presentados en la expresion
7.121 a fin de bajar sus indices. De la expresion mencionada se tiene:

GM = 8nGTH (7.122)

Antes de contraer los tensores respecto a la métrica es importante notar que esta se define formal-
mente como un isomorfismo que convierte vectores a covectores de la forma:

g:=T,M —T;M (7.123)
Considere la siguiente propiedad, sea v, un vector arbitrario entonces:
v, = gt (7.124)

Se sigue que al aplicar esto al lado izquierdo de la ecuacion 7.121 los indices bajan para obtener el
tensor covariante:
9v39ua G’ = Gy (7.125)

Realizando el mismo procedimiento sobre el tensor de estrés-energia uno encuentra:
87G (G5 9pa) T = 87GT,, (7.126)
Uniendo ambas substituciones se obtiene la forma de las ecuaciones de campo con forma covariante:
G = 81GT),, (7.127)

Es importante hacer notar que se reemplazaron los superindices de los tensores contravariantes a
«, B para mantener la notacion de las ecuaciones de campo con pu, v, ademéas dado a que el tensor de
Einstein y el de estrés-energia son simétricos en este contexto y que la multiplicacion de dos métricas
preserva la conmutaciéon bajo la contraccién de indices es también perfectamente factible contraerlos
de la siguiente manera:

g;wcgl/BGaB = G;w

871G (guagus) T = 87GT,, (7.128)

‘ = G = 8nGT v

Ahora ya con las ecuaciones de campo de forma covariante se contintia en busca de las soluciones
en forma de ondas gravitacionales, para esto se deberan de aplicar una variedad de condiciones e
identidades a lo largo del camino, las cuales restringirdn la forma final que pueden tomar dichas
soluciones. De manera general, con propoésito de brindar una estructura clara, se mostrara como al
aplicar las siguientes restricciones e identidades se llega al resultado buscado.

= Linealizacién de la gravedad bajo la métrica de Minkowski.

= Linealizacién de estructuras concomitantes de la métrica, tales como los Christoffel y tensores
de curvatura.

s Aplicar condicién del calibre de Lorenz también referido como calibre armonico.

= Aplicar la condicion del calibre TT.

Estos seran los puntos a desarrollar en esta seccién.
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7.3.1. Linealizacién de la gravedad bajo la métrica de Minkowski

Para comenzar esta seccion, se hace notar que durante el presente trabajo se utilizardn las
soluciones de las ecuaciones de campo al vacio, es decir que se impondra la siguiente condicién.

T =0 (7.129)

Donde T}, es el previamente mencionado tensor de estrés-energia, a esto se le conoce formalmente
como una aproximacién al vacio. Esta condicién es correspondiente al anélisis de las ondas gravi-
tacionales después de que han sido emitidas, es decir; mientras estas se propagan por el vacio del
espacio-tiempo, notese que esto no implica que la fuente no existe, simplemente restringe la region
de analisis del evento.

Ahora nuevamente se realizara otra aproximacion, sin embargo, esta vez la aproximacion iré sobre
la métrica g, se trabajara con la métrica de Minkowski mas una perturbacion de tal forma que se
definira la métrica como:

Guv = M + €hpw (7.130)

Donde 7, se refiere a la tipica métrica de Minkowski dada por la siguiente matriz:

1.0 0 0
0 100

=10 o 1 0 (7.131)
0 00 1

Ademas el término h,, presente en la expresion 7.130 se refiere a una perturbacion sobre la métrica,
y el término € es una constante real. Note que una expresion tensorial se puede escribir en términos
de potencias de la forma:

X)) =X 4exM 4 2x@ 4 4 enx™ (7.132)

Considere un funcional de la métrica F'(g) el cual es analitico en su argumento, el reemplazar por
la nueva definicién de métrica y expandir en formato de serie tal como se muestra en [7]:

e  0°F

oF
F(g,, +¢ch,,)=F(g9)+ ¢ hog + ———7—
(gu i ) (g) , B 91 3ga53gy5

agaﬂ

hagh,yg + ... (7.133)
g

Dado a que se trabaja sobre una variedad de clase C'*°, sin pérdida de generalidad se puede asumir
que F(n + eh) también es de clase C*°, lo cual asegura la existencia de su derivada, y esta toma la
forma:

DuF(g) = LF(g+eh)

o (7.134)

e=0

Notese que entonces se puede reescribir la expresiéon 7.133 con una notaciéon més compacta usando
la derivada direccional:

2

i DY F(g) + ... (7.135)

F(g+eh)=F(g9)+eDnF(g) +
Restando el funcional sin derivada asociada en el lado derecho, se obtiene la siguiente relacion:
AF(e) = F(g +¢h) — F(g) = eD, F(g) + O(£%) (7.136)

Considere la definicion de la derivada funcional:

OF

OF =
5gaﬁ

8gap(x)d*z (7.137)
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Ahora reemplazando 6g.g = €hag para obtener:

oF

hapd*z (7.138)
g

Nuevamente siguiendo el procedimiento presentado en Gelfand, I. M., & Fomin, S. V. (2000), se pide
que € = 1. Por lo que:
F(g(e)) = F(n) + eFY (h) + O(e2h?) (7.139)

— F(g(e)) = F(n) + FW(h) + O(h?)

Entonces al imponer la condicién de linealizacion (| h,, |< 1) todos los términos de orden O(h?)
para arriba se desvanecen, dejando la siguiente relacion.

F(g) =~ F(n) + FM(n) (7.140)

Donde F) es un funcional de primer orden, este es lineal respecto a la perturbacion h, ya que fue
previamente mostrado y posee la siguiente relacion:

OF
59&6

FU(h) = D,F(g) = hapdz (7.141)

g

Notese que todos los términos del lado derecho de la expresiones 7.140 son lineales respecto a la
perturbacion y dependen tnicamente de la métrica y su perturbacion, por lo que cualquier elemento
construido Gnicamente a partir de la métrica y su perturbacién deberd de obedecer la condicién de
linealizacién y no depender de términos mayores o iguales al segundo orden.

Finalmente es importante recalcar que si bien la condicién de linealizacion:
| hu |1 (7.142)

Impone la restriccion de linealizacion sobre todos los elementos concomitantes de la métrica, se puede
realizar un proceso similar al mostrado anteriormente para observar que esto también implica que a
las derivadas respecto a h se les debe de imponer una condicién de linealizacién similar:

| Ophyu |< 1 (7.143)

Ya establecida formalmente la condicién de linealizaciéon en la métrica, se debe de investigar la
linealizacién en los distintos elementos concomitantes de esta. En el presente trabajo se mostraran
las relaciones de:

= La métrica inversa.

= Los coeficientes de conexion.

= El tensor de Riemann.

= El tensor de Ricci.

= El escalar de Ricci.

= El tensor de Einstein.
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La métrica inversa

Considere la previamente mostrada relaciéon de la métrica plana de Minkowski:
Yuv = N + Iy
Notese la relacion de identidad existente entre la métrica y su inversa:
Guog’" =0, (7.144)

Donde la delta de Kronecker denota la matriz identidad, en este caso la matriz identidad (4X4).
Ahora sin pérdida de generalidad se puede asumir que la métrica inversa de Minkowski obedece la
expresion:

gt =nt + kR (7.145)

en la cual el parametro k& denota otra perturbaciéon o cambio sobre la métrica. Este pardmetro k
también debera de seguir la condicién de linealizacion:

| E* < 1 (7.146)
Al substituir todas las g en la expresion 7.144 se obtiene:
1o’ = (Nuo + hue) (77 + k7Y) (7.147)
expandiendo el producto de los paréntesis:
9009 = Mo’ + Ppon® + 0ok + hyuok” (7.148)

por lo mostrado en la expresion 7.144 es facil notar que el lado izquierdo de la expresion anterior es
la identidad:

(5; = nMUTIUV +huanau + nuokau + huakau (7149)
——
identidad
= 0, =0, + huen” + Mok + huok®” (7.150)
se cancelan las deltas de Kronecker:
0= huanay + nuokal/ + huak(ﬂ/ (7151)

Notar que la relaciéon de identidad tanto de h como de k implican que un término compuesto de
ambos debe de desvanecer, por lo que entones se tiene que la expresion anterior toma la forma:

_huongl’ - nuakgy (7152)

Ahora siguiendo el procedimiento de [5], se multiplica por la métrica inversa de Minkowski de ambos
lados:

—huen” (N°") = Mo (") K77 (7.153)
——
identidad
= —huon” (") = k7765 (7.154)
Por propiedades de la identidad, el lado derecho se escribe en términos de p:
—hyuen”" (™) = kK (7.155)

Notese que las métricas inversas suben los indices de los tensores que las acompanan, por lo que en
el lado izquierdo de la expresion anterior lo tnico que estan haciendo las dos métricas inversas es
subir y substituir indices a tal manera que:

—h¥P = kP (7.156)
— —hP =k (7.157)

Por lo que al substituir este resultado en la expresiéon 7.145 se obtiene la relacion de la métrica
inversa:

g = — p (7.158)
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Coeficientes de conexion

Los coeficientes de conexién estan dados por la siguiente relacion:

1
Ffw = 5900(61/gau + aug;w - &xguu) (7.159)

Note que estos involucran tinicamente derivadas respecto a la métrica, por lo que bajo la condicion
de linealizacion las derivadas pueden ser reescritas a lo siguiente:

a&pgm/ = atp(n;u/ +hy,1/> (7160)
cte
- atpg;w = ap(h;w) (7.161)

Entonces es posible substituir las derivadas respecto la métrica, por las derivadas respecto la per-
turbacion en la expresiéon 7.159

o 1 o
[% = 597 @l + Duhaw = Dahy) (7.162)

Ademés se puede reemplazar la métrica inversa g por la relacion encontrada en la seccion anterior

dictada por la expresion 7.158, tal como se muestra en [5]

9, =5 0% = h7) (Ouhau + Ouhay — Oahyw) (7.163)

N =

Distribuyendo el producto se tiene:

%, = = (07 Ouhap + 17 Ophew — 17" Oahy) — (W Dyh + W7 Dby — h7Dahy)]  (7.164)

N =

Notese que por la condicién de linealizacion de la gravedad, cualquier término que dependa de
segundo orden de magnitud respecto a la perturbacion se hara cero:

1
T9, = = | (070 hap + 170uhaw — 17 Oahy) — | K78 hap + B 0uhay — W7 ahyy, | | (7.165)
2 —_———— —/ i —

log 1 {oge? (ege} (ege}%
= F;u/ = 5 (77 auhau +n a,uhow -n aah;w) (7166)

Sacando a eta como factor comiin, se obtiene la definicién para los coeficientes de conexiéon bajo
la linealizacion de la gravedad:

g 1 (oge%
[%y = 577 Ohay + Ouhay = Oahn) (7.167)
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Tensor de Riemann

El tensor de Riemann se define como:

RC,, =0,(%,)—0,(I%,)+T7,I% —TI), I (7.168)

ouv vo© py (gl VDN

Recordando la definicion para los coeficientes de conexion bajo la linealizaciéon de gravedad mostrada
en la expresion 7.167

1
), = 5777& (Ochav + Oyhas — Oahue) (7.169)
1 {7
FZ'y = 577” (8“/ha,u + auha'y - 8ah;w) (7170)
A 1 Ao
Do = 517" (Oohap + Ouhag — dalyo) (7.171)
1 (o3
)5 = 50" (Ozhaw + Ouhax = Oahun) (7.172)
Multiplicando el primer par de coeficientes:
1. +05harvOyhau + OchavOuhay — OshauOahiuy
Iy, = 1777 N7 | +0,hacOyhan + 0vhacOuhay — OvhasOahyy (7.173)
_aahuoa'yhau - aahuaap,ha’y + 8ahuaaahu'y

Ahora el otro par de coeficientes:

1 +6ohauakhow + 6ohauauhak - 8Uh(xu (Xh'll>\
I = annw +0uhaoOhay + 0uhacOuhar — OuhaoOahun (7.174)
*aozh,ua'a)\how - aozhuaayha)\ + aahpaaozhu)\

Notese que todos los términos dentro de los paréntesis dependen de un término de orden 2 sobre
la perturbacién, por lo que ambos paréntesis se anulan y por consiguiente los productos de los
coeficientes también:

ry,re =0 (7.175)
I, =0 (7.176)

Por lo que la expresion 7.168 bajo la linealizacién de gravedad se vuelve:
Rp,, =0, (T0,) =0, (T7,) (7.177)

Expresandolo mediante la definicion de los coeficientes de conexiéon tal como se muestra en [5],
entonces:

1 1
-y (277,)@ (O how + Oyhoy — 8ah,,g)) o, (277’” (O hays + Dl — aah,w>> (7.178)

Distribuyendo las derivadas parciales:

ouv

1
R, = =0 | 0u0shar + 040 hae —0,00h e — 0005 hay — 00 hae +0,00h 0 (7.179)
2 ——— ———

se anulan se anulan

Como se muestra en la expresion anterior, dado a que las derivadas conmutan, entonces dos de los
términos se anulan, dotando asi la forma:

Re = %nﬂa (000hav — 0pOahne — 0y0shay + 0y 0ahyc) (7.180)

g%
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Tensor de Ricci

En [5] definen el tensor de Ricci de la siguiente forma:

R,y = RY

ouy (7.181)
Esto no es nada mas que la contraccion respecto a u del tensor de Riemann. Utilizando la definicion
anterior en 7.180, es evidente que para reemplazar el p por un p es necesario utilizar la métrica inversa
de Minkowski para lograr la contraccion:

o pY

1
RP = 577”“ (0u0shay — 0,0ahye — 0y0shay + 0,00hyue),  substituyendo p — p
= R, = 1" (0,0shav — 00l — 0u0shay + 0, 0alys) (7.182)
Notese que ahora al operar por la métrica inversa surge el siguiente cambio de indices en las pertur-

baciones y sus derivadas:

ho = b hy = B, 9y — O (7.183)

:}R'u’ =

ouv

(D0 bt — 0" Db — Dyl + B, 0002 (7.184)

DN | =

Los indices se contraen en el tensor de Riemann:

1 a
Roy = 5 (005 hf} = 0"0uhug — 0,051, + 0,00h7) (7.185)

Considere las siguientes definiciones. Se denota al operador de d’Alembert o también referido
como d’Alembertiano:

O = 020,00 = 0,0" (7.186)

Ademas siguiendo el procedimiento de [5], la traza de las perturbaciones se denotara como:

hyy =h=n""hyq (7.187)

Por lo tanto, utilizando las definiciones previas, es posible reescribir el tensor de Ricci a la
expresion:

1
Ro, = 5 (90,1t} = Ohuo — 8,051+ 8,00h5) (7.188)

Reordenando términos se concluye con la relacion:

Rg’]_/ - % (al_l,ao‘hﬁ + 3y3ah2 - Dhua - 81,801'1) (7189)
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Escalar de Ricci

El escalar de Ricci lo definen en [15] de la siguiente forma:
R=R, =1""Rs, (7.190)
Aplicando esto a la relacion 7.189 se tiene:
1
R = 7701/5 (0,05h + 8,000 — Ohye — 0,05h) (7.191)

Repitiendo el procedimiento de la seccién anterior para subir los indices mediante la métrica inversa,
se notan las siguientes relaciones:

hi — ht?, 0, — 0° (7.192)
Substituyendo en el escalar de Ricci:
1
R= 3 (00, 0" + 0,040 — OhT — 07 0h) (7.193)
Ahora gracias a la generalidad de los indices se substituye en el segundo término lo siguiente:
0,00 — 0,0,h"° (7.194)
Ademés reconociendo las definiciones previas se reescribe el escalar de Ricci a lo siguiente:
1
R= 3 (0,0-h"7 + 0,0,h"° — Oh — Oh) (7.195)

Nuevamente por la generalidad de los indices es valido hacer la siguiente substitucion:

0,0,h"" — 0,0, h1 (7.196)

— R = = (8,0,h"" + 8,0,h"" — Oh — OOh) (7.197)

1
2

Finalmente sacando un 2 de factor comin en la expresiéon, se concluye lo siguiente:

\ R = (0,0,h"° — Oh) \ (7.198)
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Tensor de Einstein

El tensor de Einstein es definido en [5] mediante la siguiente expresion:

1
Gu = Ry — 39 it (7.199)

Ingresando todas las definiciones previamente encontradas en secciones anteriores se tiene que:
1 1
G =5 (0a0h + 8,04h% — Ohyy — 0,0,h) — 39w (0205h*" — Oh) (7.200)
Reemplazando la métrica g por la métrica plana de Minkowski y su perturbacién se tiene:

G = 5 (000,uhS + 8,000 — Ohy — 9,0,h) — %(mw + hy) (9a03h®? — Oh) (7.201)

DN | =

Expandiendo el producto de la métrica y su perturbacién:

1 1 1
5 (0a0uh% + 08,0015 = Ohyuy — 0,05h) — Sy (0a03h™" —Oh) — o (0a03h*F —Oh) (7.202)
orden O(h2)~0
1 1
= G = 3 (6‘a8“h3‘ + 0, 0ahy; — Ohyy — 8#8yh) — 30w (3aaﬁh0‘ﬁ — Dh) (7.203)
Repartiendo la métrica plana de Minkowski en el producto, se tiene la siguiente expresion:
1 « « 1 af
G = 3 (8Q8Mhy + 0, 0ahy, — Uhyy — Bu&,h) —3 (nwaaagh + nl“,Dh) (7.204)
1
= Gu =5 (000, + 0,06 — Ohyy — 8,0, — 1,,0605h*7 + 1, 00h) (7.205)

Notese que se tienen perturbaciones con sus dos indices arriba, otras con dos indices abajo, y algunas
con indices mezclados, esto dificulta el trabajo sobre el tensor por lo que se presenta la siguiente

regla de intercambio de indices:
Ot = 0"hy, (7.206)

Esta relacién permite basicamente intercambiar el lugar de los indices en la perturbacién a cambio
de subir o bajar correspondiente mente un indice en la derivada. Nota: Esta regla de intercambio
de indices se deriva de la previa relacién con la métrica inversa mostrada a continuacion:

O h"" = 0t hy, = 0%hy, (7.207)
Entonces gracias a la regla de intercambio de indices es posible reescribir el tensor de Einstein a

manera que todas las perturbaciones tengan dos subindices a cambio de subir unos indices de sus
derivadas, esto se ve claramente en la siguiente expresion:

1
Guu = 5 (aaauhow + 80‘8,]]7,”0( - Dh/ﬂ/ - a;J,allh - nuuaaaﬁhaﬂ + WuDh) (7208)

Ahora considere la siguiente definicion dada en [13]. Esto ayudaré a simplificar la forma del tensor:

— 1
huu = h;u/ - 577;1,1/}1 (7209)
Y su inversa:
— 1
h;uj = h;uj + inuuh (7210)
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Por lo que se reemplazan todas las perturbaciones del tensor de Einstein por la definicion vista
previamente:

G = 1 (9%0, (hav + 37avh) +9°0, (E@ + 37uah) ~0 (hyw + 3710h) (7.211)
) —9,0,h 0 0°0° (hag + $1ash) +n,,0h '

Es crucial mencionar que tanto la expresion anterior, como las similares en la seccion de los coefi-
cientes de conexioén no son matrices, simplemente es una expresion larga puesta con varios niveles.
Habiendo dicho esto, dada su longitud se trabajara cada componente por separado.

Primera componente
Se tiene como primera componente:

90, (hw + ;nwh> (7.212)

Expandiendo el producto:
— 1
6aauhow + iaaaunowh (7213)

Donde la métrica de Minkowski baja un indice de las derivadas:

— 1
0“0phay + §8Z,8Mh (7.214)
Segunda componente
La segunda componente es:
— 1
0%0, <h,m + 277Wh> (7.215)
Nuevamente expandiendo:
— 1
aaauh/_ta + iaaaunuah (7216)

De manera similar a la primera expresion, la métrica baja un indice pero esta vez también lo
transforma:

— 1
0°9yhya + 50,0,h (7.217)

Tercer componente
El tercer componente toma la forma:

S
-0 (h,“, + anh> (7.218)

Recordando la definicién del operador de d’Alembert se reescribe:

_ 1
—0%0, (hw, + anh) (7.219)

Se realiza el producto para obtener:

— 1
7aaaah/w - iaaaoﬂ]/u/h (7220)

Cuarta componente
La cuarta componente se define como:
—0,0,h (7.221)
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Quinta componente
La quinta componente se identifica como:

- 1
—Uuu8a8B (hocﬂ + 27704,8h> (7222)

Operando se tiene:
— 1
N 0°0P o — 5n,waaa%,gh (7.223)

Notar que la métrica de Minkowski nuevamente baja y cambia un indice de las derivadas parciales:

— 1
100 hop — 50" Oatuh (7.224)

Sexta componente

Finalmente la sexta componente es:
N Oh (7.225)

Nuevamente por definicion del operador de d’Alembert se tiene:
0%0unuh (7.226)
Simplificacién

Notese que existen varios términos repartidos sobre las distintas componentes los cuales se anulan,
para comenzar con la simplificacién notese que la sexta componente 7.226 se anula con una parte de
la quinta 7.224 y de la tercera7.220 ya que:

1 1
0% Datluh = 50°0anh = 50 Dath (7.227)

— 0°0unuwh — 0°0anuh =0 (7.228)

Luego de manera similar la cuarta componente 7.221 se anula con una parte de la segunda y primer
componentes respectivamente 7.217, 7.214. Esto es debido a que:

~9,0,h + %auayh + %auayh (7.229)

== —0,00h+0,0,0h=0 (7.230)
Entonces los tnicos términos restantes sobre la expansion son:

2—comp 5—comp

1 _ ——N— _ —_——~—
Guw = = | 0%0uhaw + 0% 0l — 0“Onhp — 1 0%0P o (7.231)
2 | —— ———
1—comp 3—comp

Por lo tanto, el tensor de Einstein bajo la linealizacién de gravedad se define como:

Gy = % (00, + 0%, B — 0Oy — 100 Fins) (7.232)

O con la notacion del operador d’Alembert:

Guv = = (0%0uhan + 0“0uhyua — DRy — 1,0%0°hap) (7.233)

DN | =
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7.4. Condiciones de calibre

7.4.1. Simetria de calibre

Antes de invocar al calibre de Lorenz primero se mostrara que el tensor de Einstein se mantiene
invariante bajo cualquier transformacion de calibre inducida por cualquier difeomorfismo, primero
observe la notacién para el tensor de Einstein linealizado:

1 _ _ _ _
Gftlv) D) (0%0uhay + 0“0y hya — Ol — U#vaaaﬂhaﬁ) (7.234)
Ahora considere el siguiente difeomorfismo:
©o: M~ M>p(a!)— ™" ="+ ), |H«1 (7.235)

Note que la transformacion de calibre bajo una perturbacion tendré la forma:

Ohyy = h;w — huw (7.236)
Note que al introducir una variaciéon en la métrica la derivada de Lie permite expresarlo como:
0guv = LeNuw = Oy + 0y, (7.237)
De la expresion 7.130 se puede despejar en funciéon de la perturbacion:
hv = Guv — Npw (7.238)

Entonces utilizando la propiedad dotada por la derivada de Lie, es posible reescribir la variacién
sobre la perturbacién mediante las derivadas direccionales:

Ohyuw = —0u&w — 0, (7.239)
Observe que dada la expresion anterior, la variacion de la traza de la perturbacion se define como:
0h =n"6h,, = —20,£° (7.240)

Por lo que la variacion para h se define como:
i =~ — Dyl + 1 pt? (7.241)

Notese que esto indica que todas las transformaciones serédn estrictamente de orden lineal en &.
Expandiendo el procedimiento realizado en [13], se introduce el operador de d’Alembert a la variacion,
esto con el fin de poder expresar la variaciéon del tensor de Einstein componente por componente:

06k, = —00,& — 00, + 1,,00,£° (7.242)

Ahora observe que la variaciéon de h con ambos indices levantados por la métrica se ve de la siguiente
forma:

OR"T = —9PET — B7EP + P70, L0 (7.243)
Realizando una doble derivaciéon de ambos lados se nota la relacion:
0,000 = —0,0,0°67 — 8,0,07E" + 0,05 (177D ,EP) (7.244)

= —00,£% — 00,° + 00,£°

Notese que tanto p como o son dummy indexes por lo que se puede reescribir el primer término en
términos de rho para obtener:

0,0,00"" = —2000,£° + 10,6° = —19,° (7.245)

Entonces:

Nuw0p0s0h”" = —1,,00,£° (7.246)




CAPITULO 7. DERIVACIONES TEORICAS 44

Ahora observe la forma que toman las derivadas para la perturbaciéon con indices mezclados:

00,00, = —0,0,0°¢, — 0,0,0,€" + 0,050, (7.247)

Simplificando con el operador de d’Alembert:

0,0,00" = 0,06, — 0,0,0,6" + 0,0,0,6” = 0,05, (7.248)

Si se deriva respecto a v la perturbacion con los indices mezclados se continta con un proceso similar:

8,0,0h!, = —8,0,07€, — 3,0,0,” + 8,0,0,€" (7.249)

Nuevamente se tiene:

8,0,0h,, = —0, ¢, (7.250)

Ahora note que es posible realizar un juego de indices sobre el tensor linealizado de Einstein para
reescribirlo de la siguiente forma como se muestra en [5]:

G(l) = —% (Dﬁuv + n#uapaaﬁpa - a#aﬂﬁtp/ - al/aphilg) (7'251)

nv

Al introducir una variacion en dicho tensor se tiene:

5GLY) = —% (Daﬁw 08,0 5T — 8,0,0%", aya,,aﬁ,‘j) (7.252)

Notese que cada uno de los términos del tensor de Einstein variado posee una relaciéon con el operador
de d’Alembert, estas son dadas por las expresiones encajonadas 7.242, 7.246, 7.248, 7.250. Por lo
que al sustituir en el tensor se encuentra:

1/ -00,¢, —00,&, + 1,.,0,E°
1 _— _ = Iz H nrp
0G ., = 5 <+8/LD£V + 8,06, — 1,,00,£° (7.253)

Donde se aprecia con claridad que todos los términos se cancelan, por lo que la variacion del tensor
de Einstein inducida por un difeomorfismo cualquiera se vuelve:

5GG) =0 (7.254)

Por lo tanto dicho tensor se mantiene invariante bajo cualquier transformacion de calibre.
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7.4.2. El calibre de Lorenz

Considere al tensor de Einstein previamente derivado:

G,u,l/ — (aaa,uﬁow + aaayﬁua — DE#V — nuyaaaﬁﬁaﬁ) (7255)

DN | =

Expandiendo en el proceso presentado en [13], se impondréa la siguiente condicion sobre el tensor de
Einstein:

95n™" =0 (7.256)

A continuacién se deconstruiré el tensor de Einstein por componentes y se les impondré la condicion
de calibre previamente mencionada.

Primer componente

Notese que gracias a la relacion establecida en 7.206 se puede reescribir la primer componente
del tensor a lo siguiente:
T T
0%Ophay = 0a0,hg (7.257)

Ahora para subir el indice 8 se multiplica por la métrica plana de Minkowski:

B

00,y = 0a0,mp h" (7.258)

Gracias a que el espacio-tiempo es una variedad de clase C*° las derivadas conmutan, entonces se
pueden reorganizar los términos:

aaaunﬁuﬁaﬁ = nﬂyau (aaﬁaﬁ’) (7259)

Gracias a la arbitrariedad de los indices es posible intercambiar las betas y los alpha de la expresion
anterior:

Wﬁvau (8(Xﬁaﬁ) = nauau (865[30{) (7260)
Gracias a la condicion 7.268 el paréntesis se anula, dotando de la expresion:
n(xuau (aﬁﬁﬂa> = nayap (0) =0 (7261)

Desvaneciéndose asi el primer término del tensor de Einstein.

Segundo componente

El segundo componente cuenta con una estructura similar al primer componente. Siguiendo el
mismo procedimiento se tiene:

0“0y hya = 00yl (7.262)

B

—a —a —af3
— Dad By = Badnp k™ = 13,0, (0.5 (7.263)

- 130, (aﬁ‘ﬁ) = 05,0, (aﬂﬁﬂa) —0 (7.264)
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Cuarto componente

Utilizando la misma regla que en componentes pasados 7.206, se pueden bajar ambos indices de
las derivadas direccionales, siempre y cuando se suban los indices de la perturbacion:

N 0° 0oy = 10,0000 (7.265)
Nuevamente por conmutatividad se tiene lo siguiente:

00051 = 110 (957 (7.266)

Por lo tanto, gracias a la condiciéon de Lorenz se tiene:

—Ba
n#Va&(aﬂh ) = nuuaa (0) =0 (7267)

Tensor resultante

Dado a la cancelacion de el primer, segundo y cuarto componente del tensor de Einstein, este
toma la nueva forma:

Gl}.l/ = 7|:|E,U.D (7268)

7.4.3. Sistema de coordenadas del calibre de Lorenz

Siguiendo la metodologia de [5], ahora se debe de encontrar un sistema de coordenadas el cual
cumpla con la condicién de Lorenz 7.268 impuesta sobre el tensor de Einstein, para ello se buscara
una transformacion de coordenadas la cual actué sobre (ct,x,y,z) — (ct’',a’,y’,2'), para esto se
utilizara nuevamente el concepto de la variacion del campo. Para mostrar de manera mas clara este
concepto referirse a la figura siguiente, donde el sistema coordenado normal son las lineas punteadas
azules, la variacion del campo es representada por las flechas moradas y el nuevo sistema coordenado
esta dado por la malla roja.

Figura 7.1: Transformacion del sistema coordenado para el calibre de Lorenz
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Notese que de la relacion 7.236 se puede despejar en torno a la perturbacién bajo el cambio de
coordenadas para obtener lo siguiente:

R = Sl + hyw (7.269)

Donde gracias a la previamente mencionada propiedad de las derivadas de Lie, es posible definir a
la variacion sobre la perturbaciéon mediante sus derivadas direccionales:

5hp,l/ - —8M§u - al/fu (7270)

Esto sale de la relacion de la métrica y su derivada de Lie asociada mostrada en la seccion de Simetria
de calibre 7.237. Al substituir se tiene:

hluy = hul/ - aufu - 8u£p (7271)

Consecuentemente la métrica también se transforma con la relaciéon anéloga:
g:u/ = Guv — a,ugu - 81/5;1 (7.272)

Siguiendo la metodologia presentada en [13] se utilizara la definicion vista en 7.210 para substituir
la transformacion en la perturbacion a lo siguiente:

— 1 1 o
hp,l/ = h/uu - §7hwh, = h;ﬂ/ - Enuun Bh;ﬁ (7273)
Substituyendo la relacion para la traza inversa se obtiene:
— 1
h/u/ = (hHV - aufz/ - augu) - 5 (UWT]”B (haﬁ - aafﬁ - (95§a)) (7274)
Distribuyendo:
_ 1 1 af 1 op
h/LV = h/tu - a}tfﬂ - aygu - Enuyh + 577“”7] aa§B + 577uy7] 8560, (7275)
1 1 o 1 5
= huy — Oy — 00§y — inuvh + inuuaag + §7luyaﬁ§ (7.276)
1 1 o 1 N
= hMV - §anh_8M§V - augu =+ 577;waaf + 577Myaaf (7.277)
—_————
Py Nurv 0p&P
= Ty = B + D 0pE” — 06 — 0,6 (7.278)

Buscando la representacion mostrada en [13], se multiplicara por dos métricas planas inversas para
subir los indices:

0" P = 0" 0P (R + 1w 0p€” — 0u&0 — 9,€,) (7.279)
_ P P n naﬁapgp _ nuaaugﬁ — By, €™ (7.280)
0 )

Notese que al derivar respecto a [3, gracias a la arbitrariedad de los indices, es posible anular los
términos senalados por las flechas en la expresion anterior:

057" = 951" + 1D AGET — nfoB0,E — P00, (7.281)
— 050" = 9577 — P90, € (7.282)

Operando la métrica de Minkowski para subir y cambiar el signo v 1 8 se reemplaza por la definicion
del operador de d’Alembert tal que:

95" = 950" — Dge (7.283)

Por lo que para cumplir la condiciéon de Lorenz, basta con escoger una perturbacién en el campo
que cumpla con:

o5 =g 39w =0 (7.284)
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7.4.4. Calibre TT

Obsérvese que las ecuaciones de campo de Einstein estdn dadas por 7.3:
G =81GT),,

Donde al solo considerar soluciones a vacio, se impone la condicién vista en la seccion de linealizacién
de la gravedad la cual dicta que el tensor de estrés-energia debe de ser cero, por lo que entonces se
obtiene la expresion:

G =0 (7.285)
Gracias a la condicion del calibre de Lorenz 7.268, el tensor de Einstein toma la forma especifica:
G = —0hy,
Oh, =0 (7.286)

Dado a que la perturbacién h existe sobre la métrica plana de Minkowski 7, dicha perturbacién
también puede ser representada similarmente a la métrica mediante la siguiente forma matricial:

hoo ho1 hoz hos3
hio hi1 hiz his
hag  ha1  haz  hos
h3o h31 hz2 hssz

By = (7.287)

Notese que en la expresion anterior la perturbacion h posee 16 componentes distintos. Sin embargo,
gracias a que esta cuenta con la propiedad de simetria, estos se reducen a solo 10 componentes
distintos dado que la perturbacion, al igual que la métrica poseen la propiedad de simetria:

s

Ahora analizando la condiciéon impuesta por el calibre de Lorenz 7.268 se debe de notar que esta
describe una condicién lineal sobre 4 componentes, ya que:

9s7°” =0, Donde: a=0,1,2,3 (7.289)

La expresion anterior constituye cuatro ecuaciones diferenciales lineales (una por cada valor del
indice a). Puesto que hy,,, es simétrico (10 componentes), mas adelante se vera que estas restricciones
reducen el nimero de funciones independientes a seis:

hoo hor hox b3

hio hii hia br3
b, = 7.200
" hoo  hor  hoa  hgg ( )

bst bt hsz bas

En la seccién anterior, més especificamente en la expresion 7.283 se muestra que al realizar una
perturbacion en el campo derivada de un difeomorfismo, dicho campo transformado cumpliré con la
condiciéon de Lorenz si y solo si:

0e* =0 (7.291)

Por lo que cualquier elemento £* que satisfaga la ecuacion de onda mostrada anteriormente, dejara
la condicién del calibre de Lorenz sin alterar. Notese que la familia de soluciones de 7.291 es infinita
dimensional, ya que esta estd compuesta de 4 funciones independientes £%, cada una determinada
por dos funciones independientes (condiciones iniciales de la onda). Esto lo que indica es que todavia
es posible especificar un sistema de coordenadas o calibre dentro del calibre de Lorenz el cual no solo
se mantenga invariante bajo el difeomorfismo impuesto sobre el campo, sino que también cumpla
con la condicién de Lorenz, esto sera el rol del calibre TT.
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Interpretacion fisica

Antes de mostrar explicitamente la forma del calibre TT es importante recalcar la interpretacion
fisica del sistema, observe que la relacion 7.286 describe una ecuacién de onda, pero no es una
ecuacion de onda cualquiera ya que el operador de d’Alembert posee la propiedad de linealidad, es
decir que:

D(Oqu + OéQGg) = (OqDGl + OéQDGQ) (7292)

Por lo que la expresién 7.286 describe una ecuacién de onda la cual también es lineal. Entonces sin
pérdida de generalidad se puede asumir que la solucion a la ecuacion de onda viene en forma de una
onda plana, ya que cualquier onda genérica se puede escribir como una combinacién lineal de ondas
planas. Estas tal como se muestra en [13] pueden ser expresadas de la siguiente forma:

A, cos (nttktct + ek + nyykYy + nzzkzz) (7.293)

= A, cos (Nusk'x”) = Re [Am,e(ik“’“ﬁ)} = hu(z) (7.294)

Donde los elementos k* son los componentes del vector de onda. y los elementos k, son los compo-
nentes del covector de onda:
k= kle,, k=k,e® (7.295)

Notese que k%, kY, k* son los nimeros de onda, k! = “ es la frecuencia angular y A, representa

la amplitud de onda. Esta al igual que la perturbaciéon se representa como una matriz simétrica de
4X4, sobre la cual como se mostré previamente por la simetria y el calibre de Lorenz, se reduce
a seis componentes independientes. Observe que las ecuaciones de onda mencionadas previamente
poseen la siguiente cualidad al ser derivadas respecto a una direccién arbitraria:

Ou (Fyr) = 0a (Ayue™™") (7.296)

Sacando a la amplitud de onda de la derivada gracias a que es constante, se observa que se tiene una
derivada respecto a una exponencial, la cual gracias a la regla de la cadena se puede expresar como:

Ao (e’”) = A (e’“’) O (ikpa”) (7.297)

Donde el co-vector es constante respecto a la derivada direccional, por lo que entonces se tiene:

= A, (eikﬂ”) iky a\a{j: (7.298)
= Ay (™07 ) ko8 = Ay (€7 ) ik (7.299)
" O (huw) = hywika (7.300)

Es importante mencionar que el co-vector de onda k posee la propiedad de ser un (null covector,
también conocido como un light-like) tal como lo mencionan en [15], esto se ve de forma evidente
cuando se realiza el siguiente procedimiento:

0= Ohy = n*?0,05N,, (7.301)

0 = n*Pikyikphu, = —ikaik“ Ry, (7.302)

Donde por la arbitrariedad de h, se concluye que el producto de vector y co-vector debe de ser cero:

0= —kok*=|| k| (7.303)
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Calibre de Lorenz en las ecuaciones de onda

La condicién de Lorenz previamente vista en 7.268 puede ser reescrita gracias a la cualidad de
la ecuacion de onda vista previamente:

95h"" = ikg A% eikan” — (7.304)

— ikgh™ =0 7.305
B

De manera similar a la seccién de linealizacion de la gravedad donde se mostraron las relaciones
7.209 y 7.210 presentadas en [13], se definen expresiones analogas para la amplitud de onda:

— 1
Ay = Ay — 577,“,14 (7.306)

1
A = Ay + S0 A (7.307)

Por lo que la condiciéon de Lorenz también puede ser escrita como:

kA, =0, v=1(0,1,2,3) (7.308)

Suponga una onda monocromatica plana que se desplaza en la direccién +z con vector de onda
definido:
k' = (w,0,0,k), k=w (7.309)

Se puede encontrar un sistema de ecuaciones que describa al sistema en todas sus componentes si
se fija un parametro v y se trabaja con las tnicas componentes no triviales de p (0,3) de manera
similar a los procesos realizados en [29]:

» Fijando v = 0:

ku’z#o = kOZOO + kSZ:;Q = wZOO + w230 =0 (7310)
» Fijando v = 1: - - - - -

kHAp,l = koA()l + ksAgl = wA01 + ’LUA31 =0 (7311)
» Fijando v = 2: - - - - -

k‘uAuz = k‘OAQQ + ]{13A32 = wApz + wAzy =0 (7312)
= Fijando v = 3: - - o o o

kM A5 = k¥Aos + kP Ass = wAgs + wAzs =0 (7.313)

Dividiendo todo por w se encuentra el siguiente conjunto de ecuaciones:

Z30 = _ZOO
Ast = Ao (7.314)
Azg = —Ap2
ZEB = _ZO3

Ahora se utilizaran las definiciones para la traza inversa de la amplitud a manera de despejar
las ecuaciones anteriores y queden en funcién de la amplitud (A,,), esto permitira reescribir los
componentes del tensor simétrico de la amplitud, para mostrar como es que de 10 componentes
al aplicar el calibre de Lorenz directamente sobre las ecuaciones de onda, se reduce el namero de
componentes no triviales a seis, tal como se mencioné anteriormente al principio de la seccién.
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Primera ecuacién:
Substituyendo la definicién de la traza inversa de la amplitud se tiene que:

Aoz = Aoz — 103A (7.315)

Notese que la métrica plana de Minkowski en la posicion (03) toma un valor de cero, por lo que la
expresion anterior se reduce a:

Zog = A03 (7316)

De manera similar se sabe que ng9 = —1, por lo que el lado derecho de la primera expresion se
vuelve: )

Ago = Ago + §A (7.317)

Uniendo ambas expresiones se concluye con lo siguiente:

1
Aoz = —Aoo — ;A (7.318)

Segunda ecuacion:
Nuevamente se substituyen las definiciones de la traza inversa para ambas amplitudes:

— 1

Az = Az — §M0A (7.319)

— 1 0
A1 = Ao — 361" A (7.320)
— (o= (i)

Tercera ecuacion: 1 0
Agy = Ago — Ses” A (7.322)

— 1 0
Agz = Aoz — 502" A (7.323)
— [or=—2a) (a2

Cuarta ecuacion: 1 )
Agz = Asz — 5% A (7.325)

— 1 0
Aoz = Aoz — 5%3" A (7.326)

1
= | Asz = —Aos + 5A (7.327)

Por lo que al substituir las relaciones 7.318,7.321,7.324,7.327 en el tensor simétrico de la amplitud de
onda, se observa que bajo el calibre de Lorenz este posee tinicamente 6 componentes independientes
y toma la siguiente forma:

1
Ago Ap1 Aga —Ago — §A
A A A —A
A/I;zy)renz — 01 1 12 o1 (7328)
Aoz Ao Az —Ap2
1 1
i a1

Ahora finalmente se puede continuar con las condiciones del calibre TT, estas se dividen en 3
condiciones transversales y una sobre la traza.
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Condiciones transversas del calibre TT

Considere el siguiente difeomorfismo de la forma:
Eh(x) = EHetRa® 3 Oet =0 (7.329)
Donde la amplitud obedece la siguiente regla de transformacion (ver 7.271):
A — A;w =A, —i(k, 2 + k2, (7.330)

Cuando se impone la condiciones transversales simplemente se esta restringiendo a cero todas las
expresiones que lleven un componente en la direcciéon de la propagacion de la onda, en este caso esa
componente es la z:
r ! o -
A5, =0 < Ay = A5 = A3, =0 (7.331)

A probar: Existe una amplitud =u tal que la matriz transformada Agu =0.
Utilizando la definicién anterior para la amplitud bajo un difeomorfismo, se reescriben los compo-
nentes previos siguiendo la metodologia de [29]:

Aéo = A30 - i(k?)EO + ]fOE3) = A30 — iw(Eo — 53)
Ay = Az — i(k3Z1 + k153) = Az — iwE, (7.332)
Ay = Agy — (k3 + ko) = Agy — iwEs
Substituyendo por la relacion definida al imponer la condicién transversal del calibre TT se tiene:
0= A30 - Z"LU(EO - E3)
0= A31 - Z’lUEl (7333)
0= A32 — inQ

Resolviendo para las amplitudes = se obtienen las siguientes relaciones:

A
= = ( ,31) (7.334)
iw
A
2, = ( ‘32) (7.335)
w
A
Zo— 55 = ( ,30) (7.336)
w
Se sigue que substituyendo estas expresiones en las relaciones para las amplitudes primadas A;w se
observa que efectivamente estas son cero:
A-
A‘/31 = A31 — ’szl = A31 —w <Z’j]1> = 0
Ay = Agy — iwSg = Agy —iw [ 222} = ¢ 7.337
32 = Azz —IWSp = Az —ww | " | = (7.337)
A
A/30 = A30 — iw(E() - Eg) = A30 —w <ZZ)U> =0
AL =0
=A% =0 (7.338)
Ay =0
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Observe que gracias a la propiedad de simetria de calibre del tensor de Einstein, es posible
representar a la matriz de amplitudes como la matriz transformada compuesta por los componentes
primados.(se omitira el primar los componentes a favor de mantener la claridad en al proceso)
En dicha nueva matriz se tiene que las componentes (31,32, 30) desvanecen, entonces por simetria
las componentes (13,23,03) también lo hacen. Se puede realizar un proceso similar para mostrar
que (01,02) y sus reciprocos simétricos también desvanecen, dotando de la siguiente representacion
matricial para la amplitud de onda:

Agp O 0 0
r | 0 Ay Ap O
AW =1 0 Ap Am 0 (7.339)
0 0 0 3A
Condicién sin traza del calibre TT
En la métrica de Minkowski, la traza A toma la siguiente forma:
A =—Ag+ A1 + Aso + Ass (7.340)

Del proceso anterior solo se tiene una combinacién méas de las amplitudes =, para simplificar el
sistema, aun se debe definir:
=0, =3 (7341)

Recordando la expresion para las amplitudes primadas se tiene:
A;u/ = ALLV - Z(kuEu + kl/Eu) (7342)

Substituyendo por la definiciéon previamente vista se encuentra el siguiente sistema de ecuaciones:

= Componente (00):

Abo = Ago — i(koZo + koZo) (7.343)
Ay = Ago — 2ikoZ0 = Ago + 2iw=g (7.344)

» Componente (33):
Az = Agz — 2ik3E3 = Agz — 20w (7.345)

. A60 = A()o + QiMEQ =0 (7 346)
Ag?’ = A33 - 27,'U)Eg =0 -

Despejando para los residuos del calibre se tiene:

24w (7.347)

Observe que las amplitudes primadas pueden ser expresadas como las relaciones encontradas pre-
viamente al trabajar por componentes, como se muestra en [29], [14]:

53 = Azz — 2iwE; (7.349)

Al substituir por los valores de los residuos de calibre Zg, Z3 tomando en cuenta la relacion 7.341 se
tiene: N

60 = Agg + 2iw (—2;’12) =0 (7.350)

) Ago
Al = Azz — 2 — 7.351
33 33 — 21w (+ 2iw> ( )
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Note que A, = 0, entonces la traza primada ahora toma la siguiente forma:

Substituyendo a la traza el valor de A%; encontrado previamente:

A
A = A/ll + A/22 + Aszz — 2iw=3 = Alll + A/22 + Asz — 2w (2;;2) (7353)
= A = _AOO + Alll + Al22 + A33 =0 (7354)
Observe que la condicion de Lorenz para u = 0 dicta que:
_ _ 1
0=~k'Ay = wAgp =w (AQO + 2A> (7355)
1 1
w | Aoo + 514 =0= Ao + 514 =0 (7.356)
1
Substituyendo en la traza:
1 1
Por lo que entonces:
1 1
A=-A+-A 7.359
Notese que:
A=A, Agp = Al (7.360)
= A = —Ap + Alll + A/QQ + Ag3 =A (7361)
Por lo que al imponer la condicion A’ = 0, también se cumple que:
A=0=A4 (7.362)

Substituyendo nuevamente:
[Agp = 0], Al + Ahy + A33=0 (7.363)

Regresando a la relacion de Aj;, se puede substituir el valor para el componente (00) de la traza
encontrado anteriormente y asi obtener:

A
5g = Ass — 2iw (2;;2) = A3z — Ago = 0= A3z3 = 0= Ago (7.364)
Dado que:
| Ags =0 = Ay =0 (7.365)

Por lo que la nueva traza es:

A= Al + Ay = 0= A}, = — A, | (7.366)
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Se debe de confirmar que los valores encontrados para los residuos de calibre cumplan con 7.336,
para esto hay que recordar la condicion de Lorenz la cual se reescribird a manera de mantener mayor
claridad:

k'E, =0 = k"2 + k*Z3 = w=o + w=3 (7.367)

Recordando que k£ = w se substituye:
kZ0 + kB3 = k(E9g+E3) =0=Zy = —E3 (7.368)
— EO = —Eg (7369)

Por lo que la relacion 7.336 ahora se puede reescribir como:

A
25, = =2 (7.370)
iw
Observe la expresion 7.347, al substituir se tiene:
A
—2Ey =2 (7.371)
Tw
Ao Aso
2— = — 7.372
2iw 1w ( )
Los términos se anulan dejando tinicamente:
—Ago = Asp (7.373)
Pero Aoo =0 y A30 =0
= 0=0 (7.374)

Mostrando asi que no se rompe la invariancia de calibres. Por lo tanto la matriz de las amplitudes
bajo las siguientes condiciones toma la nueva forma:

0 0 0
0 Ay Ap
0 A —An
0 0 0

T
AT = (7.375)

O O OO

Recordando la relacion entre la amplitud de onda y las perturbaciones se tiene que:
hlw (l‘) = Auueikaxa (7.376)
TT jikax® _ 3 TT
= A, e =h,, (7.377)

0 0 0 0
0 A A O
0 Az —Ain O
0 O 0 0

chy = (etkue™) (7.378)

Esta es la forma de la matriz de perturbaciones en la métrica bajo el calibre T'T, donde solo depende
de dos componentes independientes, estos seran los dos distintos modos de polarizacion.
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7.5. Modos de polarizacion

7.5.1. Interpretacion

Ahora ya con las condiciones del calibre de Lorenz y el calibre TT, se facilita la interpretacion
fisica del sistema. Recordando la definicion vista en la seccién anterior de interpretacion fisica se
tiene la siguiente expresion:

Py = Ay R [ (7.379)

Como se mencion6 previamente, se esta trabajando con una onda orientada en la direcciéon +z, por
lo que el vector de onda toma la forma mostrada en 7.309, ademés se probo que este es un vector
(light-like). Notese que gracias a las condiciones discutidas previamente, surge la siguiente relacion:

kot = w(z —1t) (7.380)
Expandiendo la definiciéon para la perturbaciéon en componentes se tiene:
R [eiw(z_t)} = R [cos (w(z — t)) + isin(w(z —t))] = cos (w(z — t)) (7.381)
Reemplazando este resultado en 7.376 se obtiene lo siguiente:

0 0 0 0
A A 0
Az —Ain O

0 0 0

thT = cos (w(z —t)) (7.382)

o O O

Siguiendo de cerca la metodologia de [13], se renombraran estos componentes de la perturbacion:

WIT(t, 2) = <Z+ _hh:> cos (w(z — 1) (7.383)

Esta nueva representacion se refiere a los modos de polarizacion, la notaciéon de +, x se refiere a
la forma de como estos curvan el espacio-tiempo. La forma explicita de dichos modos es la siguiente:

By (t,2) = Ay cos (w(z — 1)) ] (7.384)

| B (2,1) = Ay cos (w(z — 1)) | (7.385)

7.5.2. Comprobaciéon

Tal como se mencion6 en secciones anteriores bajo la linealizacion de la gravedad, las perturba-
ciones de la métrica deben de obedecer la condicién:

Ohyy =0 (7.386)

La cual es una ecuaciéon de onda para 4 dimensiones y da lugar al concepto de las ondas gravitacio-
nales, luego bajo el calibre TT se mostré que:

Py = hyy = Ohyy = 0 (7.387)

Con esto en mente, es importante resaltar que en relatividad general los sistemas de coordenadas son
arbitrarios, por lo que no impactan de ninguna forma la fisica del sistema. Entonces, es importante
alzar la pregunta ;Es realmente la ecuacién de onda que se encontr6 una perturbacién en la métrica
que curva el espacio-tiempo, o simplemente es el resultado de un cambio de coordenadas sobre una
métrica plana? Esto es lo que se responde a continuaciéon mediante los tensores de curvatura.
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El tensor de curvatura de Riemann de forma simple se puede pensar como un mapeo multilinear
sobre una variedad Rimanianna o pseudo-Rimanianna como lo es el espacio-tiempo, este cuantifica
la curvatura del espacio-tiempo. Esto lo logra al comparar los transportes paralelos de cada punto
de la variedad.

Suponga dos direcciones sobre un punto p en la forma de 9,,0,, el tensor de curvatura mide como
un vector rotado alrededor del transporte paralelo definido entre las direcciones falla en regresar a
su posicion original. Cuando el tensor de curvatura de Riemann es distinto de cero:

Rf,, #0 (7.388)

Es un indicador que la geometria posee curvatura intrinseca; es decir que el espacio-tiempo se curva.
Por lo que si el tensor de curvatura de Riemann es distinto de cero, se vuelve implicito el hecho de que
las ondas gravitacionales si son perturbaciones en el espacio-tiempo y por lo tanto lo curvan. Para
probar esto se utilizara la definicién para el tensor de curvatura de Riemann bajo la linealizacion de
la gravedad vista en las secciones anteriores, especificamente en la expresion 7.180 la cual dicta:

1
R, = 507 (0udshoy — 0udative — 0udhay + 0,0uhus) (7.389)

Nz

Antes de comenzar la prueba se daran breves explicaciones de los indices del tensor:

» Superindice: R}, dicta el componente que esta siendo afectado por la curvatura.

» Primer subindice: R/, denota el vector al que se le aplica el transporte paralelo.

» Subindices dos y tres: R, dictan la direccién del transporte paralelo.

Por lo que bajo las condiciones del calibre de Lorenz y el calibre TT, los tinicos tensores de curvatura
no triviales son los que se encuentran en las direcciones de propagacion, a continuacién se presentan

dos de estos:
(7:390)

Calculando el primer tensor se tiene:

twa:t = %ﬂm (8x8that - azaahtt - 8tathomc + ataah:vt) (7-391)

Donde como se mostré previamente, por las condiciones del calibre TT todos los componentes con
perturbaciones en la direccién del tiempo se anulan, haciendo asi:

1 0 0 0
A T L e U X gy (7.392)

1
tat = — 50 OOihas,  a =y (7.393)
1
= Rf,, = D) (" 0t Ohsa + nwyatathya:) (7.394)
Notese que las métricas bajo la definicién (— — —4) toman los valores:

(=1) 0
1
-3 P 00ihes + 17 0,0ihye (7.395)

1
" Ripy = 50:0thay # 0 (7.396)
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Siguiendo el mismo procedimiento para el segundo tensor:

1 0 0 0
Ry = 50" (M — 0.0t — 040thay + 0udating ) (7.397)

0 (1)
1 1
Rg:ct = _gnyaatathar = 5 M atathzz +M atathyz (7398)

1
o Riay = 5000y # 0 (7.399)

Con esto queda demostrado que ambos tensores de curvatura de Riemann son distintos de cero,
garantizando asi que efectivamente la ecuacion de onda 7.387 curva el espacio tiempo. Concluyendo
de esta forma las derivaciones tedricas para el presente trabajo.
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Visualizacion de las ondas gravitacionales

Para la visualizacion de las ondas gravitacionales se realizé6 una simulacién en el lenguaje de
programacién Python, la cual muestra de manera grafica como las ondas gravitacionales de un
sistema binario causan deformaciones en el espacio-tiempo mediante sus modos de polarizaciéon bajo
el calibre TT.

Gracias al extenso trabajo tedrico realizado en la Seccién anterior, la complejidad del programa se ve
reducida de manera drastica. En este capitulo del trabajo se discutiran los siguientes puntos acerca
del programa:

= Preliminares, funcionamiento y aproximaciones empleadas en el programa.
= Mesh y array broadcasting.
= Programacion defensiva.

= Qutputs.

Cabe recalcar que este programa se disené con el fin de ser utilizado como un visualizador de
las ondas gravitacionales, permitiendo ilustrar de manera clara los efectos de estas sobre el espacio-
tiempo. La finalidad principal es proporcionar una herramienta visual que complemente el desarrollo
teorico presentado en el capitulo anterior. Por lo que el programa favorece la facilidad de uso sobre
el detalle técnico presente en herramientas mas sofisticadas como los solvers numéricos. Finalmente,
el programa fue disenado para simular el sistema omitiendo parametros como lo son el spin de los
agujeros negros, el red-shift cosmologico, fases merger-ringdown, la excentricidad de los agujeros
negros y utiliza las aproximaciones al primer orden de su expansion (0-PN). Todo esto bajo la
aproximacion en la region lejana del cuadrupolo.

59
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8.1. Preliminares

8.1.1. Base tedrica

Utilizando la teoria desarrollada en este trabajo, el programa asume una métrica de Minkowski
plana perturbada con la forma estandar:

Juv = Nuv + h/w

Donde la perturbacién h,, representa una onda plana que se propaga en la direccién +z en el
vacio. Como se ha establecido previamente, el programa utilizara las ecuaciones de los modos de
polarizacién para simular las deformaciones en el espacio tiempo, estas bajo la linealizacion de la
gravedad y el calibre TT toman explicitamente la forma mostrada en 7.384, 7.385:

‘ hy(t,z) = Ay cos(w(z —1t)) ‘

[ (2:8) = Ax cos (w(z — 1)) |

Ademés para simular el sistema binario se utilizaran dos masas distintas, estas se mantendran
constantes dado a que el programa asume que no existe pérdida de masa en los cuerpos celestes por
radiacién o algin otro método.

8.1.2. Funcionamiento

Entrando en materia, los pardmetros y constantes utilizados para la simulacién son los siguientes:

Constantes
Simbolo Tipo Valor Unidades
G Constante gravitatoria | 6.67430 x 10~ k’;%
c Velocidad de la luz 3.0 x 10% m
np.pi Constante 7 3.1415... N/A
d Distancia a la fuente 100 Mpc(m)
Moun Masa del sol 1.989 x 10°0 kg
Tabla 8.1: Constantes numeéricas del programa
Variables

El usuario podra asignar distintos valores a las siguientes variables:

Nombre Componente fisico Unidades
ml,m2 Masas de los cuerpos celestes Mo (rg)
fsnap Frecuencia de la onda gravitacional Hz(%)

Tabla 8.2: Variables ingresadas por el usuario



CAPITULO 8. VISUALIZACION DE LAS ONDAS GRAVITACIONALES 61

Parametros calculados

Adicionalmente el programa utilizara las cantidades previamente listadas para calcular los si-
guientes parametros:

Nombre Componente fisico Unidades
totalmass Masa (total) del sistema Mg (kg)
ChiTD, s chirp mass Mg (kg)
fisco Frecuencia de las GW en la ISCO HZ(%)
teoal Tiempo para finalizar la fase inspiral S
strain amplitude Amplitud del strain gravitacional N/A
Poplus Modo de polarizacion h N/A
heross Modo de polarizacién hy N/A

Tabla 8.3: Parametros calculados del programa

8.1.3. Aproximaciones

El programa utiliza una serie de aproximaciones para calcular los pardmetros mencionados an-
teriormente, a continuaciéon se muestran dichas aproximaciones.

Chirp mass

Se utiliza la relacion estandar para la chirp mass, esta es presentada en diversas literaturas de
relatividad general. Sin embargo a lo largo de esta Seccion, se utilizaran las versiones mostradas en
[13]:

3
5

(mimaz)
M= . 8.1
() (8.1)

Frecuencia ISCO

3

67)3/2G(m1 + ma2)

frsco =~ (

Tiempo para el merger

La expresion para el tiempo al merger o tiempo de coalesencia no se encuentra de forma explicita
en [13], esta mas bien ha sido derivada a partir de la formula de la pérdida de energia por radiacion
gravitacional presentada en [22], la derivacién completa de esta expresion se encuentra en los anexos:

5¢° 1
8/3(5/3 8/3
25678/3G5/ M5/3fs7{,ap

(8.3)

tcoal ~
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Amplitud del strain gravitacional

Esta es la expresion para el strain gravitatorio a primer orden presentada en [13], mas especifi-
camente en el Capitulo 4, ecuacion (4.29). Notar que la diferencia entre la ecuacion presentada en
este trabajo y la mostrada en [13| recae en que para el caso especifico de esta simulaciéon se impone
una diferencia de fase de —7/2 y amplitudes iguales (Ay = Ay):

_ 4(GM)5/3 (Wfsnap)z/g

ho ctd

(8.4)

Modos de polarizacion

Gracias a las relaciones anteriormente mostradas, las ecuaciones para los modos de polarizacién
en la simulacion tomarén la siguiente forma simplificada:

‘ hy = ho cos (27 fsnap(t — 2)) ‘ (8.5)

\ hs = ho cos(27 fonap(t — 2) — 7/2) \ (8.6)

8.1.4. Funcionamiento (parte 2)

Ya con todos los preliminares definidos, se dara una explicacion a detalle del funcionamiento del
programa. Este se disen6 con el fin de complementar la teoria desarrollada en el presente trabajo,
por lo que la claridad y facilidad de uso fueron las prioridades al momento de programar. Tomando
esto en cuenta, el presente programa utiliza inicamente las siguientes librerias estandar:

1. Sys.
Se utiliza para manejar excepciones de inputs incorrectos

2. Numpy.
Permite utilizar el mesh y linspace, dos objetos clave para el funcionamiento del programa.

3. Matplotlib.
Habilita el ambiente del plot.

El programa comienza declarando las constantes, luego utiliza los inputs en las variables ingresadas
por el usuario para calcular los parametros listados en la Seccién anterior. Ya con los pardmetros
obtenidos, el programa hace uso de las técnicas/métodos mostrados en la siguiente Seccion.
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8.2. Meétodos implementados en la visualizacién

8.2.1. Linspace y Mesh

El método de linspace es clave para el funcionamiento del programa, este permite formar un
sistema de coordenadas, en este caso cartesiano utilizando arrays unidimensionales, tal como se
muestra en el siguiente retazo de codigo:

x_opt = np.linspace(-15, 15, 50)
y_opt = np.linspace(-15, 15, 50)

En el cual el rango es determinado de [—15,15] y genera 50 puntos equidistantes en dicho rango
para ambas direcciones. Cabe recalcar que la convencion de unidades para este rango serd de luz
por segundo, es decir; cada unidad en el programa tendra la siguiente relaciéon de equivalencia:

Lew = 3.00 x 10%(m) (8.7)
Esto permite simplificar la fase retrasada, dado que esta toma la forma:

O(t,r) = 2 f(t — 9 (8.8)
Entonces al tomar la convencién mencionada previamente se tiene tinicamente:

O(t,r)=2nf(t—r) (8.9)

Por otra parte, el método de meshgrid definido en el programa como:

X_opt, Y_opt = np.meshgrid(x_opt, y_opt)

Forma el producto tensorial entre los dos distintos arrays definidos por linspace, esto con el fin de
generar el sistema de coordenadas cartesiano. Estos se pueden pensar que ambos toman la forma
((Nz, Ny) = (50,50)), seguidamente al hacer:

distance_opt = k*np.sqrt(X_opt**2 + Y_opt**2)

Se instancia un array para la distancia siguiendo la ya establecida féormula pitagorica, donde la
constante k se refiere a un factor de escala visual, este es definido de la siguiente forma:

k=(f_snap/500) #Factor de escala visual

La funcién de este factor de escala es simplemente mejorar la legibilidad de la visualizacion, mas
adelante se mostrara que esta no afecta de ninguna forma la validez fisica del programa, si se desea
ver mas a detalle el efecto visual de esta en la simulacion favor referirse al anexo D. Finalmente se
instancia el array unidimensional del tiempo:

t_opt = np.\emph{linspace}(0, 0.1, 1000)

El rango de este se mantendra de [0, 0.1] segundos, y crea 1000 puntos equidistantes dentro del rango,
y se puede pensar en su representacion como [IN;] = [1000].
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8.2.2. Array broadcasting

El proceso de array broadcasting se refiere a proyectar un array de la siguiente forma:
n+— N >n < N(dim) (8.10)
En este caso especifico se proyecta el array del tiempo a las 2 dimensiones espaciales:
[Ny] — [Ny, 1,1] (8.11)
Y el array de distancia se proyecta en la direccién temporal:

[vaNy] = [LNa:vNy} (812)
phase = 2 * np.pi * f_snap *( t_optl[:, None, Nonel - distance_opt[None, :, :1)

Este proceso permite proyectar el array unidimensional del tiempo y el bidimensional espacial a un
array tridimensional de espacio-tiempo:

[Ni, N, N, (8.13)

Con esto es posible operar directamente los distintos arrays de distintas dimensiones, ya que los
forza a ser de la misma dimensiéon. Esto permite calcular los modos de polarizacion de forma directa,
tal como se muestra a continuacion:

1 h_plus_opt
2 h_cross_opt

strain_amplitude * np.cos(phase)
strain_amplitude * np.cos(phase - np.pi/2)

Con esto el unico elemento restante es el array en la direcciéon de propagacion Z, este a diferencia
de las dos previas direcciones espaciales, se definird de manera dindmica, es decir; dependeré de la
deformacion impuesta por los modos de polarizaciéon. A fin de mantener la claridad del proceso, se
presenta el siguiente cuadro sobre las variables en el codigo utilizadas para este proceso y cual es su
significado fisico.

Expresion en el codigo Interpretacion fisica
Rptus—opt|frame] La (fuerza) de la polarizacion hyen dado frame.
heross—opt [ frame] La (fuerza) de la polarizacion hy dado frame.
Xopt /distance gy, Componente X del vector unitario en cada punto del grid
Yopi/distanceqp: Componente Y del vector unitario en cada punto del grid

Tabla 8.4: Interpretacion fisica del strain en el codigo

Entonces la linea de c6digo para instanciar el array en la direcciéon Z muestra lo siguiente:

1 Z_opt = 0.5 *(( h_plus_opt[frame] * cos2phi) + (h_cross_opt[frame] #*sin2phi))
2 #Note que cos2phi, sin2phi dependen unicamente de los arrays de X,y y R

En la cual por cada frame, toma el factor de deformacion del modo h y lo proyecta sobre la direccion
local x, repite el mismo procedimiento para el modo hyx y la direccién local y y la suma de estas
proyecciones es la altura de la superficie mostrada en el grid en dado punto.
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8.3. Programacion defensiva
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Se agregaron las siguientes excepciones para los inputs de los usuarios, a manera de garantizar

la simulacién de un sistema fisicamente congruente.

while True:
try:

M1 = input ("Ingrese el valor de la masa del primer objeto (Masas solares): ")

ml = float(M1) * M_sun
break
except ValueError:

print ("Entrada invalida. Por favor, ingrese un numero valido para la masa M1

.u)

while True:
try:
M2

input ("Ingrese el valor de la masa del segundo objeto
n)

m2 = float(M2) * M_sun

break
except ValueError:

(Masas solares):

print ("Entrada invalida. Por favor, ingrese un numero valido para la masa M2

")
if (m1<0):

print ("Las masas de los objetos no pueden ser negativas o cero.

sys.exit ("No es posible simular, sistema no fisico.")

elif (m2<0):

print ("Las masas de los objetos no pueden ser negativas o cero
sys.exit ("No es posible simular, sistema no fisico.")

elif (m1==0):

print ("Las masas de los objetos no pueden ser negativas o cero.

sys.exit ("No es posible simular, sistema no fisico.")
elif (m2==0):

print ("Las masas de los objetos no pueden ser negativas o cero.

sys.exit ("No es posible simular, sistema no fisico.")

while True:
try:
F_snap = input("Ingrese la frequencia que desea visualizar
[50,1500] (Hz): ")
f_snap = float(F_snap)
break
except ValueError:

"y

.u)

u)

dentro del rango

print ("Entrada invalida. Por favor, ingrese un numero valido para la masa

frequencia.")

if (f_snap<0):

print ("No es posible ingresar frecuencias negativas.")
sys.exit ("no es posible simular")

elif (f_snap==0):

print ("No es posible que el sistema no cuente con frecuencia.")

sys.exit ("No es posible simular, sistema no fisico.")
elif (f_snap<50):
print ("Frequencia fuera del rango establecido")

sys.exit ("Input invalido: Porfavor ingrese frequencias dentro del rango

establecido")
elif (f_snap>1500):
print ("Frequencia fuera del rango establecido")

sys.exit ("Input invalido: Porfavor ingrese frequencias dentro del rango

establecido")
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Estos detectan si el usuario ingresé alguno de los siguientes valores que vuelven al sistema fisicamente
invalido:

= Masas negativas.

= Una o dos masas iguales a cero.
= Frecuencia negativa.

= Frecuencia igual a cero.

» Frecuencia simulada mayor a la frecuencia del sistema en la ISCO.

Con lo cual se limita la posibilidad del usuario para ingresar valores que generen una visualizacién
incorrecta o causen un error en el programa.

8.4. Owutputs

Es importante notar que debido al formato de la visualizaciéon, los outputs que se mostraran
adelante en forma de imagenes estaticas no mostraran la diferencia en la visualizacién bajo diferentes
frecuencias actuando sobre la componente temporal. Sin embargo, note que las siguientes cantidades
dependen explicitamente de las masas y la frecuencia:

= Frecuencia en la ISCO
= Tiempo al merger.

= Amplitud del strain gravitacional.

Por lo que al variar los valores de las masas y la frecuencia, estos también cambiaran. Ademas, es
importante mencionar que dado la convencion de unidades en el plano (XY) y a la adimensionali-
dad del strain, los 6rdenes de magnitud en los ejes (XY'), (Z) diferiran de una manera drastica. Sin
embargo, esto sigue manteniendo validez fisica, gracias a que las detecciones experimentales realiza-
das por LIGO, efectivamente presentan strains de érdenes de magnitud de (1 x 10722) tal como se
muestra en [4].

Observe que el programa basa la deteccion de las ondas gravitacionales a una distancia de (100M pc)
de la fuente, y se utiliza un conjunto de particulas de prueba o (test particles) de (45 x 108m), este
es el generado por los linspaces mencionados anteriormente. Finalmente, a manera de mantener la
legibilidad de esta visualizacion se introdujo un factor de escala para el efecto de la frecuencia con
la distancia, ya que esta causa que la grafica tome una disposicion demasiado densa, volviendo asi
la visualizacién ilegible. Se explicara en la Seccién de limitaciones.
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8.4.1. Primer output

Condiciones iniciales

Masa 1(Mg) | Masa 2(My)

Frecuencia snap(Hz)

2.56

1.38

370

Tabla 8.5: Primer set de condiciones iniciales

Visualizacion 1

Visualizador de Ondas Gravitacionales

15

—1—

=15 =10 -5 0 5
Eje-X (3e8 (m))

-

Figura 8.1: Vista superior 1

10

-10

15
15
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Visualizador de Ondas Gravitacionales

\ - ;g m
\\\\ M i i
| 6 |
A \w o
“ I i :
N:‘“ ‘J- A IHTN o4
N
T 2
N
o @
[
T2
-4
T -6
—15_:0‘__5—__‘_‘_‘_\__’___________? 15
0 _ -5 0_ >3
EjeX (3e8 (m)> 10 15 -15 -10 EjeY (3e8(m))
Figura 8.2: Vista lateral 1
Shell
b4
Ingrese el valor de la masa del primer objeto (Masas solares): 2.56
Ingrese el valor de la masa del segundo objeto (Masas solares): 1.38
Ingrese la frequencia que desea visualizar dentro del rango [50,1500] (Hz): 370
Frecuencia de Snapshot 370.0 Hz — tiempo a coalesencia/merger = 0.0411 s
La f isco es: 1118.0218397988776 Hz
>>>

Figura 8.3: Valores calculados visualizacion 1

68



CAPITULO 8. VISUALIZACION DE LAS ONDAS GRAVITACIONALES

8.4.2. Segundo output

Condiciones iniciales

Masa 1(Mg)

Masa 2 (M)

Frecuencia snap(Hz)

2.56

1.38

740

Tabla 8.6: Segundo set de condiciones iniciales

Visualizacion 2

Visualizador de Ondas Gravitacionales

115

- 0 5
Eje-X (3e8 (m))

Figura 8.4: Vista superior 2

Eje-Y (3e8(m))

69



CAPITULO 8. VISUALIZACION DE LAS ONDAS GRAVITACIONALES

Visualizador de Ondas Gravitacionales

'(.' ”' ' il ’ ‘W " 1.00
' ' ‘ “\ T 0.75
“ | ‘ T 050
T 0.25
T 0.00
T-0.25
T-0.50
T-0.75
T-1.00
D A
Eje-X (3e8 (m)) 10 15 -15 —10 EleY (3e8(m))
Figura 8.5: Vista lateral 2
Shell
>>>
Ingrese el valor de la masa del primer objeto (Masas solares): 2.56
Ingrese el valor de la masa del segundo objeto (Masas solares): 1.38
Ingrese la frequencia que desea visualizar dentro del rango [50,1500] (Hz): 740

Frecuencia de Snapshot 740.0 Hz - tiempo a coalesencia/merger = 0.0065 s
La f_isco es: 1118.0218397988776 Hz

>>>

Figura 8.6: Valores calculados visualizacion 2
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8.4.3. Tercer output

Condiciones iniciales

Masa 1(Mg)

Masa 2(Mg)

Frecuencia snap(Hz)

12.3

8.95

170

Tabla 8.7: Tercer set de condiciones iniciales

Visualizacion 3

Visualizador de Ondas Gravitacionales

15

10

Eje-Y (3e8(m))

=15 -10

-5

0
Eje-X (3e8 (m))

10 15

Figura 8.7: Vista superior 3
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Visualizador de Ondas Gravitacionales
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‘ ¢

'l ”/ / t

\_/

=15 _10 _5 0 5 0 5 10 15
EjeX (3e8 (m)) > 10 15 -15 —10 gy (3e8(m)

Figura 8.8: Vista lateral 3

Shell

>>>
Ingrese el valor de la masa del primer objeto (Masas solares): 12.3
Ingrese el valor de la masa del segundo objeto (Masas solares): 8.95

Ingrese la frequencia que desea visualizar dentro del rango [50,1500] (Hz): 170
Frecuencia de Snapshot 170.0 Hz - tiempo a coalesencia/merger = 0.0184 s
La f isco es: 207.2944022968272 Hz

>>>

Figura 8.9: Valores calculados visualizaciéon 3
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8.4.4. Cuarto output

Condiciones iniciales

Visualizacion 4

Masa 1(Mg)

Masa 2(Mg)

Frecuencia snap(Hz)

1.5

1.3

170

Tabla 8.8: Cuarto set de condiciones iniciales

Visualizador de Ondas Gravitacionales

f—t1 |

l!llll;ll
Ty
1]l
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-15
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5
Eje-X (3e8 (m))

10 15

Figura 8.10: Vista superior 4

15
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Visualizador de Ondas Gravitacionales

\\\\\\
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Eje-X (3eg [m}] 10 15 -15 -10 5Eje—Y (3e8(m))

Figura 8.11: Vista lateral 4

Shell

>>>
Ingrese el valor de la masa del primer objetoc (Masas solares): 1.5
Ingrese el valor de la masa del segundo objeto (Masas solares): 1.3
Ingrese la frequencia que desea visualizar dentro del rango [50,1500] (Hz):
Frecuencia de Snapshot 170.0 Hz - tiempo a coalesencia/merger = 0.5289 s
La f isco es: 1573.2164460027063 Hz

>>>

Figura 8.12: Valores calculados visualizacion 4
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8.4.5. Quinto output

Condiciones iniciales

Masa 1(Mg)

Masa 2 (M)

Frecuencia snap (Hz)

1.5

1.3

300

Tabla 8.9: Quinto set de condiciones iniciales

Visualizacion 5

Visualizador de Ondas Gravitacionales

15

10

[10

Ll

=15 -10 -

I
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Eje-X (3e8 (m))

i 1 _15
10 15

Figura 8.13: Vista superior 5
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Visualizador de Ondas Gravitacionales
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Figura 8.14: Vista lateral 5
Shell
Ingrese el valor de la masa del primer objeto (Masas solares): 1.5
Ingrese el valor de la masa del segundo objeto (Masas solares): 1.3
Ingrese la frequencia que desea visualizar dentro del rango [50,1500] (Hz): 300
Frecuencia de Snapshot 300.0 Hz - tiempo a coalesencia/merger = 0.1163 s
La f isco es: 1573.2164460027063 Hz
>>>

Figura 8.15: Valores calculados visualizacion 5
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8.4.6. Sexto output

Condiciones iniciales

Masa 1(Mg) | Masa 2 (Mg)

Frecuencia snap (Hz)

2.2

2.8

600

Tabla 8.10: Sexto set de condiciones iniciales

Visualizacion 6

Visualizador de Ondas Gravitacionales

=15 =10

=5

0
Eje-X (3e8 (m))

15

10
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10 15

Figura 8.16: Vista superior 6

Eje-Y (3e8(m))
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Visualizador de Ondas Gravitacionales

/ [ 1.5
[[:I
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H 0.5
|
T 0.0
T —0.5
- -1.0
T -1.5
=15 _10 _5 5 0 5 10 15
EjeX (3e8 (m;) 10 15 -15 -10 Eje-Y (3e8(m))
Figura 8.17: Vista lateral 6
Shell
>>>
Ingrese el valor de la masa del primer objeto (Masas solares): 2.2
Ingrese el valor de la masa del segundo cbjeto (Masas solares): 2.8
Ingrese la frequencia que desea visualizar dentro del rango [50,1500] (Hz):
Frecuencia de Snapshot 600.0 Hz - tiempo a coalesencia/merger = 0.0070 s

La f isco es: 881.0012097615157 Hz
>3>

Figura 8.18: Valores calculados visualizacion 6
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Eje-Z
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capiTuLo 9

Discusion de resultados

En la presente Seccién se analizaran con rigor las visualizaciones generadas a partir de la simu-
lacién de ondas gravitacionales bajo el calibre TT desarrollada en la Secciéon anterior. Esto con el
proposito de verificar numéricamente la coherencia de las relaciones fisicas fundamentales presentes
en el modelo utilizado. Para ello, se consideraron las relaciones mas importantes a lo largo de la
teoria, permitiendo asi un contraste directo entre los resultados obtenidos mediante la simulacion y
las predicciones teoricas existentes, para asi poder asegurar la validez fisica del programa. Ademéas
se mostrara cémo el programa cumple con las condiciones de campo lejano y aproximaciéon de 0PN
para el cuadrupolo.

Las relaciones de proporcionalidad a estudiar son: la frecuencia de la orbita circular interna méas
estable (ISCO), que es inversamente proporcional a la masa total del binario. El tiempo hasta la
coalescencia o al merger del sistema binario, el cual depende de forma significativa de la frecuen-
cia de la onda gravitacional y la masa del binario. Por ultimo la amplitud de la deformacion del
espacio-tiempo(strain), la cual es directamente relacionada con la masa de (chirp) del binario. A fin
de corroborar esto, se mostraran los graficos de los resultados obtenidos al ingresar distintos valores
al programa, mientras se mantienen otros constantes, a manera de poder observar claramente las
proporcionalidades entre estos. Para esto a continuacion se utilizaran graficas de escalas logaritmi-
cas, especificamente (log-log) con ambos logaritmos base 10, esto a manera de mostrar como las
relaciones exponenciales mostradas a continuacién toman una representaciéon lineal bajo dicha es-
cala. Especificando, las relaciones principales detras de la simulacién mencionadas previamente son
las siguientes:

fisco X M_l (91)
tcoal X fs;i{)g (92)
teoal = M_5/3 (93)
ho o< MP/3 (9.4)
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9.1. Relacion de proporcionalidad de la frecuencia en la 6rbita
circular interna mas estable

Masa total (Mg) | Fisco (Hz)
2 2202.50
3 1468.33
4 1101.25
5 881.01
6 734.16
7 629.28
8 550.63
9 489.44
10 440.51
11 400.45
12 367.08
13 338.84
14 314.64
15 293.66

Tabla 9.1: Relacion entre la masa total del sistema binario y la frecuencia del ISCO en la simulacion

Masa total vs F_isco (log-log)

10000
l..._“_.
1000 g,
|“

= '“Ou... y = 4405x*
rd 2 _
I R°=1
@ 100
@
.I_:'

10

1
1 10 100

Masa total{masas solares)

Figura 9.1: Grafica entre la masa total del sistema binario y la frecuencia del ISCO en la
simulacion(log-log) base 10

Note que de la Seccién anterior de aproximaciones, la expresion 8.2 dota con las constantes:

c? C
_ __¢ 9.5
C GG frsco Vroras (9.5)

al calcular las constantes se tiene:

C 874x10% 4405
o (9.6)

C=8T74x10¥s kg ! = — =
5N My, ~ 1.98x10%  Mrorar

Que es justamente el valor presente en la regresion lineal, por lo que se concluye que la relacién de
proporcionalidad se cumple:
. fiseo 0 Mgy (9.7)
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9.2. Relaciéon de proporcionalidad del tiempo al merger con
masas fijas

fsnap (HZ) tcoal (S)
50 8.1360
150 0.4346
250 0.1113
350 0.0454
450 0.0232
550 0.0136
650 0.0087
750 0.0059
850 0.0043
950 0.0032
1050 0.0024

Tabla 9.2: Relacion entre la frecuencia instantanea fsnap ¥y €l tiempo a la coalescencia tcoa1. dejando
la masa total fija en (3.94 masas solares)

F snapVsT coal (log-log)

10 -
1
.
TGU 0.1 — 3757402566 .'..
ul Y= .
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0.01 .
'o...
0.001
1 10 100 1000 10000
F_snap(Hz)

Figura 9.2: Grafica entre la frecuencia instantanea y el tiempo al merger en escala logaritmica(log-
log) base 10 dejando la masa total fija en (3.94 masas solares)

Utilizando la forma de la aproximacion 8.3, se tiene que las constantes son:

R __c (9.8)
= 8/3(5/3 coal = ~g/3 :
25678/3G5/ fsn/apMs/:s
Tomando las masas como constantes, ya que estas se dejaron fijas, se tiene lo siguiente:
C = 2.7574 x 10° = teoqr = 2.7574 x 10° f, %50 (9.9)
tcoal X fs_nsa/p3 (910)
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9.3. Relaciéon de proporcionalidad del tiempo al merger con
frecuencia fija

Masa total (Mg) | teoal (S)
2 0.5900
3 0.3041
4 0.1883
5 0.1298
6 0.0958
7 0.0741
8 0.0593
9 0.0487
10 0.0409
11 0.0349
12 0.0302
13 0.0264
14 0.0233
15 0.0208

Tabla 9.3: Relacion entre la masa total del sistema binario y el tiempo a la coalescencia, dejando la
frecuencia fija a 200(Hz)

Masa total vs T coal (log-log)
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Figura 9.3: Grafica de masa total vs tiempo a coalesencia en escala logaritmica(log-log) base 10
dejando la frecuencia fija a 200(Hz)

Nuevamente utilizando la aproximacion 8.3 se tiene:

5¢P C

C= o — tcoal = T3/2 .- (911)
8/3(75/3 8/3
25678/3G5/ Sn/apM5/3
Tratando ahora la frecuencia como constante, se destaca la siguiente relacion:
C = 1.88 = teoa o 1.88M5/3 (9.12)

tcoal X M_5/3 (913)
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9.4. Relacion de proporcionalidad del strain con las masas del
binario

Es importante hacer la siguiente aclaracion, se refiere al strain proyectado como el strain que
es registrado para el anillo de particulas de prueba, después de la proyeccién con el cuadrupolo.
Por otro lado el strain teérico indica el strain que calculé el programa utilizando la aproximaciéon
estandar 8.4, por lo que este sirve como el dato tebrico de comparacion.

Masa chirp M (Mg) | strain proyectado hg
0.8706 1.6094 x 10~23
1.3058 3.1633 x 10~23
1.7411 5.1095 x 10~23
2.1764 7.4113 x 10~23
2.6117 1.0043 x 10~22
3.0469 1.2985 x 10~22
3.4822 1.6222 x 10~22
3.9175 1.9740 x 10~22
4.3528 2.3529 x 10~22
4.7880 2.7580 x 10~22
5.2233 3.1884 x 10~22
5.6586 3.6435 x 10~22
6.0939 4.1225 x 1022
6.5291 4.6248 x 10~22

Tabla 9.4: Relacion entre la masa chirp M y el strain gravitacional proyectado hy dejando la fre-
cuencia fija en (200Hz)

Chirp mass vs Strain proyectado(log-log)
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Figura 9.4: Grafica de la masa chirp vs el strain gravitacional en escala logaritmica(log-log) base 10
dejando la frecuencia fija en (200Hz)

Donde se puede apreciar claramente que el strain utilizado en proyeccién del cuadrupolo posee la
siguiente relacion de proporcionalidad con la masa chirp:

hproyectado X M5/3 (914)
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9.5. Relacion de proporcionalidad de la masa chirp y el strain

tedrico
Masa chirp M (Mg) | strain tedrico hg
0.8706 3.2188 x 10~
1.3058 6.3267 x 10~23
1.7411 1.0219 x 10—22
2.1764 1.4823 x 10~22
2.6117 2.0086 x 10~22
3.0469 2.5970 x 10~22
3.4822 3.2443 x 10~22
3.9175 3.9480 x 10~22
4.3528 4.7059 x 10~22
4.7880 5.5160 x 10~22
5.2233 6.3769 x 1022
5.6586 7.2869 x 10~22
6.0939 8.2449 x 10~22
6.5291 9.2496 x 10~22

Tabla 9.5: Relacion teorica entre la masa chirp M y el strain gravitacional tedrico hgy calculado por
el programa con frecuencia fija en (200Hz)

Chirp mass vs Strain calculado(log-log)
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Figura 9.5: Grafica de la masa chirp vs el strain gravitacional teorico calculado por el programa en
escala logaritmica(log-log) base 10 dejando la frecuencia fija en (200Hz)

Nuevamente se cumple la relacién de proporcionalidad del strain gravitatorio:

hte(‘)rico X M5/3 (915)
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9.6. Relacion entre el strain proyectado y el strain tedrico

strain proyectado hproyectado

strain teodrico hicorico

1.6094 x 10~23
3.1633 x 10~23
5.1095 x 10~23
7.4113 x 10723
1.0043 x 10~22
1.2985 x 10~22
1.6222 x 1022
1.9740 x 10~22
2.3529 x 1022
2.7580 x 10~ 22
3.1884 x 1022
3.6435 x 10~22
4.1225 x 1022
4.6248 x 1022

3.2188 x 10~ 23
6.3267 x 10~23
1.0219 x 10~22
1.4823 x 1022
2.0086 x 10~22
2.5970 x 10~22
3.2443 x 10~22
3.9480 x 10~ 22
4.7059 x 1022
5.5160 x 1022
6.3769 x 1022
7.2869 x 10722
8.2449 x 10~22
9.2496 x 10~22

Tabla 9.6: Comparacion entre el strain proyectado y el strain teorico calculado por el programa para

cada valor de masa chirp con frecuencia fija en (200Hz)
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Strain tedrico
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Figura 9.6: Grafica de los strains proyectado y teorico con frecuencia fija en (200Hz)

y=2x!
R*P=1

Strain proyectado vs Strain teorico

Strain proyectado

5.0000E-22

Note que el strain tedrico y el proyectado en el programa poseen una relacion de:

1

2hteorico = hproyectado

(9.16)
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Este factor de % presente entre el strain tedrico y el strain gravitatorio proyectado proviene de
la forma en como se detectan las ondas gravitacionales. Bajo la teoria linearizada de gravedad, y
bajo las condiciones impuestas bajo el calibre tt, el strain gravitacional toma la forma de hiesrico-
Sin embargo, estas perturbaciones en la métrica no son posibles de medir mediante los detectores
convencionales (interferémetros)[4], por lo que se debe de utilizar el cambio en la distancia propia
entre dos puntos arbitrarios, la cual toma la forma presentada en [2]:

Al 1 o

s 5hiTjTrﬁnJ (9.17)

Esta proyeccion de vectores representa la orientacion de los brazos del interferometro en relacion a
la direccion de la onda|27]. Por lo que el strain que esta siendo graficado en el programa, refleja de
manera correcta la proporcion del strain registrado en los interferometros que detectan las ondas
gravitacionales. Es importante notar que la diferencia en la distancia propia medida por los detectores
es invariante bajo condiciones de calibre, sin embargo, el strain tebrico no lo es. Es por esto que las
cantidades observables no son directamente hyhy, sino el cambio en la distancia propia generada
por estas. Esto se mantiene ain para la configuracién de ondas planas.

9.7. Validacién de la aproximaciéon de campo lejano y del cua-
drupolo

Seguidamente se recuerda que el programa esté disenado para funcionar como un visualizador de
ondas gravitacionales en el campo lejano, es decir que la distancia del grupo de particulas de prueba
al merger respeta la relaciones mostradas en [6]:

GM
R>Aw,  R> =5 (9.18)

El programa utiliza como distancia del anillo de particulas de prueba (observador) al binario un
R = 100Mpc a manera de corresponder a la sensibilidad pico de LIGO para sistemas en rangos de
[10—30]Me[25], donde la longitud de onda maxima permitida por el rango de frecuencias establecido
en el programa es:

R 3.086 x 10**

Aow 6.0 x 105m = — = """ ~5x 10" 9.19
g m Agw 6.0 x 106 ( )

Por otro lado, las restricciones de los rangos de masa solares permiten lo siguiente:

GM  6.674 x 107" (15M)
2 (2998 x 108)2

~ 2.2 x 10*m, > 10%° (9.20)

R
GM/c?

Por lo que se garantiza que la visualizacion opera estrictamente en la zona lejana de radiacion,
validando asi el uso de la proyeccion mediante el cuadrupolo [27], con la forma:

h(t) = hi(t) cos(2¢) + hx(t) sin(2¢) (9.21)

Por otro lado, la forma de onda en la aproximacion OPN utilizada en la proyeccion del cuardupolo
es valida tnicamente si se cumple la siguiente condicion [3]:

(;”’TLtotalQ > 2/3 _ <7TGfsnapmtotal > 2/3

x<<199:< =3 3

(9.22)

Asi mismo se menciona en [3] que la convencion usual para el parametro adimensional z es z < 0.1,
por lo que si en el programa se utiliza una masa total Myt = 30Mg), se tiene lo siguiente:

= ( WfsnapG(SOM@)

2/3
3 ) = fonap < 68Hz = = 0.1 (9.23)
c
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Por lo que para garantizar que la aproximacién 0PN del cuadrupolo se mantenga, se impuso el
criterio mostrado en [3] como una sugerencia de limite de frecuencia para el usuario, si se ingresa
una frecuencia mayor, la visualizacién deja de ser numéricamente valida y necesita términos de mayor
orden (1,2PN) en el cuadrupolo.

9.8. Validacion del uso de meshgrid y linspace como métodos
para visualizar el sistema y efectos del factor de escala
visual

Notese que todos los parametros del programa(tcoal, fisco, 20) son calculados mediante las formu-
las para las aproximaciones presentadas en la Seccion anterior, esto se ve reflejado en las gréficas
mostradas previamente, ya que estas no presentan ningin tipo de desviacion en las regresiones. Por
lo que este al no presentar ningtin dato atipico, muestra que la implementacién de dichas aproxi-
maciones fue realizada de manera exitosa en el programa. Ademés se verifico que los observables
teoal, fiscos R0 permanecen invariantes al reducir la malla del linspace de 200 a 10 puntos. Esto se
debe a que estos no dependen de la configuraciéon del espacio simulado por el programa, més bien
estos son independientes del mismo. Por tanto los errores de truncamiento y redondeo asociados a
la cantidad de puntos en el linspace son considerados numéricamente despreciables.

Esto indica que los métodos computacionales linspace, meshgrid junto con la técnica de array-
broadcasting son efectivos para la simulacion de ondas gravitacionales. Sin embargo, es importante
resaltar que meshgrid si presentd problemas al trabajar con frecuencias altas. Dado a como estéa
instanciado el eje XY dentro del programa mediante linspace, este genera una red rectangular de
puntos en las direcciones correspondientes, y luego el programa evalia el campo escalar generado
por Zypt, este lleva consigo asociado los valores de los modos de polarizacion A, hy, los cuales al
mismo tiempo llevan asociada la fase del sistema, definida como ¢ = 27 f4,,4,(t — 2), nétese que la
frecuencia multiplica tanto la parte temporal como la espacial de la onda, esto es lo que causa el
problema con el meshgrid.

El teorema de Nyquist-Shannon (23| dicta que suponiendo una frecuencia de fsnap = 1500Hz, un
rango de [—15,15] con 200 puntos equidistantes y con una separacion radial de Ar = 0.15, entonces
para que la computadora pueda representar graficamente a la onda de manera suave, se debe de
cumplir la relacion:

Ar < = 0.15<3x107*

snap

Claramente esto no se cumple a menos que se introduzca una constante que multiplique a la separa-
cion radial Ar. Es por esto que se define el factor de escala visual S = f;‘(‘)‘g’ , el cual se multiplica por
la distancia radial, volviendo asi la relacién del teorema de Nyquist-Shannon para una frecuencia de

1500Hz:

Ar <0.17=0.15<0.17

Esto hace que en el programa, la relacion entre el nimero de onda fisico y el dibujado sea:

fsnap kﬁs 3
= MBS he/3 % 10
500~ 2m(500) ~ Fie/3 X

kﬁs = 27Tfsnap; kdib =85=

Por lo que que visualmente, la frecuencia espacial estd comprimida por un factor de 3 x 103. Esto
garantiza que la visualizacién sea suave incluso para frecuencias de hasta 1.5kHz.
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Se debe mencionar que el factor de escala visual mostrado en la Secciéon anterior, afecta inicamente a
como la frecuencia interactia con la distancia radial visible en el programa. Esto como se puede apre-
ciar en los resultados anteriores no influye de ninguna manera en la validez fisica de la visualizacion,
simplemente fue incorporado para mejorar la legibilidad de la simulacién en altas frecuencias. Esto
quiere decir que la cantidad de anillos/ondas presentes en la simulacion es reducida, sin embargo el
patréon de propagacion se mantiene intacto. Por esta razon, si la simulacion se desease utilizar con
motivos cuantitativos, se debe de reajustar la escala de la distancia mediante la relaciéon mostrada
en la Seccion (8.2.1).

9.9. Derivaciones teoricas

Mediante el principio estacionario de Hamilton generalizado a teoria de campos se obtuvo la ac-
cion més general invariante bajo difeomorfismos y ecuaciones de segundo orden. Aplicando el teorema
de Lovelock[12] se recupera el tnico tensor de divergencia nula que cumple con estas condiciones,
el tensor de Einstein, reproduciendo de esta forma las ecuaciones de campo. Este enfoque sin recu-
rrir a los procedimientos estandar [5][15] constituye una aporte metodologico original de este trabajo.

A partir de las ecuaciones de campo de Einstein, se linealizé la métrica plana perturbada de Min-
kowski g, = 1w + hu, seguidamente se muestra paso a paso cémo cada componente de los tensores
bajo la condicion de linealizacién se anula o sobrevive, detalle raramente mostrado en la literatura
estandar[28][29] . Esto tiene como consecuencia que al imponer el calibre de Lorenz y el calibre TT,
se redujeron los 10 grados de libertad distintos en las perturbaciones a tnicamente los dos modos
fisicos de polarizacion hy, hy.

El calculo del tensor de Riemann linealizado confirmé R”,,,, # 0(véanse 7.396 y 7.399), demostran-
do asf que las ondas representan verdadera curvatura del espacio tiempo y no son producto de una
eleccién de coordenadas curvas.

Futuros desarrollos sobre esta simulacién deberan de enfocarse en la incorporacién de pardmetros
como la excentricidad en las érbitas de los agujeros negros, esto permitira la subsecuente implemen-
tacion del spin presente en estos, habilitando de esta forma el uso de aproximaciones fuera del primer
orden para mejorar la precision de la visualizacién. Por otro lado, se propone la incorporacion de
una dependencia temporal en la frecuencia del binario, esto permitira mostrar como la frecuencia en
la fase inspiral aumenta mientras se acerca al merger, en lugar de mantener una frecuencia estética
como lo hace la presente iteracién del programa.

Las implementaciones finales de los trabajos a futuro deberan de concluir en cémo la disipacién de
radiacion afectan a todos los pardmetros mencionados anteriormente, y por medio de métodos nu-
meéricos encontrar relaciones de proporcionalidad entre estos, de manera similar a como se encontré
la relacion con el tiempo al merger mediante los avances mostrados en trabajos como el de Peter
& Mathew [21][22] y trabajar hacia la implementacion de aproximaciones de cuadrupolo de mayor
orden(1,2,3)PN, a fin de solidificar la validez numeérica del trabajo.

Finalmente, como base tedrica para un préximo trabajo de posgrado, se propone la investigacion de
la forma que pueden llegar a tomar las soluciones de la ecuaciéon de onda Euu = 0 bajo las condiciones
del calibre Longitudinal. Ademas, también se propone derivar soluciones analiticas para el escalar
de Weyl de cuarto orden W, para un sistema binario utilizando el formalismo de Newman-Penrose
mediante los tetrads (I*,n*, m* m").



capituLo 10

Conclusiones

Concluyendo el presente trabajo, después de haber mostrado paso por paso cémo obtener las
ecuaciones de campo de Einstein a partir del principio estacionario de Hamilton utilizando el teorema
de Lovelock, de aplicar la condicién de linealizacion a la métrica, sus perturbaciones y los tensores
concomitantes de estas. Seguido de aplicar las condiciones de calibre de Lorenz y T'T para obtener los
modos de polarizacién, los cuales fueron proyectados mediante el cuadrupolo bajo la aproximacion
(OPN) a manera de proyectar el strain gravitatorio correctamente en la simulacion. Se concluy6 lo
siguiente:

= Se logr6 derivar paso a paso y con gran detalle las ecuaciones de campo de Einstein a partir
del principio estacionario de Hamilton, durante dicho proceso se utilizé el teorema de Lovelock
para conectar ambos conceptos mediante la acciéon de Hilbert-Einstein y su variacion, al igual
que conceptos de geometria diferencial como el producto exterior, las k—formas y el teorema
generalizado de Stokes.

= El proceso de la derivacion de los modos de polarizacién hy y hx bajo el calibre TT de las
ondas gravitacionales es presentado de manera clara y detallada, este contiene derivaciones las
cuales son omitidas en la literatura estandar tal como las pruebas de la forma que toman los
tensores de Riemann, Ricci, etc. bajo la condiciéon de la linealizacion de la gravedad, el proceso
de anulaciéon de los 16 componentes independientes de las perturbaciones a tnicamente los
dos modos de polarizaciéon resultantes, y como estos representan una curvatura en el espacio-
tiempo.

= La simulacién elaborada para este trabajo, visualiza de manera correcta el efecto de las ondas
gravitacionales como perturbaciones en el espacio-tiempo mediante sus dos distintos modos
de polarizaciéon hy y hyx mostrando de acuerdo a la teoria el strain gravitacional generado
por estas en base a un sistema binario con masas constantes y evolucion de la fase inspiral
congelada a una frecuencia determinada. El programa presenta un factor de escala visual fijado
en S = fonap/500 a manera de cumplir con el principio establecido por Nyquist-Shannon para
la simulacién de ondas.

= Se derivo de forma correcta y detallada los modos de polarizacién de las ondas gravitacionales
de manera que se aporta a la teorfa y procedimientos ya establecidos, utilizando conceptos de
tanto de fisica como geometria diferencial.
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Recomendaciones

Al realizar el presente trabajo se encontraron distintas 4reas de mejora, especificamente en el
programa, las cuales de tomarse en cuenta, probaran ser utiles si se decide reproducir los resultados
encontrados tras este trabajo de investigacion:

1. Para evitar tener que usar un factor de escala visual, se recomienda instanciar un sistema
coordenado dinamico respecto a la frecuencia ingresada, es decir; formar un sistema coordenado
mediante un método alterno a los linspaces, ya que estos restringen el tamano del sistema a
un valor fijo. En su lugar, utilizar un método dindmico para que la escala de la simulacién se
acople a los parametros ingresados por el usuario.

2. Introducir aproximaciones de términos en el orden de (2PN) en la proyeccion del cuadrupolo,
esto a manera de mejorar el rango de validez fisica del programa y poder simular a frecuencias
més cercanas a la ISCO y tomar en cuenta parametros cosmoldgicos como el red-shift.

3. Dado a que el programa realiza la misma operaciéon para cada punto distinto del linspace,
a manera de proyectar el strain correctamente. Es posible utilizar el principio SIMD (same-
instruction-multiple-data) para calcular todos los datos de manera simultanea, a diferencia del
proceso existente en el programa realizado por numpy, el cual calcula cada elemento uno por
uno, se puede utilizar SIMD y mejorar los cuadros(frames) por segundo del programa.
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ANEXO A

Codigo fuente de la simulacion

#SIMULACION DE ONDAS GRAVITACIONALES MEDIANTE SUS MODOS DE POLARIZACION
#JUAN IGNACIO ARROYAVE

#TRABAJO DE GRADUACION PARA OPTAR AL GRADO EN FISICA
#UNIVERSIDAD DEL VALLE DE GUATEMALA

import sys

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation
import tkinter as tk

from tkinter import messagebox

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

#
G
c
M_

s

onstantes
6.67430e-11 # Gravitational constant (m~3 kg~-1 s~-2)
3.0e8 # Speed of light (m/s)

un = 1.989e30 # Solar mass (kg)

# Parametros binary system
while True:

try:
M1 = input("Ingrese el valor de la masa del primer objeto (Masas solares): ")
ml = float(M1) * M_sun
break
except ValueError:
print ("Entrada invalida. Por favor, ingrese un numero valido para la masa M1

‘u)

while True:

try:

M2 input ("Ingrese el valor de la masa del segundo objeto (Masas solares):
")

m2 = float(M2) * M_sun

break
except ValueError:

print ("Entrada invalida. Por favor, ingrese un numero valido para la masa M2

.u)

if (m1<0):

print ("Las masas de los objetos no pueden ser negativas o cero.")
sys.exit ("No es posible simular, sistema no fisico.")
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elif (m2<0):
print ("Las masas de los objetos no pueden ser negativas o cero.")
sys.exit ("No es posible simular, sistema no fisico.")

elif (m1==0) :
print ("Las masas de los objetos no pueden ser negativas o cero.")
sys.exit ("No es posible simular, sistema no fisico.")

elif (m2==0):
print ("Las masas de los objetos no pueden ser negativas o cero.")
sys.exit ("No es posible simular, sistema no fisico.")

# Masa reducida (chirp en Carrol)
total_mass = ml + m2
chirp_mass = ((m1 * m2)=*%*(3/5)) / (total_massx**(1/5))

f_isco = (c**(3))/(np.pi*6**x(3/2)*G*total_mass) #Inner Most Stable Circular Orbit

s while True:

try:

F_snap = input ("Ingrese la frequencia que desea visualizar dentro del rango
[50,1500] (Hz): ")

f_snap = float (F_snap)

break
except ValueError:

print ("Entrada invalida. Por favor, ingrese un numero valido para la masa
frequencia.")

if (f_snap<0) :
print ("No es posible ingresar frecuencias negativas.")
sys.exit ("no es posible simular")
elif (f_snap==0):
print ("No es posible que el sistema no cuente con frecuencia.")
sys.exit ("No es posible simular, sistema no fisico.")
elif (f_snap<50):
print ("Frequencia fuera del rango establecido")
sys.exit ("Input invalido: Porfavor ingrese frequencias dentro del rango
establecido")
elif (f_snap>1500) :
print ("Frequencia fuera del rango establecido")
sys.exit ("Input invalido: Porfavor ingrese frequencias dentro del rango
establecido")

t_coal = (5/256) *x(c**x5/G**(5/3)) \
/(C (np.pi*f_snap)**(8/3) * chirp_mass**(5/3) )

print (f"Frecuencia de Snapshot {f_snap:.1f} Hz, tiempo a coalesencia/merger = {
t_coal:.4f} s")
print ("La f_isco es: ",f_isco,"Hz")

if (f_isco<f_snap):
print ("sistema fisico no valido")
root = tk.Tk()
root.withdraw ()
messagebox.showinfo ("Atencion", "Sistema fisico no valido, la frecuencia snap no
puede ser mayor a la frecuencia ISCO, la siguiente visualizacion no posee validez
fisica")

) k=(f_snap/500) #Factor de escala visual

d = 100 * 3.086e22 # m (1 Mpc = 3.086e22 m)
strain_amplitude = 4 * (G * chirp_mass)**(5/3) * (np.pi * f_snap)**x(2/3) / (c*x4 x d)

# Grids de espacio y tiempo

Xx_opt = np.linspace(-15, 15, 200)

y_opt = np.linspace(-15, 15, 200)

X_opt, Y_opt = np.meshgrid(x_opt, y_opt)
distance_opt = k*np.sqrt(X_opt**2 + Y_opt**2)
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t_opt = np.linspace(0, 0.1, 800) # Grid temporal

# Modos de polarizacion plus y cruz

phase = 2 * np.pi *f_snap* t_opt[:, None, None] - distance_opt[Nome, :, :]
h_plus_opt = strain_amplitude * np.cos(phase)
h_cross_opt = strain_amplitude * np.cos(phase - np.pi/2)

# Plot 3D duh
fig_mass_corrected = plt.figure(figsize=(8, 8))
ax_mass_corrected = fig_mass_corrected.add_subplot(111, projection=’3d’)

strain_amplitude_total=strain_amplitude*np.sqrt (2)
#print ("la amplitud total es",strain_amplitude_total)
#print ("la amplitud es",strain_amplitude)

eps = 1.0e-12

R_phys = np.sqrt(X_opt**x2 + Y_opt**2)

R_phys = np.where(R_phys == 0,eps, R_phys)

cos2phi = (X_opt**2 - Y_opt**2) / R_phys*x2
sin2phi = (2 * X_opt * Y_opt) / R_phys*x*2

# Animacion:

def update_mass_corrected (frame):
Z_opt = 0.5 *(( h_plus_opt[frame] #* cos2phi) + (h_cross_opt[frame] * sin2phi ))
#Z_opt = h_plus_opt[frame] * X_opt / distance_opt + h_cross_opt[frame] * Y_opt /
distance_opt
ax_mass_corrected.clear ()
ax_mass_corrected.set_xlim(-15, 15)
ax_mass_corrected.set_ylim(-15, 15)
ax_mass_corrected.set_title("Visualizador de Ondas Gravitacionales")
ax_mass_corrected.set_xlabel ("Eje-X (3e8 (m))")
ax_mass_corrected.set_ylabel ("Eje-Y (3e8(m))")
ax_mass_corrected.set_zlabel ("Eje-Z")
#Zmax_data = np.nanmax (np.abs(Z_opt[0]))
#ax_mass_corrected.set_zlim(-Zmax_data, Zmax_data)
#print (Zmax_data)

return ax_mass_corrected.plot_surface(X_opt, Y_opt, Z_opt, cmap="viridis",
edgecolor=’k’, alpha=0.9)

#salu?2

ani_mass_corrected = FuncAnimation(fig_mass_corrected, update_mass_corrected, frames=
len(t_opt), interval=1, blit=False)

plt.show ()

#CONCEPTOS CLAVE:

nnn

Utiliza los modos de polarizacion hx,h+ para la simulacion de las ondas.

Ademas se utiliza la proporcion del strain en "Z" derivado de la relacion en las
geodesicas.

Fisco y Tcoal tambien se calculan con las proporcionalidades mostradas en Maggiore
pags 175 en adelante.

nun



ANEXO B

Propiedad alternante para las 2 y 3-formas

B.1. Cobdigo para la visualizaciéon de las 2-formas

1 #Visualizacion complementaria de las 2-Formas
#Juan Ignacio Arroyave Santos

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

5 import matplotlib.animation as animation

N

7 # Vectorcitos iniciales
s vO = np.array([1, 0.25])
o w0 = np.array([0.5, 1])

12 frames = 100

15 fig, ax = plt.subplots()

16 ax.set_aspect(’equal’, adjustable=’box’)

17 ax.grid(True, which=’both’, linestyle=’--’, linewidth=0.5)

18 ax.set_x1im(-0.5, 1.7)

19 ax.set_ylim(-0.5, 1.7)

20 ax.set_xlabel(’x’)

21 ax.set_ylabel(’y?)

22 ax.set_title(’Visualziacion de una 2-forma: v wedge w versus w wedge v’)

. # Elementos que se updatean

25 quiver_v = ax.quiver (0, O, vO[0], vO[1], angles=’xy’, scale_units=’xy’, scale=1,
color=’black’)
26 quiver_w = ax.quiver (0, 0, wO[0], wO[1], angles=’xy’, scale_units=’xy’, scale=1,

color=’black’)
27 polygon = ax.fill([], [], alpha=0.3, color=’orange’) [0]

30 area_text = ax.text(0.1, 1.5, ’’, fontsize=12)
31 v_text = ax.text(0.1, 1.35, ’’, fontsize=12)
32 w_text = ax.text(0.1, 1.2, ’’, fontsize=12)

def interpolate_vectors(frame_idx):
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def

ani

nnn

interpolamos linealmente entre (v0, wO) y (w0, vO).
mediante el fram

nnn

t = frame_idx / (frames - 1)

v =1o(1-1t) * vO + t * w0

W (1 - t) *» wO + t *x vO

return v, w

update (frame_idx) :
# obtenemos el vector actual
v, w = interpolate_vectors (frame_idx)

# lo updateamos
quiver_v.set_UVC(v[0], vI[1])
quiver_w.set_UVC(w[O0], w[1])

# esquinas del paralelogramo
origin = np.array ([0, 0])
parallelogram = np.array ([

origin,

v,

v + w,

W,

origin

D

# updateamos los vertices
polygon.set_xy(parallelogram)

# meshito
det_val = np.linalg.det(np.stack([v, w]))
area_text.set_text (f’Area (v wedge w) = {det_val:.2f}’)

v_text.set_text(f’v = ({v[0]:.2f}, {v[1]:.2f}) )
w_text.set_text(f’w ({wlo]:.2f}, {wl1l:.2f3}) )

if det_val > 0:
polygon.set_color (’orange’)
else:
polygon.set_color (’green’)

return quiver_v, quiver_w, polygon, area_text, v_text, w_text

= animation.FuncAnimation (
fig,

update,

frames=frames,

interval=0,

blit=False

o1 plt.show()
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B.1.1.

-

Figura B.1: Visualizacién de la propiedad alternante de una 2-forma

Figura B.2: Visualizacion de la propiedad alternante de una 2-forma

Visualziacién de una 2-forma: v A w versus w A v

Visualizacion de la 2-forma
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B.1.2. Cédigo para visualizar la 3-forma

#Visualiacion de la propiedad alternante en le 3-forma

#Juan Ignacio Arroyave Santos
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation
from mpl_toolkits.mplot3d.art3d import Poly3DCollection

vO = np.array([0.71, 0.44, 0.1])
w0 = np.array([0.5, 0.8, 0.3])
u0 = np.array([0.2, 0.3, 11)

> # Promediaso

avg_vec = (vO + w0 + u0) / 3

5 # E1 leon no le tiene miedo a los frames

frames = 250

7 phase_len = frames // 4

fig = plt.figure ()

ax = fig.add_subplot (111, projection=’3d’)
ax.set_x1lim(-0.5, 1.7)

ax.set_ylim(-0.5, 1.7)

ax.set_zlim(-0.5, 1.7)

ax.set_xlabel(’x?)

ax.set_ylabel (’y’)

ax.set_zlabel(’z?)

ax.set_title(’Visualizacion del cambio de signo en la 3-forma’)

# Flechas

quiver_v = ax.quiver (0, 0, 0, vO[0], vO[1],
quiver_w = ax.quiver (0, 0, 0, wO[O0], wO[1],
quiver_u = ax.quiver (0, 0, 0, u0[0], uO[1],

# Labels

label_v = ax.text(vO[0], vO[1], vO[2], ’v’,
label_w = ax.text(wO0[0], wO[1], wO[2], °’w’,
label_u = ax.text(u0[0], uwO[1], w0[2], ’u’,

def get_parallelepiped_faces(v, w, u):
origin = np.array ([0, 0, 0])

corners = [
origin,
v,
W,
u,
v o+ ow,
v + u,
w o+ u,
v + w + u
1
faces = [

[corners[0], corners[1], cormers[4]

[corners[0], corners[1], cormers[5],

[corners[0], corners[2], corners[6]

[corners[7], corners[6], corners/[2]

[corners [7], corners[5], cormers[1]

[corners[7], corners[6], corners[3]
1

return faces

# Mesh

faces_initial = get_parallelepiped_faces (vO,

poly_collection = Poly3DCollection(
faces_initial,
facecolor=’cyan’,

vO0[2], color=’black’, linewidth=1)
w0[2], color=’black’, linewidth=1)
u0[2], color=’black’, linewidth=1)

color=’black’)
color=’black’)
color=’black’)

corners [2]],
corners [3]],
corners [3]],
corners [4]],
corners [4]],
corners [5]]

wo,

u0)
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)

alpha=0.3,
edgecolor=’k’,
linewidths=0.5

ax.add_collection3d(poly_collection)

# Coordenadas
volume_text

v_text = ax
w_text = ax
u_text = ax.

ax.text2D (0.05,
.text2D (0.05,
.text2D (0.05,
text2D (0.05,

0.90,
0.85, 7°
0.80, ?°

2

011951, 2R
, transform=ax.transAxes,
, transform=ax.transAxes,
, transform=ax.transAxes,

def interpolate_vectors(frame_idx):

def

nnn

Interpolacion:

Phase 1 (0-19):
Phase 2 (20-39):
Phase 3 (40-59):
Phase 4 (60-79):

nnn

(v0,w0,u0)
(w0 ,v0,u0)
(w0 ,u0,v0)
(avg,avg,avg)

if frame_idx < phase_len:

# Phase 1:

£ = < o

swap V por w

frame_idx / (phase_len - 1)

(1
1
u0

- t) * vO + t * w0
- t) * w0 + t *x vO

.copy )

elif frame_idx < 2 * phase_len:

=2 < o #
I

Phase 2:
(frame_idx

w0
(1
1

.copy O)

- t) * vO + t * u0
- t) * u0 + t *x vO

elif frame_idx < 3 * phase_len:

a

*
t
t
t

todos igual

transform=ax.transAxes,

-> (w0,v0,u0)
-> (w0,u0,vO0)
-> (avg,avg,avg)

-> (u0,w0,v0)

swap v (actualmente wO) por u
- phase_len) / (phase_len - 1)

phase_len) / (phase_len - 1)
* avg_vec
* avg_vec
* avg_vec

regresamos al prinipio,
- 3 * phase_len) / (phase_len - 1)

- t) * avg_vec + t * u0
- t) * avg_vec + t * w0

# Phase 3: colapsa

t = (frame_idx - 2

v =1(1 -t) *x wOo +

w = (1 - t) * u0 +

u= (1 -1t) *x vO +
else:

# Phase 4:

t = (frame_idx

v = (1

w = (1

u = (1

return v,

- t) * avg_vec + t * vO

W, u

update (frame_idx) :

global quiver_v,

quiver_w,

quiver_u,

# clear page dirian los latex bros
quiver_v.remove ()
quiver_w.remove ()
quiver_u.remove ()
poly_collection.remove ()
label_v.remove ()
label_w.remove ()
label_u.remove ()

v, W, u

viva amphoreus

poly_collection, label_v,

interpolate_vectors (frame_idx)

# Flechitas 2.0

quiver_v
quiver_w
quiver_u

ax.quiver (0,
ax.quiver (0,
ax.quiver (0,

# Labels2.0

label_v
label_w

ax.text (v[0],
ax.text (w[0],

v[1],
wli],

v[0],
w[0],
ul[0],

v[2],
wl[2],

v[1],
wl1],
ul1],

‘v,
’W’,

v[2], color=’black’,
w[2], color=’black?’,
ul[2], color=’black’,

color=’black’)
color=’black’)

fontsize=12)
fontsize=10)
fontsize=10)
fontsize=10)
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linewidth=1)
linewidth=1)
linewidth=1)
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ani

plt

label_u = ax.text(ul[0], ul1]l, ul2], ’u’, color=’black’)

# Nuevo paralelepipedo
faces = get_parallelepiped_faces (v, w, u)
poly_collection = Poly3DCollection(
faces,
facecolor=’cyan’,
alpha=0.3,
edgecolor=’k’,
linewidths=0.5
)
ax.add_collection3d(poly_collection)

# Volumencito

mat = np.stack([v, w, ul, axis=1)

vol = np.linalg.det(mat)
volume_text.set_text(f’Volumen = {vol:.2f}’)

# Update

v_text.set_text(f’v = ({v[0]:.2f}, {v[1]:.2f},
w_text.set_text(f’w ({wlo]:.2f}, {wl1]l:.2f},
u_text.set_text (f’u ({uf0]:.2f}, {ul1l:.2f},

return quiver_v, quiver_w, quiver_u, poly_collection,

volume_text , v_text, w_text, u_text

= FuncAnimation (
fig,

update,
frames=frames,
interval=0,
blit=False

.show ()

{vI[2]:
{wl2]:
{ul2]:

.2£3) %)
L2£3) %)
.2£3) %)

label_v,

label_w,
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B.1.3. Visualizaciéon de la 3-forma

Visualizacion del cambio de signo en la 3-forma
Volumen = 0.31
v = (0.71, 0.44, 0.10)
w = (0.50, 0.80, 0.30)

u = (0.20, 0.30, 1.00)}

Figura B.3: Visualizaciéon de la propiedad alternante de la 3-forma

Visualizacion del cambio de signo en la 3-forma
Volumen = -0.31
v = (0.50, 0.80, 0.30)
w = (0.71, 0.44, 0.10)

u = (0.20, 0.30, 1.00)

Figura B.4: Visualizacion de la propiedad alternante de la 3-forma
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Visualizacién del cambio de signo en la 3-forma

Volumen = 0.00

v = (0.50, 0.80, 0.30)
w = (0.45, 0,37, 0.55)
u = (0.45, 0.37, 0.55)

1.50]
1.25]
1.00]
0.75]
0.50]

0.25]

0.00]

—0.50+ t t t + t t t \—"N‘

—0.50-0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 100 125 150
Y

Figura B.5: Visualizacion de la propiedad alternante de la 3-forma

Visualizacion del cambio de signo en la 3-forma

Volumen = 0.31

v = (0.50, 0.80, 0.30)
w = (0.20, 0.30, 1.00)
u=(0.71, 0.44, 0.10)

Figura B.6: Visualizacion de la propiedad alternante de la 3-forma



aNExo C

Derivaciones complementarias

Dado el tamano de las iméagenes, a partir de la siguiente pagina se mostraran todas las derivaciones
complementarias relacionadas a este trabajo, estas fueron realizadas a mano.
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Figura C.1: Derivacion de la expresion del tiempo al merger
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Figura C.2: Derivacién de la expresion del tiempo al merger
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Figura C.3: Comprobaciéon que el tensor de curvatura es distinto de cero bajo calibre TT
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Visualizacién sin factor de escala

Visualizador de Ondas Gravitacionales

Eje-X (3e8 (m))

((w)gag) A-=2l3

Figura D.1: Visualizacion sin el factor de escala para cumplir con el principio de Nyquist-Shannon
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Glosario

accion Funcional S[¢] = fM L(¢p,0¢,...) sobre campos ¢ en la variedad M.

array Estructura de datos que almacena una coleccién de elementos, normalmente del mismo tipo,
organizados en una o mas dimensiones y accesibles mediante indices. En Python, los arrays
suelen gestionarse con listas o con ndarray de NumPy para calculos numéricos eficientes.

calibre Simetria local que introduce redundancias en la descripcion de los campos. Dos configura-
ciones relacionadas por una transformaciéon de calibre describen la misma fisica. Fijar el calibre
es imponer condiciones (como Lorenz o TT) para elegir una representacion tanica sin cambiar
los observables.

concomitante Construcciéon geométrica que depende de un conjunto dado de campos y de sus
derivadas, sin introducir estructuras adicionales.

conexion de Levi-Civita Unica conexion torsién—cero y compatible con la métrica (Vg = 0).

densidad escalar Objeto matematico que generaliza a los escalares en variedades diferenciables,
caracterizado por transformarse multiplicado por el determinante Jacobiano de la matriz de
cambio de coordenadas.

densidad lagrangiana Es la generalizacion del lagrangiano de mecanica clasica bajo la teoria
clasica de campos.

derivada covariante Operador V que extiende la derivacion a tensores respetando la linealidad y
la regla de Leibniz.

difeomorfismo Aplicacion biyectiva, suave (infinitamente diferenciable), entre variedades diferen-
ciables, cuya inversa también es suave. Preserva la estructura diferenciable, permitiendo cam-
biar coordenadas sin alterar las propiedades geométricas intrinsecas del espacio.

divergencia nula Condicion segiin la cual la divergencia covariante de un tensor es idénticamente
cero.

ecuaciones de Euler—Lagrange Fcuaciones de movimiento obtenidas de 65 = 0.

escalar de Ricci Contraccion R = g""R,,,,.

frame En programacion y desarrollo de software, un frame es una estructura o contexto que contiene
datos y estado temporales durante la ejecucién de un programa. En interfaces graficas este
define un contenedor visual.
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grid Red.

identidad de Bianchi Identidad diferencial V[yR,,],” = 0 y su version contraida V*G,, = 0.

input Datos o informacién que un programa recibe desde una fuente externa, como un usuario, un
archivo, un sensor o una red, para ser procesados.

instanciar Crear una instancia de una clase, es decir, un objeto concreto con sus propios valores y
estado, construido a partir de la plantilla que define la clase.

ISCO Orbita circular estable més interna alrededor de un objeto compacto. Para un agujero negro
de Schwarzschild estd en 7 = 6G M /c?; dentro de ella las érbitas circulares dejan de ser estables.

LIGO Laser Interferometer Gravitational- Wave Observatory, observatorio formado por dos interfe-
rometros laser en EE. UU. disenado para detectar ondas gravitacionales mediante la medicién
de variaciones extremadamente pequenas en la distancia relativa entre espejos separados por
kilometros.

localidad Propiedad de un objeto matemaético, en especifico para este trabajo, de una densidad la-
grangiana segun la cual las ecuaciones de movimiento en un punto del espacio-tiempo dependen
tinicamente de los valores del campo y un ntmero finito de sus derivadas en ese punto.

masa chirp M = (myms2)3/5/(m; + my)'/5, fija la evolucion de frecuencia y amplitud de la onda
gravitacional.

merger Fase final de la evolucion binaria posterior al inspiral, en la que se forma un horizonte
comin y la amplitud de la senal GW alcanza su maximo, seguida del ringdown dominado por
modos cuasinormales.

métrica (pseudo-Riemanniana) Tensor simétrico g,, de firma dada que induce producto in-
terno.

operador d’Alembertiano Operador hiperbolico 00 = ¢g**V,V, (convencion de signos segin la
firma métrica).

output Datos o resultados que un programa produce y envia a un medio externo, como una pantalla,
un archivo, una base de datos o una red.

perturbaciéon trace-reversed Definicion lineal de la perturbacion métrica E;w dada por Euu =
Py — % guv h, donde h = s hap. En calibre de Lorenz simplifica las ecuaciones linealizadas
de Einstein a una forma tipo onda para h, .

polarizaciones h,h, Componentes independientes del modo tensorial en calibre TT.

programaciéon defensiva Estilo de desarrollo de c6digo orientado a prevenir errores y fallos me-
diante validacion constante de datos, comprobacién de supuestos y manejo explicito de casos
excepcionales, de modo que el programa se comporte de forma predecible incluso ante entradas
o condiciones no previstas.

proyeccion de cuadrupolo Aproximaciéon radiativa dominada por el momento cuadrupolar con
amplitud o Q};-T/r.
strain Magnitud adimensional h = AL/L que mide la fraccion de cambio relativo en la distancia

entre dos puntos debido al paso de una onda gravitacional.

simbolos de Christoffel Coeficientes I'”,,,, de la conexiéon de Levi-Civita en una carta; no trans-
forman tensorialmente.
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tensor Objeto multilineal que transforma covariantemente bajo cambios de coordenadas.
tensor de Ricci Contraccién R, = R?,,,, del tensor de Riemann.

tensor de Riemann Curvatura R’,,, asociada a V, mide la no conmutatividad de derivadas
covariantes.

tiempo de coalescencia Tiempo restante hasta la fusiéon medido desde una frecuencia GW dada

en un sistema. A orden lider (O0PN): t, —t = 52 (<31) _5/3(7rf)_8/3, donde M es la masa chirp
y f la frecuencia de la GW.

variedad diferenciable Espacio topolégico Hausdorff(T2) y segundo numerable que es localmente
difeomorfo a R™ y posee una estructura diferenciable de clase C*°.



