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Ia Matemética le pernite crear al hombre,
mundos en donde ¢1 gotierna , de donde el
hacer matemdtica sea para el hombre ,
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PREFACIO

Una de las caracteristicas mds sorprendentes del edificio matemadtico, en el estado en el que actual-
mente se encuentra, es su versatilidad al momento de desarrollar una cierta teoria o estructura, en
el sentido que una determinada axiomdtica puede ser reemplazada por otra equivalente, y en el que
muchas veces teoremas y axiomas pueden ser intercambiados de una manera que muestra, no solo
la autonomia del constructo, sino la gran belleza que posee el proceso mismo de la construccion.
Con ello, el desarrollo y la evolucion de la teoria basica referida a estas estructuras no puede ser
siempre descrito como inherentemente lineal, y los teoremas de equivalencia y la circularidad Inma-

nente representardn desde la perspectiva meta-tedrica una gran fortaleza conceptual.

Este hecho de la existencia de distintas axiomdticas funcionalmente equivalentes e intercambiables
ha representado un tema de especial interés personal, y de manera particular, en lo referido al drea
de la Topologia Elemental, en donde histéricamente se observa que no se establecieron acuerdos
univocos al respecto de cudl de las distintas axiomdticas propuestas seria la mds conveniente y
perdurable, y esto posiblemente debido en parte a la gran cantidad de matemdticos notables que
trabajaban en ello, y a la diversidad de los enfoques y los particulares intereses perseguidos. Asi,
en el caso especifico de la estructura topolégica de una determinada abstraccion espacial, se encon-
trardn diferentes enfoques y distintas perspectivas, para nada similares enire si, pero totalmente
reemplazables la una por la otra. No puede negarse que algo de estética y de arte subyace bajo

estos hechos, tanto en el sentido de los modos y preferencias, como en el énfasis de ciertos resultados.

La presente monografia se encuentra grandemente motivada por un primer curso universitario
orientado a la abstraccion matemdtica, el cual tuvo a bien exponer la diversidad de dreas existentes
en la Matemdtica, y las distintas estructuras que en cada una de ellas se estudia. Asi, detrds de todo
el escrito, subyace, como motivacion principal, la generacion de una axiomdtica propia para un
Espacio Topoldgico, es decir, una nueva forma de proveer de alguna estructura topoldgica a un
espacio dado. El autor ha considerado que la novedad encontrada, y mostrada en el uiltimo Capitulo,
resulta mucho mds intuitiva, y por ello de preferencia estética e intelectual. Sin embargo, asi como
con otras tantas visiones, no ha dejado de ser una curiosidad académica, un ejercicio matemdatico
interesante, y se entrega sin mayores pretemsiones como una opinion mds sobre la cual sea factible

un ameno coloquio académico. disfrutando de la correspondiente v gratificante conversacion.
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RESUMEN

El Capitulo 1 muestra la importancia historica y conceptual en torno de la pregunta ;qué es la topologia?
Se aborda la problematica de una apropiada definicion para la estructura espacial, que no sea demasiada
especifica, por un lado, ni en extremo general, por el otro. EIl papel de los mapeos doblemente continuos
que preserven lo fundamental en la estructura espacial es crucial. Se concluye que la palabra topologia
asume varios niveles de significacion, siendo tres sus acepciones principales, a saber: como 4area de
estudio de la Matematica (la Topologia), como genérico de la estructura espacial (o estructura topolé-
gica), y como especifico para el elemento particular que aparece en una de las formas de introducir la

estructura topoldgica, misma que es la usualmente utilizada en el grueso de la disciplina.

En el Capitulo 2 se presenta el concepto de topologia como una familia de conjuntos, denominados
conjuntos abiertos, los cuales cumplen ciertas propiedades de interaccion, y que vendran a constituirse
como las piezas fundamentales sobre las cuales es posible describir la estructura espacial que posee el
Universo o Espacio en cuestion, el cual se define como la union de todos los miembros de la familia de
conjuntos abiertos en la topologia dada. La escogencia de esta estructura en particular para el inicio del
ejercicio teorético de la equivalencia entre los distintos sistemas responde al hecho primordial que éste
suele ser el mecanismo estandar para introducir la estructura espacial en un determinado conjunto. Un

conjunto sobre el cual se ha definido este tipo de estructura se denomina un Espacio Topologico.

De una manera similar se desarrollan los Capitulos subsiguientes, presentando tres tipos de estructuras
topologicas basadas en los conceptos de Operador de Cerradura, de Sistema de Vecindades y de
Operador de Adherencia, respectivamente. La estructura y la axiomatica mostradas en el Capitulo 5

responden a una propuesta inédita, cuya propiedad pertenece al autor de esta monografia.

Vale la observacién que para hacer explicita la correspondencia entre las diferentes estructuras, se
procede de manera similar en cada una de las secciones que conforman cada Capitulo, respondiendo a
una légica de simetrias. De manera especifica, para cada uno de los cuatro sistemas o estructuras, se
dan los axiomas del sistema y las definiciones basicas de los otros tres elementos, comprobando poste-
riormente que estos elementos cumplen con los teoremas que se corresponden con los axiomas en los
otros sistemas. A su vez, para cada estructura topoldgica asumida como primaria se procede a demostrar
que las otras tres pueden ser generadas de manera secundaria, y que éstas nuevas estructuras derivadas
“reconstruyen” totalmente la estructura originaria que las ha definido, alcanzando asi el objetivo
fundamental del presente trabajo monografico, el cual es el de mostrar la completa equivalencia tedrica
entre las cuatro modalidades de introduccion desarrolladas, dejando en el lector académico la seleccion
oportuna o deseada dentro de la diversidad de formas existentes para introducir una topologia o

estructura topologica en un determinado espacio.
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Carituio 1

INTRODUCCION .




o 1,1 ¢4 QUE ES TOPOLOGIA ?

Para responder a la prezunte de qué es topologia, es de

»
-~

utilidad dar prirero una mirada a todas las disciplinas matemé-
ticas. Ilamemos sistera matemftico a2 un conjunto (no vacio)
con una cierta ecstructura definidz en é61. Esta estructura pue-
de algunas veces describirse adecuadzrente en rés de una manera
Yy es propio de cada disciplina elgin mecanismo especifico para
hacerlo. Es tipico que las estructurss algevraicss (otjeto del
estudio de Algelra) estén determinadas por operaciones hinarisg
- (o finitas en dado caso) = con ciertes propiededes caracte-
risticas,

Una disciplina matematica estudia pues, cierto tipo de =is-
temas matemfticos, definiéndolos introduciendo ciertos conceptcs
y descubriendo propiedades y relaciones existentes entre ellos.
Es de esencial initeres aquellas entidades que son inherentes &

la estructura, en el sentido que no cawbian bajo mapeos hiunivo

ry
1)

ra,

cos que preservan a la misma (llemados isomorfismos en aige

i-h

Pt
i

homeomorfismos en topologla, difeororfismos en geometria di

rencial, etc.). A estas entidades las llaramos invariantes. Asi,

J_J
Ju

a greso medo, poderos mencionar que el estudio de una disciplinz
matenatica estudia el corportzmiento de funciomes de un sistenmz
a oro (dentro de éstas a los morfismes y sus invarisntes) para
determinar las propiedades més bésicas de los mismos. Esto nos
lleva a una clasificecim de log sistemazs gue incluye el problenz
de B representacidn,que se resure, es una zdec:ada traslzcidn de
un sistera dado 2 alsune mas ac%esible de otra naturzleza, un
subsistera o un universo mas general que conitenga 2l original

como parte de su tipologia,

Con esta introduccidn nos podemes lanzar & una prirera tentos



tiva de respuesta. Traduciros lo afirmado Por Klein en 1872 en
su Erlanger Programm (reeditedo en 19211 "Vergleichende Retache
Tungen iiber neuere georetrische Forschngen")i” Topologzia es el es
tudio de todas las propiedades del espacio Gue son invariantes
bajo mapeos wio-uno bicontinua :' Intuitivarmente aceptarismos que
esta definicién estéd inspirads en la ides de la topolocia coro Ia
geometria de l1a distorsion, es decir, del estudio de lasg propieda
des geométricas fundementales que permanecen inalteradss cuando
estiramgs, retorcemos o cambismos de cualquier otra manera el
tamafio, fdrma y posicidn de un objeto (2lgo asi como un juguete
de goma), Ia topologia aperece como una geometria no Hbtrian ,

a diferencia de la geometria de Euclides, Iabatchewsky, Riemenm

y otros, Ia definicién de Klein es entonces justificable en 1872,
Sin emb argd, ahora contiene, basicamente dos grandes probler ss;
el primero es el de definir el concepto de espacio de formz que
retenga 1&5‘caracteristicas nés esenciales, de lo que entendemos
por "un espscio", el segundo esta en establecer para ese concepté
 de eépacio que signifnﬂa:cOntﬁhuidad.

Para la resolucidn del primer efecto basta consulter la his
toria, la nocidon de espacio va depurdndose hasta llegar 2 un pun
to en el ciral se pueden tener varios conceptos de éstg. Agi, por
ejenplo en la seccidn 1.2 de este capitulo se presentan diversas
versiones, las cuales guardan una cierta relacidn entre si; de he
cho cada espacio métrico (axiomas M) es un espacio Hausdorff {H),
cada espacic Hausdorff es un espascio topoldgico (i.,e. el determina
do por los axiomas 0, ver 1.2), ‘$ Su vez cada espa2cio topoldégico
es completamente equivalente a un espacio con una funcidn de cerra
dura (K) v a otras modalidades de presenﬁacién, para después obser

var que todo espacio topoldgico es un V-espacio de Frechet. Estas



nociones son solo para mencioner algunas de las que se especifics
rén en nuestro resumen histérico, pero hay muchas mis indermedias
y mis extremas, Quizd los limites para la nocidn de espacio sean
por el lzdo de lo mds general (y a su vez menos exigente), un con
junto X cualquiera diferente del vacio, y por el otro, por la
via de lo mas deterministico (y de menos sbstraccidn) nuestro espa
cio fisico, "tal como es", Es de observar que tarea de la topolo=
gla serz considerar las diversas estructuras espaciales para des-
pués estudiar la relacidn entre estas.

Para la segunda inconveniencia de la definicion propuesta por
Klein es de utilidad primero notar que si se esté,interesado solo
en el estudio de propiedades invariaates bajo continuidad se sugie
Tre gue existen espacios (geométricos) en los cuales un exceso de
estrucyura se da, es decir, que una serie de caracteristicas so-
bran de la configuracién topoldgica basica. Por otro lado lz idea
de continuidad fué originalmente construida para funciones reales
Yy corplejas, de donde sufre su primera generalizacion con los es-
pacios métricos para después seguir con espacios Haugdorff., De
esto llegsmos & una nocidn de continﬁidad en edpacios de vecinda-

-des v asi en lo que ahora llamamcs espacios topoldogicos. Asi, la
{uncién +: (K,f\m =i (Y,\fj <o "r= [”ﬂxeg ,"{-= f\g} es continua si
YaeX sty ¥V, N eN, fing) &Viw, . Usando ests definicién
nosotirns damos pronte la definicidon de conjunto abierto en *Hminos
de vecindades de donde parafraseando continuidad se establece en
téminos de abiertos que f es cdntinua sobre X si la imagen
inversa de abiertosen Y , es abiertaen X .

Si llamemos homeomorfismo a’una biyeccién tal que ella v su

23

no hace mzs que

]

inversa sen centinuas obtenenos gue dicho mape

corresponder biundvocarmente todos los conjuntos abiertos del domi




nio cbn los abiertos del contradominio. Sinembargo por otro lado,
en general las vecindades de X (el dorinio) no son mapeadas en
vecindades de Y . Asi pues, si establecemos como estructura es-
paciai la farilia de abiertog y definimos continuidad coro se es-
tablecid en el parrafo anterior, tenermos que una biyeccion bicon=
finua es un morfismo de tal estructurz y de ests manerz hace que
la familia de abiertes sea un invariante topoldgico (coro también
lo serad el operador de cerradura). Esto no sucede con .la fémilia'
?; de vecindades que define un Hausdorff ni con la funcidn ¢ que
define una méyrica, Podria parecer que los abiertos son invarien
tes por construccion y que por lo mismo no tienen nala de prefe-
rencia sgobre los otros conceptoé,‘perb hay que recorda# que el
proceso fue inverso. Se generzlizo el concepto de continuided y
de este resulté que los abiertos nos proporcionaban larestructu—
ra *bisica" de un espacio. A esta familia se le 1lamd topologia
y define una estructum topoldgica sobre el eépacio que puede, di
cho sea de paso, ser definida por otros muchos camihos,

Sin embargo para espacios Hausddrff existe algun exceso sig-
nifiéante de estructura por sobre la estructura topoldgica (geo=
mdtria basica), Que Se plerde de una maners ho muy conocida (sgo-
lo relacionamos tal excesoc con un axioma de separacidén, que lla~
mames 1, ). En el caso de los espacios métricos (T4 ) existen
dos clases de estructura mas especial siempre presentes, a saber,
la estructura métrica (preservada bajo isometrias) y la estructu
ra uniforme (preservadz bajo biyecciones biuniformementecontinuas).

Podermos lanzarnos ya a2 una mejor definicidon que la dada ante-
riormente. Topologia es 1z disciplina matembtica gue estudia la
estructura georétrica més baAsica en un espfcio, adquella que es pre

servada bajo biyecciones continuas en ambas direcciones., Pero este



es aparenterente la misma que la pfimerai en efecto, asi es. Sin
embargo la diferencia estriba en que ahora ya sabemosrqué es con-
tinuidad y qué tipo de estructura espacial no cae dentro del con-
cepto topoldgico (sea por muy general o muy especifica), Hablan-

-do estrictemente las estructuras uniforre y métrica no forman par

e

te de la torologia, sin embarso, as
. los anexos., De esto seria rds propio definir a la Topologia como la
disciplina matemadtica concerniente a dar definiciones para el con-
cepto de estructura espacial, comparéndolaS'entre sie investigan
do las relaciores entre las propiedades que pueden sSer introduci-
~das en un sistena tépolégico (i1.e conjuntos con una estructura eg
pacial sobre ellos). Asi, un ejemplo de sistema.topolégico son
los llamados espacioé‘topolégicusque son preservados bajo biconti
nuidad (y motivo péra la estzbilizacion de la,bﬁsqueda); estos, de
hecho, son definidos mediante una familiz de conjuntos - llamados
abiertos - a la que se 1lamd 2 su vez topologia, Por otro lado
los espacios topoldgicos son equiwvalentes a otros sistemas que 1la
mamds estructuras topoiégicas y que son el objetiwo de esta tesis;
ademas tenemos sistemas topoldgicos que no constituyen en si eS—
tructuras topolégiéas, por ser mas geherales, como los V-espocios
de Fréhet y otros por ser méas especiales como los ya.ﬁencionados
espacios métricos, espacios uniformesf'eSpacios Hausdorff (que-
son a su vez estructuras topoldgicas con un exceso de estructura
dada espectivamente por encima de T4 4 Tf& » completitud regular
Y ‘

De lo dicho anteriormente exdsten problemas basicos en el es

3

tudio de estructuras topoldgicas,y ellos son determinar cuando co

rresponden z estructuras més especificas. E1 problema de la uni-

X espacios de proximidad

3 & .
se le considera, como capity-

®



formizacion y los aximes T esth totalmente resuelto . Por
otro ledo el problerma de metrizacion sigue ocupando un lugar cen
tral, EI1 objetivo es determinar condiciones necessrias y suficien
tes para que una estructura topologica sma un espacio métrico, y
es de hacer notar que estes no ehvuelven requerimietos cuantitati
vos (i.e envolviendo &l sistema /R de los numeros reales). Mg
trizable, uniformizable y todas éstas son invariantes topoldgicos.
Posiblerente los sistemas natemiticos mAs poderosos e intere
santes son aquellos que poseen ambas cualidades, topolégicaé v
algebraicas, para los cuales se pide compatibilidad entre ambas
estructuras (usualmente se requiere que las opersaciones binarias
de la estructura algebraica sean continuas con respecté al siste-
ma topoldgico). Grupos topologicos, espacios lineales topologicos,
espacios normados, espacios Hilbert son ejemplog de tales sistemas.
o Topologia estéd dividida en dos'grandes ramasst Topologia gene
ral (la llamada también Topologia punto-conjunto) y Ia Topolozia
algebrdica (Topologia combinatoria). Ia primeraz distincidn entre

ellas estd en las herramientas utilizadas que por supuesto influ

o

yeh poderos:cmente en el tipo de resultados obtenidog, En Topol
gia algebraica encontramos preponderancia en loe resultados globs
les, mientras que en Topologis generé] la localidad em m&ag comun.
Como dan a entender sus nombres Topologia general usa herramientas
de teorlia de conjuntos y la Topologiaz combinatoria usz algebra
- principalmente teoria de grupos =,

Como siempre quedara una duda con respecto & lz pregunta ori
ginal, pero conforme se ahonda en Topologia se llega en lo personal
a2 una mejor respuesté'y-con seguridad que los conceptos que agui

he tratado de transcribir seran mas clares y por supuesto incomple

tos.

Como en todas las disciplinas de la Matematica, es muy dificil



explizar en que consisten si no es a traves de su.aprendizaje.
As{,nUestra pregunta original tiene diverses respuestas, segln
el lector. Si es un principiante quien 1la hace, la mejor re S-
puesta serds "después de estudiarla un poco la entenderemos
mejor”, Si es un internmedio la mas adecuada viene a ser cuale
quiera de una gran coleccidén, que quedaran mas dudas due puntos
en claro., Si es un perito, no creorque le interese saber ya
que es lo que ha hecho durante algin tiempo ni porqué le agradd.

{Asi es la Matemaical



o 1.2 RESUNMEN HISTORICO

Para llegar a entender lo que la estructura espacial es, un
acercamiento intuitivo es probablemente el mejor. Ia pregunta es
. qué tipo de intuicidn seguir ? . A un gedmetra le parece due
la caracteristica esencial del espzcio es el concepto de distan-
cia entre dos puntos, o mAs en general algin concepto de cercania,
Para un analista le parecerid preferible usar como punto de parti-
da el conocimiento de los puntos limites de todos los conjuntos
en el espacio o una lista de todas las secuencias convergentes y
sus limites. A un algebrista la escogencia de una funqién que cum
pla ciertas propiedades que logren reunir sabiamente 12 nocidn de
cercania y borde para cada conjunto parecerd preferible, Todos
estog enfoques han sido usados y veremos a continuacién un poco
de su aparecimiento.

Tos espacios mdtricos,introducidos por Fréchet en 1906 con
"Sur quelque points du calcul fonctionnel®,y sus variantes estén
- basados en =1 concepfo de distancia4. Un espacio métrico (un sig
tgma topoldgico, si somos rigurosos) es un par (K,Q) tq:

o, (€ R
Ml. V= ’qjﬂ {z,yy < X = [Q(l,‘jS:O = I;V].
M2, Yx VyVz: QEEl+ QY > QUY.2)

Estos son una abstraccidn de bien conocidas propiedades de
la distancia en espacios-euclideanos usuales, Tal axiomatica se
ha aceptado en su mayorlia, en el sentido que un debilitamiento en
las propiedzdes produce espacios mucho mas generales ¥y propieda-
des extra reducen de tal formaﬁla caracterologia del espacio en
cuestidén que conducen, casi inevitablemente, a las estructureas
euclideanas.

Una segunda forma, ya antes mencionada, de introducir estruc



tura espacizi en un cunjunto es tratendo de precisar el concepls
intuitivo de cercenia, Historicamente csto se sucedio trasladon-
do dicho concepto intuitivo al concepto de mayor maleabilidad ma
temitica de vecindad. Una vecindad de un punto = es un subcon
junto cuslquiera del espacio que satisface ciertas condiciones,
dentro de ellas la arbitrariedad que contenga al punto en cuestion
(se veré mas adelante como esto es no hecesario para el desenvol-
viniento de una teoria que conduzca a los resultados usualmenie

esperados pera 12 nocidén de espacio). Asi pues la estructura es

pacial en un conjunto X es dada especificando para cada parte
del mismo una familia : }i,lex' de vecindades, Si ninguna res
triccion es impuesta sobre la familie ]21 . entonces,xﬁ(,{ji}I)
es llamado un Fréchet-vhé%na%debido a que €1 los presentd por
primera vez en 1918 con "Sur la notion de voisinage dans les

ensembles abstraits"., Este es probablemente el espacio toT010-

gico de mayor generalidad que ha sido estudiadc. ILas primeras

restricciones a este concepto fueron presentadsas por Hausderif en
1914 con su "Grundziige der Mengenlehre", los requerimientos para

la familia son . "Q = {N:c.] Ny @s vetindad e x} pare cadu €L,

H1, ¥xzeX ENIef\Qa xeN_ .
ie, ¥ n: (N o NG 3 INFe N, HECOING N

s, ¥, e Np Yyen, HN&JGN; , NGC N, .
e ¥x Wy o9eX 3 Tuee N, NeNTy N{NGN = b,

Existe una conexién entre espacios métricns y espacins Haug

dorff, & sster,en todo especio métrico dado T € R | stq:

N () = {fje X | plx, yy<r} = B(x;r), son wecindades y satio-

facen los axiomas H. Asi pues,cada espacio métrico es un espacio
1-] 1y t 4 &

Hausdorff. Unz mirada atrésjvemos que la seleccidn de Hausdorff

para sus axiomas es realmente adnirable.

El concepto de punto limite de un conjun<to fue utilizado re-



petidamente por Riesz en sus escritos (1606, "Die {cnesis deg Raumte

griffs"”s 1908, "Stetigkeltsbegkiff und abstrakte llengenlehwe™)
para delinir estructura espac izl sSobre un conjunto,
simier Kuratowski encontro Ponvenwewte proponer sus axiomas en ter
ninos de una funcion de cerradura definida sobre £, Por ce~
rradura de un conjunto nosotros entendemos el conjunto Zi que

consiste de A y todos sus puntos limites, quedando asi este cerrsa

do. Tos axiomas soms VA VB: {A.BJC PX:

Kl @=¢ , ADA.
k2. AUB = AuB

K3. ACA.

r}
Un egacio topologico viene entonces a ser un par \X ﬁ) ,donde +

[en. o no‘i&;:io/n de HDLMOS L U{ArBI = U{I\:,é}] i

{. PX —— pPX es la fLUlClO‘] definida por VBEJDX f(B) = . Es
claro que acid el axioma K1 es necesario puesto gue todos los con-
ceptos (incluyendo el concevto de punto limite) son definidos en
términos del concepto primario, que es, segun el scercamiento de
Kuratowski, la funcién:deélausura.

Por otro lado,rguntoé lfmites (y asi cerraduras) pueden sr
cdefinidos en téerminos de vecindades medianter un punto * es pun=

to limite de wn conjunto B si cada vecindad de L  contiene

puntos de B diferentes de * , Es acad donde aparece la nocidn

bAw

[
=)

de conjuntos abiertos (y herred00) Un conjunto es abierto
curmple cierto requerimiento, que en términos de vecindades vie
ne a ser aquel conjunto G tal que para cada uno de sus puntos

exicte una vecindad del punto contenida en G. Por otro lado =e

gin la cerradura un conjunto G eg, abierto si su cormplemento e

de hacer notar gque enh un esnacio

9

va cerrado,i.e. C, CG = C.G. Es

Hausdorff (segin los arioras H vWan+eacoq anteriorrmente), tod

lag vecindades son conjuntos abiertes.



Sucede esi que, de un sistena de vecindades &e tratdé de carac

™

terizar a los conjuntos ahiertos para las mismss, Se encuentra

que la familia de vecindades de todos los puntos del espacio no

nos lleva a la estructura intrinséca del mismo, vudiendo distri-
buirse estasvecindades demuchas maneras, mientras que la Tariliz

de abiertos no requiere localidad para sus elementos .

En resumen podemos decir, que aparecieron desde el principio

otras muchas sofisticadas y menos intuitivas, pero teoricamente

nis convenientes, formas de introducie estructura topologica. Con

el paso del tiempo se va escogiendo la manera mé adecuada y es asi

como lo que parecia ser un concepto de no mucha importancia lle-

ga a ser el mn&s conveniente para ocupar el lugar de concepto pri

mitivo y que ahora esrutilizado casi universalmenteo

Este canino es el de especificar la familia T de conjuntos
abiertos. Ios requerimientos para la coleccidn sons

01, el ,XeT,
02, st AE’[, FOru todo bEI entonces UA €T.

03. s AT y BET, entonces AnBéT,_

Es ou popular preferencia la que nos motiva a iniciar la tesis con

cu estudio. Es de hacer notar que quizd la razon nés poderosa pa

ra Jla seleccién de l1a piedra angular es la antes comentadat el con
cepto primitivo utilizado para definir la estructura viene a ser

un invarisnte para la misma; esto no es enerzl, FPor otro lado

es facil comperar diferentes estructuras topoldgicas en términos

T:K de conjuntos abiertos, Sin emtergo, es de

de sus familias
ino que se tome para definir un especio topold

insistir que el can
]

gico es algo més de estética y gusto personal que de justificadas

Fsta vasta libertad en un =jistena motematico

razones para ello.
no es algo frecuente, y es lo que caracteriza y enriquese nota-
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S
blemente a la Topologia, y dicho sea de paso, esa risna riqueza &

deba quizd a lo universal de lea nocidn intuitiva de espacio. Si
fueramOS'sinceroscon la historia y con el tema de*eriamos preseﬁtar

» No cuatro, como modestamente aca hemos hecho, sino como minimo

cuatro veces cuatro maneras de iniciar un estudio de las propieda~-

. EEEL fa

des mas basicas e lHMUI&ULBg (vajo con

espacio.

‘,.,J

vtinuidad) de
Para finalizar esta breve resefia hagamos mencion de otra in-
teresante manera de dar existencia a la estructura topoldégica (y

gque acad no hemos podido desarrolar). Esta tambien fué presentada

por Fréchet (1906) y se refiere a dar una lista de las sucesiones

convergéntes (clases de convergencia) y sus 1imifes. Esﬁe es un
procedimiento deseable particularmente para especios de funciones
donde uﬁo puede querer estudiar los diferentes COnstructos esna~
ciales se*hn son definidos mediante convergencia runtual conver-
gencia aniforne, convergencia en la media, convergencia en redﬂda
es de hacer constar, que ha

s

v posiblemente otras. Sin embargo,
resultado dificil determinar axiomas apropiadosy suficientes.,

aspereza ha sido resuelta solo muy recientemente despues que las

- [d
sucesiones fueron reemplazadac por los conceptos mas genersales g

completemente equivalentes) de redes y filtros,

Por otro lado, siendo rigurosos,es difiecil fijar una fecha

para el inicio de 12 topologia como rama independiente de la Ma-

tematica, - EsS bien conocildo de todog cue problemas de natur aleza

i L
topolbgica fuerdn considerados poT Euler y Gauss, De hecho, aun
sctualmente se le presenta coro la materia relacionads con la cin-

+r de NSebiug, la botella de Klein, el problera de los coloTes ¥

7
b & Tt o 4

F = # ) " s
los mapes, log puentes de Kbn;;%crg y muchos mas Gue SON Pr onleras

- 4 - Hf .
rolztivamente viejog ya. EL primer uso del término topologia de
€ 40 e

que tenenos conociniento es en el titulo de los libros "Waorstudlien

zur Topologie" publicados en 1247 por el ratematico alermén Iisting,

< cuales vienen 2 sSer un primer tratade en eSte COnTO.

U‘

¥ ]
10



Sabenos por otro lado due sus origencs ce remontan a2 descubrimiens
tog fundamentales hechos tor Descar%teS’(lééo) v Euler (1742). Los
dos hablan observedo la relacion entre vértices, &arisites y ceves
de un poliedro simple., Euler la establecié con su femosa férmuls
V+ C = A = 2, Tapbién resolvio el femoso problena, sntes men-
cionado, de los puentes de Konigsterg, en una menoria que debe =Se
gin James von Newmann- considerarse como una de las piedras angule-
res de la Topologia., Euler era tan prolifico (quizé el mas vas-
to, 2 la par que Gauss y Cauchy) cue nho seria muy propio consicde-
rarlo fundador de la Topologia, a diferencia de otras rames maie-
maticas que sl tienen un origen y pionero bien estsblecido. Otros
trabajOS’dé reclevancia hechos durante elrsiglo diecinueve son qui

z4 los debidos a Riemann (1892 , "Gesammelte mafematische Werke ),

oLy

|ush}

Cantor (1932, "Gesemmelte Abhandlungen®),y Foinca are (1895, "tnalysis

citus®), entre otros. Sin embargo,de querer pensar sn una Techa
axacta, serla agradable escojer a 19 906 cor 0 el afio en el cuzl la
'opologla General tuvo su real punto de D&“ﬁ?da, degde que tres

ai ferentes personas tomar on fuerza para solvenliar el problema de

[N
|

finir una estructura espacial general. Ellos fueron I, Riesz (
die CGenepis des Raumbegriffs™), M. Frechet (" Sur cuelque points du
caicul functionnel") y E,H., Moore ("Introduction to a Form of GCene-

ral Analysis"). Por otro lado pera la Topologla Combinatoriz no

il =

pudo derse después de 1895 cuando Poincaré publicd su primer 1ibro

zobre el tema.,
la Topologiz nacid sin saber que nacia y ex stio mucho tiempo

sin gue los matemiticos supieran nuy bien con gulenh estaban tra-

s

7

do ni que pretendian con ella, Simple ¥ sencl11bﬁente na

erecid y a pesar de su juveniud es ahora una de las pilasfras fun-

2

damentales de 12 MatemAtica actual y nos parece aun un fema exirafio

gque Se sunerge en formas improbables y Taras con TIOD wsiciones, gu
sei, o infantilmente cbvias { es decir, hasta que uno trata de &



3 ¥ % ] e - + od 3 1
demostrariss), o tan dificiles y abstractas que incluso wi gxperio

= I
topdlogo no pueda explicarlas intuitivemente.

To que a continuacion se expone en este trabajo de graduacidn

pretende ser una presentacion diddctica, mas que informativa, y un

buen ejercicio en teoria de conjuntos y la notaciones empleadas, pa-

ra zquel que ya se ha iniciado en Topolcgia y desea adentrar en la

rica y abundante forma de introducirse en su estudio.
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CAPITULO 2 ESPACICS TCPOLOGICCS DEFINIDOS

MEDIANTE FAMIT.IAS DE ABIERTCS.

o 21 INTRODUCCION.

Ya hemos comentado sobre las ventajas de iniciar un trata~
miento sistemdtico de la topologia basandose en la coleccidn de
todos los conjuntos abiertos para el espacio en cuestidén, y es
quizé la inmediata simplicidad de los axiomas (que aqui hemos
ﬁombrado axiomas A), de tinte casi algebrdico, la mis reelevante.
Esto no niega que para ciertas estructuras eSPaciales,ofro pun;
to de partida para el estudio resulte mis conveniente debido a
la naturaleza intrinseca del mismo, o0 a la facilidad de obtener
de esa manera una mejor aproximacioén intuitiva para los resul-
tados,

Quien primero considerd utilizar el concepto de "conjunto
abierto® como punto de partida para el estudio de lz topologia
fué Tietze en 1923 con la publicacion "Uber Analysis Situs" del
anuario de matematica de la universidad de Hamburgo. Dos afios
mis tarde, Alexandroff ("Zur Begrindung der n—diﬁensionalen
nengentheoretischen Topologie") dio una axiomatica para un es-
pacio Hausdorff usando abiertos.

Ia mayoria de los textos de introduccion actuales presen-
tan la coleccion de axiomas que fue utilizada por vez primera
por Alexandroff y Hopf en 1935, ¥y que hicieron lucir como una
de las tantas formas de introducir estructura topoldgica en un
cierto conjunto,  Aqui, sin embargo, henos enpleado la version
de Bourbaki (1940, “Topologie Génerale, Chapitre I et II), en
ia cual se omitio de los axiomas usuales el que &parece en la

seccién 2,% como lema Gl. Por otro lado, Kelley (1955, “Ge-



neral Topology") presenté algo parecido, pero é1 considerd pri-
mero a una familia T cunpliendo los axiomas Al y AZ, para des-
pués definir el espacio X del discurso como UT , el que
existe en virtud de Al., Fué 21,ademés, quien usd por primera
vez el nombre de "topologla" para [, Asi pues, segin Kelley
» para cada topologia cxiste un espacio topoldgico (X)) topo--
logizado por la familia presentada inicialmente., Esta vigién
difiere de la aqul presentada unicamente por el caso en que la
familia T sea {¢},

Para finalizar, quien primero hizo consideraciones forme-
les sobre teoria de orden en un texto de topologla fue,en 1947,
Vaidyanathaswamy ("Treatise on Set Topology",I.Madras)l Antes
de €1 Stone (1936), Wallman (1938) y Birkhoff (1936) habian in-
vestigado como aplicar tdpicos de orden a el estudio de la to-
ologia, pero sin llegar a conclusiones serias., Es de hacer
netar que la mayoria de resultados clasicos son debidos a Centor
(1932, "Gesarmelte Abhandlungen; Berlin), aundque estos fueran

establecidos s6lo para espacios Euclideanos.



2  LSTRUCTURAS TOFQIOGICAS (X,T).

®

def G1  Dado X un conjunto, T es una topologia para X ssi:
PX

a0, Te FPX= 27

Al VH: HCET = UHSET,

A2 WH: HetT ~ HICY = NHET,

def @2 (%,T)es una estructura A-—‘tOpolégiQa (ET-4), o espacio towoldgico
, ssi T essuna topologia para X . Ademds: | |
L ¥Bepx: of B =y NN{FB,CT}.
. _‘J, s A =
2 fneXs 5 ) =g {Nepx|Ice A{T, PN, Bial),
e3 My ; — )
IBerX: OunB=g C,U{B UN{p,B,T}].

(o)

1

Observeaciont Podemos considerar una variante en la def G2 cambiando las

o)

oXoresiones presentsdas para C{LU V' 3“,“ . Demostramos a continuacidn
la equivalencia entre ambas modalidades asumiendo para (X,T) una ET-A.

obs{tl) 42 Dado (X,T) una ET-A ent C{’LmB = {xeX|¥Ce ﬂ{'gh)cz{x,}: {C,B} )

dem

[€] Dado xe NN [PB,C1} por demostrer Y¥ee N{T, E{L}} :

N{c,B} #¢. _

~gea 2.6 NN{PB,LT}) ent VF: Fell A FeRB % xeF

iee ¥F: CFeT A F2B = x€F (1), y tomemos GE ﬁ{t,ﬁ;{l}j{

achitrario, ent Ge T A G Fix} i.6. xe GeT ::(2)

- guerenos probar que () {6,3]# @. 7

~Supongamos que MN{GB}=¢& ent CXGQB ::(3), v asi renombrands

F;Cﬂ@ sta CK?GI A~ F2B 3 de esto y por (1) =x¢& F ; .i.e.

2¢6 ('{.z) s 1 (WG,BE B, o
r=7 vado ze{yeX|¥een(T,B{y}: N{ca}#£ @) por denostrar

x @ NN {FE,CL), |

g G Ce NMTE = N8+ @ o o escrito de otra



manera tq ¥6: 1€GeT 5 N{G,B)# & ::(1), y considérece F @
FeC p -

tq LA FepB :(2)

~-Querenmos mostrar que X € F.

-Supongamos entonces dque 1¢F ent IECXFE T ¥y por (1) ﬂ{C&_F’ BJS;?:;(

i.e, F;IQB (‘2). de donde concluimos que X € F.

f 9 naep:

obs(d) G2 Dado (¥,T) une ET-A ent 3MB:{IGE‘BIW‘GEG{L,E@}j:O{G,B};Hé}

demn

~Utilizando el hecho de que, dado {#.H.{B}] € PPPX sfq.

+ CUd = NCH . (Ley de D'Morgen)

-- Cﬂ{o[{,H,} = ﬂ{Cﬁt,C*ﬂ ’CPC,;B:FXB; (Notacion C.)
S VEIOS U8 & C U{B,UNypc B,TI} = N163, cJun{peB.Til]
= N{B, ncnipes,tl} = N{GB, NO{CPCB, CTI}

= N{8,nn{Fecl} = NGB, c{, B} (1)

~Por obs(cf ) G2 CE(WB - [L:teX] Yoe n{T, Pixi}: N {c.0}# b}
de donde por (1) stg 5(“]5 = CxU{B,Uﬂ{PC.B,U}

= N {C,B, {ze X|¥e: GeNfr,fm} = N{63}#p}

B = {ze(B|¥Ce n{T,F{xl) : n{cB# ]
[JQED!

=T)

G3 Dado (X,U) una ET-A ent definimos

jo
o
t

|

Ges A-sbierto en (x,7)ssi GET -
x es A-punto de clausura de B en (X, T) ssi L€ Cﬂcx,mB-
N es A-vecindad dexen (X T) st NE€ me@c)'

€ d, B .

x es A-punto de adherencia de B en (X,T) ssi 0

I .

2

Notar En el resto del capitulo suponenos a (¥,Tjuna ET-A y oritiros

la frase “en (X,T) " , salvo cuando Sea nhecescrio o Util especificsr.
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F es A-cerrado ssi F e CL.
< es A-punto exterior de B ssi & )
<« e8 A-punto interior de B szl BE Z(%)l

x es A-punto libre de B ssi Bé Zo.t)(i)
XEB A X es A-Pon{:o libre de B.

B V I E a{_x,‘c)CXB.

x es A-punto frontera de B ssi X € a@,t)

es A-punto limite de B ssi Y6 : GeNA{T, JS,AI‘ :? @ {G B,C ” - "'t‘_
xeB A X N0 &S A—ounto (Lmte de B.

v es A-punto borde de B ssi

1 es A-punto zisglado de B ssi

Notat Omitiremos de ahora en adelante el prefijo A para los con-

ceptos antes definidos,necesario sl somos rigurosos puesto que és-

tos ewtAn basados, en Ultima instencisa, en una ET-A,

TEORENLS BASICOS.

lema Gl Dado (L,U)ET-4 ent {¢.X)C T.
dem .
| For demostrur be T ~ XeT,
~Probamos que Ud=¢, Para ello : ¢ & {Cf)} = Up C Uid)
v ademfs € U@, de donde LJ@ =,
~Ahors M@ = X Prirero O C {X} = ﬂ(;b; HLX} =X ,y
coneiderando a X wniversal stq NPC Y, de donde Ng = X,

1l
-

~Dado if) & T A [¢]= 0 < ’;(,D slg por lo anterior y Al,

A2 . Up=¢eT ~n OP=XeT,
0O QED!

teo 8 pado (1,T) ET-A y sea F= C'E ent
F0. F e PPX=
F1. \v’"H,'- HEF = AHEF,

Fo, VH: HCF ~ I, = UReT.



©

Convergamente , seofr }7 W FO. Fl, FR ont 81T L= CT =2tq (X, T) es ET=4,

J

Llemamos & F una familie de cerrados, asi el teo F estzblece que

una ET-A es totalmente equivalenmter a (X,f) con f una fanilia de cerrsdog

corolario

Notas

dem
ADeTF0 [] Dado AQ i.e. T e PPX tenemos que [ & PX
de donde F =CU & PX  en vista de que C. € PX'PX » por Io
tento FE PPX (FO), |

[<] Dado: FO obtememos A0 de igual que la converss

mes (, esbiyeccién. g
AleFls Sea 1 arbitraria tqg HCS T , entonces U= CHLF es
también arbitraria. Por demostrar : UHeT > NUEF,.
~Por la ley de D'Morgan tenemos que UHE T mnos lleva a .CKUHECE
, asi NCHECT i,e. NUEF,
[¢&]  Ia prueba es identica cambiando adecuadamente y usan

d; la ley de complementos para la interseccion. g
A2«F2 Agrege a la prueba de AleFl la condicion J'\'*’LH“){,O (que 2s
equivalente a lu|<>¢0 pues |H|= |(H|.) ¥ obtendra la prueba dessade,

cambiando por duaiidad. g
' ‘ ' OQED!

A
([ PX) C CTo(%),

dem

-Por demostrar VE: C{  Ee€ (T

-Por definicién de (f,, , dado B arbitrario stq :

(B = NN {BB,T)=Nit» con H=N{PB,CT].

-Pero H = N{PB,T} ¢ CT , de donde por teo F NHe(T i.e. ﬁﬂmai;&f
QoED!

T

Nos referiremos de ahorz en adelante a el corolario anterior re-

diante el sirbolo (% ).

teo Tl

F es cerrado ssiCl
: s

F=F i.e. T puede ser reconstruida por
)



C{:Lx,u nedisntet T = Iq = CTM M {Cfu.twlf’i}
dem Por demostrar CT = TGO {Cleegs Tex).
[€] Dado F&C(T por cemostrar FECT, i.e. ({,F=

- (({ FCF . Sabemos.aue F € (T , ademas FE€PF , Asi tenemos que

(x,t}
N{pF )2 {F}, de donde NO{FF,CT}C N{F}=F i.e. -

- Fcc F . Primero notar que Pr 2 m {PF.CT} +» de esto

(x,T)
NPFCNN{PFRCT}, pero NPF=F . FC K JF. o
[2] Dpado Fell, por demostrar FE€ CT.

Sea FEC(T, i.e. CEWF=F . Por (%) C{,, F€ CT , asi pues Fell
; , : Do

%]

F

lﬁ

lema G2 V¥ B,E: BCECX = C{(A,UB % C{{mE-
den
BCECX = PRBP2DRE

esto nos 1leva a NN {P8LT} C NNI{FECT} 1o, (X BE A -
' OQED!

5 N{fe.aj2 Nn{RE.CT

tro AC  Dado (X,T,) ET-A, ¥y sea CQLK,UZPX—%'-PX asociaﬁo, ent 1
L b =¢ ~ T
¥ g UBE = URLBEL
3 CQ?K_,__) £ o,

Llaranns a C{__ el operador de cerradura inducido en (X,T).

3
dem _
l.~vor el lema GL Xe€T , teee e CT , de donde por el teo T
stq CQ(W,‘?ﬁ = ‘75 o
-Hotar que I‘P,(%C{’mssi VBEJ’X:BQC{B . Asl pues basta ver que
d.B=Nn{Esc)2 NN{Re} = NRB=3 - LUy g
UiBE) C U, (BE]

~ror 1,BCC{ B AECc! E, de donde U{BE}C {CEL,UB,C*Q,QE}

\,T.l

2,1 <1 Dudo {B,EJEFPX p’b‘.r demostrar C{

(%, T)

Finalmente por el lena G2 CEL U(Uigf— ] C CQL c;[ U,Cu-~l

HJ

~Psr otro lado en el o'far"o (%L) heros mostrado que para cual-
quier H 1 Cf H {_:Qq: , asi L(pr) € CT ent CE {B E} ¢ Ch,
_ tear)



corolario

y0),

feee (G 3, G F} €T de donde por AL (N {( B CAGEFET

1.e. NGB, CCLE} = U{C B, ¢ E}€CT,

~-For lo anterior y el teo T({: €, UCx ABE = U Cﬂmﬁ E} (2)
-Ysando (2) en (1) stq: CQL,UU{B E} C LJCQM]iﬁt}
[2] Dado {8} ¢ Ppx por derosirar UCQMJB Ej

-Para empezar BE U{BE} A E&S U{B,E} , de donde por el lema GZ

cce UBE A &, FS ¢, _u{s, E} v de esto aplicando U:

4T

{rc)UiBJEJ.

Stq C‘ELE T)
) {Ceu.th Ce(ncJE} < U {th-nUiB,E}} i.es U C(“"ﬂ {‘B'}:} = CE“"")U{B'E}' o

2

5. Notar que ({7 <L, ssi ¥B: (4 BS (LB
ver que C{:{MB :Cﬂm[C? B] vy con ello puesto que CF. BECI por (%)
stq por el teo TC{: C{ B = CQ _B, que es una proposicidén nés

. Asi pues bast

fuerte que la que se queria denostrar.
OQeD!

Una reconstruccidn equivalente a la dada en el teo TCL, puede

darse para [, , considerando : —Ec\t = (CQM:C N I) (56})

teo T2

dem
1a prueba estd dada por obs(T) F2, por medic de la cual en una
ET-C la expresién antes escrita es equivalente a la dada en teoT({

El tco AC nos dice que toda ET-A define una ET-C sobre X, a

saber (X, Cem).
O GED!

G es abierto ssi G es vecindad de cada uno de sus puntos, o en

otras palabras | puede ser reconstruida por medientes-
o, T P (x,T)

—[::

tz-t(}EPXIGE ﬂz(z;( J}
den For demostrar Ge€T ssi  G& MNL,,l6)
[c] Dado GeT por derog‘trar G e NZuolG),

-Kotar que GE ﬂuwj J551 Yy: yelb = 36, Ge N{t

P6, P A
—Ahora bien, sea Gel , vy sea €6 ent 36=G, 6e N{T ?Gfig}

[D] Dado GE L, por derostrar Ge U, 1
~tea G ta ¥Yx:x€ G 5 G, Ge NiT, jj(;ﬂx‘(}eﬂb podemos concluir



1"5@}3 xe G e N{Tpe} €T de donde por AL obtenemas

UfGlxcG}=GeT $(1)

~Proberemos shora que G = 9 , con lo cual segin (1) queda pro-

que 916,

tado lo que dqueremos demostrar.

~

Que G C_;S cae del hecho de que Yok lé o, 1i.e. Y. : {x]}
o donde G = Ufpazeg)c Uit |zeb)=g.

. 9 < G + se ve observando que Y alem{t,fc}gﬁg S o l,?'.u
de donde G=U{6|xe6}jS U{t}= 6

i

B

1N
o)

C

O CED!

Notar Observese que Vxg& X : Z&_U(l);é ¢ , pues por teo [, stq
dado X e t ent X & ﬂz'(“u()() Le. JVL:I'E X : X 6;;'Z(Nt](i).

teo AV  Dado (X,T) ET-A y sea th)l X — PPX asociado ent ¥ € X stg
1, %0 C R
2. ¥N: N€ L @ = PNE L, @
5. ¥H: 1 C L@ N HI<X, = NHeEZE.
LN NeZ_® = 3N NYe {Zu®@, PN A N e NZ (D).

' . ' : ; . 7
Ilamamos a Zu,t, el gistema de vecindades inducido en (X,L).

lota: ILa proposicién 4 garantiza en términos de vecindades la existencia
de un abicrto contenido en cada vecindad de cualguier punto.
den
1.Primero note que 2, QE{I} ssi YN NEZM)@Z) = Nc;;:}i{l}_
Asl sen MQZMJ@) por demostrar xelN , Por definicidn de Z{u} ¢
NeZ @ ssi 36 GCen {T,PN, Pix)} t.e. 6€T , x&(CCONCH,
de donde x€ N._
5. Por demostrar VYN : K& 2 = [*JLU: U2N = U EZC{‘_H(*I;]
Sea pues N tq NEZ, () i,e. d6eT, TECCN EFX , y sen

3 Ue S @
1.e. Ue Lo

Z
N
bl

shora U tq NCUent 3C=6€eT [, xe€G <
3.8¢ea H, tq H I ) A 1| < ?L , podemos garantizar que :
Ce,t) f

o



D
f

Cr Far,
g1 H={Nolier) A lt<d A [Yiel 36T, temCNCX

=
de esto y por A2 38 = N{G|lel}e Ty e GC H{MLI i‘-"‘I} = NHEX
ieee N E Loy 4 |

4, Aca buscamos probar quer ? ? ¢
Vi:ixe X = [VN: NEZUM’G‘) =, [HM’; N¥e thﬁl) A N'CN A Wjem‘“: N EE{L;.M}H
Sean pues x€ X , N€J, (x)arbitrarios y tonese N¥ = Un{T.PNL
Probarenos shora que N* satisface cada una de las condiciones
‘marcadas con (@) en la proposicion anterior.

-Observe que ({T,PNIC T de donde por Al UN{pN,T} = N T (1)
“M@)fmmmm que HGaGEfHEJN}A’IEG

§ iy AL E N*:Uﬂ{t)ﬂ\(} wl 2

-De (1), (2) y el teo TZ, stq N¥ e 2(,%)(1).
-Que N*C N cae inmediatamente del hecho de que f]{t,?h” C ?hf,
de donde obtenemos N¥= UN{T,PN}CUPN = N. @

~Para finalizar, sea ahora y € N* arbitrario, entonces note dque

-Ahora bien, dado N € )

®

Y 5D
/o~

i
I

A S I

Je=N*eT, yeGcNCX iew TG DT, PN, RAu - N € Zetd
jm R0

carelario  Una reconciruccién para [y equivalente a la dada en el feo L

T.={Ce PX| YxeG:INe NZ, 0, FL)},

puede darse considerando 1

dem
La prueba estd dada por obs(T) N2, por medio de la cual en una

ET-V el conjunto anterior es igual al utilizado en teo TZ .

Por otro lado, el teo AV afirma que cualquier ET-£ induce unz EP-1
sotre X, y esta viene dada por (X.Zm.) tal como se definid en
def C2, con lo que podemos perfectamente emplear la prueba an

rencionada.
g QD! 9

teo AB Dado (X,T) ET-A y sea Jd :PX —» PX asociado ent i

(=11
a(-th)qb = ql) A é C

T} X

20 ¥BE: O, Ui8E) = U{ni3..8,CFl, nia, e,c3H “
o T e Sl En 1 24.



teo T Ges obiobo 55 6= P e T poede ser
sontnide, por Jpy vedintte: L= T = (P ({e})

2 —
| (i)
< [C] Sex G oberto qoc domosivar 2, o0 8=2,,66.
~ (eT de losle C,G€CT 1D . |
- ¢8 € Gb ce. GGEPCE w@ YUt sordo @ (1w leve
o CGoe N{PHE, LTy guees Gelm {pe,iG6l,T) =6
_ Do 6= U} C Un{PGe,C], T} se desprente
{e66te U{oe, uniplcel o) |

dem

qre- U
- e $ 2 ¢ U{Gs, un{re el v}=2, 66
= {21 Tomemss C e C§'L)<{¢}> por dewn o5t G €ﬂ\:
~S: Ge C’:ﬁ({g‘j}) wt 3,00 =8

_Usando la %f G2 sta ‘
3 g 6-CU {66, YN {.p_c,iczc],fz}} e

%0

e donde U {C,\C} Uﬂ {,PG,E}} = X te,

U {767y 2 6Le=6 =

- Pm‘ o'*;ro LCJJIO ﬂ {PG,T/} C_: PG _y C]E, &5%@ 54’4

uniret} < Upe = C . [2)
uniPeTI=6 =B

—~ De Oy @) ;
A {p6 T €T de donde P Al sy

| - A%@Ym ‘:"@ﬂ

Un{retye T
0 Qeotl

M’- Qfgf_li‘t(xmﬁs 'ho."bev P"'Qb&.&a ?r{'mem g,\ 'Lécfemu 21,6 t’dfh i ) c’!ﬁ c]’o‘nde
"“‘1“"1\&? ol teo Tel  obtendriomos la, ée-mos-‘crmﬁ,io?’s deb tea T9I,

)

g

por ) Qb&nemos anu‘.menke C.GTG




Gl Viene de |a

2

=
~2Z
O, % I
(&,T)
Llamamos a Q.. el operador de adherencia inducido en (X, 1),

demn
O .
l, ~Por demostrar

-Hotar que PC = PX , v por £0 stg T C PX , de donde

—n

Unipte, T} = Uﬂ{PX,I} - UT = X, dado que por el lcma C

[X} CT.

-asf pues CU g, uniptp, T} = CU{d,Xf=¢ o 9, d=¢._
Bror demostrar : VBePX: o _ BC (3B,

-En la obs(@) G2 se demostrd que a(.xmB: {‘IEC_‘BJE}@L)} para uns

determinada proposicion 9((1) que ahil se esPedificé. De esto, daio

Q= {IEXI q_(:c)} tenenos que 80 oB = N{,B,Q} de donde obie-

nenos 8@‘”3 CCB |, para un conjunto B cualquiera. -

2. En esta prueba hacemos uso del édlgebra usual para conjuntos

s ¥ como se vuelve un peco pesada damos justificacidn de aliu-

nos pasos al final de la prueba, Las literales se refieren 2

la propiedad empleada para obtener la igusldad subsiguiente.

(gof c2) 0, U4BE} = C U{ViBz ,Uun{pCUIBE},T}}

(a» = M {CULBEL, UN{PCULS,EL, T))

(ax» =N {ni.B,CEl, NncnircuisEl, Tl

(b} = M {niaB, I}, NN icpe, (Vis,ElcTl]

(e} = M{NIGB,CEL, NN iF(Ui8E) (T}

(e} = N{n{LB.El, nN{n{FB, 7} )}

(ay» = N{N{8,LE}, NN {EB,FE,(TI}

(unidn)> r\{n{cpu na[U{{FB,ct},{5E,cTH]]

(£» = N{nica,ce}, U N33ty , nnfpE,ctl}} 1
(e = U{N {n{c,ﬁ,cfxz} , AN {F8,cU} , A{nICR,GEL, NN{FE, T
(a» = U{N{CB8,LE, NN{EB,CT}, N {CxB,C&E'ﬂﬂ{ﬁE,CE}}}
(ap= U{Nn{nles, nnifs,cl, e}, n{nitE, nnfEc o, ¢}
(e = U{O{n{ce, nn{cpes. ety ¢z, N{n{eE nnicpes, e} o8]



)~ = U{nin (c.n, nentrce U GEL nin e, aenteee, T G }3

(a) = U{Niniz,C unu'-*f:gs }} E1,n{n{cE, qunipcE T} cg}}

L

(a)~ = U {N{c U {B,unipes, ), B}, n{CULE UNIPLE T ¢ B} ]
(def G2)—~ = U{H{BMB,CH mia JE, 6B
OeED!

«Justificaciones Sew C: PX=—» PA o2 CB=(B= {xeX|x & B} ent
(a) la. Iey de D'Morgam Y+ € PPX : QL}ﬁ‘:(WCHJ,Qth:UCH
e, CUH = NCH ~ €NH = UECH.
(b) 2a.ley de Complenmentos VJ{‘E‘FFj?X 5*@
Ent = NEH ~ EuH = UCH.
(¢) Propiedades del operador F,. ¥B.E e PX JJCq RB = CPC&b
P U{BE} = N{JB,PE} en vita de gue PN{BE] = (M{pB,PE],
(d) Asociatividad para la interseccion y la union *fAﬁiCEZf}i:
N{n{ABLCH = NniaBer A ULUIABLC] = UABC)
(e) Distributibidades VA B,C &€ PX stq:
N{AULsei) = U{niae, n{acl} [n] , v similarmente en dual.
(£) ¥H,Ue PPPX: mﬂu{&,u} = u{moﬁ,mmu}_

Nota Esta demostracion puede realizarse de otras maneras eceptables

para el desarrollo del capitulo, pero la inte ncion de exponer esta for-
na es la de mostrar como utilizardo tan solo las definiciones y aspec-
tbs y propiedades de teoris de conjintos pueden obtenerse los resulte-
dos deseados. s claro guo la complejidad mestrada en esta prueba,
innecegsriz por cicrio, gc debe a 1o basico (primitivo) del lenguaje

enpleado. Es pues, nas bien,una ilustracion de una menera de proceder.

3. For denostrar TJ‘BEP\ ‘ 8“ U_) = 8ML mm ‘ Q B_
-Notar que 8(%5 = C U{% un (7B, Tl = NGB, CLUN{PLB,TH
pero C,UM{PB,T} = MCNI{PLE,T} = nm{cm%,cr} ;

y tomando en cuenta que (f{5 = P B obtenemos CUNLPLBT) = Ci{‘:)

de donde S B o= (1

£f 0 ) (]
5,13 L{\L( B 4!4} ..(f)

i ? “Whi



~Por otro lade U {B,( lwu'} {B,f\{ﬂguﬂy,iﬁﬁf de donde
usendo teo AC 1. y el anteriocr (1), obtelcios

CECKI)B = U{E’ 8(*.1:13} - =(2)

-Por (#) en el corolario del tco F: ¥b: C«Qm)BE CT , asi por el
teo T2 stq t({ B=p. (3)

(xT)

Evaminsmos ahora la expresion anterior, de la cual ugando (2)

obteneros Q"t)Cme 3 LULB, (mB} « Ahora bien utilizando

lo ya demostrado acd en 2., la igualdad anterior se convierte on:
11

e, LB = U{N19, 8,688}, N {1duu[deBl, (B

=uU{o, N{3 B, GBI = N {00:B, (B} + v subsEituyendo egto

en (3) nos 1leva & (N {3.,,[3.8l, CB}=¢ i.e. a;mB cB,
| [QED!

corolario Una reconstruccidén para fa g @quivalen't a la dada fc\en el teo TJ
puede Jarse considerando la veriante u = ( @h,‘) Cx N Ix)-‘(tqb})_
dem |
La prueba esthd dada por obs(tl) 2, por medio de la cual en una
ET-B el conjunto eanterior es iguel al empleado én teo Toe o Bl
teo AB nose dice, por otro lado, gue toda ET-A induce sotre X una

ET—B, a saber (X, m‘), con 1o cual estd completa la prueba,

[1E€ED!
o 2.4 OTRCS TEORENAS.
teorena 2.4,1 £ es un punto exterior de B ssi X es punto inte-

rior de (. B.

denm Por denrnostrar: :i.t’:(;’(x,{( B gsi (BE Z(Km (x)

(=] sea m¢& NN {fEe, (T} lee. IFE Nn{gB,cth, =¢F
o bien 3F: T€C(F o F € N{CfiB,ccT}, pero CPB= PLB
y llamando CKF:G tenemas que G. =€ G n 6e N{pCRB,T}

1o que viene a ser : 4G (¢ ﬂi{}\PCﬁB, _fﬁ}..‘\\'l\(} e CBE Z(n,t-z{‘i)

L



=

[ ] sea x€X tq 36: CeN{T, b, P} @
fe0s J6: melh & GE N {C,FCKB} =N {C"[)SP}B} de {‘o:‘:ci‘*
renombrande (G =F stq JF, xe (F A FeN{CT, P *;

iees ¢ NN {7B,CT) .. XE G B. g
0 QED!

teorena 2.4.2 L es punto de borde de H ssi X es punto de adherencia

de CKH.
dem .
Por demostrar <€ H A H & m(m) ssi Te O C H , y demostranos

X, T)
la equivalencia directamente. Sean {{X},H}€ PPX ent stq
' s equivaler 1 teorena 2.4,1
LeEH A H¢ Z:M (x) es equivalente, usando ¢l teorema 2

a XE€H A w=¢ccf CH asipues L es punto de borde
(x,T)

de H ssi =xeH A < e NN[PLH.CT} ssi =€ ﬂ{l-‘ ”\ﬂ{f(ﬁu Cg_&j
ssi xe& NC tCtH,CﬁﬁLﬁC,H,CE}}ss:L xe€ C, u{c H, un {RCICHLTH
i.e. Les punto de borde de B ssi awwc H.
O QED!
teorema 2.4.3 X es punto de clausura de B ssi % es punto de B §

punto limite de B.

den :

[=] sea L punto de clzusura de B i.e, IEC{E,%? ent TeB v 1&RB
Si X EB demostramos el consecuente del condicional, Sea entonces
-IG'C{O«UB AXLeEB , por demostrar que X es punto limite de B.
-Asi pues dado G € M {t,ﬁ{l}} :1(1), debemos probar qus o=
verifique que ({G,B, (=]} £ .

~-Supongamos entonces que m{G,B,C,{{X-}}:@ 2 (2),

~Por hipdtesis tenemos que L& (B de donde ({xX2 B, con esis
stq M {G6B,Cizf} = N{e, N{B, Gz} = N{CB} =¢ i.ee BCLG (
=Renombrando (6 = =F stq por (1) y (3) IF: FeCla FepB, IEF

, pero esto contradice la hipdtesis de que x el LT{% de donde



asumiendo Ja hipdtesis y (1) deducimos =7 (2), i.c. X ez puits limie

te de B. o

[<=] Sea IE{HEXHEB Vyes ‘p_fl-m.de B} por demostrar que IEC{’LH‘B,
Si T€B stq por teo AC 1 x € (f,,,B. "
~Sea pues « €B y x punto limite de B , o en ctras palabras

Vee n{T,Pwl o n {6, nis iy} = NGB # ¢

ie. V6: xe GeT = N{6BI#£ ¢ (1)

-Supongamos F arbitrario tq F ¢ ﬂ{CE,EB} *(2), por demostrar
que Y€ F,

~En efecto, si I¢ F ::(3) stq por (2) 46=(CF, <€ a €l A EECE(B
ice. 3G: xe GeT o EC_C,(B (& n{E B} _‘(1)) s (#1). De esto

dada la hipotesis, (1) y (2), concluimos — (3) i.e. =X€ CQLK@B.
OQED!

teorema 2.4.4 Dado (X,T) una ET-A stg ¥VBe PX:
1. ¢{ B = {::ex]v‘meg(m(iyz O 1IN, B} = ¢b)

(x,%)

2o (B = (4,VI)B.
dem
1.[2]1 sea x edB por demostrar YN: Ne Eﬁ;,(l) : NNBI £ ¢
-Sea pues N€J () y supongamos M {M,B}%Qﬁ 21y Jee.
NCCB de donde por teo AV 2, obtenemos (,Be 2 s (),
-Pero esto es por teo 2.4,) equivalente a L es punto exterior
de B i.e. x g C{M;B contrario a nuestra hipdtesis de donce
concluimos — (1) i.e. ¥ne Zw,@) t O{N,B] # b, o
[¢<] sSea x€X tq WN: NEZ & > niN,BlI+ & (1)
Sea F € PX arbitrario ta F € N{CT,PB} :(2) por demostrar
que X € F (usi Te Ceg,i,r)c,(l)).
-Supongamos chtonces que x ¢ F y F segin (2) te. Te(CFeT A

de donde (. F € N{T,P(B,P(x3} que es lo mismo que

CXB € Z (=),

[Eh



. r r I‘I
-De lo anterior y por (1) cbtenemos 1) {Cxﬁ,i’i}i 5 (%)scon i

que podemos concluir que asumiendo (1) y (2) stq € o s a_Eue 5

5, Esto fue probado en teo AB 3. y aparece coro :1(2).IRED!

teorena 2.4.5 Dado (X, IL) una ET-A stq
e Lt = CEE "(Pc {x})
2 me(i) = A Lx,m I}M(-PC {I‘”

dem 5

1, Por demostrar CZ G = C{(,‘;(PC {x}), Ahora bien, esio cs lo
mismo que: H € CZU” ssi {(W)H € PC {z}

iees CHeZ ssi  ({, . H ¢ (1%}

ieces CH e Z;(m ssi xe€ CCl.p,H | , Que es

(R3]

exactamente lo que afirma el teorema 2.4.1, a

2. Nuevamente por teo AB 3. (2) sebemos que C_{( 0= d uT de
Xy b

(‘l‘)

dohide con 1. obtenemos el resuliado,
JeED!

teorcna 2.4.6 Dado ()C,E) unz ET-A stg ¥BE PX :
1. OppB = (.~ T)3B-
2. 8. B = {xe(B|¥NeL (0 NINBLF b}

(%,T) (x,T)

dem
Wotar que 1. y la parte 1% del teorema 2.4.4 implican 2, 4si,
basta probar 1, Pero en teo AB 3.7(1) se probé, dedo B artitre

rio, que d_. B = M1 8, B} = (C{m— L)B

%.,T)

[ QED!

o 2.5 RETICULOS

v
def G5 Dado X un conjunto, - es una relacion de orden parcial para
g 8
0P.0O >€_P}f:z(De hecho anoteros l?‘;\j sei Yy<x ssi (L,YE > )
op.1 Y x€ X = x>=x (IC¥)
or.2 Y Yy + XY A Y<xX > x=y (N} 1)



a —
LOP’:JOP,’Z se resumen en ! ﬂ{>:'<}‘ = Ix OPY @
35,

X Y ~AyY¥2Z 5 I¥Z (o> &7 :: OP 2 )

or.5 VaVyVz:

def @6 (X,>) es un conjunto parcialmente ordenrzdo, u orden parcisl (CF)

- - . ? - ’
ssi > es una relacidn de orden parcial para X . Adenmds

L ¥BepX : S, B=p{yeX|¥a: XEB 2> y>u}
T B:d&{yeX|sztiLtEB:‘r \ja{cc]

*.  Q es un mayorante o cotasuperior (minorante o cota inferior) de

B enX>) sei acy B (a€l B ).
c es un méximo (minimo) de B en (X,7) ssi a € M{B, Scx,>)B}

(a € n{BJILm,HB} )e ,

o es un supremo (Infiro) de B en (X.>) ssi @ es un minimo

(—Kﬂ )’)

»
—

de S{)c 315 (maximo de I..B ).

postulado 2,5.,1 Dado (X,>) 0P, dado B€ PX , si existe un maximo ( o bisn,

un ninimo, supremo, infimo ) de B , entonces éste es tnico. Utilirz -

16 o S0 B-‘-—'UB l.np B= ooTa ] T
rmos la notacion maxuMB (mm%”B r 5Py , Wr, . B=0B rescective

mente).,

def 67 (X.,») es un reticulo ssi (X,>) es OP y se cumple la siguiente

proposicién 1+ VB: BC X A [ﬁl<?(,a e H(EJE):(HB:HB) (L)

2

~ A X
Observecién 1 Dado (K,>) un reticulo podemos definir {U,ﬂ}g X . econo

~ ) ~
opereciones binarias tq U(ab)=ouUb =] {ab} A Alab) =ahb = Mi{a,s},

R1 asociatividad, RZ connmuta.-

Estas operaciones binarias cumplen con:
~ ¥l
= au(anb)

. ) 5 2 Fal ~
tividad y R3 absorcion i.e. lVLCG-,b)tJ( ; & (aub) = Q
' 2

: A A x
Conversemente dado X un conjimto con {U,H}C X cumpliendo R, R2, R3

f‘ & &
con @¥b gsi anb=b (8) define a (X,>) un reticulo, Asi pucs dads
(X.>) OP con la propiedad L tenemos una estructura de orden equiivalan-

Fa®

~ ~ Y
te a (}(JLI ,!‘l) cumpliendo R1,R2,R3 con W , I definidas como en la

def G6 y > mediante ().



(%.>) es un reticulo de conjuntos ssi EU_: Xe PPU v > ez la

dei” G8 Dado (X,”) un reticulo ent

i

. s - - 2
relacién = tomada como sukconjunto de LA .

2 (%>) es un reticulo propiolde conjuntos ssi (X,>) es un reticule de
conjuntos y tenemos que @ V(A,B) X* AUB U{AB) A anBd = N{ABD :
(X.>) es distributivo ssi VI(ABLIE Au(BAC) = (ALB)m {.A“C‘)-

(X&)es completo ssi ¥ T¢C X H(EJ,Q) = (UT,MT7),

postulado 2,5.2 Dado (X,>) un reticulo, existe (R,2) reticulo de con-
juntos tq (%,2) es equivalente como estructura ordenada a (X,>) (i.e.

(Fﬁ)i}) es homomorfica en el orden -como reticulo- a (X, >). ).

Observecion : Ademis de lo establecido en el postulado anterior ten Sated= oy

que si(X>) es distributivo entonces (3,2) es reticulo propio da con-
juntos, de donde la coleccidn de reticulos distributivos es incrusisda
y representada por la coleccidén de reticulos propios de conjuntos {gque
lastimosamente constituyen una clase propie, pues todo reticule propio
es asi mismo distributivo en vista de la digtributividad usual del Ale

gebra de conjuntos.).

teo R1 Dada (X,T) ET-A ent (T,2) esiun reticulo propio de conjuntss
completo.
dem
-Que (T,2) es OP es inmediato. Para ver que es un reticulo nece-

sitamos probar (L). Tomamos entonces familias de conjuntos fi-

[..J

nitas H €T , ent notar que por Al y A2 sta UH €T , N et
o

de donde d(a@,2)e L7, A=UH=UH A &= NH=H

, pues como el orden viene dado por =2 stg U € Stt Rai

y Si J- (c 2}-}—[. th UH g J- i'e’ mfﬁ(f,:) Sf.t,g)H\, = i-}“{. = UH:

(y de manera similar se procede parzs () ).



T yv “tiy G- ¥ L LI i
=Que ez un reticulo de conjuntes es evidente desde que L€ P X?
1 T

-

Yy para ver que es8 propio reparzmos nuevamente en el parraic wito-

rior por medio del cual suprercs e Infirmos de conjintos finitos
, Do solo existen en Ld ', sino gque coinciden con la wion e
interseccion conjuntista respectivanente,

-Para probar la completitud, el axioma Al nos libra de l& poie
mera parte, pues por los argumentos anteriores debemos tonar
(IM=Ul" , para una fapilia [ arbitraria, Para ver la segun-
de referente a la interseccién arbitraria nos apoyamos en un
resultedo de teoria de orden y reticulos cue dice que si en un
OP dado,cada subconjunto no vacio que tiene un mayorante tiene
un supremo, entonces cada subconjunto no vacio que tiene wn mi-
norante tiene un infimo. FEn nuestro caso la cota infericr para
una femilia arbitraria M en (T,2) viene dada por M.
Para una mayor claridad puede el lector leer la prueba de La

afirmacidn gque hemos mencionado y que 2 continuacién transeribi.

oS, V
3QED!

proposicién  pado (X,>) 0p ta ¥HePX : H¥da S, H#® = Jsop, HeX
ent stg VKE\FX? Ki(j) A IL"-)')K:#?) = 3;.:6){3 ;L..:L‘V‘I‘f'u‘?}%{,

dem

~Sea HePX ¢qg H¥ ¢p A T _H+ O (1), ent

S ERD

Ab:be X A be I(x.nH . Ademas S T H:;E¢:-.(2) desde que

- L)(f'-'}-) =, >)
por def g6 beIm))H ssi ¥h:heH = b<h 18y dad

7

=]

O

Te I H y heH arbitrarios stg b<h , o en otras pzisbres
(%>} P

; - = & - 7 Lo ‘ — i
lVlhI he H -"‘r““fb: b€ ILK.;;I:? ”y_b) L Vh:heH » heg{ﬁml@})r{‘
~Por (1) v (2) IW)H satisface las condiciones de la hivdtecis

* * ;
de donde db=JI ,H; demostraremos que b = M,
[ree :
~Privero b € Ic» H, pues de lo contraric dhéer,; h+ " A h P b
o)

ice. JheH, hel T H a hFUI _H({aereou)

SRS Wt



X .
sigue de la definicién de b como LI T !H , de donde concluinos
(St

que be=max I H i, db-nH=inf H.

(%, >)
B+ CMNeED!

- - - - *
-Que no pucde existir una cota inferior de H rmayer que b

Observacién : Hotar que (T,2) es un reticulo propio donde L] coineids

con U , pero [1 no viene dado en general por () sino es tan solo
para familias finitas. Esto justificz a2 los reticulos como estructura

algebraica,

lema Dado BXZFEPPX](XIMS ET—AJent ¥r.rc@g = Nre Oy .
dem
~Que NIre PPX dado NC B, es obvio, pues QKEPP_PX ,asi A0 se de.
~Para Al, supcngamos H, C A arbitraria, ent VIET : NAMCT
nos lleva a VTeT stq H € T de donde utilizando 15 hipd-
tesis v F‘_—:@x sta YTel : UR € T ie. UHE N
-Para A2, procedemos de manera similar al parrafo anterior pero con
lb—Ll(?\io, asi dado H, tq HENTCT con LE'stg VTe - OHLE;"C
i.e. OVH € N[,

OeED!

teo R2 Dado @x tal como se definio en el lema ent (Bx,l?) es un reticulo
de conjuntos completo.

demnm
Notar que QXE PPW con U=PX, ademas de que = es una rols-

cién de orden parcial en Oy . Asi pues (8,2) es un reticulo

de conjuntos si probamos que satisface la propledad (L) de supre-
. v

mos e Infimos finitos. Al probar la completitud, probamos (L),

asi BEE BES Fg@x' ROk nré e:; stq rlr‘: Mre 9:( - Eafto wrie

terior es claro debido a dque en todo reticulo de conjuntos, =3i
8]
“x

cxigte MM ent MPE N . A=l que pera toda suhfemilia de



. L[4 - . F
existe un infiro. Considerando la welacion de orden norcic]

vy

inversa (€ ) y la "proposicion" posterior al teo R1, concluinns

que tembien esiste un supremo, ¥y que en este caso viene dado
pr UT=N{Tea[UrcT) e U= NN{PUNE] = ns..r

2ad0 que S, o= MBI, Buly gen, o

(B,2) es tal que [ 1 coincide con M para familias arbie

Observacidn :

trarias, pero (8“2) es un reticulo de conjuntos tal que ni siquiera los

supremos finitos son necesasriamente iguales con los elementos producidos

por U ,

02.6 BASES Y SUBBASES.

def G9 pado (X,>) un reticulo, B es una base para (X,>) ssi BEPX, -

stqg Yxe X 3B : BCB A = = UB
Construimos b (X, >) = {BEUDKI B es una bose ]aura (X >-)J

56,1 Sea (XT) ET-A ent 8 es una base para el reticulo (T,2) sai

BRCT A V6eT: Yxeb AB=eB, xe Ble=zic C. (o)

Esto es solo una adaptacion de la def G9 a (t,2) . veamos B es3

una base para (T,2) ssi BePU A YxeT 338 5 B.CB A x=UE
. BCT A ¥6eT T84 BEB A G=UE, =(1)

~Ahora bien, sea B una base de (T,2) ent 33Gg3 tq 6G=UBb,
. YeeT Yxe G ABGx)eB, , xe BEx)C6 (9,

-Por otro lado sea B satisfaciendo 1a proposicion del teorena, (&)

i.e. VGeT Jvfxe(;:ffB(G,:t)EBQ 1€ B(6x) ¢ G , de donde si considc-

<
@
o]

&

denm

i

ranos BG = {'B[C,L)E_FX]V‘?LEG: e BCE)C G} (asi 8 = 1J{8e[6eTh)
stq VGECBﬁGQBa G=UBG , ¥ ent :ij es una base segl an U)Ei;;ED!

- + 7 .
Obeervacion + Nos referimos a una base para (T,2) como una base para T
) i

en vista de que tal estructura es un reticulo de conjuntog (rronio ¥




COmp o

).L_:

=t

to) de donde sz sobrecntiende que la relacion de orden parcizi gs

la contencion usual de conjuntos restringida a U .

def G10 Una femilia B € PPX es una familia bAsica de conjuntos ssi

EP-A, donde X=UB y T=0UPB (aca UK ={Uh|heK} =K' , y ilausn

P

(X,T) e

™
’_'1"

Q
u

a K' el generado de K escribiendo ¥=[K). asi T =[3].)

teorena 2,6.2 Una familia BE&PX es una familia bésica de conjuntos ssi

ilotas

VB, VB, : {B,.B.1 €8 = IKCE, NiB.B}= UK.

den

[&] Sea BCPX tq cumple la proposicidn del teorema, por demostrer
[8] es una topologia sobre UB. '

-Para A0, tome X=UB asi VGE[BI_:MQBS C=UK< X, i,e. [BlePFx,
-Para probar que [3] es cerrado para las uniones, sece H,CEGPB:M
arbitraria ent YHeH, JKCE J H= UK,€ [B] , que poderos rees-
cribir asi UH :U{w{H[ HEHJ}:U{ngHE}u UK won K€ B i.e. UH e:!ﬂ PE.

De hecho, esto se debe a que [B] se construysd a pertir de wnion

]
82}

» asl serd cerrado por la misma construccidén (jpara eso se hizo
asit) _

~-Sea shora H C ij”ﬁ con IHI< X‘a « TORAOE }i={HC{';EI A T
de donde Vi€ IIKCB 5 Hi= UK.. Ahora considereros Viel:
}.{;:{:rjljeia} ent stq NH = A{UKilieT} = N{UlE:je T} e 1]
—U{ﬂ{JhiﬂIj“eU}]f—.hora bien, por hipotesis e induccidn v‘obr«‘-x el
nirmero de conjuntos para la interseccidn finita siq dado J EE]
para cualesquier €L , € T, ent ¥e UfTilieI}: N [L’j:glb 4,] L‘;:g
De esto NH = U{' lje UfTateli} = UL 1.6, MHLE UPS.

dedes 2 ©F 2 FHEDS

Este teorema puede modificarse cambiando la proposjcj_én de equi-

valencia presentada,por la siguiente ¥ B, V8 8153 A 5263 5%5;

AL
VY

xe€ N{B,BY = T, : B.ES A xe b & N{8,B},



7
i o g Tipws ity
._“ cna una Yomilla s{gics

es: V& ¥8,: 1B,,8,1 €8 = n{B, B)EB. Ia prueba de estas dos afirmaciones

i . ? F I
Ademags, una condicion suficientle pera que

es va sencills utilizando las demostraciones de leos teoreuas 206313 @0 2

.

topo logi

[
£a

teorema 2.6.5 Dada B una fanmilia basica ent ésta es base para la
generazda y viceversa para toda base de topologia, Mas exactamente 3
1. si B es una familia basica y sea L= [R] ent Be b(T),
2., Dado Beb(t)ent B es una familiia basica con T = [8].
. dem (teorema 2.6.2 (=] :)
Sea B una familia bésica de conjuntos con T = [B] ; ent por
A2 YHET: MK = nH e [B] y en particular con IHi=12
obtenemos VB,,¥B,: 1B,,B.JS[B] = Ni{B.BIE [B1,de donde concluimos
B, 18, : 1B.&ICE = AKCH, Nid.di= UK que es el teorema. o

dem_

1.Sea B tq [_B] et topologia, por demostrar que Beb(T), rero que

B e b(T)es por def GI : W¥eelB]:48,C 3 5y G = UBG , Que es exae~
temente la definicién de [B] como OPB

2.Ahora partirrr'\_s de Beblt) i.e. Y 6eT 38(,@8 2 6= UBG

de donde Tc(B] . Ahora bien Bebllly por def GI BE T, de donde stg
[B1<[T] (que podria demostrarse como lema aparte, pero no amerita

pues la prueba sigue el 1ineamiento conocido para areasc elemenia-

les), y como T satisface Al, es cerrado bajo la unién de donda

tl=T7 v por lo tanto [3]CT,
‘ C]QED!_

Observacién ¢+ E1 asunto de lag bases para una deterninada estructura

= v,

nntemética es general, y puiede yg observarse en areés Cowro algebra lineal

I

Yy otras., TPTn terminos generales lo que se busca es Ui gubconjunto del
cspacio que lo "genere" en totalidad medisnte algin eriterio y se demea

de preferencia que dicho conjunto no sea redundante i.e. que seca ninipal.



5 ‘:-\ " i, Al o o L4 i 2 3
In eslgebrz cuiog gencradores minimos producen wna propiedad coracterd

ves con log conjuntos

A

1 las bases qua cleosifican de cierta forma a diversos tipos de espacio,

< . . - - o - . .
fisl una bags se encuentra en la interseccicn de los conjuntos generade..

independientes (i.e. los que han sido minimizados

manera gue no existen elementos en el gue puedan ger producidos vor

215 conpafisros)

Ahora bien, oh nuestra definicidn de basc para una topologia (en gene-
ie un reticulo ) la minimizacidén no se llevo a cabo, pues se pidid
camente gque un subconjunto de U "generara®™ a la misma. ZEsto se debe
que la minimizacion no es sencilla y la independencia ( con relacion

= - ’
la union en este caso ) no trae nuevas propiedades a la base mas que

1a independencia miema,

Despues de toda esta introduccidén al concepto general de base para une

structure matamatica, podra preg guntarse el sentido del teorema 2.6.3 en

=stablece una equivalencila del todo aparentemente obvia ya.

trodujo el concepto de base cuando tenemos

dade un espocio topologico (o un reticulo) y es &ste el camino usual-

me

2nte emplezdo 3 =in embarso. tambien se habld del concepto de femilisa
:gica (tnooapglcamente) en vista que el generado de un conjunto cualqui-
re no e Nscesariamente una topologla, pues se genera a travesde uniones

Ta atencidén estd centrada en la familia B como punto de

unlicanments, Lo

nartida vy ne en cdémo debe er:B para poder ser bvase de T . Es por esto

22 @e pide una condicidn extra que.viene dada por el teorema 2.6.2.

Por otroc lado, =i el generado de una familia se da por intersecciones

finitas y whloles arbitrarias entonces ho es necesario el concepto de fa-

nilia basica,pvues todo generado seria topologia. Esto se da paras lo que

ilamamos cutbases y se establece jen el teorema 2,6.,5. Para finalizar,

1a base no 23 por lo general unica (de lo contrario, dada una ET-A, nas

Jue base seriz una estructura eouwvaWGWte a la original,),y de ello que

1e coleccion e bases sea una clase de eguivalencia conﬂ&“fstsi 515rw;

g@neran 12 misma estructura. Lsta clase tiene algin criterio,

L 2,

gue en



@)

nuestro caso vienhe dado por el teorema 2.6.4.
def G11 Dado (5,3} FPX ent B, es equivalente a 5, ssi JT:(X,0) 2Twr A 15,3,/ B
[ B=b(T)]
teorema 2.6.4 Dados B, B, basicas ent [B) & B lssi
¥B,el, Ve, 18€38, , x¢ B8, ¢ 8, =(H)
den
[=] como B,€ [B,1C [B,] sta dado BEB, ent IBCHE, 5 8= U3
i.e. ¥BEB, : BELB] A ¥xeB, 38,68, x€B8,CB,.
[&] Sea ahora B,, B, basicas tq (H) ent dado B,e[8,] i.e. dado
B,=UB ,con BCB, stq IBCB, tq B ={BB,x)epX|ze B(8,7)C 8|
con B,(8,%) garantizados por la propiedad (}{) , de donde

obtenemos B,= UB i.e. 561,31 Q
LJCED!

lota + A la proposicidén (H) se le conoce con el norbre de criterio

Hausdorff, pues él lo empleo para establecer la equivalencia de dos ba-
ses de vecindades en un punto cuzlquiera del espacio, Ya veremos adelan-
te la relacidén con el teorema expuesto. Perafraseado dice 1 "vecindades

mis chicas construyen topologias méas grandes".

corolario B, es equivalente a 32 ssi se da (H) y la proposicion (H) per-
mutando 1 con 2,
den,

Tonando la def Gll y el teorema 2.6.4 la prueba es trivial. (J

def Gl2 Una fanilia QCPX es una familia subbasica ssi <(P> es una femilia

de conjuntos basica, con <Cp> = {(\HIKC_-CP ~ K< Xo}

teorena 2.6.5 Toda (PE_ PPX  es una familia subbisica,

dem



@)
I efecto, debemos probar que K(pﬂ es wia topologia pera U,
~Para establecer A0 notar que de PEPPX stq {NK|KEPPA (A Q%hj EPPX,
de donde K@)J = {UK] !L\)CKP A }1’< <\UJ EPPX, ‘
Sean ahora {B,BjC{¢)stq IK, Kt (e 1,23 - K.EP ~ BNk Ja ;KU&[(?(I,
de donde obtenemos que MN{H, ‘} = NINK, 0K} = MUK, %) € (P
en vista de U {K K.} (_;30
~Asi ¥5,.8,: 1{B,BJC(P) = Q{BMB:}Q@» v esto es suficiente

para tener la condicidn del teorema2z.6.2. FPor lo tanto <CP> es

wa bage para U{P) = .
[JYED!

def GL3 Dado (X,T) una BT-A, (P es una subbase para L sgi L = [<Cp>]

Nova ¢+ Como ge menciono ya, el procedirmiento para construir espacios
vldgicos—deberia ser considerando,a partir de ¢ €PPX,al generado de

12 nisma como [(P)] , que es la topologia minima que contiene a la familia
inicial {.e, [:<cp>'] = MM {@x’ Exq)}- No siempre las subbases son
ileg de describir a pesar de ser mas maleables que lag bases en cuan-
to a horeemorfismos, puro una de lag ragones para la preferencia de las

baszs tal como aca se han definido es la conexidn entre* sistemas de ve-

citiades y los elementos de una base que contienen a un punte especifico

def G14 Dados (X T) Er-, €X y Be b(T) ent definimos = M3, Pfl}} como

“na base local (subbase local si J es subbase) en L. ?2

2



Caritoro 3

() PERADOR DE CERRADURA

ot KURATOWSKI




T % = e e R
CAPITULO 5 O¥rRanOR DE CERI

Ded InTRODUCC IGH

El operador de cerracdura como concepto primaric p

21, junto con sistera de axionas, fue utilie

o)

una estructurs espaci
zado por primera vesz > Cesinier Kuratowski en su tegis de
Su posieion central con respecto al punto de partida varsa el egtu
dio de la topologla fue determinads por Alexandroff y Hopf (Yopo-
logie I,Springer-Verlag;Berlin) quienes le asignaron el nombro
"topological spaces", un nombre que fue usado prevismente por
Hausdorff para el sistema que introdujo en 1914. ZEsos son los
.llamados espacios Hausdorff tal como se mostraron en 1,2. Ei 1ionm
bre "espacio topoldgico®™ fue también utilizado por Fréchet v su

egcuela para denotar un conjunto X, para el cual en cada sube

conjunto, un conjunto derivado es definido. Esta visién correspon
de a la presenfada en la misma seccidn en donde se utilizd un sig

tema de vecindades equivelente.,
- ; i %, : il
Ironicamente, Kuratowski después modificd sus axiomas erigi
nales. Ios sistemas, resultado de tal modificacién (los cuzles

= : 5 o 2
forman la base en su ¥ratado sobre topologia ) son més especinles

que lo uue ahorg llamamos esSpaclios topoldégicos y que enconts
en la literalura bajo ¢) nombre de eﬂpat':jn.(:m’[‘l,

Ia estructura topologica tal como se introduce en este csz~

pitulo puede ser generslizada a conjuntos parciglmente orde

definido utilizando unicamente una TGlgCién de ordsr: (la inclusion

de conjuntoes en nustro caso), Asi pues gea ¢: P —> P ypodencs

= 1 S e, » e el A
1lanarla una funcidn de cerraduré sobre (F3>J OF gsis

ocy 3. L= 'rn.'q(r'ﬂp = c(t) =1| A l‘;g{ €

GCy Efu;

0c¢ ¢4

3

Lj CC-I- [ =] }_j} = C(x)yud Cii‘v_j)_
g
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LA fraliora s gnen e rhel Tl s A - S P - = wm " *
e goneralizacic og debide a Monteiro y Ribelro en 1942 (1'operss

tipon de fermeture ot ges invariants) v es formalirzada por Hellidooy

)
y Tergicl (1044, "phe gebra of towology"). Tanibien esto fue sig:
por Nébeling (1954, “"GCrundlagen der analy
tischen Topologie ; Berlin).

Otra posible generalizacidn proviene de estudios hechog tane-
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ARN
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puntual, junto con C,el conjunto de todas lasz funcioncs limites

¢e oucegiones de elemehios de Civujo convergencia puntual nos 10

pProporcionaii,
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In efecto, el conjunto C de Soden lag Dwned

nes de elementos de € bajo convergencic mmituesl Mo es contenido en
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o i - rd
m epersdor (topologico sezun
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N
R2 ¥A.Bepx: duUiasl= UdIAB

rs  d°< d.

Para egtag egstructurs se dan los teoremas nc., C
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o

+
v

i .. i s 2 . -
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a las iciones

secueheia ADC no puede llevarse a cabo en base a las definic
-aqui establecidas. Con esto concluimos gue no todos nuestros es

i

pacios topoldogicos pucden ser obtenidoz de derivedores satiofoe

ciendo R3.
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['_C_] Ren. TE CI{,‘M e, C(LF =F de donle se ?vcdé—
dbtener que D, Fﬁ_’ (a-T)F = Nn{ar )= A{F(Fl=¢,
(2] Deade F by BF2¢ d@ dande por el teo 0D 5‘\‘::_‘_
(LFe (BuuUT,)F = U L0ewf, Fi = UigF=
y gl et fF, Fle NG TK] ve FE M A{LT }—

. _ | O Q:ED)_[’)' e
bepoms 344 Dade (X,01) wna ET-C ek sl Yz€X: ‘
b D@ = ANeFA] EGM{" o, PV RG]
2- Z'(t,u)(x') = C( , u)U 'Lf'l() PC {L}
dem.
1. Dedo "(é;)( por demostar NE Z‘(IQ)L) 551 BCQQ{T&MHP” P{}}
[C] Sean NE‘Zm 1( ), proponemas G= C,CI.C.,N',
- En EJ:QC-JW , por hré,iesis XE CKCLC,M =G e )Li} " G
de dende ‘1@"@""5‘5 G G P{x} © )
Z P e lade QLCND GN  de donle COCNC CLN=N

.e. Ge PNO



L?] Por demashac N e Z (ﬂ :z?r JGe n i"C 7Y, PN, ? ’.xﬁ@

P asko ;motese goe. N € zmm et (po ) w1 e oG N

sedode bashais bomer 6 =-GLULN2X 2

7_' S.,:tf»onjqbe ahom c*ae Cltuli) xeX NCK ‘Ato‘es QUE

- G € ﬁ {L{x,cn: PN;J}{L}} FDF Jemas‘tmf N € ZQ{ LL)
— Pinero note pe  X€G y CLCE=CE dibo g GE Ty
de donde. G € Lyof*¥ ) [ Hecho obtenide (4P d teo343]

- -P\?" b‘*r::n ‘t‘_\_fJG ; E’E PN (e, G Q N )
@ y el feo CVz. obleremos Ne fmm(x), .

- Phorx tl!a-nda ¢y
0 Qeol

Jierae‘xmm 3.4.5 Dado (X’,CL) ana ET=C enl
i, VBE_PXI 2 B-= C U {B Un{fﬂ B>F‘,¢cub}}

(x4

2 ‘V‘Bef’_x: 3 B={1CCB ¥NE Zyey™) NN, B}”&¢}

“dem

A, Primers aoke gue C U'{B UQ{P(} B;Tmcu}} €5 pot
com ?lemen‘kos«l {C?,E\ OUﬂ {?ﬁx i t';’hﬂ-)}} us,'ﬂd,aDMarjcm
- A {68, NA{CRCB, (Tl = N (68,00 1RS, (Tl

- {63, 6,8} = ([l - T8, pen o beo BT ¥Be ClB=CLB
A s, GU {8, UN{LB Tl = (OL- T8 17,8 o
P De manera similar @ U, note %ue sor teo CLE sty ¥Be PX:
[1B=cL,B ={xe ¥ ¥reZu, @ NV, B = B)
Por 1o danto 1 DB = (CL-Tp)8 = N {ci8; (8]
- A {8 cB) = NGB, leX | ¥Ne L 0. N{NBl2g]
= {xe GBIYNEL, o0: niNBY 26} Asi n{uB =28,

ElQea{




015 Derivador

M F5 Dado X un f;onJcho R ci 25 Un ﬂp-i’,fﬂdor de denvades ‘(5' cleh?vatdo,—)

sobee X ssi ¢

D0, 4 & pX”.

D1, d.¢ = @ .

D2. YAVS : dU{AB}= U diB}.

D3, d'4& Lud.

Dk, Va V. xedh 3 xedN{B (i},

ap €S ra%uefi-cl@ pora CoﬂS““rvir con

I@"B‘(ﬂ . edB > LABJ“]

N-bjm“- a, e_x{mﬁf) culiom@, VL4 A‘ un eSPCLCI'O
' ' d nvevamente .

2 {Opolﬁj{cal N0 %u@-_ , pare %Ue ‘es

te QSFG_Q@ cm:s“?ruirjo aQ5 lleve a

d es un Jgrimdw sobre X,

_@Fé (K;f-&) es unw es{'rualwa, D‘{orPo'lérj:'aa, S
Aﬁlem&g Cl(‘-‘fin\’mcs C{,d-‘- Iﬁ Ud 5 Abramumps coiT (K,d,) ynex. EI‘D,
JhFT Dads (XT) T.A ot defning; VBEPK:
dTB = {me){ I x 25 A‘[o;mfta |lnite de B en ()(,.T.)}

donde ohlizames 1n def G4 | |
| : 5 ' T que e . Q ratoc 'Gn
Noba ! ¢ frecwente utilizar pare d.8 la rakaap (B | Qe oo la -y

grnrlmd-cy para ia. da;vuéu de una. {““'5-"5“ f : :[ |J -

j-t—;-"o AD Dodo (XT) EFA y seo cl_;:, PX— PX osociadn , 4
ngJn, def =3 ent (X,; A@) o -ET-D__

ef‘ . do

dem.
" Recordencs : L€DB 5L X S A ponto \inite de-B ie.

Ye: cenlt fm} > NeB G+ ¢

Que dxepﬁm es por def][hqugwde d, (en vista f—E‘ch on BEX)
L &#=9 S xEd? ot YGe n{“c,,gm} o

nice, U} £ ¢ cew N1G6H, CARY = ¢ ) e L=,



‘\’MM(IML T K E a .qu s X oes /\_PUAQ \(mite de @ [dedd] con
Nau@'\. ‘”{VINE‘E 3'0{,“"‘"#: l';-‘ﬂ'l-‘(}lﬂ-,} N " CP el : _'*V' I.;El_l\i_ 2 N LG&fbf Cdx)i}; 47

o ¥V ~ d() e d‘r¢ = Qé a N "B
Yr—oba-me& %ue,: AC B => CJ"CA c \d{B

2* P'Gu'"& i?rdbur eit@ ¥
¥6: xeGe T = N{CAGIFg

iﬁl -Stﬁ.ﬂ A(;B j LE A’EA '—i,@e
peo entonces: N\ {'Q,B' CI{L}]] + ¢ [De lo conbrarior tendriamos una

Gohi@limidﬁ]’, con o que I,Edta.‘-Asf" d AC drfCLS{AB
- D-c l@? *ﬂ“%?}r':ﬂl", dmc‘]us A)B bei{fﬂ.ﬂoﬁ’ oMo o ’ }

| sJﬁgr -dpAg_:JtU{A,B} A d‘E’a@d;U{A,B}’cm e gue sh;‘,

Ud ia8 € d,U{AB).
(<] - R o conesso. . probamos Cx U {dA, d8) € C’-
 Sea T & ULGA 4B et x€ CdA ~ x&CdB,
fe dbsde F{gH} EN {(T,h04) 5 N{CACHY = N{HBL W)= ¢
ok dade C=N{GHE € N {PC,PHY Henemes |

_ ﬂ {.C:A:‘ Cx{l}} _: ﬂ {G*VB:' C’ {1}} ﬁ_m {G*)UiA’Bj»cxix}} = (;b ®

Por A2 . G*E’E p a(iemi% de G*Q LL] shtwmernas ge

3 S*e N {ﬂf’iﬂs} . ﬂ{@*jU{A,i%}_‘.-(}y{x}}?:-gS LS.
re C,‘QLU{A,B}-}‘D_

3 Probawos ea el feo 4.3 gque 'C_LS*JUB‘:U{dTB;B},
UM Ero 3 fo.f{ﬂ dC[ ‘tﬂl‘) AC )fgnemos; glug

JD& tSJCo , fcansicjércs-e 8 QX ;-Uﬂ‘q.u59’&,

as{ gormp Can EL

a@t,‘n - CLL*;:)'
; 2 - ‘ g : ;
ot O% 6 = Clo [08] = (Tud[U,ud) 8]

= (I, ud.)(BUdB) = (BudB) U d (BU d.B)



AL\,.«Q:;‘;LG do la pacte 3 de este 'chorﬁm&:stq_ ‘
(B = U{ULB,a8, Uids, disi= Cl,,, B
e, U{B d8,d8} = U{U{B4S,di8} = U {B,dcB}

B C U{B, 48} e di< g,xudt_d

4 t ‘Lo es unwa LDn:;?,LUEhU_Cb tme,c\m%u Je lu. c!efw-\f-loh

de, punto (e e (XT). Yeamos, $ea X€E X arbtror o,

o € d B e VGeN{Tiwm): N{eBGED #4,
de dade: Y0 N{T iy} NG N{BGH, Ci}#¢
Le. xe NBLHLE 5 el -

Jce:@ oC Qm’!o (x,d) ET-D y ses. c[ : PX — PX asosado, def inido
segim def F6 et (X,Cly) es ETL.
.é'em S | |
1, = Prinero por e poto direcko (Ld= (LY d)g - U{L$,dd}
=dg =g en viska de DL | ' '
— Br st lado: 14[.111' 5L
(3476) sty Tpew Cly - Lu(Lud = (LuT)vds= Lud= 0,

Cz f'usc.vmof; Pz . V8 YE .

T vl & = CL Gl Fg",rg por 32{{(;{(,‘.‘0?\

2' ?Ucf@b ?mh? q,Ue se venjfim. ‘ R
CLU{BEY = (T,vd)V Bey = U {T,V{E), du(8,8]

= U {uls e}, u{dp, 98)) = U{BE, 48 4]}

= U{uisds, Uigdg) = U [Guds, (LU IE)
- U{as, ue) = UQ .

3 P demostor 1 CL2 €0, Buke probar: C5=0,,



J.‘.-

7x

= L (LVd)u dGvd) = T ul, v dud

- Iyx J d_ U d; . pero por D3. 4K I?,, ud

e, (T,ud)ud* = T Ud= 0y o
" " : aQep!

(2] i‘;Q-lfiii’Ei'!'\(i,'_;‘, .Qn‘{'erio,r-ts‘ %EO ADZ; "CEO DC
QL 4}20 CA E?\P’d%bo ‘qn’ktr\-omen‘_te, cons‘['rurfeﬂ vna, {Lrs'f‘[é i’,s{rud'urq

Observacdn : £s de huer notar que |

umgos
conechdo por aerbas Tans

la, stjwizntt ’}E;SUYQI

jtorm:ﬂ-ciaﬂfs 9 q,ue, {*m)tumog, de st{'rm— qumm)c_g

ARD
T / \CCLT’ )

Ao, bien  Jos fesremas  antes .
\mem;io.nud-)s ,56'],0 nos Pevml'l.rev‘l D (de) ‘—_:*‘CL C(XJCL)
. P d
W de un \(er{;vce. a, D*VO ,W-P-_ero_ no ‘
]

e cierre’ , B, ‘}Ue Pari{%nda de

aranfiZan S+U€, t;( {:r.‘énjulo
o lg ™5y es:fr\-‘bc;ﬁurq‘

ADC sen IPDS"H&&:).

n0os N _
A conkinuac gh

Cm;\ti_u'n‘:r ladho , cefornemas

(No]_fg c1,ue yé’]n 3 Fﬁfmufo.ciOHQS PureS (!Q

|l as P'ruebq.s .

T ET-A wt eseribuado : d(‘C):-dt ) Cldd> = C[i

lo ohservacich anterior

’.!1.93 TdCL Dade (X,
N < CL>‘ = Tq, = Tﬁ‘xﬁ)

T = T,

pora la. fijam de

dem
En el teo TCL se demastes que

TLCLAT D = T, ) de donde
basta probar gve Cf(d <ta)) = Cl <To>‘ : f‘,;E.- _- %U& el

J{ajmma adfuato Pcrmujcq, | asi

A
CL(_U_ I g
/ \ Por démas{‘ravf c%ue }V/B 3 _F’_Z(

P —— o
CLLd ¢ CL{dwy (8) = Cl, B

S

Usando &\T.’.bra\, de opuadores boo leanos  ( sobre el reticulo ¢n Px) gjr#

C,\,z = u,d (T'P‘U d’) = (_I?X J d’ :) ( I}'-‘x‘ U d’ ) ) )/ Pof' & 50 Clacion .



luc.\'o:’\ en lq, A-— e;}‘ru f}UTJF (_XJID) @
lwite st TEA,

FOF dﬁ%iﬂ\;i(;n de pv ’\{a-cwl.{’,_o.(umfu
:se.'l:(zme, ?\JQ ur\,\;uéb (}_& C\QEJ;WQL‘ "l""'f‘?"f‘ ;zr I?U‘J“

feo dOUT  Dads (X, 6h) E-D et d{TLLLN) = d,

de
Para ewmpezar notese ;;[ue. q D J ‘
tm'i;lea:ernszs lo e,qywaenc{a “b‘l;u_l 5[/ \ T

yen VV.IS‘ZC‘- Je\- ‘teo AC P {ZGO CA 9
o TCL y Feo T, entre (xT)y (XC1). Asi pues, i

A‘T:do wn T = T(,x,cn J Cl= IUd‘o- ‘

-Fﬂf dew\as%ru_r

[C] Por demastrar ¥pepPx: dB8CdB. ‘
kese A= N{BCHL. Ad sy oo dB<B': ‘

|

|

7.- qu BC X , consi
Je:xe B => =€ A pero tg A, (D [F’or tec AD 4.]
' ve €5

— Nﬂes; que U{A,éM‘ 25 A-cerra.cfg desde %
ser UTAdAY = QLA = CL(TLA) e Judlt €Ty
e (2) |
® Pnf JEMOEl’mr LE U {A’C’A} L |
gy C= GUA M ent o @) Gel i
y 0= N{CA,C dAY s N{c a1 € n{GA A= =G1

— Ahora bien, sypongamas X€ £ @) et GE N{ T, Plen]

wn Peaciy=s (Y

LaM0 tande (1), (2 y 3) 5

'C"C‘Z.rrac!i(} P

e B nos leva, a

rd A (As( @ otobléce 4.)

— De (o atexior
2¢ G av xel6 = U{A,3A} =)

|

|

|
?ode.mos war (4): th
ety @ xe N{GA UTA W= NI LR CdA



‘. Eﬁ \f"'l’ud &Ll A X1 0 pni DZ" L
Sa__k“ establecido cl‘*o; VB T AE B| = xegdnN {B,CK{L}) (e

— Ahora bien X vsando DZ ’*S. VE;H: ACE > dH ng

?

_ Tenoros, usenda Lo arteror, que ddo: (1 (B, € 41} C B
stg XE dNi8,Ciy » xedf =@

= \eunlan@!o Lé) ¢ L?) 0.Bf€neﬂ05 [a JeseaciO. 1)

[2] P iy ¥B EPX - C,‘dr BC Cd,B

- S x¢B=dB e JGE A{T, R,

NiGc.B, i =¢ ie N{BCHN CCGE =0
—Sea CG=F et GeT » FeCl, o
CLM)F= Cly4F =(Ifod)F“'" £ = U{F,dF} =(®

- Reunieﬂdo H 9 (2) obtenemas :
n {.B'C ﬂ’(}} - U{f,dF} de aﬂncl&dJ usando el becho qu€

_d_[:lrc-sﬂrvq g,j L DZ S{?r: F
dn{s,Cha)y c U {dedrpc U {F,dF} = F

;l?amo‘\m@"j a € G iCtF ¢ 7

ast :
- Ahom bien ;e el tnicio

'rt’.'zscni)iendo 3 sﬁ}:
x el dnis G =@

é se USQ‘") €n {\‘é')

dg dﬂ:m;.le

— Usando D4 (es la primers V2 9V

dody que xEdB = TE dN {8} ent
ladg (1{).

x€ cxdnfrﬁ,c‘{x}} > x¢dB o o Qep!

[eo OUTd  Dudo (X0) ETL ot AT =t

dem

s HCE & U{HEI=E = U, dE}=dE e dHCE

4N {8, G4y C dU{Rdf]

(FC 6dn{Beu} axelr



Szu (X,TU’M)) la ET*-A Eu\t.]uc;g_)f.p (G!md't, w-uomiu) y
la (X,Cu doda , de “}or‘““’ QuE. 511; Be B i ‘Sgr@ , por
el teo 2.4,3,stg°t

T 5l
(1B = 01,8 = Y{8.8) VAN

Ahora biem , por el tee LT *g' - de
LT (=0 | os?

wei = Lud e CL_(d<’C<Gta>>§=CLe-D Qeol

Ffma. el. {'Le CUC& USam)o el “Ife.o. CA
@L )tea Af,; cermyr el Vcit‘.ro

Ja rse

_Nofb.l Unq Frwe[?u. ﬂ\%ev’m{iva ‘oueJe
w[io. del o fﬂCL'jq_ mﬂ&mc]@., Y

F'arg_, A@-?fu{s’ [!a.v va

Puni:eacjﬁ.

B F&  Dado (XT) ETA wt ¥BePX:
Qs - (xeX | mes o Aol ® e B on ()

515-3 {'DQELX-] 2L es un A-puni’ﬂ WJQ“"MJ.& de B en \(’(,ﬂ} r

At X o5 wn Ao Liitew de B T s

Vo cen(cpu > NGB

K €5 un A-?m\- conden s &L de B @n (f,f) i

¥c: Ce N{T, 7K = N {c,BH>%

Ademas defimmos: A | A - | ~
CL("}'E)B :")f v {B’ d’L‘i,c}B} CL(x,t}B :&f U {'Bj d(‘f'ﬂa}
(%, 8) y T ) son ET-C

Dade (%,T) ET-A 4t

A
Tl .(*'L'_}) 5L

Y@Stul\ﬂ.(jvp 5; Sa 1

y JD.dG T == T{\J

S\‘:q_,
Noka: ES im?br’m‘ce obsgevar JUe yno estroctura J‘Dfoicfﬁ%na Fuede, Se'ﬂafaf?e
Fx L= = ) 4

IU;S @'%U“Vﬂlr@"*fes o los Q,/({_UL’ Fres&ﬂ‘l‘a&psy_ q_uc

de molbiples '8‘0“’\-&, y ho . stlo

C\u—.: C\’U,ﬂ . de cl()m‘e caﬂd[u{mos



'?;rxr\i'\‘:'?.ﬂ eskablecer wna ectegchora .« e Pgu‘g,l, . Todas tas ESJ"%.LW&S 'B\.".'
s bdndar. ﬂ,mamlmﬁ\@ Complen - can - T<( CLK‘EO')P - TO y L case del o?““aak
de cemadurm.  sabre X con una leve ) ?trﬂ_«ksiaﬁ{e {mpot an §¥= mod f)[ Fcacion

la. establecida en el tegrema 2.4.%, Ast pues  nQ selo imPor‘tun len
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def F3 duda (X;l-) ant +DcJo$ J{.f

Observacion - Puede Prabﬁrsa e S‘Eﬂu’n
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YH.-[HEX, » N16.CHeT]a [He X, = N{ceH)eT] & v
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Estauctiras  ToroiBcicas  INTRODUCIDAS

MEDJANTE SISTEMAS DE YECINDADES |




1

El apereciniento del concepto de vecindad es capital en la
historia de la Topologia. Esgte permitid construir sovre un bhasz
mento intuitivo un edificio de a-stracciones que ayudo a estable
cer lo Qque ahora cCONOCEMOS COI0 €SPacios topoldgicos,

Hiltert (1903, "Ther die Grundlayen der Geometrie") y Veyl
(1913, "Die Idee der Riemamskhen Flache') usaron sistemas de vecin
dades para definir superficies, a las que siguieron Hausdorff (

:1914) y Root (1914, *Iterated limits in general analysis") para
definir espacios m&s generseles en términos de vecindades. Gran
avance fue hecho por Tietze (1923, "Beitrige Zur'allgéﬁeinen
Topologierl") quim fue el primero en extender el uso del sistera
completo de vecindades, aunque hay indicaciones de ello en Riesz
(1506), Root (1914) y el mismo Tietze (1919, vifer stetize Kurren
Jordansche Kurvenhogen und geschlossene Tordunsche Kurven®) pewo
usando el condepto solo para faciliter el manejo de conexidad
locel,

Fn la Gltira seccién se hanla soore el operador de derivados
mAs general, al que llamanos diferencial, paraz distinguirlo del
utilizado en 3.5. Este estd en estrecha relscidn con los V-espe-
cios de Fréchet (1918) gue contienen a todas las estructurss topo
15gic}aﬁ-y (qre se obtienen de ho restringir en nada &l sistena de
vocindades. Es quizid el concepto de punio 1imite el més viejo en

Fopologia y para precisarlo necesito la nocion de vecinded. Ios

V-esprcios violan muchos resultados que se dan en las estr:cturas

]

topolégicas, entre ellosi quaslas vecindades contienen ariertos ,

Ggue un conjunto abierto contiene una vecindad para cada uno de

sus puntos, que 1a umién de derivados es el derivedo de lz union

9in embarso muchos resultados sorprendentes para tal generalidad
pueden obirnerse en ¥espaciog, para ello ver por ejemploa Sierpinsii



(1552, "Introduction to General Topoloszy™:Toronto).
Para finalizar, es quizd el conjunto de axiomas V el mas di-
ficil de escoger en vista de les muchas modalidades (ver para ello

4.,5) que pueden utilizarse, y de lo vago de la nocidén de vecindad

»
Lk

demagiadz voluble para considerarse un punto de partida sobradamen

te sblido. Por otro lado debe notarse que de las axiomaticas pro-

puestas, esta es la menos simple. DParece ser que 1z utilidad de

la vecindad, ademas de histérics, est& en los resultados y trate-
mientog locales, como también para poder hablar de espacios més

generales con nociones de puntos limites menos especificas. Ios
resultados aqui propuestos y la axioméatica {con excepcion de 4.6)

fueron establecidos por Rourbaki en 1940.
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o 4.5  OTROS SISTEHAS DB VECTHDADES.

—

Nuestra idea es presentar agul otras colecciones de axionsg
due nos introduzcan de otra manera al sistoma comvlelo de vecinda-
des que hemos establecido por medio de los axiomas V, o bien colec-
ciones de axionas que nos conduzcan a otro tipo de espacio. A con-
tinuecion las proposiciones y sus variantes

vo., ZePPX'. ¥xeX shy:

vi, X(@ C Rt

Ve, ¥N: NeX(@) = PNCZ(E).

va(1). ¥I: ie I = [Yaxex ¥ : N € Z@) 5
v, VH: HCZE@ ~ X, 5 NHeZ@®, |
V31 ¥H: H C2() A MUK 5 FIne N{ZE), PAdL
Vé, ¥N: NEX(E) = INte N{Z@E),PN); NE Z{NY),
va(1), My: M1ZE), PAYY} € Z(9).

va(2). YN: N€ I@) > YyeN I Nge M{2y), puj.

V4(3), ¥N: NEZE) = INYe (=), [‘v'y yenN* 5 Fue N{ZM
v5 ’;;"x.*v‘ga.\(: xy = JLuy, NEZE) UeZ(y) A NiINU}=¢.

ouhleTieze]

DN}

Definimos a (K,I} un sicterna de vecindades (completo) como
aquel satisfaciendo V1-V4 (aparte de VO)., Ahora bien, es de hacer
notar que V3(1l) es una condicién mas debil que V3, pero junto con
V2 obtenemos la equivalencia, Asi otra posibilidad es V1,V2,V3(1)
y V4.

Otras implicacliones que se dan en las condicicnes anteriores
son V2 implica V2(1) (que es mis débil, por lo mismo);ademds,V4(2)
v V2 implican Vv4(1), asi coro V4(1) implica V4,  FPor otro lado,
V4 y V2 implican V4(2). ©Es de esto que otro sistenra equivalen
vielie dado por los axiomas Vl,V%,V?,V4(2){ Notese que para todas
egstas equivalencias el axioma V2 es vital,

Por otro lado, si cembiamos el axioma V2 al V(!



obltenemos un gistena de vecindades née reducido cumpliendo con
V1,v2(1),V3,V4(1) de nanera que I(=) viene = ser la coleccidon de
gbiertos que contienen a XL (i.e. N{T,P {*1} ). Ademés V1,V3(1)

y V4(2) hacen del sistema una base local para la topologia tal como

se definié en def Gl14.

def If5 Un filtro F sotre X es una familia no vacia tq
ro, § € PPX.
o — —
F1, YVF: FEFf > BF Cf.
—_— / -
Fo, ¥YH:HEF ~ [HIKN, 2 NHEF
— —
Ademés, BC F es una vase de Ffiltros para T  ssi cada ele-

— . '
mento de § contiene como subconjunte a algun elemento de 8 §

—

ie. F={Fepx|3dBed:BcrF})= U{p®)|sek]

Asi pues, como ejemplo, dado Ae PX stq ; = EA es un filtro con
3= {A} una base para el mismo. De hecho es un filtro libre (i.e. st
At : ﬂ?;ﬁ ¢)_ Ahora bien, esto viene a que JVLIE)(:Z(#es un filtro,en

vista de VO0,V2,V3 due nos proporcionanh las condiclioneg gsuficientes,

~def N6 ILlamamos &a NEP_P)( una base para algun sisteme de vecin-

dades J, ssi W) es una bese de filtros para el filtro L(=).

Por comodidad llamemos 2 N(i) une hase de vecindades en X (un abuso
de lenguaje, por cierto). Eg de hacer notar ahora, aue un sistema
satisfaciendo V1, V3(1),V4(3) es una vase de vecindades en °C para
el sistema }: generado por la misma, asg! como tanbien que toda hase
de vecindades W los satisface en cada pinto. Para completar pro-
ponienos a continuacién la conexién de la que se habld en la nota

2

- . 2 =S s . ? . 5
subsiguiente a la def Gl3, y se acepta sin demostracion en vista de

que escapa de los objetivos del trabajo,

5.1 Dada (X,U una ET-A, v sea RC T con W) :ﬂ{g_ﬁ;{;ﬂf.

ent B es una bese para [ ssi W es una hase para Z'oc,q-

o

posiulado




ota: Lo propocicion anterior afirma que la inica diferencis enire @

una base local en £ y une hase de vecindades en 22, es que la sepunda
no necesita consistir de abiertos, demaners que el genersdo de cada
bage (local) es la familia de vecindades abicrtas o no necesariamen-
te abiertas de £ respectivanente.

El objetivo de trascribir V5 es que, segﬁﬂ se menciono en 1,2,
un sistema de vecindades satisfaciendo V.’L,V’j(l)r,Vt’.-(E),VS es un espa-

cio Hausdorff. Alll aparecid la coleccidén cormo axiomas H,

log sistemas de vecindades considerados como concepto primario
para la definicion de estructura topologica, tienen 1a desventaja de
tener una forma muy intrincada (al nenos en comparacion con las otras
vias aca expuestas), y esto Se debe a que ‘unr gistema de: vecindades
es una funcién de X a PPX . Una pregunta brota rapidamenter ;po-

: _ .
dria la subfanilie de PX dada por N = UZX) = U{SE) | xe X},
haber sido usada igualmente tien? Este seria el caco ssi uno pod_ria_
extraer de N las familias individuales 2(*) y asi poder reconsiruir
Z « Bl wo trata con- lz familia de vecindades abiertas (i.e. aquel
sistema construido a partir de V1,v2(1),V3,V4(1).) esto es siempre
factible y la regle de seleccidn es simple: Z:(EC) es la coleccidn de
todos los elementog en N tq L egta en ellos 'i,.e:. Yy = N {M,R"\I&}.
Claro, aqul I\f= ‘T; s Si por otro lado uno trata con un sgistena de
vecindades satisfaciendo V1,V3(1),V4(2) entonces la regla para la
extraccion de 2(1) es la misﬁa que la anterior y N es una bese para
la topologia T (i.e. ﬂ(i-) es una base local en3L ), Sin embargo, en
general esto no es posible, Basta dar coro contraejemplo el sigui-
ente 1 sea ZK(_:L) ={AE PR|[x,x+e] C A sE> O.}, jentonces la estructura
~ ~

pesar de tener N, = UIZD(ER) = U2¥(R) = N>

DesPu'e's de harver fracasado con la fanilia N , alguien podria

pensar si | = Z(X) = {Z(:L) J x € X} , determina a L unfvoca-

. % ) ;
dada por 7 v la estructura usyal en = (Zo) no son la misma, a



®
mente, Despues de todo rq contiene niz infornacidn que ﬁ{; Lh" .
Con r dado,nosotros sahernios dque cada1i€f1 es una'ZCL), de donde
la pregunta es g,qué L€ X (nonecesariamente Unico) hace a 'U;: Z@L.)?
Es este caso, la seleccion es .siempre posible segln la siguiente Te=
glat 2(x) es el mas grande Wel satisfaciendo gue LEN para cada
NeW , twee Z() = U{Uer|xenu. '

Con todo 1o hablado podréd concluirse que & pesar de ser los sis-
tenas de vecindades de ficil acceso intuitivo para la obtencion de
resultados, no es un concepto muy precizo y ho es quiza la mejor ma-
nera de iniciarse en estructuras topologicas., Sélo néteserque la ex-

presién "vecindad de un punto ¢ " es usado en la literatura en por

i
L3

lo menos cinco sentidos diferentest
a) para denotar conjuntos usados para definir un V-espacio
b) para denotar un conjunto ablierto conténiendo a L
c) para dendtar cualgquier conhjunto conteniegdo a un abier-
to que contiene a L,
d) para denotar un elenmento de una basec local en X
e) para denotar una vecindad Lésics, esto es, un elemento
de una familia que genera al filiro de conjuntos defi-
nidos por (c).
La interpretacidon (c) es la que aca hemos usado v tiene una largs hig
toria, Fué por vez primera mencionada por Robﬁ{lélé) v sugerida de
nuevo por Tietze (1919,1923). Encontré acephecion general s61o has-
ta-que Bourbaki (1940) la empled en su tratedo., Precisamente una de
las razones para la escojencias por Bourbaki es indudablemente su co-
nexioén con filtros ya mencionada.

2
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CAPITULO D

ESIRUCTURAS DETERMINADAS POR  UN
OPERADOR DE ADHERENCIA.
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6.1 INTRODUCC ION

Tas estructuras topoldgicas tienen como ohjetive,segun se pla
ticd, ostablecer una adecuads definicion de continuided pera asf
poder tener una mas exacta informacion de las propiedades invarian
tes del espacio. Ahora tien, la hocidn de continuidad es intuiti-
vamente la siguienter un mareo { es continuo en algin punto =
si cualquier punto y "cercano"” a L es mapeada en otro ftyy mcerca
no"a F(=) . Es claro que esta nocidén, para ser precisada Tormal
te necesita de una definicion clarg y concisa del concepto "cercaniz,
Esto creo los diversos sistemas topologicos con lo cuazl nos encon-
tramos en la ehcrucijada de escoger uno como el masrfundqnental
Esto se 1llevé a cabo de forma muy natural. E1 criterio de cerc2
nia debiz ser asi mismo invarisnte bajo la continuidad. Asi llegz
mos a las vecindades gbiertas y & la funcion de cerradura de Kura=
towski. Ambas modalidades aceplables desde su funcionalided pero
objetgbles desde un punto de vistar contienen un exceso de infor-
macidén (aungue no de egtructura).

Un carino que ho cae ch este problema, y que por otro lado
conserva la idea intuitiva de la finalidad topolégica, es seguido
determinando los puntos cercanos a un conjunto y que no egtan en
&1. Todos estos puntos serfm obviamente puntos limites., TLlame-
mos a estos puntos, puntos de adherencia del conjunto en cuestion,

Asi pues, llamamos adherencia de un conjuito a la coleccidn
de puntos del complemento vadheridos" (o my cercanos) al misme.
En todo espaclo pseudo~métrico, un punto esta adherido a un con-
junto si no estd en él y su distancia al mismo es cero. Una rela

N
cion de proximidsd induce un operador de adherencia que hace que

1z estructura topologica defina una p—topologia sorre el espacio

82,
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Sin embargo la conversa no es cierta, de donde “estar proxima &
es una relacion nenos general que “"estar adherido con'.

Un operador sobre PX , es de adherencia si produce partes

donde
ajenas que cumplen la reglas BI y B3 , delparece ser que estos
axjomes definen 1z nocidén de "estar sdherido a". Es claro gque la
conexién mis cercanz es la cerradura con la doble relacidn:
g=4L- Ifx , Cl= Iﬂ ud . Jos axioras B son dedvidos

al sutor,

Fn 1z Gltina seccién se da sin demostracion una serie de ope
radores que gsrantizan unz estructura topoldgicar sobre X y
los cuales resultan convenientes segin diversos casos especifi-
cos. Es de hacer notar que la sxiomética para el operador de lx

frontera ( Fr = du © . ) no es facil de encontrar, & diferencia

de su veriante aqui expuesta.
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