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Prefacio

<& La matemdtica revela sus secretos solo a los que se le aproximan con amor puro y por su
belleza propia >

-Arquimedes

Mi primer acercamiento a las matematicas fue, como muchos, en el colegio cuando uno aprende
a sumar y a contar; sin embargo fue hasta que recibi clases en los entrenamientos para olimpiadas
de matematicas internacionales que me enamoré de esta ciencia. En esas clases aprendi a demostrar
y a usar la creatividad (y cualquier herramienta que se pudiera) para resolver problemas. Lo que
maés me gusta de esta ciencia es que no es necesario que te ensenen las cosas para poder aprenderlo,
la l6gica nos permite deducir lo que no sabemos. Ademaés toda la matemética es como un juego,
nos dan los objetos y las reglas del juego, y a partir de alli uno puede construir lo que quiera. Como
cuando uno juega legos, uno tiene las piezas y una infinidad de cosas por armar. Como en todas las
cosas, uno siempre va a encontrar personas mejores o mas creativas, pero eso no debe desalentar
a nadie. Uno no siempre juega para ser el mejor, se juega por lo satisfactorio y la emocién que da
el juego.

Lo dificil en la matematica es saber qué no se ha hecho. Es una ciencia tan antigua y tan estu-
diada que los niveles de abstracciéon y de dificultad pueden parecer abrumadores. Personalmente
me desalenté cuando entré a la universidad y descubri que la matemaética actual parece ser dema-
siado avanzada, a tal punto que aprender algo de los anos ochenta en la clase ya se siente como
algo muy avanzado. La ciencia estd tan estudiada que ya ni siquiera se puede saber todo sobre la
matematica, se debe elegir una rama y enfocarse en eso, porque ya es tan amplio el conocimiento
que no es posible abarcarlo todo.

Como una novata, me dio miedo perseguir el camino de la matemética pura y de la investigacion
al notar lo complicado y abstracto que podia volverse el camino. ; Qué sucedi6 con contar manzanas,
regalarlas y preguntarse cuantas quedan luego de hacerlo? De repente las donas son lo mismo que
las tazas de café. Cuando escuché por primera vez sobre la topologia mi miedo crecié, pero cuando
finalmente llegué a la clase todo cambié. Tuve la suerte de tener un muy buen catedratico que
nos introdujo de la forma més natural (y menos dolorosa) a la topologia. A pesar de que es muy
abstracta, no me senti tan perdida. Me gusté mucho y ademads tuve la dicha de echar un vistazo
a la topologia algebraica, que fue un salto mayor a la abstraccion. Eso desperté un interés en mi.
Quise incursionar més adentro de la topologia y la topologia algebraica. En esta bisqueda me topé

con el Teorema de Borsuk Ulam (TBU).



El TBU me parecié una manera correcta de echar un vistazo a la topologia algebraica y a
la creatividad que permite la matematica pura. Lo que me gusté del teorema es que a pesar de
que demostrarlo es complicado, es un teorema muy versatil y las aplicaciones son muy variadas
y pueden ser muy entendibles y aplicables al mundo real o muy abstractas y muy dentro de la

matematica pura. Es un teorema que parece sencillo, pero realmente no lo es.
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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es presentar y probar el teorema de Borsuk-Ulam, de la
topologia algebraica, que dice que si existe una funcién continua que mapea a la esfera de dimensién
n al espacio R™, entonces existe un punto x en la esfera que cumple que f(z) = f(—z), es decir
existe un punto en la esfera tal que él y su opuesto (diametralmente) tienen la misma imagen bajo
la funcién f. El teorema tiene un enunciado sencillo de entender, pero su prueba no es sencilla.
Para el caso donde n es uno, si es facil hacer la prueba, pero en dimensiones mayores se complica
significativamente. En este trabajo se introduce el teorema de Borsuk-Ulam y se aprovecha la
dificultad de su prueba para introducir al lector a la topologia algebraica y a uno de los usos
de la combinatoria para demostrar un resultado de la topologia. Seguidamente se termina de
presentar el teorema mostrando su versatilidad al ser enunciado de varias formas equivalentes,
algunas de las cuales ni siquiera son parte de la topologia algebraica. Finalmente se muestran
algunas aplicaciones y consecuencias derivadas a partir del teorema de Borsuk-Ulam y algunas de
sus variaciones. Algunas de las aplicaciones y consecuencias son articulos publicados recientemente
y otras fueron presentados hace bastante tiempo. Con esto se puede ilustrar la utilidad del teorema

que desde su publicacién no ha parado de producir resultados.
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I INTRODUCCION

< FEl arte de hacer matemadtica consiste en encontrar ese caso especial que contiene todos los
gérmenes de la generalidad >>

- David Hilbert

Se hace una exposicién del Teorema de Borsuk-Ulam (TBU) que pertenece a la topologia

algebraica. En el trabajo se utilizard la esfera n-dimensional o n-esfera, la cual se define como el

espacio S = {z € R"*!|||z|| = 1}. Similarmente, la bola n-dimensional o n-bola, que es la n-esfera

y su interior, se define como el espacio B™ = {z € R"|||z| < 1}.

Dos puntos en una esfera S™ son antipodas si son diametralmente opuestos, es decir, la recta
que une estos puntos contiene un didmetro de la esfera. En el caso en que la esfera estd centrada
en el origen, dos puntos z,y € S™ son antipodas cuando x = —y. El TBU establece que si se tiene
una funcién f: S™ — R™ continua, entonces existe un punto x € S™ tal que el mismo punto y su

ant{poda tienen la misma imagen bajo la funcién f, es decir f(z) = f(—=x).

Figura 1: TBU paran = 2
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Se asumird que el lector tiene conocimientos béasicos de teoria de conjuntos, conoce los fun-
damentos de las pruebas en matematica y sabe los conceptos méas basicos de la topologia y del
algebra. No se asume nada mads sobre el conocimiento matematico del lector ya que el objetivo
principal de este trabajo es mostrar el TBU y su importancia en la matematica, introduciendo
al lector a la topologia algebraica y a una parte de la combinatoria. Se demostrara el teorema
usando topologia algebraica para el caso n = 2 (Figura 2) y con métodos combinatorios para el
caso general. Ademads se presentaran versiones equivalentes que resultan ttiles en la demostracién
del propio teorema o en aplicaciones del mismo. Se deducira el Teorema de punto fijo de Brouwer
como corolario del teorema y se presentaran otras implicaciones y aplicaciones del TBU.

Se inicia con la prueba del TBU para el caso n = 1. Esta solo usa conceptos de calculo, por lo



que es muy accesible y ademds permite ver por qué el mismo teorema se complica en dimensiones
méas grandes. Mas adelante se aprovechara que el TBU pertenece a la topologia algebraica para
introducirla. Existen demostraciones del TBU en topologia algebraica, pero para entenderla se ne-
cesita conocimiento avanzado en la materia. Por estos motivos, las pruebas de topologia algebraica
del TBU no se incluyen en el trabajo, pero si se presenta una de estas para el caso especial en donde
n = 2. Esta prueba se presentara primero debido a que es mas intuitiva y es de un nivel adecuado
para un principiante en esta area que desea comenzar a explorar lo que es la topologia algebraica.
Se hace una introduccién para entender qué es la topologia algebraica y cémo funciona. Se intro-
duce el concepto de caminos y homotopias, con esto se construye un grupo a partir de un espacio
topolodgico. Esta relacién entre grupos y espacios topoldgicos es la base de la topologia algebraica.
Luego se estudia el grupo fundamental del circulo, en donde surgen definiciones y propiedades que
luego serviran para demostrar el TBU para n = 2.

Luego de ver la demostracion del TBU para n = 2, se procede a enunciar diferentes versiones del
teorema y a demostrar la equivalencia entre todas ellas. Después se utiliza una de estas versiones
para hacer la prueba del teorema para cualquier n, en donde se utilizard una de las versiones
demostradas en el capitulo anterior.

Luego, se introducen los conceptos y propiedades de combinatoria necesarios para demostrar el
teorema. Luego se presenta el lema de Tucker, que es una versién discreta del TBU, se demuestra
la equivalencia entre ambos y finalmente se prueba el lema de Tucker, quedando asi demostrado el
TBU.

Ya que el teorema ha sido demostrado y ademads se ha introducido al lector a dos ramas de la
matematica en las cuales se puede hacer investigacién y se ha mostrado la versatilidad del TBU,
se procede a mostrar su utilidad. En el ultimo capitulo se abarcan algunas aplicaciones del TBU,
que aun recientemente sigue siendo utilizado para publicaciones. Este capitulo se divide en dos
secciones, la primera tiene aplicaciones que son meramente tedricas y en la segunda se exponen
aplicaciones que ya no son totalmente puras, con dos tipos de exposiciones, algunas son formales y
otras son intuitivas. Las que se dan intuitivamente es porque solo se quiere dar al lector una idea
del alcance del TBU sin incurrir a tener que introducir demasiados conceptos nuevos o un nuevo
marco tedrico; ademads, en otros casos, los conceptos son muy avanzados. De cualquier forma, los
trabajos estan citados y si el lector esta interesado puede buscar el articulo original.

Debido a la utilizacién de dos ramas diferentes de la matematica y a que se introducen muchos
términos nuevos, se ha incluido también un glosario con todos los conceptos introducidos durante
el trabajo y con algunos conceptos anteriores que son necesarios para la lectura del documento.
No obstante, si el lector no conoce algin término o propiedad que no se introduce en el trabajo,
es recomendable buscar literatura méas extensa sobre el concepto ya que el glosario funciona para

recordar un concepto y no para introducirlo.



II Caso especial del Teorema de Borsuk

Ulam (TBU) cuando N<2

< El tipo de conocimiento que se obtiene solo por observaciones y que todavia no ha sido probado
debe distinguirse cuidadosamente de la verdad [...] deberiamos usar ese descubrimiento como una
oportunidad para investigar de forma mds exacta las propiedades descubiertas y probarlas o
desprobarlas; en ambos casos podemos descubrir algo util >

- Leonhard Euler

Uno de los principales objetivos de la matematica es el estudio de las relaciones entre objetos. Una
de las relaciones mas importantes es la de equivalencia. Dependiendo del campo de estudio, se
define de forma distinta el “ser equivalentes”. Por ejemplo, en la aritmética dos objetos (nimeros)
son equivalentes si su valor es el mismo (245 -3 es equivalente a 4); en geometria, dos tridngulos
son “el mismo” si son congruentes; en topologia, dos espacios son “equivalentes” si existe un
homeomorfismo entre ellos. Cada campo de estudio en la matemética muy probablemente tendra

la definicién de algin tipo de equivalencia.

En la topologia existe un problema con la “equivalencia”, y es que para demostrar que dos
espacios son homeomorfos hay que encontrar un homeomorfismo entre ellos, lo cual puede resul-
tar dificil. Es aun mas complicado demostrar que no son equivalentes, pues para hacerlo hay que
mostrar que de todas las aplicaciones entre ambos espacios no existe ninguna que sea un homeo-
morfismo. En el caso de espacios finitos se puede trabajar de forma exhaustiva, pero con espacios
infinitos hay que buscar otros métodos, como el método de trabajar con invariantes topoldgicos,
que son propiedades que se preservan bajo homeomorfismo. Por ejemplo, la conexidad se preserva
bajo homeomorfismos, entonces para demostrar que dos espacios no son homeomorfos se prueba
que uno es conexo y el otro no; de esta forma no puede existir un homeomorfismo entre ambos

espacios.

En la bisqueda de métodos para trabajar con la “equivalencia” de la topologia nacié la topologia
algebraica (Chamizo, 2004). La idea es transformar los espacios topolégicos en grupos y convertir
las relaciones entre espacios en relaciones entre grupos de tal forma que las funciones continuas se
vuelvan homomorfismos. Con esto se puede utilizar la teoria del dlgebra para demostrar propiedades

en la topologia.



A. Caso especial del Teorema de Borsuk Ulam donde n=1
En el caso de n = 1, el TBU se puede demostrar facilmente con herramientas bésicas de calculo.

A continuacion se presenta la demostracion.
Teorema A.l. Dada una funcion continua f: S* — R, existe v € St tal que f(z) = f(—=x).

Demostracién. Considere la siguiente funcion: g(z) := f(x) — f(—z). Dado que f es continua, g
es continua. Se consideran los dos casos, cuando g(x) es cero y cuando no.

Si g(x) = 0 para algin x € S, entonces f(x) — f(—z) =0 = f(z) = f(—=z) y el teorema
quedaria demostrado.

Si g(x) # 0, entonces existe ¢ € St tal que g(c) # 0 lo que implica que

g(=c) = f(=¢) = f(= =) = f(=¢) = fc) = =(f(c) = f(=¢)) = —g(c)

y, por lo tanto, g(c) y g(—c) tienen signos diferentes. Por el teorema del valor medio, existe
z € St tal que g(x) = 0, enotnces existe x € S tal que f(x) = f(—x). Por lo cual el teorema, de
nuevo, quedaria demostrado.

En cualquier caso, existe v € St tal que f(x) = f(—z) A

Esta misma prueba no funcionard para n > 1, porque ya no se puede utilizar el teorema del
valor intermedio. Ahora resulta mas dificil encontrar un prueba. Para demostrar el caso general del
teorema se utilizard la combinatoria, sin embargo en las siguientes secciones se demostrara el TBU
para el caso n=2. Para esto se introducira a la topologia algebraica. Hay muchas demostraciones en
esta rama de la matematica para el TBU en el caso general, pero son muy avanzadas. Por ejemplo
se pueden encontrar demostraciones de topologia algebraica en (Matousek, 2003) o en (Hatcher,
2001). El objetivo de incluir la demostracién para n = 2 es dar al lector una introduccién a la

topologia algebraica.

B. Introduccién a la topologia algebraica

Se comentd que para llegar a el mundo de la topologia al dlgebra se transformaran los espacios
topoldgicos en grupos. Esto se hard a través del grupo fundamental, que a su vez, es lo que se
conoce como un funtor. La teoria detras del grupo fundamental es la de categorias. Una categoria
es un conjunto de espacios y relaciones entre esos espacios, entonces el funtor es una aplicacién que
se da entre categorias, en donde a cada espacio de una categoria le asigna un espacio de la otra y

a cada relacién le asigna una relacién.
Definicién B.1. Una categoria C estd conformada por:
» Una clase O(C) de objetos.

s Una clase de morfismos, mapeos o flechas entre los objetos hom(C). Para cada par de objetos

A, B € 0b(C), se denotan los morfismos entre A y B por el conjunto C(A, B).



» Para cada triada A, B,C € C, existe una operacidn binaria o : hom(A, B) x hom(B,C) —
hom(A,C).

Ademds cumple con los siguientes ariomas:

v (Asociatividad) Sean A,B,C,D € Ob(C)Si f: A~ B, g: B— C yh:Dw— D, entonces
ho(gof)=(hog)ef.

v (identidad) Para cada Objeto A € C, existe 14 € C(A, A) tal que para cada morfismo f €

C(A, B) se tiene que 1ao f = [ y para cada morfismo g € C(B, A) se cumple que gols = g.

Por lo tanto, el funtor es un mapeo entre categorias que asigna objetos a objetos y morfismos

a morfismos.
Definicién B.2. Sean A y B categorias, entonces un funtor F de A a B es un mapeo que cumple:
» Le asocia a cada objeto X € Ob(A) un objeto F(X) en B.

» Para dos objetos X, Y € A, le asigna a cada morfismo f € C(X,Y) un morfismo F(f) en
C(F(X),F(Y)) tal que se cumplen las siguiente:

° F(lx) = 1F(X)

e F(gof)=F(g)oF(g), para cualquier g € C(Y,Z) Z € ob(A).

No se entrara en detalle, pero los espacios topoldgicos y los grupos formaran categorias y, en-

tonces, el grupo fundamental serd un funtor entre estas dos categorias. A continuacién se introduce
brevemente. Primero se definirdn los objetos y luego los morfismos para ambas categorias.
El grupo fundamental debe tener las propiedades del espacio topoldgico al que estd buscando re-
presentar. Por eso, para construirlo una de las primeras interrogantes que surge es: ;Qué es lo
importante en un espacio topolégico? Entonces uno puede recordar una de las primeras nociones
que se aprenden sobre la topologia: “para la topologia una dona es lo mismo que una taza”. Si
uno pregunta por qué, entonces responden que la taza y la dona cada una tiene un hoyo y por eso
son iguales. A veces en lugar de esa explicacion se da la siguiente: una dona se puede “transformar
suavemente” en una taza, si fuera de plastilina, no habria necesidad de romperla para convertirla
en una taza. En la primera se puede notar que los hoyos son importantes y en la segunda se ve
que las cosas que se “transforman suavemente” en otras son iguales topolégicamente.

El grupo fundamental se compone de las curvas que se pueden hacer en un espacio topolégico
a partir de un punto. Se trabaja con las curvas que inician y terminan en el mismo punto. Si un
espacio no tiene ningin hoyo, todas las curvas que inician en el mismo punto y terminan en el
mismo punto son practicamente iguales. Si hay un hoyo en el espacio topoldgico, entonces hay

curvas que tienen al hoyo adentro y otras que no.



Figura 2: Transformacion de espacios topoldgicos a grupos.
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Lo anterior es una descripcion intuitiva. A continuacién se presentard la construccién formal
del grupo fundamental. Pero antes se presentan unas notaciones y definiciones para los objetos con
los que se estard trabajando. Una de las herramientas principales son las trayectorias en el espacio

topoldgico. Para simplificar el trabajo se introduce la notacién en la siguiente nota.

Nota. Sean (X,T) un espacio topoldgico y v : [0,1] — X, una trayectoria con v(0) = xg y
~v(1) = z1. Entonces p(X;xo;21) denota el conjunto de trayectorias en X que inician en xg y
terminan en z1. En el caso en que z¢ = z1, entonces p(X; xo; 1) = p(X;xo). Estas tltimas son las

trayectorias cerradas que tienen a xy como punto base.

Al trabajar con trayectorias es importante recordar la composicién de trayectorias y las trayec-
torias inversas. La composicién de dos trayectorias v1 y 2 es el camino que resulta al pasar primero
por 71 y seguidamente por 2. Por otro lado, el camino inverso es recorrer la misma trayectoria,
pero en sentido contrario (comenzando por el punto final y terminando en el inicial). En el glosario

(Anexo B) se incluye la definicién formal de estos dos conceptos.

Nota. Se estara trabajando con las siguientes definiciones:

1. Un espacio topoldgico X en el que se se especifica un punto zg se llama espacio puntuado y

se denota (X, ).

2. Dados (X, x0) y (¥, yo) espacios topoldgicos puntuados, f : X — Y se llama mapeo puntuado

si f(zo) = yo.

Ahora se introduciran las homotopias que son la manera formal de decir que una trayectoria se
“transforma suavemente” en la otra. La definicién de homotopia se forma a partir de la existencia de
cierta funcién continua entre dos trayectorias. Esta funcién estd definida en el cuadrado [0, 1] x [0, 1]
de tal forma que una arista del cuadrado tenga a una de las dos trayectorias y la arista opuesta
tenga a la otra (Figura 3). Ademds, en las dos aristas restantes, se mantiene constante el punto de

inicio (en una) y el punto final (en la otra). Esta relacién se define de la manera siguiente:



Definicién B.3. Sean f,g € p(X;xo,x1) dos trayectorias. Entonces f es homdtopa a g (en simbo-

los f ~ g), si existe una funcién continua H : [0,1] x [0,1] — X tal que:

g s=00<t<1

En este caso a H se le denomina homotopia entre fy g.

Figura 3: Homotopia entre las curvas f y g.

El objetivo es convertir un espacio topolégico en un grupo, de tal forma que el grupo guarde
informacién sobre el espacio. La homotopia permite decir si dos trayectorias son “equivalentes”. Lo
ideal seria que la homotopia fuera en realidad una relacién de equivalencia ya que esto induciria una
particion en las trayectorias. Continuando con el razonamiento anterior, esta particiéon justamente
separaria a las curvas que contienen un hoyo de las que no lo contienen. Pero, para poder decir esto
es necesario probar que la homotopia es, en efecto, una relacién de equivalencia. No se procedera
a hacer esta prueba, pero se argumenta por qué se cumple.

La relacién es reflexiva, pues dada una trayectoria f(s), entonces H(s,t) = f(s) es una ho-
motopia que transforma a f en si{ misma. Si la trayectoria es f, entonces H(s,t) = f(s) es una
homotopia que implica que f es hométopa a si misma. Para la simetria basta darse cuenta que si
una trayectoria se puede transformar en otra, se puede regresar de la misma forma para volver a la
trayectoria inicial. si H(s,t) es la homotopia entre f y g, entonces H'(s,t) = H(1 — s,t) serd una
homotopia entre g y f. Finalmente, para la transitividad, basta considerar la composicién de dos
homotopias y notar que esta también es una homotopia. Con estas tres condiciones se confirma
que la homotopia es una relaciéon de equivalencia, por lo cual induce una particion.

Ya con esto se tienen los candidatos para ser los elementos del grupo fundamental de un

espacio topolégico (X, xo): las clases de equivalencia inducidas por la relacién de homotopia en



las trayectorias de p(X;zp). Sin embargo aun falta definir la operacién en el grupo. Para esto se

utiliza la concatenacion.

Definicién B.4. Dadas [y1] y [2] dos clases de equivalencia respecto a la relacidon de homotopia

en un espacio topoldgico puntuado, se define la operacion entre clases como:[y1][v2] = [y © V2l,

donde o es la composicion de trayectorias (ver anexo B).
Ahora si, todo esta listo para definir al grupo fundamental.

Definicién B.5. Sea (X,xzq) un espacio topoldgico puntuado. Entonces el conjunto de clases de
equivalencia de trayectorias cerradas en P(X;xq), con respecto a ~, junto con la operacion entre

clases es el Grupo Fundamental de X en xg y se denota por [[;(X; o).

Ahora bien, nétese que en la descripcién intuitiva se mencionan solo las trayectorias que inician
y terminan en un mismo punto y nunca se menciona qué punto o por qué solo este tipo de
trayectorias se toma en cuenta. Se toman solo las curvas que inician y terminan en el mismo
punto porque estas son las que describiran la existencia de hoyos en el espacio topoldgico y son
las mas sencillas para trabajar. Estas resultan convenientes para definir la operacién en el grupo
fundamental. Con respecto a por qué no se define qué punto se estd utilizando, no se hace porque
el grupo fundamental serd el mismo independientemente del punto elegido. Esto se prueba en la

siguiente nota.

Nota. Sean xzg,z1 € X y sea h € p(X;xg,x1). Entonces el mapeo B : w1 (X, 21) — 71(X, x0), con

regla de asignacién B,([f]) = [h o f o h™1], es un isomorfismo.

Demostracion. Primero se probard que B, estd bien definido. Para esto basta notar que ho foh™!
es un lazo anclado en xy y bien definido.

Lo siguiente que hay que probar es que By, es un homomorfismo. Sea [g] € 71 (X, x1), entonces
Bu[fllg) = Bullf og) = [ho fogoh™] = [ho foh  ohogoh™'] = [ho foh Y[hogoh~] =
Bu(11)Bn([9))-

Por 4dltimo falta demostrar que By es biyectiva. Para esto se demostrard que tiene inverso. El
candidato para inverso es fB,-1. Vea que BnBn-1([f]) = Bu([h"tofoh]) = [hoh tofohoh™1] = [f].
Similarmente B,—16n([f]) = Brn([ho foh ) =[h"toho foh™toh]=[f].H

Ahora solamente falta probar que el grupo fundamental es, en efecto, un grupo. Para esto se
prueban los cuatro axiomas de los grupos. La prueba que presento a continuaciéon estd basada en
la prueba presentada en (Chamizo, 2004). En esta prueba hay que construir homotopias, que no
en todos los casos son intuitivas. Cada una de las cuatro partes de esta demostraciéon involucra
una homotopia. Para ayudar a comprender cada una de estas, se incluyen figuras que ilustran la

homotopia.



Teorema B.1. Sea (X, o) un espacio topoldgico puntuado, entonces [[,(X;xo), con la operacion

entre clases, es un grupo.

Demostracién. Para la demostracidn, sea (X, xzq) un espacio topoldgico puntuado.

1. Primero hay que ver que la operacion estd bien definida y que se cumple la cerradura. Sean

7,7, 8,8 € p(X;x0) tales que v ~ v y § ~ §'. Para que la operacion esté bien definida
se tiene que cumplir que [Y][8] = [¥'][0]. Por definicidon esto es equivalente a que [y o §] =
[v' 0 d’]. Por lo tanto, para que la operacion entre clases esté bien definida, basta probar que
vyod~v'od.
Sean Hy y Hy las homotopias entre v y ' y entre § y &', respectivamente. Definase H(s,t) =
H,y(s,t)oHsy(s,t) para cadat € [0,1]. Entonces H es continua (ya que Hy y Hy son continuas)
y, ademds, H(s,0) = H1(s,0) o Ha(s,0) = vod, H(s,1) = Hy(s,1) o Ha(s,1) = v 0 ¢,
H(0,t) =6(0) =0 y H(1,t) = v(1) = x¢. Por lo tanto H es homotopia y yod ~~ o d'.

2. Ahora se probard la asociatividad, es decir [y1]([v2][vs]) = (Imllv2])[vs], donde v1,7v2,73 €
p(X;x0). Para esto basta probar que los lazos v1 o (y2 0 v3) y (71 © ¥2) © v3 son homdtopos.
Las reglas de asignacion de cada uno de estos lazos se puede escribir explicitamente de la

siguiente forma:

~v1(2s) 0<s< %
v10(y2073) = Yo(4ds — 2) %gsgg
Y3(4s —3) 3<s<1
~1(4s) 0<s<1i
(Y1072)0y3 =1 7o(ds —2) %gsgé
v3(2s — 1) %gsgl
Para los lazos anteriores considere la siguiente funcion:
1 ((29)t + (45)(1 1)) 0<s<(5+3Y)
H(s,t) = 1245 -2) (E+4)<s<(F+15hH
v3((4s = 3)t + (25 — 1)(1 — 1)) (F+5H<s<1

Note que la funcion anterior cumple la definicion B.1, por lo cual los lazos son homdtopos y

entonces hay asociatividad.

3. Se continda la prueba demostrando que existe un elemento identidad. Vea que el lazo cons-
tante xo pertenece al conjunto de lazos anclados en xg. Ahora considere un lazo cualquiera

v € p(X;xg), se probard que [][zo] = [xo][y] = [y]. Para esto hay que probar las siguientes
dos:

(I) ToOy =7y
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Figura 4: Homotopia entre las curvas 41 0 (y2073) ¥ (71 072) 03

Y, Y. Ys

(11) yomxy =~ v

Para probar (1), considere la siguiente homotopia:

T 0<s<i
H(s,t)=1{ ™° B
1

Figura 5: Homotopia entre xg o~y y 7.

Xo Y

Para probar (II), considere, similarmente, la siguiente homotopia:

Hs. 1) (%)

v O
INA
®»
INA
X

8
o
m‘|
o~
IA
Vo)
A
=

4. Finalmente sdlo falta probar la existencia de los inversos. Es decir, para v € p(X;xo), existe

v € p(X5xo) tal que [(Y][Y'] = [zo] y [V]]V] =

[x0]. Sea ' el camino inverso (ver anexo B)
de v y considere la siguiente homotopia:

Entonces H(s,0) =z y H(s,1) =y oy'. Ademds en la interseccion s = %, en ambas partes
se vuelve y(t), por lo que es continua. Entonces yov' ~ xg, lo que implica que [y][v'] = [zo],

que prueba la primera de las ecuaciones que hay que probar. Para probar la otra ecuacion



11

Figura 6: Homotopia entre y o' y xq.

Y Y

Xo

considere:

Entonces H(s,0) = x¢ y H(s,1) =7’ o~. Ademds en la interseccién s = %, en ambas partes

se vuelve y(t), por lo que es continua.

Por lo tanto se cumplen los cuatro axiomas de un grupo, entonces el grupo fundamental

m1 (X, x0) es un grupo con la operacion entre clases.

C. El grupo fundamental del circulo

Este es un buen momento para recordar lo que se estd construyendo. Se necesita un tipo de
transformacién que convierta a los espacios topolégicos en grupos y a las funciones continuas en
homomorfismos. La primera parte ya estd completa. En términos de categorias, los objetos de la
primera categoria son los espacios topoldgicos puntuados y los objetos de la segunda categorias son
los grupos fundamentales. sin embargo, falta proponer los morfismos en ambas categorias. En la
categoria de espacios topoldgicos se propone a las funciones continuas. Luego se define la siguiente
transformacién: Sea f una funcién continua entre los espacios topoldgicos X' y )V, entonces el mapeo
fx:m(X) — w1 (Y) entre los grupos fundamentales tal que para [y] € 71 (X) el mapeo se define
por fx([7]) = [fo7]). Vea que como 7 es un lazo en X, entonces f(7) es un lazo en ). Estos serdn

los morfismos en la segunda categoria. Se demostrard que estos son homomorfismos.
Lema C.1. Si f es una funcion continua, entonces fx es un homomorfismo.

Demostracion. Para probar esto ndtese que f* ([y1][y2]) = fx[y1 072 = [f(11092)] = [f(n) o
fOR)]=I[(fom)o(for)=[fomn]lfor]=f*mnlf*[r]

Ahora que ya hemos definido lo que es el grupo fundamental aterrizaremos con un ejemplo. A
continuacion se calculara el grupo fundamental del circulo. De calcular esto salen los resultados

necesarios para probar el TBU para n=2.
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Considérese el espacio S' y cémo se ven los caminos en este espacio. Si fuera una calle, un
camino que inicia y termina en (1,0) es cualquier recorrido que haga una persona sobre la calle
(sin salirse), empezando en el punto indicado y terminando su recorrido alli mismo. Por ejemplo,
en la Figura 7 se muestran tres caminos posibles. Otros tres caminos posibles es hacer exactamente

el mismo recorrido, pero en direccién contraria.

Figura 7: Caminos en S*

Ahora bien, en la Figura 7 ningin camino se puede deformar en otro. Una razén intuitiva es
que el primero da una vuelta y el tercero da dos vueltas. No parece ser posible “desenredar” las
dos vueltas para que se convierta en una sola vuelta sin “romper” el camino original. Otra forma
de ver estos caminos, es como un cilindro de altura infinita con una banda elastica. Si la banda da
una vuelta al rededor del cilindro, no es posible hacer que de dos vueltas o sacarlo para que no dé
ninguna. Solo se podria si se pudiera “pasar por el interior de la circunferencia” o rompiendo la
banda, pero estamos en S' y no en B2, por lo cual solo se puede pasar por la circunferencia.

Entonces se intuye que los caminos pueden ser descritos por el numero de vueltas que dan a la
circunferencia y el resto de caminos debe ser hométopos a alguno de estos. Es decir, se plantea la
siguiente hipdtesis: El grupo fundamental del circulo es el grupo formado por todos los caminos de
la forma

ap : [0,1] = ST
an(t) = (cos(2nnt), sen(2nmt))

Noétese que a,(0) = (1) = (1,0). Ademds, n indica la cantidad de vueltas que da el camino al
rededor de la circunferencia. Si n es negativo, entonces da las vueltas en direccién a favor de las
manecillas del reloj.

Ahora se formalizara todo el razonamiento anterior. Vea que lo que se estd haciendo es enrollar

la recta en la circunferencia. Esto es posible ya que en intervalos muy pequenos, la recta se asemeja

a St

Definicién C.1. Sean X y E espacios topoldgicos y sea p : E — X continua y sobreyectiva. Se

dice que p es una proyeccion recubridora y que E es un espacio recubridor de X si para todo x € X
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existe un entorno U(z) con p~t(U(z)) = U Va, donde los conjuntos V,, son abiertos disjuntos en

E tales que p|,_ es un homeomorfismo.

Figura 8: La recta R enrollada en S!

Lema C.2. R es un espacio recubridor de S* con proyeccién p : R — S, p(x) = (cos(z), sen(z))

Demostracién. Sea z = (1,0) € S (recuerde que el grupo fundamental es independientemente

del punto elegido). Sea U = {(z,y) € S*|z > 0}, entonces

p~1(U) = {x € R|cos(z) > 0}
= U (=% +2mn, 5 +2mn)
n=-—oo
= U Vna
n=-—oo

en donde V,, = (=% + 2mn, § + 2mn) son abiertos en R. Ademds p|, es un homeomorfismo ya
que al hacer un cambio de coordenadas a polares, U = (=5, %) y pl,. esp|,, (t)=t—2mn. Porlo

tanto R es espacio recubridor de S*. 1

Con este resultado se puede introducir la definicién de lifting o elevacién, que permite desen-

rollar los caminos en S' y mandarlos a R.

Definiciéon C.2. Sea E un espacio recubridor de X y p su proyeccion recubridora. Dada una

funcion F : E— X, se dice que f es una elevacion de f si p(f(z)) = f(z).

Las elevaciones definidas de esta manera tienen propiedades interesantes e importantes para
nuestro trabajo. La primera es que la elevacién de un camino « en un espacio X’ es unica. También se
cumple que las elevaciones de caminos homotopos son homédtopas. Estos dos resultados se prueban

en los dos lemas siguientes.

Lema C.3. Sean (E,eq) un espacio recubridor de (X,xq) y p su proyeccion recubridora, de tal
forma que p(ep) = g, entonces todo camino a en X con «(0) = xg admite una Unica elevacion &

que cumpla que a(0) = ep.
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Figura 9: Diagrama de una elevacion del camino «

7N

[0,1]—&—Y

Demostracion. La definicion de p no hace necesario que la proyeccion tenga inversa por lo que
no podemos simplemente decir & = p~' o ar, pero st sabemos que en intervalos pequenos p es un
homeomorfismo.

En la definicion de p se definen los conjuntos U(x), que conforman una cobertura de X.
Por lo tanto a=*(U(z)) es un recubrimiento del intervalo [0,1]. Dado que este es un conjunto
compacto, existe una subcubierta finita. Entonces existe un nimero £ que cumple que B(x,{) C
a Y U(z))Vz € X. Es decir, a cada vecindad o~ (U(x)) le cabe una bola abierta de radio . Enton-
ces definase N € Z tal que % < {. Entonces cada intervalo [JN, %],j =0,1,2,....,. N — 1, cumple
que ([ 54)) € Ula).

Por definicion p~' (U(z)) contiene un abierto Wy que contiene a eq tal que pl,, : Wy = U(x)

es un homeomorfismo. Por lo tanto se puede definir

a(t) = (plw,) " o alt)

definida para t € [0, %].
De la misma forma, cada U(z) continene un abierto Wy tal que p|,, : Wi = U(x) es un

homeomorfismo para t € [%, %] Tras hacer esto N wveces, se define una unica elevacion . B

Lema C.4. Sean (E,eq) un espacio recubridor de (X,xzq) y p su proyeccion recubridora, de tal
forma que p(eg) = xo, entonces cada homotopia de caminos F : [0,1] x [0,1] — X con F(0,0) = g
admite una tinica elevacién F : [0,1] x [0,1] — E tal que F es una homotopia de caminos con

F(070) = €9-

Demostracién. La construccion de F es andloga a la que se hizo en la prueba anterior. Lo que
falta es probar que, en efecto, f es una homotopia entre los caminos ﬁ(t,O) Yy ﬁ(t, 1). Para esto
hay que probar que ent =0 y ent =1 la funcion es constante.

Sea A; = {F(i,s)|s € [0,1]}, con i = 0,1. Entonces P(A;) = {F(i,s)|s € [0,1]. Pero como
F es una homotopia entre caminos, entonces cuando t = 0 ot = 1, F(t,8) = xg, por lo cual

P(A;) = {xo} es constante para i = 0,1. Entonces A; C p~'(x¢). Por otro lado, en la definicion
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de proyeccion, existen Vo, que hacen que p|, sea homomorfismo, por lo cual (p|,, )~L1(x) tiene un

solo elemento. Entonces, como se tiene que
A, = U A; NV,
«

A; debe tener un solo elemnto, ya que de otra forma, no seria conezxo, pero [0,1] s es conexo y
F es continua, por lo tanto A; debe ser conexo y entonces ser constante. Por lo tanto ﬁ(O,s) Y

F(1,s) son constantes y F es una homotopia entre F(t,0) y F(t,1). B
Teorema C.5. 71 (S!) ~ Z.

Demostraciéon. Sea v([a]) = % para cada camino « en St. Por el lema C.3., si dos caminos
son homdtopos, entonces sus elevaciones son homdtopas. Como p(a(l)) = a(l) = a((1,0)) y

p~((1,0)) = 2mn, entonces &(1) = 2an. Por lo tanto v([o]) = L =n € Z

Ahora se probard que v es un isomorfismo. Es decir, es biyectiva y homomorfismo.

Figura 10: Diagrama de prueba de teorema C.4.

[0,1]

3/ N\
Q+-0O
T[l \L]'[
LIPS

v
Z

1. v es sobreyectiva: Para ver que es sobreyectiva, vasta notar que dado N € 7, tomando
a(t) = (cos(2mNt), seno(2mrNt)), se tiene que v([a]) = %;) = ZN = N. Por lo tanto, v es

sobreyectiva.

2. v es inyectiva: Si v([a]) = v([8]), entonces a(1) = B(1) y a&(0) = B(0). Entonces definimos
F(t,s) = p((1—s)a(t)+sB(t)), y esta es una homotopia entre o y B. Por lo tanto sus clases

de equivalencia son iguales y v es inyectiva.
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3. v es homomorfismo: Considere el camino

a(2t) si 0<t<1/2
v(t) =

BRt—1)+a(l) si 1/2<t<1

por el lema técnico (ver anexo), dado que (1) es un miltiplo de 2w, entonces al aplicarle la

proyeccion a y:

poa(2t) si 0<t<1/2
por(t)=

po(B2t—1)+a(l) si 1/2<t<1

a(2t) si 0<t<1/2

Bt—1) si 1/2<t<1

Esta ultima es la definicion de oo 3. Por lo tanto, poy = a o 3, lo que implica v = a o f3.

FEntonces

—

aof
2m

1) = Ly = 2D _ g0 4o,

v([o][B]) = v([ae B]) =
Por lo tanto v es homomorfismo.

Entonces el grupo fundamental del circulo es isomorfo a 7.1

D. EI TBU

Antes de proceder a probar el TBU se presenta un lema técnico que servird para probar el lema

D.2. el cual facilmente implica el TBU. Este tultimo contiene la mayor parte de la prueba.

Lema D.1. (Lema técnico uno) Si para todo mapeo continuo f : S% +— S* que cumple £((1,0,0)) =
(1,0) no es posible que f(—x) = —f(x), Vo € S?, entonces no es posible para ningin mapeo

continuo de S? a S*t.

Demostracion. Se hard una prueba por contradiccion. Para esto, suponga que no existe ningun
mapeo continuo f : S? — S tal que f((1,0,0))=(1,0) y f(—x) = —f(x) para todo x en S*. Sea
8% — S una funcion continua tal que f'(1,0,0) = (x1,22) # (1,0), entonces considere la

matriz de rotacion:
cos(f)  seno(0)| |z
rot(x,y) =
—seno(f) cos(0) | |y
en donde 0 es el dngulo de las coordenadas polares del punto (x1,x2). Entonces la rotacion estd
moviendo el punto un dngulo 0 a favor de las manesillas del reloj, por lo cual, rot(xy,22) = (1,0).

Entonces rot o f'((1,0,0)) = (1,0).
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Ahora definase f :=roto f'. Dado que f’ y rot son continuas, f es una funcién continua que
cumple que f(1,0,0) = (1,0), entonces no puede cumplirse que f(—x) = —f(x) para todo x en S2.
Suponga que f' cumple que f'(—x) = —f'(x) para todo x en S?. Entonces como rot es una

transformacion lineal,

J(@) = roto f/(—z) = rot(f'(~a)) = rot(~f'(x)) = —rot(f'(x)) = —roto f'(a) = — f(), Va € 5.

Esto es una contradiccion a lo que se acaba de deducir, por lo tanto para cualquier f : S? — S*

continua no se puede cumplir que f(—x) = —f(x) para todo x en S*. W
Ahora bien se presenta el lema que contiene la mayor parte de la prueba del TBU.
Lema D.2. No eszite f : 5%+ S* continua tal que f(—x) = —f(x),Vx € S?

Demostracién. Se probard para los mapeos f : S? — S continuos tales que f((1,0,0)) = (1,0),
sin embargo por el lema técnico 1, esto equivale a demostrarlo para cualquier mapeo continuo. En
el diagrama I1.10 se presenta un esquema que ayudard a comprender la prueba, ya que se estard
cambiando mucho de espacios. La prueba consiste en lo siguiente:

Se procederd por contradiccion, por lo que se asume la existencia de una funcion continua que
cumple que f(—x) = —f(z)Vz € S%. Luego se considera el camino a en S? que recorre el ecuador.
Sequidamente se construird la elevacién del camino en S' dado por f o« de dos formas distintas.
En una de estas formas se utiliza el hecho de que f(—x) = —f(x)Va € S? mientras que en la otra
no. Esto dard lugar a una contradiccion, en cuanto se evalie f/;a(l), ya que de una forma se

obtiene que es cero, mientras que de la otra forma se obtiene que es imposible que sea cero.

Figura 11: Representacion grdfica de demostracion de lema L.2.

01 2>s’fsd

Y foa -

R

I) Se comenzard probando que m(l) = 0: Dado que S? es simplemente conezo, todos los
caminos que comienzan y terminan en un mismo punto son homdtopos. Entonces 7r1(52, (1,0,0))

es el grupo trivial. por lo cual [a] es el elemento neutro en este grupo. Entonces f x ([a]) es el
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elemento neutro en 1 (S*, (1,0)). Dado que este grupo es homomorfo al grupo de los enteros bajo

el mapeo v definido en la demostracion del teorema C.4, entonces

—

foa

0=v(f +([a])) = v([f o a]) =

(1)

—

= foa(l)=0

II) Ahora se probard que f/g&(l) #0:

Sea v : [0,1] = S? el ecuador de S? definido por a(t) = (cos(27t), sen(2mt),0). Y se construird
un camino muy parecido en S* para poder utilizarlo para construir la elevacion de foa. Considere
el camino en S' dado por B(t) = f((cost,sent,0)) y sea B una elevacion de 8 que cumple que
B0)=0

Primero se calculard la proyeccion de 5(1)

poB(1) = B(1) = f((cos(r), sen(w),0)) = f((~1,0,0) = —£((1,0,0)) = —(1,0) = (~1,0)

Nétese que para la pendiltima igualdad se utilizé la condicion de que f(—x) = —f(x)Vx € S%. Ahora
bien, recordando que p(x) = (cos(x), sen(x)), si p(t) = (—1,0), entonces t = (2k + )7,k € Z. Por

lo tanto, como po (1) = (—1,0), se deduce que:

B(1) = (2k+ ) k € Z. (1)

Ahora considere el siguiente camino en R dado por:

B(2t) si 0<t<1/2
V(t) =
BRt—1)+p8(1) s 1/2<t<1
Este camino resulta ser la elevacion de f o «. Para probar esto se le aplicard la proyeccion a ~y

y deberia de resultar ser igual a f o «.

po B(2t) si 0<t<1/2
pon(t) =
po(B(2t—1)+p(1) s 1/2<t<1
Por el lema A.1. (ver anexos), po (B(2t — 1) + B(1)) = —po (2t — 1). Entonces

po B(2t) si 0<t<1/2
por(t)=
—poB2t—1) si 1/2<t<1

B(2t) si 0<t<1/2

—B2t—1) si 1/2<t<1
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f((cos2nt, sen27t, 0)) si 0<t<1/2

—f((cos(2t — 1)m, sen(2t — 1)m,0)) st 1/2<¢t<1

f((cos2mt, sen2nt,0)) si 0<t¢<1/2

f((cos2trm, sen2tmw,0)) si 1/2<t<1

foat) si 0<t<1/2

foa(t) si 1/2<t<1
= poy=foa

—

= ’y:foa

Entonces, utilizando la ecuacion I1.1, se puede afirmar que:
Foa(l) = (1) = B1) + B(1) =2B(1) = 2k + V. k€ Z
Este ultimo no puede ser cero ya que es un impar. Por lo tanto existe una contradiccion y queda

probado el lema. A

Con esto ya esta todo listo para probar el caso n = 2 del TBU.

Teorema D.3. Para cada mapeo continuo f : S? — R2, existe un par de puntos antipodas x y

—x en S? tales que f(x) = f(—x)

Demostracién. Considere el mapeo continuo f : S? — R? y definase g : S? — S de la siguiente

forma:
_ f(=2) = f(2)
9@ = e = @

Ahora note que

@ -fn) (o) - f@) - f@)
90 = 1@ = 1ol ~ @ = ol ~ o) @)~ 4@

por el lema anterior, g no puede ser continua, entonces existe un punto x € S? tal que g no

sea continua en este punto. Esto solo sucederd cuando f(—x) = f(x). Por lo tanto se cumple el

teorema. A
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IIT ENUNCIADOS EQUIVALENTES

< No hay forma de asequrar de antemano qué matemdtica pura encontrard una aplicacion
después. Solo podemos dejar que el proceso de curiosidad y abstraccion ocurra, dejar que los
matemdticos lleven, obsesivamente, los resultados a los extremos lgicos, dejando la relevancia
muy por detrds, y esperar a ver qué temas resultan ser extremadamente utiles. Si no, cuando el
futuro llegue, no tendremos a la mano la pieza correcta de matemdtica aprententemente inutil >

-Peter Rowlett

A. Enunciados

Una de las propiedades que hacen del TBU itil es la cantidad de “disfraces” que tiene. Existen
muchas versiones equivalentes del teorema, esto permite utilizarlo en variadas ocasiones. En el
capitulo de introducciéon se mencioné una de estas, el lema de Tucker, la cual se utilizara para
probar el TBU. Esta version transporta el TBU al mundo de la combinatoria. El mismo Borsuk

(1933) publicé tres versiones diferentes en el articulo original cuando presenté el teorema.

En el recuadro, las versiones (e) y (f) fueron probadas por Lusternik y Shnirel’'man (1930),
antes de que Borsuk publicara oficialmente su teorema. Esta es la primera prueba del TBU de
la que se tiene registro. Actualmente estas versiones llevan el nombre de teorema de Lusternik-

Schenirelmann-Borsuk (Teorema LSB).

Puede surgir la duda del por qué el teorema lleva el nombre de Ulam, si Borsuk presenté la
prueba y Ulam no aparece como coautor. En realidad, el unico indicio que se tiene de la involu-
cracién de Ulam es una nota al pie de pagina de Borsuk que dice que el teorema fue una conjetura

de St. Ulam.

& Dieser Satz wurde als Vermutung von St. Ulam aufgestellt >

En el recuadro I se presentan nueve enunciados equivalentes y, en los capitulos siguientes, se

daran las respectivas pruebas.

21
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Recuadro I: Versiones del TBU

(a) (TBU) Para cada mapeo Continuo f : S™ — R™, existe un punto x € S™ tal que f(z) =
f(=x).

(b) Para todo mapeo antipoda f : S™ — R", existe un punto x € S™ tal que f(x) = 0.
(c) No existe ningtin mapeo antipoda f: S™ + S"~1.
(d) No existe un mapeo continuo f : B™ — S™~! que sea antipoda en la frontera.

(e) Para cualquier cubierta abierta de la esfera S™ que contiene exactamente n 4+ 1 abiertos,

existe por lo menos un abierto que contiene un par de puntos antipodas.

(f) Para cualquier cubierta cerrada de la esfera S™ que contiene exactamente n + 1 cerrados,
existe por lo menos un cerrado que contiene un par de puntos antipodas.
n+1
(g) SiUy,Us,...,Upqq son subconjuntos de S™ tales que cada uno es abierto o cerradoy |J U; =

=1
S™, entonces existe i € [1,n + 1] tal que contiene un par de puntos antipodas.

(h) Para todo mapeo f : B™ — S™ continuo y antipoda en la frontera de B", existe x € S™ tal

que f(z) = 0.

(i) (Lema de Tucker) Sea T una triangulacién simétrica antipoda de B™. Sea A : V(T) —
{1,-1,2,-2,...,n, —n} una etiquetacién de los vértices de T tales que A\(—v) = —A(v) para

cada vértice v en la frontera de B™, entonces existe un 1-simplice tal que sus dos vértices

tienen una etiqueta con el mismo valor, pero con signos diferentes.

En el capitulo V se incluye una version mas del TBU, pero no se incluye en esta secciéon por
dos motivos: es una version equivalente solamente para el caso n = 2 y la prueba es complicada y
utiliza herramientas de la topologia algebraica que no se han introducido en este trabajo. En este
capitulo tampoco se incluye la prueba del lema de Tucker ya que esta ya se incluird como parte
del capitulo IV.

Vale la pena mencionar lo que son un retracto y una retraccién. Una funcién continua que va
de un espacio topolégico a un subespacio, en donde la restricciéon de la misma al subespacio es la
funcién identidad es un retracto. Si existe esta funcién, entonces el subespacio se llama retracto

del espacio. Entonces, de la versién (d) del teorema, se puede deducir el siguiente lema:
Lema A.1. No existe ningin retracto de B® a S™1.

Demostracién. Se procederd por contradiccion. Suponga que existe un retracto f de B™ a S 1.
Entonces f es continua y ademds, en la frontera f(x) = x. Por lo que f(—z) = —x en S"71,

entonces por (d), este mapeo no puede existir, lo que es una contradiccion. B
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B. Prueba de (a), (b), (c) y (d)

En los primeros cuatro enunciados es facil probar la equivalencia entre ellos. Se probara de la

siguiente forma:

Demostracion.

(¢) = (b)

Sea f un mapeo antipoda f : S™ — R™, es decir f es continuo y para todo x € S™, f(—x) =

—f(z). Por (a), existe x € S™ tal que f(x) = f(—x). Entonces

Por lo que se cumple (b)

(b) = (¢)

Nétese que S?~1 C R™, entonces un mapeo continuo f : S™ +— S™~! es en realidad un mapeo
continuo f : S™ — R™, entonces por (b) existe x tal que f(x) = 0, pero 0 ¢ S™! lo que es una

contradiccion, por lo cual no existe un mapeo continuo de S™ a S™L.

(¢) = (d)

Para este paso primero se probard que el hemisferio de una n-esfera es homeomorfa a la bola
n-dimensional. Recuerde que la idea bdsica de un homeomorfismo, es que la funcion “transforma
suavemente” al espacio. Si tomamos el hemisferio norte de una circunferencia y la aplastamos,
quedara algo como un intervalo. Si tomamos la parte de arriba de una esfera y la aplastamos
quedara un circulo. En general se va a cumplir que si “aplastamos” el hemisferio de una n-esfera,
se obtendrd una n-bola. Ya formalmente, sea H = {(x1,x2, ..., Tn11) € S™|Tpnt1 > 0} el hemisferio
norte de S™ y considere el mapeo 7 : H — B™ definido por m(x1, T2, ..., Tnt1) = (X1, T2, ..., Tn).

Este mapeo es un homeomorfismo ya que:

» Biyectiva: Sim(x) = m(x1, T2, .o, Tnt1) = T(Y1, Y2,y oy Ynt1) = 7(y), entonces (x1, Ta, ..., Tpn) =

(Y1, Y2, -, Yn) lo que implica que x1 = y1,T2 = Ya, ..., Tp, = Yn. Ademds, como estin en una

esfera, $;x? =1 y X;y2 = 1, por lo cual, xpi1 = /1 = X027 = /1 =X 42 = y,,11, este
ultimo paso es posible ya que en el hemisferio norte, Tpi41 Y Ynt1 Son positivos. Por lo tanto

T =19y Yy T es inyectivo.
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Por otro lado, para cada (x1,T2,...,2,) € B", entonces (x1,x2,...,Tn, /1 — X1 j27) € S" y
su imagen bajo w es x. Vea que el término dentro de la raiz es positivo por la definicion de

B™. Por lo tanto m es sobreyectivo y entonces es biyectivo.

s Bicontinua: m es continuo ya que es la proyeccion canonica. El mapeo inverso también es

continuo y es facil verlo en su forma: 7= (z1, T, ..., Tn) = (T1, T2, oy Ty /1 — B 27).

Ahora bien, para proceder por contradiccion suponga que existe un mapeo continuo f : B™ +—
S~ antipoda en la frontera. Esto significa que existe un mapeo continuo entre el hemisferio de
S™ y 8™ continuo y antipoda en la frontera. Definase la funcién g : S™ — S™~! tal que para

= (21,2, ..., Tpn, Tnt1) € S™ entonces

wo f(x) Tpy1 >0

9(=z) @41 <0

g9(x) =
Entonces existe un mapeo antipoda entre S™ y S"~* lo cual es una contradiccion por (c).
(d) = (a)

Suponga que existe una funcion f: S™ — R™ continua tal que f(z) # f(—x) para todo x € S™.
Se demostrard que esto implica que existe un mapeo f' : B™ — S™ 1 continuo y antipoda en la
frontera, lo que contradiria (d).

Definase g(x) = % Como f(x) # f(—x) para todo x € S™, entonces g es continua.

Ademds g es antipoda ya que

N femf@) _ fa)—fm) _
9(=2) = @ —r-a1 = " TR —fa) = ~9(®)-

Ahora, sea f': B™ s S"1, definida como f'(x) = g(m—1(x)), donde 7 es el mapeo que se definié
en la prueba de ((¢) = (d)).

Ahora considere x = (x1,Ta, ..., z,) € OB™, como estd en la frontera, entonces X1 2?2 = 1, por
lo cual =1 (2) = (21,22, ., Tny m) = (21,22, ..., Ty, 0). Ademds si x estd en la frontera,
entonces —x también estard en la frontera. Por otro lado, g(m=1(—z)) = g(—7—1(x)). Entonces,

en la frontera

fl(=2) = g(n7 (=) = g(—77"(2)) = —g(n~ ! (z)) = — f'(2).

Por lo tanto f' es un mapeo continuo y antipoda en la frontera, lo que contradice a (d).

Con esto se ha completado la prueba de que (a), (b), (¢) y (d) son equivalentes.l
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C. Prueba de (e), (f) y (g)

En conjunto los incisos (e), (f) y (g) son versiones del Teorema Lusternik-Shnirelman-Borsuk.
La prueba de estos teoremas fue presentada en 1930, antes de que Borsuk presentara la suya en
1933, pero no se probé la equivalencia entre los teoremas hasta después de esta fecha. Por eso,
la prueba mas antigua conocida del TBU es la que presentaron Lusternik y Shnirelman, pero la

primera aceptada es la de Borsuk.

Demostracion. FEl esquema de demostracion para probar la equivalencia con el TBU es el si-

guiente:

(@) = (f) = (9) = (&) = (/) = (¢
(o) = (f)

Sea {Fy,Fs,...,F,i1} una cubierta cerrada de S™. Se define el mapeo F : S™ — R™ tal que
f(z) = (dist(x, Fy), dist(x, F), ..., dist(x, Fy,)). Por (a), entonces existe x € S™ tal que f(x) =
f(=z). Dado que los F forman una cubierta, existe F; tal que © € F;, entonces dist(x, F;) = 0.
Sii#n+1yax € F;, lai-ésima coordenada de f(x) es cero, entonces la i-ésima coordenada
de f(—z) también es cero. Por lo tanto, xz,—x € F;, y si ninguna coordenada es cero, entonces

necesariamente v, —x € F,y1. De cualquier forma, existe un F; que contiene un par de puntos

antipodas.
(f) = (9)
n+1
Dados Uy,Us, ...,Upy1 conjuntos cada uno abierto o cerrado tal que |J U; = S™. Para cada
i=1

x € 8™, si estd contenido en un U; cerrado, entonces sea K, = U;, si no existe i que cumpla eso,
entonces considere el vecindario V, tal que la cerradura de V,, estd contenida en algun abierto de la
cubierta que contiene a x. En este caso K, = V,. Entonces el conjunto de todos los K, para cada
x en la esfera son una cubierta cerrada. Dado que la esfera es compacta, existe una subcubierta
finita de los K, que cumplen que K; C U;. Por (f), existe un K; que contiene un par de puntos

antipodas, entonces existe un subconjunto U; que contiene un par de puntos antipodas.

(9) = (¢

(e) es un caso especial de (g), cuando exactamente todos los U; son abiertos, por lo que queda

demostrado.
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(¢) = (f)

Dada una cubierta de cerrados Fi, Fa, ..., Fy 11, suponga que no existen puntos antipodas en
ningun conjunto F;. Entonces existe € > 0 tal que la mayor distancia entre dos puntos en F; es
menor o igual a 2 — €. Esto ya que la esfera tiene radio 1, y si hubiera un conjunto cuyos puntos
mdas distantes estuvieran a 2 de distancia, entonces ese conjunto tiene puntos antipodas. Ahora
considere el conjunto de abiertos Uf = {x € S"|dist(x; F;) < §}, cada F; estd contenido en U;, por
lo tanto todos los U; forman una cubierta abierta, por (e) existe un U;, tal que contiene un par de
puntos antipodas. Entonces, en U;, la mayor distancia es 2. Pero por la definicion de U;, la mayor
distancia que pueden tener dos puntos es menor a 2 — e + 25 = 2. Lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto tienen que existir un F; que contenga un par de puntos antipodas.

(f) = (¢

Existe una cubierta cerrada {Fy, Fy,...,Fy,41} de S"~! tal que no hay ningin par de pun-
tos antipodas que estén en el mismo conjunto cerrado (ver anexo A). Ahora suponga que existe
un mapeo antipoda f : S™ + S"1 entonces fTUEY), fTH(Fy), ., [T (Fuy1) es una cubierta
cerrada, entonces por (f), existe f~1(F;) que contiene un par de puntos antipodas x,—x, enton-
ces f(x), f(—x) € F;, pero como f es antipoda, entonces f(—x) = —f(x), entonces dos puntos

antipodas estan en F;, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, no existe ningun mapeo antipoda

f:8" Sl A

D. prueba de (h)

Demostracion. FEl esquema de demostracion para probar la equivalencia con el TBU es el si-
guiente:

d) = (h) = (¢)

(d) = (b)

Suponga que tiene un mapeo continuo f : B™ — R"™, antipoda en la frontera. Si existe x € B™

tal que f(x) = 0, entonces se cumple (h). Sino existe, entonces el mapeo f'(x) = H;Ezgﬂ es continuo
y mapea a B™ en S"~! y es antipoda en la frontera. Por (d), esto es una contradiccion. entonces

tiene que existir x € B™ tal que f(x) = 0.

(h) = (¢)

Suponga que existe f : S™ + S""1 continuo y antipoda. En la prueba de (¢) == (d) en

la seccion A, se probd que el hemisferio norte de una esfera S™ es homeomorfo a B™. Sea h



27

el homeomorfismo entre los dos espacios, también se probd que h es la identidad en la frontera
de B™. Entonces definase f' : B™ — S"7! tal que f'(z) = f(h(z)). Entonces, si x estd en la
frontera, f'(z) = f(h(z)) = f(x), entonces [’ es antipoda en la frontera. Ademds, como h y f
son continuas, entonces f' es continua. Como S"~! C R™, entonces por (h), existe x € B" tal
que f'(x) =0 = f(h(z)) = 0. Pero f mapea hacia S™~* que no incluye el cero. Esto es una
contradiccion. Por lo tanto no puede existir f : S™ +— S"~1 continuo y antipoda.

E. Importancia del Teorema de Borsuk Ulam

En las secciones anteriores se demostraron versiones equivalentes del teorema de Borsuk Ulam.
La versién (i), que es el lema de Tucker se demostrard en el capitulo IV. Para esta demostracién
se utiliza la versién (d) para demostrar el lema de Tucker y luego el lema implica la versién (a).
En la Figura 12 se incluye el diagrama con todas las implicaciones que se demostraron y las que
se demostraran en el capitulo IV. Se puede observar que el teorema de Borsuk Ulam es uno de los

principales ejes en el diagrama.

Figura 12: Ciclos de implicacién del TBU y sus enunciados equivalentes

A2
TBU / \
/', ) == (b) =, ;

&(d ﬁ
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IV DEMOSTRACION DEL
TEOREMA DE BORSUK ULAM

< He tenido mis resultados desde hace tiempo: pero aun no sé cémo voy a llegar a ellos >

- Carl Friedrich Gauss

Para demostrar el TBU se probara la equivalencia con el lema de Tucker, el cual se demostrara
utilizando herramientas de la combinatoria. En este caso no es necesario tener conocimiento previo
sobre combinatoria, todos los términos y conceptos que se utilizaran en la prueba se introducen en
la siguiente seccién.

A manera ilustrativa se incluye un bosquejo de este capitulo. La primera parte es solamente
una introduccién y familiarizacién de la combinatoria. Seguidamente se enunciaran dos versiones
del lema de Tucker. La primera es el enunciado original que fue probado por Tucker en 1945. La
segunda es una forma equivalente del lema de Tucker que se utilizard para hacer la prueba del

lema y para probar la equivalencia con el TBU.

A. Teoria preliminar

Uno de los objetos mas utilizados en la combinatoria (y en matematica discreta) son los grafos.
De hecho, sus aplicaciones son tan amplias y extensas que existe una rama de la matemaética
y de ciencias de la computacién llamada teoria de grafos. Un grafo G es un par de conjuntos
(V(G), A(G)) no vacios. V(G) es un conjunto de puntos, llamados vértices y A(G) es un conjunto
de pares de vértices, llamados aristas. Las aristas pueden ser dirigidas o no. Si son dirigidas el
orden del par de vértices es importante. Si el par de vértices (v1,vs) son una arista dirigida, se
dice que la arista incide en el vértice vs, si no es una arista dirigida, entonces incide en v; y en vs.

Parte de la utilidad de los grafos es que es muy facil representarlos en la computadora porque
la informacién de un grafo se puede guardar en listas o en matrices. El método que se utiliza
para almacenar el grafo en la computadora varia dependiendo de las caracteristicas del grafo o el
algoritmo que se esté utilizando. Ademads se pueden representar de una forma en la que es facil
entender la informacion que guardan. Tipicamente se representa mediante una serie de puntos
conectados por lineas. En la Figura 13 se representa el grafo con vértices v = {1,2,3,4,5} y con
aristas no dirigidas A = {(1, 3), (2, 3), (2,5), (3,5), (3,4)}

Los grafos son muy importantes por lo que han sido estudiados ampliamente. En la teoria hay

29
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Figura 13: Representacion de un grafo.

@
\@/@
O\

muchas definiciones y propiedades sobre grafos. En esta introduccion solamente se incluyen las
propiedades que ayudarian a demostrar el lema de Tucker, no obstante, la teoria de grafos es una
rama muy interesante de la matematica.

Una de las primeras definiciones en la teoria de grafos es el grado de un vértice. En un grafo

no dirigido el grado de un vértice es el nimero de aristas que inciden en ese vértice. Para el grado

de un vértice v se adoptard la notacién Gr(v).! El grado de los vértices depende de la cantidad de
aristas en el grafo, por eso cumple la propiedad que se presenta a continuacion.
Lema A.1. En un grafo G no dirigido, . Gr(v)=2|A(G)|.
veV(G)
Demostracion. El grado de un vértice es la cantidad de aristas que inciden en el vértice, por lo
cual, la suma de todos los grados de todos los vértices en el grafo sera la cantidad de incidencias
que ocurren en el grafo. Como el grafo no es dirigido, entonces cada arista incide en, exactamente,
dos vértices, por lo tanto cada arista agrega dos incidencias a todo el grafo. Entonces la suma de
todos los grados de todos los vértices es dos veces el nimero de aristas. Es decir, Y. Gr(v)=
veV(G)

2|1A(G)|.1

Se utilizara la combinatoria para simplificar los problemas topolégicos. Se busca mantener las
propiedades de la topologia utilizando grafos, para hacer esto se utiliza la triangulacién. Intuitiva-
mente, una triangulacién es cubrir la superficie del espacio topolégico con triangulos. El problema
estd en que no siempre se trabajara en espacios de dimensién 2 donde es facil cubrir el espacio con

triangulos. Por eso se introduce la definicién de tridngulo en n dimensiones.

Definicién A.1. Se dice que un conjunto de puntos xg, x1, ..., T, Son independientes de forma afin

si el conjunto{x — xg, X2 — Lo, T3 — To, ..., Ty, — To} es linealmente independiente.

LEn otros casos se puede encontrar como grado(v), g(v), o en inglés, d(v) o deg(v).
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Definicién A.2. Dado un conjunto de puntos S en R™, un n-simplejo es el conjunto convexo mds
pequeno que contiene n + 1 puntos independientes de forma afin. La dimension del n-simplejo o

es dim(o) = n.

En los casos pequenos es posible visualizar un simplejo. En la Figura 14 se incluyen los primeros
4 simplejos. Estos seran los bloques que serviran para discretizar los espacios topoldgicos. Notese
que un n-simplejo contiene O-simplejos (puntos), estos se llamardn vértices. También contiene 1-
simplejos, 2-simplejos, ..., (n-1)-simplejos. Todos estos se llaman caras del simplejo. Por ejemplo,
en un 3-simplejo (un tetraedro), las caras son: los cuatro vértices (los O-simplejos), las seis aristas

(los 1-simplejos) y las cuatro caras (2-simplejos).

Figura 14: simplejos de dimensién 0, 1, 2 y 3.

LA D

S, S S S;

1 2

punto segmento triangulo tetraedro

Ahora se definird una triangulacién. Una triangulacién es una figura formada por bloques,
en este caso los bloques son n-simplejos de tal forma que la figura formada es homeomorfa al
espacio que se estd triangulando. Por ejemplo, en el caso de un disco cerrado, una triangulacién
es un 2-simplejo, ya que el tridngulo se puede transformar suavemente en un circulo. Ademés una

triangulacién es un conjunto de simplejos especial llamado complejo simplicial.

Definicién A.3. Un conjunto de simplejos K es un complejo simplicial si cumple:

1. dado un simplejo o € K, cualquier cara de o también estd contenida en K
2. La interseccion de dos simplejos en IC es vacia o también es un simplejo contenido en KC

Definicién A.4. Una triangulacion de un espacio topologico T es un complejo simplicial T que

cumple que T = T.

Para comprender mejor esta definicién, considere la triangulacién de un sombrero de cum-
pleanos (un cono) presentada en la Figura 15. Los vértices con la misma etiqueta son el mismo

vértice, por lo cual al unirse los vértices se forma un cono. Se observa que existen dos 3-simplejos
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(tridngulos) con las etiquetas 1,2,3; pero la interseccién de esos dos 3-simplejos son dos aristas (la
arista entre 1 y 2 y la arista entre 1 y 3), lo cual no es un simplejo, por lo tanto, no es un complejo

simplicial. Por lo tanto no es una triangulacién del sombrero de cumpleanos.

Figura 15: Conjunto de simplejos que no forman un complejo simplicial en un cono.
1

Definicién A.5. Para una triangulacion T, una funcion A : V(T) — {1,-1,2,-2,....n, —n} es

una etiquetacion de T.

Se dijo que un tridngulo (i.e. un 2-simplejo), es una triangulacién del circulo, sin embargo no es
la tinica. En la Figura 16, so observan otras tres triangulaciones. En realidad son muy parecidas al
tridngulo, ya que todas, forman un tridngulo. Lo tinico que cambia es la cantidad de simplejos que

la conforman. Esto se llama refinamiento, es la misma triangulacién, solo que tiene mas n-simplejos.

Definicién A.6. Dado un simplejo o,se le llamard un refinamiento a un simplejo T que cumple

que para cada cara 61 de T, existe una cara 6o de o tal que 61 C ds.

Figura 16: Triangulaciones del circulo.

B. El lema de Tucker

Debido a la similitud entre el teorema del punto fijo de Brouwer y el TBU, Tucker busco la
forma de utilizar el lema de Sperner (ver anexos), el cual se utiliza para demostrar el teorema del
punto fijo de Brouwer, para probar el TBU. No pudo encontrar dicha prueba, pero cre6 su propio
lema para lograrlo. Una forma de ver el lema de Tucker es como una versién discreta del TBU. En

lugar de trabajar con S™ se trabaja con un simplejo con una triangulacién homeomorfa a B™ y
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se etiquetan los vértices de la triangulacién con valores enteros entre -n y n. En esa triangulacién
siempre se podrd encontrar una arista cuyas etiquetas tienen el mismo valor, pero con signos

diferentes.

Teorema B.1. (Lema de Tucker) Sean T wuna triangulacién simétrica antipoda de B™ y X :
V(T) — {1,-1,2,-2,...,n,—n} una etiquetacion de los vértices de T tales que A(—v) = —A(v)
para cada vértice v en la frontera de B™, entonces existe un 1-simplejo (una arista) tal que sus

dos vértices tienen una etiqueta con el mismo valor, pero con signos diferentes.

A continuacién se presenta una prueba del lema de Tucker en la que se trabajard con un
tipo especial de triangulaciones. Sin embargo, la prueba de que el lema de Tucker implica el
TBU funciona aun cuando el lema de Tucker estd probado solo para ese tipo de triangulaciones.
Luego el TBU implica la versiéon completa del lema de Tucker, que facilmente deduce el caso con

triangulaciones especiales. El esquema es el siguiente:
caso—especial = Teorema—de—Borsuk—Ulam = Lema—de—Tucker — caso—especial.

Se definiran dos tipos de triangulaciones que se utilizaran durante la prueba, denotadas X™ y
O™. Estas triangulaciones se comportan de manera similar que B" y S™, en el sentido en que S™~*
estd contenido en B™ vy es su frontera. En el caso de las triangulaciones, " ! est4 contenido en

X" y si se quita el punto interior, resulta S™~1.

Definicién B.1. Se le llama O™~ al simplejo con vértices V(O"1) = {£1,+2,...,£n} de tal
forma que cualquier subconjunto F de vértices forma un simplejo si y solo si se cumple que cuando

i € F entonces —i ¢ F.

Definicién B.2. Se le llama X" al simplejo tal que cualquier simplejo o € K™ cumple alguna de

las siguientes:
1) o€ ont
(1) Eziste T € 0"~ tal que o = 7 U {0}

Notese que O™ estd formado al poner un vértice sobre cada uno de los ejes y unir cada vértice
con todos los demads, excepto su opuesto. Ademas K" es O™ pero se le agrega el vértice 0 y todos
los demads vértices se unen a este ultimo. En la Figura 17 se muestran los primeros tres casos de

los {™ y los primeros cuatro de los K",

Definicién B.3. Una triangulacion especial T es un refinamiento de X™ que es simétrico antipo-

dalmente en la frontera.

La prueba que se incluye a continuacién fue presentada por Freund y Todd (1981). Antes de

esta prueba, solo se conocian pruebas por contradiccién. En cambio la que ellos presentaron es una
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Figura 17: Representacion visual de los primeros casos de X" y {™.

o> LY

SRR

\
R
X XX

prueba constructiva, la cual se basa en los trabajos previos de Van der Laan y Talman (1981) y

Reiser (1981), segin Van der Laan et al (2009).

Demostracién. (Lema de Tucker) Sean T una triangulacion especial de B™ y A @ V(T —
{£1,£2,£3,...,£n} una etiquetacion de T que es antipoda en la frontera.

Lo primero que se hard en esta prueba es definir un tipo de simplejos especiales (estos se
llamardn simplejos encontrables). Luego se construird un grafo en el que cada vértice es un simplejo
encontrable y dos vértices estdan relacionados si son antipodas o si se cumple otra condicion que
se definird mds detalladamente en la prueba. La suma de los grados de todos los vértices del grafo
va a dar un numero impar si suponemos que no hay ningun vértice en la triangulacion que tenga
etiquetas con signo diferente pero magnitud igual. Esto dltimo es una contradiccion por el lema
A.1, y asi habrd quedado demostrado el lema de Tucker.

Para comenzar, se nombrardn los simplejos de T de dos maneras distintas. La primera se
basa en la etiquetacion \ y la sequnda dependerd de la region del espacio en donde se encuentre
contenido el simplejo. Notese que debido a la definicion de la triangulacion especial, cualquier
simplejo contenido en la misma estard contenido en una sola region del plano definida por los ejes
coordenados. Esto es ya que al refinar X" solamente se estdn agregando vértices y aristas, por lo
cual cada simplejo tiene aristas sobre los ejes o estd contenido completamente en una sola region.

Sea o € T, se definen:
(1) Ao) ={A() :v e V(T)}

() S(o)={+i:2;,>0,i=0,1,2,....,n}U{—i:2; <0,i=0,1,2,....,n}, en este caso x; son los

ejes coordenados donde se encuentran los vértices de o
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La primera etiquetacion es el conjunto de las etiquetas de los vértices que forman el simplejo. La
sequnda es el conjunto de los ejes en donde se encuentra contenido el simplejo.

Dadas estas definiciones, se llamard encontrable a un simplejo si la etiquetacion del mismo
tiene las coordenadas para encontrarlo, es decir, si S(c) € A(0). A continuacidn se probard que un

simplejo encontrable cumple que:
dimo =|S(o)] o dimo=|S(0)|—1

Dado que A le asigna un valor a cada vértice de o, entonces |\(o)| < dim(o) + 1 porque o
tiene dim(o) + 1 vértices. Como o es encontrable, entonces S(c) C AM(o) = [S(0)] < |A\(0))] <
dim(o) + 1 Entonces, |S(c)| — 1 < dim(o).

Por otro lado, o se encuentra en un espacio euclidiano de dimension |S(c)|, donde los ejes
coordinados x; estdn dados por los i que pertenecen a S(o), entonces dim(c) < |S(o)].

Con las dos desigualdades derivadas en los dos pdrrafos anteriores, es posible afirmar lo que se
deseaba sobre la dimension de un simplejo encontrable.

Ahora se construird un grafo a partir de la triangulacion especial cuyos vértices son los simplejos
encontrables. En este grafo, dos simplejos o y T estardn conectados entre si, si se cumple una de

las siguientes condiciones:
» 0 = —7 (son antipodas) y pertenecen a la frontera.

= 0 es una cara de T de dimension dimt — 1 que cumple que las etiquetas de los vértices de T

son suficientes para que T sea encontrable.

La siguiente parte de esta prueba es un argumento de combinatoria. El resultado del proce-
dimiento anterior serd un grafo finito en el cual Unicamente se encontrard un vértice con grado
impar. Esto es imposible por el lema A.1, ya que la suma de todos los grados debe dar un nimero
par. Esto generard la contradiccion.

Primero véase que el simplejo {0} siempre es encontrable ya que S({0}) = 0. Ademds siempre
tiene exactamente un vecino en el grafo. Su vecino va a ser el segmento formado por {0} y el vértice
v mds prdzimo sobre el eje en direccion A({0}). Pues el simplejo formado por el segmento entre v
y {0} es encontrable por las etiquetas de {0}. Ya habiendo tratado el caso raro, considérense dos

1. dim(o) =1|S(0)] -1
2. dim(o) = |S(0)]

En el primer caso, cualquier vecino 7 de o cumple 0 = —7 (son antipodales en la frontera) o

que T tiene a o como faceta. Consideremos los siguientes dos casos:
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(1)

()

Si o se encuentra en la frontera, entonces —o es un vértice adyacente. Cualquier otro vértice
adyacente tendrd a o como una faceta y serd encontrable por la etiquetacion de o. Esto quiere
decir que T tiene |S(o)| + 1 vértices, pero estd en un espacio euclidiano de dimension |S(o)|.
Al hacer la interseccion de este espacio con B", se obtiene una triangulacion de RIS por
lo cual un (|S(o)| — 1)-simplejo es faceta de exactamente dos |S(o)|-simplejos, cuando no
estd en la frontera y de uno cuando si estd. En cualquier caso, o es faceta de exactamente un
|S(0)|-simplejo. Por lo tanto tiene exactamente dos vértices adyacentes y el grado del vértice

o es par.

Si o no se encuentra en la frontera, entonces sus vértices adyacentes serdn los simplejos que
tienen a o como faceta y que son encontrables por su etiquetacion. Por lo argumentado en el
caso anterior, o tendrd exactamente dos vértices adyacentes, entonces el grado de su vértice

es par.

Ahora considérese el caso dim(c) = |S(0)|. Ndtese que ningin simplejo estard en la frontera.

Aun asi pueden ocurrir dos cosas: que en la etiquetacion se repite un nimero o que hay una etiqueta

que no aparece en S(o).

1)

(1)

Cuando una de las etiquetas se repite en los vértices del simplejo, entonces hay exactamente
dos facetas que lo hardn encontrable, y son los simplejos formados al quitar uno de los dos
vértices con etiqueta repetida. Ademds no puede ser faceta de un simplejo del caso anterior.

Por lo tanto el vértice tiene grado par.

Si existe una etiqueta i ¢ S(o), ndotese que también —i ¢ S(o) porque si lo estuviera, entonces
los vértices con etiqueta i y —i formarian un vértice con etiquetas opuestas. (Note que hasta
este paso se estd utilizando la hipdtesis que derivard la contradiccion). Ahora véase que uno
de los vértices adyacentes a o es la faceta que se forma al quitar el vértice con etiqueta
1. Ademds o es faceta de exactamente un simplejo o'. El simplejo que se forma cuando
S(c’) = Mo) = S(o) U{i}. Comenzando en el interior de o, se llega al interior de o’ si
se mueve en direccion del eje xji| en direccion negativa cuando i < 0 o positiva si i > 0.
Nuevamente, en este caso, o tiene exactamente dos vértices adyacentes, por lo que también

es un vértice de grado par.

Por lo tanto todos los vértices en el grafo construido tienen grado par, excepto uno. Esto contra-

dice el lema A.1. Por lo tanto tiene que existir un par de vértices adyacentes que tengan etiquetacion

con signo diferente.
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C. Equivalencia del lema de Tucker y el Teorema de Borsuk

Ulam

Para probar la equivalencia del lema de Tucker con el TBU, es més sencillo reformular el lema

de Tucker. Se reformulard utilizando a ("' en lugar de B", y se utilizard un mapeo simplicial: es

un mapeo entre simplejos de tal forma que cada simplejo lo envia a otro simplejo. Por ejemplo, la

imagen de todo vértice es un vértice, y la imagen de todo segmento es un segmento.

Teorema C.1. (reformulacidn del lema de Tucker) Sea T una triangulacién de B™ simétricamente
antipoda en la frontera. Entonces no existe ningiin mapeo \ : V(T) + V(0" 1) que sea simplicial

de T hacia o™~ ' y que sea antipoda en la frontera a la vez.

Demostracién. Note que el mapeo \ que se describe en el teorema B.1 se puede restringir a ™1,

ya que a cada punto se le asigna un nimero que se encuentra en la etiquetacion de O™~ '. Entonces
por el lema de Tucker, existe un segmento {v1,va} de vértices adyacentes tales que A(vy) = —A(v2).
Si A, ademds fuera simplicial, entonces el 1-simplejo {v1,va} se mapearia en un 1-simplejo donde
A1) y —A(vy) pertenecen a un simplejo, esto contradice la definicion de O™~ (definicion B.1).
Por lo tanto el mapeo no puede ser simplicial, entonces se cumple la reformulacion del lema de
Tucker.

Ahora supdngase que X se define como en el teorema B.1, y que no existe un 1-simplejo en
el cual sus dos vértices tienen la misma etiqueta pero con signo diferente. Nuevamente se hace la
restriccion a Q"1 que se hizo en el caso anterior. Entonces \ es un mapeo simplicial ya que cada
1-simplejo {v1,va} lo va a mapear en un 1-simplejo, porque si lo mapea en un par de vértices que
no son adyacentes en O" "1, entonces son opuestos y MN(v1) = —A(va) (definicion B.1). Pero por la
reformulacion de Tucker, A no puede ser un mapeo simplicial, por lo tanto hay una contradiccion y
tiene que existir un I-simplejo en el cual sus dos vértices tienen la misma etiqueta pero con signo
diferente. Por lo tanto se cumple el lema de Tucker.

Con lo anterior demostrado, es mas facil proceder a demostrar la equivalencia entre el lema de
Tucker y el TBU. La prueba es por contradiccién en ambas direcciones. Se utilizé como guia la

prueba presentada en (Matousek, 2003).

Teorema C.2. FEl lema de Tucker es equivalente al TBU.

Demostracién. (TBU = Tucker) La primera parte de esta demostracion es inmediata deri-
vando la reformulacion del lema de Tucker de la version (d) del TBU (ver recuadro capitulo III).
Esta versidn dice que no existe ningin mapeo continuo f : B™ — S™! que sea continuo en la

frontera. Si existiera un mapeo simplicial de T hacia Q"' antipoda en la frontera, este se puede
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extender a un mapeo de B™ a S"~1 de forma candnica. Este mapeo seria continuo y antipoda en
la frontera lo que contradice el TBU.

(Tucker = TBU) Esta parte de la demostracion también serd por contradiccion. Se tomard
una funcion entre B™ y S™1 con el cual se construirdn T y A de tal forma que contradice el
Teorema C.1.

Sea f : B™ — S™! un mapeo continuo antipoda en la frontera. Ademds considere una triangu-
lacion T de B™ antipoda en la frontera y con didmetro simplicial de, a lo sumo, §. Para construir
0 sea € = ﬁ > 0. Nétese que para cada y € S™™!, se tiene que ||| > €. Ya que 87 y2 =1,
por lo menos una componente de y tiene valor absoluto mayor o igual a €.

Ya que B™ es uniformemente continuo, y ademds existe un nimero § > 0 tal que la distancia

de dos puntos z,x’ € B™ no es mayor a 0, entonces ||f(z) — f(z')||, < 2e. Este es el § que acota

llo
el didmetro de los simplejos de T.

Ahora se define X : V(T) — {£1,£2,...,£n} de la siguiente manera:

+k(v)  sif(v)p@) >0
—k(v) Sif(v)k(v) <0

Av) =

en donde k(v) = min{i : |f(v);| > €}.

Ya que f es antipoda en la frontera de B™, se tiene que para cada vértice v en la frontera se
cumple que f(—v) = —f(v). Aplicando el lema de Tucker (Teorema B.1), sabemos que eziste un
segmento vv' tal que A(v) = A(—v). Sea i = A(v) = A\(—v) > 0, entonces f(v); > ey f(v'); < —¢,

por lo tanto || f(x) — f(2')| ., = 2€, una contradiccion. |



V  APLICACIONES

< La matemdtica aplicada siempre necesitard a la matemdtica pura como el oso hormiguero
sitempre necesitard a las hormigas >

- Paul Halmos

El TBU es muy versdtil por lo que tiene muchas formas equivalentes de enunciarse. Esta misma
versatilidad le permite tener muchas aplicaciones. En este capitulo se muestran dos tipos de apli-
caciones: las puramente tedricas y las aplicadas. La primera seccién incluye aplicaciones, corolarios
y generalizaciones. La segunda incluye aplicaciones que no son demostradas exhaustivamente sino

solo explicadas ya que los temas son de un nivel muy avanzado.

A. Aplicaciones en la matematica pura

1. Generalizacién del Teorema de Borsuk Ulam Existen muchas gene-
ralizaciones del TBU, sino que existen muchas generalizaciones atendiendo varios puntos de vista.
Por ejemplo, se puede pensar en generalizarlo méas alla de la esfera a un espacio mas general. Otra
forma es no trabajar con puntos antipodas, sino con otra funcién en lugar de la funcién antipoda.

La forma usual de enunciar el TBU es la versién (a) en el recuadro en el capitulo III. Si

expresamos el TBU de la siguiente forma:

Teorema A.l. (TBU reformulado) Si g : S™ — S™ es la funcion antipoda (i.e. g(x) = —x),

entonces para cada mapeo continuo f : S™ — R™, existe un punto x € S™ tal que f(z) = f(g(x)).

Entonces se puede considerar generalizar g, donde solamente sea una funcién que cumple ciertas
condiciones. También se puede pensar en generalizar el teorema para un conjunto que no sea una
n-esfera.

Biasi et al (2005) dieron la siguiente generalizacién para n = 1:

Teorema A.2. Sean X un espacio compacto, f : X — R y ¢ : X — X mapeos continuos, entonces

eziste un punto x € X tal que

Demostracién. Dado que X es compacto y ¢ es continua, entonces ¢(X) es compacto. Ademds
como f también es continuo, f(H(X)) es compacto, por lo cual alcanza un mdximo y un minimo.

Es decir,
Sa,b € X tales que f(6(X)) < [ £(a), (b))

39
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Por lo tanto, .

fla) < f(d(a) y F((b) < £(b).

Entonces se puede considerar la funcion ¥ : X — R definida por ¥(x) = f(x) — f(¢(x)). De

las desigualdades anteriores se puede deducir:

P(b) = f(b) — f(6(b)) <0 < f(a) — f(¢(a)) = 1(a)

Entonces, por el teorema del valor intermedio, existe x € X tal que 0 = ¥(z) = f(z) — f(P(x)).

Por lo tanto

Jr € X tal que f(z) = f(P(x))
[ |

Esta version generaliza el espacio y la funcién antipoda, sin embargo, esta misma nocién no se
puede generalizar para n > 2 ya que Pannwitz (1952) probd que no es posible. Otra generalizacién

que se puede entender ficilmente es la suguiente, por Connet (1973):

Teorema A.3. Sean X un espacio topoldgico simplemente conexo y g : X — X un mapeo de

periodo p > 1. Entonces, si f : X + R? es un mapeo cualquiera, existe v € X que cumple que

f(x) = f(p'(x)) para algin 1 <i <p—1

En este caso, se suavizaron las condiciones sobre el espacio y las funciones f y g, pero se restringio
la, dimensién del epacio de contradominio, ya que solo se considera a R?, mientras que en el TBU
las funciones van hacia R™.

En las dos generalizaciones presentadas, solo se deduce un caso especifico del TBU, y no el
caso general. Esto permitié suavizar tanto las condiciones en los espacios. Sin embargo, hay ge-
neralizaciones para cualquier n, pero las condiciones sobre los espacios y las funciones son mas
fuertes y requieren conocimiento en teoria de la medida, topologia, topologia algebraica y otras
ramas avanzadas. Para el lector interesado, puede referirse a (Volokikov, 1980), (Kyner, 1956) o
(Nakaoka, 1970).

Todavia se puede pensar en generalizar el TBU en otras formas, como por ejemplo, suavizar
la condicién de igualdad y hacer una desigualad, donde se dé la igualdad cuando se cumplen las
condiciones del TBU. Otra forma es cambiar el espacio en donde se mapea, es decir, generalizar el
espacio R", a algin otro. En resumen, existen muchas formas de generalizarlo. Este es un campo
que siempre deja espacio abierto para los investigadores, ya que la extensién de un teorema requiere
creatividad. Es también por este motivo que son necesarios muchos investigadores, ya que cada

quien aportard puntos de vista diferentes.
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2. El teorema del punto fijo de Brouwer Los teoremas de punto fijo son
muy importantes en la matemaética. Entre las muchas aplicaciones, una de las mas importantes
es la solucion de ecuaciones diferenciales. Entre los teoremas de punto fijo se encuentra el de
Brouwer, uno de los méas conocidos y de los primeros en enunciarse y demostrarse. Este teorema
es muy importante por sus multiples aplicaciones, y, al igual que el TBU, tiene varios enunciados
equivalentes. De hecho, tiene una variante en topologia algebraica, una en combinatoria y una
que usa coberturas del espacio. En el capitulo III, se presentaron variantes del TBU en cada una
de estas dreas. Ademds, cada versién del teorema de punto fijo de Brouwer puede derivarse de
la versién en el drea correspondiente de Borsuk-Ulam. A continuacién se presentan la version de
topologia algebraica del teorema del punto fijo. La versién que se presenta es una de las mds

utilizadas.

Teorema A.4. (Teorema del punto fijo de Brouwer) Sea B" = {x € R" : |z| < 1}, entonces para

cualquier funcion continua F : B™ — B™, f tiene un punto fijo, esto es, existe x € B" tal que

flx) ==x.

Figura 18: Retraccién de B™ a S"~1.
9

N x=g()
X ¢ 6B x €6B" ‘

Demostracion. Suponga que f : B™ — B™ es una funcion continua que no tiene ningun punto
fijo (i.e. f(x) # x,Vx € B™). Como f(z) y x no son iguales, entonces existe una recta que pasa
que pasa por ambos puntos. Definase como g(x) el punto donde la recta que inicia en f(x) y pasa
por x intersecta a S~ (Figura 18). Entonces g : B™ — S"~!, ademds en la frontera g(v) = x,
por lo cual g es una retraccion, pero por el lema A.1 (ver recuadro capitulo III), este mapeo no

puede existir. Por lo tanto tiene que existir un punto fijo. B

3. La conjetura de Kneser Fue presentada en un articulo en 1955, Kneser con-
sideré el problema de particionar el conjunto de todos los subconjuntos de k elementos de un
conjunto de n elementos de tal forma que los subconjuntos que pertenecen a una misma clase

tienen interseccién no vacia a pares. Kneser probd que es posible hacerlo con n — 2k + 2 clases,
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sin embargo solamente pudo conjeturar que esto no es posible con n — 2k 4+ 1 clases. El problema
permanecié abierto por 23 anos, hasta que en 1978 Lovasz lo resolvié. Posteriormente se han da-
do més soluciones a este problema. A continuacién se presentard una prueba que utiliza el TBU
presentada por Joshua Greene (2002).

Primero se convertira el problema a uno de grafos, por lo cual se presentan los grafos de Kneser.
El grafo de Kneser Kn(n, k) es el grafo cuyos vértices son todos los subconjuntos de k elementos
del conjunto {1,2,3,...,n} y en donde dos vértices estdn conectados si son disjuntos. Por ejemplo,
en el grafo Kn(2,1), los vértices son los subconjuntos de k elementos del conjunto {1, 2}. Entonces
los vértices son {1} y {2}, es decir, son solamente dos vértices, y ademds, como son disjuntos
los dos conjuntos, los dos vértices estan conectados (ver Figura 19). Otro ejemplo es el Kn(4,2),
en este caso son los subconjuntos de dos elementos del conjunto {1,2,3,4}. Es decir, los vértices
son los conjuntos: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4} y {3,4}. Dado que el conjunto tiene cuatro
elementos, cada subconjunto de dos elementos solamente serd disjunto de exactamente un conjunto

(su complemento). Entonces los seis conjuntos estardn conectados por pares (ver Figura 19).

Figura 19: Ejemplos de grafos de Kneser.
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Ahora se introduce la coloraciéon de un grafo: asignar a cada vértice un color. El nimero
cromdtico de un grafo es la minima cantidad de colores que se necesitan para colorear todos los
vértices del grafo de tal forma que si dos vértices son adyacentes, entonces no tienen asignado el
mismo color.

Vea que la coloracién es una particién como la que busca la conjetura de Kneser, pues los
conjuntos disjuntos no pueden tener el mismo color, es decir, no estan en la misma clase. Por lo
tanto probar la conjetura de Kneser es equivalente a probar que el nimero cromatico de un grafo
de Kneser es n — 2k + 2. Este es un muy buen ejemplo de como se puede simplificar un problema
cuando se utilizan los grafos. Pensar en particién de un conjunto de subconjuntos de tal forma que
en la misma clase no se tengan conjuntos disjuntos suena bastante complicado, pero un grafo de

Kneser simplifica la informacion, pues la relacién que nos interesa es la de disjuntos y fuera de eso
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no importa la forma de cada subconjunto. En el grafo cada subconjunto se simplifica a ser solo un
vértice. De esta forma incluso se puede visualizar.

A pesar de la simplificacién del problema, la prueba no es sencilla. Sin embargo es muy ingeniosa
la manera en que se utiliza el TBU. En esta prueba se puede ver lo flexible que es la matematica,

pues no es facil ver cémo sirve un teorema sobre n-esferas para resolver un problema de grafos.
Teorema A.5. (Lovdsz) El nimero cromdtico de un grafo de Kneser es n — 2k + 2.

Demostracion. Esta prueba se divide en dos partes, en la primera se prueba que existe una
coloracion del grafo de Kneser con n — 2k + 2 colores. En la sequnda parte se demuestra que esto
no es posible con n — 2k + 1 colores, por lo cual el minimo es n — 2k + 2 y este es el numero

cromatico.

» Se construird una coloracion con n — 2k + 2. Considere la familia A = {A1, As, ..., A:} de
subconjuntos de {1,2,...,n} tal que cada subconjunto A; tiene por lo menos un elemento del
congunto {1,2,...,n—2k}. En esta familia, se le asignard al conjunto A; el color min(4;). Si
dos conjuntos son disjuntos, entonces no van a tener el mismo minimo, por lo que tendrdn

diferente color.

El resto de subconjuntos solo tendrd elementos del conjunto {n—2k+1,n—2k+2,...,n}. Este
conjunto tiene 2k elementos, por lo que un subconjunto de k elementos solo serd disjunto con
su complemento, entonces se puede separar la familia de subconjuntos de tal forma que si
un conjunto estd pintado de un color, su complemento esté pintado del otro color. De esta

forma solo son necesarios dos colores para colorear el resto de los subconjuntos.

Con estas dos coloraciones se tiene una coloracion para el grafo kn(k,n) de n—2k+2 colores.

» FEsta segunda prueba se hard por contradiccion. Considere los conjuntos Q = {1,2,3,...,n} y
P ={x1,x9,....,x,}. A cada punto de i de Q se le asignard un punto x; en la (n — 2k + 1)-
esfera, de tal forma que para cualquier (n — 2k)-esfera contenida en S"~2**1 no contenga
n — 2k 4+ 2 o mds puntos de P. Vea que esto siempre es posible hacerse y, de hecho, lo mads
probable es que si se hace una asignacion al azar, cumpla la condicion que se estd pidiendo.

A esto se le llama una posicion general del conjunto P.!

Sea H(x) una funcidn que le asigna a cada punto de la 2n— k+ 1-esfera el hemisferio abierto
centrado en x. La generalizacion del hemisferio centrado en x es la parte que contiene a x
de las dos que se forman al pasar un plano por el origen que tiene un vector normal paralelo
al vector que se forma entre el origen y x. El hemisferio es abierto, por lo que no incluye la

(2n — k) esfera que se forma en la interseccion del plano con la (2n — k + 1)-esfera.

1 Esto se suele utilizar en computacion y en simulacion, ya que es el caso que suele ocurrir. En muchos casos
los algoritmos toman los casos especiales por separados, entonces se ejecutan comandos diferentes para la posicion
general de un conjunto de condiciones que para los casos especiales.
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Ahora suponga que existe una coloracion de Kn(k,n) con n—2k+1 colores. Y definanse los
conguntos U; como los puntos x de la (n— 2k + 1)-esfera tales que H(x) contiene k puntos de
P, de tal forma que el subconjunto de Q) que representan tenga asignado el colori. Nétese que
st k puntos de P pertenecen a H(x), para algin x en la esfera; entonces tienen que pertenecer

a algin U;, porque de lo contrario, habria un vértice del grafo que no estd coloreado.

Ahora nétese que cada uno de los U; es abierto porque los hemisferios con los que se estd cons-

n—2k+1 U

truyendo y que sirven para delimitar son abiertos. Entonces el conjunto F' = S"—2k+1\ Ui,

es cerrado. Ademds Uy,Us, ...,Up_ok11, F' son una cobertura de Sn—2k+1 compuesta solo de
conjuntos abiertos y cerrados. Por la version (g) del TBU (ver recuadro capitulo IIT), uno
de los conjuntos de la cubierta contiene un par de puntos antipodas. F no puede contener
puntos antipodas, porque para cada punto x € F, H(x) contiene, a lo sumo, k — 1 puntos de
P porque si tuviera K, entonces x tendria que pertenecer a algin U;. Entonces, si x y —x
son los antipodas en F, la union de los hemisferios centrados en x y —x es toda la esfera sin
la frontera de los hemisferios que es una n — 2k-esfera. Pero ya que en cada hemisferio hay
menos de k puntos de P, entonces el resto estan en la n — 2k-esfera; pero el resto son por lo
menos n — 2(k — 1) = n — 2k + 2, lo cual contradice la posicion general de P. Entonces los
antipodas deben de pertenecer a alguno de los U;, entonces H(x) y H(—x) contienen un sub-
congunto de @ de k elementos con coloracion i. Pero Dado que H(x) y H(—x) son disjuntos,
entonces los subconjuntos de QQ también son disjuntos, pero tienen el mismo color. Esto es

una contradiccion.

B. Aplicaciones no tedricas

En rigor matematico, algunas de las aplicaciones en esta seccién son complicadas, pero no
es tan dificil entender las ideas basicas. El objetivo de esta seccién es mostrar la cantidad de
informacién que se puede obtener de un teorema que inicialmente puede hasta parecer trivial y
que la mateméatica pura puede no tener aplicaciones inmediatas, pero que esta limitacion es solo una
apariencia momentanea. Las aplicaciones que surgen con el tiempo son inesperadas y el resultado
de mucha creatividad; otras estan esperando a que el resto de las ciencias se estudien méas y en
algin momento las necesiten y sean descubiertas.

En las primeras dos aplicaciones si se presenta el trasfondo matematico, sin embargo para las
ultimas dos ya no, pues no son aplicaciones sencillas y ademés una de ellas requieren conocimiento

sobre el funcionamiento del cerebro.

1. Elclima y la zona horaria Existen un par de islas llamadas Samoa Americana

y Samoa. Entre estas dos islas hay una distancia de 220 km. A pesar de estar a una distancia
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relativamente pequena, la diferencia en zona horaria es de 24 horas. Esto sucede ya que las dos

islas estan en lados diferentes de la linea internacional de cambio de fecha.

Figura 20: Mapa de las Islas Samoa.
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Ahora bien, se puede considerar el mapeo de la zona horaria como una circunferencia (Figura
21), y asignarle a cada zona horaria un punto de la circunferencia, es decir una funcién de S* hacia
R. El TBU nos dice que no existe una funcién que le asigne a cada zona horaria una hora diferente
vy que sea continua, es decir, que areas cercanas tengan hora parecida. Nétese que en este caso se

estd discretizando el TBU.

Figura 21: Zona horaria en una circunferencia.

2 +2

Otra aplicacién sencilla y muy popular para explicar el TBU es analizar la presion barométrica
y la temperatura de cada punto en la tierra. Si se asume que estas dos son continuas sobre la tierra
(lugares cercanos tienen temperaturas y presiones barométricas similares), entonces por el TBU,
con n = 2 existe un punto en la tierra diametralmente opuesto a otro con la misma temperatura
y presién barométrica. Esto quiere decir que en todo momento es posible encontrar un lugar en la

tierra que tiene las mismas condiciones que el mismo lugar al otro lado del mundo.
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2. El problema de los collares es muy facil de entender y la solucién es muy

interesante. Se presentara el problema con un cuento pequeno.

“Dos ladrones deciden robar un collar que se compone de n tipos de piedras preciosas. El collar
es extremadamente dificil de cortar por lo que los ladrones quieren saber cual es el minimo de cortes
que necesitan para repartirse el botin. El collar es tan dificil de cortar que tienen que comprar
cuchillos especiales, y aun esos cuchillos se quedan sin filo después de hacer un corte. Quieren
comprar los cuchillos antes de hacer el robo, porque después estaran muy ocupados huyendo y
no podran parar a comprarlos. Como los cuchillos son caros quieren comprar la menor cantidad
posible. Como el collar esta hecho de tipos diferentes de piedras preciosas, cada una tiene un valor
diferente. El secreto del éxito detras de sus robos estd en la confianza entre ellos. Para mantener
esta confianza cada ladrén debe tener la misma cantidad de cada tipo de piedras.

Uno de los ladrones es matemédtico en sus tiempos libres. Asi que, cuando ve el problema al
que se enfrentan él y su companero, decide embarcarse en la bisqueda de la solucién antes de que
llegue el dia del robo. Se encuentra al TBU, el cual le parecié interesante, pero, al inicio considerd
que no podria ayudarlo a solucionar su problema. El dia del robo se acercaba y no logré encontrar
solucién. Parecia un problema sencillo, pero el problema estaba a punto de derrotarlo.

Regresé a su guarida sintiéndose derrotado. Decidié rendirse y buscar algo més para entrete-
nerse. En ese momento recordé el TBU y decidié que seria divertido estudiarlo. El ladrén encontré
cosas muy divertidas con ese teorema, pero le frustré que es muy dificil de demostrar, cuando
parece algo sencillo. Esto le recordé a su propio problema, y en ese momento todo tuvo sentido. El
ladrén saca una hoja de papel, su ldpiz y comienza a trabajar en su nueva idea. Cuando comienza a
amanecer el ladrén corre al puente donde se encontraria con su companero y le dice: -Necesitamos

n cuchillos y no mas!-”

Antes de continuar, se formalizard un poco la historia con las siguientes aclaraciones. El collar
se asume que estd abierto (o que se puede abrir), de esta forma se puede representar como un
intervalo en R, en donde cada punto del intervalo es parte del collar. En la Figura 22 se muestra

la representacion de un collar como un intervalo.

Definicién B.1. Una m-reparticion de un intervalo (a,b) es un par de conjuntos (C, R), en donde

C={x1,22,....,xm} , con z; € (a,b) y R ={r1,72,...; "m, 'm41}, donde r; € {1, —1}.

Se le llama m-reparticién ya que cada punto en el conjunto C' se puede interpretar como un
corte y cada intervalo entre los puntos es un “pedazo” del intervalo. A cada uno de los m + 1
intervalos que definen los m cortes se le asigna el respectivo r;, de tal forma que si r; es menos uno,

ese pedazo del collar se le reparte al primer ladrén; y si es uno, entonces se le da al otro ladroén.
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Figura 22: Reparticién de un collar en el intervalo [0, 1].
+
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Esta definicién servird para la solucién del problema.

Teorema B.1. (reparticidn de collares)
Dado un collar con n tipos de piedras, siempre es posible repartir las piedras en dos grupos de

manera que cada grupo tiene la misma cantidad de cada tipo de piedra, haciendo n cortes al collar.

Demostracion. Primero se definird una particion del collar a partir de un punto en S™. Sea
z € 8" = {x1,T2, ..., T, Tny1}, entonces se sabe que x3 + 23 + ... + 22 + 22, = 1. Se definen
las unidades en este caso como el largo del collar, es decir, el collar mide 1. Entonces se puede
representar al collar completo como el intervalo [0,1]. Ademds si se hace el primer corte en c¢; = 22,
el sequndo corte en ca = 23+ 123, el tercer corte en c3 = x5+ 2% + 123 y asi sucesivamente hasta que
se hace el n-ésimo corte en ¢, = 22 +x2_| +...4+x2, como se muestra en la Figura 22, entonces se
tiene un conjunto de cortes C' = {c1, ca, ...,cn}. Por otro lado, sea r; = sgn(x;), entonces definase
el conjunto R =11,79,...,7n, Tny1. Ahora se tiene una n-reparticion (C, R). Con esto, cada punto
de la n-esfera representa una particion del collar. Ademds cada n-reparticion particion del collar
(intervalo [0, 1]) representa un punto en la esfera. Ahora que ya se tiene la n-esfera de la que habla
el TBU, solamente falta hacer la funcion continua hacia R™.

Sea la funcion f: S™ — R™ tal que a cada n-reparticion se le asigna el vector {y1,ya, ..., Yn}
en donde y; representa la cantidad de piedras del tipo i con las que se queda el primer ladron. Es
decir, el ladron uno tendrd y; piedras tipo i. Notese que hacer un cambio pequeno en la particion
solamente hace un cambio pequeno en la cantidad de piedras de cada tipo que recibe el primer
ladrén. Por lo cual esta funcion es continua.

Por el TBU, eziste un punto = en la n-esfera tal que f(x) = f(—z). Esto significa que hay dos
puntos diametralmente opuestos tales que en cualquiera de los dos, el ladrén uno recibe la misma
cantidad de cada tipo de piedra. Ahora ndtese lo que significa que dos puntos sean diametralmente
opuestos en términos de n-reparticiones del collar. Esto quiere decir que el signo de cada compo-
nente es opuesto. El signo representa qué recibe el primer ladrén y qué recibe el seqgundo. Entonces

al dar la vuelta a los signos se le estd dando al ladrén dos lo que antes recibia el ladrén uno.
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Entonces f(x) = f(—x) quiere decir que el ladrdn uno y el ladrén dos estin recibiendo la misma
cantidad de cada tipo de piedra.

Con esto queda demostrado que siempre se puede hacer la particion deseada con n cortes. Sin
embargo aun falta probar que no se puede con n-1 cortes. Para demostrar esto considere un collar
de la siguiente forma: Tiene 4 piedras de cada tipo de piedra y tiene n piedras, ademds estd orde-
nado de forma que primero van las cuatro piedras tipo 1, luego van las cuatro piedras tipo 2, luego
van las cuatro piedras tipo 3 y ast sucesivamente hasta que al final estdn las cuatro piedras tipo n.
Por lo tanto, para partir este collar entre los dos ladrones, serd necesario hacer por lo menos un
corte entre cada grupo de cuatro piedras iguales, de otro modo, las cuatro piedras irdn a un solo
ladron. Entonces, por lo menos hay que hacer n cortes y no es posible hacer la reparticion con

solamente n — 1 cortes.l

3. Modelaciéon de la estructura de conectividad antipoda en las
comunidades neuronales En 2015, Karaman (2016) publicé su tesis para obtener el titulo
de maestria en ciencias de la computacién, més adelante esta misma tesis fue publicada con un
articulo. Su tesis utiliza el TBU, la ley de Gauss y la proyeccion estereografica de Riemman para
hacer un programa que transforme los datos unidimensionales que se obtienen usando un electro-
encefalograma (EEG) y los convierte a datos tridimensionales y con esto comprueba la existencia
de un tipo especial de conectividad entre comunidades de neuronas. El electroencefalograma utiliza
electrodos para medir las corrientes eléctricas que se dan entre neuronas.

Los procesos en el cerebro se llevan a cabo a través de impulsos eléctricos. Estas corrientes
eléctricas se miden y son las que muestran al actividad cerebral. Ademds existen teorias que
agrupan grupos de neuronas como una comunidad, ya que todas hacen una actividad similar
durante el funcionamiento del cerebro. Se ha estudiado que a pesar de que hay miles de millones
de neuronas en el cerebro, hay un 20 % de neuronas que transmiten un 70 % de la informacién. A
estas neuronas se les conoce como neuronas eje (hub neurons en inglés).

El funcionamiento del cerebro es sumamente complejo. Entre estas complejidades se ha observa-
do que a veces, cuando se hace una intervencién quirirgica en el cerebro se afectan funcionalidades
del cerebro que no estan relacionadas con la regién en la que se hizo la intervencion. Esto lleva a
pensar que existen conectividades entre comunidades de neuronas que estdn en diferentes partes
del cerebro. Esto lleva a considerar la existencia de neuronas eje que estén en diferentes partes del
cerebro, pero que estdn conectadas. A estas se les denominé neuronas eje antipodas (antipodal hub
neurons en inglés).

Karaman et al (2016) establecen dos formas de producir informacién. La primera es inductiva
y la segunda es deductiva. En la forma inductiva, se trabaja primero con experimentos y a partir

de sus resultados se hacen generalizaciones que luego se convierten en teorias. Por otro lado,
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la manera deductiva establece una teoria primero, entonces se hacen predicciones que luego son
comprobadas con experimentos. Los autores plantean que en el caso del funcionamiento del cerebro
es mas correcto usar el pensamiento deductivo, ya que la relacién entre el funcionamiento y la
parte estructural del cerebro es muy complicada. Entonces hacer generalizaciones a partir de las
observaciones que se hagan en los experimentos resulta méas complicado que comprobar teorias
utilizando experimentos. En esta linea de pensamiento, utilizan el TBU para establecer una teoria
que luego sera comprobada utilizando el encefalograma y algunas herramientas matematicas.

EL trabajo de Karaman (2016) consiste en probar la existencia de las neuronas eje antipodas
de forma deductiva. Es por esto que primero se hace la teoria. La herramienta principal para esto
es el TBU, que demuestra la existencia de neuronas que tienen las mismas corrientes eléctricas en
un par de puntos antipodas. Ya que el cerebro tiene la forma parecida a un hemisferio. De hecho,
es muy parecido a una esfera. Los impulsos eléctricos en la superficie del cerebro actiian como una
funcién continua sobre una esfera.

Con esto en mente, construyé el algoritmo de proyecciéon, normalizaciéon y transformacién
(PNT), el cual transforma la informacién obtenida por los electrodos del encefalograma en una
representacién en 3-D de la informacién. El algoritmo consiste, a grandes rasgos, en: primero,
transformar la sefal utilizando la transformacién de Hilbert, 2 luego se normaliza y finalmente
se utiliza la proyeccién estereogréfica para proyectar los datos a la tercera dimensién. Durante
este procedimiento, los autores establecen que (por Borsuk-Ulam) existe un par de sensores cuya
proyeccién en 3-D es igual con una precision de 5 digitos en la parte real e imaginaria.

Con este algoritmo es posible detectar las neuronas eje antipodas. Con esto se pueden identi-
ficar comunidades antipodas que tienen impulsos eléctricos iguales. Ademds, es un método muy

sencillo de usar, ya que el electroencefalograma es una herramienta bésica en el anélisis del cerebro.

4. Una aplicacién en la fisica del TBU Biasi et al (2005) buscaron otra
forma de generalizar el TBU y encontraron un resultado interesante para n = 2. El enunciado
utiliza conceptos de teoria de la medida, por lo que no lo enunciaré de manera completamente

formal. El teorema A en (Biasi y Mattos, 2009) corresponde a la versién formal del teorema. En

2La transformacién de Hilbert es un operador lineal que transforma la sefial real a otra funcién real positiva. Es
utilizado principalmente en procesamiento de senales. David Hilbert lo present6 en 1905, cuando publicé la solucién
a un problema que Riemann habia propuesto en la época. Ahora se conoce como el problema Riemann-Hilbert. La
transformada de Hilbert de u(t) estd definida como:

Hw)(t) = l/jo ) 4

s infty t— T
Lo anterior es la convolucién de la funcién u(v) con % Entre las propiedades de esta transformada estd que al
aplicarse dos veces devuelve su negativa (i.e. H(H (u(t)) = —u(t)).

Lo importante de esta transformada es que el conjugado armoénico de la funcién es su transformada de Hilbert.
Entonces u+iv, en donde v es la transformada de Hilbert de u, es una funcién que cumple las ecuaciones de Cauchy
Riemann. Es una extensién al plano superior de los complejos. Esto es lo que utilizan en Karaman (2016), para
el algoritmo que estan construyendo, en donde transfoman la senal de los electrodos al campo complejo y luego la
regresan en tercera dimensién.
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este caso solo se da una explicacion intuitiva.

Considere un espacio A localmente conexo por caminos subconjunto de un espacio X que es
Hausdorff. Dada una funcién ¢ : A — A que cumple ciertas condiciones, para todo mapeo continuo
f: X — R? es posible encontrar un punto x € X tal que f(z) = f(¢(x)) o encontrar un punto
x € A que cumple que f(¢(x)) estd situado sobre el segmento de recta definido entre f(z) y
f(¢%(z)). Note que cuando se establece X = S%, A = R? y ¢(x) = —z se da caso el caso del TBU
donde n = 2.

En el caso en que A = X, Pannwitz (1952) probé que es imposible encontrar un punto z € X tal
que f(z) = f(é(x)), entonces se debe cumplir la segunda condicién, que f(x), f(¢(x)) v f(d*(z))

son colineales.

De lo anterior se puede deducir la siguiente aplicacién para la fisica. Considere las particulas

Py, P, y P53 que se mueven en R? con ecuaciones de posicién

a(t), p(x(t) y ¢*(=(t)),

respectivamente, entonces es posible encontrar un instante tg en el cual las tres particulas estan
alineadas. Es mas, se puede encontrar el momento en que estan alineadas y, especificamente, P se

encuentra en el medio.



VI CONCLUSIONES

< La matemdtica pura es de una manera muy distinta mds util que la aplicada. Porque lo que es
util sobretodo es la técnica, y la técnica matemdtica se ensena a través de la matemdtica pura. >

-Godfrey Harold Hardy

El TBU provee numerosas aplicaciones y consecuencias. El enunciado del teorema es facil de
entender y el caso n = 1 se puede demostrar solo con el teorema del valor intermedio, pero su
demostracién se complica significativamente para n > 1. Por estas caracteristicas, el TBU se
puede trabajar en dreas sencillas o en dreas mas complicadas. Esto permitié hacer un trabajo que
introduce ramas méas complicadas de la matemaética como la topologia algebraica comenzando con
conceptos basicos.

El teorema fue demostrado utilizando herramientas de calculo para el caso n = 1, herramientas
de topologia algebraica para n = 2 y, en general, se demostré utilizando combinatoria. Ademas se
enunciaron nueve versiones del TBU en diferentes areas como lo son la combinatoria y la topologia
algebraica. También se enuncian en términos de coberturas abiertas o cerradas. Con estas tres
demostraciones y con todas las formas distintas de enunciarlo quedé mostrada la versatilidad del
TBU.

Se incluyeron aplicaciones e implicaciones del teorema. En la matemética pura se demostrd
el teorema del punto fijo de Brouwer, el cual es de suma importancia en la teoria matematica,
sobretodo para las ecuaciones diferenciales; se presenté una generalizacion del teorema, mostrando
asi que ain queda espacio para seguir trabajando en el TBU; y también se presenté la conjetura
de Kneser, en esta se ve una forma muy interesante de utilizar el teorema. En aplicaciones que
no son directamente para matematica pura se mostré el problema de los collares, que es parte
de lo que se llama divisién justa; se presenté una aplicacién que contribuye al entendimiento de
las redes neuronales a través de la conversién de datos en dos dimensiones que provienen del
electroencefalograma a datos en tres dimensiones; y por ultimo se utilizé una generalizacién del
TBU para encontrar tres particulas que se tienen que alinear si cumplen con ciertas condiciones
en sus ecuaciones de posicién. Con estas aplicaciones se comienza a entender la importancia del

TBU para la matematica.
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VIIT RECOMENDACIONES

<& De €l aprendi sobre los trucos y métodos de la topologia que son verdaderamente geométricos,
mas visuales y casi “palpables” >

-Stanislaw Ulam (sobre Karol Borsuk)

La matematica pura necesita investigadores. Aun queda mucho por ser estudiado. En este
trabajo se present6 solamente un teorema, que fue probado hace 85 anos, y atin siguen publicandose
articulos con aplicaciones, pruebas o generalizaciones nuevas. La matemaética es una de las ciencias
mas antiguas, por lo que puede parecer que ya ha sido demasiado estudiada, pero atin hay espacio
para mas. Se abren espacios mientras se estudia esta ciencia, como ocurre con el TBU, que su
descubrimiento lleva a més espacio para investigar.

Lo verdaderamente dificil es especializarse y encontrar en qué especializarse. En esta cuestion lo
mads recomendable es “probar” las diferentes ramas, y continuar en donde se despierte la curiosidad.
También es bueno buscar un area en donde alguien esté interesado y esté haciendo estudios, ya
que siempre es mas facil trabajar cuando se tiene con quién compartir las soluciones o dudas y con
quien hablar sobre los problemas o las dificultades y que aporte con un punto de vista diferente.

Es bueno tomar en cuenta que una decisién no es permanente, puede ser que en este momento
la rama que mas le llama la atencién a una persona sea diferente a la que le llamard la atencién
dentro de unos anos. En estos casos hay que ir a donde lleve la curiosidad que es la fuente e insumo

para la investigacién.
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IX ANEXOS

A. Pruebas complementarias

En el capitulo dos se utiliza un lema técnico cuya prueba es un argumento trigonométrico, por
esto no se incluye en el texto principal. Este lema técnico esta redactado de una forma complicada
para simplificar las pruebas en las que se utiliza. Realmente el lema técnico es simplemente una

propiedad en trigonometria y no tiene nada que ver con elevaciones o caminos.
Lema A.1. (lema técnico) Sean p(z) = (cos(x), sen(z)), B un camino en S* y B una elevacion
de B con B(1) = Nw,N € Z. Entonces si N es par po (z + B(1)) = p(x) y si N es impar
po(z+B(1)) = —p(o).
Demostracién. Ya que B(l) = (2k + )7,k € Z, entonces lo que se quiere probar es que si
p(x) = (cos(x), sen(x)), entonces p(x + Nm) = p(x) para N entero. Esto es fdcil de probar:
p(x+ N7) = ((cos(x + N7), sen(z + N))
=(cos(x)cos(Nw) — sen(x)sen(N), sen(x)cos(Nm) — sen(Nw)cos(z))
=(cos(x)cos(N), sen(x)cos(N))
Entonces, si N es par:
p(z + N7) = (cos(x), sen(z)) = p(x).
y st N es tmpar:
p(z + N7) = (—cos(x), —sen(x)) = —(cos(x), sen(x)) = —p(z).M

En el capitulo III se dejé incompleta la prueba de (f) = (c¢), porque no se tenia la herramienta
necesaria para completarla. Hasta el capitulo IV se introduce la combinatoria necesaria para este

resultado. El enunciado se demostrara en este apartado.

Lema A.2. Existe una cubierta cerrada {Fy, Fa,...,F,11} de S tal que no hay ningiin par de

puntos antipodas que estén en el mismo conjunto cerrado.

Demostracion. Considere el n-simplejo que contiene al 0 en su interior. Este tiene n+ 1 caras
(simplejos de dimension n — 1). Ahora considere la funcion f : R™ w S"~1 tal que f(x) =
%. La imagen bajo f de cada una de las caras del n-simplejo devuelve un cerrado en S~ 1.
Intuitivamente se puede ver como inflar un tetraedro hasta que quede esférico o deformar un

tridngulo hasta que quede una circunferencia (Figura 23). Entonces se forma una cubierta de

S"=1 compuesta de n+ 1 cerrados. B
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B.

Figura 23: Transformacién de simplejos a cubierta cerrada de esfera

Ao
AE

antipoda en la frontera.

Glosario

Un mapeo F': X — Y es antipoda en la frontera si es continuo y se cumple que f(-x)=-f(x),
para todo z € 0X.
Arista (grafo).

Ver definicién de Grafo.

Bicontinua (funcién).

Una funcién f es bicontinua si es continua y su inversa también es continua.

Bola n-dimensional La bola n-dimensional o n-bola se define como el espacio B™ = {z €
R[]l < 1}

Camino

Un camino en un espacio X es un mapeo continuo « : [0,1] — X. A f(0) se le llama punto
inicial y f(1) es el punto final.

Camino inverso

Dado un camino « : [0,1] — X, el camino inverso de « es el mapeo o : [0, 1] — X definido
por: o’ (t) = a(1 — t). Note que el punto inicial de o’ es el punto final de a y el punto final

es el inicial de a.

Cara (de un n-simplejo)

Cualquier subconjunto S’ de vértices de un n-simplejo S que forma un simplejo es una cara

de S.
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Compacto
Un espacio topolégico X' es compacto si para toda coleccién de abiertos {U;} tales que
U2, U; = X, existe una subcoleccién finita {U;, } tal que (o, U;. = X.
Complejo simplicial
Un conjunto de simplejos I es un complejo simplicial si cumple:
1. dado un simplejo o € I, cualquier cara de o también esta contenida en K

2. La interseccién de dos simplejos en K es vacia o también es un simplejo contenido en K

Composicién de caminos (trayectorias)

Dados dos caminos oy y ag, se define la composicién por el mapeo aj o ay : [0,1] —» X

definido por:

a0 as(t) =

Conexo (Simplemente conexo)

Un espacio X es simplemente conexo si es conexo por caminos y, ademds, cada camino en X
es hométopo a un punto (camino constante).

Didmetro (de una triangulacién)

El didmetro de un simplejo S es diam(S) = sup{|lz — y| : z,y € S}.

Dimensién (de un simplejo)

Ver definicién de simplejo.

Elevacién

Sea E un espacio recubridor de X y p su proyeccién recubridora. Dada una funcién F : A —
X, se dice que f es una elevacién de f si p(f(z)) = f(x).

Esfera n-dimensional La esfera n-dimensional o n-esfera se define como el espacio S™ =
{z e R* ||| = 1}

Espacio conexo por caminos

Un espacio X es conexo por caminos si para cualesquiera a,b € X existe un camino en X
que inicia en a y termina en b.

Espacio Hausdorff

Un espacio topoldgico X es de Hausdorff si para cualesquiera par de puntos zi,z2 € X,
existen Uy y Uy abiertos tales que x1 y zo pertenecen a U; y Us respectivamente y ademas

la interseccion de Uy y Us es vacia.
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Espacio recubridor

Ver proyeccion recubridora.

Faceta (de un n-simplejo)

Una faceta de un simplejo es una cara que forma un n — 1-simplejo.

Funcién puntuada

Dados dos espacios topoldgicos puntuados (X, z¢) y (Y, yo) un mapeo puntuado es un mapeo
f:X =Y tal que f(zo) = yo.

Grado (de un vértice en un grafo)

En un grafo no dirigido, el grado de un vértice es el nimero de aristas que inciden en el
vértice.

Grafo

Un grafo G es un conjunto de puntos V(G) (vértices) y un conjunto de pares de vértices A(G)
(aristas). Un grafo se puede representar visualmente como un conjunto de puntos conectados

por segmentos, donde cada segmento representa cada uno de los pares en A(G).

Grafo de Kneser

Un grafo de Kneser Kn(k,n) es tal que los vértices son los subconjuntos de cardinalidad k del
conjunto {1,2,3,...,n} en donde dos vértices estdn conectados si y solo si los subconjuntos

que representan son disjuntos.

Homeomorfismo

Dados dos espacios topolégicos X y Y, una funcién f : X +— ) es un homeomorfismo si es
sobreyectiva y bicontinua. En este caso se dice que X' y Y son homeomorfos.
Homomorfismo

Un homomorfismo h entre dos grupos (X, ®), (Y, x) es un mapeo que preserva la operacion,
es decir, h(x; ® x2) = h(z1) x h(zz), para todo z1,z2 € (X,®). En este caso se dice que

(X,0) y (Y, x) son homomorfos.

Homotopia

Sean f,g € p(X;xp,x1) dos trayectorias. Entonces f hométopa a g (en simbolos f ~ g), si

existe una funcién continua H : [0, 1] x [0,1] — X tal que:

g s=0,0<t<1
r1; s=10<t<1
f(s) 0<s<1,t=0
g(s) 0<s<1,t=1

H(s,t) =
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En este caso a H se le denomina homotopia entre f y g.

Isomorfismo

Un isomorfismo h entre dos grupos (X, ®), (Y, x) es un mapeo biyectivo que es homomor-
fismo. En este caso se dice que (X,®) y (Y, X) son isomorfos.

mapeo puntuado

Dados dos espacios topoldgicos puntuados (X, zg) y (¥, 90), un mapeo f : X, zq) — (¥, v0)
es un mapeo puntuado si f(zg) = yo.

mapeo simplicial

Un mapeo entre dos triangulaciones f : 77 — T5 es simplicial si a cada simplejo de T} le
asigna un simplejo en T5.

Norma infinito

La norma infinito de un vector x con componentes 1, s, ..., T, denotada ||z, es el maximo
de los valores absolutos de sus componentes. ||| = mdz{|z;| :i=1,2,...,n}.

Ntimero cromatico

El nimero croméatico de un grafo es la minima cantidad de colores que se necesitan para
asignar un color a todos los vértices del grafo de tal forma que si dos vértices son adyacentes,
entonces no tienen asignado el mismo color.

Proyeccién recubridora

Sean X y E espacios topoldgicos y sea p : E — X continua y sobreyectiva. Se dice que p es
una proyeccién recubridora y que E es un espacio recubridor de X si para todo x € X existe
un entorno U(x) con p~(U(z)) = |J Va, donde los conjuntos V,, son abiertos disjuntos en F
tales que p|,, es un homeomorfismo.

Refinamiento

Dado un simplejo o,se le llamara un refinamiento a un simplejo 7 que cumple que para cada
01 € T, existe do € o tal que §; C Js.

Retraccion

Dado un espacio topoldgico X y un subespacio A, el mapeo f : X — A es una retraccién
de X en A si f es continua y su imagen bajo la restriccion a A es la identidad, es decir
f(a) = a,Va € A. En caso de que existe esta funcién, se dice que A es un retracto de X.

Retracto

Ver retraccién.
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= simétricamente antipoda en la frontera
Ver antipoda en la frontera.
= n-simplejo

Dado un conjunto de puntos S, un n-simplejo es el conjunto convexo mas pequeno que contiene

n + 1 puntos independientes de forma afin. La dimensién del n-simplejo o es dim(o) = n.

= Trayectoria

Una trayectoria es un camino. Ver camino.

» vértice (grafo)

Ver definicién de Grafo.

C. El lema de Sperner

Primero se definirdn dos términos, los cuales sirven para enunciar el lema de Sperner.

Definicién C.1. Dado un complejo simplicial, se dice que un n-simplejo estd totalmente etiquetado

si todos sus vértices tienen etiquetas distintas, y sus etiquetas estdn en el conjunto {1,2,...,n,n+1}.

Definicién C.2. Un etiquetado de un complejo simplicial es de Sperner si ningun vértice tiene 0

de etiqueta y las etiquetas estdn en el conjunto {1,2,...,n,n+ 1}.

Lema C.1. (Lema de Sperner) Sea A : V(G) — {1,2,...,n,n + 1} un etiqguetado de Sperner
del complejo simplicial K. Entonces existe al menos un n-simplejo totalmente etiquetado en K.

Ademds, el nimero de n-simplejos totalmente etiquetados es impar.



