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JOSÉ PABLO LINARES FERNÁNDEZ
PARA OPTAR AL GRADO ACADÉMICO
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calor espećıfico en el caso del diamante (θE se elige como 1320K). . . . . . . . . . 8
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Resumen

Uno de los modelos estad́ısticos más estudiados es el modelo de Ising. Este modelo no presenta

transiciones de fase en el caso uno-dimensional, pero si para el caso dos-dimensional. En particular,

este modelo puede ser descrito durante una transición de fase utilizando teoŕıas de campos con-

formes en dos dimensiones. Una propiedad interesante para investigar es el caos cuántico durante

las transiciones de fase. Utilizando OTOCs, se determinó que el esṕın es cuánticamente caótico.
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1 Introducción

El objetivo de este trabajo es comprender la estructura de sistemas cuánticos en bajas dimen-

siones (espećıficamente el modelo de Ising) y estudiar medidas de chaos. El modelo de Ising es uno

de los modelos estad́ısticos más estudiados, se puede decir que es uno de los clásicos. Éste consiste

en part́ıculas organizadas sobre una red con espines +1 ó −1. Este modelo fue concebido original-

mente por Ernst Ising en 1 dimensión, pero fue rápidamente abandonado porque no presentaba

transiciones de fase. Mucho tiempo después Lars Onsager resolveŕıa el modelo en 2 dimensiones y

con esto probar que en ese espacio si existen transiciones de fase. De todos los modelos mı́nimos

que se estudian, éste es el más simple.

En modelos estad́ısticos como el de Ising, se quiere estudiar lo que sucede en los cambios

de fase. Sin embargo, el estudio teórico de estos fenómenos f́ısicos puede resultar complicado de-

bido a que se estudian utilizando teoŕıa cuántica de campos (QFT por sus siglas en inglés). Sin

embargo, se puede estudiar algunas propiedades de estos fenómenos sin saber QFT. Este atajo se

logra utilizando teoŕıas de campos conformes (CFT por sus siglas en inglés) para calcular funciones

de 2, 3 y 4 puntos en dos dimensiones. Una CFT es aquella donde un campo es invariante ante

transformaciones conformes, las cuales son aquellas que preservan ángulos.

Por otro lado, uno de los fenómenos f́ısicos más conocidos es el efecto mariposa, el cual se

refiere a que un leve cambio en las condiciones iniciales presenta un cambio significativo en el

sistema al cabo de mucho tiempo. Cuando un sistema cumple con esto se dice que es caótico. Este

comportamiento es completamente determińıstico, pero parece aleatorio debido a que es f́ısicamente

imposible medir exactas las condiciones iniciales de un sistema y esas pequeñas variaciones que

estaŕıan dentro de la incertidumbre de los instrumentos desataŕıa diferencias aparentemente aleato-

rias. De esto sigue pasar del régimen clásico al régimen cuántico. Cuando hacemos esto el caos es

medido por

F βij = −〈[Oi(t),Oj(0)]2〉β .

Al expandir el conmutador, F βij
1 está en función de funciones de 4 puntos. Este problema puede

ser complicado si se ataca desde QFT, pero si se trata de resolver con CFT resulta relativamente

simple.

1La notación tensorial está explicada en el apéndice B.
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Un problema que se encuentra cuando se trata de incorporar CFTs para resolver el prob-

lema de caos cuántico es que el primer tiempo que se identifica tiene caracteŕısticas euclidianas,

las cuales no corresponden al tiempo f́ısico; esto se debe a que originalmente una CFT se trabaja

en un espacio euclidiano, cuya métrica no corresponde a la de Minkowski. Por esto se hace una

continuación anaĺıtica

t→ tE − itL,

donde E se refiere a euclidiano y L a lorentziano. Esta es la última herramienta que se necesita

para determinar caos en el modelo de Ising.

Esta tesis es en parte una monograf́ıa de los temas mencionados anteriormente y la presentación

de una forma simple de calcular caos para modelos minimales. El segundo caṕıtulo es un breve

resumen de los conceptos básicos de mecánica estad́ıstica con algunos ejemplos resueltos. El tercer

caṕıtulo es una descripción del modelo de Ising en 1 dimensión (con su solución) y 2 dimensiones

(ya resuelto). El cuarto caṕıtulo es una descripción de lo más básico de CFT con énfasis en dos

dimensiones y la aplicación al modelo de Ising para obtener funciones de 2 y 4 puntos. Por último,

el quinto caṕıtulo trata sobre la definición de caos cuántico; OTOC (Out of Time Order Correla-

tor), lo cual permite calcular el comportamiento de las funciones de 4 puntos del modelo de Ising

y aśı finalmente concluir en cual primario de ese modelo existe caos.



2 Funciones de partición

La mecánica estad́ıstica surge debido a la necesidad de trabajar con muchas part́ıculas, del

orden de 1023. Por ejemplo, dado un sistema cuántico, la ecuación de Schödinger independiente

del tiempo es:

Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉. (2.1)

En mecánica cuántica buscamos resolver esta ecuación. Pero debido a que tenemos ∼ 1023

grados de libertad, esta seŕıa una tarea casi imposible, incluso con poder computacional para los

eigenestados; los cuales se denominan microestados. Sin embargo, la forma de los eigenestados del

sistema no nos interesa, sino el comportamiento que observaŕıamos macroscópicamente; es decir

los macroestados(Tong , 2012).

La mecánica estad́ıstica parte de un supuesto fundamental:

Para un sistema aislado en equilibrio, todos los microestados accessibles son igual de

probables.

2.1 Ensambles

Para un macroestado dado, si se le midiera en un tiempo inicial, se veŕıa un microestado

cualquiera. Pero al medir después de un tiempo, es probable que se vea otro microestado. Al

medir varias veces se debeŕıa haber visto muchos microestados differentes (dado que el sistema

no sea trivial o casi trivial). Esperamos entonces que este sistema mantenga sus caracteŕısticas

macroscópicas promedio, a pesar que de sus microestados esté en constante fluctuación(Pathria y

Beale, 2011).

Definición 2.1. Un ensamble es un sistema que mantiene constante sus caracteŕısticas macroscópicas

promedio a pesar de que sus microestados esté en constante flunctuación.

Como un sistema aislado es muy raro en la naturaleza, nos interesaŕıa saber qué sucede con

sistemas que puedan intercambiar enerǵıa (ensamble canónico) y materia (ensamble grancanónico).

Sin embargo, es necesario estudiar el primer tipo de sistema porque cumple con el supuesto funda-

mental directamente. De la caracterización de este sistema (ensamble microcanónico) se definirá

la temperatura termodinámica que será lo que una a esta teoŕıa con teoŕıas macroscópicas.

2.1.1. Ensamble microcanónico

3
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Definición 2.2. Un ensamble microcanónico es un sistema cuya enerǵıa y número de part́ıculas

están fijas.

Dada esta definición y el supuesto fundamental, la probabilidad p de que un sistema se encuentre

en un estado |n〉 es la misma para cualquiera, es decir:

p(n) =
1

Ω(E)
, (2.2)

donde Ω(E) es el número de microestados posibles con enerǵıa E.

Definición 2.3. Dada kB = 1.38 × 10−23J ∗K−1 la constante de Boltzmann, la entroṕıa micro-

canónica S está dada por:

S(E) = kB ln[Ω(E)]. (2.3)

.

Definición 2.4. La temperatura termodinámica T se define como:

∂S

∂E
=

1

T
. (2.4)

Esta última definición se debe a que se maximiza la entroṕıa de dos sistemas que no interactúan

entre ellos cuando:
∂S1

∂E
=
∂S2

∂E
⇔ T1 = T2, (2.5)

es decir, que dada la segunda ley de la termodinámica, el sistema siempre aumentará su entroṕıa

por lo que al llegar al máximo debeŕıa estar en equilibrio. Que ambas temperaturas sean iguales

tiene correspondencia con el equilibrio térmico que se observa macroscópicamente(Tong , 2012).

Definición 2.5. La capactidad caloŕıfica C se define como:

C =
∂E

∂T
. (2.6)

Esto es importante porque es una cantidad macroscópica medible.

2.1.2. Ensamble canónico Ya habiendo caracterizado el ensamble más elemental,

nos movemos ahora a caracterizar uno que pueda tener variaciones en la enerǵıa. Esto lo hacemos

porque muchos sistemas en la naturaleza se pueden modelar cumpliendo esta caracteŕıstica. Para

hacer esta caracterización, hacemos las definiciones siguientes.

Definición 2.6. Un reservorio es un sistema con enerǵıa muy grande en comparación a otro

sistema.
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Definición 2.7. Un ensamble canónico es un sistema cuyo número de part́ıculas es constante en

contacto con un reservorio, el cual le permite tener fluctuaciones de enerǵıa.

Para este sistema, la probabilidad de que esté en un estado |n〉 con enerǵıa En es:

p(n) =
e−βEn

Z
; β ≡ 1

kBT
. (2.7)

Definición 2.8. La función de partición canónica Z se define como la siguiente sumatoria sobre

todos los estados posibles:

Z =
∑
n

e−βEn . (2.8)

Una propiedad de la función de partición es que dados dos sistemas que no interactuan entre

si, al ponerlos en contacto la nueva función de partición es la multiplicación de las anteriores. Por

lo que dados m sistemas que no interactuan entre si, la función de partición del sistema que surge

al unirlos es:

Zm =

m∏
n=1

Zn. (2.9)

La función de partición es de gran importancia ya que caracteriza la probabilidad de esta-

dos. Esto significa que podemos encontrar valores esperados de cantidades como la enerǵıa o la

temperatura si conocemos Z(Tong , 2012). Como ejemplos se pueden mencionar las siguientes

relaciones:

〈E〉 = −∂ lnZ

∂β
, (2.10)

∆E2 =
∂2 lnZ

∂β2
. (2.11)

2.2 Ejemplo: Oscilador armónico clásico y cuántico

Una de las modelaciones más comunes en f́ısica es la de un oscilador armónico, el cual viene de

hacer una expansión de Taylor a algún potencial cualquiera cerca del equilibrio. Como se mencionó

antes, encontrar la función de partición permite encontrar valores esperados, por lo que será lo

primero que se calculará.

Empezamos con un oscilador clásico, para éste tenemos que la sumatoria sobre todos los estados

se vuelve una integral en el estado de fase:

∑
n

→
∫ ∫

dxdp, (2.12)
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además sabemos que la enerǵıa está dada por:

En → E(x, p) =
p2

2m
+

1

2
mω2x2, (2.13)

entonces la función de partición es:

Zcl =

∫ ∫
dxdp exp

[
−β
(
p2

2m
+

1

2
mω2x2

)]
=

[∫
dpe−

βp2

2m

] [∫
dxe−

βmω2x2

2

]
. (2.14)

Estas integrales son campanas de Gauss. Entonces tenemos el siguiente resultado:

Zcl =

√
2π

β

√
2π

βmω2
=

2π

βω
. (2.15)

Usando este resultado obtenemos la enerǵıa promedio con la ecuación 2.10:

〈Ecl〉 =
1

β
= kBT. (2.16)

Hacemos lo mismo pero para un oscilador cuántico. Para éste, los niveles de enerǵıa están dados

por:

En = ~ω
(
n+

1

2

)
. (2.17)

Por lo que la función de partición es:

Zqu =
∑
n

e−β~ω(n+ 1
2 ) = e−

β~ω
2

∑
n

e−β~ωn. (2.18)

Reconocemos una serie geométrica, la cual converge porque e−β~ω < 1 ∀β > 0, lo cual tiene

sentido porque no se está lidiando con temperaturas negativas ni temperatura cero. Entonces se

tiene:

Zqu = e−
β~ω
2

(
1− e−β~ω

)−1
. (2.19)

Al igual que en el oscilador clásico, se obtiene la enerǵıa promedio con la ecuación 1.10:

〈Equ〉 = ~ω
[

1

2
− 1

eβ~ω − 1

]
. (2.20)

Ahora nos gustaŕıa encontrar una correspondencia entre la teoŕıa cuántica y la teoŕıa clásica en

el ĺımite termodinámico. Para T grandes β es pequeña, entonces se expande el término exponencial

de la ecuación 2.19:

eβ~ω ≈ 1 + β~ω = 1 +
1

T

~ω
kB

. (2.21)
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La última igualdad significa que la aproximación vale si T >> ~ω
kB

. Entonces, recordando que

beta es pequeño, la ecuación 2.19 se vuelve:

〈En〉 = ~ω
[

1

2
+

1

β~ω

]
≈ ~ω

1

β~ω
=

1

β
= kBT. (2.22)

Lo que demuestra la correlación entre la mecánica cuántica con la mecánica clásica.

2.3 Modelo de Einstein

Una cantidad termodinámica macroscópica que es común de medir por sus diversas aplicaciones

es la capacidad caloŕıfica (definición 2.5). Sin embargo, en f́ısica del estado sólido, cuando se le

med́ıa a bajas temperaturas se obteńıan resultados que se desviaban de la teoŕıa clásica (Shankar,

1980). A continuación se presenta el cálculo de la capacidad caloŕıfica para un cristal con N0

átomos. Para pequeñas oscilaciones, esto es equivalente a 3N0 osciladores desacoplados.

Sabemos que para dos sistemas que no interactúan entre ellos, las funciones de partición se

multiplican. Entonces la función de partición será Z3N0 y para obtener la enerǵıa promedio ten-

emos 〈E〉 = −3N0
∂
∂β logZ. Entonces para un cristal tratado como sistema clásico se tiene:

Ccl(T ) =
1

N0

∂

∂T
(3N0kBT ) = 3kB . (2.23)

Suponiendo que todos los átomos del cristal vibran a la misma frecuencia ω por simplicidad,

se obtiene:

Cqu(T ) =
1

N0

∂

∂T
3N0~ω

(
1

2
+

1

eβ~ω − 1

)
= 3~ω

~ω
kBT 2

e
~ω
kBT(

e
~ω
kBT − 1

)2 . (2.24)

Definiendo la temperatura de Einstein como:

θE =
~ω
kB

. (2.25)

Con esto lo anterior se vuelve:

Cqu(T ) = 3kB

(
θE
T

)2
eθE/T(

eθE/T − 1
)2 . (2.26)

Se procede a verificar lo que sucede cuando T >> θE , hacemos la expansión de Taylor para el

término exponencial del denominador hasta el segundo término y para el que está en el numérador

solo hasta el primero:

Cqu(T ) = 3kB

(
θE
T

)2
1

(θE/T )
2 = 3kB . (2.27)
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Ahora lo hacemos para T << θE , dándonos cuenta que eθE/T >> 1:

Cqu(T ) = 3kB

(
θE
T

)2
eθE/T

e2θE/T
= 3kB

(
θE
T

)2

e−θE/T . (2.28)

Este modelo tiene correspondencia con la f́ısica experimental, como se puede apreciar en la

Figura 2.1. Esto fue una de las pruebas de que la cuantización es importante en la f́ısica.

Figura 2.1: (Shankar, 1980) Comparación de un experimento con la teoŕıa de Einstein para el calor
espećıfico en el caso del diamante (θE se elige como 1320K).



3 Modelo de Ising

Uno de los modelos estad́ısticos más famosos es el modelo de Ising, el cual ha sido estudiado

extensamente. En una y dos dimensiones fue resuelto anaĺıticamente, el caso tridimensional es

estudiado actualmente (El-Showk et al., 2012).

Este modelo se puede aplicar a uno de los fenómenos más interesantes de la f́ısica del estado

sólido: el ferromagnetismo. Éste consiste en que una fracción de los átomos de materiales como

hierro o ńıquel se polaricen en la misma dirección en respuesta a un campo magnético externo,

lo cual da como resultado un campo magnético propio del material. La particularidad de esto es

que al quitar el campo magnético externo, una fracción de los átomos polarizados se mantendrá

en ese estado debido a que por efectos cuánticos, un átomo prefiere tener la misma orientación

que sus vecinos. Sin embargo esto sucede a temperaturas menores al punto de Curie (también se

le conoce como temperatura de Curie), éste valor vaŕıa de material en material. Cuando el mate-

rial se encuentra arriba de este punto se vuelve paramagnético (Reitz et al., 1981). Como no hay

un cambio gradual de un estado a otro sino sucede espontáneamente, ésto es una transición de fase.

El modelo de Ising consiste en un arreglo de N puntos fijos llamados sitios de la red que

forman una red n-dimensional periódica. Cada sitio de la red tiene un esṕın σ asociado cuyo valor

puede ser +1 o -1. Para una red con N sitios, el número de configuraciones diferentes de espines

es 2N (DiFrancesco et al., 1997).

Una cantidad termodinámica de interés es la magnetización M , que corresponde al valor es-

perado de un esṕın. Por invarianza en traslaciones, esto seŕıa lo mismo para cualquier esṕın, por

lo que se tiene:

M = 〈σj〉 = − 1

N

∂F

∂h
, (3.1)

9
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donde h es la magnetización que aporta un spin y F es la enerǵıa libre y está dada por

F = −T lnZ. (3.2)

También es de interés la susceptibilidad magnética χ, que indica como responde el campo

magnético a un campo externo muy pequeño:

χ =
∂M

∂h

∣∣∣∣
h=0

. (3.3)

Otra cantidad que es de interés es la la función de correlación de pares Γ(i):

Γ(i− j) = 〈σiσj〉, (3.4)

la cual es una medida de la dependencia estad́ıstica mutua de los esṕınes σi y σj . Esto es conve-

nientemente la función de dos puntos, la cual será muy importante más adelante cuando se esté

tratando de determinar caos cuántico.

3.1 Modelo de Ising en 1 dimensión

En una dimensión con N sitios se impone la siguiente condición de periodicidad:

σi+N = σi, (3.5)

la enerǵıa de una configuración [σ] está dada por:

E[σ] = −J
∑
〈ij〉

σiσj − h
∑
i

σi, (3.6)

donde 〈ij〉 indica una suma sobre los pares de sitios de red más cercanos. El primer término

representa la interacción de pares de espines vecinos a travez de acoplamiento ferromagnético (J >

0) o antiferromagnético (J < 0). El segundo representa la interacción con un campo magnético

externo h (DiFrancesco et al., 1997).
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Figura 3.1: (Huang, 1987) Topoloǵıa del modelo de Ising en una dimensión

Ahora se procede a resolver este modelo mediante funciones de partición.1 Similarmente al

problema del oscilador, Z permitirá calcular valores esperados de cantidades macroscópicas. Pro-

cedemos a calcular esta función con el método de matrices de transferencia (véase apéndice A).

También suponemos que la cadena tiene la condición de frontera periódica N + 1 ≡ 1. De las

ecuaciones 2.8 y 3.5, definiendo K = βJ y H = βh y sumando sobre sobre todas las posibles

configuraciones, y como σi = ±1 entonces se obtiene:

ZN (K,H) =
∑
σ1=±1

...
∑

σN=±1

eK
∑

〈ij〉 σiσj+H
∑
i σi =

∑
σi=±1

eK
∑

〈ij〉 σiσj+H
∑
i σi . (3.7)

Además la enerǵıa se puede reescribir como:

E = −J
∑
i

σiσi+1 −
1

2
h
∑
i

(σi + σi+1). (3.8)

También se puede reescribir la función de partición como:

e−βE = e−β(−J
∑
i σiσi+1− 1

2h
∑
i(σi+σi+1)) = 〈σ|T |σ′〉. (3.9)

Donde T es la matriz de transferencia del sistema. Además podemos reescribir Lo anterior como:

ZN (K,N) = Tr
[
T (K,H)N

]
. (3.10)

1Problema 3.1 de DiFrancesco et al. (1997)
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Como se está trabajando con la base (1,−1), entonces:

〈σ|T |σ′〉 = eKσσ
′+ 1

2h(σ+σ′), (3.11)

〈1|T |1〉 = e(K+H), (3.12)

〈−1|T | − 1〉 = e(K−H), (3.13)

〈1|T | − 1〉 = e−K , (3.14)

〈−1|T |1〉 = e−K . (3.15)

Por lo que la matriz de transferencia T es:

T =

 e(K+H) e−K

e−K e(K−H)

 . (3.16)

Ahora si se quisiera calcular la magnetización con la ecuación 3.1 primero habŕıa que encontrar

la enerǵıa libre. La matriz de transferencia se puede diagonalizar con sus eigenvalores, entonces

TN se puede reescribir como la matriz diagonal con los eigenvalores ΛNi y por lo tanto la traza

estaŕıa dada por la suma de esos valores.

Tr
[
T (K,H)N

]
=
∑
i

ΛNi . (3.17)

Evaluamos el siguiente ĺımite:

lim
N→∞

√∑
i

ΛNi = lim
N→∞

√
ΛN1 + ΛN2 = max [Λ1,Λ2] . (3.18)

Sabemos que el eigenvalor más grande es:

Λmax = eK
[
cosh(H) +

√
sinh2(H) + e−4K

]
. (3.19)

Entonces tenemos:

f(K,H) = lim
N→∞

−(1/N) lnZN (K,H) = −K − ln

[
cosh(H) +

√
sinh2(H) + e−4K

]
. (3.20)

Calculamos la magnetización:

M =
∂f

∂h
=
dH

dh

∂f

∂H
= β

sinh(H)√
e−4K + sinh2(H)

. (3.21)

Si se evalua para h pequeñas, entonces H pequeña también y sinh(H) → H y cosh(H) → 1; por
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último e−4k >> H2. Por lo que M es:

M ≈ βe2KH ⇒M ∼ he2k. (3.22)

Ahora se procede a verificar si hay una transición de fase. Se calcula primero la susceptibilidad

magnética

χ =
∂2f

∂h2
=
∂M

∂h
=
dH

dh

∂M

∂H
= β

∂M

∂H
≈ β2e2Jβ . (3.23)

Si se evalúa en el ĺımite termodinámico, para la cual diverge cuando T → 0⇒ β →∞. Finalmente

tomamos el ĺımite cuando h→ 0 en la magnetización:

lim
h→0

M = 0. (3.24)

Por lo que no hay puntos cŕıticos no triviales, entonces no hay transiciones de fase. Este resul-

tado fue el que llevó a Ising a abandonar su modelo, sin embargo esta fue una decisión inocente

y apresurada ya que las transiciones de fase si existen para dimensiones mayores a 1 (como se

describirá en la siguiente sección).

Otra cantidad que puede resultar útil es la función de correlación esṕın-esṕın, la cual está

dada por:

〈σiσi+1〉 =
Tr
(
TN−rσ̂T rσ̂

)
Tr (TN )

, (3.25)

donde r es la distancia entre dos sitios de la red, pero el operador σ̂ actúa dos veces sobre la misma

posición por lo que se anula, entonces tenemos:

〈σiσi+1〉 =
Tr
(
TN−rT r

)
Tr (TN )

=
ΛN−r1 Λr2 + Λr1ΛN−r2

ΛN1 + ΛN2
, (3.26)

entonces al evaluar en el ĺımite termodinámico (suponiendo Λ1 > Λ2):

lim
N→∞

〈σiσi+1〉 = lim
x→∞

ΛN−r1 Λr2 + Λr1ΛN−r2

ΛN1 + ΛN2
=

(
Λ2

Λ1

)r
=

cosh(H)−
√

sinh2(H) + e−4K

cosh(H) +
√

sinh2(H) + e−4K

r .(3.27)

3.2 Modelo de Ising en dos dimensiones

El modelo de Ising actualmente está resuelto para 2 dimensiones pero no para 3 o más. El

primero es uno de los modelos estad́ısticos más conocidos y vastamente estudiados. Una de las

aplicaciones más importantes de este modelo es permitir calcular funciones de correlación del



14

operador enerǵıa en el plano. La enerǵıa por sitio de este sistema está dada por:

E〈ij〉 = −Jσiσj , (3.28)

por lo que la función de partición es:

Z =
∑
{σ}

e−β
∑

〈ij〉 E〈ij〉 . (3.29)

Es de interés saber lo que suscede en una transición de fase en un valor cŕıticoKc del acoplamiento

K = βJ . Aśı se puede mostrar que los ĺımites por la derecha (mayor temperatura) y por la izquierda

(menor temperatura) para Z son:

Zhigh = [2 cosh(K)]
NM

∑
loops

[tanh(K)]
longitud

, (3.30)

Zlow = 2eNMK
∑
loops

e−2K(longitud). (3.31)

El caso de la ecuación 3.30 se entiende como la suma de todas las trayectorias cerradas (no

necesariamente conexas) mientras que el de la ecuación 3.31 es la suma de las trayectorias que

encierran ’áreas’ de espines iguales; esta interpretación se puede apreciar en la Figura 3.2. De

estas dos expresiones es evidente que las dos fases se pueden mapear entre ellas a través de:

e−2K = tanhK, (3.32)

lo cual lleva a que:

Kc = −1

2
ln
(√

2− 1
)
≈ 0.440686. (3.33)

Figura 3.2: La cuadŕıcula de la izquierda muestra la consecuencia de la ecuación 3.30 y la cuadŕıcula de
la derecha las consecuencias de 3.31

Las transiciones de fase se pueden apreciar en cantidades termodinámicas como la magnetización

y susceptibilidad magnética. Cabe mencionar que para cualquier transición de fase, la capacidad
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caloŕıfica tiende al infinito Pathria y Beale (2011). Estas caracteŕısticas se pueden apreciar en la

Figura 3.3.

Figura 3.3: (Witthauer y Dieterle, 2007) Simulaciones de cantidades termodinámicas de un sólido. a) es
la enerǵıa por sitio, b) la magnetización por sitio, c) el calor espećıfico y d) la susceptibilidad magnética.
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4 Teoŕıa de campos conformes

Cuando un sistema de muchas part́ıculas sufre una transición de fase continua, la longitud de

correlación se vuelve infinita. Esto da lugar a una invarianza ante cambios de escala. Generalmente,

esta invarianza ante cambios de escala induce una invarianza ante transformaciones conformes que

será lo que se estudiará en este caṕıtulo.

Definición 4.1. Una transformación conforme es aquella que preserva ángulos y está dada por

gµν(x)→ Λ(x)gµν(x), (4.1)

donde Λ > 0, gµν es la métrica del espacio donde vive la teoŕıa (ver apéndice B) y x son las

coordenadas del espacio que describe la métrica.

Es de interés conocer cuales son los mapas que generan transformaciones conformes, en partic-

ular se quiere estudiar esta pregunta a nivel infinitesimal. Considerando que esta teoŕıa vive en

el espacio de Minkowski, la métrica gµν → ηµν , con ηµν = diag(−1, 1, . . . , 1). Ahora infinitesimal-

mente se tiene

x′ρ = xρ + ερ +O(ε2). (4.2)

Entonces bajo este mapa, la métrica se transforma como

ηρσ
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
= ηµν +

(
∂εµ
∂xν

+
∂εν
∂xµ

)
+O(ε2). (4.3)

También se puede expandir el Λ de la ecuación 4.1 como

Λ(x)ηµν = (1 + κ)ηµν +O(ε2). (4.4)

Al eliminar los términos de orden superior a O(ε), decimos que ερ genera una transformación

conforme si cumple con la ecuación de Killing conforme DiFrancesco et al. (1997)

∂µεν + ∂νεµ = κ(x)ηµν . (4.5)

Se puede encontrar κ con la traza de la ecuación 4.4, obteniendo

κ(x) =
2

d
(∂ · ε), (4.6)

17
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donde d es la dimensión del espacio-tiempo. Por lo que Λ es:

Λ = 1 +
2

d
(∂ · ε) +O2 (4.7)

Por último se puede encontrar la restricción de ε sustituyendo la ecuación 4.5 en la 4.4 y derivando

parcialmente ambos lados, obteniendo

(d− 1)�(∂ · ε) = 0. (4.8)

A partir de esta ecuación es claro que ∂ · ε es lineal, por lo que la solución para ε debe ser alguna

forma cuadrática, es decir:

εµ = aµ + bµνx
ν + cµνρx

νxρ. (4.9)

Se puede deducir que la parte śımetrica de bµν es proporcional a la métrica sustituyendo solo

el segundo término del lado derecho de 4.8 en 4.4, entonces ésta genera una dilatación. La anti-

simétrica de bµν genera boosts y rotaciones. Agrupando las transformaciones finitas de la manera

siguiente

x′µ = xµ + aµ, (4.10)

x′µ = axµ, (4.11)

x′µ = Mµ
νx

µ, (4.12)

x′µ =
xµ − bµx2

1− b · x+ b2x2
, (4.13)

donde M es una rotación y bµ ≡ 1
dc
σ
σµ. Los generadores de las transformaciones conformes son

Pµ = −i∂µ (traslaciones), (4.14)

D = −ixµ∂µ (dilataciones), (4.15)

Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) (rotaciones), (4.16)

Kµ = −i(2xµxν∂ν − x2∂µ) (SCT )0. (4.17)

0Transformaciones conformes especiales, por sus siglas en inglés.
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Estos describen el álgebra conforme mediante los siguientes conmutadores:

[D,Pµ] = iPµ, (4.18)

[D,Kµ] = −iKµ, (4.19)

[Kµ, Pν ] = 2i(ηµνD − Lµν), (4.20)

[Kρ, Lµν ] = i(ηρµKν − ηρνPµ), (4.21)

[Pρ, Lµν ] = i(ηρµPnu− ηρνKµ), (4.22)

[Lµν , Lρσ] = i(ηνρLµσ + ηµσLνρ − ηµρLνσ − ηνσLνρ); (4.23)

y puede mostrarse que el grupo conforme es isomorfo a SO(d-1,2) (DiFrancesco et al., 1997).

4.1 Teoŕıa de campos conformes en dos dimensiones

En dos dimensiones las teoŕıas conformes son especiales, puesto que adquieren un álgebra de

simetŕıas infinita (Belavin et al., 1984). En esta sección trabajamos con la métrica euclidiana.

Cuando d = 2 entonces de las ecuaciones 4.4 y 4.5 se obtienen las expresiones

∂1ε0 + ∂0ε1 = 0, (4.24)

∂0ε0 − ∂1ε1 = 0, (4.25)

entonces las ecuaciones de Killing conformes se convierten en la ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Por esta razón se le da atención especial a esta teoŕıa en dos dimensiones, ya que permite utilizar

todas las herramientas del análisis complejo. Ahora se pasa de la base {x0, x1} a la base {z, z̄} por

medio de las transformaciones

z = x0 + ix1, (4.26)

z̄ = x0 − ix1, (4.27)

lo cual genera el tensor métrica en el espacio complejo

gµν =

 0 1
2

1
2 0

 . (4.28)

Por otro lado, se evaluará la transformación z → z + ε(z) y ε(z) lo podemos expandir en series

como

ε(z) =
∑
n∈Z
−cnzn+1. (4.29)



20

Esto tiene un problema; si fuese holomórfica, z no puede ser un polo; pero en realidad es una

función meromórfica, lo cual deja bien definida a ε(z). Haciendo una expansión por series de

Laurent de un campo que se transforma con un término de primer orden como 4.29 (y por otro

lado la versión conjugada), se obtienen los generadores

ln = −zn+1∂z, (4.30)

l̄n = −z̄n+1∂z̄, (4.31)

que forman el álgebra de Witt y obedecen las relaciones de conmutación

[lm, ln] = (m− n)lm+n, (4.32)[
l̄m, l̄n

]
= (m− n)l̄m+n, (4.33)[

l̄m, ln
]

= 0. (4.34)

Esta subálgebra {l−1, l0, l1} corresponde al álgebra conforme global, donde: n = −1 genera trasla-

ciones sobre el plano complejo, n = 0 genera rotaciones y dilataciones y n = 1 genera las SCT. A

esta base se le llama álgebra conforme global.

Ahora se realiza la extención central del álgebra de Witt, lo cual es hacer la suma directa

g ⊕ C. Al resultado de esto se le denomina el álgebra de Virasoro. La idea de esto es tomar los

conmutadores 4.32, 4.33 y 4.34 y agregarles un término como

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + cp(m,n), (4.35)

donde c es la carga central y p es una función que depende de la teoŕıa. Para una teoŕıa conforme

p(m,n) = 1
12m(m2 − 1)δm+n,0, por lo que 4.35 es

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n,0. (4.36)

Es de interés conocer el contenido de la teoŕıa. Usando el álgebra de Virasoro definimos los

siguientes campos.

Definición 4.2. Un campo es quiral si

φ(z, z̄) = φ(z), (4.37)

viceversa, un campo es antiquiral si

φ(z, z̄) = φ(z̄). (4.38)
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Es de interés conocer como los campos se ven afectados ante transformaciones como z → f(z),

donde f es meromórfica, en ese caso tenemos

φ′(z, z̄) =

∣∣∣∣ dfdz
∣∣∣∣h/d ∣∣∣∣df̄dz̄

∣∣∣∣h̄/d φ(f(z), f̄(z̄)), (4.39)

donde a h y h̄ se les llama los pesos conformes. Si un campo se transforma como 4.39 se dice que

es:

1. cuasiprimario si f está en el álgebra conforme global

2. primario si fe está en el álgebra de Virasoro.

Al hacer una transformación conforme infinitesimal (ecuación 4.2)

φ(z, z̄)→ φ(z, z̄) + (h∂z + ε∂z)φ(z, z̄) + a.c, (4.40)

donde a.c. es la parte antiquiral.

Uno de los resultados de esta teoŕıa en dos dimensiones es poder calcular anaĺıticamente fun-

ciones de dos puntos. Primero, se nota a partir de Se empieza notando que si la función de dos

puntos es una función g(z1, z2), al ser invariante ante trasalaciones y rotaciones, debe ser una

función de la diferencia, por lo que se tiene

〈φ(z1)φ(z2)〉 = g(z1, z2) = g(|z1 − z2|). (4.41)

Ahora la invarianza ante dilataciones implica que

〈λh1φ(λz1)λh2φ(λz1)〉 = λh1+h2g(λ|z1 − z2|) = g(|z1 − z2|) =
C12

|z1 − z2|h1+h2
, (4.42)

donde la última igualdad se debe a que los lambda se cancelan de esa manera. Por último, para

ver qué sucede con las SCT, se verifica como se transforma |z1 − z2|, de lo cual se obtiene

|z′1 − z′2| =
|z1 − z2|

(1− 2b · z1 + b2z2
1)1/2(1− 2b · z2 + b2z2

2)1/2
. (4.43)

De acuerdo a la ecuación 4.39 ∣∣∣∣dz′idzi

∣∣∣∣ =
1

(1− 2b · zi + b2z2
i )d

. (4.44)

Finalmente definiendo γi = (1− 2b · zi + b2z2
i )d y utilizando las igualdades de la ecuación 4.42 se

obtiene
C12

|z1 − z2|h1+h2
=

C12

γh1
1 γh2

2

(γ1γ2)(h1+h2)/2

|z1 − z2|h1+h2
, (4.45)
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de lo que se concluye que para que exista invarianza para SCT, h1 = h2. Por lo que la función de

dos puntos es

〈φ(z1, z̄1)φ(z2, z̄2)〉 =
C12

|z1 − z2|2h
, (4.46)

si y solo si h1 = h2 = h los pesos conformes de z1 y z2 respectivamente. Además se puede

normalizar con C12 = 1 y se concluye que para d = 2 se transforman como

〈φ(w1, w̄1)φ(w2, w̄2)〉 =

∣∣∣∣dw1

dz1

∣∣∣∣2h ∣∣∣∣dw2

dz2

∣∣∣∣2h 〈φ(z1, z̄1)φ(z2, z̄2)〉. (4.47)

En general, para una teoŕıa conforme no se puede encontrar la forma precisa de las funciones

de cuatro puntos. Sin embargo, en dos dimensiones si existe. Estas funciones son de la forma

〈φ1, ..., φ4〉 = f(x, x̄)

4∏
i<j

z
h/3−hi−hj
ij z̄

h̄/3−h̄i−h̄j
ij , (4.48)

donde

x =
z12z34

z13z24
(4.49)

es la razón cruzada, h =
∑4
i=1 hi y h̄ =

∑4
i=1 h̄i.

Es pertinente mencionar que las ecuaciones 4.24 y 4.25 tienen el problema de ser válidas solo a

nivel local. Entonces se debe hacer una distinción entre transformaciones conformes locales y trans-

formaciones conformes globales. El conjunto completo de transformaciones conformes globales está

dado por:

f(z) =
az + b

cz + d
; ad− bc = 1, (4.50)

donde a, b, c, d ∈ C. El conjunto de todas estas transformaciones conforman el grupo conforme

especial. Se puede asociar los coeficientes a una matriz

A =

 a b

c d

 , (4.51)

la cual pertenece al grupo de matrices 2 × 2 complejas invertibles con determinante unitario, es

decir es el grupo SL(2,C) y se sabe que éste es isomorfo al grupo de Lorentz en cuatro dimensiones

SO(3, 1) (DiFrancesco et al., 1997).

Una teoŕıa conforme en dos dimensiones está determinada completamente por lo pesos con-

formes de sus primarios y los coeficientes de las ecuaciones de 3 puntos. (Belavin et al., 1984)
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4.2 Función de dos puntos a temperatura finita

Si ahora se quiere aplicar a sistemas estad́ısticos, hay que agregar temperatura a la teoŕıa. Para

esto se hace la transformación

zi → e
2π
β wi , (4.52)

de lo cual se obtiene
dwi
dzi

=
2π

β
zi =

2π

β
e

2π
β wi , (4.53)

por lo que usando las ecuaciones 4.46 y 4.47 se obtiene

〈φ(w1, w̄1)φ(w2, w̄2)〉 =

∣∣∣∣2πβ e
2π
β w1

∣∣∣∣2h ∣∣∣∣2πβ e
2π
β w2

∣∣∣∣2h 1∣∣∣e 2π
β w1 − e

2π
β w2

∣∣∣4h =

∣∣∣∣∣2πβ e
2π
β (w1+w2)

e
2π
β w1 − e

2π
β w2

∣∣∣∣∣ ,
(4.54)

lo cual da como resultado

〈φ(w1, w̄1)φ(w2, w̄2)〉 =

∣∣∣∣πβ csch

[
π

β
(w1 − w2)

]∣∣∣∣4h , (4.55)

lo cual muestra la simplicidad y conveniencia de calcular funciones de dos puntos utilizando teoŕıa

de campos conformes en dos dimensiones. Por otro lado se le puede imponer el tiempo usando las

ecuaciones 4.26 y 4.27

wj = xj + itj . (4.56)

Pero como este tiempo correspondeŕıa a un tiempo en un espacio euclidiano, lo cual no corresponde

al tiempo f́ısico. Entonces se hace una continuación anaĺıtica

tj → tEj − itLj , (4.57)

donde tE es un tiempo euclidiano y tL es un tiempo lorentziano. Por lo que se tiene

zj → e
2π
β (xj+t

L
j +itEj ), (4.58)

de lo que se periodicidad en el tiempo euclidiano corresponde a temperatura finita.

4.3 El modelo de Ising en dos dimensiones de nuevo

Ahora se estudia un ejemplo, que es la primera teoŕıa conforme no trivial. Esta corresponde al

modelo de Ising en 2 dimensiones en su punto cŕıtico. El modelo de Ising cŕıtico en 2 dimensiones

tiene 3 campos primarios: la identidad I, el esṕın σ y la enerǵıa ε; cuyos pesos conformes son 0, 1
2
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y 1
16 . La función de cuatro puntos para σ (Ginsparg, 1988) es

〈σ(z1, z̄1)σ(z2, z̄2)σ(z3, z̄3)σ(z4, z̄4)〉 =

∣∣∣∣ z13z24

z12z23z34z41

∣∣∣∣ 14 (|1 +
√

1− x|+ |1−
√

1− x|
)
, (4.59)

donde se ha introducido la notación zij = zi − zj y x es la razón cruzada y está dado por

x =
z12z34

z13z24
. (4.60)

Para ε (Christe y Henkel, 1993), la función de cuatro puntos está dada por

〈ε(z1, z̄1)ε(z2, z̄2)ε(z3, z̄3)ε(z4, z̄4)〉 =

∣∣∣∣ 1

z12z34

∣∣∣∣2 ∣∣∣∣x2 − x+ 1

1− x

∣∣∣∣2 (4.61)

También se puede calcular una función con términos cruzados (Christe y Henkel, 1993), la cual es

〈σ(z1, z̄1)ε(z2, z̄2)σ(z3, z̄3)ε(z4, z̄4)〉 =
1

|z32|2|z41|
1
4

∣∣∣∣ 2− x
2
√

1− x

∣∣∣∣2 . (4.62)

Las teoŕıas conformes unitarias en dos dimensiones están totalmente clasificadas para c < 1, el

modelo de Ising corresponde a c = 1
2 . Estas teoŕıas son conocidas como modelos minimales, otros

ejemplos son el modelo de Ising tricŕıtico, tripots, entre otros (Ginsparg, 1988).



5 OTOCs y caos

Uno de los fenómenos f́ısicos más conocidos es el efecto mariposa, el cual se refiere a que un

leve cambio en las condiciones iniciales presenta un cambio significativo en el sistema al cabo de

mucho tiempo. Cuando un sistema presenta esta sensibilidad a condiciones iniciales se dice que

es caótico. Cabe mencionar que este caos es deterministico y no aleatorio. Hacer una medición a

estos sistemas nos permite predecir el futuro hasta cierto punto(Thornton y Marion, 2004).

5.1 Caos cuántico

Clásicamente para detectar caos en un sistema se requiere calcular la función de posición q en

términos del tiempo t y la condición inicila q0, entonces q → q(t, q0). Ahora, se requiere conocer

cómo cambia la posición respecto de la condición inicial ∂q(t,q0)
∂q0

y esto es equivalente a

∂q(t, q0)

∂q0
= {q(t), p(0)} , (5.1)

donde, son brackets de Poisson. Aplicando la cuantización canónica (Tong , 2012) {, } → − i
~ [, ]

donde [, ] es un conmutador se obtiene

∂q(t, q0)

∂q0
→ 1

i~
[q(t), p(0)]. (5.2)

Si q y p son operadores O entonces q(t)→ Oi y p(0)→ Oj , se define

F βij = −〈[Oi(t),Oj(0)]2〉β . (5.3)

Con esto definimos caos cuántico cuando (Larkin y Ovchinnikov, 1969)

F βij ∼ 2〈Oi(t),Oi(t)〉〈Oj ,Oj〉β (5.4)

para t grandes. La cual al expandirla

F βij = 〈Oi(t)Oj(0)Oj(0)Oi(t)〉+ 〈Oj(0)Oi(t)Oi(t)Oj(0)〉

− 〈Oi(t)Oj(0)Oi(t)Oj(0)〉 − 〈Oj(0)Oi(t)Oj(0)Oi(t)〉,
(5.5)

Lo cual motiva las definiciones de la siguiente sección.
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5.2 OTOC

Seŕıa maravilloso encontrar una forma de encontrar el comportamiento de las funciones de

cuatro puntos de la ecuación 5.5. Notamos que según la ecuación 5.4 las funciones de 4 puntos

de alguna manera tendŕıan que tender a la multiplicación de las funciones de dos puntos de sus

argumentos. Dado esto se define un OTOC térmico (Out of Time Order Correlator) por

Cβij =
〈O†i (t)O

†
j(0)Oi(t)Oj(0)〉β

〈O†i (t)Oi(t)〉β〈O†(0)jOj(0)〉β
. (5.6)

Se quiere verificar qué sucede con la razón cruzada cuando avanza el tiempo (Roberts et al.,

2015), por lo que se usan los siguientes valores

z1 = e
2π
β (t+iε1), z̄1 = e−

2π
β (t+iε1), (5.7)

z1 = e
2π
β (t+iε2), z̄1 = e−

2π
β (t+iε2), (5.8)

z1 = e
2π
β (x+iε3), z̄1 = e

2π
β (x−iε3), (5.9)

z1 = e
2π
β (x+iε4), z̄1 = e

2π
β (x−iε4), (5.10)

donde εi = tEi y t = tL.

Figura 5.1: Gráfica en el plano complejo de la ecuación 4.47 utilizando la ecuaciones 5.8-5.13 donde el
camino rojo es para ε1 < ε3 < ε2 < ε4, el azul para ε1 < ε2 < ε3 < ε4 y el verde para ε1 < ε3 < ε4 < ε2.
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Figura 5.2: Gráfica en el plano complejo de la ecuación conjugada 4.47 utilizando los conjugados en las
ecuaciones 5.8-5.13 donde el camino rojo es para ε1 < ε3 < ε2 < ε4, el azul para ε1 < ε2 < ε3 < ε4 y el
verde para ε1 < ε3 < ε4 < ε2.

Como se puede observar en la Figura 5.1 la razón cruzada para el órden de εj correspondiente

al OTOC envuelve al punto z = 1, el cual es un branch point de las funciones de cuatro puntos.

Es importante notar que no sucede con x̄ (Nótese x y x̄ no son conjugados por la continuación

anaĺıtica en la ecuación 5.5).

Ahora se trabajará con las funciones de 4 puntos del modelo de Ising (ecuaciones 4.59, 4.61 y

4.62), y por envolver el branch cut x se puede reescribir por

x→ 1 + (x− 1)eiθ. (5.11)

Usando esto para el modelo de Ising, se puede obtener los OTOC cuando t→∞ y θ = 2π

〈σ1(t)σ2(0)σ3(t)σ4(0)〉
〈σ1(t)σ3(t)〉〈σ2(0)σ4(0)〉

= 0, (5.12)

〈ε1(t)ε2(0)ε3(t)ε4(0)〉
〈ε1(t)ε3(t)〉〈ε2(0)ε4(0)〉

= 1, (5.13)

〈σ1(t)ε2(0)σ3(t)ε4(0)〉
〈σ1(t)σ3(t)〉〈ε2(0)ε4(0)〉

= 1. (5.14)

Que es consistente con las predicciones de (Caputa et al., 2016) y (Gu y Qi, 2016). El hecho de que

σ se comporte diferente da sospecha que puede ser caótico o viceversa, los otros dos son caóticos.

Ahora se investiga lo que sucede para los TOC (Time Ordered Correlators) que están definidos
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por

T βij =
〈O†j(0)O†i (t)Oi(t)Oj(0)〉β
〈O†i (t)Oi(t)〉β〈O

†
j(0)Oj(0)〉β

. (5.15)

Para los primarios del sistema de Ising se obtienen los siguientes TOC cuando t→∞

〈σ1(0)σ2(t)σ3(t)σ4(0)〉
〈σ2(t)σ3(t)〉〈σ1(0)σ4(0)〉

= 1, (5.16)

〈ε1(0)ε2(t)ε3(t)ε4(0)〉
〈ε2(t)ε3(t)〉〈ε1(0)ε4(0)〉

= 1, (5.17)

〈ε1(0)σ2(t)σ3(t)ε4(0)〉
〈σ2(t)σ3(t)〉〈ε1(0)ε4(0)〉

= 1. (5.18)

De lo que se deduce que para t grandes

〈Oi(0)Oj(t)Oi(t)Oj(0)〉β ∼ 〈Oi(0)Oj(0)〉β〈Oi(0)Oj(0)〉β . (5.19)

Por otro lado, al expandir F βij se obtiene

F βij = 〈Oi(t)Oj(0)Oj(0)Oi(t)〉+ 〈Oj(0)Oi(t)Oi(t)Oj(0)〉

− 〈Oi(t)Oj(0)Oi(t)Oj(0)〉 − 〈Oj(0)Oi(t)Oj(0)Oi(t)〉,
(5.20)

de la cual los términos de la ĺınea superior son TOC y los de la ĺınea inferior son OTOC. Por lo

que para el modelo de Ising, cuando t→∞ cualquier primario cumple con

F βij ∼ 2〈Oi(t)Oi(t)〉β〈Oj(0)Oj(0)〉β−〈Oi(t)Oj(0)Oi(t)Oj(0)〉β−〈Oj(0)Oi(t)Oj(0)Oi(t)〉β . (5.21)

Es de notar que para ε y el caso mixto ε−σ los OTOC se comportan igual que los TOC cuando

t → ∞ por lo que F βij → 0, de lo que se concluye que no habrá comportamiento caótico. Sin

embargo, en el caso de σ los OTOC tienden a cero, por lo que

F βij,σ → 2〈Oi(t)Oi(t)〉β〈Oj(0)Oj(0)〉β , (5.22)

por lo que se concluye que existe caos cuántico para el spin, lo que significa que al hacer dos

mediciones con mucho tiempo entre ellas no se podrá predecir el comportamiento de la segunda

en base a la primera.



6 Conclusión

Se probó la no existencia de cambios de fase en el modelo de Ising 1-dimensional y se de-

scribió la naturaleza del cambio de fase del caso 2-dimensional. Además se encontró que el spin es

cuánticamente caótico mientras que la enerǵıa y el caso mixto enerǵıa-spin no lo es para el caso

de dos dimensiones.
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8 Anexos

8.1 Matrices de transición

Un método bastante poderoso para resolver modelos estad́ısticos parecidos al modelo de Ising

es el método de matriz de transferencia, el cual es un análogo al formalismo de operadores en teoŕıa

cuántica de campos. Para ser más generales, se considera el modelo de Ising en dos dimensiones

con condiciones de frontera periódicas dadas por

σi,j+n = σij σi+m,j = σij , (8.1)

para n ×m part́ıculas. Esto define una red sobre un toroide. Se denota µi a la configuración de

spines de la i-ésima columna:

µi = {σi1, σi2, ..., σin}. (8.2)

Nótese que para el modelo de Ising en una dimensión µ → σ. En particular la enerǵıa de una

configuración µ es

E[µi] =

n∑
k=1

σikσjk, (8.3)

y la enerǵıa de la interacción con una fila vecina es

E[µi, µj ] =

n∑
k=1

σikσjk. (8.4)

Utilizando notación bra-ket de Dirac, se puede expresar el espacio vectorial V de filas de configu-

raciones generadas por el ket |µi〉, análogamente a mecánica cuántica. Finalmente se define una

matriz de transferencia T por

〈µ|T |µ′〉 = exp

[
−β
(
E[µ, µ′] +

1

2
E[µ] +

1

2
E[µ′]

)]
. (8.5)

En términos de T la función de partición Z es de la forma

Z =
∑

µ1,...,µm

〈µ1|T |µ2〉〈µ2|T |µ3〉...〈µm|T |µ1〉 = TrTm, (8.6)

donde un término µi de la sumatoria significa una suma sobre todas las configuraciones posibles

en el generado de |µi〉 DiFrancesco et al. (1997).
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8.2 Tensores

Esta sección no contribuye para nada a mi tesis, sin embargo la incluyo en caso de que algún

lector no esté familiarizado con tensores. Solo presentaré algunas definiciones y como manejar

tensores. En caso que se quiera profundizar más en el tema personalmente recomiendo a Carroll

(2004). Se comienza con la definición de tensor.

Definición 8.1. Un tensor T tipo (k,l) es un mapa multilineal de una colección de vectores duales

y vectores hacia R:

T : T ∗p × · · ·×
(k veces)

T ∗p × Tp × · · ·×
(l veces)

Tp → R, (8.7)

donde × denota el producto Cartesiano, Tp es un espacio vectorial que existe en un punto p y T ∗p

es su dual.

Por lo general se utiliza una notación con ı́ndices

(T )→ Tµ1,...,µl
ν1,...,νk

, (8.8)

y se utiliza el convenio de Einstein, el cual consiste en sumar sobre los ı́ndices que se repitan arriba

y abajo, por ejemplo
∑
µ T

µ
µ = T pero además quitándo el śımbolo de sumatoria

∑
µ T

µ
µ → Tµµ.

Además, nótese que una derivada parcial ∂
∂xµ se puede denotar como ∂µ con ı́ndice inferior. Por

lo general la derivada parcial de un tensor no es otro tensor y se utiliza la derivada covariante ∇µ,

pero como en este trabajo solo se trabaja en coordenadas locales no hay problema.

Para manejar los ı́ndices se utiliza el tensor métrica gµν y su inversa gµν , el cual contiene

la información geométrica del espacio en el que se esté trabajando (una definición exhaustiva está

fuera del alcance de este trabajo). El mecanismo que se utiliza es

Tµν = gµρTρν . (8.9)

Lo último que se necesita para realizar los pasos intermedios es la definición del D’Alambertiano

� por

� = ∂µ∂µ (8.10)
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8.3 Álgebra y esquema de prueba de isomorfismo álgebra

conforme-SO(d+1,1)
Esta sección es para todo lector que no esté familiarizado con teoŕıa de grupos, para profundizar

más en el tema ver (Herstein, 1975). Se presentará la definición de grupo, cómo se aplica para

transformaciones infinitesimales y finalmente un esquema de la prueba del t́ıtulo del apéndice.

Definición 8.2. Un conjunto no vaćıo G es un grupo si en G está definida una operación binaria,

llamada producto (y en este caso denotada por ·) tal que

1. a, b ∈ G =⇒ a · b ∈ G.

2. a, b, c ∈ G =⇒ a · (b · c) = (a · b) · c.

3. ∃ e ∈ G tal que a · e = e · a = a, ∀a ∈ G.

4. ∀a ∈ G,∃a−1 tal que a · a−1 = a−1·a = e.

Para transformaciones infinitesimales, el producto · se vuelve el conmutador [, ]. Cuando se habla

de un álgebra en espećıfico, se refiere a las reglas del producto.

Un isomorfismo, informalmente hablando, es cuando se puede arreglar los elementos de un

grupo G de tal forma que estos arreglos cumplan las reglas de un grupo G′. Dicho esto, podemos

arreglar el grupo conforme como:

Jµν = Lµν J−1,µ = 1
2 (Pµ −Kµ)

J−1,0 = D J0,µ = 1
2 (Pµ +Kµ),

(8.11)

donde Jab = −Jba para a, b ∈ {−1,′ , 1, ..., d}. Finalmente solo se comprueba (DiFrancesco et al.,

1997) que cumple con las reglas de SO(d+1,1)

[Jab, Jcd] = i(ηadJbc + ηbcJad − ηacJbd − ηbdJac) (8.12)


