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Resumen

Uno de los modelos estadisticos méas estudiados es el modelo de Ising. Este modelo no presenta
transiciones de fase en el caso uno-dimensional, pero si para el caso dos-dimensional. En particular,
este modelo puede ser descrito durante una transicion de fase utilizando teorias de campos con-
formes en dos dimensiones. Una propiedad interesante para investigar es el caos cuantico durante

las transiciones de fase. Utilizando OTOCs, se determiné que el espin es cuanticamente cadtico.
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1 Introduccion

El objetivo de este trabajo es comprender la estructura de sistemas cudnticos en bajas dimen-
siones (especificamente el modelo de Ising) y estudiar medidas de chaos. El modelo de Ising es uno
de los modelos estadisticos mas estudiados, se puede decir que es uno de los cldsicos. Este consiste
en particulas organizadas sobre una red con espines +1 6 —1. Este modelo fue concebido original-
mente por Ernst Ising en 1 dimensién, pero fue rdpidamente abandonado porque no presentaba
transiciones de fase. Mucho tiempo después Lars Onsager resolveria el modelo en 2 dimensiones y
con esto probar que en ese espacio si existen transiciones de fase. De todos los modelos minimos

que se estudian, éste es el mas simple.

En modelos estadisticos como el de Ising, se quiere estudiar lo que sucede en los cambios
de fase. Sin embargo, el estudio tedrico de estos fenémenos fisicos puede resultar complicado de-
bido a que se estudian utilizando teorfa cudntica de campos (QFT por sus siglas en inglés). Sin
embargo, se puede estudiar algunas propiedades de estos fendmenos sin saber QFT. Este atajo se
logra utilizando teorfas de campos conformes (CFT por sus siglas en inglés) para calcular funciones
de 2, 3 y 4 puntos en dos dimensiones. Una CFT es aquella donde un campo es invariante ante

transformaciones conformes, las cuales son aquellas que preservan angulos.

Por otro lado, uno de los fenémenos fisicos mas conocidos es el efecto mariposa, el cual se
refiere a que un leve cambio en las condiciones iniciales presenta un cambio significativo en el
sistema al cabo de mucho tiempo. Cuando un sistema cumple con esto se dice que es cadtico. Este
comportamiento es completamente deterministico, pero parece aleatorio debido a que es fisicamente
imposible medir exactas las condiciones iniciales de un sistema y esas pequenas variaciones que
estarian dentro de la incertidumbre de los instrumentos desataria diferencias aparentemente aleato-
rias. De esto sigue pasar del régimen clasico al régimen cuantico. Cuando hacemos esto el caos es

medido por

Ff = —([0:(t), 0;(0)]*)5.

Al expandir el conmutador, Fgl estd en funcién de funciones de 4 puntos. Este problema puede
ser complicado si se ataca desde QFT, pero si se trata de resolver con CFT resulta relativamente

simple.

1La notacién tensorial estd explicada en el apéndice B.



Un problema que se encuentra cuando se trata de incorporar CFTs para resolver el prob-
lema de caos cuantico es que el primer tiempo que se identifica tiene caracteristicas euclidianas,
las cuales no corresponden al tiempo fisico; esto se debe a que originalmente una CFT se trabaja
en un espacio euclidiano, cuya métrica no corresponde a la de Minkowski. Por esto se hace una
continuacion analitica

t — P — it

3

donde E se refiere a euclidiano y L a lorentziano. Esta es la tltima herramienta que se necesita

para determinar caos en el modelo de Ising.

Esta tesis es en parte una monografia de los temas mencionados anteriormente y la presentacion
de una forma simple de calcular caos para modelos minimales. El segundo capitulo es un breve
resumen de los conceptos béasicos de mecanica estadistica con algunos ejemplos resueltos. El tercer
capitulo es una descripcién del modelo de Ising en 1 dimensién (con su solucién) y 2 dimensiones
(va resuelto). El cuarto capitulo es una descripcién de lo més bdsico de CFT con énfasis en dos
dimensiones y la aplicacion al modelo de Ising para obtener funciones de 2 y 4 puntos. Por tltimo,
el quinto capitulo trata sobre la definicién de caos cudntico; OTOC (Out of Time Order Correla-
tor), lo cual permite calcular el comportamiento de las funciones de 4 puntos del modelo de Ising

y asi finalmente concluir en cual primario de ese modelo existe caos.



2 Funciones de particién

La mecanica estadistica surge debido a la necesidad de trabajar con muchas particulas, del
orden de 10?3, Por ejemplo, dado un sistema cudntico, la ecuacién de Schédinger independiente

del tiempo es:

H|p) = EJ). (2.1)

En mecédnica cudntica buscamos resolver esta ecuacién. Pero debido a que tenemos ~ 1023
grados de libertad, esta seria una tarea casi imposible, incluso con poder computacional para los
eigenestados; los cuales se denominan microestados. Sin embargo, la forma de los eigenestados del
sistema no nos interesa, sino el comportamiento que observariamos macroscépicamente; es decir

los macroestados(Tong , 2012).

La mecénica estadistica parte de un supuesto fundamental:

Para un sistema aislado en equilibrio, todos los microestados accessibles son igual de

probables.

2.1 Ensambles

Para un macroestado dado, si se le midiera en un tiempo inicial, se veria un microestado
cualquiera. Pero al medir después de un tiempo, es probable que se vea otro microestado. Al
medir varias veces se deberfa haber visto muchos microestados differentes (dado que el sistema
no sea trivial o casi trivial). Esperamos entonces que este sistema mantenga sus caracteristicas
macroscépicas promedio, a pesar que de sus microestados esté en constante fluctuacién(Pathria y

Beale, 2011).

Definicién 2.1. Un ensamble es un sistema que mantiene constante sus caracteristicas macroscépicas

promedio a pesar de que sus microestados esté en constante flunctuacion.

Como un sistema aislado es muy raro en la naturaleza, nos interesaria saber qué sucede con
sistemas que puedan intercambiar energia (ensamble candnico) y materia (ensamble grancanénico).
Sin embargo, es necesario estudiar el primer tipo de sistema porque cumple con el supuesto funda-
mental directamente. De la caracterizacién de este sistema (ensamble microcandnico) se definird
la temperatura termodinamica que sera lo que una a esta teoria con teorias macroscépicas.

2.1.1. Ensamble microcandnico



Definicién 2.2. Un ensamble microcancnico es un sistema cuya energia y nimero de particulas

estan fijas.

Dada esta definicién y el supuesto fundamental, la probabilidad p de que un sistema se encuentre

en un estado |n) es la misma para cualquiera, es decir:

donde Q(F) es el nimero de microestados posibles con energia E.

Definicién 2.3. Dada kg = 1.38 x 10723J x K~! la constante de Boltzmann, la entropia micro-
canonica S estd dada por:

S(E) = kg In[Q(E)]. (2.3)

Definicién 2.4. La temperatura termodindmica T se define como:

e (2.4)

Esta ultima definicién se debe a que se maximiza la entropia de dos sistemas que no interactian
entre ellos cuando:
051 0S5
_— = & T, =T s 2.5
g —ap D= (2.5)
es decir, que dada la segunda ley de la termodindmica, el sistema siempre aumentard su entropia
por lo que al llegar al méaximo deberia estar en equilibrio. Que ambas temperaturas sean iguales

tiene correspondencia con el equilibrio térmico que se observa macroscépicamente(Tong , 2012).

Definicién 2.5. La capactidad calorifica C se define como:

_OE

C—a—T.

(2.6)

Esto es importante porque es una cantidad macroscépica medible.

2.1.2. Ensamble candénico Ya habiendo caracterizado el ensamble més elemental,
nos movemos ahora a caracterizar uno que pueda tener variaciones en la energia. Esto lo hacemos
porque muchos sistemas en la naturaleza se pueden modelar cumpliendo esta caracteristica. Para

hacer esta caracterizacién, hacemos las definiciones siguientes.

Definicién 2.6. Un reservorio es un sistema con energia muy grande en comparacién a otro

sistema.



Definicién 2.7. Un ensamble candnico es un sistema cuyo numero de particulas es constante en

contacto con un reservorio, el cual le permite tener fluctuaciones de energia.

Para este sistema, la probabilidad de que esté en un estado |n) con energia E,, es:

e PEn 1
; —. 2.7
T (2.7)

=

2
I

=
Il

Definicién 2.8. La funcion de particion candnica Z se define como la siguiente sumatoria sobre

todos los estados posibles:

2= e (2.8)

Una propiedad de la funcién de particién es que dados dos sistemas que no interactuan entre
si, al ponerlos en contacto la nueva funcién de particién es la multiplicaciéon de las anteriores. Por
lo que dados m sistemas que no interactuan entre si, la funcién de particién del sistema que surge

al unirlos es:

Ly = ﬁ Z. (2.9)
n=1

La funcién de particién es de gran importancia ya que caracteriza la probabilidad de esta-
dos. Esto significa que podemos encontrar valores esperados de cantidades como la energia o la
temperatura si conocemos Z(Tong , 2012). Como ejemplos se pueden mencionar las siguientes

relaciones:

()= -2, (2.10)
., 0°InZz
AR == (2.11)

2.2 Ejemplo: Oscilador armoénico clasico y cuantico

Una de las modelaciones mas comunes en fisica es la de un oscilador arménico, el cual viene de
hacer una expansién de Taylor a algtiin potencial cualquiera cerca del equilibrio. Como se menciond
antes, encontrar la funciéon de particién permite encontrar valores esperados, por lo que serd lo

primero que se calculara.

Empezamos con un oscilador clasico, para éste tenemos que la sumatoria sobre todos los estados

se vuelve una integral en el estado de fase:

> = / / dzdp, (2.12)



ademds sabemos que la energia estd dada por:
E, — E(z,p) = — + —mw-z~, (2.13)
m

entonces la funcién de particion es:

oy = //da:dp exp [—B (;fn + ;mw T )} [/dpe 275] [/dxe‘w] . (2.14)

Estas integrales son campanas de Gauss. Entonces tenemos el siguiente resultado:

Za= 5\ = 2 (2.15)

Usando este resultado obtenemos la energia promedio con la ecuacién 2.10:

(Ba) = - = kpT. (2.16)

1
Hacemos lo mismo pero para un oscilador cuantico. Para éste, los niveles de energia estan dados

por:

E, = hw (n + ;) : (2.17)

Por lo que la funcién de particion es:

Zefﬁhw n+3 ﬁh“ Zefﬂhwn (218)

Reconocemos una serie geométrica, la cual converge porque e #™ < 1 V3 > 0, lo cual tiene
sentido porque no se esta lidiando con temperaturas negativas ni temperatura cero. Entonces se
tiene:

Bhw

Tgu = 3% (1= ePm) ™" (2.19)

Al igual que en el oscilador clasico, se obtiene la energia promedio con la ecuacién 1.10:

(Equ) = hw [; - eﬁhwll} : (2.20)

Ahora nos gustaria encontrar una correspondencia entre la teoria cuantica y la teorfa clasica en
el limite termodindmico. Para T grandes § es pequena, entonces se expande el término exponencial

de la ecuacién 2.19:

1 hw
Yl hw=1+—=— 2.21
+ +Tk (2.21)



La ultima igualdad significa que la aproximacion vale si T >> Z—“B’ Entonces, recordando que
beta es pequeno, la ecuacién 2.19 se vuelve:

(E,) = hw {1 + 1] N = X (2.22)

Lo que demuestra la correlacion entre la mecdnica cudntica con la mecanica clasica.

2.3 Modelo de Einstein

Una cantidad termodindmica macroscopica que es comin de medir por sus diversas aplicaciones
es la capacidad calorifica (definicién 2.5). Sin embargo, en fisica del estado sélido, cuando se le
media a bajas temperaturas se obtenfan resultados que se desviaban de la teorfa cldsica (Shankar,
1980). A continuacién se presenta el cdlculo de la capacidad calorifica para un cristal con Ny

atomos. Para pequenas oscilaciones, esto es equivalente a 3Ny osciladores desacoplados.

Sabemos que para dos sistemas que no interactian entre ellos, las funciones de particién se

multiplican. Entonces la funcién de particién serd, Z3MNo y para obtener la energfa promedio ten-

emos (E) = —3N0% log Z. Entonces para un cristal tratado como sistema clésico se tiene:
C (T)*LE(SNI@ T) =3k (2.23)
alt) =3 gr \wokB L) = 3. .

Suponiendo que todos los dtomos del cristal vibran a la misma frecuencia w por simplicidad,

se obtiene:

hw
1 0 1 1 hw eFBT

T) = ——3N, -t | = . 2.24

= g (3 ) e e

Definiendo la temperatura de Einstein como:

huw
Op = —. (2.25)
kg
Con esto lo anterior se vuelve:
O 2 efe/T
=3kl —| ——. 2.2
Cun(D) = 380 () P (226)

Se procede a verificar lo que sucede cuando T' >> 6, hacemos la expansion de Taylor para el
término exponencial del denominador hasta el segundo término y para el que estd en el numérador

solo hasta el primero:

Cpu(T) = 3k (‘iﬁ) (an;T)Z — 3. (2.27)



Ahora lo hacemos para T << 0, déndonos cuenta que e?2/T >> 1:

0p 2 efe/T 0g 2 _o
Este modelo tiene correspondencia con la fisica experimental, como se puede apreciar en la

Figura 2.1. Esto fue una de las pruebas de que la cuantizacion es importante en la fisica.

Figura 2.1: (Shankar, 1980) Comparacién de un experimento con la teoria de Einstein para el calor
especifico en el caso del diamante (O se elige como 1320K ).

3k

2k

cn [
Ik}




3 Modelo de Ising

Uno de los modelos estadisticos méas famosos es el modelo de Ising, el cual ha sido estudiado
extensamente. En una y dos dimensiones fue resuelto analiticamente, el caso tridimensional es

estudiado actualmente (El-Showk et al., 2012).

Este modelo se puede aplicar a uno de los fenémenos mas interesantes de la fisica del estado
sélido: el ferromagnetismo. Este consiste en que una fracciéon de los dtomos de materiales como
hierro o niquel se polaricen en la misma direcciéon en respuesta a un campo magnético externo,
lo cual da como resultado un campo magnético propio del material. La particularidad de esto es
que al quitar el campo magnético externo, una fracciéon de los atomos polarizados se mantendra
en ese estado debido a que por efectos cuanticos, un atomo prefiere tener la misma orientacién
que sus vecinos. Sin embargo esto sucede a temperaturas menores al punto de Curie (también se
le conoce como temperatura de Curie), éste valor varfa de material en material. Cuando el mate-
rial se encuentra arriba de este punto se vuelve paramagnético (Reitz et al., 1981). Como no hay

un cambio gradual de un estado a otro sino sucede espontaneamente, ésto es una transicion de fase.

El modelo de Ising consiste en un arreglo de N puntos fijos llamados sitios de la red que
forman una red n-dimensional periédica. Cada sitio de la red tiene un espin o asociado cuyo valor
puede ser +1 o -1. Para una red con NN sitios, el numero de configuraciones diferentes de espines

es 2V (DiFrancesco et al., 1997).

Una cantidad termodindmica de interés es la magnetizacion M, que corresponde al valor es-
perado de un espin. Por invarianza en traslaciones, esto seria lo mismo para cualquier espin, por

lo que se tiene:
1 0F

M= (o) =351

(3.1)
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donde h es la magnetizaciéon que aporta un spin y F es la energia libre y estd dada por

F=-ThhZ (3.2)

También es de interés la susceptibilidad magnética y, que indica como responde el campo

magnético a un campo externo muy pequeno:

oM
= — . 3.3
=l (3.3)
Otra cantidad que es de interés es la la funcidn de correlacion de pares T'(i):
L(i —j) = (oi0;), (3.4)

la cual es una medida de la dependencia estadistica mutua de los espines o; y 0;. Esto es conve-
nientemente la funciéon de dos puntos, la cual serd muy importante mas adelante cuando se esté

tratando de determinar caos cudntico.

3.1 Modelo de Ising en 1 dimensién

En una dimensién con N sitios se impone la siguiente condicién de periodicidad:
Oi+N = O, (3.5)

la energfa de una configuracién [o] estd dada por:
Elo] = —JZUiGj —hZUi, (3.6)
(i) i

donde (ij) indica una suma sobre los pares de sitios de red mas cercanos. El primer término
representa la interaccién de pares de espines vecinos a travez de acoplamiento ferromagnético (J >
0) o antiferromagnético (J < 0). El segundo representa la interaccién con un campo magnético

externo h (DiFrancesco et al., 1997).
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Figura 3.1: (Huang, 1987) Topologia del modelo de Ising en una dimensidn

1
N, 2

1

Ahora se procede a resolver este modelo mediante funciones de particién.” Similarmente al

problema del oscilador, Z permitira calcular valores esperados de cantidades macroscépicas. Pro-
cedemos a calcular esta funcién con el método de matrices de transferencia (véase apéndice A).
También suponemos que la cadena tiene la condicién de frontera periddica N + 1 = 1. De las
ecuaciones 2.8 y 3.5, definiendo K = J y H = [h y sumando sobre sobre todas las posibles

configuraciones, y como o; = +1 entonces se obtiene:

InE ) = Y o KT nn e Y Ky ne e ()
o1==+1 on==%1 o, =*1

Ademas la energia se puede reescribir como:
1
FE = _JZUiUiJrl - §h Z(UZ + 0'7;+1). (38)
2 K3
También se puede reescribir la funcién de particiéon como:
e PE = o BT Eioioini—sh Ti(0itoin)) — (o|T|o"). (3.9)
Donde T es la matriz de transferencia del sistema. Ademds podemos reescribir Lo anterior como:

ZN(K,N)=Tr |[T(K,H)"]. (3.10)

IProblema 3.1 de DiFrancesco et al. (1997)
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Como se estd trabajando con la base (1, —1), entonces:

eKao"—&-%h(o’—',—o/))
_ (KHH)

) (3.11)
) (3.12)
(1T —1) = 51, (3.13)
) (3.14)
) (3.15)

T = : (3.16)
e e(K—H)

Ahora si se quisiera calcular la magnetizacién con la ecuacién 3.1 primero habria que encontrar
la energia libre. La matriz de transferencia se puede diagonalizar con sus eigenvalores, entonces
TV se puede reescribir como la matriz diagonal con los eigenvalores AN y por lo tanto la traza

estaria dada por la suma de esos valores.
Tr [T(K, H)N] =) AY. (3.17)
i
Evaluamos el siguiente limite:

Jim /Z AN = J&IIOO,/A{V + AY = max [A, Ay]. (3.18)

Sabemos que el eigenvalor més grande es:

Aoz = €5 [cosh(H) + 4/sinh?(H) + 6_4K:| . (3.19)

Entonces tenemos:

f(K,H)= lim —(1/N)InZy(K,H) =-K —In {cosh(H) + \/sinh2(H) + e—4K} . (3:20)

N —o00
Calculamos la magnetizacion:

p_OF _dAHOF o swh(H) (321)

Oh  dh OH \/6*4[( + sinh?(H)

Si se evalua para h pequenias, entonces H pequena también y sinh(H) — H y cosh(H) — 1; por
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altimo e=* >> H?2. Por lo que M es:
M =~ Be*  H = M ~ he?". (3.22)

Ahora se procede a verificar si hay una transicion de fase. Se calcula primero la susceptibilidad
magnética
_O*f OM  dHOM _ OM 526278,

o~
~

= = 7 3.23
XT 9w~ oh ~ dhoH " 0H (3.23)
Si se evaltia en el limite termodindmico, para la cual diverge cuando T' — 0 = 8 — oo. Finalmente

tomamos el limite cuando h — 0 en la magnetizacion:

lim M = 0. (3.24)
h—0

Por lo que no hay puntos criticos no triviales, entonces no hay transiciones de fase. Este resul-
tado fue el que llevé a Ising a abandonar su modelo, sin embargo esta fue una decisiéon inocente
y apresurada ya que las transiciones de fase si existen para dimensiones mayores a 1 (como se

describird en la siguiente seccién).

Otra cantidad que puede resultar til es la funcién de correlaciéon espin-espin, la cual esta

dada por:
Tr (TN*T6TT€I)

—TaT (3.25)

(0i0i41) =

donde r es la distancia entre dos sitios de la red, pero el operador ¢ actia dos veces sobre la misma

posicién por lo que se anula, entonces tenemos:

Te (TVN"TT)  AY"A5 + ATAY 7

104 = = , 3.26
entonces al evaluar en el limite termodindmico (suponiendo A; > Aj):
AN=TAT L AT AN-T Ao\" COSh(H) — \/sinh2 (H) + e 4K
lim (0,0101) = lim 2L 2t hifle - (A2 (3.27)

cosh(H) + \/sinh2 (H) + e 4K

3.2 Modelo de Ising en dos dimensiones

El modelo de Ising actualmente estd resuelto para 2 dimensiones pero no para 3 o mas. El
primero es uno de los modelos estadisticos mas conocidos y vastamente estudiados. Una de las

aplicaciones mas importantes de este modelo es permitir calcular funciones de correlacién del
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operador energia en el plano. La energia por sitio de este sistema estda dada por:

por lo que la funcién de particién es:
7 = Z e~ P 2 B, (3.29)
{o}

Es de interés saber lo que suscede en una transicién de fase en un valor critico K, del acoplamiento
K = 8J. Asise puede mostrar que los limites por la derecha (mayor temperatura) y por la izquierda

(menor temperatura) para Z son:

Znign = [2cosh(K)]"™ Y~ [tanh(K)]"o (3.30)
loops
Zlow — 26N]\/[K Z e*QK(lOngitud)' (331)
loops

El caso de la ecuacién 3.30 se entiende como la suma de todas las trayectorias cerradas (no
necesariamente conexas) mientras que el de la ecuacién 3.31 es la suma de las trayectorias que
encierran ’areas’ de espines iguales; esta interpretacién se puede apreciar en la Figura 3.2. De

estas dos expresiones es evidente que las dos fases se pueden mapear entre ellas a través de:
e 2K —tanh K, (3.32)

lo cual lleva a que:

1
K.=—3n (\/5 - 1) ~ 0.440686. (3.33)

Figura 3.2: La cuadricula de la izquierda muestra la consecuencia de la ecuacion 3.30 y la cuadricula de
la derecha las consecuencias de 3.31

+[+
+[+ [+
|
|

Las transiciones de fase se pueden apreciar en cantidades termodindamicas como la magnetizacién

y susceptibilidad magnética. Cabe mencionar que para cualquier transicién de fase, la capacidad
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calorifica tiende al infinito Pathria y Beale (2011). Estas caracteristicas se pueden apreciar en la

Figura 3.3.

Figura 3.3: (Witthauer y Dieterle, 2007) Simulaciones de cantidades termodindmicas de un sdlido. a) es
la energia por sitio, b) la magnetizacidn por sitio, c) el calor especifico y d) la susceptibilidad magnética.

a)

C, [ ]

<E> per wite [J)
-
"

044
4 ..
084 "

e
- -

! 4
Tempemature [Ji ]

0.0008 5
0000 4
0.0008 4
0.0008 4
20004 4
0.0003 4 . -
00002 4 / o
0.0001 4 - ‘el
LRl T .

20000 4 -

. T - T - T L T - T
1 2 3 4 -

Temperature [k )

10 LRCR
LR
-
Tr ]
3
08
2
@
R \
o4
)
=
LA -
024
a -
- —
00+ sss § =® =wm
T v T T
L] 2 3 4 ]
Tempemiture [V ]
)
o0 .
]
000 4 'I
0015 4 J
:‘; |
=
w2 0010 !
\
-
0005 -
-
-
000 wammus R R R RCR R
T T Y -
1 2 3 [ 5

Temperature [k ]



16



4 Teoria de campos conformes

Cuando un sistema de muchas particulas sufre una transicién de fase continua, la longitud de
correlacion se vuelve infinita. Esto da lugar a una invarianza ante cambios de escala. Generalmente,
esta invarianza ante cambios de escala induce una invarianza ante transformaciones conformes que

sera lo que se estudiara en este capitulo.

Definicién 4.1. Una transformacion conforme es aquella que preserva angulos y esta dada por

G (X) = A(X) g (%), (4.1)

donde A > 0, g, es la métrica del espacio donde vive la teoria (ver apéndice B) y x son las

coordenadas del espacio que describe la métrica.

Es de interés conocer cuales son los mapas que generan transformaciones conformes, en partic-
ular se quiere estudiar esta pregunta a nivel infinitesimal. Considerando que esta teoria vive en
el espacio de Minkowski, la métrica g,, — 1., con 1, = diag(—1,1,...,1). Ahora infinitesimal-
mente se tiene

2P = 2P + e + O(). (4.2)

Entonces bajo este mapa, la métrica se transforma como

0x'P 0z’ e, Oey 5
G g =+ (G + g ) + O 3

También se puede expandir el A de la ecuacion 4.1 como
A@)nw = (1 + k) + O(e?). (4.4)

Al eliminar los términos de orden superior a O(e), decimos que €, genera una transformacion

conforme si cumple con la ecuacién de Killing conforme DiFrancesco et al. (1997)
Opey + 0pey = K(X) - (4.5)
Se puede encontrar x con la traza de la ecuacién 4.4, obteniendo

Kk(x) = =(0-¢), (4.6)



18

donde d es la dimension del espacio-tiempo. Por lo que A es:

A:1+§(8~e)—|—(92 (4.7)

Por dltimo se puede encontrar la restriccién de e sustituyendo la ecuacién 4.5 en la 4.4 y derivando

parcialmente ambos lados, obteniendo
(d—1d(d-¢) =0. (4.8)

A partir de esta ecuacion es claro que 0 - € es lineal, por lo que la solucién para e debe ser alguna
forma cuadrética, es decir:

€p =y + b’ + cpprtal. (4.9)

Se puede deducir que la parte simetrica de b,, es proporcional a la métrica sustituyendo solo
el segundo término del lado derecho de 4.8 en 4.4, entonces ésta genera una dilatacién. La anti-
simétrica de b, genera boosts y rotaciones. Agrupando las transformaciones finitas de la manera

siguiente

2t = 2+ at, (4.10)
¢ = azt, (4.11)
= M*ah (4.12)
Ko 2
R 41
v 1—0b- 2+ b222’ (4.13)

donde M es una rotacién y b, = éc“(w. Los generadores de las transformaciones conformes son

P, = —id, (traslaciones), (4.14)
D = —iz"d, (dilataciones), (4.15)
L, = i(z,0,—x,0,) (rotaciones), (4.16)
K, = —i(2z,2"9, —2%9,) (SCT)". (4.17)

OTransformaciones conformes especiales, por sus siglas en inglés.
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[D, P iPy, (4.18)
(D, K] —iKy, (4.19)
(K, P 2i(uw D — Lyuw), (4.20)
[Kps Ly i(Npp Ky = Npv Pu), (4.21)
[Po, L] i(Npp Pt = 1pu K1), (4.22)
[Lpvs Lpol i(MvpLyo + Mo Lvp — MupLve — Mo Lup); (4.23)

y puede mostrarse que el grupo conforme es isomorfo a SO(d-1,2) (DiFrancesco et al., 1997).

4.1 Teoria de campos conformes en dos dimensiones

En dos dimensiones las teorias conformes son especiales, puesto que adquieren un dlgebra de
simetrias infinita (Belavin et al., 1984). En esta seccién trabajamos con la métrica euclidiana.

Cuando d = 2 entonces de las ecuaciones 4.4 y 4.5 se obtienen las expresiones

0169 + Oper = 0, (424)

8060 - 8161 = 0, (425)

entonces las ecuaciones de Killing conformes se convierten en la ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Por esta razén se le da atencién especial a esta teoria en dos dimensiones, ya que permite utilizar
todas las herramientas del analisis complejo. Ahora se pasa de la base {2°, 21} a la base {z, z} por

medio de las transformaciones

z =20 + izt (4.26)

z =20 —iz! (4.27)
lo cual genera el tensor métrica en el espacio complejo

G = (4.28)

N[
S Wl

Por otro lado, se evaluard la transformacién z — z + ¢(2) y €(2) lo podemos expandir en series

como

e(z) = Z —cp 2" (4.29)
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Esto tiene un problema; si fuese holomérfica, z no puede ser un polo; pero en realidad es una
funcién meromérfica, lo cual deja bien definida a €(z). Haciendo una expansién por series de
Laurent de un campo que se transforma con un término de primer orden como 4.29 (y por otro

lado la versién conjugada), se obtienen los generadores

l, = —z""o,, (4.30)

l, = —-z""o., (4.31)

que forman el dlgebra de Witt y obedecen las relaciones de conmutacién

lmsln] = (m—n)lmin, (4.32)
[l_m, l_n] = (m—n)lmin, (4.33)
[lm,ln] = 0. (4.34)
Esta subdlgebra {l_1, 1,11} corresponde al dlgebra conforme global, donde: n = —1 genera trasla-

ciones sobre el plano complejo, n = 0 genera rotaciones y dilataciones y n = 1 genera las SCT. A

esta base se le llama &dlgebra conforme global.

Ahora se realiza la extencién central del dlgebra de Witt, lo cual es hacer la suma directa
g @ C. Al resultado de esto se le denomina el algebra de Virasoro. La idea de esto es tomar los

conmutadores 4.32, 4.33 y 4.34 y agregarles un término como
[Lin, Ln) = (M —n)Lppyn + cp(m, n), (4.35)

donde c es la carga central y p es una funcién que depende de la teoria. Para una teoria conforme

1

p(m, TL) = ﬁm(mQ

— 1)dpm4n,0, por lo que 4.35 es

C
[Lma Ln] = (m - n)Lm,—i-n + — 2

> — 1)dmino (4.36)

m(m

Es de interés conocer el contenido de la teorfa. Usando el algebra de Virasoro definimos los

siguientes campos.
Definicién 4.2. Un campo es quiral si
¢(z,2) = ¢(2), (4.37)

viceversa, un campo es antiquiral si

P(2,2) = ¢(2). (4.38)
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Es de interés conocer como los campos se ven afectados ante transformaciones como z — f(z),

donde f es meromorfica, en ese caso tenemos

h/d

o(f(2), F(2)), (4.39)

h/d

a
dz

df

¢ (z,2) = e

donde a h y h se les llama los pesos conformes. Si un campo se transforma como 4.39 se dice que

es:
1. cuasiprimario si f esta en el algebra conforme global
2. primario si fe esta en el dlgebra de Virasoro.

Al hacer una transformacién conforme infinitesimal (ecuacién 4.2)
d(2,2) = &(2,2) + (h0, + €0,)d(z, Z) + a.c, (4.40)

donde a.c. es la parte antiquiral.

Uno de los resultados de esta teoria en dos dimensiones es poder calcular analiticamente fun-
ciones de dos puntos. Primero, se nota a partir de Se empieza notando que si la funcién de dos
puntos es una funcién g(z1,22), al ser invariante ante trasalaciones y rotaciones, debe ser una

funcién de la diferencia, por lo que se tiene

(d(21)d(22)) = g(21,22) = g(|21 — 22]). (4.41)

Ahora la invarianza ante dilataciones implica que

C12

(A" d(Az1) Ahad(Az1)) = N1 H2g(A[21 — 22]) = g(|21 — 22]) = [21 = 2| tha’ (4.42)

donde la tltima igualdad se debe a que los lambda se cancelan de esa manera. Por tdltimo, para

ver qué sucede con las SCT, se verifica como se transforma |z; — 23|, de lo cual se obtiene

|21 — 2o

b — 2 = . 4.43
|Z1 Zz| (1—2b~21—|—622%)1/2(1—2b'22+b223)1/2 ( )
De acuerdo a la ecuacién 4.39
dz! 1
L= . 4.44
dz; ‘ (1—2b-2z; + b222)? (444)

Finalmente definiendo v; = (1 — 2b - z; + b%22)¢ y utilizando las igualdades de la ecuacién 4.42 se

obtiene

012 012 (7172)(h1+h2)/2

|21 — 22|h1+h2 = ,yih,ygz |zl — 22|h1+h2

: (4.45)
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de lo que se concluye que para que exista invarianza para SCT, hy = hy. Por lo que la funcién de

dos puntos es

_ _ C1a
(0(21,21) (22, 22)) = m, (4.46)
si y solo si hy = hy = h los pesos conformes de z; y 2o respectivamente. Ademds se puede
normalizar con C12 = 1y se concluye que para d = 2 se transforman como
. ) dwy |2 | dws |2 ) .
(p(w1,W1)p(we, w2)) = | —— —— 1 (9(21,21)P(22, 22)). (4.47)
le dZQ

En general, para una teoria conforme no se puede encontrar la forma precisa de las funciones

de cuatro puntos. Sin embargo, en dos dimensiones si existe. Estas funciones son de la forma

4
_ h/3—hi—hj _h/3—hi—h;
(61,0 02) = fz,2) [ 1/ &/ , (4.48)
1<J
donde
o= 12734 (4.49)
2137224

es la razén cruzada, h = Z?Zl hiy h= 2?21 hi.

Es pertinente mencionar que las ecuaciones 4.24 y 4.25 tienen el problema de ser vélidas solo a
nivel local. Entonces se debe hacer una distincién entre transformaciones conformes locales y trans-
formaciones conformes globales. El conjunto completo de transformaciones conformes globales esta

dado por:
az+b

cz+d

f(z)= i ad—be=1, (4.50)

donde a,b,c,d € C. El conjunto de todas estas transformaciones conforman el grupo conforme
especial. Se puede asociar los coeficientes a una matriz

A= , (4.51)

la cual pertenece al grupo de matrices 2 X 2 complejas invertibles con determinante unitario, es
decir es el grupo SL(2,C) y se sabe que éste es isomorfo al grupo de Lorentz en cuatro dimensiones

SO(3,1) (DiFrancesco et al., 1997).

Una teoria conforme en dos dimensiones estd determinada completamente por lo pesos con-

formes de sus primarios y los coeficientes de las ecuaciones de 3 puntos. (Belavin et al., 1984)
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4.2 Funcién de dos puntos a temperatura finita

Si ahora se quiere aplicar a sistemas estadisticos, hay que agregar temperatura a la teoria. Para

esto se hace la transformacién

2 — e B, (4.52)
de lo cual se obtiene
dw; 27 27 2m.,.
=2 =T 4.53
dz; B : B ‘ ( )

por lo que usando las ecuaciones 4.46 y 4.47 se obtiene

2h 2h 27 (w1 +ws)
2T 2z 2T 2z 1 2r e’
¢w7w¢w7w =|—Fer™ 77“12 = |75 I e )
< ( ! 1) ( ? 2)> B ﬁ e%"uﬂ _ e%‘u& ah ﬂ e%wl — 671”2
(4.54)
lo cual da como resultado
4h
s T
(p(w1,W1)p(wa, w2)) = ‘B csch [5(101 - wz)} ) (4.55)

lo cual muestra la simplicidad y conveniencia de calcular funciones de dos puntos utilizando teoria
de campos conformes en dos dimensiones. Por otro lado se le puede imponer el tiempo usando las
ecuaciones 4.26 y 4.27

wj = x; +it;. (4.56)

Pero como este tiempo corresponderia a un tiempo en un espacio euclidiano, lo cual no corresponde

al tiempo fisico. Entonces se hace una continuacién analitica
ty =ty — it} (4.57)
donde t¥ es un tiempo euclidiano y t;, es un tiempo lorentziano. Por lo que se tiene
2 — 8 @t Fity), (4.58)

de lo que se periodicidad en el tiempo euclidiano corresponde a temperatura finita.

4.3 El modelo de Ising en dos dimensiones de nuevo

Ahora se estudia un ejemplo, que es la primera teoria conforme no trivial. Esta corresponde al
modelo de Ising en 2 dimensiones en su punto critico. El modelo de Ising critico en 2 dimensiones

tiene 3 campos primarios: la identidad I, el espin ¢ y la energia ¢; cuyos pesos conformes son 0, %
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y 1—16. La funcién de cuatro puntos para o (Ginsparg, 1988) es

1
213224 4

(1+V1i—z[+1-V1i—2z]), (4.59)

<O'(Zl, 21)0'(252, 22)0'(2737 23)0'(254, Z4)> = m

donde se ha introducido la notacién z;; = z; — z; y « es la razén cruzada y estd dado por

p = 222 (4.60)

213424

Para e (Christe y Henkel, 1993), la funcién de cuatro puntos estd dada por

2 2

22 —z+1
1—x

1

212734

<€(21,21)€(2’2,52)6(23,23)6(24754» = (461)

También se puede calcular una funcién con términos cruzados (Christe y Henkel, 1993), la cual es

2

L . (4.62)

IESEENE

2—x
2Vl —zx

<CJ’(217 51)6(2’2, 52)0'(23, 53)6(2’4, 24)>

Las teorias conformes unitarias en dos dimensiones estdn totalmente clasificadas para ¢ < 1, el
modelo de Ising corresponde a ¢ = % Estas teorias son conocidas como modelos minimales, otros

ejemplos son el modelo de Ising tricritico, tripots, entre otros (Ginsparg, 1988).



5 O0OTOCs y caos

Uno de los fenémenos fisicos méas conocidos es el efecto mariposa, el cual se refiere a que un
leve cambio en las condiciones iniciales presenta un cambio significativo en el sistema al cabo de
mucho tiempo. Cuando un sistema presenta esta sensibilidad a condiciones iniciales se dice que
es cadtico. Cabe mencionar que este caos es deterministico y no aleatorio. Hacer una medicién a

estos sistemas nos permite predecir el futuro hasta cierto punto(Thornton y Marion, 2004).

5.1 Caos cuantico

Clasicamente para detectar caos en un sistema se requiere calcular la funciéon de posicién g en

términos del tiempo t y la condicién inicila gg, entonces ¢ — ¢(t,qo). Ahora, se requiere conocer

9q(t,q0)
]

o Y esto es equivalente a

como cambia la posicidn respecto de la condicién inicial

dq(t, qo)

90 {q(),p(0)}, (5.1)

donde, son brackets de Poisson. Aplicando la cuantizacién canénica (Tong , 2012) {,} — —£[,]

donde [,] es un conmutador se obtiene

L)y al0).p(0)]. (5.2

Si g y p son operadores O entonces ¢(t) = O; y p(0) — O;, se define
Ffj = ~([0i(t), 0;(0)]%)5. (5.3)
Con esto definimos caos cudntico cuando (Larkin y Ovchinnikov, 1969)
Ffj ~ 2(0i(t), 0:(1)(05,0;)5 (5.4)
para t grandes. La cual al expandirla

Fl = (0:i(1)0;(0)0;(0)0i(t)) + (O;(0)0i(£)Os(1)O;(0))

Lo cual motiva las definiciones de la siguiente seccion.

25
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5.2 0OTOC

Seria maravilloso encontrar una forma de encontrar el comportamiento de las funciones de
cuatro puntos de la ecuacién 5.5. Notamos que segin la ecuacién 5.4 las funciones de 4 puntos
de alguna manera tendrian que tender a la multiplicacion de las funciones de dos puntos de sus

argumentos. Dado esto se define un OTOC térmico (Out of Time Order Correlator) por

7 {06(4)0:(1)5(01(0);05(0)) 5

T T ) .
3 (O] (t)0; (O)Ozft)oj 0))s (5.6)

Se quiere verificar qué sucede con la razén cruzada cuando avanza el tiempo (Roberts et al.,

2015), por lo que se usan los siguientes valores

2 = e%(t“ﬁ), 7 = 67%(t+i61), (5.7)
2 = e B i) g o F(thie) (5.8)
2 = e B @tien) g = Fle—ie) (5.9)
2 =B (@He) g = o (#ien) (5.10)

donde ¢; = tF y t = tE.

Figura 5.1: Grdfica en el plano complejo de la ecuacion 4.47 utilizando la ecuaciones 5.8-5.13 donde el
camino rojo es para €1 < €3 < €2 < €4, el azul para €1 < €2 < €3 < €4 y el verde para €1 < €3 < €4 < €3.

2.0 T T T

15F 1

1.0+ 8

0.5} 1

0.0+ 8

-05¢ 1

=-1.0f 8

-15+¢ 1

-2.0 . . . .
-2 -1 0 1 2 3
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Figura 5.2: Grdfica en el plano complejo de la ecuacion conjugada 4.47 utilizando los conjugados en las
ecuaciones 5.8-5.13 donde el camino rojo es para €1 < €3 < €2 < €4, el azul para €1 < €2 < €3 < €4 Y el
verde para €1 < €3 < €4 < €2.

2.0

15¢

1.0f

0.5}

0.0f

—0.5}

=-1.0f

-15}

-2.0 . . . .
-2 -1 0 1 2 3

Como se puede observar en la Figura 5.1 la razén cruzada para el érden de €; correspondiente
al OTOC envuelve al punto z = 1, el cual es un branch point de las funciones de cuatro puntos.
Es importante notar que no sucede con T (Nbtese = y T no son conjugados por la continuacién

analitica en la ecuacién 5.5).

Ahora se trabajard con las funciones de 4 puntos del modelo de Ising (ecuaciones 4.59, 4.61 y

4.62), y por envolver el branch cut x se puede reescribir por
=1+ (z— 1) (5.11)

Usando esto para el modelo de Ising, se puede obtener los OTOC cuando t — ooy 0 = 27

(o1(t)o2(0)o3(t)oa(0))
(01075 oa(0)aa(0)) O (5.12)
<61(t 62(0)63(t)64(0)> .
OO0 R (5.13)
(01(t)e2(0)o3(t)es(0))
(o1 osO)ea(ea() - (5.14)

Que es consistente con las predicciones de (Caputa et al., 2016) y (Gu y Qi, 2016). El hecho de que
o se comporte diferente da sospecha que puede ser cadtico o viceversa, los otros dos son cadticos.

Ahora se investiga lo que sucede para los TOC (Time Ordered Correlators) que estdn definidos
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por
5 _ _(0J0)0])0i(H0;(0)s (5.15)
Y {0l (10i(1))5(05(0)0;(0))5
Para los primarios del sistema de Ising se obtienen los siguientes TOC cuando ¢ — oo
(01(0)a2(t)os(t)oa(0))
2 O 0) (>16)
(e1(0)ea(t)es(t)ea(0))
QOa) a0a0) " 47
(e1(0)aa(t)os(t)ea(0))
raOm) aOa0) (1%)
De lo que se deduce que para t grandes
(0:(0)0;(1)0i(t)0;(0)) s ~ (0i(0)0;(0)) 5(O;(0)0;(0)) 5. (5.19)
Por otro lado, al expandir Fg se obtiene
Fy = (0i(H0;(0)0;(0)0:() +(0;(0)0:() 0:(1)0; (0)) (5.20)

de la cual los términos de la linea superior son TOC y los de la linea inferior son OTOC. Por lo

que para el modelo de Ising, cuando ¢ — oo cualquier primario cumple con
Ffj ~ 2(0,(1)0:(1)) 5(0;(0)0;(0)) 5= (Oi(£) 0;(0)Os(1) 0;(0)) s = (O;(0) Oi (1) O;(0) Oi(1)) . (5.21)

Es de notar que para € y el caso mixto e — o los OTOC se comportan igual que los TOC cuando
t — oo por lo que Fg — 0, de lo que se concluye que no habrad comportamiento cadtico. Sin
embargo, en el caso de o los OTOC tienden a cero, por lo que

FL, — 2(0,()0:(8)) 5(0;(0)0;(0))5, (5.22)

13,0

por lo que se concluye que existe caos cuantico para el spin, lo que significa que al hacer dos
mediciones con mucho tiempo entre ellas no se podréd predecir el comportamiento de la segunda

en base a la primera.



6 Conclusion

Se probé la no existencia de cambios de fase en el modelo de Ising 1-dimensional y se de-
scribié la naturaleza del cambio de fase del caso 2-dimensional. Ademads se encontré que el spin es
cuanticamente cadtico mientras que la energia y el caso mixto energia-spin no lo es para el caso

de dos dimensiones.

29



30



7 Bibliografia

Belavin, A. A.; A. M. Polyakov and A. B. Zamolodchikov. 1984. jjInfinite Conformal Symmetry in
Two-Dimensional Quantum Field Theory; ;. Nucl. Phys. B 241, 333.

Di Francesco, P.; P. Mathieu y D. Senechal. 1997. Conformal Field Theory. Nueva York: Springer-
Verlag New York, Inc. 890 pags.

Caputa P., T. Numasawa y A. Veliz-Osorio. 2016. jjScrambling without chaos in RCFT};.
arXiv:1602.06542 [hep-th].

Carroll, S. 2004. An Introduction to General Relativity: Spacetimes and Geometry. Chicago: Ad-
dison Wesley. 499 pags.

Christe, P. y M. Henkel. 1993. Introduction to Conformal Invariance and Its Applications to Critical
Phenomena. Berlin, 260 pags.

El-Showk, S., M. F. Paulos, D. Poland, S. Rychkov, D. Simmons-Duffin y A. Vichi. 2012. jjSolving
the 3D Ising Model with the Conformal Bootstrap; ;. Phys. Rev. D 86, 025022 [arXiv:1203.6064
[hep-th]].

Ginsparg P. H. 1988. Applied Conformal Field Theory. hep-th/9108028.

Gu, Y. and X. L. Qi. 2016. jjFractional Statistics and the Butterfly Effect;;. JHEP 1608, 129
[arXiv:1602.06543 [hep-th]].

Herstein, 1. 1975. Topics in Algebra. 2a edicién. EEUU, Xerox College Pub. 388 pags.
Huang, K. 1987. Statistical Mechanics. 2a ediciéon. Massachusetts: John Wiley & sons. 486 pégs.

Larkin, A. y Y. Ovchinnikov. 1969. jjQuasiclassical method in the theory of superconductivityy.
JETP 28,6 1200-1205.

Maldacena, J., S. Shenker y D. Stanford. jjA bound on chaos;;. arXiv:1503.01409.
Pathria R. y P. Beale. 2011. Statistical Mechanics. 3a edicién. Oxford: Elsevier. 718 pégs.

Shankar, R. 1980. Principles of Quantum Mechanics. 2a edicion. Nueva York: Prenum Press. 669
pags.

Thornton, S. y J. Marion. 2004. Classical Dynamics of Particles and Systems. ba edicién. Belmont:
Brooks/Cole-Thomson Learning. 642 pags.

31



32

Tong. D. 2012. Statistical Physics. Cambridge University. http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong
/statphys/sp.pdf [consultado 10 de octubre de 2016]

Tong. D. 2012. Classical Dynamics. Cambridge University. http://www.damtp.
cam.ac.uk/user/tong/dynamics/clas.pdf [consultado 24 de octubre de 2016]

Reitz, J., F. Milford y R. Christy. 1981. Fundamentos de la Teoria Electromagnética. México:

Union Tipogréfica Editorial Hispano-Americana. 440 péags.

Roberts, D. A.; D. Stanford and L. Susskind. 2015. jjLocalized shocks;;. JHEP 1503, 051
[arXiv:1409.8180 [hep-th]].

Witthauer, L. y M. Dieterle. 2007. The Phase Transition of the 2D-Ising Model.
http://quantumtheory.physik.unibas.ch/people/bruder/Semesterprojekte2007 /pl/index.html
[consultado 13 de agosto de 2016]



8 Anexos

8.1 Matrices de transicion

Un método bastante poderoso para resolver modelos estadisticos parecidos al modelo de Ising
es el método de matriz de transferencia, el cual es un analogo al formalismo de operadores en teoria
cuantica de campos. Para ser mas generales, se considera el modelo de Ising en dos dimensiones

con condiciones de frontera periédicas dadas por
Tijtn = Oij Oitm,j = Oijs (8.1)

para n x m particulas. Esto define una red sobre un toroide. Se denota pu; a la configuracién de

spines de la i-ésima columna:

pi = {0i1,0i2, ..., Oin}. (8.2)

Notese que para el modelo de Ising en una dimensién p — o. En particular la energia de una

configuracion u es

n
Elpi] = Z OikOjk, (8.3)
k=1

y la energia de la interaccién con una fila vecina es
n
Elui, p5) =Y 0w (8.4)
k=1

Utilizando notacién bra-ket de Dirac, se puede expresar el espacio vectorial V de filas de configu-
raciones generadas por el ket |u;), andlogamente a mecdnica cudntica. Finalmente se define una

matriz de transferencia T por

Tty = exp |~ (L) + 300 + 321 | (5.5)

En términos de T la funcién de particion Z es de la forma

Z= Z (| T|pz) (2| T p3) - (pan | T pa) = TeT™, (8.6)

M1y sHm

donde un término p; de la sumatoria significa una suma sobre todas las configuraciones posibles

en el generado de |u;) DiFrancesco et al. (1997).
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8.2 Tensores

Esta seccién no contribuye para nada a mi tesis, sin embargo la incluyo en caso de que algin
lector no esté familiarizado con tensores. Solo presentaré algunas definiciones y como manejar
tensores. En caso que se quiera profundizar maés en el tema personalmente recomiendo a Carroll

(2004). Se comienza con la definicién de tensor.

Definicién 8.1. Un tensor T tipo (k,1) es un mapa multilineal de una coleccién de vectores duales

y vectores hacia R:

T:Ty x---xTyxT,x--xT, >R, (8.7)

(k veces) (1 veces)
donde x denota el producto Cartesiano, T}, es un espacio vectorial que existe en un punto p y 7,

es su dual.

Por lo general se utiliza una notacién con indices

(T) — T (8.8)

V1,V

y se utiliza el convenio de Einstein, el cual consiste en sumar sobre los indices que se repitan arriba

y abajo, por ejemplo > u T*, =T pero ademds quitdndo el simbolo de sumatoria > 4 T, =T,

9

5. Se puede denotar como 9, con indice inferior. Por

Ademas, nétese que una derivada parcial
lo general la derivada parcial de un tensor no es otro tensor y se utiliza la derivada covariante V,,

pero como en este trabajo solo se trabaja en coordenadas locales no hay problema.

Para manejar los indices se utiliza el tensor métrica g,, y su inversa g"”, el cual contiene
la informacién geométrica del espacio en el que se esté trabajando (una definicién exhaustiva estd

fuera del alcance de este trabajo). El mecanismo que se utiliza es
™, = g"T,,. (8.9)

Lo ultimo que se necesita para realizar los pasos intermedios es la definicién del D’Alambertiano
O por
O0=0"0, (8.10)
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8.3 Algebra y esquema de prueba de isomorfismo algebra

conforme-SO(d+1,1)
Esta seccién es para todo lector que no esté familiarizado con teoria de grupos, para profundizar
mas en el tema ver (Herstein, 1975). Se presentard la definicién de grupo, cémo se aplica para

transformaciones infinitesimales y finalmente un esquema de la prueba del titulo del apéndice.

Definicién 8.2. Un conjunto no vacio G es un grupo si en G estd definida una operacién binaria,

llamada producto (y en este caso denotada por -) tal que
1. a,beG = a-beG.
2. a,b,ceG@ = a-(b-c)=(a-b)-c.
3. JeeGtalquea-e=e-a=a, Va € G.
4. YaeG,Ja t talque a-a" ! =a 1 =e.

Para transformaciones infinitesimales, el producto - se vuelve el conmutador [,]. Cuando se habla

de un dlgebra en especifico, se refiere a las reglas del producto.

Un isomorfismo, informalmente hablando, es cuando se puede arreglar los elementos de un
grupo G de tal forma que estos arreglos cumplan las reglas de un grupo G’. Dicho esto, podemos

arreglar el grupo conforme como:

Juw =Ly Jo1 = %(Pu - KM) (8.11)
J—l,O =D JO,,u = %(P,IL+K/L)7
donde J,p, = —Jpe para a,b € {—1,,1,...,d}. Finalmente solo se comprueba (DiFrancesco et al.,

1997) que cumple con las reglas de SO(d+1,1)

[Jab; ch] = Z‘(77adec + nchad - nachd - ndeac) (812)



