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Prefacio

En el idioma francés, al igual que en inglés, la palabra “Matemaética” suele escribirse en
plural, es decir, “Mathématiques”’. Note la letra ‘s’ al final de la palabra.

En la famosa serie de libros de matematica, Eléments de mathématique (elementos
de matematica), del grupo de matematicos conocido como “Nicolas Bourbaki”, la palabra
mathématique aparece en singular. {Un error de ortografia? jAl contrario! El uso del singular
en el titulo es totalmente voluntario, y viene del hecho de que para los autores, la matematica
debe percibirse como una disciplina unificada (Aczel, 2007, p.99). De hecho, un breve estudio
de la historia de la matematica en los ultimos 200 afnos parece confirmar este punto de vista.
En efecto, por méas abstracta y general que se haya vuelto, mucha de la teoria que se presenta
a continuacién encuentra sus origenes en problemas muy concretos y aplicados de Fisica o
Ingenieria. De hecho, Joseph Fourier, Augustin Louis Cauchy y otros grandes matematicos
del siglo XIX recibieron una formacion de ingenieria (école Polytechnique, Francia). Por lo
tanto, resulta dificil pretender que hay una matemaética pura, y otra matematica aplicada, y
que es posible dedicarse al estudio de una sin considerar la otra. De hecho, el mismisimo John
von Neumann advierte sobre el peligro incurrido cuando el enfoque de las investigaciones de
un matemético es inicamente abstracto y pierde de vista el origen empirico de la disciplina
que estudia:

« In other words, at a great distance from its empirical source, or after much
“abstract” inbreeding, a mathematical subject is in danger of degeneration.
[- .. ] the only remedy seems to me to be the rejuvenating return to the source:
the re-injection of more or less directly empirical ideas. I am convinced that
this was a necessary condition to conserve the freshness and the vitality of the
subject and that this will remain equally true in the future.» (von Neumann,
1947, p.196)

En las paginas que siguen, se presenta una deduccién completamente matemaética del
principio de incertidumbre de Heisenberg, una idea que surgié primero en el contexto de
la mecéanica cuéntica, y que después fue integrada al analisis de Fourier como un teorema
formal, ilustrando perfectamente como los avances teéricos y las grandes ideas suelen surgir

)
de la interaccién entre aplicaciones y teoria, y no de una perspectiva mutuamente excluyente
entre lo “concreto” y lo “abstracto”.

111
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Resumen

El trabajo a continuacién consiste de una presentaciéon detallada de la teoria basica del
analisis de Fourier en el marco de los espacios de Schwartz sobre R y R%. En cada caso, se
incluye una exposicién de la manera en que esta teoria puede utilizarse para obtener una
version completamente matematica, en la forma de un teorema, del principio de incertidum-
bre de Heisenberg para funciones pertenecientes a estos espacios.

El capitulo 5 presenta los rudimentos del analisis en R, establece un marco teori-
co riguroso para la convergencia de integrales impropias en R%, e introduce las principales
propiedades (para fines de este trabajo) de los espacios de funciones con descenso moderado.

El capitulo 6 introduce los espacios de Schwartz sobre R, los rudimentos del anélisis de
Fourier, y las principales propiedades de la transformada de Fourier necesarias para obtener
el principio de incertidumbre en su version para funciones de Schwartz de una sola variable.
Estas propiedades incluyen entre otras, la transformada inversa de Fourier y la identidad de
Plancherel.

El capitulo 7 sigue una estructura muy similar a la del capitulo 6 con la diferencia de
que ahora los resultados son extendidos a los espacios de Schwartz sobre R%. Posteriormente,
dichos resultados se utilizan para obtener una version méas general — para funciones de Sch-
wartz definidas sobre R4 — del principio de incertidumbre presentado al final del capitulo
6.

El capitulo 8 consiste de una breve discusién sobre la teoria mas general del anélisis
armoénico abstracto, los grupos LCA, la dualidad de Pontryagin, las integrales de Haar, y
la manera en que las principales propiedades de la transformada de Fourier identificadas
en capitulos anteriores pueden recuperarse de manera eficiente, como casos especiales de la
teoria mas general del anélisis armoénico abstracto.

El trabajo concluye con una discusién en tres partes, sobre la historia de la transformada
de Fourier y el rol clave que jugd en el desarrollo del analisis matemaético, su relacién con
el principio de incertidumbre de Heisenberg, al igual que la utilidad de disponer de una
version completamente matematica de dicho principio, tanto en el contexto de sus posibles
aplicaciones a otras disciplinas, como en el dominio de la investigacién matematica actual.
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CAPITULO 1

Introduccién

A principios del siglo XIX, mientras investigaba posibles soluciones de la ecuacién de
calor, el matemético francés Jean Baptiste Joseph Fourier encontré una técnica que, segtin
él, le permitia representar cualquier funcién periédica como una serie infinita de senos y
cosenos (Bressoud, 2007, pp. 1-4; Tao, 2017, p. 107). Cuando en 1807 Fourier presento estas
ideas ante los académicos de la época en su manuscrito, Théorie de la propagation de la
chaleur dans les corps solides, causd un diluvio de cuestionamientos: ; Cualquier funcion pe-
riédica? ;Qué garantiza la convergencia de estas series? ;Qué condiciones debe satisfacer un
funcion para que exista su representacion como una serie de Fourier? (Bressoud, 2007, pp. 1-
6; Bressoud, 2008, pp. 1-2) Para colmo, en el manuscrito de 1807 y en Théorie du mouvement
de la chaleur dans les corps solides (1811), Fourier también propone una primera version de
la ahora famosa Transformada de Fourier (Valentinuzzi, 2016), desatando, junto a las series
de Fourier, una “crisis” en las fundaciones de la matemaética (Bressoud, 2007, p.1) y mar-
cando el inicio del andlisis de Fourier, es decir, el estudio sistematico de estas problemaéticas.

A partir de este momento, la bisqueda de respuestas a las preguntas planteadas por
el analisis de Fourier se convertiria en una de las principales motivaciones tras el trabajo
de algunos de los matematicos més importantes de los tiltimos dos siglos, incluyendo gigan-
tes como Cauchy, Dirichlet, Abel, Weierstrass, Gauss, Riemann o Lebesgue (Bressoud, 2007,
2008). Estas investigaciones culminaron en diversos momentos de la historia con la introduc-
cion de conceptos como la convergencia uniforme de sucesiones de funciones, la continuidad
uniforme de una funcién, la formalizacién de la definicién de integral, las condiciones bajo
las cuales una funcién es Riemann integrable, un cambio drastico en la manera en que se
percibe la relaciéon entre continuidad y diferenciabilidad y un nivel de rigor sin precedentes
(Bressoud, 2007, 2008). De manera general, es dificil encontrar algin aspecto o rama del
analisis matematico cuyos origenes no sean motivados, al menos en parte, por la teoria del
analisis de Fourier. Es mas, si incluimos la versiéon méas general y moderna del analisis de
Fourier, es decir, el analisis armoénico, donde se emplean las herramientas del analisis ma-
tematico, de la topologia, y del algebra abstracta, para obtener una generalizaciéon de la
transformada de Fourier sobre grupos LCA, entonces la manera en que el descubrimiento de
Fourier trasciende su propésito inicial toma otra dimensién.



Ciento veinte anos después de las publicaciones de Joseph Fourier, y tras haber intro-
ducido la mecanica matricial junto a Max Born y Pascual Jordan, el fisico aleman Werner
Heisenberg descubri6é en 1927 que no es posible conocer a la vez, y con certeza probabilisti-
ca, la posicion y el momento de una particula (American Physical Society, s.f.; Whittaker,
1953, p.267). Posteriormente, este concepto clave de la mecanica cuantica, ahora conocido
como el principio de incertidumbre de Heisenberg, fue rigurosamente formalizado por pri-
mera vez en 1927 por medio de una deducciéon matematica debida a Earle Hesse Kennard
(Hilgevoord y Uffink, 2024, §2.5). En efecto, resulta que las varianzas correspondientes a
las funciones de densidad probabilistica que determinan la posicién y el momento de una
particula estan vinculadas por la transformada de Fourier (véase 9.2). Bajo este enfoque, el
principio de incertidumbre de Heisenberg surje como una propiedad del analisis de Fourier.
Desde entonces, se han descubierto varias relaciones de tipo “principio de incertidumbre” en
la investigacion matematica. Una de ellas fue elaborada por Hardy (1933), cuando formalizo
una observacién de Norbert Wiener, quien habia notado que “una pareja de transformadas
f v g no pueden ser ambas muy pequenas”.

Lo que resulta fascinante, es que por una parte el principio de incertidumbre es una
propiedad completamente tedrica, e inextricable de la transformada de Fourier y por otra,
es un fenémeno observable de la fisica de particulas que hasta puede comprobarse por la via
experimental (para una breve explicacion sobre los experimentos relacionados al principio
de incertidumbre véase Wiseman (2019)). De modo que tenemos una manifestacion fisica,
concreta, de un fenémeno completamente matemético, que no fue expresado como un teo-
rema hasta después de ser descubierto en el contexto de la mecanica cuantica.

Por supuesto, el hecho de que el principio de incertidumbre pueda deducirse en el marco
del anélisis de Fourier, y de manera aislada de la mecanica cuantica, también implica que
puede aparecer en otras aplicaciones, no necesariamente fisicas. Es decir que a partir del
momento en que la transformada de Fourier se encuentra involucrada en la matematizaciéon
o modelado de algtin fenémeno —en disciplinas como la estadistica, teoria de distribuciones,
o los estudios econémicos— podemos estar seguros de que el principio de incertidumbre de
Heisenberg va a manifestarse en algin momento.

A pesar de esto, en la ensefianza a nivel de licenciatura, no es comun abordar estas
tematicas de manera integrada, es decir, poniendo en valor la transformada de Fourier y
el principio de incertidumbre de Heisenberg como dos teorias estrechamente relacionadas.
En vez de esto, la mayoria de estudiantes de ciencias, tecnologia, ingenieria y matematicas
abordan la transformada de Fourier como una herramienta que sirve para resolver ecuaciones
diferenciales parciales o, en el contexto del procesamiento de senales, para aplicaciones en
telecomunicaciones. En cuanto al principio de incertidumbre, generalmente se reserva para
los cursos de fisica moderna, o mecanica cuéntica, y raramente se dan a conocer sus otras
aplicaciones o versiones, en matematica, estadistica o economia.

En los capitulos que siguen, se busca presentar la transformada de Fourier como una
operaciéon matematica que trasciende su propoésito inicial, con suficientes propiedades como
para que su estudio conforme una teoria en si misma, el anélisis de Fourier, y cuyo desarrollo
conduce naturalmente al principio de incertidumbre de Heisenberg. Para esto, empezamos
introduciendo . (R?), el espacio de funciones con descenso moderado, y mostramos que



la integral impropia de Riemann de cualquiera de estas funciones siempre existe y converge
absolutamente. En el siguiente capitulo, definimos S(R), el espacio de funciones de Schwartz
cuyo dominio es R, y mostramos que resulta ser un subespacio vectorial de .# (R). Luego,
desarrollamos los elementos del anélisis de Fourier necesarios para obtener dos de los re-
sultados mas importantes en el marco de una prueba formal del principio de incertidumbre
de Heisenberg: la formula de inversiéon de Fourier y el teorema o identidad de Plancherel.
En el capitulo 7, utilizamos los aprendizajes del caso 1-dimensional y las propiedades de
las funciones con descenso moderado en R¢ para extender todos los resultados del capitulo
6 al caso R%. Esto nos permite llegar al principal objetivo de este trabajo: el principio de
incertidumbre de Heisenberg para el caso de funciones de Schwartz en R%. Finalmente, en el
capitulo 8, enunciamos las bases del analisis de Fourier sobre grupos abelianos localmente
compactos (LCA), y aplicamos la dualidad de Pontryagin para volver a obtener los princi-
pales teoremas de los capitulos 6 y 7, ahora como casos especiales de la teoria mas moderna
y general del analisis armoénico abstracto.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1.

Objetivos generales

Presentar el analisis de Fourier como una parte esencial del anélisis matematico, con
implicaciones importantes en ciencia.

. Valorizar el analisis de Fourier como una herramienta que trasciende la busqueda de

soluciones de ecuaciones diferenciales parciales.

. Investigar la relacion matematica que existe entre la transformada de Fourier y el

principio de incertidumbre de Heisenberg.

. Entender porqué el descubrimiento de la transformada de Fourier es considerado como

un evento clave en la historia de la investigacién matematica.

Objetivos especificos

. Generalizar la transformada de Fourier, la formula de inversion, el teorema de Plan-

cherel y la férmula de sumacion de Poisson al espacio de funciones S(R?).

. Obtener y demostrar el principio de incertidumbre de Heisenberg como una desigual-

dad y generalizarlo al espacio S(RY).

. Presentar el principio de Heisenberg bajo un enfoque exclusivamente analitico-matema-

tico.

Explorar otros enfoques tedricos que también permiten generalizar la tedria del analisis
de Fourier y el principio de incertidumbre, en particular la dualidad de Pontryagin en
grupos LCA.

. Presentar las eventuales ventajas y dificultades de cada mecanismo de generalizacion.



CAPITULO 3

Justificacién

El trabajo propuesto se justifica por:

. Ampliar la percepcién que se puede tener, a nivel de pregrado, de la transformada de
Fourier tinicamente como una herramienta ttil en la solucién de ecuaciones diferencia-
les parciales o en el anélisis de ondas.

. La relevancia teoérica que representa una generalizaciéon del principio de incertidumbre
de Heisenberg desde una perspectiva del analisis de Fourier.

. Mostrar el principio de incertidumbre de Heisenberg desde el enfoque mas accesible
del analisis de Fourier, y su la relacién con la transformada de Fourier.

. La posibilidad de ilustrar cémo, al tomar un enfoque estrictamente matematico, es
posible realizar generalizaciones y avances teéricos que transcienden las eventuales
aplicaciones de un concepto.

. La importancia clave que tiene el analisis de Fourier como motivador de la investigaciéon
en el anélisis matematico durante los dos tltimos siglos.



CAPITULO 4

Antecedentes

Como se mencioné en la introduccién, el anélisis de Fourier y la matematizacion del
principio de incertidumbre de Heisenberg no son temas nuevos. En efecto, un estudio de la
transformada de Fourier en el espacio de funciones de Schwartz definidas sobre R (S(R))
puede encontrarse en los libros de Stein v Shakarchi (2003, Cap. 5) y Pereyra y Ward (2012,
Cap. 7). Ademas, Deitmar (2005, Caps. 5-8) provee una presentacion accesible sobre la
transformada de Fourier y la identidad de Plancherel en el contexto mas general y moderno
de los grupos abelianos localmente compactos (LCA), de la dualidad de Pontryagin y de las
integrales de Haar. Sin embargo, a pesar de que cada uno de los textos mencionados esta
destinado a un piblico tanto de pregrado como de posgrado, a nivel de licenciatura, todos
presentan ciertas ventajas y dificultades respecto a los objetivos (capitulo 2) de este trabajo:

1. El texto de Stein y Shakarchi (2003, pp. 180-184, Cap. 6) tiene la ventaja de incluir una
breve presentacion sobre la manera en que la transformada de Fourier y sus teoremas
afines, pueden ser extendidos al espacio de funciones de Schwartz definidas sobre R?
(denotado S(R?)). Ademas, Stein y Shakarchi (2003, pp. 158-161) también incluyen
una discusiéon sobre el principio de incertidumbre de Heisenberg en S(R). Sin embar-
go, a lo largo del texto, se asume un alto grado de familiarizaciéon con la teoria de
integracion de Riemann en varias variables; especificamente, integrales impropias mul-
tiples sobre RY. Esto representa una dificultad ya que, por lo general, muchos libros
de texto sobre el analisis de varias variables reales omiten un tratamiento detallado
de las integrales impropias miultiples sobre R? a favor de una introduccion a la teo-
ria de integracion de Lebesgue, la cual se considera mas general. Ademas de esto, las
pruebas incluidas por Stein y Shakarchi (2003) suelen ser relativamente concisas —
especialmente en el caso de la discusion sobre la transformada de Fourier en S(RY)—
y requieren bastante trabajo personal para entenderlas con claridad. Finalmente, la
demostracion del principio de incertidumbre de Heisenberg para funciones del espacio
S(RY) se deja como un ejercicio para el lector (Stein v Shakarchi (2003, pp. 209, j.

6)).

2. Aunque la presentacion de Pereyra y Ward (2012, Cap. 7) sobre la transformada
de Fourier en S(R) aporta otros resultados pertinentes, incluyendo, en ciertos casos,



pruebas mas detalladas que las de Stein y Shakarchi (2003), varios detalles de los
argumentos que justifican estos resultados se dejan al lector. Por otro lado, a pesar
de que Pereyra y Ward (2012, Cap. 8) incluyen un capitulo sobre la transformada de
Fourier en el contexto més amplio de las distribuciones templadas, al igual que una
discusion —en la cual citan como referencia a la de Stein y Shakarchi (2003)— sobre el
principio de incertidumbre de Heisenberg para funciones del espacio S(R), el texto de
Pereyra y Ward (2012) no incluye una discusion sobre como extender estos resultados
al espacio S(R?).

3. Finalmente, Deitmar (2005) ofrece una introduccion a teméticas avanzadas del analisis
armonico abstracto, lo cual puede ser una ventaja para quienes quieran iniciarse a
una percepciéon moderna y generalizada de la transformada de Fourier. Sin embargo,
el texto no menciona especificamente el espacio S(RY) ya que resulta ser un caso
particular de la teoria mas general de los grupos LCA.

Por estas razones, en los capitulos que siguen, proponemos un acercamiento integrado,
en el que tratamos de resolver estas dificultades de las siguientes maneras:

1. Incluyendo un capitulo en el que se exponen de manera estructurada los resultados
necesarios de la teorfa de integrales impropias miltiples de Riemann que puede encon-
trarse en el libro de Zorich (2004, sec. 11.6) y en cierta medida en el apéndice del libro
de Stein y Shakarchi (2003).

2. Mostrando como utilizar el marco formal para la convergencia de integrales impropias
multiples descrito por Zorich (2004) para justificar en mayor detalle la validez de los
resultados que presentan Stein y Shakarchi (2003) sobre el espacio de funciones con
descenso moderado en R y sobre la transformada de Fourier en el espacio de funciones
S(RY).

3. Incluyendo una demostraciéon completa del principio de incertidumbre de Heisenberg

en S(R?).

4. Incluyendo un capitulo en el que se discute la teoria presentada por Deitmar (2005,
Caps. 5-8), y la manera en que las propiedades de la transformada de Fourier sobre
S(R%) se pueden obtener como un caso especial de la misma.



CAPITULO b

Definiciones y teoria preliminar

A continuacioén, enunciamos algunas definiciones y teoremas necesarios para el desa-
rrollo de la teoria de la transformada de Fourier y del principio de incertidumbre. Para las
pruebas de los hechos enunciados en este capitulo, y un desarrollo riguroso de la teoria de
integracion de Riemann en R?, incluyendo integrales impropias multiples, incitamos al lec-
tor a consultar el apéndice de Stein y Shakarchi (2003), las secciones 11.1 a 11.6 de Zorich
(2004), y las secciones 4.1 a 4.7 de Folland (2002).

5.1. Notacién y convenciones en R?
En los capitulos que siguen, y a menos que especifique lo contrario, los conceptos como
R?; producto interno de R%; y norma euclidiana o norma usual de R?, se entenderan de la
manera estipulada en las definiciones a continuacion.
Definicién 5.1.1.
RY = {x:x= (21,22, ..., 2q) D x; € R}

Definicién 5.1.2 (Norma euclidiana). La norma euclidiana o norma usual de R? es
la funcion | - | : R — R dada por

x| = \/m% +z2+ ... +
Definicién 5.1.3 (Producto interno de R?). El producto interno de R? es la funcion
- R% x RY — R dada por
X-y=x1y1 +T2y2 + ... + Tqyq

Ademas, siempre asumiremos que las funciones son tales que f : R? — C, donde d € Zt, y



f tiene la forma f(x) = u(x) + iv(x) donde u,v : R — R. De modo que

[f ()] = V(%) + v*(x).

Con esto en mente, introducimos las siguientes definiciones, que seran de utilidad al
integrar o derivar en R

Definicién 5.1.4 (Multi-indice). Un multi-indice en R? es la d-tupla dada por
a = (a1, 9, ...,aq) donde cada «; es un entero no-negativo.

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 176)

Definiciéon 5.1.5. Dado un multi-indice e, y x € R?, definimos el monomio x%, dado

por:

o a1 .02 Qg
X —.’l’,‘l {E2 ....’l’,‘d

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 176)

Definicién 5.1.6. Si o es un multi-indice, definimos el operador diferencial (%)a

dado por:
o\ O\ [ 0\ d \* ol
(&) =(o) (=) -~ () =orar o

donde |a| = a1 + a2 + ... + ag es el orden del multi-indice a.

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 176)

2
.’E3.

Ejemplo 5.1.7. Suponga que la funcién f : R3 — R es dada por f(x) = 327 cos(x2) + e
Entonces la notaciéon anterior permite escribir de manera simplificada:

ot 2 ol 9 \*
61 sin(zg) = 921023 327 cos(zy) + €% | = 021023 [f(x)] = <3X> [f(x)]

donde a = (1, 3,0)

5.2. Integrales sobre intervalos en R?

A continuacion enunciamos ciertas nociones basicas de los intervalos en R¢, las condi-
ciones bajo las cuales una funcion f : R? — C es Riemann integrable y algunas herramientas
atiles en el calculo de estas integrales.

Definicién 5.2.1 (Intervalo). Un rectangulo cerrado, o intervalo, en R es el conjunto
dado por:
I:{XGRd ‘ a; <x; <b;;1=1,2,...,d; ai,biER}

(Zorich, 2004, p.107; Stein y Shakarchi, 2003, p. 289)



Definicién 5.2.2 (Particion de un rectangulo en R%). Una particion del rectangulo
cerrado I C R% es la d-tupla P = (Py, Ps, ..., P;) donde P; es una particion del intervalo
[ai, bl] g R.

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 290)

Definicién 5.2.3 (Subintervalo de una particion en R). Sea una particion P; del
intervalo [a;, b;] dada por P; = {zo, x1,....,2n} y aj = 29 < 22 < ... < T, = b;.
Diremos que S; es un subintervalo de P; si tiene la forma S; = [z;_1,;], donde
1e€N 3 1<1<n.

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 290)

Definicién 5.2.4 (Subrectangulo en R?). Sea I C R? un intervalo en R y
P = (P, P, ..., P;) una particion de I. Decimos que S es un subrectingulo de la
particion P si S = S1 X S X ... X Sy, donde S es un subintervalo de P;.

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 290)

Definiciéon 5.2.5 (Volumen de un subrectangulo). El volumen del subrectangulo S
es el valor dado por
S| = 151[S2] - |Sal

donde |S;] es el tamano del intervalo S;.
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 290)

Definicién 5.2.6 (Suma superior e inferior de Riemann). Sea f : I € R? — R,
continua, acotada y definida sobre I.

Entonces, las sumas superior e inferior de Riemann respecto a una particion P de I
son dadas respectivamente por

UP )= swfx)S| vy LR f)=) inf fx)|S]

x€eS

donde las sumas se realizan sobre todos los posibles subrectdngulos de P.

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 290)

Definiciéon 5.2.7 (Refinamiento de P). P’ = (P], P, ..., P}) es un refinamiento de
P = (P, P, ..., P;) si cada P/ es un refinamiento de P;.

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 290)
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Definicién 5.2.8 (Riemann integrable). Sea f : I ¢ R? — R, continua, acotada
y definida sobre el rectdngulo cerrado I. Diremos que f es Riemann integrable (o
simplemente integrable) si V € > 0 existe una particion P de I tal que

| UP, ) = L(P, f) | <e

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 290)

Nota 5.2.9. La definicién 5.2.8 implica que f es integrable si y solo si
ir}ng(P, f) =sup L(P, f). Por lo tanto, diremos que el valor /f(x)dx dado por
P I

/f(x)dx =mfU(P, f) =sup L(P, f)
I P P

es la integral de f sobre I (siempre y cuando f sea integrable) (Stein y Shakarchi, 2003, p.
290).

Nota 5.2.10. Otras maneras validas de denotar la integral de f son:

/f(:cl,xg,...,xd)dxlda:g . dzyg o bien /f
1 I
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 290)

La integral de una funcion definida sobre I C R? puede calcularse evaluando d integrales
de una variable, una por una. Esto es posible gracias al teorema de Fubini y sus corolarios,
enunciados a continuacion, y cuyas pruebas pueden encontrarse en la seccién 2.2 del apéndice
de Stein v Shakarchi (2003) y la seccion 11.4.1 de Zorich (2004).

Teorema 5.2.11 (Fubini). Sea f una funcion continua sobre un rectdngulo cerrado
R C R%
Suponga ademds que R = Ry X Ro, donde Ry C R% y Re C R4 satisfaciendo d =

di+dy. Si escribimos x = (X1,X2) donde x; € R%, entonces F(x;) = / f(x1,x2)dxo
Rs
es continua sobre Ry y

/Rf(x)dx = /Rl ( . f(Xl,Xz)dX2> dxy

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 291)

Corolario 5.2.12. Sea R = [a1,b1] X [ag,b2] X ... X [ag,bg] un rectingulo cerrado de
R?. Entonces, el teorema 5.2.11 implica que

/Rf(x)dx:/:l (/b < azdf(xl,xg, o ) da:d> da:2> iz (5.1)

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 292)
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Corolario 5.2.13. El teorema 5.2.11 y el corolario 5.2.12 también implican que el
orden en el que se evalie cada integral en el lado derecho de la expresion (5.1) no

cambia el valor de / f(x)dx.
R
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 292)

Finalmente, enunciamos la formula de cambio de variables para el caso de integrales
miltiples. Un estudio completo de este resultado puede encontrarse en la seccién 11.5 de
Zorich (2004).

Teorema 5.2.14 (Formula de cambio de variables). Sea A y B subconjuntos com-
pactos de R? y suponga que ¢ : A — B es un difeomorfismo de clase C' . Entonces,
si f es continua sobre B, tenemos

[ seax= [ (roa)®ldeto'(e)dt
B=g(A) A
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 292; Zorich, 2004, p. 136)

Nota 5.2.15. En el teorema anterior, note que la funcién ¢ toma valores de R? y los asigna
a valores de R?, por lo tanto ¢ resulta ser la matriz jacobiana de d x d.

Nota 5.2.16. Como se muestra en la seccion 2.4 del apéndice de Stein y Shakarchi (2003),
el teorema 5.2.14 puede utilizarse para realizar un cambio a coordenadas esféricas al evaluar

/ x| dx, resultando en la siguiente expresion
A(n,m)

[ o= Rl g
A(n,m) wq [log(m) — log(n)] si A= —d

m) es el anillo de radio

donde A € R, wy es el area de la esfera unitaria S9! ¢ R? y A(n,
x| < m}.

interior n y radio exterior m dado por A(n,m) ={x € R? : n <

5.3. Integrales impropias sobre RY

En esta seccion, establecemos las condiciones bajo las cuéles la integral impropia de
una funcion definida sobre todo R? converge, extendiendo de esta manera el concepto de
integrabilidad a la totalidad de R¢. Para el argumento formal que justifica estos resultados,
referimos al lector a la seccion 11.6 de Zorich (2004).

Definicién 5.3.1 (Conjunto de medida cero). Diremos que un conjunto E C R? tiene
medida cero (en el sentido de Lebesgue) si Ve hay una cubierta de E por un sistema
{I;}, a lo sumo contable, de rectangulos cerrados (ver definiciéon 5.2.1) para la cual
Z |I;| < €, donde |I;| es el volumen del rectangulo I;.

()

(Zorich, 2004, p. 110)
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Definiciéon 5.3.2 (Conjuntos admisibles). Un conjunto E C R? es admisible si es

acotado en R? y su frontera es un conjunto de medida cero.
(Zorich, 2004, p. 117)

Nota 5.3.3. La esfera unitaria S¢, el rectangulo cerrado I C R? y el anillo A(N, M) =
{xeR? : N < |x| < M} son conjuntos admisibles (véase Zorich, 2004, pp. 117-118).

Definicién 5.3.4 (Agotamiento). Un agotamiento de un conjunto £ C R? es una
sucesion de conjuntos admisibles {E,,} tal que

(1) E, C Epy1 C E par todon € N
oo
(@) | JEn=E
n=1
(Zorich, 2004, p. 150)

Nota 5.3.5. En la definicion anterior, Zorich (2004) requiere que los conjuntos que confor-
man el agotamiento de E sean Jordan medibles (p. 150), sin embargo, Zorich (2004) también
explica que todo conjunto Jordan medible también es admisible y vice versa (p. 120). Por
esa razon, nos hemos tomado la libertad de incluirlo directamente en la definicién 5.3.4.

Definicién 5.3.6. Sea {E,} un agotamiento del conjunto F C R? y suponga que la
funcion f : E — R es integrable sobre los conjuntos E,, € {E,}. Si el limite

/ f(x)dx = lim f(x)dx (5.2)
E n— 00 E,

existe y su valor es independiente de la seleccion de conjuntos en {E,} con la que se
agote a F, entonces llamamos a dicho limite la integral impropia de f sobre E.

(Zorich, 2004, p. 151)

Nota 5.3.7. La definicion anterior lleva consigo la dificultad agregada de que para poder
demostrar la existencia de una integral impropia sobre conjuntos E C R¢ donde d > 1, es
necesario poder asegurar que el limite (5.2) converge para todos los posibles agotamientos
de E. Dada la infinidad de subconjuntos con los que se puede agotar E, la utilidad de esta
definicién puede parecer limitada. Sin embargo, el siguiente resultado establece condiciones
bajo las cudles es suficiente la convergencia de (5.2) para solo uno de estos agotamientos.

Teorema 5.3.8. Si una funcion f : E — R es no-negativa y el limite (5.2) existe
para al menos un agotamiento {E,} de E, entonces la integral impropia de f sobre E

converge.
(Zorich, 2004, p. 152)

13



Teorema 5.3.9. Sea f y g funciones definidas sobre el conjunto E e integrables
sobre exactamente los mismos subconjuntos admisibles de E. Ademds suponga que
|f(x)] < g(x) sobre E.

Si la integral impropia | g(x)dx converge, entonces las integrales / |f(x)|dx y
E E

/ f(x)dx también convergen.
E
(Zorich, 2004, p. 153)

Nota 5.3.10. Juntos, los dos teoremas anteriores implican que si la integral impropia de f
converge absolutamente para un agotamiento de E (o R?%), entonces la integral impropia de
f también converge para todo agotamiento de E (o R%)

Nota 5.3.11. Por supuesto, cuando hablamos de la convergencia de la integral impropia
sobre R? de una funcién f : R? — C dada por f(x) = u(x) + iv(x), se subentiende que

esto solo puede suceder si las integrales impropias u(x)dx y v(x)dx convergen en el
R4

]Rd
sentido de la definiciéon 5.3.6.

5.4. Funciones con descenso moderado

Finalmente, retomamos la breve presentacion propuesta por Stein y Shakarchi (2003,
pp. 131-134) sobre funciones con descenso moderado definidas sobre R y las propiedades de
las integrales impropias de estas funciones, y extendemos estas ideas al caso de funciones con
descenso moderado definidas sobre R?. Empezamos introduciendo el espacio de funciones
con descenso moderado, el cual resulta ser un espacio vectorial. Ademaés, mostramos que la
integral impropia sobre R? de cualquier funcion con descenso moderado es convergente. Esta
propiedad es muy ttil y volvera a aparecer de manera recurrente en los siguientes capitulos.

Definiciéon 5.4.1. Sea f : R? — C, una funcién continua sobre R?. Decimos que f
tiene descenso moderado si existe A > 0 tal que

A
<
7691 < T

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 294)

Nota 5.4.2. Siguiendo el ejemplo de la notacion introducida por Stein y Shakarchi (2003,
p. 132) para el caso d = 1, denotaremos por .4 (Rd) al conjunto de todas las funciones que
satisfacen la definicién 5.4.1.

Nota 5.4.3. Suponga que f, g € .#(R%). Entonces 3A, B > 0 tales que |f(x)| < ﬁ
vy lg(x)] < ﬁ. Por ende,

A B C c

< . E <
S T T T T @ )R S T

[f(x)g(x)| = |F(x)llg(x)

donde C' = AB > 0. Por lo tanto, fg € .4 (R?).
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Lema 5.4.4. El conjunto .4 (R?), bajo la suma de funciones y el producto por esca-
lares, forma un espacio vectorial sobre C.

Demostracion. Verificamos que se cumpla la definicion de espacio vectorial:

1. (Cerradura bajo la suma) Sea f1, fo € .4 (R?). Entonces, existen Ay, Ay > 0 tales que

Ay Ay d
< < — R®.
|fi(x)] < 1+ [x|dHT y | f2(x)] < 1+ |x[dH1 Vx €
Entonces, si hacemos A = (41 + A2) > 0, tenemos:
|f1(x) + fa(x)| < [f1(x)| + [fa(x)] < T+ T~ T vx € R

Por lo tanto, (f1 + f2) € #(RY) y .4 (R?) es cerrado bajo la suma de funciones.

2. (Cerradura bajo el producto por escalares) Sea f € .4 (R?) y z = a+ib € C. Entonces,
3 A" > 0 tal que

!/

A d
fx)] < W; vx e R

Ahora bien, si hacemos A = A’v/a? + b% > 0 entonces
[2f(x)] = 2] f(x)]
= la 4 ib[ f(x)]
= V@)
< A'vVa? +b?
- 1+|X‘d+1

A
= ———— VxcR¢
1+ xe 7

Por lo tanto, zf € .#(R%), es decir, .#(R%) es cerrado bajo el producto por escalares.

3. (Conmutatividad de la suma) Sea fi, fo € .#(R?). Entonces, fi v f2 son tales que
f1, fo : R4 = C y ambas son continuas sobre R%. Puesto que C es un campo, entonces

(f1 + f2)(x) = fi(x) + fa(x) = fo(x) + fi(x) = (fo + fi)(x), ¥x € RY.

Por lo tanto, la suma de funciones es conmutativa en . (R?).

4. (Asociatividad de la suma) Una vez més, si f1, fa, f3 € .4 (R?) = la imagen de estas
funciones es compleja, y como C es un campo, tenemos:

((fr+ f2) + f3)(x) = [(fr + f2)(x)] + fa(x)
= (fi(x) + fo(x)) + f3(x)
= fi(x) + (f2(x) + f3(x))
= fi(x) + [(f2 + f3)(x)]
=(Ai+(f2+ f3)(x) ¥x € R?

Con esto, hemos comprobado la asociatividad de la suma de funciones en . (R?).
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5. (Asociatividad del producto) Sea 21,29 € Cy f € .4 (RY). Como f € .#(R?) = f(x) €
C, Vx € R%, entonces

z1(zf)(x) = z1(22f (%)) = (2122) f (%) = ((2122) ) (%)

Por lo tanto, el producto por escalares también es una operacion asociativa en .2 (R%).

6. (Eristencia de la identidad aditiva) Sea fo : R? — C dada por fo(x) = 0. Si A es un

namero arbitrario tal que A > 0, entonces |fy(x)| =0 < vx € RY, por lo

1+ |x|d+1
que fo € #(RY). Ademas, note que si f € .#(R?) entonces

(fo+1)(x) = fo(x)+f(x) =0+ f(x) = f(x) = f(X)+0 = f(x)+ fo(x) = (f + fo) (%)
Por lo tanto, fy es una identidad aditiva para . (R%).

7. (Existencia de inversos aditivos)
Sea f € . (R%). Entonces, | — f(x)| = | f(x)
por lo que (—f) € .#(RY). Ademas,

(=N +NHE) =+ (=N =—fx) + f(x) = f(x) = f(x) = 0= fo(x)

| < W Vx € R?, para algin A > 0,
x

Por lo tanto, hemos encontrado un inverso aditivo para f € .# (R%).

8. (Propiedades distributivas) Sea 21,20 € Cy fi1, foa € 4 (R?). Como fi(x), f2(x) € C,

tenemos:
z1(f1 + f2)(x) = z1(f1(x) + fa(x))
= z1f1(x) + 21 f2(x)
= (21f1)(x) + (21 f2)(x))
= (211 + 21.f2)(x), Vx € R
Ademas,

((21 + 22) f1)(x) = (21 + 22) f1(x)
= 21 f1(x) + z2f1(x)
= (z21f1 + 22/1)(x)

Por lo tanto, ambas propiedades distributivas se cumplen sobre .# (Rd)

9. (Existencia de la identidad del producto por escalares)
Si f e .#(R%) entonces (1f)(x) = 1f(x) = f(x) = f(x)1 = (f1)(x) Vx € R Porlo

tanto, 1 € C es una identidad para el producto por escalares.

O

Nota 5.4.5. El resultado que mostramos en el teorema a continuacion establece que el
decaimiento impuesto sobre f € . (R?) por el descenso moderado es una condicion suficiente
para asegurar la convergencia de [pq f(x)dx.
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Teorema 5.4.6.
Si f € #RY) = f(x)dx < o0
R4
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 294)
Demostracion. Sea g(x) = |f(x)| y notese que:

1. g(x) >0 Vx € RY, es decir, g es no-negativa.

A
2. Como f € .#(R?) = g es continua y satisface |g(x)| = | f(x)| < T para algin
X
nimero A > 0.

Luego, considere el agotamiento de R? dado por {E,}°°; donde E, = {x € R? : x| < n}
(i.e. B, es la bola cerrada, de radio n, y centrada en el origen) y notese que g € .# (R?) es
integrable sobre E,, Vn € Z*. Entonces, si € > 0 es arbitrario, y m > n > Awg/¢, donde wy
es el area de la esfera unitaria S%!, obtenemos

/E 1760l - /E 1o
/ () |dx
E’m\E'n
Sﬂ;@m”“”“
=/ £ (0)]dx

A(n,m)

A

= /A(n,m) 1+ [x|d+t o

< A/ x|~ (1) ax
A(n,m)

/| gl - / o)

donde hemos aplicado el resultado de la nota 5.2.16 y el hecho de que
E \E,={xecR? : n<|x| <m}=A(n,m)

Por lo tanto, hemos encontrado un agotamiento { £, }°° ; para el cual

/ g(x)dx = lim g(x)dx < 00
Rd

n—oo E
n
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lo cual, en virtud del teorema 5.3.8 y la nota 5.3.10, implica que / f(x)dx converge para
R4
cualquier agotamiento de RY.
O

Corolario 5.4.7. Sea {E,}°%; un agotamiento de R%. Entonces,

(x)dx — 0 cuando n — o0
B

Demostracion. Del teorema anterior sabemos que Ve > 0 existe un entero N > 0 tal que si
n > N entonces

f(x)dx

E3

<€

/ f(x)dx fedx — [ fx)dx
R\ E, Rd En

O

Para concluir este capitulo, estudiamos algunas propiedades elementales de las integra-
les impropias de funciones con descenso moderado sobre R%.

Lema 5.4.8. Si f,g € #(R?%) ya,b € C, entonces

/ (af )+ bg())dx =a | fx)dx+b / 9(x)dx
Rd Rd Rd

Demostracion. Sea f,g € .4 (R?). Como .# (R?) es espacio vectorial, entonces
(af + bg) € 4 (R?) y por ende el teorema 5.4.6 implica que

/ af(x)+ bg(x)dx < oo
R4

Con esto, podemos escribir

/]Rd af(x)+ bg(x)dx = lim af(x) + bg(x)dx

n—o0 E
n

= lim af(x)dx + lim bg(x)dx

= a/ f(x)dx + b/ g(x)dx
R4 R4

Donde {E,}22, es cualquier agotamiento de R? y también hemos utilizado la linealidad y
homogeneidad de la integral de Riemann sobre rectangulos cerrados.
O
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Lema 5.4.9. Si f € .#(R%) entonces,

f(x —h)dx = / f(x)dx , VYheR?
Rd Rd

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 179)

Demostracion. Puesto que f € .#(R%) sabemos, por el teorema 5.4.6 y la definicion 5.3.6,

ue / f(x)dx existe y su valor es independiente de la manera en que se agote al conjunto
d

RY (def. 5.3.4). De modo que, si consideramos {E,}>°, y {H,}°2,, dos agotamientos de R?
dados respectivamente por

En:{XGRd :—n<z;<n} & H :{XERd o —n—h; <x; <n-—h}

donde h = (hi, ha, ..., hq) es un vector constante de RY, entonces tenemos:

i [ fGoix = [ jGodx = tim / f(x

n—o0 E n—oo
n

Ahora bien, considere el difeomorfismo gb : E, — H, dado por ¢(t) =t — h (donde E, y
H,, son compactos por ser subconjuntos cerrados y acotados de R, para cada n).
Entonces,

10 - 0
01 -0

¢'(t) = |. L =L & det(¢'(t)) = 1
o0 --- 1

y por el teorema 5.2.14 tenemos

f(x) dx = ft—h)dt vynezZt
Hp En

Por lo tanto,

f(x h)dx = lim f(x—h)dx

n—oo E
n

= lim f( )dx

n—oo

:/f Jax

Lema 5.4.10. Si f € .#(R%) y § > 0, entonces
flox) dx= | f(x) dx
RY R4

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 179)
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Demostracion. Procedemos de manera similar a la prueba del lema 5.4.8. Considere los
agotamientos de R? dados por

E,={xeR!: —n<z;<n} & H,={xecR?: —nd <z; <nd}

Como f € .#(R?), sabemos que

lfm f(x)dx: x)dx = lfm / f(x

n—o0 E n—oo
n

Luego, considere el difeomorfismo ¢ : E,, — H,, dado por ¢(t) = ét. Entonces,

5§ 0 - 0
048 - 0

¢'(t) = |. .| =01 & det(¢/(t)) = det(614) = 5
00 - 6

y por el teorema 5.2.14 tenemos
/ f(x) dx = 5d/ f(6x) dx Vnezt
Hy Ey

Por lo tanto,

f(6x)dx = lim 6¢ [ f(0x) dx

Rd n—oo E,
=5 J,, IO &

:/f )dx

Lema 5.4.11. Si f € .4 (RY) entonces

f(x—h)— f(x)|dx — 0 a medida que h — 0
R4

Demostracion. Debemos mostrar que dado € > 0, existe § > 0 tal que, si |h| < § entonces

/ F(x — ) — f(x)]dx
Rd

Antes de empezar con la prueba observamos que, dado un agotamiento {E,}5°, de R,

tenemos:

[ Vb= = retix| = [ 76— h) = folax
= [ 1)~ foldx+ [ 176k~ flolax
R\ B, En

< / Flx— h>rdx+/% () dx + / [F(x = h) — f()|dx

<€
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donde E,, es el n-ésimo termino de {E,}>° ;. De modo que, si producimos cotas para estas
tres integrales, habremos probado el teorema. Con esto en mente, procedemos mediante los
siguientes tres pasos:

1. Sea € > 0 un ntmero arbitrario. Por el corolario 5.4.7 sabemos que

lim |f(x—h)ldx=0

Es decir que existe un entero N1 > 0 tal que, si n > Nj entonces,
€

[ 156 mlax < §
B 4

(&
n

2. Sea € > 0 un namero arbitrario. Una vez mas, por el corolario 5.4.7, sabemos que
podemos encontrar un entero Ny > 0 tal que, si n > Ny entonces
€
FOoldx <
E

c
n

Por ende, si tomamos n > K = méx{ N1, N2} entonces, para cualquier h € R?, tenemos

/E fx—h) = Flix < [

3. Para terminar, necesitamos una cota superior para / |f(x —h) — f(x)|dx.

n

€

’f(X—h)\dx—i-/E ]f(x)]dx<i—i—§:5

c c
n n

Empezamos observando que, si tomamos un n*, fijo, que satisfaga n* > K donde
K = méax{Ny, Na} entonces se cumplen 2 cosas:

a) Como E,+ es admisible entonces su cerradura, dada por E,« U 0FE,~, es acotada
y por ende compacta.

b) Dado que f € .#(R%) entonces f es continua sobre E,+ UJE,« y por ende es
uniformemente continua sobre E,« U OFE,*.

De modo que, dado € > 0, debe haber un nimero §(e) > 0 tal que, si x,y € Ep« UOE,,«

y |x —y| < § entonces
€

2V

[f(x) = f(y)l <

donde V,,+» = / dx es el volumen del compacto Ep+ U E,*.
E, »UOE,,

Ahora bien, si hacemos h = x — y (note que no hay perdida de generalidad ya que
X,y € Ep UOE,« C RY), esto equivale a decir que si |h| < § entonces

€

2V

0<[f(x)—f(x—-h)| <
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Lo cual a su vez implica que, si |h| < § entonces

J

F(x) — F(x — h)|dx < / F() — f(x — h)|dx

Eyyx UDE,

€
< / dx
2Vn+ JE, . U0E, .

n*

Por lo tanto, al combinar las cotas de los pasos anteriores, obtenemos que, si |h| < 0
entonces

[ e = geolaxs [ 1roe-mia [ irolaxs

+ é Fx— R) — f()|dx

n*

Nota 5.4.12. El siguiente resultado extiende el teorema de Fubini (teorema 5.2.11) a fun-
ciones del espacio .# (R%). En efecto, Stein y Shakarchi (2003, p.295) enuncian y demuestran
el caso d = 2 del teorema a continuacién y explican que puede extenderse a cualquier fun-
cion del espacio . (R?). De modo que las integrales impropias sobre R? de funciones con

descenso moderado pueden evaluarse como d integrales impropias sucesivas, cada una sobre
R.

Teorema 5.4.13 (Fubini en .# (RY)). Sea f € .#(R?) y suponga que RY = R% x R%
donde d = dy + da. Si escribimos x = (x1,X2) donde x; € R% | entonces:

1. F(Xl) = /Rd2 f(Xl,Xg)dXQ S .//Z(Rd)

2. - f(x)dx = /Roh ( - f(Xl,XQ)dXQ) dx
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CAPITULO ©

El principio de incertidumbre de Heisenberg en S(R)

Como ya se mencioné en el capitulo 4, la teoria que se presenta a continuacion es am-
pliamente conocida, y puede encontrarse en textos como el de Stein y Shakarchi (2003, pp.
136-144 y pp. 158-159) o Pereyra v Ward (2012, pp. 164-182 y pp. 210-211). De hecho, la
estructura logica del desarrollo tedrico que seguiremos en este capitulo es muy similar a la
de Stein y Shakarchi (2003). No obstante, las pruebas de los lemas, teoremas, y corolarios
que presentamos aqui, no suelen encontrarse en todo su detalle en los textos anteriormente
mencionados. En efecto, aunque en muchos casos el argumento central, o un esbozo de la
prueba que justifica la validez de dichos teoremas, estan presentes en los textos de Stein y
Shakarchi (2003) y de Pereyra y Ward (2012), también es cierto que varios detalles perti-
nentes para un publico poco familiarizado con estos temas se han omitido, ya sea con un
objetivo pedagdbgico, o simplemente porque son considerados evidentes.

En todo caso, en este capitulo utilizamos la definicién formal de la integral impropia,
al igual que las propiedades de los espacios de funciones con descenso moderado, vistas en
el capitulo 5, para presentar, ahora con pruebas completamente detalladas, la teoria del
analisis de Fourier necesaria para el desarrollo de las dos principales herramientas utiliza-
das en la prueba del principio de incertidumbre de Heisenberg (Teorema 6.5.1), es decir,
la formula de inversion de Fourier (Teorema 6.3.10) y el teorema de Plancherel (Teorema
6.4.8), en el contexto de S(R). Por fin, ademas de ofrecer pruebas detalladas, la inclusion
de este capitulo también tiene la ventaja de proporcionar un esquema, a través del estudio
del caso 1-dimensional, de la trayectoria que debera seguirse en el capitulo 6 para extender
estos resultados a S(R?).

A continuacién, empezamos por introducir el espacio de funciones de Schwartz en R.
Este resulta ser un subespacio de . (R) y, tras estudiar algunas propiedades de S(R) (seccion
6.1), observamos que la transformada de Fourier de una funciéon de Schwartz también es de
Schwartz (seccion 6.2). Luego, estudiamos el comportamiento de la transformada de Fourier
al aplicarla sobre la convolucion de dos funciones de Schwartz, lo cual, junto con el hecho

1
de que Ks(x) = 76(3*”2/5 constituye una familia de buenos Kernels, nos permite obtener

la transformada inversa de Fourier, haciendo de la transformada de Fourier una biyeccién
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de S(R) en si mismo (seccién 6.3). Con estas propiedades en mano, procedemos con la
demostraciéon de la identidad de Plancherel, la cual establece una relaciéon de igualdad entre
la norma de una funcién de Schwartz y la de su transformada de Fourier (seccién 6.4).
Finalmente, el principio de incertidumbre de Heisenberg resulta ser una aplicacion directa
de la identidad de Plancherel y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (seccion 6.5).

6.1. Definicién y propiedades de S(R)

Definicién 6.1.1 (Funciones de Schwartz). Una funcion f : R — C esta en el espacio
de Schwartz en R, denotado por S(R), si dicha funcion es infinitamente diferenciable
sobre R y satisface

sup |z|*| fO(z)| < 0o Vk,I>0, donde k,I € N.
zeR

(Stein y Shakarchi, 2003, pp.134-135)

Con esto, procedemos a estudiar las condiciones bajo las cuales la integral impropia
de una funcién de Schwartz converge. Afortunadamente, esto no es muy complicado ya que
S(R) resulta ser un subespacio vectorial de .Z(R).

Lema 6.1.2. S(R) es un subconjunto de . (R).

Demostracion. Suponga que f € S(R). Entonces, por definicion, f es infinitamente diferen-
ciable (y por ende continua en R) y satisface

sup |z|*| fO(x)| < 0o Vk,1> 0.
z€R

Entonces, cuando k = 2 y [ = 0 tenemos

|z?| f ()| < sup 2’ f(z)] < A, A>0.
S

Y cuando k = 0 y [ = 0 obtenemos:

|f(z)| < sup|1|[f(x)| < B, B>0
z€R

Por lo que al combinar estas dos desigualdades obtenemos:

2| ()| + |f(z)| < A+ B=A'
— |f(@)|1+2%) < A

/

= @] < 150

y por lo tanto, f € . (R).
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Lema 6.1.3. S(R) es un espacio vectorial sobre C bajo las operaciones de adicion
de funciones y producto por escalares. De hecho, S(R) es un subespacio vectorial de
A (R).

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 135)

Demostracion. Puesto que S(R) C .#(R) y .#(R) es espacio vectorial por el lema 5.4.4,
solo es necesario mostrar que S(R) posee una identidad aditiva y que es cerrado bajo las
operaciones usuales de adicién y producto por escalares.

1. Identidad aditiva:

Considere la funcion fo(x) = 0. Como fél) () =0 = fo(x) VI > 0= fp es infinitamente
diferenciable. Ademas, notese que:

sup ]:U|k|fél)(m)| =sup0=0<o0, VEkI1>0
zeR zeR

entonces fp € S(R). Ademas, vemos que si f € S(R),

(fo+ (@) = folz) + f(x) = 0+ f(x) = f(z) = f(2) +0 = f(2) + fo(z) = (f + fo)(x)

Entonces, fy es una identidad aditiva para S(R).

2. Cerradura bajo la suma:

Sean f1, fo € S(R). Entonces, fi, f2 son infinitamente diferenciables y satisfacen:
sup|x]k]f1(l)(a:)| <A VEI1>0 & sup ]w\k\fél)(x)] <B VEkI1>0
z€R z€R

Luego, por las propiedades del supremo y de la suma de derivadas obtenemos:

l !
supla*[ (" (2)| + sup || ;" (@) < A+ B = A
zeR zeR
l I
= swplal* 110 @)+ 1 @] < &

Y, puesto que

i+ £2) @) = 1P @) + £ @) < 110 @) + 11 (@)

obtenemos:

sup f*|(fi + o) (2)] < suplaf* D@+ £ @)] < A
TE xre

Entonces, como las suma de funciones diferenciables también es diferenciable y k y I son
arbitrarios y no-negativos en la desigualdad anterior, concluimos que f; + f2 € S(R).
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3. Cerradura bajo el producto por escalares:

Sea f € S(R) y z=a+1ib € C. Entonces,

sup lz|*|2f O ()| = |7] sup 2| fO(2)] < Va2 +b2A=A", Vk,1>0
xe

xe

Por ende, zf € S(R) Vz € C.

Lema 6.1.4. Si f € S(R) entonces:

d
1. f'(z) = d—f e S(R) (S(R) es cerrado bajo la diferenciacion)
i
2. zf(z) € S(R) (S(R) es cerrado bajo el producto por polinomios)

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 185)

Demostracion.

1. Sea f € S(R). Entonces, f es infinitamente diferenciable y satisface:

sup |z|*| fO(x)| < 00, Vk,1>0 (6.1)
z€R

Ahora bien, sea g = f’. Entonces, g también es infinitamente diferenciable. Ademas,
si usamos la sustitucion ¢t = [ + 1, entonces, (6.1) se convierte en:

sup |z fO(z)| <00, VE>0yt>1
TSI

Lo cual equivale a escribir:

sup |z|*|g"(z)| < 00, VE,1>0
zeR

2. Sea t(x) = z y p(z) = zf(z). Como t/(x) = 1y f es infinitamente diferenciable,
entonces:

pO(@) = 1f V(@) +2fV(2), WI>1

Lo cual implica que p(z) también es infinitamente diferenciable ya que la suma y el
producto de funciones diferenciables también es diferenciable. Para probar que

sup |z|*p? (z)| < 00, Vk,1>0
zeR
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considere primero el caso en que k > 0 es arbitrario y [ = 0. Entonces,
sup [« *[p® ()| = sup ||| f (z)| = sup [/ fD(2)] < 00
zeR zeR z€R

Luego, consideramos el caso en que £ > 0y [ > 1, y notamos que f € S(R) también
implica que:

L-sup |z/*|fUV(z)| < A<oo & suplz/ T fO@)|<B<oo; VE>0yVI>1
Tz€R zeR

Entonces,

sup |z[*|p (2)] = sup |z[*|Lf (@) + 2O ()]
z€R z€R

< sup fo* |1+ £ @) + Jal|fO (@)
z€R
= 1-sup o4 (@)| + sup al*+| 1O (2)
z€eR z€R

<A+ B
=A <oco, VkE>0,VI>1

Por lo tanto, p(z) = zf(x) € S(R).

O

Ahora que disponemos de estas propiedades, podemos proponer otro criterio para de-
terminar si una funcién infinitamente diferenciable es de Schwartz.

Lema 6.1.5. Si f es infinitamente diferenciable (i.e. f € C>(R)) entonces

sup |z¥|fD(z)] <00 Vk,1>0 < lim |z[f|fP(z)|=0 Vk,1>0

z€R |z|—o0

(Pereyra y Ward, 2012, p. 165)

Demostracion.
(=) Suponga que f € C*°(R) y que satisface

sup [¢|* fV(2)] < 00 VE,1>0
zeR

Entonces, f € S(R) por definicién y como S(R) C .#(R) podemos decir que f € .#(R) lo
cual implica que 34 >0 > |f(z)| <

T2 Vz € R. Por ende, si € es arbitrario y satisface
x

A>e>0(S.P.G), tenemos K(e) = /A/e > 1> 0 tal que, si |x| > K(€), entonces:

A A A

<L _<Z Lo
|_1+:U2 x?  Ale ‘

/()

lo cual demuestra que

lim |f(z)| =0.

|z|—o00
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Ahora bien, como S(R) es cerrado bajo la diferenciacion y la multiplicaciéon por polinomios,
sabemos que g(z) = zF fO(z) € S(R), Vk,l > 0. Entonces, el razonamiento anterior también
aplica para g(x) y obtenemos:

Iim |g(z)] = lim |z[*|fP(z)] =0 Vk,1>0
|z| =00

|z| =00
(<) Para el converso, suponga que
lim |z[*|fV(z)| =0 Vk,1>0
|z| =00

Entonces, dado € > 0 existe un namero real R(e) > 0 tal que, si |z| > R entonces

z)F| FO ()| < €, Vk,1>0

dl
Luego, como f € C*(R), entonces Tl es continua, y por ende uniformemente continua
T
dl
sobre el compacto [—R, R] para cualquier [ > 0. Lo cual implica inmediatamente que Tl es
T

acotada sobre [—R, R| para cualquier [ > 0.

Finalmente, si recordamos que todo polinomio sobre un compacto es acotado y que el
producto de funciones acotadas también es una funciéon acotada, obtenemos que |z|¥| f® (z)|
es acotada cuando |z| < R. Por lo tanto,

sup ||*fV(2)] < 00 VE,1>0
zeR

O

Nota 6.1.6. Ademas de proporcionar un ejemplo de una funciéon en S(R), el siguiente lema
resultara ser esencial en el desarrollo de la teoria de la transformada de Fourier en S(R).

Lema 6.1.7. La funcion f : R — R, definida por f(z) = e*‘“”Q, con a > 0, estd en

S(R). Ademds,
o0 — (T 1/2
/ e dr = <E)

o0

Demostracion. Vamos a argumentar que f € S(R) y luego utilizar el hecho de que

o0
/ f(x)dx < oo para determinar el valor al que converge la integral. Por las propiedades
—0o0

de la exponencial, sabemos que f(z) = e~%" og infinitamente diferenciable y que

dlf —ax?
a — T@)e

donde Pj(z) es un polinomio de grado [. Ademas, note que

12 1P@)]

im |z fO(z)] = lm |2|*|P(z)e %" | = =0
|z|—00 |z|—o0 |z|—o00 ex
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Entonces, f(z) = e~%" € S(R) por el lema 6.1.5.

oo

Luego, como S(R) C .#(R), entonces / e~ dy < 0o por el teorema 5.4.6, y tam-

—00
bién podemos aplicar el teorema 5.4.13 para obtener:

oo 2 oo )
</ eax2dx> —/ e‘”zda:~/ e~ g
:/ e_“m2dx-/ e~ dy
Z//e_a($2+92)d$dy
R JR
:/ e~ alx” gx
RQ

, _ 2
= lim e X gx
n

donde
E, = {x=(z1,12) € R? : 2% + 23 < 2n?}.

Ahora bien, considere
H,={t=(r0) : 0<r<+v2n & 0<6<2r}
y sea ¢ : H, — E,, el mapeo dado por
o(t) = (rcos(0),rsin(0)).
Entonces,

@ O] (@) = freost) + rsnt(0) =

o(t) = [sin(@) rcos(6)

y por el teorema 5.2.14 tenemos:

lm [ e “M’ax = lim [ e 0P| det(¢/(t))|dt

n—0o0 En n—o0 Hn

27 \/in 5
= lim / e Y rdrdd
o Jo

n—o0

27 —a2n?
e 1
=1 — — | df
6o 0 ( 2a + 2a>

; 1 1
=lm (— - —— |27
n—oo \ 20 2qes2n
2
2a
T

a
o0
2 ™
/ e‘”d:v:\/>
oo a
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Nota 6.1.8. Como lo explica Zorich (2004), note que el mapeo ¢ en la prueba del lema
anterior no es un difeomorfismo (ejemplo pp. 146-147). En efecto, la funcion no es biyectiva.
Sin embargo, esto no es un problema ya que los conjuntos de puntos en F, y H, para los
cuales ¢ no es biyectiva tienen medida de Lebesgue igual a cero. En efecto, Zorich (2004)
explica que la féormula de cambio de variables (teorema 5.2.14) sigue siendo aplicable cuando
es posible encontrar una restriccion adecuada del dominio y del contradominio (donde en
cada caso la diferencia entre el conjunto original y la restriccion debe tener medida cero
de Lebesgue) tal que ¢ sea un difeomorfismo, y tal que la cantidad |det(¢’)| sea acotada y
definida (nota c y teorema 2 pp. 145-146).

Para terminar esta seccion, demostramos que toda funcion en S(R) resulta ser unifor-
memente continua sobre R.

Lema 6.1.9. Si f € S(R) entonces f es uniformemente continua sobre R.
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 140)

Demostracion. Primero, notese que como S(R) C .#(R) entonces f es continua en cada

punto de R y |f(x)| < T 22

Dicho de otra manera, dado € > 0, arbitrario, existe un namero K(e) > 0 tal que, si
|| > K = |f(z)|] < ¢/4. Con el nimero K ahora fijo, dividase a R en dos conjuntos:

Vz € R. En consecuencia, |f(z)] — 0 cuando |z| — oo.

A={zeR:|z|<K}=[-K,K]
B={zeR:|z|> K}

y notese que la continuidad de f sobre R implica que es uniformemente continua sobre el
compacto A.

Ahora bien, para probar que f es uniformemente continua sobre R, sea ¢ > 0 un
ntmero arbitrario y suponga que x y y son dos puntos cualesquiera sobre R. Entonces, hay
tres posibilidades distintas:

1. Si z,y € A entonces la continuidad uniforme de f sobre A garantiza la existencia de
n(e) > 0 tal que, si |[x —y| < n, entonces |f(z) — f(y)| < €/2.

2.Siz,yeB=lz|>Kyly >K=|f(x)]<e/dy |f(y)] <e/4y por ende:

[f (@) = fFW)| < 1f(@)]+ £ ()]
<e/d+e/d
=¢€/2

(Ndtese que no es necesaria ninguna restriccion sobre la distancia |z — y| para que la
desigualdad anterior se cumpla)

3. Finalmente, si x € Ay y € B = al hacer |[x — y| < n (ndtese que este es el mismo n
que en (1)), el hecho de que |z — K| < |z — y| implica que |z — K| < 7.
Por ende, |f(z) — f(K)| <€¢/2ycomo K > Kyye B <= |yl > K tenemos que
|f(K)| <e/4y |f(y)| < e/4 al igual que en (2).
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Juntos, los tres casos anteriores implican que

[f(@) = f)l < [f(2) = fAE)] + [f(E)] + [ f ()]
<€/2+¢€/4+€/d

=€

cuando |x —y| < 7. O

6.2. La transformada de Fourier en S(R)

A continuacién, definimos la transformada de Fourier sobre S(R). Dado que S(R) es un
subespacio de .Z (R), veremos, por medio de los lemas 6.2.3 a 6.2.9, que ademés de heredar
muchas de las propiedades de las integrales impropias de una funcién con descenso moderado,
la transformada intercambia las operaciones de diferenciacién e integracidén excepto para
factores de 27i (corolario 6.2.12), lo cual implica que la transformada de f € S(R) también
pertenece a S(R) (teorema 6.2.14).

Definiciéon 6.2.1 (Transformada de Fourier en S(R)). Sea f € S(R). Entonces, la
transformada de Fourier de f es dada por el mapeo F : S(R) — S(R), tal que

FIF(@)](€) = /_ " o)ty

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 136)

Nota 6.2.2. Para que la notacién sea més clara, también utilizamos f (&) en vez de
Flf(x)](§). Ademas, note que si f € S(R) C .#(R) entonces

|f(@)e™ ™| = | f(z)|[sin* (—272€) + cos®(—2mwg)] /2 = | f(x)]

y por ende la convergencia de la integral en la definicién 6.2.1 esté asegurada, lo cual implica
que f es acotada sobre R (Stein y Shakarchi, 2003, p. 134).

Lema 6.2.3. Si f € S(R) entonces,
Flf(z+m)E) = f(©)e*™ , VheR

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 136)
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Demostracion. Sea F(x) = f(x)e” 2™ y notese que
Fla+m)© = [ fo+ mem s
_ / f(x + h)€727ri(w+h7h)§dx
_ /OO f(.’E + h)e—27ri(:c+h)§+27rih§dm
—00
_ / Flz+h) - 2 ey
= ezmhf/ F(x + h)dx
Ahora bien, como F' € .#(R), entonces sabemos por el lema 5.4.9 que

/ F(a:—i—h)dx:/ F(zx)dz, VheR

—0o0

Por lo tanto,

Flf (@ + h)](€) = e2mhe / Z F(a + h)da
_ 2mihe / Z Fl2)dz
_ b [ p(p)em2mint gy
s

Lema 6.2.4. Si f € S(R) entonces
Flf(x)e 2 =h)(¢) = f(¢ + h), VheR

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 136)

Demostracion. Por definicion,

Ff (2)e~2i) () = /OO (f(x)e—%rixh> o 2mint g

(x)ef27rim(£+h)dw

I
~
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Lema 6.2.5. Si f € S(R) entonces

FIF@NE) = $/(€/9), >0

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 136)

Demostracion. Sea F(z) = f(x)e”?™@¢/% donde § > 0. Entonces, por definicion
UGN = [ fGm)e i

O e '
_ 5/ f(5$)6—2mr(5/5)§d$

= % <5 / f(éx)e_QWi(w‘s)f/&) dx

_ % (5 /_ Z F((S:n)dx)

Ahora bien, como F(z) € .# (R), entonces por el lema 5.4.10 sabemos que

M
5/ F(éx)da::/ F(z)dz, V§>0
Por lo tanto,

Fla)©) = 5 (5 [ Foaas)

_ % / Z F(z)dz

— 35/ f($)€—27rix§/§dl,

= L), W50

Lema 6.2.6. Si f € S(R) entonces

FIf'@))(€) = 2mie f(€)
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 136)

Demostracion. Por definicion

FI (0)(€) = / 7 fle)e e 62)
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Como f € S(R), sabemos que es infinitamente diferenciable, y como el integrando en (6.2)
pertenece a . (R), sabemos que la integral impropia converge. Entonces, podemos integrar
por partes para obtener:

Fireie = [ " Pty

t .
= h’m/ f!(z)e 2w gy
—t

t—o00

= lim {f(av)e_zm"Cg t + 2mixé /t f(x)e_%irfdx}

t—o00

= lim {f(a;)ezmmg

t—o00

t }+ omize FIf (2))(€)

—t

Ahora bien, nétese que

lim {lf(:z)e_%”"":5

t—o00

t

} = lim {f(B)e72E — f(—t)e> <} =0
En efecto, como f € S(R) C .#(R), sabemos que existe una constante real A > 0 tal que:

|f(z)] <

—t

a2 Vr € R

[2A
Ademés, si € > 0 es arbitrario, tenemos d(¢) = 1/ — > 0 tal que, si t > § entonces
€

()75 — F(—)PmE] < | f(1)e 2] 4 |F(~0)>T

lf@)]-1+[f(=t)]-1
A A

A INIA
|

A

Por lo tanto,

FIf @)(&) = Jim {f(x)e—z’f“ﬁ\t_t} + 2ming Ff (2))(€) = 2mint f(€)

t—o00

O

Nota 6.2.7. El siguiente lema es una propiedad que seré de utilidad en la prueba del lema
6.2.9

Lema 6.2.8. Para todo nimero real 6 # 0, tenemos:

(Pereyra y Ward, 2012, p. 172)
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Demostracion. Primero, notese que V6 € R tenemos

o 10
/ ietdt = e
0

=¥ -1 (Julien, 2013)
0

2

Luego, suponga que 6 = a* con o € R, de modo que 6 > 0. Entonces,

0 0 0
e —1| = ‘/ z‘e”dt’ g/ liet|dt —/ 1dt = 0
0 0 0

De manera similar, si ahora hacemos § = —a?, obtenemos 6 < 0, y en consecuencia
e — 1] = Je7i" — 1| = |eie? —1| = | — 1| <=0
Juntas, estas observaciones implican que
e —1] <10 V9eR

Por lo tanto, cuando 6 € R*, podemos escribir

e 1 le™0 — 1| 0]
Y] [P - 1t B
0 0] 6]
0l
Lema 6.2.9. Si f € S(R) entonces
. d ;
Fl=2mizf@))(€) = 76 £

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 186; Pereyra y Ward, 2012, pp. 169 y 171-172)

Demostracion. Debemos probar que f (&) es diferenciable sobre R y que su derivada es dada
por:

Fl=2miz f(x)](£)

Es decir que si € > 0 es arbitrario, y & € R es dado, debemos encontrar un d(e) > 0 tal que,
si € € R satisface 0 < |§ — &o| < d(€), entonces

f(& - f(&)

e~ Floaminf())

<€

Con esto en mente, nétese que

F(&) = f(&)
§—%
_ 1
_’5—50

— Fl=2mizf(x)] ()

1
§—&o

/ f(z)e 2™ qy — / f(x)e 280 gy + / omix f(x)e 220z (6.3)
R R R

Ahora bien, como f € S(R) C .Z(R), entonces por el lema 6.1.4 sabemos que los integrandos
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en (6.3) estan a su vez en S(R) y por ende todas las integrales impropias en (6.3) convergen.
Ademés, el corolario 5.4.7 implica que existe un numero real K (e) > 0 tal que

[ el <
|z|>K Q

Entonces, fijando a K, podemos separar las integrales de la expresion (6.3) en 2 partes cada
una, correspondiendo respectivamente a los valores de x tales que |z| > K y |z| < K:

1 A 1 . ,
/ f(z)e 2m28 dy — / f(x)e™2riwo dy 4 / omia f(x)e 220 dy| =
R R R

§—%o — §—% |
FEy E> Es
1 1 1
= Ei d Fi dx — Es d
‘5 —&o /|:c|<K e §—%& /|a:|>K T g /x|<K 2

1
— / Egdl'—i-/ Egdl‘-i—/ FEs3 dx
=80 JapK 2| <K |z|>K

—2mix€ _ —2mixép )
= / f(zx) [e ° - (—27rixe_27”x§°)] dx
|| <K §—2%o

- 2min(E—60) _ |

—2mizo .
+ /|x>z< et (e [ 2nal€ — &)

dx| (6.4)

Lo tnico que falta es encontrar una cota para la expresion (6.4), lo cual no es muy complicado
tras las siguientes observaciones:

1. La identidad del lema 6.2.8 puede aplicarse sobre el término entre corchetes de la
segunda integral de la expresion (6.4).

2. La diferenciabilidad sobre R de la funciéon g(¢) = ef, y por ende el hecho de que

i (e—27rix£) _ _2ﬂ_ime—27rix§,

d¢
inmediatamente implica que Ve 3 d(€) > 0 tal que, si 0 < | — &y| < 4, entonces

—2miz€ _ e—27rix§0
§€— &
(donde A >0 > |f(x)] < A/(1+ 22) por definicion de descenso moderado).

€

4AK

e

—2miz€o )

— (—2mize
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Por ende,

7§ - f(& B

— Fl=2miz f(2)] ()

§—&o
—2mix€ _ —2mixép )
_ /I - £(z) [e = ZO - (—27rixe_27m§0)} do +
[ em2rinte—€0) _ 1
+/ o f(z)e2rizto + 1| dx
le|> K fle) 2mz(§ — &o)
—2mix€ _ —2mixép )
< /| x |f(z)] ¢ = 20 — (—2mize” 20| dy 4
[ sl |G il
+ )|z f(x + | dx
2> K 2mz (€ — o)

A €
< d:z:—|-47r/ zf(z)|dz
/|$§K 1+ 224AK ‘$|>K| ()]

€ €
< Adz + 475
S IAK Jyer T e

eA €
- 2K + dr—

AR T,
_eLc

272
=€

Como &y € R y € > 0 son arbitrarios, hemos encontrado un nimero d(e) > 0 tal que, si
0 < |€—&o| < 6, entonces

f(&) - f(%)

e - Fleaminf () )| < c

Por lo tanto,

Corolario 6.2.10. Si f € S(R) entonces para todo entero | > 0 tenemos

l ~
Fl(~2miz)' f(2)](€) = jg,mf)]

(Pereyra y Ward, 2012, p. 172)

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre [. Primero, nétese que los casos [ = 0 y

[ = 1 corresponden respectivamente a la definiciéon de la transformada de Fourier y al lema
6.2.9, lo cual completa el caso base.
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Para el paso inductivo, suponemos que

l A~
Fl(~2mix)' f(2)](€) = jgl[f(f)]

!
det

e imitamos la prueba del lema 6.2.9 para mostrar que [ f (&)] es diferenciable y que

dl+1

et/ ()] = Fl(=2mia) " (@)](©).
Entonces, una vez més, nétese que

d ey df
dglf(gg - gglf(gO) _ ]:[(—27Tix)l+1f(x)](£0) =
0

— —2miz)(—2miz) f(x
= Fl(~2riz)(~2miz) [ (2))(6o)

= 5_150 /R(—27rix)lf(x)e_2mx§dx

B 5_150 /R(_27Tm)lf(l‘)€_2mmfoda: - /(—27T2':1:)(—27ri:n)lf(:z‘)e_2m””§°dx (6.5)

R

Ahora bien, como f € S(R) C .#Z(R) y S(R) es cerrado bajo la multiplicacion por
polinomios, el corolario 5.4.7 garantiza la existencia de K > 0 tal que

+1 d €
[ @l < gt

Entonces, al igual que en la prueba anterior, separamos las integrales en la expresion (6.5)
en dos partes, correspondientes a |z| < K y |z| > K, respectivamente y obtenemos:

1 . - A\ —2mix€
‘5—50 /R( 2mix)' f(x)e dx

_ 5—150 /R(—Qﬂ'ix)lf(x)e—%'rixfodx — /(—27”'1‘)(—27rix)lf(x)e_2”x50dm

R

—2mix€ _ —2mixép )
- / (—2miz)' f(z) [6 ¢ - (—2me—2mfo>] da+
|| <K §—%
[ e-2minte—g0) _
—|—/ (2mz) (—2miz) f (x)e~2miw0 [e +i| dx
lz|>K

2mz(€ — &o)

Donde la diferenciabilidad de g(¢) = e sobre R garantiza que Ve > 0 3 §(¢) > 0 tal que
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e—27rim£ _ e—27rix£0 ) €
— (=927 —2mix&o P
£ & (—2mize )| < AR
cuando |€ — &| < d(€), v el lema 6.2.8 establece que
e—27riac(§—§0) — ]_ | < 2
2mz(§ — &o) =

Por ende, Ve > 0 existe un d(e) > 0 tal que si 0 < [€ — &| < J entonces

§—&o

—2mix€ _ —2mixép .

= / (—Qwix)lf(x) [e © - (—27ri:ne_2m$§°)] dx +
lz| <K §—%&
. —2miz(§—€0) _
+ o) (—2miz)! f(z)e 20 ¢ + 1| dx
/:v|>K( ) /(@) [ 2mz(§ — &o)

—2miz€ _ ,—2mix€o .

< / @)zl f(2)] | c — (—2mize 27| dy +
2| <K §—%o
, —2miz(é—€0) _ 1
+ o7 +1 T +1 T €f2mx£0€ —|—Z dx
[ el e
<27Tl/ A;dx—l— 27Tl+1~2-/ 2 £ (2)|da
o [ Ayt eatt2 [ i)
— (27! € . .o, € €, €_
= O ey 2K DT 2 o = s g =
d .
Por lo tanto, d—gl[ f(&)] es diferenciable y
l dl £
_9i - >
F(-2mia) f()] ©) = g [F©)] . w0
O

Nota 6.2.11. El corolario anterior también establece que f es infinitamente diferenciable.

Corolario 6.2.12. Si f € S(R) entonces,

dk
dak

dl

d ael

((~2miz)'f(2)) | (&) = (2mi)e = |F©)], k120

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 187)
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Demostracion. Primero, nétese que tanto (—2miz)! f(z) como f(£) son infinitamente dife-
renciables. Luego, tras observar que el caso k = 0, [ > 0 fue resuelto por el corolario 6.2.10,
procedemos por induccién sobre k. Entonces, si £ = 1, el lema 6.2.6 y el corolario 6.2.10
implican que

F | g ((2ia)t ()] (©) = 2rie [(~2mi) 1(0)] (6) = 2m§j£,f<f>, W0
Para el paso inductivo, asuma que
F [ Ertcamin) 1) (© =m0
dxk de!
Luego, nétese que

F s (Comnts@)] © = 7 [ (tcomiatsn) | 0

k

— erig)F | 17 [(-2mia)' )] | ©

l A
- (27ri£)(27ri)’“£’“j§,f(£)
l A
— (27ri)’“+1£’““j£lf(€)

Donde hemos utilizado otra vez el lema 6.2.6 y el corolario 6.2.10. Por lo tanto,

dk

T gk

((-2mi) 52| © = Cmie o [ (@), b1 20
0

Nota 6.2.13. Note que ademés de generalizar el corolario 6.2.10, el corolario anterior tam-
bién sintetiza los lemas 6.2.6 y 6.2.9 en una misma propiedad. Por esta razon, resulta ser
una herramienta clave en la prueba del siguiente teorema.

Teorema 6.2.14. Si f € S(R) entonces f € S(R) (Stein y Shakarchi, 2003, p. 137)

Demostracion. Primero, nétese que f es infinitamente diferenciable por el corolario 6.2.10
(nota 6.2.11). Luego, por el corolario 6.2.12, sabemos que

F [ Ert-amin) )] € = et [f6)] . a0
lo cual puede reescribirse como
M)k - j;«—zm':cﬂfw»] © =5 [f©]. vhizo

Ahora bien, puesto que




entonces la nota 6.2.2 implica que la funcién

es acotada sobre R, y esto a su vez implica que

d .
igg!f\’“ dglf@)'<oo Vk, 1> 0

Por lo tanto, las dos condiciones necesarias para que f pertenezca a S(R) han sido satisfechas.
O

Ahora que sabemos que f € S(R), podemos aplicar el teorema 5.4.13 (Fubini) para
obtener la siguiente propiedad:

Lema 6.2.15. Si f,g € S(R) entonces
/ f(@)g(z)de = / FW)g(y)dy
R R
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 140)

Demostracion. Primero, observe que por el teorema 6.2.14, ahora sabemos que f, g, f, ge
S(R) C 4 (R). Entonces, el hecho de que el producto de funciones con descenso moderado
también pertenezca a .# (R) (nota 5.4.3), junto con el teorema 5.4.6, implican la convergencia
de ambas integrales en el enunciado. Con esto, podemos aplicar el teorema de Fubini para
funciones con descenso moderado (Teorema 5.4.13), y obtener:

/R F(@)j)dz = /R f(z) /R g(y)e~ W dyds

= /R /R f(@)g(y)e ™ dydz
- /R /R F(@)gy)e " dady

_ x6727rix T
—/ng)/Rf() Ydady
- / 90 ()dy

R
/ F@)g()dy
R

6.3. Aplicaciéon: Convoluciones y familias de buenos kernels

El objetivo de esta seccion es la obtencién de la transformada inversa de Fourier. Para
lograrlo, combinamos el hecho de que la gaussiana e~%” og igual a su propia transformada
de Fourier con las propiedades de las familias de buenos kernels y de la convolucion de
funciones de Schwartz.
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Lema 6.3.1. Si f(x) = e~ ™" entonces f(&) = £(&) (Stein y Shakarchi, 2003, p. 138)

Demostracion. Primero, notese que f(x) = e~ ™" es un caso especial del lema 6.1.7. Es decir
que f € S(R). Ademas, los lemas 6.2.6 y 6.2.9 implican que

d g2 B . —rx?

g7l = Fl(=2mia)e ()
= ]-“[i(—27rx)eim2] (€)
_ m%e%ﬁ(s)

2

= i(2mi€) Fle ™ )(€)
= —2mEF[eT™)(€)

Luego, noétese que

d 2 2 d 2 2 2 2
hal —Tx L eTE | —Tx Y3 —Tx . 3
g [P0 = e A e 4 Fle 0 - 2nte
= (~27) Fle™](€) - € + (2mE) Fle (&) - ™
=0
Entonces, , ,
FleT™ (&) - €™ =C, donde C€R (6.6)
Ahora bien, C' = 1 puesto que, por el lema 6.1.7, sabemos que al evaluar (6.6) en & = 0
tenemos:
FleT™)(0) - ™ = Fle™™](0)
— / 6—71':(:2 . 6_2ﬂix(0)d$
:/ e~ 4
_ \/?
Vo
Por ende, , , , ,
FIem) € =1 4= Fle g =
O
Corolario 6.3.2. Sid >0y Ks(z) = \}36”2/6 entonces

FEs(@)] (€) =™
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 189)
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Demostracion. Por los lemas 6.2.5 y 6.3.1 tenemos

FEy(a)] (€) = F [1

ﬁe—”?/ﬁ] ()

Definiciéon 6.3.3 (Familia de buenos Kernels). Sea {Kj;}s~0 un conjunto de funcio-
nes sobre R. Decimos que {Ks}s~0 es una familia de buenos kernels si satisface las
siguientes tres condiciones.

1. / Ks(z)dr = 1.
2. / | Ks(x)| dx < oo.

—00

3. lim |Ks(z)|dx =0, Vn>0.
6—0 |z|>n

(Stein y Shakarchi, 2003, pp. 48 y 139; Pereyra y Ward, 2012, p. 177)

1
Lema 6.3.4. Si Ks5(x) = —66_”2/5 donde 6 > 0 entonces {Ks}s=o es una familia

de buenos kernels.
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 139)

Demostracion. Verificamos que {Kj}s~o satisfaga la definicion 6.3.3:

1. Noétese que:

0 > 1 2 .
Ks(x)dx = —e /0 o= 2miz(0) gy
| wstate= [

= F[Ks(2))(0)
_ 6—71'6(0)2
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2. Como 7/§ > 0 entonces f(z) = e ™°/% es de Schwartz por el lema 6.1.7. Entonces,

| istaan= [ ‘\}g/é
1 o
T

3. Seau=2x/Véydu= %da:. Entonces, ya que Ks(z) > 0,

dzx

-
lim |Ks(2)| do = lim L mteso?| gy
§=0 J|z|>n 620 Jiz)>n | V6

= lfm e ™ du =0

0=0J|u|>n/V/5

7ru2

donde hemos utilizado el hecho de que e~ es de Schwartz, junto con el corolario

5.4.7.
O

Nota 6.3.5. Notese que el argumento utilizado en la segunda parte de la prueba anterior

—mz? /5§

1
también implica que %e es una funcion de S(R).

Definiciéon 6.3.6 (Convolucion). Sea f,g € S(R). Entonces la funcion f*xg: R — C
dada por:

(9@ = [ " fe - t)a(t)dt

es la convolucion de f y g.
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 139)

Nota 6.3.7. Notese que la convergencia de la integral impropia en la definicién anterior
esta asegurada gracias al hecho de que tanto f como g estan en S(R).

Lema 6.3.8. Si f,g € S(R) entonces

fxg=gxf

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 142)

Demostracion. Sea x un nimero dado (fijo) en R. Entonces, con uw = z —t y du = —dt
obtenemos
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(f * 9)a /fx—t

= lim —f(u)g(m —u)du
h=00 Jotn
z+h
= lim flu)g(x —u)du

h—o00 z—h
:/gu—uwWMu
R
= (g* f)(z)

Donde el hecho de que f, g € S(R) garantiza la continuidad del integrando Vz € R al igual
que la convergencia de la integral. O

1
Lema 6.3.9. Si f € S(R) y Ks(z) = — ™13 con § > 0, entonces

Ve
(f x Ks)(x) = f(x) cuando §— 0

independientemente de los valores de x.
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 140)

Demostracion. Por el lema 6.1.9 sabemos que Ve > 0 existe n(e) > 0 tal que, si z,y € R
y |z —y| < n, entonces |f(x) — f(y)| < €/2. Por ende, si hacemos la sustitucion y = = — ¢
donde t € R, obtenemos que |f(z —t) — f(x)| < €/2 cuando |t| = |z — (x —t)| < 7. Ademas,
recordemos que el conjunto {Ks}s~o resulta ser una familia de buenos kernels en virtud del
lema 6.3.4. De modo que la primera propiedad de las familias de buenos kernels (def. 6.3.3)
implica que [ Ks(z)dx = 1. Ahora bien, como

1
%6_”2/5 = Ks(x) Vo >0

|K5 —rx?/§ _

=[5

entonces, en este caso, también tenemos:

/uquwmzl
R

Si a esto agregamos el hecho de que K(x) es infinitamente diferenciable por ser de Schwartz
(véase lemas 6.1.7 y 6.1.3), entonces también es cierto que

/ Ks(®)dt <1 V5> 0
[tI<n

y, en consecuencia, obtenemos:

/| \K5(8)||f(z —t) — f(z)|dt < e/z/ |K5(t)|dt < /2 V6> 0.
tl<n

[t]<n
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Por otro lado, la tercera propiedad de las familias de buenos kernels implica que dado ¢ > 0
existe ¢’(e) > 0 tal que, si 0] < ¢’ entonces

A Vsl < /(4

donde A > 0 corresponde a la cota superior A > A/(1 + x?) > |f(x)| que estipula el
descenso moderado de f € S(R) C .Z(R). Con esto, podemos combinar las dos observaciones
anteriores para obtener

(K)o~ @) = | [ e = 0kst0ar - [ Ko se
=| [ e = 0t - st
[ w0 - fe s [ sl o) - fald

[t|<n [t[>n

< / Ks(@®)||f (@ — 1) — f()|dt+
[t|<n

+/|tl>n!Ka(t)|f(x—t)|dt+/ Ks8| f ()| dt

[t|>n

L‘A—i—i-

4A 4A A

<e€/2+

=€
siempre y cuando [0| < ¢’ y x € R. Por lo tanto,
(f *x Ks)(x) = f(x) cuando § — 0

independientemente de los valores que tome =x. O

Teorema 6.3.10 (Transformada inversa de Fourier). Si f € S(R) entonces
f@) = [ feemca
R
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 141)

Demostracion. Sea f € S(R) y Gs(z) = e ™" donde § > 0 y considere los siguientes
hechos:

L FlGs(2)](€) = Ks(E)
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En efecto, por el lema 6.2.5 tenemos:

FGs(@)](§) = Fle ™ )(€)

2. / f(z)Ks(x)dx — f(0) cuando § — 0
R

) 1 2 N
Como Ks(z) = %e /0 o Ks(—x) = %e m(=2)°/% = Ks(x) = Ks(x) es simétri-
ca. Ademas, como ya se demostr6 que la convolucién es conmutativa (lema 6.3.8)
podemos utilizar el lema 6.3.9 de la siguiente manera:
(Ks* f)(z) = (f x K5)(z) = f(x) cuando § — 0
por ende si x = 0, tenemos

(K5 = f)(0) = f(0) cuando § — 0

lo cual implica que

/ FOKy(t)dt = / Ks(0)F()dt = (K5 # £)(0) = F(0) cuando & — 0.
R R

3. / F(6)Gs(&)de — / F(€)d¢ cuando § — 0
R R

. . A
Como f € S(R) Cc #Z(R) = |f(§)] < e < A, A > 0. Ademas, por el corolario 5.4.7,

sabemos que Ve > 0 3 K(¢) > 0 tal que

/ FO))de < /4.
|€|>K

Luego, con K ahora fijo por la observacion anterior, vemos que Ve > 0y V¢ € [— K, K|
3§(e) >0 3510 <& = |e™ —1] < 5%
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Por ende,

/f €)Gs(€)de — /f dg‘ ‘ o )[e—wést@d&

(€)™ d F(¢)d
4 /|€ L Joeacs / f(&)de

&> K

e A
< /5 _ @l 1dé +2 /g GLE

€
< AdE + 2¢/4
IAK )<k /

4AK 2
=€¢/2+¢€¢/2

— €

Entonces, por los hechos (1) (2) y (3), el lema 6.2.15, y la unicidad del limite, obtenemos

_%%/f VKs(x x—hm/f §)Gs(§)dE = /f

lo cual, tras la sustitucion F(y) = f(x + y) también implica que
fla) = FO) = [ Flfty+ ol ©ds = [ freremas
donde hemos utilizado el lema 6.2.3 con h = . O
Corolario 6.3.11. La transformada de Fourier es una biyeccion de S(R) en si mismo.
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 142)
Demostracion. Sea h € S(R) y considere el mapeo F : S(R) — S(R) dado por
FU) = [ me)emeas
Entonces, por el teorema anterior tenemos que
(F~Ho F)[A(x) = F~HFIR(E)] (x) = FH[A)(z) = h(z)

Luego, noétese que
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De modo que

Recapitulando, tenemos F o F~! = F~ 1o F =1, es decir que F es invertible y por ende
biyectiva.

O

6.4. La identidad de Plancherel

La norma Hermitiana de una funciéon de Schwartz resulta ser invariante bajo la transfor-
mada de Fourier. Este resultado se conoce como la identidad de Plancherel, o de “Parseval-
Plancherel", y es la tltima herramienta necesaria para estar en medida de demostrar el
principio de incertidumbre de Heisenberg en S(R).

En esta secciéon, empezamos probando algunas propiedades adicionales de la convolu-
cion de funciones de Schwartz, para luego introducir el producto interno Hermitiano sobre
S(R) al igual que su norma asociada, y terminamos con la demostracion de la identidad de
Plancherel.

Lema 6.4.1. Si f,g € S(R) entonces
d" d
(2@ = (/% 770)@) V120

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 142)
Demostracion. Primero, notese que / f(x —t)g(t)dt puede reescribirse como
R
/ f(y)g(x — y)dy tras la sustitucion y = x — t. Con esto, procedemos por induccion.
R
En efecto, tras notar que el caso [ = 0 es trivial, continuamos con el caso [ = 1, y

observamos que, como f,g,4' € S(R) y g(z —y) € S(R) Va € R, podemos aplicar la regla
de Leibniz sobre el intercambio entre integrales y derivadas para obtener:
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%(f % g)(x) = ;fp/Rf(y)g(w —y)dy
= / f(y)dig(fﬂ —y)dy
R i

= (F* o))

Luego, suponga que

d" d"
o (fxg)(@) = (f* 7 79)(2)
Entonces,
d dl d dl dl+1
t(gatren) @ =1 (1 400) @ = (14 o) @)
lo cual concluye la prueba. O

Nota 6.4.2. Noétese que la propiedad anterior también muestra que f * g es infinitamente
diferenciable (esto resulta del hecho de que g € S(R)).

Lema 6.4.3. Sig € S(R) & y € R es dado, entonces

sup [z[®|g(z — y)| < 2¥Ax(1 + y))F  VE >0
zeR
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 142)

Demostracion. Como g € S(R) entonces dado cualquier y € R, sabemos que 3 Cj, € [0, 00)

tal que

sup |z — y|*lg(z —y)| =Cr Yk >0
TEe

Ademas, si |z| < 2|y| entonces dado y € R, obtenemos
sup |z[*|g(z — y)| < sup |2y[*|g(z — y)|
zeR z€R
= 2"[y|* sup |g(z — )|
zeR
= 2¥[y|*Cy
<284, (14 [yD* donde k> 0y Ap = |y|*Co
Luego, si || > 2|y| entonces, como |x| < |z — y| + |y|, obtenemos
[z —yl+lyl > |zl = 20yl <= |-yl =lz[ =yl =20yl - |y| <= |z —y| >yl

Entonces, |z| < |z —y| + |y| < |z — y| + | — y| = 2|z — y| puede utilizarse en una forma
similar para acotar sup,cg |z|¥|g(z — y)| de la manera siguiente:

sup [z[¥|g(z — y)| < sup 2¥|z — y[¥|g(z — y)|
x€eR z€eR

=2"Cy,
<284, (14 |yD* donde k> 0y Ay = Cy
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Lema 6.4.4. Si f,g € S(R) = f*xg e S(R).
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 142)

Demostracion. Por el lema 6.4.3 sabemos que

sug lz|¥lg(x —y)| < 2841+ |yD)E VkeZ 35 k>0
Te

Entonces,

/Rf(y)g(w - y)dy'

sup [z|*|(f * g)(z)| = sup |z|*
TER x€ER
<suplz|® | [fW)llg(z — y)|dy
zeR R

— sup / F)lallg — v)\dy

zeR

< sup / F )12 AR(1 + y])*dy
z€R JR

— 9k, /R P+ [y])*dy < oo (6.7)

Donde la cota sobre / |£(1)|(1 + |y)¥dy viene del hecho de que f € S(R) el cual es cerrado
R

bajo la multiplicacién por polinomios.

Finalmente, como g y todas sus derivadas estan en S(R), podemos utilizar el hecho de
que la desigualdad (6.7) es verdadera para cualquier funciéon g € S(R) junto con el lema
6.4.1 para obtener la siguiente cota:

d d
sup [«|* | 75 (f # 9)(@)| = supaf*\(f » ) ()] < oo Vh, 120
Por lo tanto f * g € S(R). O

Lema 6.4.5. Si f,g € S(R) entonces

FI(f * 9)(@)](€) = £(£)g(¢)

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 142)

Demostracion. Como f, g, f*g, f, g estan en S(R), podemos aplicar el teorema 5.4.13 y
el lema 6.2.3 para obtener:
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FI(f * (€)= /R (f % g)(2)e~ 2 dy

_ /R /R Fla = £)g(t)dte > "¢z
_ /R /R fx — t)g(t)e 2™ dtda
- / / f(x —t)g(t)e 2™ dxdt

/ / flx = t)e > dadt

O

Concluimos esta seccion con la identidad de Plancherel, la cual establece una relacion
de igualdad entre las normas hermitianas de las funciones en S(R) y sus transformadas de
Fourier.

Definiciéon 6.4.6 (Producto interno hermitiano). Sea f,g € S(R). Entonces el pro-
ducto hermitiano de f y g sobre S(R) es dado por (-,-) : S(R) x S(R) — C tal

que
_ / f(@)g@)dx
R

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 143)

Nota 6.4.7. La norma asociada al producto interno hermitiano, se obtiene de la manera

usual, es decir:
1/2 1/2
Il = VTR = ( [ f@i@ae) = ( [ irwp)

Teorema 6.4.8 (Identidad de Plancherel). Si f € S(R) entonces

1A= 11l

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 143)
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Demostracion. Sea g(x) = f(—x) y h(z) = (f * g)(z). Primero, nétese que esto inmediata-
mente implica que g, §, h y h también estan en S(R). Luego, tenemos

i(6) = / g(z)e 2o 0y

- [ e tnia
- [ T
_ / F(—a)e2miatda
_ / F(w)e-2mine gy

= f(©)

Entonces, podemos utilizar los lemas 6.3.8 y 6.4.5 para obtener:
AR = [ 1Feras

S RGIG)

/ (&) f(e)de

/Ff*g

- / FOS ()t

~ [ Iseyeae

= IfIf

Lo cual concluye la prueba.
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6.5. Principio de incertidumbre de Heisenberg en S(R)

Cerramos este capitulo con la demostraciéon del principio de incertidumbre de Hei-
senberg sobre S(R) y dos corolarios. Esta relacion entre una funcion de Schwartz y su
transformada de Fourier resulta de una aplicaciéon directa de la identidad de Plancherel
y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre el producto interno hermitiano introducido
anteriormente.

Teorema 6.5.1 (Principio de incertidumbre de Heisenberg). Suponga que ¥ es una
funcion en S(R) que satisface la condicion de normalizacion

AWWM=1
([wwre) ([ eierae) 2

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 158)

Entonces,

Demostracion. Notese que:

1. Como ¢ € S(R) y S(R) es cerrado bajo la multiplicacion por polinomios, podemos
aplicar el lema 6.1.5 sobre 1%(z) € S(R) para obtener la siguiente igualdad:

T [t — (~t(~0)2)] = Jm H2(0)] — lm [~} (~)]]
= Jim tuR ()] — Mm_ [t (0)]

=0

2. Si hacemos v = |z|[(x)| y w = [¢'(z)| entonces, por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, tenemos:

(v, 0)] < {v,0)!?{w, w)!/?

= / (allv@) (W@t < ( | x2|w<x>|2dx)l/2 (f |w'<x>|2da:)l/2

3. Por la identidad de Plancherel tenemos:

/R [ (@) 2z = || ()| 2
— 1P @) m?

- [ 1@

- /R [2migi (&) 2de
—4 2 217 2d
. /R €21 (¢)Pde
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Juntas, estas observaciones y la condicién de normalizacién implican que:

1= [ i)
— tlgn {(iUW( )| ) ‘t T /_t xd’w(fvﬂzdx}
= Jim {HOF (0P} — [ o o) s
=0- /Rxdi (¢(x)¢(:v)) dz
. /R v (W (@)6(@) + $(@)i(a) ) de
Entonces,

1=1

- "/Rx (¢/(@)0(@) + ()0 (@) da

- "éx¢'<w>w+xw<x>wdx

< [ Jollv!(@)| B + Jal v o) [P o
R
- /R 2] (@) ()| de

<2( [ laPtoPar) v ([ 1w@pas) -
([ w2|w<x>|2dx)l/2 (4= [ e?rwsn?ds)m

Lo cual, si tomamos el primer y el ultimo termino de esta cadena de igualdades/desigualdades,

equivale a escribir:
1/2 1/2
1<4 2 2d > ( 21p(€)|2d )
<an ([ Puwpa) ([ iepa

donde ambos lados de la desigualdad pueden elevarse al cuadrado (ya que ambos son no-
negativos) para obtener:

e = ([ #wpan) ([ @)
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Corolario 6.5.2. Si ) € S(R) es tal que / [ (x)|2de = 1 entonces
R

([weras) ([ o) -

si, y solo si, h(z) = Ae=B% con B> 0 y |A]2 = /22,

™

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 158)
Demostracion.

(=) Por hipétesis,

([wwra) ([ eiera) - o
2 [ o) - (/ |2m's¢<f>|2ds)1/2 -1

lo cual, tras observar que 2migih(¢) = F[¢/(x)](€) y aplicar la identidad de Plancherel, como
en la prueba del teorema anterior, implica que

2 [ o) - (/ r¢'<x>12dx)1/2 1

Ahora bien, como se vio en la prueba del teorema anterior, / [4(x)|?dz = 1 implica, por la
R

Entonces,

desigualdad de Cauchy-Schwarz, que

1<2 /R 2l (@)1 () e

<2/ x2|w<x>|2dx)l/2 (f |w'<x>|2da:)l/2
Pero entonces,
2 ([ i) v ([ 1w@pa) o
<2 [ Jallv(@)l¥'(@)ldz

=7 </R“”2'¢<x>|2dw)l/2 ( / rw'm\?dx) v
[ e = ( $2W($)|2d:c>1/2 (/ W(x)\zd:c)l/ 2

o6
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lo cual, por las condiciones bajo las cuales se cumple la igualdad en la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, significa que hay un nimero A € R — {0} tal que

[/ ()] = Al ()]

Para resolver esta ecuacion diferencial, debemos considerar el caso ¢'(z) = A|zi)(x)|,
el cual a su vez resulta en los casos

) =dep(z) & P(2) = —Aw()

y por otro lado, debemos considerar el caso —1'(z) = Mz (z)| el cual también resulta en
los casos

) =dep(z) & P(2) = —Aa(a)

Entonces, resolvemos ambas ecuaciones diferenciales de primer orden aplicando los facto-
res integrantes pi1(z) = e /2 y pg(z) = /2, respectivamente, lo cual resulta en dos
posibilidades para 1):

Y(z) = CeM/? obien  Y(z) = Ce /2

Ahora bien, por hipotesis sabemos que ¥ € S(R). Entonces el lema 6.1.5 implica que
lim,| 00 ¥ (x) = 0, lo cual solo puede suceder si ¥(z) = Ce™*/2 con A = 2B > 0.

Finalmente, también sabemos por hipoétesis que / |v(2)|*dz = 1 lo cual, junto con el
R

lema 6.1.7, implica que

/|w(x)|2da::/ |Ce™2B%/212y
R R

2
2’0‘/ ‘6—23x2/2’ dx
R

= |C|/e_23$2d:x
R

=1l (55)"

=1

Por lo tanto, 1(z) = \C’]e”‘mz/z donde A = 2B > 0, lo cual implica que B > 0y |C| =

/2B/.

O

Corolario 6.5.3. Si ¢ € S(R) es tal que / [ (x)|*dx = 1 entonces,
R

(f-arwer) ([€-ariore)z g vmacr

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 158)
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Demostracion. Puesto que ya se demostrd que la transformada de Fourier sobre S(R) es
una biyeccion de S(R) en si mismo, debe haber una funcion ¢ € S(R) tal que ¢ = 1. Ahora
bien, nétese que

lim |u—uol*|oW(u—up)| = lim |uff|l¢W(u)]=0  Vk,1>0
) u|—o00

|ul—

Entonces, ¢(u —up) € S(R) Vup € R. Ademés, el lema 6.2.3 implica que

Flo(u — uo)](v + vo) = Flp(u + (—uo))](v + vo)
_ e—Qﬂiuovo . e—27riugfu . CZ)(U + UO)

_ e—27riu0v0 . e—27rivuo . (5(1] + UO)

~

lo cual significa que la funcién ((v) = e~ 2™uov0 . e=2TiWU0 . (3 4 ) pertenece a S(R) por
el teorema 6.2.14. Y como S(R) es cerrado bajo el producto por escalares, también implica

1 —omi .
que y(v) = e C(v) = e ™09 (v + vg) esta en S(R) Vug, vo € R.
Con esto en mano, nétese que el lema 6.2.3 junto con la hipdtesis implican que
) o 2
[ h@Pds = [ et s )| da
R R
— [ 1t + a0) Pz
R

_ / () [2da
R
=1

Entonces, el principio de incertidumbre de Heisenberg puede aplicarse sobre
y(x) = e~ 20 (2 + 1) € S(R) con xg, & € R para obtener

( / 2? ey (o +mo>]2dx> " < / &2[ib ¢ + go)ermizo(c+eo)
R R

lo cual, tras aplicar las sustituciones a = + xg y 5 = & + &, implica que

([o—eoriwran)” ([o-omioras) " 2

5 N\ 1/2 1
>
d£> ~ 1672
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CAPITULO [

El principio de incertidumbre de Heisenberg en S(RY)

El objetivo de este capitulo es la extension del principio de incertidumbre de Heisenberg
al espacio de funciones S (Rd). Para lograrlo, es necesario extender los resultados del capitulo
anterior a S(R?). Esto se consigue por medio de la estructura logica propuesta por Stein y
Shakarchi (2003, sec. 2, Cap. 6). En efecto, la teoria presentada a continuacion es conocida.
Sin embargo, la brevedad de presentaciones como la de Stein y Shakarchi (2003, pp.180-184)
o la de Zorich (2004, pp.576-581), combinada a un grado de familiarizacion limitado con la
teoria de las integrales impropias sobre R?, puede volverlas inaccesibles para la mayoria de
estudiantes de licenciatura.

Por esta razon, en este capitulo retomamos la estructura del caso 1-dimensional —tal y
como lo sugieren Stein y Shakarchi (2003)— y mostramos en detalle como utilizar la notacion
de multi-indice introducida en la seccién 5.1; la definicién de integrales impropias multiples
via agotamientos de conjuntos admisibles (def. 5.3.6); el teorema de cambio de variables
(teorema 5.2.14); el trabajo preliminar que se hizo en la seccién 5.4 sobre las funciones con
descenso moderado en R%; y el teorema de Fubini (teorema 5.4.13), para extender la teoria
de la transformada de Fourier al espacio S(RY).

En consecuencia, el hecho de contar con una version extendida a S(R?) de la formula
de inversién de Fourier, y de la identidad de Plancherel, permite, a su vez, extender el
principio de incertidumbre de Heisenberg a S(R?). Esto representa un resultado no trivial,
que demostramos en detalle, y que Stein y Shakarchi (2003, p. 209) dejan como un ejercicio
para el lector.

7.1. El espacio S(R?)

Empezamos por definir el conjunto de funciones sobre R% con descenso rapido. Luego,
agregamos la condiciéon de que estas funciones sean infinitamente diferenciables sobre R%
vy que cualquiera de sus derivadas parciales también tenga descenso rapido para obtener el
espacio de funciones de Schwartz en R?. De la misma manera que en el capitulo anterior, este
resulta ser un subespacio vectorial de .# (R?). Finalmente, utilizamos dos caracterizaciones
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alternas de las funciones con descenso rapido para demostrar que la gaussiana d—dimensional
2 . .

g(x) = e~9¥I" es de Schwartz y calculamos el valor de su integral sobre RY mediante el

teorema 5.4.13.

Definiciéon 7.1.1. Una funcién f : R — C tiene descenso rdpido si, y solo si, es
continua sobre R? y la funcién dada por [x®f(x)| es acotada para cualquier multi-
indice .

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 178)

Nota 7.1.2. El lema 7.1.3 proporciona otra caracterizacién de las funciones con descenso
rapido. Antes de enunciarlo y demostrarlo, recordamos que el teorema del binomio puede
generalizarse para obtener el teorema multinomsial, el cual estipula la siguiente igualdad

d
k
(@1 + a2+ ag) =) <a1 as Oéd) [[= (7.1)

donde la suma se realiza respecto a todos los enteros no-negativos aq, g, ..., ay tales que
a1+ t+ag=k ; x1,79,..., 24 €R; keNy

< k > k!
a1,Q9,...,04 aq!ag!...ad!

Ademas, si utilizamos la notacion de multi-indices (ver capitulo 5), podemos simplificar la
ecuacion (7.1) para obtener

Una discusion sobre el resultado de la nota 7.1.2 puede encontrarse en Digital Library of
Mathematical Funtions (s.f.)

Lema 7.1.3. La funcion f : R — C tiene descenso rapido si y solo si f es continua
sobre R? y satisface la siguiente condicion:

sup |x|*|f(x)| < o0
x€R4

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 178)

Demostracion.

(=) Por hipétesis, sabemos que la funcion |x® f(x)| es acotada para cualquier multi-indice
Q.
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Entonces, si k € N tenemos:

(7.2)

IA
~
Q =
~—

>

_°

=

k)

[k
donde cada término de la sumatoria en (7.2) tendra la forma ( )x"‘H f(x)| en la que
o

k
< > es solo una constante que depende de a y k. Recapitulando, tenemos que Vx € R¢
a

xf el < | 3 4 (5 ) e | 1re) < o
> ()

lo cual, por el axioma de completud, implica que

yVvVk=0,1,...,

sup [x|*|f(x)| < o0 Vk=0,1,...
x€R4

(<) Para el converso, suponga que

sup |x|*|f(x)] < oo Vk=0,1,...
x€ER

Entonces, si a = (g, ag, ..., aq) es un multi-indice tal que |a| = k, tenemos:
x*f(x)] = [(27")(25%) ... () f(x)]
W \/2 1 5 \1/2 W\ 1/2
= (1) () () el
(@)™ /2 (@) f ()]

2
1
(@24 +22) " (@24 +22)% (a2 4+ 22) " f (%))
altas+tag)/2
— (a? ]
o

[ 4o+ 217 0

+x%+---+:173)

k
= [x[*[f ()]
< sup [x|*|f(x)| < o0
x€ER
Por lo tanto, la funcion |xf(x)| es acotada para cualquier multi-indice a. O
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Definicién 7.1.4. Denotamos por S(R?) al conjunto formado por todas las funciones
f :R% — C tales que:

1. f es infinitamente diferenciable sobre R?

2. f y todas sus derivadas tienen descenso rapido, es decir,

< (i{)ﬁ Fx)

para cualesquiera multi-indices o y 3.

sup < 00

x€Rd

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 180)

Nota 7.1.5. Por el lema 7.1.3, la condicion (2) en la definicion anterior equivale a decir que
9 \P
<8x> f(x)

Lema 7.1.6. S(R?) es un subconjunto de .4 (R%)

sup |x|* < 00 Vk=0,1,... y para cualquier multi-indice 3.

x€R4

Demostracion. Sea f € S(R?). Entonces f es continua sobre R? y la funcion |x®f(x)| es
acotada para cualquier multi-indice . Ahora bien, por el lema 7.1.3 esto implica que

sup |x|*|f(x)] < oo Vk=0,1,...
xeRd4

y en particular, en los casos en que k = 0 y kK = d + 1, respectivamente, esto significa que
existen A’ y A”, no necesariamente iguales, tales que

Xl fx)| = f(x)| <A & x| fx)] <A vxeR?
Por ende,

|F(x)] + x| f(x)| < A+ A" = A
= (1+[x|"™)|f(x) <A
A

. d
|SW ) VXER-

= |f(x)

Por lo tanto, f € . (R?).

Lema 7.1.7. S(RY) es un subespacio vectorial de .4 (R?).

Demostracion.
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1. Identidad aditiva:

Sea fo: RY — C tal que fo(x) = 0 Vx € R%. Entonces, si f € S(R?), tenemos:

(fo+1)(x) = fo(x)+f(x) =0+ f(x) = f(x) = f(X)+0 = f(x) + fo(x) = (f + fo) (%)

Ademas, fy es infinitamente diferenciable sobre R¢ por ser una funciéon constante y

(i{)ﬁfo(x)

Por ende, fy € S(RY).

sup |x|*
x€Rd4

=0< o Vk=0,1,... y cualquier multi-indice 3

2. Cerradura bajo la suma:

Sea f1, f2 € S(R?). Dado que la suma de funciones diferenciables es a su vez diferen-
ciable en cualquier espacio métrico, concluimos que fi; + fo también es infinitamente
diferenciable. Ademas, tenemos que

sup [x[* (a)ﬁ(f T h)()| = sup (a)ﬁf(XH (a)ﬁﬂx)
xelgd ox L _xeﬂgd ox ! ox 2
w0 w0
e |(2) e (2 s
< 0

Por ende, f1 + f2 € S(R?).

3. Cerradura bajo el producto por escalares:

Sea f € S(R?) y A € C. Entonces, Af es infinitamente diferenciable y

(2 s00

para todo k = 0,1,... y cualquier multi-indice 3. Por ende, Af € S(R%).

sup |x|*
x€R4

< 00

(;{)B (Af(X))‘ = Al sup [x[*

xeRd4

Lema 7.1.8. Sea f : R* — C. Entonces, f € S(R?) si y solo si f es infinitamente
diferenciable y

=0 Vk=0,1,... vy cualquier multi-indice 3

Demostracion.

(=) Suponga que f € S(RY). Entonces f es infinitamente diferenciable sobre R? y, por
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el lema 7.1.3, sabemos que Vk = 0,1,... y cualquier multi-indice 3, existe un nimero real

A > 0 tal que:
(2 109 (2 500

En particular, tenemos que
o B
() se) <

B /
o< |5 ) f(X)| <&

~ x|

o \? Al
- < 1 el
() 7 (X)| = e Y

es continua para cada k y cualquier 3.

<A

< sup [x[*
x€R4

[x/*

lo cual implica que

y, €n consecuencia,

0< lim |x|*

Il —>o0
(2) 60

(<) Para el converso, suponemos que f es infinitamente diferenciable y que

(2) 60
(2) e

8, esto significa que, si x ¢ Bs(0) = {x € R? : |x| < §} entonces |x|*

va que |x|”

lim |x|* =0.

|x|—00

Entonces, dado € > 0 existe § > 0 tal que |x|* < € cuando |x| > ¢. Fijando a

9 \P
(8){ ) f(x)
9 \?
tada por €. Luego, si x € Bs(0), entonces la continuidad de |x/|* <8x > f(x)

9 \" o \"
(2 ) 100 (5 ) 7o
de un monomio y una funcion infinitamente diferenciable entonces es continua sobre R, y

o \P
(5% ) 7e0
Por lo tanto, y puesto que kK = 0,1,2,... y el multi-indice 3 = (1, 52,...,34) son

arbitrarios, tenemos que
o B
<8X> f(x)

lo cual, por el lema 7.1.3, es equivalente a escribir que

X (;}()B £()

para cualesquiera multi-indices o y 3. O

€S aco-

nos permite

asegurar que |x|* < 0o. En efecto, como [x|* es el producto

como Bs(0) C R? es un compacto, entonces |x/|* es acotada sobre Bs(0).

sup |x/[F < 00

x€R4

sup < 00

x€R4
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Lema 7.1.9. La funcién g : R* — C dada por g(x) = e~ cona > 0 es de Schwartz.

—alx|?

Demostracion. Notese que, de manera similar al lema 6.1.7, e es infinitamente diferen-

ciable sobre R? y que
B
(85 ) e P = P(ag)eme
X

donde P(z;) es un polinomio de grado no mayor a |3| que depende de las componentes x;
del vector x. Por lo tanto,

B ,
m ‘X|k g e—a|x‘2 — lim |X|k; P(I’;) 0
|x| =00 ox |x|—o00 el
v por el lema 7.1.8 e X" € S(RY). O

Nota 7.1.10. Con el lema anterior en mano, podemos utilizar el teorema 5.4.13 y aplicar
d veces el resultado del lema 6.1.7 para obtener:

/ €_a|X|2dX — / .. / e_ax% . e_axg . e—axi d:[jd . d:[,‘l
Rd R R
) 2 2
:/.../eawl...e aTq—1 (/e‘mddxd>dxd_1...dx1
R R R
2 a2 T\ 1/2
:/--'/e‘ml...e -1 (*) drg_q...dx;
R R a

00"

d—veces
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7.2. La transformada de Fourier en S(RY)

En esta seccion, definimos la transformada de Fourier en S(R?) y utilizamos el teorema
5.4.13 (Fubini) para extender a S(R?) los principales resultados de la seccion 6.2. Luego,
demostramos que S(R?) también es cerrado bajo la transformada de Fourier y concluimos
mostrando que la gaussiana d—dimensional es igual a su propia transformada de Fourier.

Definicién 7.2.1. Sea f € S (R%). Entonces definimos su transformada de Fourier
f:R? = C por

f@) = [ #ogemixax (73)
Rd
donde (x - €) es el producto punto de los vectores x, & € R

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 181)

Nota 7.2.2. De la misma manera que para el caso 1 —dimensional, tenemos que f € S (Rd) C
M (R?). De modo que 3 A > 0 tal que

F(x)e 28] = | £(x)|| cos(2m(x - €)) — isin(2n(x - £))]

= [f(x)I(1)
= [f(x)]
A

=14 x|

vx € R

Por lo tanto, el integrando en la expresion 7.3 pertenece a .# (Rd) y la convergencia de la
integral queda asegurada por el teorema 5.3.8.

Lema 7.2.3. Si f € S(RY) entonces:
L FlfGe+R)(E) = f(§)e™™ " 5 vheR!

N

2. Flf(x)e ?™*P)(¢) = f(¢+h) ; VheR
1

~

3. FIIG0)(E) = 53 /€/6) ; >0

17 |(%) 1] @ = emigfe)

5. F [(~2mix)® £()] (€) = (55) f(e)

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 181)

Demostracion.
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(1) Por la nota anterior sabemos que f € .#(R?). Entonces, podemos utilizar el lema
5.4.9 y las propiedades distributivas del producto interno entre vectores de R%:

eQm'({-h,)f-(E) — e27ri(£-h) / f(x)ef%ri(x-!j)dx
Rd

_ f(X + h)e—Qﬂi(x-i-h){eQﬂiE-hdx
Rd

= F(x 4 h)e 2 a1y
R4

— f(x+ h)ef%ix'gdx
R4

= Flf(x+h)](&) VhecR%L

(2) Por definicion, tenemos:

fg+h) = [ [ea)em2mEtax

d

(X) 6727ri(x-£+x-h) dx
d

f(X)e—27rix~§e—2ﬂ'ix-hdx

I
T ——
Kh

d

f(x)e—27rix~h) e—27rx~£dx
d

Fx)e 2 (g) VA € RY

[
3

(3) Puesto que f € .#(RY), podemos aplicar el lema 5.4.10 con & > 0:
FU@ENE) = [ fox)e > ax

= 5% (5d / f(5x)e_2”(5x)'£/5dx>
Rd

1 —2mix- 12
= 51 [, foe T dx = 5 f(g/9)

(4) Por definicion, sabemos que

() o] @= [ () roemas
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Luego, el teorema 5.4.13 implica que

IRICIRE et
L 1) ) )

R

0192 ... Q% ; ; '

= / [8 G50 g Oédf(x)] e 2mimbL o =2mizale L o72MiTaka (p | dxoday
R R T 0xy" ...0%,

oM 02, Q%1 O%d . A
— / . / T e - f(x)e—Zmzdﬁd drg e—2mx1§1 .
R r 0271 0x5° ... 0z, R 0T

e 2mima—18a1 drg_q ...dxodx (7.4)

o
donde el intercambio entre los operadores 9 y / dx;, cuando ¢ # j, se justifica por el
x R

hecho de que f es infinitamente diferenciable y la regla de la integral de Leibniz.
Ahora bien, considere f; : R — C dada por f;(z) = f(z1,22,...,%i—1, T, Tit1,...,24q),

es decir, f; se define por la funcion f : R — C donde hemos fijado todas las variables
excepto ;. Entonces, por el lema 6.2.6 tenemos:

oo e o |
o
=F [dxaifi(l‘)] €)

= (2mi&)™ f(£)
:(27ri§)o‘i/Rfi(az)e_2mm£d:z

—(27ri§i)°"'/Rf(x)emeiéidmi
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De modo que, si regresamos a la expresion (7.4) obtenemos:

aouao& L. aad—l 8ad i o
/ / o 181,042 9t </R [Wf(x)] e~ 2mizaa d$d> e 2miz1él
2 e d—1 d

ceT a1 gy o daodry

919z | Hd-1 . o o
/ /8 Mox? ... 0z <(2m£d)ad/Rf(X)e atd diﬂd) e dmimiy

ceT2Mma8d1 o dxgday

(26 (2miEs)*? . .. (2micy)° / / / F(x)e-2minata

e 2mizae | —2mizié) dzg...dxodz

= (27m'£)°‘/]R f(x)e 2mxEgx

d

= (2mi€)* f(€)

(&) De manera similar a la prueba de (4), el teorema 5.4.13 y el corolario 6.2.10 justifican
la siguiente cadena de igualdades:

Fl(~2mix)® f(x)](€) = /R (i) f e =

= / . -/(—27rix1)al o (=2mixg) e f (2, . wg)e TS L e 2mi%ala dr, .. day
R JR

= / --/(—27Tix1)°‘1 oo (2mixg_q )t </(—27ri:1:d)°‘df(a:1,...,md)e_%i“fd dxd> X
R JR R

x e Zmmbl . emMiTa—iba—1 g, o day
99 ... —2mxd§d —2miz181
55?135 . // /f e dxd. ..d:El
o 0 —2mix-€
) <65> a0
I\ ;
~(5) F©
O
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Nota 7.2.4. De la misma manera que para el caso 1—dimensional, las propiedades (4) y
(&) del lema anterior implican que

B
F [(3) (~2rix)° f(x))] (€) = (2ri€)° F [(~2mix)* £ (x)] (€)

ox
~ (2mig)® ( aag) " e

Corolario 7.2.5. Si f € S(RY) = f € S(RY).
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 181)

Demostracion. El argumento es el mismo que para el caso 1—dimensional (Teorema 6.2.14).

En efecto, la propiedad (5) del lema 7.2.3 también muestra que <§£> f (&) existe para

cualquier multi-indice o, de modo que f (€) es infinitamente diferenciable sobre R?. Para
ser méas especificos, estamos diciendo que la existencia de todas las derivadas parciales de
f y por ende su continuidad en cada punto de R¢, implican la existencia de la matriz
Jacobiana de f en cualquier punto de R? para cualquier orden. (Un argumento que justifica
este razonamiento puede encontrarse en el teorema 6.3.8 de la seccion 6.3 de Tao (2017, p.

140).) Luego, suponga que g € S(RY). Entonces,
S/ lg(x)|dx < o0
R4

de modo que la transformada de Fourier de cualquier funcién en & (]Rd) también es acotada.

9= | [ g(x)e ?™*%dx

Ahora bien, la nota 7.2.4 y el hecho de que B = (51, ...,[B4) por la definicion 5.1.4
implican que

d [(m)m. 1 - (2mi)Pa <ai>ﬁ((_2mx)af (X))] ©=¢ (6(95)af(£)

O\ ;
) f(€) es la transformada de Fourier de una funcion en S(R?). Por

de modo que &P <

23
lo tanto,
e (2)" ] <
¢eRrd 35
para cualesquiera multi-indices o y 3. O
Lema 7.2.6.

Fle)(g) = e
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 182)
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Demostracion. Una vez mas, el teorema 5.4.13 (Fubini) nos permite descomponer la integral

Fle ™)) = / e Xl e 2mixd gy (7.5)

R4
en d integrales sobre R. (Note que e~ x* estd en S(RY) por el lema 7.1.9 y por ende la

integral (7.5) esta bien definida, i.e. converge ¥x € R%). De esta forma, tenemos

Pl )(g) = [ e et -

_/ e T@it.ad) o= 2mi(z1&1t@aattraa) gy
R4

:/---/e T e Td-1 </e ™ae 2””‘15dd1’d> e~ 2y | em2mitaala1dy ., o dry
R R R

Ahora bien, por el lema 6.3.1 sabemos que

Cn2? —ma? a2 o o o
_/ e T T TS o7y, 27r2171§1€ 271'2332.52”.6 27rzmd§ddx

F [ 77TIdi| (gd) / ﬂziefQﬂixdfddxd — e*ﬂfrzl
R
De modo que

Flem™*(g) =

_ _ 2 _ 2 _ . _ . _ .
:/ /e T2t e a1 (/ e e 2””‘15‘1dmd) e~ T | o2miaalagy, | day
R R

= [ [ (o] @) e e
R

— / / 77r21 o 6771':1:3_2 <e7r§§ / eﬂx3_162wi:pd1£d1dxd_1> 672m‘x1£1 o
R R

e~ 2MTa—2td—2qr. o . d1y

=

=

%

2 2 2
e ey | e

_ 2
el

Corolario 7.2.7.

d
F |:e—7r(5\x|2:| (g) _ <\}g> 6_7"|€|2/5 ;0 V6>0

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 183)
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Demostracion. Apliquese la propiedad (&) del lema 7.2.3 para obtener:

Flemm ] (¢) = F [ VB (g)

(2) 7l s
(
(

é\’*&%é\

) ‘“’fﬁ‘
) o—lel2/s

O

7.3. Familias de buenos kernels y la férmula de inversién en

S(R?)

~ Abhora que extendimos la transformada de Fourier a & (RY) y hemos demostrado que
f € S(R%), deseamos obtener la transformada inversa de Fourier sobre S(R?). Por ende,
debemos extender a S(R?) los resultados sobre las familias de buenos kernels de la seccién

6.3.

Definicién 7.3.1 (Familias de buenos kernels en S(R?)). Sea {Kj}s-o el conjunto
de funciones Ks : R — C donde Ks(x) depende tanto de x € R? como de § > 0.
Decimos que {Kj}s>0 es una familia de buenos kernels si se cumplen las siguientes
condiciones:

1. Ks(x)dx =1
Rd

2./ |K5(x)|dx < 00
R

3. lim |Ks5(x)|dx=0 ; Vn>0.
6—0 x|>n

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 183)

1 d
Lema 7.3.2. Sea K; : RY — C dada por K5(x) = <\/S) e~ ™*1*/% donde § > 0.

Entonces, {Ks}s=o es una familia de buenos kernels.
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 183)

Demostracion.
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1. Por el corolario 7.2.7 tenemos:

Ks(x)dx = Ks(x)e 2mx04x
R4 R4

= F[Ks5(x)](0)

() ]
) (i)

()

2. Por los lemas 7.1.9 y 7.2.6, y por el corolario 7.2.5, sabemos que

1\¢
Ks(x) = <\/5> e /0 est en S(RY) c .#(R?). Por lo tanto existe M > 0 tal que

1 d 2 1 d 2
K- () ldx — LN w26 gy — / LN w520 g < A < oo
/Rd| ()l /]Rd <\/3> ‘ 7 Je\V5) € xs M=

3. Dadon e€R > n > 0, considere los compactos Hy y Hs dados por:

le{xE]Rd:|x|§n} & ng{xeRd:\xlgn/\/g}

donde § > 0. Luego, considere el difeomorfismo ¢ : Hy — H; dado por ¢(x) = Vox.
Entonces,

§(t)=Vol, & |det(¢’(t))|:\det(\/gjd)y:(\/S)d

y por el teorema 5.2.14, la parte 1 de esta prueba, y la nota 7.1.10, tenemos:

lim |Ks5(x)| dx = lim {/ |K5(x)|dx—/ |K5(X)\dx}
0—0 Rd Hy

6—0 x|>7

= lim {1 = /H2(K5 0 ¢)(t) |det(¢'(t))| dt}

6—0
1 d 2 d
— 1 _ 1/ - —W‘\/gt‘ /(5 t
51;?% H» <\/g> ‘ (\/S) a
=1 lim eIt gt

0=0J|x|<n/V3

=1 —/ eIt gt
R4

_1_ <z>d/2
T

—1-1

=0
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Corolario 7.3.3. Si F € S(R?) entonces
Ks5(x)F(x)dx — F(0) cuando § — 0
R4

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 183)

Demostracion. Por un argumento idéntico al del lema 6.1.9 la funcién F' resulta ser uni-
formemente continua sobre R%. De modo que Ye > 0 existe n > 0 tal que, si |x| < 7,
entonces

[F(x) = F(0)] <e

Ahora bien, por la primera propiedad de las familias de buenos kernels, tenemos:

Ks(x)F(x)dx — F(O)‘ = Ks(x)F(x)dx — F(0) [ Ks(x)dx

R4 R4 R4

= || Ks(x)(F(x)— F(0)) dx

R4
= e Ks(x) (F(x) — F(0)) dx+
+ " K5(x) (F(x) — F(0)) dx
x|<n
< . Ks(x) |[F(x) — F(0)| dx+
x|>n
+ . K;(x) |[F(x) — F(0)] dx
x|<n
<A o K(;(x)dx—i—e/Rd Kj(x)dx

= (A Ks(x)dx + € - 1> — ¢ amedidaque §—0
Px|>n

donde hemos utilizado el hecho de que
1\* 2
= <> e XY = Ky(x)

K5(x)] = ‘(jg)de—wlx% .

y la tercera propiedad de las familias de buenos kernels. O

Lema 7.3.4. Suponga que f y g pertenecen a S(R?). Entonces,

fx)g(x)dx = [ f(y)gly)dy
Rd Rd

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 183)
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Demostracion. Por el corolario 7.2.5, sabemos que § € S(RY). Entonces, f§ € S(R?) C
M (R?) y por el teorema 5.4.13 (Fubini)

/Rd f(x) </ y)e_%iy'xdy) dx
:/ f(x 27riy'xdydx
Rd JR4

— / / g( —27r7,y dedy
R4

Teorema 7.3.5 (Formula de inversion). Si f € S(R?) entonces
fx) = | fg)e*r™edg
Rd
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 182)

Demostracion. Sea F € S(RY) y notese que los corolarios 7.2.7 y 7.3.3, y el lema 7.3.4,
implican que

F(0)=1lm | Ksx)F(x)dx

0—0 JRd

=lim | F [6_7"5'5'2} (x)F(x)dx
0—0 JRra

=1lim | F(€) e ™ qe
0—0 JRrd

- [ e

Por lo tanto, si hacemos F(h) = f(x + h) y aplicamos la propiedad (1) del lema 7.2.3
obtenemos:

f(x) = f(x+0) = F(0) = /R F(&)dg = LT R)(©de = | f(&)erm=tde

Corolario 7.3.6. La transformada de Fourier es una biyeccion de S(R?) en si mismo.
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 184)
Demostracion. El argumento es idéntico al de la prueba del corolario 6.3.11. O
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7.4. Convoluciones y la identidad de Plancherel

Finalmente, estamos en medida de extender la identidad de Plancherel a S(R?). Esta
tarea resulta ser una aplicacion directa de las propiedades de la convolucién de dos funciones
de S(R?) y del teorema 5.4.13 (Fubini).

Definicién 7.4.1. Sea f, g € S(R?). Entonces la convolucién de f con g es la funcion
f*g:R?— C dada por

(F+9)0) = [ 15)alx=y)dy

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 184)

Lema 7.4.2. Si f,g € S(R?) entonces f x g € S(R?)
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 184)

Demostracion. Primero, notese que aplicando el lema 6.4.1 tenemos:

(%) 00 = gomes () 0

oo ... 9 9o
s (¢ feeslal) 0

= an
ox{" ... 0z, d

0% ... 0%
= <f* W [g]> (x)

(14 (%) W)

Luego, por un argumento idéntico al de la prueba del lema 6.4.3, también sabemos que, si
h € S(R?) entonces

sup [x|*|h(x —y)| < 2" Ar(1+ |y)* Vk >0
x€Rd

Entonces, como (;) l9] € S(RY) Ve, tenemos
X

sup [x|"
x€Rd

(a‘i)a lg(x — y)]‘ < 2 A1+ ly))*
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Por lo tanto,

k 0 « _ k 0 «
sup | () 10 =) = s x| (7 (55 ) (@) 00)
= x|F a)a x—Yy)ld ‘
sup | [ 1) (55 ) late=w)lay
x|* 3)0‘ X — ‘ d
< s [ 15| (35) x| dy
< sup [ 15 AL+ ) dy
x€R4 JR4
=254, [ 110+ IyDdy < o
y por la nota 7.1.5, concluimos que f * g € S(R?). O

Lema 7.4.3. Si f,g € S(RY) entonces

fxg=gxf

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 184)

Demostracion. Procedemos de manera similar a la prueba del lema 6.3.8. Dado un vector
X = (x1,...,24) € R considere los agotamientos de R, {F,}°°, v {H,}2°,, dados por

E,={yeR?: —n<y; <n} & H,={yeR?: —n—a; <y <n-—uz}
Ademas, dado x € R?, considere el difeomorfismo ¢ : E,, — H,, dado por
6(t) = —t+x

y para el cual
§t)=—Is &  det(¢'(t)) = (1)

Entonces, por el teorema 5.2.14, tenemos:

(Fe0)) = [ 15)ax—y)dy

= lim f(y)g(x —y)dy

n—oo H
n

= lim f(x—t)g(t)| — 1|t

n— o0 E
n

—/"mwﬂx—wﬁ
Rd

:Aﬂ@ﬂw¢w
— (g+ F)(x)
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Lema 7.4.4. Si f,g € S(R?) entonces
F((£=9)(€) = F©)3(®)
(Stein y Shakarchi, 2003, p. 184)

Demostracion. Por el lema 7.4.2 sabemos que f * g € S(RY). Entonces, F [(f * g)] (€) esta
bien definida y por el teorema 5.4.13 tenemos:

FI(f )] (€) = /

Ra

([ 20t vy ) =

R
_ / F3)g(x — y)e 2T Edx dy
R4 JRA

- / () / g(x — y)e € dx dy
R4 R4

f)Flg(x—y)] (§)dy

d

F(¥)§(€)e ™ < dy

I
S

O

Nota 7.4.5. De la misma manera que para el caso de las funciones en S (]Rd) podemos
definir el producto interno hermitiano mediante la operacion (-,-) : S(R%) x S(RY) — C
dada por:

()= | FT) dx

Finalmente, también tenemos la norma asociada al producto interno, es decir:

151 = V77 = ([ 1760 ax)

Teorema 7.4.6 (Identidad de Plancherel en S(RY)).
Si f € S(RY)entonces || f|| = ||f]]

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 184)

Demostracion. De la misma manera que para el caso de una variable, suponga que g(x) =
f(=x) y que h(x) = (f * g)(x). Luego, considere el difeomorfismo ¢ : E, — H, dado por
#(t) = —t y donde {E,}°2, v {H,}°° son agotamientos de R? dados por:

En:Hn:{xeRd :—n <z <n}

Entonces,

Ft)=—Ia &  det(¢'(t)) = (-1)
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y por el teorema 5.2.14 tenemos:

(€)= | ax)e <

= [ Texemixtax
Rd

= f(=x)e2mix€dx
Rd

= lim f(—x)e?mx&dx
n—o0 H’n

= lim f(t)e=2mit&| — 1|t
n—o0 '

= | f)ermitéat
Rd

= /(&)

lo cual, por los lemas 7.4.3 y 7.4.4 implica que

171 = | fere

= | Flfxg](&)d€

Rd
G

Rd

= (f*g)(0)

/ 1y
:/Rf(}’)f(}’)dy
= [ 1rtnay

= IfI?

7.5. Principio de incertidumbre de Heisenberg en S(RY)

De manera similar al capitulo anterior, obtenemos el principio de incertidumbre de
Heisenberg en S(R?) mediante una aplicacion directa de la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
la identidad de Plancherel extendida a S(R?), el teorema 5.4.13, y de la definicion del
producto interno hermitiano.
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Teorema 7.5.1 (Principio de incertidumbre de Heisenberg). Suponga que ¢ € S(R?)
satisface la condicion de normalizacion:

/ () dx = 1
]Rd

([ b woorax) ([ ierorde) = 1o,

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 209)

Entonces,

Demostracion. Retomamos la demostracién del teorema 6.5.1, esta vez trabajando de atras
para adelante. Primero, notese que

o ([ ook ) ([ e foef ae) -
—oon ([ ol ax) ([ el ae)
—o ([ iwoor ax) (s [ i de)

(7.6)
Segundo, notese que la identidad de Plancherel (teorema 7.4.6) y la propiedad (4) del lema
7.2.3 implican que
‘2

47r2/Rd \gﬂ&(g)f dg:/RdM? &+ +€3) |[bie)| de

= [ awgliel a++ [ aweilie)| ae
Rd Rd

A 2 N 2
= [ rieri@[ de+-t [ Jomicaico)] ag
R4 R4
- PG 2P
_/Rdf{axj(g) d£+~-+/RdJ-“[8mJ(€) dg
o ow P oy |”
_ [ |ov) o |*
= Llgm| o] ®
[ oy oY o I
—Adamam+"'+amamdx
:/ V- VP dx
]Rd
= [, IvoP ix
Rd
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En la cadena de igualdades anterior, nétese que Vi) € C% y que Vip = (63;21’17 ceey gi;z;) De

esta manera, si retomamos la expresion (7.6) obtenemos

([ ewoor o) ([ et ae) -
—o [ oot ax) (s [ e i de)
o [wrweorax) ([ wera)” @

Tercero, si hacemos u = [x||¢)(x)| y w = [V(x)], la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica
que 2(u, u)/?(v,v)1/? > 2|(u,v)|, es decir,

1/2 1/2
2 ([ Pl ax) ([ verax) =2 [ xulivel ax

Cuarto, noétese que, al igual que para el caso 1-dimensional podemos escribir
2 [ llvel dx= [ xIVullel+ bVl dx
Rd R4
> [l I+ |- V1o dx

>

/Rd(x-v¢)1/1+(x-vw)wdx

Ahora bien, nétese que
/Rd(x-Vz/J)w—i-(x-Vz,b)wdx:
—/ <x188¢+~--+:cda¢>w+<x1&/}+---+xda¢)¢dx
R4 r1 0xy O0zq
B op— O op— O
0 — 0 —
— [ o g P 4 g o d
_ 2 9 2\ 2
= [, (1W60P 41 16G0R ) = 1wGoR + .
ot (WO + e ) — oo d
d
= [V o) = ol = = ol

d veces

= [,V ety ax—a [ of? ax
R4 R4
= —d
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En la cadena de igualdades anterior, [pq |t/[* dx =1 por la condicién de normalizacion
impuesta en la hipotesis. En cuanto a la razon por la que [pq V- (x[1)|?) dx = 0, esta depende
de varias herramientas avanzadas de la geometria diferencial, y de las formas diferenciales;
especificamente se trata del teorema de Stokes generalizado. Un tratamiento completo de
estos temas puede encontrarse en el libro de Zorich (2004, Caps. 12 y 13) o bien el libro de
Hubbard y Burke Hubbard (2015, Cap. 6).

Sin embargo, es posible proporcionar una explicaciéon cualitativa. En efecto, notese que
x|Y(x)]? = (z1]Y(x)[%, ..., za|t(x)[?) resulta ser un campo vectorial donde cada com-
ponente tiene descenso rapido. Ahora bien, V - (x|t)(x)|?) representa la divergencia de
dicho campo vectorial. Entonces, si escogemos el agotamiento de R? dado por {E,} con
E, ={x : —n < x; <n} y aplicamos el teorema de Stokes en R? como se muestra en
Bouchard (2024, tma. 6.3.3), obtenemos

/ V- (x|$[2) dx = h’m/ V- (x|$[2) 4V,
R4 n—oo E,

= lim (x|9]?) - n dVy_, (7.8)

donde OF, es la frontera de E,, y n es el vector normal que apunta hacia el exterior de la
superficie 0F,.

Si nos basamos en la interpretacién cualitativa del teorema de Stokes, entonces la
expresion (7.8) representa el flujo neto del campo vectorial x|¢)(x)|? que pasa a través de
la superficie 0F, a medida que n — oo. Sin embargo, cada componente de dicho campo
vectorial tiende a 0 a medida n — 0o ya que x| (x)|? tiene descenso rapido. Por ende, el
flujo es nulo sobre R%; es decir que

lfm (x|¥]*) - m dVy_1 =0

Tras esta nota explicativa, recapitulamos los resultados obtenidos hasta el momento en
una misma cadena de igualdades/desigualdades:

m </Rd x| (x)? dx>1/2 (/Rd e ‘1&(5)’2 dg) 1/2 _
=2 (/R X[ (o)l dx) v </R o2 dx) i

(x Vl/})w—i—(x Vw)wdx

‘/ Gelof?) dx—d [ Ju dx
]Rd

—|-d
=d
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Lo cual equivale a escribir que

([ mPocor ax) ([ 16k ]ice) dae) > i
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CAPITULO 8

Grupos LCA y dualidad de Pontryagin

En este tltimo capitulo, discutimos de algunos resultados del texto de Deitmar (2005,
Caps. 6-8) sobre la teoria de los grupos LCA, las bases de las integrales de Haar, y de la
dualidad de Pontryagin. El objetivo no es un estudio sistematico de esta teoria, ya que la
presentacion de Deitmar (2005) es completa y accesible. En vez de esto, buscamos exponer
de una manera informal, aunque estructurada, las técnicas mas modernas del anélisis armoé-
nico abstracto, y como estas permiten recuperar los principales resultados de la teoria de la
transformada de Fourier en S(R?) como simples casos particulares.

Empezamos examinando los grupos LCA y el concepto de dualidad de Pontryagin.
Luego, introducimos las integrales de Haar y mostramos que la integral “clasica” de Riemann
resulta ser un caso particular de dichas integrales. Con esto, discutimos del uso de las
integrales de Haar para definir una version generalizada, a grupos LCA, de la transformada
de Fourier, la formula de inversion y la identidad de Plancherel, y explicamos cémo recuperar
estos resultados en sus versiones correspondientes al caso S(RY). Finalmente, concluimos el
capitulo con una breve nota sobre la férmula de sumaciéon de Poisson en el contexto de los
grupos LCA.

8.1. Grupos LCA

El enfoque méas moderno del analisis armoénico abstracto permite generalizar los princi-
pales resultados de los capitulos anteriores hacia estructuras algebraicas menos restrictivas
que R?. Empezamos por definir las propiedades con las que cuentan dichas estructuras.

Definiciéon 8.1.1 (Metrizable). Si X es un espacio topologico, se dice que X es
metrizable si existe una métrica d sobre el conjunto X que induce la topologia de X.
Un espacio métrico es un espacio metrizable X junto con una métrica especifica que
induce la topologia de X.

(Munkres, 2000, p. 120)
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Definiciéon 8.1.2 (o-compacidad). Un espacio metrizable X es o-compacto si existe
(o]

una sucesion K, C K,;; de subconjuntos compactos tal que X = U K,,. Dicha
n=1
sucesion se denomina agotamiento compacto de X.

(Deitmar, 2005, p. 88)

Nota 8.1.3. Si recordamos la manera en que se definieron las integrales impropias sobre
R? en la seccion 5.3 y en particular el rol de los agotamientos de R? por medio de conjuntos
admisibles, vemos que la definicién 8.1.2 permite recuperar esta misma nocién, ahora en el
contexto més general de los espacios metrizables.

Definiciéon 8.1.4 (Localmente compacto). Un espacio metrizable X es localmente
compacto si, dada una métrica d para X, para cada punto z € X existe r > 0, tal que

la bola cerrada -
By(z) ={ye X : d(z,y) <r}

sea compacta.
(Deitmar, 2005, pp. 88-89)

Definiciéon 8.1.5 (o-localmente compacto). Si un espacio metrizable es o-compacto
v localmente compacto, entonces se dice que es o-localmente compacto.

(Deitmar, 2005, p. 89)

Con estas definiciones en mano, estamos listos para introducir la principal estructura
algebraica del anéalisis arménico abstracto.

Definicion 8.1.6 (Grupos LCA). Sea G un espacio metrizable, o-localmente
compacto. Si G también resulta ser un grupo abeliano, diremos que G es un Grupo
Abeliano Localmente Compacto. (O un grupo LCA por sus siglas en inglés).

(Deitmar, 2005, p. 94)

Ejemplo 8.1.7. Noétese que R™ forma un grupo LCA bajo la suma usual de vectores. En
efecto, la topologia usual de R™ puede obtenerse via uniones e intersecciones de bolas abiertas
Bux) = {y ¢ R" : d(x,y) < ¢}

donde

d(x,y) =[x —y| = V(z1 —p1)> + - + (wa — ya)?
es la métrica euclidiana usual. Ademés, R" es o-compacto ya que, como se vi6 en la seccién
5.3, este puede agotarse por medio de subrectangulos compactos. Luego, sabemos que para
cualquier x € R™ y cualquier ¢ > 0, la bola cerrada

B(x)={y e R" : d(x,y) < ¢}

es un subconjunto cerrado y acotado de R", entonces es compacta por Heine-Borel.
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Una de las propiedades mas importantes de los grupos LCA es la relacion que existe
entre dichos grupos, su dual, y su bidual. Este fenémeno se manifiesta por medio del teorema
de dualidad de Pontryagin, y resulta ser de suma importancia en las generalizaciones de la
férmula de inversion de Fourier y por ende del teorema de Plancherel para grupos LCA.

Definiciéon 8.1.8 (Caracter, Dual). Sea G un grupo LCA. Un cardcter de G es un
homomorfismo continuo x : G — T, donde T={z € C : |z| = 1}.
El conjunto formado por los cardcteres de G es el dual de Pontryagin (o simplemente
el dual) de G y se denota por G.

(Deitmar, 2005, p. 101)

Ejemplo 8.1.9. En el caso de R", la funcién ay : R" — T dada por ay(x) = e*™*V es un
caracter de R™.

Nota 8.1.10. Con esto, el dual de un grupo LCA es a su vez un grupo LCA (véase el libro
de Deitmar (2005, p. 104, tma. 7.1.4)), y para R™, esto no es muy complicado de comprobar.
En efecto, considere la biyeccion ¢p : R™ — R” dada por ép(x) = €™ donde h € R".
Entonces, si y1,y2 € R", tenemos

Bysrys (x) = 2TV = FTOVIETNY2 — g (), ().

De modo que ¢p, es un isomorfismo entre R™ y su propio dual. (El razonamiento anterior es
una extension a R™ de la explicacion proporcionada por Deitmar (2005, p. 103) para el caso
R/Z.)

Ahora bien, si G es un grupo LCA, y G también es un grupo LCA, entonces podemos

volver a aplicar el razonamiento anterior sobre G para obtener G , el bidual de G. Dicho bidual
se compone de caracteres que mapean los elementos de G en T. El teorema de dualidad de

Pontryagin establece que G es isomorfo a G, y por ende que G también es un grupo LCA.
Teorema 8.1.11 (Dualidad de Pontryagin). Sea G un grupo LCA. Entonces el mapeo

0g : G — G dado por

es un isomorfismo entre grupos LCA.
(Deitmar, 2005, p. 107)

Nota 8.1.12. El teorema 8.1.11 también se puede interpretar como una versiéon mas general
de la relacién que existe entre un espacio vectorial y su bidual.

8.2. Integrales de Haar

Ahora que hemos definido una estructura algebraica mas general por medio de los
grupos LCA, es necesario definir una manera de integrar funciones sobre dichos grupos.
Esto se logra por medio de las integrales de Haar.
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Definiciéon 8.2.1 (Soporte compacto). Sea G un grupo LCA y considere f : G — C.
Entonces el soporte de f sobre G es el conjunto:

supp(f) ={z € G : f(z) # 0}

donde la linea superior denota la cerradura de dicho conjunto. Si el soporte de f es
un conjunto compacto entonces decimos que f tiene soporte compacto.
(Deitmar, 2005, pp. 112-113)

Con esta definicién, estamos listos para introducir una generalizacién del concepto de
“integracion” para grupos LCA bajo la forma de un funcional lineal. Sin embargo, al igual que
en la teoria de la integral de Riemann sobre R, primero debemos introducir el concepto de
“integral” para funciones con soporte compacto antes de poder definir una integral “impropia”
sobre todo el dominio de una funcion.

Definicion 8.2.2 (Integral). Sea C.(G) el espacio vectorial sobre C formado por
todas las funciones continuas y con soporte compacto f : G — C, donde G es un
grupo LCA. Entonces, un funcional lineal I : C.(G) — C es llamado una integral si,

dada f € C.(G),
f(z)>0Vz e G=I(f)>0.

(Deitmar, 2005, p. 113)

Nota 8.2.3. Podria decirse que la definicion anterior hace un abuso de la notacién al
escribir f(z) > 0 ya que f toma sus imagenes en C. Sin embargo, f puede interpretarse como
f(z) = u(z)+iv(x) donde u y v toman sus imagenes en R. De esta forma, si u(z) > 0Vz € G
y v(z) > 0 Va € G, entonces la linealidad y la homogeneidad de I implican que

I(f)=1(u) +il(v)
y, si I es una integral, tenemos
I(u) >0 & I(v) > 0.

Si (G, *) es un grupo LCA, s € Gy f € C.(G) podemos definir la traslacion izquierda
de f por s mediante la funcion

Lof(x) = f(s7 x2) € C(G)

(Deitmar, 2005, p. 114)
De esta forma, la siguiente definicién tiene sentido.

Definiciéon 8.2.4 (Integrales invariantes). Una integral I : C.(G) — C es invariante
si

I(Lsf) = I(f)

para cualquier f € C.(G) y cualquier s € G.
(Deitmar, 2005, p. 114)
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Ejemplo 8.2.5. Suponga que G = (R",+) y definase el funcional lineal I : C.(R") — C
dado por

1= | fexx

donde / es la integral de Riemann sobre R™. Entonces, si f € C.(R"™) es no-negativa (i.e.

f > 0), sabemos, por las propiedades de la integral de Riemann, que

1= [ feodx=0

por lo que I es una integral en el sentido de la definicion 8.2.2. Luego, sea s € R", f € C.(R"™),
y considere los conjuntos

A={xeR" : f(x)#0} B={xeR": x—s¢c A} C={xeR": f(x—s)#0}

Entonces,
veEC < f(y—-8)#0 <« y—sc A < yecB

con lo cual, supp(Lsf) = C' = B. Ahora bien, B es compacto ya que es la imagen continua
de un compacto. En efecto, B = ¢(A) = ¢(supp(f)) donde ¢ : A — B es el difeomorfismo
de clase C! dado por ¢(t) =t + s. Entonces, ¢'(t) = I, & |det ¢/'(t)] = 1 y por el teorema
5.2.14 tenemos:

I(Lsf) = Rnf(x—s)dx:/Bf(x—s)dX:/Af(t)dt: Rnf(x)dx:l(f)

De modo que la integral de Riemann es una integral invariante en el sentido de las definiciones
8.2.2y 8.24.

Hasta este punto, hemos extendido el concepto de “integraciéon” a funciones del espacio
C.(G) por medio de “integrales invariantes”. Sin embargo, atin quedan dos problemas por
resolver:

1. Dado G un grupo LCA, ;Coémo garantizar la existencia de una integral invariante?

2. Para que una integral sea satisfactoria en el contexto de la transformada de Fourier
de funciones definidas sobre grupos LCA, es necesario que esta pueda aplicarse sobre
funciones continuas F' : G — C, definidas sobre la totalidad del grupo LCA, y no
tnicamente aquellas con soporte compacto.

El siguiente teorema aporta una solucién a la primera pregunta:

Teorema 8.2.6 (Integrales de Haar). Dado G un grupo LCA, existe una integral
invariante no-nula I de G. Si I' es una sequnda integral invariante no-nula, entonces
existe un nimero ¢ > 0 tal que I' = cI. Cualquier integral invariante de este tipo se
denomina integral de Haar.

(Deitmar, 2005, p. 115)
Ahora que disponemos de una garantia de la existencia de una integral de Haar para

cualquier grupo LCA, podemos definir una integral para funciones continuas f : G — [0, 00),
y resolver en parte el segundo problema de la observacién anterior.
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Definicién 8.2.7 (Integral sobre un grupo LCA). Sea G un grupo LCA, I : C.(G) —
C una integral de Haar sobre G,y f: G — [0,00) una funcién continua, cuyo soporte
no es necesariamente compacto. Entonces, la integral de f sobre G es dada por:

/ f(z)dx = sup{l(gp) 9 €C(G)&0< p < f} € [0, o0]
G
(Deitmar, 2005, p. 118)

Siempre en el marco de una eventual transformada de Fourier para funciones continuas
f : G — C, la definicién anterior podria ser satisfactoria si no fuera por el hecho de que el
contra-dominio de f esta restringido a [0, 00). Sin embargo, este es un problema menor que
resolveremos a continuacion.

Definicion 8.2.8 (Espacio L} (G)). Sea G un grupo LCA. Entonces, L} (G) es el
conjunto de todas las funciones f : G — C que son acotadas, continuas, y satisfacen:

171l = [ 176l < oo
G
(Deitmar, 2005, p. 119)

Ahora bien, como lo explica Deitmar (2005, p. 119), considere f € L} .(G). Enton-
ces, [ = u+ v, donde u,v : G — R. Luego, defina uy(z) = max{u(z),0} y u_(z) =
méax{—u(z),0}. Entonces, uy son continuas y satisfacen 0 < ug < |f|, de modo que
uy € L} (G). De la misma manera, obtenemos vy € L} (G), y por ende:

f=ut+iv=uy —u_ +i(vy —v_)

lo cual implica que podemos aplicar la integral de la definicién 8.2.7 sobre funciones f €
L, (G).

Definicion 8.2.9. Sea G un grupo LCA y considere f € L} (G). Entonces
/f(x)dx :/ u+(x)d:n—/ u_(z)dr +1 (/ v+(x)dw—/ U_(ac)dx). (8.1)
G G G G G
(Deitmar, 2005, p. 119)

Nota 8.2.10. Puesto que ug, vy : G — [0, 00) las integrales del lado derecho de la expresion
(8.1) son del tipo de la definicion 8.2.7.

Para concluir esta seccién, introducimos la ultima herramienta necesaria para obtener

la férmula de inversion de Fourier y el teorema de Plancherel para funciones en Lg .(G). Una
prueba de dicho resultado puede encontrarse en el libro de Deitmar (2005, sec. 8.2).
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Teorema 8.2.11 (Fubini sobre grupos LCA). Sea G, H grupos LCA y considere
f € Li.(G x H). Ademds, suponga que la funcion F(y) = / f(z,y)dx estd en L} (H)
G

y que F(x) = / f(z,y)dy también estd en L}.(G). Entonces
H

/G /H £, y)dydz = /H /G f (&, y)dudy

(Deitmar, 2005, p. 119)

8.3. Transformada de Fourier sobre grupos LCA

Finalmente estamos en medida de presentar los principales resultados de los capitulos
anteriores en el contexto de los grupos LCA. A continuacién, introducimos la transformada
de Fourier, la féormula de inversion, y el teorema de Plancherel sobre Léc(G) y mostramos que
son consistentes con la definicién 7.2.1 y los teoremas 7.3.5 y 7.4.6. En particular, veremos
el rol clave que juega la dualidad de Pontryagin en la generalizaciéon de la teoria del analisis
de Fourier hacia los grupos LCA.

Definiciéon 8.3.1 (Transformada de Fourier). Sea G' un grupo LCA, G el dual de
Pontryagin de G, y fije una integral de Haar sobre G. Dada f € L})C(G) definimos su
transformada de Fourier f : G — C por:

f00 = [ fapx@is (32)
(Deitmar, 2005, p. 120)

Note que la integral de la expresion (8.2) es del tipo de la definicion 8.2.9, puesto que
f es continua y acotada sobre G y

/Glf(w)x(a:)!dx Z/Glf(x)|dx < o0

En el ejemplo siguiente, extendemos a R™ la explicacion de Deitmar (2005, p. 120)
sobre el caso R. Para esto, aplicamos la definicién 8.3.1 al caso de las funciones definidas
sobre G = (R™,4), y comprobamos que efectivamente se trata de una generalizacion de la
definicién 7.2.1.

Ejemplo 8.3.2. Suponga que G = (R",+) y fije I : C.(R™) — C la integral de Haar sobre

C.(R™) dada por
1) = | etix= [  elgax
n supp(p

(Note que esta es la misma integral de Haar que la que se vio en el ejemplo 8.2.5). Luego,
considere R” el dual de Pontryagin de R™. Por el ejemplo 8.1.9 sabemos que, si y € R",
entonces el caracter asociado a y, dado por xy € R", tiene la forma yy(x) = ey De
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modo que, si f € L;C(R”), la definicion 8.3.1 dicta que su transformada de Fourier sea dada
por la funcion f : R” — C tal que:

foo) = [ #0060 = [ fo0e ix = [ e
R” R” R"
Nota 8.3.3. Primero, observe que el ejemplo anterior muestra que la definicién 8.3.1 es
consistente con la definicion de la transformada de Fourier vista en los capitulos 6 y 7.
Segundo, vemos que incluso para el caso G = (]Rd, +), hemos obtenido una transformada de
Fourier sobre un espacio de funciones menos restrictivo que S (]Rd). En efecto,

s feSRY = f e MR = / £ (x)]dx < 00
R4
y por ende S(RY) C L} (R%).

Para concluir esta secciéon, presentamos la formula de inversiéon de Fourier y el teorema
de Plancherel para funciones f € Lll)c(G), donde G es un grupo LCA. En cada caso, mos-
tramos como aplicarlos a R? para volver a obtener los teoremas 7.3.5 y 7.4.6 del capitulo
7.

Teorema 8.3.4 (Formula de inversion de Fourier). Sea G un grupo LCA, y suponga
que para cada f € L}.(G), su transformada de Fourier f estd en L}, (G). Entonces
tenemos, para todo a € G,

F(8a) = fl@a™)
(Deitmar y Echterhoff, 2009, p. 82; Deitmar, 2005, p. 124)

Ejemplo 8.3.5. Considere f € S(R%) C L;C(Rd). Por dualidad de Pontryagin, sabemos

que RY es isomorfo a RY y por la nota 8.1.10 sabemos que R es isomorfo a R, Ademas,
sabemos por el ejemplo 8.1.9 que en el caso de R?, 64(x) = x(a) = €2™*®, donde a es algtn
elemento de R%. Por lo tanto,

I
s
<
~—

a
[}
3
T
<
QU
<

donde —a = a~! puesto que a € R%,

Antes de presentar el teorema de Plancherel, al igual que Deitmar (2005, p. 119),
introducimos LgC(G) el espacio de funciones continuas y acotadas sobre G, un grupo LCA,
tales que

/ \f(x)|2dx < 00
G
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Ademas, siempre retomando la notacion de Deitmar (2005, p. 119) definimos

113 = /G 1 () Pdx

y hacemos notar que L} (G) y Lz.(G) son espacios vectoriales sobre C.

Teorema 8.3.6 (Plancherel). Sea G un grupo LCA. Entonces eziste una medida de
Haar sobre G tal que para cada f € L} (G)

/12 = 11 £l

(Deitmar, 2005, p. 123)

Nota 8.3.7. Suponga que G = (R +) y considere f € S(RY) C L} (R?). Entonces, si
escogemos la integral de Haar estudiada en el ejemplo 8.2.5, el teorema anterior implica que

stk =( [ !f(X)IQdX>1/2
- ([, roorea) ™
= ([ 1icorax) v

- rf<x>\2dx)1/2

G

=[1/ll2

Lo cual nos permite recuperar el enunciado del teorema 7.4.6.

8.4. La formula de sumacion de Poisson

Cerramos este capitulo con una breve nota sobre otro importante resultado del anélisis
de Fourier, es decir, la siguiente relacién entre una funcién de Schwartz y su transformada
de Fourier.

Teorema 8.4.1 (Formula de sumacion de Poisson). Si f € S(R), entonces

[o.¢] (o @]
S fatn)= Y fenine
n=-—00 n=-—00
En particular, st x = 0 tenemos

Yo fm= ) fn)

n=—0oo n=—oo

(Stein y Shakarchi, 2003, p. 154)
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La razén por la que es pertinente mencionar este resultado, es que la teoria de las in-
tegrales de Haar sobre grupos LCA y la dualidad de Pontryagin también permiten obtener
una generalizacion de dicha férmula.

Como puede verse en el libro de Deitmar y Echterhoff (2009, pp. 83-86), si A es un
grupo LCA y E C A entonces se define E+ = {y € A : x(z) =1, Vx € E}, y se obticne la
siguiente propiedad:

Lema 8.4.2. Sea A un grupo LCA y B un subgrupo cerrado de A. Entonces, B* e
isomorfo a A/B via x — X donde X € A/B se define por:

X(¢B) = x(z)

(Deitmar y Echterhoff, 2009, p. 84)

Con esto, y tomando en cuenta que f € L'(A) implica que ||f|| == [, |f(z)|dz < oo
(donde la integral se interpreta en el sentido de Haar), la generalizacion de la formula de
sumaciéon de Poisson toma la forma del siguiente teorema:

Teorema 8.4.3 (Férmula de sumacion de Poisson generalizada). Sea B un subgrupo
cerrado del grupo LCA denotado por A. Para f € L'(A ) definase fB € L'(A/B) dada

por fB(zB) fB f(xb) db. Entonces, si identificamos A/B con Bt al igual que en el

lema 8.4.2, obtenemos fB = flpL. Si, adicionalmente, f|z. € L*(BL), obtenemos
[ @ o= [ Foox dx
B B

para casi todos los x € A, donde la medida de Haar en Bl =~ A/B es la medida de
Plancherel respecto a la medida de Haar sobre A/B. Si fP estd definida y es continua
en todas partes, la ecuacion anterior es vdlida para todo © € A.

(Deitmar y Echterhoff, 2009, p. 85)

Ahora bien, Deitmar y Echterhoff (2009, p. 86) explican que, si A = (R,+) y B =Z,
entonces el mapeo y — x, donde X,(z) = e2™Y implica que A es isomorfo a su dual A
y que hay una biyeccién entre B y BL. En efecto, si y1,y2 € A = (R, +) = Xy, 44 (7) =
e2rirlyity2) — 2mizyie2mioys — vy (). Ademas, note que cuando y = k € B = y,(z) =
¥k = cos(2kmx) + isin(2kmz) = 1, Vo € B = Z. Entonces, xy—x € BL.

Luego, Deitmar y Echterhoff (2009, p. 86) también mencionan que, si ademds de
las observaciones anteriores, se tiene f € L'(R) tal que f|z € LY(Z), donde f(x) =
Jg f(y)e™2™*% dy (en el sentido de la definicién 6.2.1) entonces el teorema 8.4.3 implica

que
D flatk) =) fk)erme

keZ keZ

para casi todos los puntos z € R.
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Para el caso aiin mas especifico de las funciones de Schwartz, basta notar que si f €
S(R) = [ |f(z)| dz < oo (teorema 5.4.6) = f € L'(R) y que f € S(R) por el teorema
6.2.14. De modo que, en el caso en que f € S(R), también se cumple f|z € L'(Z). Estas
observaciones, y un razonamiento idéntico al anterior, junto a la dltima parte del teorema

8.4.3, permiten recuperar el enunciado de la version “clésica” de la formula de sumacion de
Poisson, presentada en el teorema 8.4.1.
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cAPiTULO 9

Comentarios finales

9.1. La transformada de Fourier y el analisis matematico

A lo largo de este trabajo, hemos impuesto una restriccion significativa sobre el tipo
de funciones para las cuales aplican los resultados estudiados. En efecto, desde el capitu-
lo 6, se restringi6 la teorfa de la transformada de Fourier al conjunto de funciones S(R?).
La principal razén tras esta decision es simplemente el hecho de que S(R?) c .#(R?), lo
cual, junto a la infinita diferenciabilidad de las funciones de S(R?), nos permite aprove-
char la convergencia de las integrales impropias de las funciones del espacio . (R?) y nos
evita dificultades relacionadas al intercambio entre integrales y derivadas parciales sobre R,

Esta observacion revela el importante rol de la transformada de Fourier en los tltimos
200 anos de investigacion matematica, especialmente en el campo del analisis. En efecto,
tras llegar al principio de incertidumbre de Heisenberg (Teorema 7.5.1), podria interesarnos
extender dicho resultado a un conjunto de funciones més amplio, empezando con .# (R%) en
vez de S (Rd). Luego, podriamos preguntarnos: ;qué propiedades de las funciones del espacio
A (R?) o S(R?) pueden removerse sin afectar dréasticamente los principales resultados de la
teoria desarrollada? En particular, podriamos investigar las modificaciones que habria que
aportar a las pruebas de estos resultados si las funciones ya no cuentan con descenso rapido o
moderado. Es decir, jpor qué no podemos simplemente considerar un conjunto de funciones
arbitrarias sobre R%?

Hoy en dia la respuesta serfa obvia: necesitamos la continuidad o al menos una can-
tidad contable de discontinuidades de la funcién para asegurar la existencia de la integral
de Riemann. De modo que la principal restriccion de la teoria presentada en los capitulos
6 y 7 podria ser el uso de la integral de Riemann en la definiciéon de la transformada de
Fourier. Por ende, si quisiéramos solucionar este problema, podriamos considerar el uso de
una integral menos restrictiva, como la de Lebesgue...

Por otro lado, jpor qué limitarnos a R para el dominio de nuestras funciones? ;Acaso
podriamos desarrollar una teoria generalizada del anélisis de Fourier, en la que trabajamos
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con funciones sobre espacios como Z o R/Z? Y en ese caso, jseguiria manifestandose el
principio de incertidumbre de Heisenberg como una propiedad intrinseca de la transforma-
da? Las respuestas a estas preguntas son recientes y, bajo este enfoque, la transformada de
Fourier sigue siendo un tema de mucha actualidad en la investigaciéon matematica; espe-
cialmente en el campo del analisis armoénico abstracto, la versién moderna del an&lisis de
Fourier, donde se utilizan herramientas muy poderosas como la dualidad de Pontryagin o la
teoria de integracion de Lebesgue.

Aunque las ideas contenidas en los tltimo parrafos representan 200 anios de investiga-
cion, ayudan a ilustrar la manera en que los descubrimientos de Joseph Fourier han servido
como una de las principales motivaciones tras el estudio del analisis matemaético. Si, ademés,
tomamos en cuenta lo mencionado en el capitulo 1, y la teoria presentada en los capitulos
5 a 8, entonces es dificil subestimar a que punto la transformada de Fourier ha trascendido
su proposito inicial. Por ende, las ideas de Fourier no deben percibirse tinicamente como
una herramienta para la soluciéon de ecuaciones diferenciales parciales. En vez de esto, de-
ben reconocerse como una teoria completa, que sigue evolucionando, y cuyo contenido tiene
implicaciones importantes para toda la ciencia.

9.2. La relacién entre el principio de incertidumbre de Hei-
senberg y la transformada de Fourier

Desde el punto de vista del analisis de Fourier, el principio de incertidumbre de Hei-
senberg puede interpretarse de dos maneras:

1. Por un lado, como una ley de la mecénica cuantica, comprobada por la fisica experi-
mental, y que después se convirtié en un teorema matemético, gracias al trabajo de
Earle Hesse Kennard en 1927.

2. Por otro lado, como una manifestacion fisica de una propiedad inquebrantable del
analisis de Fourier.

La ventaja de esta ultima opcién —la cual implica tomar un enfoque completamente
matematico, como el de los teoremas 6.5.1 y 7.5.1— es que se extiende el campo de accién
del principio de incertidumbre a otras disciplinas; diferentes de la fisica de particulas.

De hecho, la discusién incluida por Stein y Shakarchi (2003, pp. 158-161) respecto a
la interpretacion fisica de la desigualdad (9.1), la cual se introdujo en el corolario 6.5.3
al teorema 6.5.1, puede aplicarse con facilidad a una pareja de distribuciones arbitrarias
siempre y cuando se relacionen entre ellas mediante su transformada de Fourier.

(@ — 0)*|9()[* da 2 (& — ¢0)’|(D) > do 2 > % (9-1)
</R ) (/]R ) 167

En efecto, suponga que ¢ € S(R) y que fy(z) = |[¢(2)|? es una funcién de densidad

probabilistica correspondiente a la variable aleatoria continua x : Q — R.
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Nota 9.2.1. Observe que f, es valida como funcién de densidad probabilistica ya que

fx = 0Vr eR,yque
| n@de= [ Jo@Pdr=1
R R

por la condicién de normalizacién impuesta sobre 1 en la hipdtesis del teorema 6.5.1. Las
razones por las cuales esto justifica satisfactoriamente la validez de f, como funcion de
densidad probabilistica pueden encontrarse en los libros de Lefebure (2009, pp. 57-60) y
Wackerly, Mendelhall II1, y Scheaffer (2008, pp. 158-165).

Luego, suponga que
20 =B = [ of@)to = [ alvio)as

Entonces,

Varl] = El(x - 20)?] = /

R

(2 — 70)? fy (x)dz = /R (& — w0)2 () P

Ahora bien, por el teorema de Plancherel, también tenemos:
[ W@ Pao = 11617 = 1wl = [ o)z =1

De modo que go(¢) = |[(¢)]? > 0 V¢ € R también resulta ser una funcién de densidad
probabilistica valida para la variable aleatoria ® : Q' — R, y podemos escribir:

Var(®] = B[(® — ¢o)?] = /R (6 — 60)ga(9)dd = /R (6 — 60)?(0)|2do

donde ¢y = E[®] = / d|1h(4)|?de. Entonces, la desigualdad (9.1) se convierte en:
R

1

Var|x|Var[®] > 162

(9.2)

Esto implica que a partir del momento en que dos funciones de densidad probabilistica
se relacionan por medio de la transformada de Fourier, esta practicamente garantizada la
apariciéon de una cota inferior del tipo principio de incertidumbre.

En resumen, al expresar el principio de incertidumbre de Heisenberg en términos de
la transformada de Fourier, extendemos la aplicabilidad de esta idea a la Estadistica y por
ende a otras disciplinas que hacen uso del anélisis estadistico.

Nota 9.2.2. Stein v Shakarchi (2003) explican que en el contexto de la mecanica cuanti-
ca, ¢ es una funcion de estado, tal que los valores dados por f; |v(z)|?dz vy f; [ (€)|2de
correspondan respectivamente a las probabilidades de que la posicién y el momento de una
particula que se desplaza en linea recta se ubiquen en el intervalo (a, b). De esta manera, en
la desigualdad (9.2), Var[x] resultaria ser la varianza (o incertidumbre) correspondiente al
valor esperado de la posicion de la particula y Var|[®] seria la varianza (o incertidumbre) que
corresponde al valor esperado del momento de dicha particula. Por ende, si retomamos la
desigualdad (9.2), vemos que a medida que incrementa la certeza probabilistica con la que se
conoce la posicion de la particula, (i.e. Var|x] disminuye), entonces la certeza probabilistica
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con la que se conoce el momento de la particula debe disminuir (i.e. Var|[®] aumenta). Por
otro lado, si aumenta la certeza con la que se conoce el momento de la particula ( i.e. Var[®]
disminuye) entonces, la certeza con la que se conoce la posicion de dicha particula debera
disminuir (i.e. Var[x] aumenta). De lo contrario, se transgrediria la cota inferior impuesta
por la desigualdad (9.2). De esta forma, explican Stein y Shakarchi (2003), excepto por la
constante de Planck, la desigualdad (9.2) practicamente coincide con el principio de incer-
tidumbre descubierto por W. Heisenberg y del cual resultan los teoremas 6.5.1 y 7.5.1 (pp.
158-161).

9.3. Consideraciones sobre los grupos LCA, las integrales de
Haar y el analisis armoénico abstracto

En el capitulo 8 vimos cémo los principales resultados del analisis de Fourier en & (Rd)
pueden obtenerse de manera muy eficiente utilizando la teoria mas moderna y méas general
de los grupos LCA, las integrales de Haar y la dualidad de Pontryagin. En ese sentido, tene-
mos dos caminos l6gicos para llegar al principio de incertidumbre de Heisenberg en S(R4): el
primero via el uso de las técnicas ‘clasicas’ del analisis de Fourier (i.e. la teoria desarrollada
durante el siglo XIX), y el segundo via anéalisis armonico abstracto (i.e. la teoria que busca
resolver las carencias detectadas en el andlisis de Fourier a finales del siglo XIX).

Desde un punto de vista meramente tedrico, podria argumentarse que las técnicas del
analisis ‘clasico’ de Fourier son obsoletas, y que es mejor abordar la transformada de Fourier,
v los teoremas afines, por medio de las integrales de Haar o incluso la integral de Lebesgue.
En efecto, esto tendria el potencial para eliminar (al menos en parte) las restricciones ha-
bituales sobre el conjunto de discontinuidades de las funciones; impuestas por el uso de la
integral de Riemann en la definicion de la transformada de Fourier. Ademés, se abre la posi-
bilidad de investigar la persistencia del principio de incertidumbre a un nivel general, como
una relaciéon entre funciones definidas sobre grupos LCA y sus respectivas transformadas de
Fourier (en el sentido de la definicién (8.3.1)). Por otra parte, la integral de Haar permite
extender otros resultados importantes del analisis ‘clasico’ de Fourier, como la férmula de
suma de Poisson, a los grupos LCA. De esta manera, la principal aplicaciéon de los métodos
del anéalisis armoénico abstracto es teorica, es decir, la bisqueda de nueva teoria matematica.

Por otro lado, y a pesar de todas las ventajas que presenta la teoria de los grupos LCA,
tiene el defecto de ser muy exigente en cuanto a prerrequisitos tedricos. En efecto, para
acceder a un manejo elemental de los conceptos vistos en el capitulo 8, es necesario estar
familiarizado con las bases del dlgebra abstracta; del analisis matemaético del siglo XIX; de la
teoria de la medida; e incluso de la topologia general. Por ende, se complica la investigacion
de aplicaciones més técnicas; por ejemplo en ingenieria, economia o estadistica. Ademés,
muchas de estas aplicaciones pueden abordarse directamente en el contexto de funciones
definidas sobre R, de modo que no requieren la generalidad de los grupos LCA. Bajo este
punto de vista, se justifica méas el uso del analisis ‘clasico’ de Fourier; siempre y cuando no
sea necesario lidiar con funciones cuyo dominio es algin grupo LCA, o cuyo conjunto de
discontinuidades tenga una medida de Lebesgue distinta de cero.

En resumen, tanto la versién moderna del analisis de Fourier como la versiéon ‘clasica’
del siglo XIX son de utilidad en una amplia variedad de disciplinas y tienen razones tanto
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tedricas; como practicas; como histéricas; de existir. En el contexto del principio de incerti-
dumbre, la decisiéon de escoger una sobre la otra serd determinada por el tipo de aplicaciéon
que se esté estudiando y el grado de generalidad con el que se desee trabajar.
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capituLo 10

Conclusiones

. La transformada de Fourier, y las preguntas que planted, han motivado mucha de la
investigacion tras el anélisis matematico formal.

. Histoéricamente, el principio de incertidumbre de Heisenberg es un descubrimiento de la
fisica de particulas que, después de su matematizacion, fue integrado como un teorema
a la teorfa del analisis de Fourier; sin embargo, también puede percibirse como una
propiedad inquebrantable de la transformada de Fourier que fue expuesta por primera
vez en el contexto de la fisica de particulas.

. En un contexto completamente analitico-matematico, el principio de incertidumbre
de Heisenberg puede obtenerse como una desigualdad que relaciona una funcién de
Schwartz y su transformada de Fourier.

. La matematizacion del principio de incertidumbre de Heisenberg permite aplicar esta
relacion a otras disciplinas, diferentes de la fisica de particulas, como la estadistica;
ademés, permite extender esta relacion al espacio de funciones S(R?).

. Por medio de herramientas modernas del analisis arménico abstracto, como la dualidad
de Pontryagin, y las integrales de Haar, es posible aplicar la transformada de Fourier
a funciones definidas sobre conjuntos mucho més generales, como los grupos LCA.

. El estudio de la transformada de Fourier y del principio de incertidumbre de Heisen-
berg en el contexto de las integrales multiples de Riemann y del espacio S(R?) tiene
la ventaja de ser menos exigente en cuanto a prerrequisitos teéricos, y tiene aplicacio-
nes inmediatas en estadistica clasica; sin embargo, las investigaciones tedricas sobre
posibles generalizaciones del principio de incertidumbre a espacios de funciones menos
restrictivos pueden verse limitadas por el uso de la integral de Riemann.

. El uso de la dualidad de Pontryagin y de las integrales de Haar para generalizar la
transformada de Fourier a grupos LCA abre el camino hacia nuevas exploraciones
tedricas y posiblemente al estudio de relaciones de tipo “principio de incertidumbre”
entre funciones definidas sobre estos espacios; sin embargo, la investigaciéon de posibles
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aplicaciones del analisis armoénico abstracto a otras disciplinas puede verse restringida
por los prerrequisitos tedricos que exige esta teoria.

8. Las conclusiones 1 a 7 muestran que la transformada de Fourier ha trascendido su
proposito inicial, es decir, la solucién de ecuaciones diferenciales.
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capiTuLo 11

Recomendaciones

. Para un publico familiarizado con teoria de la medida, también es posible estudiar
andlisis de Fourier desde esta perspectiva, por medio de la teoria de integraciéon de
Lebesgue. Esto tiene la ventaja de mitigar las restricciones impuestas por los espacios
de Schwartz y por la integral de Riemann sin tener que acudir a los grupos LCA y al
algebra abstracta.

. Ademas del principio de incertidumbre de Heisenberg, también existen otras desigual-
dades de tipo “principio de incertidumbre”, como el principio incertidumbre de Hardy,
con las cuales también es recomendable familiarizarse.

. Las herramientas del analisis de Fourier también son muy utilizadas en teoria de name-
ros; por esta razon puede resultar wtil familiarizarse con las base de la teoria analitica
de nameros y las principales maneras en que se aplica el anélisis armoénico a esta rama
de la matemaética.

. Una de las ramas recientes del analisis armoénico es la teoria de onduletas o Wauvelets.
Dado que se encuentra bajo investigacion activa, puede ser de utilidad familiarizarse
con las bases de esta teoria. El libro de Pereyra y Ward (2012) incluye una introduccion
a este tema.

. En caso se desee indagar a un nivel mas avanzado —o de posgrado— sobre el analisis
de Fourier, es recomendable disponer de un buen manejo de la teoria de la integraciéon
de Lebesgue y del analisis funcional ya que la mayoria de textos dirigidos a este piblico
suelen asumir un buen manejo de estos temas.
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