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RESUNEN DE LA TESIS
Vétodos exactos en sistemas de

ecuaciones lineales

por
José Mata Estrada
"Licenciado en Matemdticas
Universidad del Valle de Guatemala, 1983

Adsesor, Jacinto Quan

Este trabajo desarrolla en forma mds o menos completa
el problema de los sistemas de ecuaciones Iineales, aproué
chando la teoria del dlgebra lineal.

En el capi{tulo I se expone, en forma resumida, la teo-
ria elemental del dlgebra lineal. Teorfa que serd necesaria
para desarrollar los sistemas lineales y que ademds se pue-
de utiligzar en una gran variedad de problemas.

En el capftulo II se desarrolla lo que se podria l1lamar
las soluciones tedricas de los sistemas de ecuaciones linea
les: la solucidn de Cramer se incluye en este capitulo.

En el capf{tulo III, finalmente y como principal objetivo,
se desarrolla la solucidn numérica de los sistemas lineales;
solucidn numérica que se orienta por los Ilamados métodos
eractos. En este cap{tulo se plantean ciertos problemas nu-—
méricos de los sistemas lineales y del andlisis numérico;

sin embargo, no se tratan a profundidad estos problemas.

xili



La conexidn entre los tres capftulos, apafte de su se;
cuencia ldgica, intenta contrastar un enfoque'tedrico Y
un enfoque numérico; es en este aspecto donde el trabajo

se aparta de l1os enfoques tradicionales y donde pueda te—

ner algun mérito.
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I. INTRODUCCION

El presente trabajo consiste en desarrollar un enfoque
numérico del dlgebra lineal contrapuesto al enfoque tedri-
co tradicional. Sin embargo, el objetivo mencionado no es
as{ de simple como se plantea. Enfoque numérico del dlgebra
lIineal quiere decir, ai menos aguf, orientar el dlgebra 1i-
neal hacia el problema de los sistemas lineales y sus aso-
ciados: determinantes e inversas de matrices.

La razén de reducir el enfoque numérico hacia estos
tres problemas radica,nade mds,en la frecuencia con que se
demanda la soiucidn de cada uno; ademds de la actualidad e
insistencia con qué se trabaja en ellos. Un matemdtico, to
mado por sorpresa, podrfa creer que en este tipo de problg
mas ya todo estd hecho: falso, no todo estd hecho, mds ain,
lIo que queda por hacer parece de gran interéds y de compleji
dad erxrtremada. Si apelamos a la autoridad, de los que tie-
nen prestigio en la materia, aqui{ tenemos un par de opinio-
nes. En primer lugar, Scheid (1972:334) nos dice:

®La solucidn de sistemds lineales puede muy bien
‘-Ser la tarea mds destacada del andlisis numéri-
co.”
Por otro lado, Faddeev, en American Mathematical Soclety
(1968:39) dice:
| "Historically, the first task of linear algebra

is that of solving a system of linear equations.




The simplest case of this problem is itreated in

a school course on elementary algebra. The pro-
blem of finding methods for the simplest possi-
ble and least laborious numerical solution of
systems for large n still atiracts the close
attention of many researchers, because the nu-
merical solution of such systems eniers as an
important constituent part into many calculations
and investigations.”

Este trabajo no intente abordar los problemas no resuel
tos de los sistemas lineales, sino dirigir el dlgebra 1i-
neal hacia la solucidn corocida de los sistemas lineales,
determinantes e inversas de matrices.

Qué se puede lograr con un enfoque de este tipo?. En
primer lugar una mejor comprensidn del tema: en este caso
el dlgebra lineal. Cdmo se puede lograr lo anterior?. La
mayor parte de libros erponen el dlgebra lireal desde un
punto de vista esencialmente tedrico, tratando de mostrar
todos los alcances y bellezas del tema; por supuesto, evi-
tando los embarazosos cdlculos de los aspectos numéricos,
los cuales se mencionan sdélo de paso. Otros lidbros, menos
populares, dejan la teoria un tanto de lado v se sumergen
en la amplitud de cdlculos numéricos que presenta el d1ge
bra lineal, Es invevitable, existen enfoques marcadamente

opuestos: teorfia y enfoque aplicado o nunérico. Debe quedar




claro que, por un lado no puede existir andlisis numérico
sin teorfa. Por otro la teorfa se torna sin sentido, o en
el mejor de los casos un tanto “desplistada”, sl plerde de
vista sus aspectos numéricos. Deberd existir una relacidn
entre ambas tendencias si esperamos que las cosas caminen;
Yy este enfoque se desenvuelve dentro del sentido de esa de-
pendencia. El1 contenido no va dirigido exclusivamente ni al
matemdtico, ni al ingeniero: es bdsico y provechoso para la
JFormacidn de ambdos.

La mitad del trabajo, o mds, es casi sbélo teorfa que
puede ramificarse o desembocar en muchos aspectos, pero
agquf dicha teoria sélo se usa para abarcar en forma mds o
menos completa, el aparentemente simple problema de los sis
temas lineales y sus asoclados o afines.

Un objetivo de este tradbajo, siempre presente, es no e-
vadir la teoria necesaria, aungue a veces s{ el rigor 16gi-
co, para mostrar la cantidad de razonamiento tedrico necesa
rio para los sistemas lineales. Luego, al desembocar en el
aspecto numérico (cap{tulo IIT), la teorfa tiene nuevos ele
mentos para seguir adelante. Algo as{ como que; la solucidn
numérica de un problema hace significativa la investigacidn
tedrica por varios senderos. Por ejemplo, las operacilones
entre filas en una matriz, recurso de indole numérica para
resolver un sistema lineel, inducen una particidn en clases

de equivalencia sobre un espacio vectorial de matrices., Es-




t&; clases de equtvalencta,igeneradas por un procedimiénto
numérico, ofrecen interesantes aspectos tedricos y prdcti-
cos: una de esas clases reune a las matrices no-singulares,
cuyo campo de aplicacidn parece ser ilimitado. -

La solucidn numérica de los sistemas lineaies ha sido
limitada,‘en este trabajo, sélo a los llamados métodos exac
tos (directos); no por ser mejores sino por que son mds sen
cillos y no existen métodos de mayor .conyiabilidad. Los né-
todos exactos son buenos en ciertos casos, malos en otros;
as{ estdn las cosas.

El1 objetivo central del trabajo se alcanza en el teore=
ma & del capftulo III. Es ah{ donde, por fin, hay solucidn
numérica completa para los sisiemas linealés en general,
por lo menos para principiar, Qué queremos decir con prin-—
cipiar? BEn primer lugar; decir solucidén numérica completa
lo dnico que indica es: que el método resuelve un sistema
Iineal en forma completa; desde el rango de la mairiz, con=
diciones de existencia hasta las soluciones si las hay. Pe-
ro el,métddo esbozado en el teorema 8 puede, en muchos ca-
sos, ser sdlo el comienzo a causa de las cosas numéricas ex
trafias qué pueden suceder; éstas son, enire otras: errores
de acumulacidn, cantidad de operaciones, inestabilidad del
sistema, gran tamafio dﬁl sistepa, etc. Lo gque Ilamamos CO=—
sas extrafias son problemas de indole marcadamente numérica

y en gran parte independientes o ajenos al dlgebra lireal



en general. Dichas cosas extrafias no se desarrollan en este
trabajo, sdld se menciona y se esboza su importanéia, pues
se consideran problemas especializados deniro del problema.
Las dificultades de un enfoque, como el que aqui se pre
senta, consisten en dar una estructura ldgica flexible {ma:
co tedrico), luego conectar dicho marco con el problema nu-—
mérico y, finalmente, mostrar los resultados y nuevas difi-

cultades:eso es lo que intenta este trabajo.




CAPITULO I

1.1 Primeras definiciones

D-1  FEspacto Vectorial. Un espacio vectorial se

define en un conjunto E arbitrario y un cam
po F (lor reales R, o si no los complejos, C.). Luego dos
operaciones: la suma definida en E y el producto de un esca
lar por un vector; donde escalar se llama un elemento arbi-
trario de F y vector un elemento cualgulera de E.

Para la suma, definida en E, debe cumplirse que:

i. X,YgE, entonces XY+YEE. (cerradura)
1i; ¥X+(Y+2)=(x+7y)t2z. (asociatividad)
iti.,. Y+¥=Y+LX. (conmutatividad)

iv. 3 0EE, tal que X+0=1. (existencia de neutro)
v. XEE, entonces 3 ~XEE tal que X+ (-X)=0. |
(existencia de simé-
tricos)
donde X,Y v Z son elementos cualesouiera del conjunto K.
Para el producto de un escalar por un vector tenemos:
i. X £ F & XEE, entonces AXEE
(”cerradura”)‘
it. A (RPX)=(Xxp8)X. (”asociatividad?®)
bty ¢ (L Bl X A0ds (”ﬁistrivutividad”)
ive (oA 1pB )X =X +FX. :
ve lXI=X.

donde £, p son cualesquiera escalares de F, mientras gque I,




Y son vecto;es arbitrarios.

D=2 Combinacidn 1ineal. Dados n vectores I, , i= 1,

2,...,n, de un espacto vectorial E, decimos que

una combinacidn lineal de ellos es cualquiera de las formas
M
1
Zety s

en donde los c{i, 1=1,2,..0,n son escalares arbitrarios.

D=3 Subespacio. Sea E un espacio vectorial y VcCBE,

decimos que V es subespaclio de E si cumple con:
i. X,YeTV, entonces XY+YEV. (cerradura de la suma)
ii. XIEV yaEF, entonces XXE V. (cerradura del producto)

D=4 . Independencia lineal. Dados n vectores Xi’ gue

pertenecen al espacio E, decimos gue esosS n vec
tores son linealmente ;ndependientes si1 para cualguier com=—

binacidén lineal

I 4
Za(Ii-—-O,
i‘fl
.se deduce que o~ =0, 1=1,2,0005ns

Si los vectores no son linealmente independientes se

1laman linealmente dependientes o, sencillamentie dependien-

tes.

D=5 Base de un espacio dectorial. Decimos gque un -

conjunto de n vectores linealmente independien-—
m
tes, {X;} ", es base del espacio E si dichos vectores cum-
[ |
plen con que para cualquier Y€K, X es combinacidn lineal

de 1os Ii. Es decir:

LU
reye z,.
£=1




Los escalares xi en la combinacidén lineal anterior se 1la-
man las componentes del vector X en la base dada. En el teo
rema 2 se mostrard que estas componentes son unicas.

D-6 Matrices. Un arreglo rectangular de escalares,

ya sean reales o complejos, que presente la si-

guiente forma-

] ) 1
al, 62' so e an \
2 2 2
al, 32' s e an
n filas
y 5 5 n columnas
m m n
@y, Qg5 ees G

se llama una matriz.

Nota: Observe que una matriz, llamémosle A, se puede
considerar comb un arreglo de niumeros en filas y columnas.
41 elemento que aparece en la filas j-ésima, columna i-ési

ma, lo llamamos elemento general j,i-ésimo y lo representa

a‘ij'

. J
elemento general asf{: A= [ai].

mos asti La matriz A se puede representar en base al

La matriz gue definimos tiene m filas y n columnas, por
ello se llama una matriz m por n. Una matriz m por m se llia
ma matriz cuadrada de orden m.

En este trabajo se seguird el convenio de cue el supra=-

{ndice representa la variable de filas, mientras que el sub
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{ndice la variable de -columnas. Lé nayor parte de las veces
se busca que la variable j sea supraindice (para filas) y
la variable i subfndice (para columnas). Si embargo, ésto
no siempre serd asi; debe nuedar claro gue lo importante no
es el nombre de la variable sino su posicidn. De.ah{ que la
variable i, en ciertos casos, reopresentard filas por ser su

praindice.

D=7 Operaciones en matrices. Sea K el conjunto de

todas las matrices m por n, cuyos elementos per-—
tenecen al campoAreal o comple,jjo, vamos a definir en E dos
operaciones de la manera siguiente.
a) Dadas les matrices A:.—ﬁz',{] Y Bz'[b'{] tenem'os por suma
de A con B, A+B, a la nueva matriz dada asi:
4+ 8= [(a+ b}{]s[;{ +b-{] ’
El1 producto de un escalar o por una matriz 4, «4, lo dg
Sfinimos como:
ad= [o(a‘g], en donde A= [a‘z].
En la representacidn rectangular, empleada para matri-

ces, las dos definiciones anteriores aparecen como:

a‘_%, a';, wess b‘é, wieng b‘:;
By tie wess b2, veus bD

A4+ B = . : . : =
o, .
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s 1 % 4 1 iz v 1
al+b1’ 62+b2, .l-c » an+bn

2 2 2 2 2 2
a1+bl, a2+b2’ eoe8 an-}—bn

“+B= & . .

1 i 1 1
oo ey an dal' da2, e e ,a(dn
2 2 2 2
L ) an dal, d 02’ LK ] ’aan
AA = 2 =2 . ;
S a’: _a?, o(ag, ....,a{az ;

b) La operacidn llamada producto de mairices se define en
el conjunto E de todas las matrices m por n y el conjunto V
de todas las matrices n por r. Sea A= [a;]EE v B:[bi]g?;
en donde i=1,8,00esMf J=1,25000s E= 1,285,404, entonces
el producto AB=C viene dado por:
c=fey] = Za Al e

El elemento general de la matriz AB, (ck), también es posi-
ble representarlo como (ab)k .

Nota 1. Observe gue el resultado de multiplicar una ma
triz m por n con una n por r da una nueva matriz m por T.

Nota 2. Para el caso de una matriz 4, m por mn, Yy una
matriz X, n por 1 (se llamaea a la matriz X un vector columna,

en caso gue X fuera una matriz 1 por n se Ilamarf{a vector
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fila.) el producto viene representado asf:

AXY =§:-a}-rj= C, 1=1,2,c0esR,
Debe quedar claro qJ:”el resultado de este producto es un
vector columna m por 1.

D-8 Transformacidén lineal (operador lineal). Séan F

y V dos espacios vectoriales con un mismo camno.
Una funcidén T de E en V es llamada transformacién lineal,
u operador lineal, si cumple con:
a) 7(X+Y)=7(x) +7(Y), con X,YgE.
b) T(xX)=eT(X), con AE F.
Un caso importante de operador lineal consiste cuando
E=V.

D=9 Isomorfismo. Una transformacidn lineal T de E en

V (E y V espacios vectoriales con un mismo campo.)
se llama tsomorfismo si T es inyectiva (uno-uno) y sobreyec
tiva (sobre). Cuando existe un isomorjfismo entre dos espa-
cios Ey ¥V, estos se 1llaman isomorfos.

D-10 Kernel de una transformacidén lineal. Dada una

transformacidén lineal de el espacio E en el es-

‘pacio 7, decimos que el conjunto X(T) es el kernel de la

transformacidn lineal, T, cuando dicho conjunto se define
como: K(T).—.—.{X&E'/ T(I):O} a

D-11 Operador lineal no-singular. Dada una transfor

macidn lineal de K en E, decimos que T esS un

operador lineal no-singular si le transformacidn T es sobre
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yectiva (sobre). Un operador que no €8 no-singular se dice

gue es singular.

D-12  Funcional lineal. Decimos oue una funcidn f de

un espacio vectorial E en F (con F campo de E.)
es un funcional lineal si cumple gque: _
a) S(X+Y)=r(x)+sr(Y), con XY,YERE.
b) flAX)=xf(X), con AEF y XEBE.

Las primeras cinco definiciones, dades en'esta seccidn,
atafien a la teorfa general del dlgebra lineal; las defini-
ciones 6 y 7 van sobre el caso particular de matrices, que
serdn el medio directo para trabajar los problemas desde un
punto de vista numérico; finalmente, las definiciones &-12
vah, esencialmente, sobre el caso de las transformaciones
lineales. Son las transformaciones lineales las que, segun
Halmos (1974:55), hacen interesante o valedero el estudio
de los espacios vectoriales.

Los teoremas que a continuacidn desarrollaremos estdn
orientados de la siguiente maneras los tres primeros son
propiedades bdsicas de la teoria del dlgebra lineal. El1 teo
rema 4 no es mds gque el cardcter de espacio vectorial del
conjunto de las matrices, y las propiedades de la operacidn
producto de matrices. Finalmente, los uUltimos cuatro teore-
mas sefialan propiedades elementales de las transformaciones
lineales.

1.2 Primeros teoremas
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r-1 Subespacio y combinacidn lineal. Dado un conjun

to de vectores {Ii}:,; que pertenecen a un espa-
cio vectorial E, el conjunto de todas las combinaciones 1i-
neales de estos Xi es un subespacio vectorial de K. Dicho
3ubespacio vectorial se llama el subespacio generado por el
conjunto {IJ:', y lo representamos por S( {Xi}w)
Demostracidn.
De acuerdo a D=3, hay que demosirar que:
1) IYeS(X,%), entonces X+YES( 1250
ii) IES({IQL) y X £ F, entonces AXE S( {Xt}::)‘
Para demostrar i) tenemos: si
X = Z:r Ii y Y= Zly Ii , entonces

<=

X-J-Y._Z:rl +Zy zi-Z(x +vh)r,,

de donde se concluye que Y+47Y CS'( {Xi};w).
Para demostrar 11) tenemos: si
X £ F, entonces X “déz.x J.’i-_:Z(a(x )Ii,
por lo que X XES( {Iiﬂin). ' . #

T2 Unicidad gg_ componentes. Dada una base {ei}:‘

del espacio vectorial E, las componentes :ri, i=

T .
1,82,¢e0.,m tales que X:Z.r"ei son idnicas.
(-.—l
Demostracidn.
Supongamos que X = Z.r e ——Zu e entonces

.l.rl =1
Z(.‘r -y )e = B
Por la indenendencm lineal cle los e, tenemos que

.ri-yi:- 0, para 1=1,8,ec0e,R;
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y de ahf, finalmente,

.‘Z'i-_: yi, para 1= 1,3,;..,!.

-3  Transformacidn de componentes. Dadas dos bases

“m
" i} 7 '{é,j} del espacio vectorial E, entonces
=t
existen dos matrices A= [aJ] y 4 —[di] tal que, para Y€ E
con X :Z:z: e Z_f‘jé , Se cumple que:

{=1

I..A ‘Y& X=AX,
X, en la ecuacidn anterior, es el vector columna de compo-—
nentes de X en la base {et:? mientras que ¥’ es el vector
columna de componentes de } en la base {JJB Ver nota 2,

definicidn 7.
Dgmostracidn.

Por cuanto gue {é’]: es una base tenemos que existen
: Ji=

los a‘1 tal que e; = Dia‘géj , 1=1,2,40..,m. Luego hacemos

A-—:[a'z] « Ya con lo anterior resulta que:
Z 4, Zx rZ alé,) .
ZI:EJé S(leaj)é :

. i= J=1 &=
Finalmente, por el teorema 2, la ecuacidn anterior se redu—

ce avc

I e

-f =‘:=’x a'{ ? J:l,g’o.o’m;
es decir, X'=AX,

De forma similar se demuestra ¥X=A4°X’, en donde 4 '=[d;]
dada por la ecuacidn é Zdj g JE= 13850 ve 3T
=1

Nota: las matrices .J y A’ se llaman matrices de trans-

formacidn de componentes. : it
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r-5 Propiedades dlgeb;Zicas de las matrices. a) Dg-

do el conjunto E de todas las matrices m por n y
las dos operaciones definidas en D-7 (suma de matrices Yy
producto de un escalar por una matriz.); entonces el confun
to £ es un espacio vectorial de dimensidn nm.

b) EI producto de matrices, también definido en D=7, cum-
ple con las propiedades sigulentes:
i. A(cB)= c(4B), con c escalar.
ii. C(B4)= (CB)A. (asociatividad)
tii. (B+C)A= BA+ CA.
(distributividad)

iv. A(B+C)=AB+4C.
c) Adicidén y multiplicacidén definen una estructura de ani-
1lo en el conjunto de todas las matrices m por m (matrices
cuadradas).

Demostracidn.

a) La prueba es muy simple y consiste en verificar gue
se satisfacen las propiedades, para suma y producto, dadas
en D-1., Aqui sélo diremos gue la matriz cero es la que tie—
ne cero como elemento general, Yy que una base de este espa-
cio son los mn matrices dadas as{:

1 O L O O

L] L] L] D

L] L] [ ] O
.

- L L] O

1
o LR B

v v v 0 O

v s s 0 O
»

A T

O O L O O O L BN

.
S
o
L]
o
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0. 0" 400 5 (0°=0 s6ex O 0550: se+-0
1 o . o9 O O l L O o O e 80 1
o o L AN O} O O [ BN ] O} LN ] 0 O L ) oj
O' o L B BN J O o O * o0 O 0 * e 0 O
O O e o 0 O 0 O e e O o o e 0 O

1 o L BN O O 1 ® e 0 LB ) o O L O .

b) La demostracidn estd basada en la definicidn del
producto de matrices, y en las propiedades de la suma Yy pro
ducto para un campo.

¢) Esto se sigue por lo demostrado en a) y b), junto
con la definicidn de anillo: un anillo es un conjunto y dos
operaciones, llamadas suma Y 5roducto; la suma debe ser un
grupo abeliano, mientras gque el producto debe ser asociati-
vo; y finalmente el producto debe ser distributivo respecto

a la suma.

7-5 Espocio vectorial de las transformaciones linea-

les. Kl conjunto de todas las transformaciones
lineales de un espopacio K en V, llamémosle'7i es de nuevo un
espacio vectorial.

Demostracidn.
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Primero se define la suma de dos transformaciones linea
les asf: (
(T, +T5)(X) =T,(X) #To(X), XEE.
Luego, se define el producto de un escalar por una transfor
macidén lineal asi:
(AT X)=KT)(X), KEF y IEE.
Ya definidas las dos operaciones, la demostracidn sdélo
consiste en verificar las propiedades dadas en D-l1. El1 vec-
tor cero en este espacio 7 es la transformacidén nula defini

da como T(X)=0 nparae toda X E£EBE. #

r~-6 Kernel y subespacio. Dada una transformacidn 11

neal T de KE en V, enfonces el K(T) es un subespg
cilo.
Demostracidn.

Hay que probar primero que si XY y Y, vectores arbitra-
rios, pertenecen a K(T) entonces X+Y pertenece a K(T). Es-
to se demuestra porque T(X +Y)=T(X)+ T7(Y)=0+4+0 =0.

Luego, hay que probar gue si X pertenece a K(T), enton-
ces X X pértenece a XK(T), para & un escaler arbitrario. Es-
to estd demostrado a causa de que T(XX) =xXT(X)=<=<X0=0. #

T-7 Kernel y tronsformacidn lineal uno-uno. Dada une

transformacidn lineal T de E en ¥V, entonces tene=-
mos que: K(T)=0 si y sélo si T es inyectiva (uno-uno).
Demostracidn.

i. Si K(T)=0, entonces hay que demostrar que T(X)=7T(Y)
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implica que XY=Y. Esto se prueba asf:

de P(E)=-2(Y) se deduce que
T(X)=-T(Y)= 0, luego
T(X-Y)=0; y como K(T)= 0, entonces
¥-Y=0, es decir
r=7.

ii. Ahora hay que probar que T uno-uno implica K(T)= O.
7(x)= T(Y) implica X~ Y, es equivalente con,
XY+ Y implica T(X)#T(Y);: y por lo tanto .91‘510
T(0)= 0. Es decir, K(T)= 0. #

-8 Espacio vectorial de los funcionales lineales.

Dado un espacio vectorial K, el conjunto de to=
dos los funcionales lineales definidos en E es un espacio
vectorial. Dicho espacio vectorial se llama espacio dual.

Denmostracidn.

La demostracidn aquf, como en el caso de probar que
cualquier conjunto es un espacio vectorial (con sus opera-
ciones de suma Yy producto); consiste en demostrar las pro-
piedades de 1la suma Yy producto dadaes en D-1. Primero, pues,
hay que contar con la Suma y el producto de escalar por vég
tor, defin.idos sobre el conjunto de todos los funcionales .
lineales. Estas operaciones se definen asf:

(f+0)(X)=r(X)+g(X), con XEBE.
(AS)(X) =xr(X), con K& F.

El resto de la demostracidn es rutina. #
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1.3 Otros teoremas y definiciones

a) Sobre la teorifa general del dlgebra lineal.

T-9 Unicidad cel nimero de elementos de.una base

Sea K un espacio vectorial y una base de m e
lementos {ei::, entonces cualquier otra base de K tiene
también m elementos.

Demostracidn.
Supongamos, en primer lugar, que exlstiera otra base
{éJ1;|' p> m. Dado que 4311: es base de E entonces los e,
@osceese, Son linealmente independientes, luego los él"l’
€preeesey son linealmente dependientes y generan al espa-=
cio F. Por lo tanto, existe en el conjunto de los él,el,eg,

cees€, un elemento que es combinacidn Iineal de los prece—

dentes. Dicho elemento no puede ser é,, porque los éJ

son linealmente independientes, as{ pues debe ser algin eJ

”
de los {eisl.

Si del conjunto de m+l elementos
=t

él,el,eg,...,em
quitamos el elemento ej formamos un conjunto de m elementos

dado por

él,el,eg,...,eJ_1,3J+1,...,em -

‘Este conjunto genera a E; y si en €1 agregamos, como ante-—

riormente, el siguiente elemento del conjunto {éJSL’se Jor—
ma nuevamente un conjunto linealmente dependiente, de m+l
elementos, generador de E:

, en donde ya no aparece

él, ég’ 8“', GKL, * e Q’ekh
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el e, de los {eiir. En este i#ltimo conjunto de nuevo exlis-
te un elemento ek; de los fe,j:éue es combinacidn lineal de
los precedentes. éyég’ se excluyen debido a que son lineal
mente independlentes., Si quitamos ex; tendremos un congjunto
de m elementos generador de E, dado asf:
él’ég’elt”"’efmﬂf
Como p> m, después de m pasos, de repetir el proceso indica
do anteriormente, tendriamos que el conjunto
é ,ég,...,ém

genera E; de donde, entonces, se debe tener que el conjunto
él' 2’”"ém’ém+1

es linealmente independiente. Kste resultado contradice, a-

biertamente, el hecho de ocue -[éj}:-‘es una base. Por lo tanto

hay gue concluir que p<m. ;

Si, por otro lado, suponemos gue p<m Yy efectuamos los
reemplazos anteriores de la base ‘Iei}:‘en la base {éj}::, con-
cluiremos qu,e‘ p>m. Y es as{ como con p<m Yy p>2m se con
cluye'que D= M. .

D-13 Dimensidn y espacio de dimensidn finita. Decimos

que un espacio vectorial E es de dimensidn fini-
ta cuando tiene una base finita; si este es el caso, el ni-
mero de elementos de la base,.que por el teorema anterior
es unico, se llama la dimensidn del espacio.
Notagidn: Si un espacio vectorial E tiene dimensidn finita

m, denotamos la dimensidn del espacio as{: dim(E)=m; y al
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y al espaclo E como Eﬁ.

T-10 Dimensidn y sﬁbeSpacio. Sea V un subespacio de

E,, entonces la dimensidn de V es menor o igual
gue la de E , es decir: dim(V) £ m.

Demostracidn.

La demostracidn es un corolario del teorema nueve Yy la

definicidén 3 de subespacio.

7r-11 Completitud gg una base. Sea Eﬁ un espacio vec

torial, por lo acordado en D-13, de dimensién -
m, si tenemos un conjunto de p vectores linealmente indepen
dientes, con p<m, entonces dicho conjunto se puede comple-
tar en una base de K.
Demostracidn.
Este teorema es un corolario, por el método de demostﬁg

cidn empleado, del teorema 9.

D-14 Producto interior, espacio Euclideo y espacio

de Hermite. Sea (E , R> un espacio vectorial:
con campo R Yy (Vﬁ, C> un espacio vectorial con campo C. En
cada uno de estos dos espacios vectoriales, diferenciados
por sus campos escalares, definiremos un producto Ilamado,
en general, producto interior. |
a) Para el caso de (Eﬁ,ﬂ:*, una base {eiﬂz de Eﬁ, téﬁdre-
mos que si X,Y £E_, cuyas componentes en la base {e-i};:‘ son
11,22....,xm & yl,yg,...,ym, respectivamente, el producto

interior gqueda definido asi:
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2 1
IT= (I, e ox'y

i=]

b) Para el caso de (Vm, C>, Yy una base le } de F tendre

(=)
moés que el producto de dos vectores I;YéfVm, con componen=-

tes xl,xg,...,xm & yl,yg,...,ym, respectivamente, el produc
to interior gqueda definido aif:

XY= (1, ¥)= Z’xiii.
Ei es el conjugado del ndme;; complejo yi. El producto defi
nido en (Vﬁ, C> también se llama producto de Hermite.
¢) Ilamamos un espacio real EKucllideano, m dimensional, a
(Eﬁ, R > con el producto interior definido como en el caso
a). De manera semejante, al espacilo (Vﬁ, C> con el produc-
to de Hermite le llamamos un espacio m dimensional de Hermi

te,

D-15 Conjuntos ortogonales y ortonormales., Sea un

espacio Kuclideo (Eh, R> o un espacio de Hermi-
te (V s C>decimos, para ambos casos, gue un conjunto de
vectores {Iilfles ortogonal si el producto interior corres-
pondiente cumple con:
i£;= (X5 IJ)- 0,
para cualquier (1 # j)=1,2,cee,Mm.

Se dice que el conjunto de los {X&ﬂies ortonormal si:

7 i i
(Xgo Xy) =X, X5 =17 54 z¢§=sj-

Ademds, al caso particular de (X, X)=XX=¥N(X) se le
llama l1a norma del vector X. Ks claro gue para vectores de

una base ortonormal su norma es uno, por lo cual se dice
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que son unitarios.

r=-12 Propiedades del producto interior. a) Las pro-

piedades que cumple el producto interior en un
espacio euclideo (Eh, B> , con una base dada, son las si-

gulentes: _
i. X(Y+2Z)= XY + X2, (distributividad)
it.  IY+1X. (conmutatividad)
11i. X(AY)=x(XY).
' (®asociatividad®)
v, (RX)Y =«(XY).
Para X,Y & ZsEm, cond un escalar arbitrario de R.
b) Las propiedades que cumple el producto interior defini-

do en un espacio de Hermite (Vﬁ, ¢> , con una base dada

son las sigutentes:

i. X(Y+Z)=XY+ XZ. (distributividad)
it XY= 7YX, (conmutatividad)

111, (KX)Y =X(XY).
(Pasociatividad®)

tv. X(xXY)=<X(XY).
Demostracidn.

La prueba es rutina, basada en la definicidén 14, y por

lo tanto se omite. : #

T=13 Tnvariancia del producto interior. Sea un espg

cio Kuclideo (Em, R7>vy \’étfncualquier base or—
=1
tonormal del espacio Eﬁ, entonces el producto interior, de-
-
finido respecto de una base {eiﬁ, queda invariante en su de

=1

finicidn, para la base ortonormal {éisw 3
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Demostracidn. UAVERSIOAD DEL VALLE DE BATERILA

Sean X,Y vectores de E,  cuyas componentes en )ei] son
xl xg,...,z & yl,yg,...,y respectivamente; mientras que
él,fg,...,im & ﬁl,ﬁ yesep, " son las componentes, en la ba-

se f éiyz.’ de X,Y respectivamente. Lo que hay que probar

‘es que:
I = f.figi.
Como 1=§Téiéi, Y= JZ.’_-é'jé tenemos que
r=( 3£, (3 6.

£x=y o=

Por la propiedad distributiva en a), del teorema T-12, asi

como por asociatividad, la ecuacidn anterior se convierte en

XY = iféiﬂé

<= Jd=

Pero como la base éi‘e es ortonormal la ecuacidn anterior,

finalmente, se reduce a:

xy <> £t

=)
b) Sobre matrices y transformaciones lineales.

D-16 Rango de una matriz. Dada una matriz m por n,

con elementos reales o complejos, para definir
el rango de dichka matriz recurriremos a un espacio vecto-
L Rar
rial Eh arbitrario, y una base ’eiﬁﬁdel espacio Eﬁ.

De 1a matriz A —/::J] Jormaremos n vectores Ii asi:

X, = Zaiej i1=1,2,000,n.

v=|
Es decir, los escalares de la columna i-ésima de la matrix

m por n forman las componentes del vector X, en la base

{ eiFﬂ'

=t
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Ya con estos vectores I! decimos que el rango de la matrix
es el mdxrimo numero de vectores linealmente independientes
™m
que tenga el conjunto {Iii,.
=

D=17 El1 espacio vectorial Eﬁz. Llamamos H#E al con-

junto de todas las matrices cuadradas de orden

m. Por el teorema 4 y el teorema 9 es claro gque (ymz BR>o0
»
(Hm2, C> es un espacio vectorial, con dimensidn mg.

D=-18 Inversa de una matriz en Eﬁ2. Dada una matriz

—— s om—

4 Hﬁ2 decimos gue dicha matriz tiene inversa,

representada por A-l, si existe una matriz, 1_1, gque cumple

con:
Y
I es la-matrix identidads matriz con ceros en todos sus
elementos, exrcepto en la diagonal que tilene unos.

D-19  E1 espacio },2. Definimos a 7;2 como el con=

———

junto de todas las transformaciones lineales de

un espacio Eﬁ en Eh. El teorema 5 nos garantiza que dicho
conjunto es un espacio vectorial.

De manera parecida al caso de matrices cuadradas, deci-
mos gque 71 es la transformacidn lineal inversa de T si y
sélo si TT 4= I, con I la transformacidén lineal identidad:
I(X)= 1, para toda XEE . Kostrar que I es transformacidn
lineal resulta de la definicidn de transformacidn lineal y
de la definicidén de I; por otro lado, mostrar gque 71 es

transformacidn lineal se prueba por la definicidn de I’l,
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el caracter l1ineal de T y la condicidn TT’{: Te

T'-14 Isomorfismo entre '7;2 Y ng « Sean los con-

Juntos:
Y n2=1{7/T:E>E, con T transformacidn 11-1

neal.
K2 o {A/A es matriz cuadrada de orden m.} %

en donde el campo de escalores de Eh y de HﬁQ es el mismo.
Los conjuntos ‘7;2 y ¥ 2 son isomorfos.
Demostracidn.
Tomemos una base {e }:mde Em’ y luego para cada XY§ E’m Y
7 57”2 tendremos que: :
1) T(x)="( sz e;) -;E:r T(e;) »
en donde l1los xison las componentes de X en la base '{e };:.
De la ecuacidn 1) se deduce gue, dada una base ie }_,,
cada transformacidén de ?;2 estd caracterizada por los m vec
tores T(ei). Como cada uno de estos T(ei) pertenecen al es-

pacio Eh, entonces se pueden representar en la base {eisiu

asi:

2) T(e )_Za V=158, 0 e slhe

9T

La ecuacidn 2) facilita que a cada TE?T;2 le podamos

asociar una matriz, denominada AT s dada por los a{ :

En forma explfci;a,‘la correspondencia entre ?;2 174 yma
que llamaremos JEviene definida ast:
X 7"2.91!7“2 tal que X(T):AT »
con A4 -—!hj] y los ai dados via la ecuacidn 2).

Vamos a caracterizar por medio de dicha matriz AT la
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correspondencia que hace la transformacién T(X)=Y: por me-

dio de AT vamos a pasar de XY a Y. Para Jograr eso, tomemos

a xl,xg,...,rm & yl,yg,...,y como las componentes, en la

™m
base {eiy , de los vectores X,Y respectivamente. Luego, ba-
= :

sados en la ecuacidn 1) y 2)
.2

7(X)=Y = Z.'r T(e,)= Zx (Za

iy
De la ecuacidn anterior se desprende que,

m
r:—ZyJeJ _Z(ina'j)ej ,
=0 e =)

y de ah{ finalmente:
3) y‘f f:ra s CON - F=dii 85l vas M

&<y
La ecuacidn 3) no es mds que la ecuacidn de matrices:

4) Y=JTX.

en donde X,Y son vectores columna, cuyos elementos son las

componentes de X,Y en la base {etl
I."'i

Los razonamientos anteriores conducen al importante re-

sultado siguiente: Sea T transformacidn lineal de Eh en Eﬁ,

y {ei{? una base de E ;s sl A, es la matriz asociada a T en

T
lo base Je i} entonces tenemos que
oy
5) T(X)=Y es equivalente a A X=Y,

en donde X,Y¢E, y tandién I,Y son vectores columna de com-
ponentes de X,Y en la base {ei}
l:l

Para probar el isomorfismo ,‘f. lo haremos en itres pasos

que denotaremos a),b) y c).

a) Agquf probaremos que la correspondencia es inyecti-

tiva (uno-uno). La demostracidn de esto es inmediatae dado
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gue si AT1 v ATB » matrices correspondientes a las transj’o_r_-
maciones .'!‘1 v Tg,...fueran touales, entonces por el enunciado
5) resulta evidente que T)=T5 . Por lo tanto i es uno-uno.

b) cf_es sobreyectiva ya que a una matriz arbitraria A=
[a'gj le podemos asociar una transformacidn T mediante la e-
cuacidn 1) y 2). Empero, faltarfa probar que la T definida.

via la ecuacidn 1) y 2) es, en realidad, una transformacidn

lineal. Esto queda probado as{:
T(X+Y)= T(fj (x4 yi)ei).
- F et vhinte,),
= Szlre;) + 2 yirte,),
= r(x)+7(Y).
MAX)=T( XD zle,),
= T(i‘; xiei).
por definicidn de T tenemc‘;’:
T(x2) = Sez'r(e,),

= xiT(ei),

=0i1“-(:1’).

c) E1 isomorfismo estard completo al probar que la co-
rrespondencia Rpes transformacidén lineal. Lo que hay que
probar es que para dos transformaciones lineales arbitra-—
rias T, y T, se cumple que

X1y 4 Tg) =X(T;) +X(T,).
L (x7,) =t L (1,).

La demostracidn es rutina, basada en la definicidn dasoly
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7-15 Dimensidn y espacios isomorfos. Dos espacios

isomorfos, de dimensidn finita, tienen la mis-

ma dimensidn.
Demostracidn.

Sea T un isomorfismo de E en V, Y {ei}:m‘ una base de E,
1= :

o sea gque la dim(E): m. Tenemos que demostrar que dim(V)=m.

Dado que T es sobreyectiva, para un Y arbitrario de V exis=—

te un Y€K tal que:
r(x)=1Y.
Si tomamos las componentes xl,xg,...,xm de X en la base {ei}

tendremos que la ecuacidn anterior se convierte en:

m h
- i = i :
Y= T(‘Z:::r ei) —g:r T(ei).
Esta #ltima ecuacidn muestra, claramente, que los m, T(ei),
generan al espacio V. Para que la demostracidn sea completa

sdlo nos falta mostrar gque estos m T(ei) son linealmente in

dependientes. Tomemos:
== 9
2 ATle;)=0,
=1 i

por ser T lineal T( f':o( ei)zo

d=l
|
dado gque T es uno-uno, ;a( ei:O,
™

por ser {ei}izl base de E, a(i;_- 0, con t=1,2,c005M0 b

T-16 Dimensidn de ng_-'f K_2. La dimensidn de los es
paclos 7.2 y ¥_2 es n?,

m m
Demostracidn.
Esta demostracidn es un corolario del T-4 y el T-15.

1.4 Teorfa de determinantes
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La teorfa de determinantes es importante; Shilov(1971:
5) hace el comentario de que la teoria de determinantes es
la herramienta bdsica para estudiar sistemas lineales.

4. Definictdn gg determinante. Dado un espacio vectorial

m
e

E, con base {ei} y m vectores A1,12,...,Am. Postula

1=
mos una funcidn D
D: (Al,ﬁg,...,ﬁm)—9 F,
gue cumpla con las propiedades siguientes:
i. D(Al,Ag,...,Ai,...,AJ,...Amjz —D(AJ....,AJ,...,At,...,'

Am).

i, D(O(AJ,AZ,,...,Am)-::a(D(Al,Ag,...,Am), con « escalar.
1it. D(BFC,Agseeesd )= D(ByAgsenesd )F# D(Colgyene,d ).
iv. D(el,eg,...,em)=.1.

Esta funcidn D, la llamaremos determinante, Observe que
por el momento D, aparentemente, depende de la base escogi-
da para el espacio Eﬁ. También es claro gue hay que probar
gue dicha funcidn determinante existe y es uUnica. La unici-
dad la probaremos en el inciso D., mientras que la existen-
cia no la demostraremos, dado gque su prueba no conduce a
nuevos conocimientos que se vayaen a requerir en nuestra fu-
tura teorf{a. Dicha demostracidn se puede encontrar en Lich-
nerowicz (1967:26-29).

Por ahora, lo primero que haremos sera enunciar unas

propiedades bdsicas de los determinantes, en el supuesto de

que dicha funcidn eriste y es dnica. La mayoria de las de-




mostraciones, de dichos enunciados, son muy sencillas y por

lo tanto se omiten.

B Propiedades bdsicas del determinante.

P—.Z D(Jl’jg’...’d‘J’.‘.’A) “D(A1’A2’OOI’AJ’-..,‘)
P-2 D(Al,xg,...,ZA,,...,A) ZD(JI,AQ,....AJ,...,A Js

=il €=}

P-3 D(f_«gl,...,fdﬁ"}— " Za(...a(D(Al,...,A)

W=t Vim=) Vwe2 M)
P-4 D(AI’Ag’...’At’...,‘i’...’d )’ O-
AS D(Al’dg’...’o’...’ﬁm)z O.
P-G D(Alplggooo,AJ,o-o’Am)=D(Alg.dggcvo,BJ’-n.’Am)’
en donde By=d,+ x4,

(c#od=
Ci Determinantes y linealidad. El teorema de esta sec—

cidn busca la relacidn esencial que eriste entre de-
terminantes e independencia lineal. Este teorema viene a
ser:

Teorema sobre determinantes y linealidad.

i. Si los vectores 11,12,...,Am son linealmente depen-—
dientes entonces D(AJ,AQ,...,Jm)=rO.
it. Los vectores Al’ﬁg"""m son linealmente independi=-
entes si y sdlo si D(Al,lg,...,Am)#tL
Demostracidn.
Para demostrar i. procedemos asi: dado gque ‘1"2""’Am

son linealmente dependientes existe AJ tal que:

_f 4,5 de donde

(¢ ﬂ)-i

D(A,,A s e0esh 500054 J=D(8;54 965 Ay gis gl
1 o0 » J" L 17407 32%;:( i? » )

EqD(AJ’AB’-oa"i,-QQ.A )

£+#7)=)
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Finalmente, por la propiedad 4, la ecuacidn anterior nos

lleva a que:
D(AJ’AB""’AIB):O'

La demostracidn de ii. sélo requiere probar, a causa de
lo ya mostrado en i., que si los ‘1"2"""m son linealmen
independientes entonces D(Al,Ag,...,gm);QO. Dado que los Al:
Ag,...,ﬁm son linealmente independientes tenemos gue exils—
ten los a? tal que:

-fa AF ,ki-:l,g’...’m-

Luego formamos el determinante,
n m
kz_ “fm
Diejs€preeesey)= D(Z 1 ,.,E aZ‘ﬁ""’%amﬁ.‘i’ y por

la propiedad 3, 1la ecuacidn anterior implica.

6) Dlejsopesvsog)=D.> o i 4l dguee M’D(AR.ARL,---,A.;,).'

K= %=
En esta ultima ecuacidn tenemos gue cada determinante, D(Ah’

Ayyse-es4y), en el cual los subindices no sean una permuta-
cidn de la sucesidn 1,2)e00,m,€8 igual a cero, por la pro-
pledad 4. gdemds, por la propiedad i.,que define a Ios de-
terminantes, se tiene que los determinantes en la ecuacidn
6) cumplen con gque D(Aﬁ,Akt;...,Akh)::f‘D(Al,Ag,...,Aﬁ), da
do gue los que no forman permutacidén de 1,2,...,m Son ce-~

T"Oe

Ya con ésto estd claro que si se diera el caso de gque D(Al,

A ,...,Am)z 0, entonces tendrfamos que:

2
D(el,e?...,em)z O’

1o cual estd en contradiccidn con la propiedad 1v. #
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D, Unicidad del determinante é.renresentacidn cuadrada.

Sean m vectores AJ, J=1,2pee0,m, expresados en térmi

nos de sus componentes en la base {ei} del espacio E s CO=
1=

mozs
2 a e“, J=l’2,100’m0

ki=1
El determinante de los m vectores Aj viene dado asfi:

D(Al’Agfno.’Am)= .D( l i‘-" g‘-ag k’...’k,mZ__la eHm)' y pO?‘

la propiedad P-3 la ecuacién anterior se puede expresar

Ki RL Km
D(AI’A ’o.-’AmJ k‘m.;--kizt; --uam D(e“’ek'}-oo’ekh)-
Por la propiedad P=4,tenemos que los D(eh,e&f...,ekm) que

no son iguales a cero son aquellos en donde K ¥iyeee, km €S
una permutacidn de 1,2,...,m; es decir todos 10S K, kKysesss
Kn son diferentes entre sf, A causa del razonamiento ante-
rior podemos plantear la siauientelecuactdn:

m ¥,

?) D(Al’dg’.",Am) Zdl 2...0

km’\ k"‘l

:1( I)I(k”.."hm)D

{91’92”"’em)'
I(K » KipeoopXm) es el nimero total de inversiones de ¥, k,,
eeey Km (dos términos de una sucesidn forman una inversidn s
el mds grande aporece a la izquierda del mds pegquefio.).
E1 papel de las inuerstonés en la ecuacidn 7) conduce,
junto con la propiedad i..de determinantes, a que se pueda

) a (—l)I(k" k&l"'!km)D(e

pasar de .D(ekl ,ek\,uoa,ehm l’cac,

. e%).
Luego, por la propiedad iv., llegamos de la ecuacidn 7) a

la siguiente ecuacidn:
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8) D(4,, ...,Am):g...g &‘39‘3...5‘;1(-1)1("’ > Kane v s Yo/
Esta ecuacidén 8) nos prueba que si el determinante existe,
es decir satisface las cuatro propliedades que lo caracteri-
~2an, entonces es una funcidn dnica, definida por la ecua=
cidn 8). .

El1 teorema de existencia, oque no se demostrard, consis-
te en probar gue la funcidn, derfinida por medio de la ecua-
cidén 8), satisface las cuatro propniedades dadas para carac-—
terizar un determinante.

La eucacidn 8) también nos muestra que un determinante
sélo depende de los escalares Jﬁ , en productos de ﬁ facto-
res cada uno, Ks por ésto gue un determinante se puede re—
presentar como un arreglo cuadrado de niémeros. Ebplfcitameﬁ

te la representacidn del determinante, dado por la ecuacidn

8), viene asi:

1 1 s

al 0-2 LRI am

2 2 g

G1 ag e e dm
A: L] L} L]

m m n :

01 ag e am e

En esta representacidn cuadrada, los m escalares de ca-

da columna, por ejemplo la j, corresponden a las componen—

™
tes del vector Aj, en la base {eihﬂ.

K. Erpansidén del determinante en términos gg una columna
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El1 resultado de esta seccidn es necesario para el proce
dimiento ericax de evaluacidn numérica de un determinante,
procedimiento que se desarrollard en forma completa en el
capftulo III. La ecuacidén &), de la seccidén anterior, nos
da un método para evaluar numéricamente un determinante. La
gran desventaja, desde el punto de vista numérico, es la
enorme cantidad de operaciones gue emplea para calcular el
determinante.

Dados los m vectores Ak’ k=1,2,...,m, Su determinante
lo calcularemos apoyados sobre una columna dada, Dor ejem—
plo la columna [J.

D(Al,Ag,...,A )=.D(Al,12,...,AJ,...,J )

ia D(Al,Ag,...,AJ 1'91'{741'“'" ).
En la ecuacidn antertor el vector AJ._;EﬁJ g0 ¥ el vector

c*=l

9)

e, aparecen en la posicidén j=ésima.

Cada uno de los m determinantes que aparecen ern la ecua
cidn 9) lo llamaremos un cojfactor de a;, y lo representare-—
mos asf:

J_
10) di—D(Al’Ag,---'Aj_l’ei,‘jf_lgno.’ﬁm)o

La expansidn del determinante en términos de la columna Jj=é

sima viene dada como:

11) Dlhy dge svnsdy )“’Edi .

J

Nuestro interés serd, ahora, calcular los cofactorescxi
1=1,2,.0.sm, en términos de las componentes de los m—1 vec

tores 4,, (B #1)="1::8: susalls




37

Pasar el determinante D(AJ'JB'""‘j—l’ei'ljfl""’Am}’
que aparece en la ecuacidn 10), al determinante
D(ei'Al’Ag’...’Aj-l'ﬁj+1’...’4m)’
requiere j-1 cambios de signos de +a - , de acuerdo a la
propiedad 1., al desplazarse ey, Paso a paso, desde la posi
cidn j-ésima a la primera posicidn. 0 sea que, de acuerdo a
lo anterior tenemos la siouiente ecuacidn:
12} ‘D(A.Z"B’.."AJ-.I,AJ+1’...’Am):
J-1
(—1) D(et’Al’Ag,...’AJ—I,Ain’...’Am).
La representacidn cuadrada del determinante
D(ei’Al’Ag'-'.,AJ""J’AJ*.I’...’Am)

viene dada asf:

1 1 b 1 1
O al ﬂ2 s e @ aj—l a'jfl L am
2 2 2 2 4
0 al 02 ese aj;l aJ+1 e am

L] L] .

i i i i i
1 al ag R aj—l aJ+1 ses

L ] L]

.
L
-

mn ) m
0 a; ag ... @i Cip7 =+ Oy :
Observe, en el determinante anterior, gue en la primera co-
lumna el Unico escalar distinto de cero e igual a uno es el
que aparece en la i-ésima fila.

Si nos gufamos por la ecuacidn 8), de la seccidn ante-

rior, tenemos que el determinante de la ecuacidn 12), en el
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lado derecho queda asf:

D(et’Al’.dg’l..’Aj J’AJ"'_Z’..." )—-

iu, * ks T T(K sKepooeskn)
T e i B ...a (=D PR s e B
2 Z > €1°1%++ 11041

En la ecuacidn anterior desaparecen todos los términos en
donde k,# i, es decir el lado derecho de.dicha ecuacidn,

queda como:
™m

1 X k ®; "m ¥n (i Kigeosoy
Z...Zeialag..‘a‘f 1 J*‘l...au(-l) ’ kjbj.

Him =)
Dado que e;==l, lo anterior se reduce a:

e ke k I(i;k,oo- Ic
13) ;Ej...;f:al é...aJ 1 J+1“'am(_1) % » Ym) |

kn:—l Ky=)
Observe que en 13) no aparecen los escalares de

-

la columna j-ésima, ni los de la fila i-ésima.
La siguiente ecuacidn es clara de por sf:
I(i’K‘L’-oo,km);" (i-l)‘f-I(k‘l_'k‘b’..., )<m).

Con el resultado anterior 13) pasa a la forma:

i-l )‘h. }\5 k&"‘) B?‘h_ I(k‘L, 1’3 s e ey k'n)\
("'1) Z 1 2..OGJ 1 J+lll. (1) ’ L ]
K=y K=
Y de ahi:
14) ?(ji‘pdl’.‘g,o.nyij 1,‘j+1;.0t"43’n I(K k k)
- 1) o« 1Lp N g eeee "M
(~1) %"f L2 3050 a0y (~1) ‘
En la ecuacidn 14) llamaremos menor de a}, representado por
Dg, al determinante:

BLiL Kt k; Kd k», kll I( kl’ R }<’7})

E S 3peeay
k ..Ckzal 30'-aJ1 J+1.‘. (1) '.
mey 1= J
¥étese que en el menos Dy se ha eliminado la fila i-ésima y
la columna j-€sima. Tomando en cuenta el resultado de la

ecuacidn 14) y la notacidén introducida para el menor, ten-

dremos gue la ecuacidn 12) queda como:
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i »
= (-1)¢-1)"%] ,

= (-1)"p],

Por la ecuacidn 10), que define a los cofactores, tene-

D(dyodigsesesdy 1sdypyseeerdy)= (-1)971(-2)*1p]

mos que estos cofactores vienen dados por:?
a{‘{: (=1) i+J.D',{.

La ecuacidn anterior realiza el objetivo de calcular
los cofactores en términos de las componentes 4y, (k# J)=
1,2,¢4.,m. Adends, y mds importante, la expansidn del deter
minante original D(Al,Ag,...,Am), en términos de la j=ésima
columna ha quedado finalmente come:

m

15) D(AI,AQ,...,$m)=% (-1)”%}1){ ;
para cualquier columna j=1,2,c0esMe
Kl resultado de la ecuacidn 15) serd muy imnortente pa-—
ra la evaluacidn numérica de un determinante, la cual se ve
rd en el capftulo III.
Nétese que en esta seccidn trabajamos con la variable j
como variable de columna, mientras que la i como variable

de fila.

F., Determinante del producto de matrices. Sean 4,B dos

matrices cuadradas, m por m, entonces tenemos que:
D(4B)= D(4)D(B).
Demostracidn.
La demostracidn la omitiremos; sin embargo, no ofrece

ningin problema particular. Puede consultarse en Lichnero-
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wicz (1967:61).
G. Traspuesta de 4 y D(ﬁ)==D(At). En general si tenemos

una matriz A={&{], m por n, entonces llamamos matriz '

traspuesta de 4, denotada por At , a la nueva matrixz n por

m definida asi:

t t i 1 R | J=l,2)00ipM
Ag[ajl' e aj—ai f i=1,2,...:71 .
La proptedad D(A)=.D(At) se demuestra basados en la de-
finicidn de traspuesta de una matriz y la definicidn de de-

terminante, como en la ecuacidn 8).




CAPITULO II

2.1 Definicidn de un sistema lineal

La representacidn usual de un sistema de ecuaciones 11
neales, que denotaremos por Lmn’ la conocemos como el si-

guiente arreglo de ecuaciones:

I 7 1.2 1.n 4
@yT 4 AT 4 oeo t a,z =b
2.1 2,2 2
a;z + a r + ...+-anx =b
1) L] ') . .
m_1 mn. 2 MmN
a,x #-agr £ oo +a,2 = b .

Le llamamos Lmn por tener m ecuaciones Yy n columnas con
coeficientes xi; los coeficientes xi cominmente se llaman
incdgnitas.

EFl sistena Lmn ofrece tres problemas que clasificaremos
y definiremos asfi:

Prodblema 1. Se dan los coeficientes a{, los cuales

SJorman una matriz A::Zﬁ{]’asociada al sistema L .5 Y
se dan-los coeficientes bj, entonces hay que encontrar las
llamadas incégnitas xl,xg,...,xn; Este es el problemas mds
Jrecuente asociado a un sistema Lmn‘ Cuando, de aqui en a@g
lante, no se especifique qué se entiende por resolver un ‘
sistema Lmn deberd asumirse que se refiere a este problema
1. Ademds es este problema el que presenta interés para su
resolucidn numérica, la cual se trabajard en el canftulo

III.
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Problema g. En este caso se da la matriz asociada A=
[a{] , Yy los coeficlentes xl,xg,...,xn, entonces hay

gue encontrar los bl,b2,...,bm

. La solucidn numérica para
este caso es obv;a.
Problema 3. Para el arreglo 1), se dan m conjuntos
z1,2%,...,2" y m conjuntos »1,52,...,b™, entonces hay
que encontrar la mairiz A==Jhgj’. Este caso plantea un pro-
blema numérico reducible al problema 1. Un ejemplo, de este '
caso, lo tendremos en el problema de encontrar la inversa

de una matriz (capf{tulo III).

2.2 Interpretaciones equivalentes de un sistema Lom

Un aspecto gue le da importancia a un sistema Lmn es
la variedad de formas equivalentes de interpretacidn, por
un lado, mientras gue por otro la relativa simplicidad de
resolucidén numérica. En esta seccidn veremos algunas formas
de interpretacidn de un sistenma L -

a) Interpretacidn matricial. Si basados en 1) defi-

nimos las siguientes matrices:

1
a=[al], 1= y Bs

z
‘n
tendremos que la ecuactdn,

2) AX =B.

es equivalente al sistema Lmn‘ Equivalente quiere decir, en

este caso,: que reproduce las mismas ecuaciones, ¥ds claro,
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tanto 1) como 2) quedan definidas por la simple ecuacidn:
: “T
3) ; a'{xi= bJ, J* 1,2,-..,”’-.

€=y

El1 sistema Lo visto por medio de la ecuacidn 2) o 3),
tendrd las sipuientes ventajas:
i. Brevedad de notacidn que conduce a rdpido manejo opera=-
cional.
ii. E1 sistema L tlene un acceso mds directo para una md
guina computadora: se le da a-la mdguina, segin sea el caso
la matriz A, B o X.
iii. La mds importante, quizd, de todas las vep;qjas de la.
ecuacidén 2) o 3) es su {ntima vinculacidn con ﬁﬁ;;fransjbrm
macidn lineal. Esta vinculecidn la resumiremos en el Si-
guiente teorema. "L Mhen -

Teorema 2.2

i. Todo sistema Lmn induce a una transformacidn lineal
de un espacio Eh en Eﬁ. '

; Toda transformacidn lineal T de E, en E induce a un
sistema Lmn'

También podemos decir que una transformacidn lineal T
funciona como un sistema Lmn’ via ecuacidn 2) o 3); y a la
inversa, un sistema Lmn como una transformacidn T.

Demostracidn.
Para el caso de que el sistema L . tenga asociada una
matriz cuadrada, este teorema no es mds, ercepto por nuevos

comentarios, que el isomorfismo dado en el teorema 14, capf
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tulo I.
1. Supongamos que tenemos un sistema Lmn dado por 2),

4) Axr=Y,
en donde, paera mayor cleridad de lo que se a exponer, he-
mos tomado Y en lugar de B en la ecuacidén 2). La ecuacidn
4) funcionard como el problema 2), dado en la seccidn 2.1:
se dispone de la matriz A y X, entonces podemos decir que
si entra un vector columna X, por medio de la matriz 4, ob-
tendremos un vector columna Y; similor a que si entraran

2 n ,
los escalares xl,z ,eeesZ 4 entonces, por medio de la nma-

triz A, obtenemos los yl,yg,...,ym.

Reducir la ecuacidn 4) a que funcione como una transfor
macidn T de E, en E , necesita que introduzcamos dos espa-
cios arbitrarios B, y E  y dos bases {eixﬂ, }éjl de E Yy E,

¢
respectivamente. Luego, la transformacidn T viene definida

de la siguiente manera:
m )
5) T(e )=Zajé « U & X:Z_a.rle entonces
i J=1 i £=1 i
T(X) =zxiT(ei), para cada XEEn.
=i

La funcidén T, dada en 5), estd bien definida ya que co-
nocemos o disponemos de la matriz A. Demostrar que T es, de
hecho, una transformacidn lineal procede en la misma forma
que se hizo la demostracidn de linealidad de T en el teore-
ma 14, capitulo I.

Lo dnico cue quedaria por mostrar es gue T funciona co-

mo la ecuacidn 4), es decir, que T asocia a los escalares
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xl,xg,...,xn los escalares yl,yg,...,ym. Esto se prueba ba-

sados en la ecuacidn 5) asi:

T(X)«-—Z.r T(e,)= Zz (Za'fé 15

é=lm n =

D, Jx’)é
g= =} s

Suponiendo que T(X)= > xjéj, tenemos que la ecuacidn ante-
o=

rior se reduce a
6) 3J= ia'{xi o= 1B seesit

La ecuacidn 6) no es mas que Z=AX con Z= « Comparan-—

N e dy

do 6) con 4) se deduce que:
zZ=Y.

De esta forma la transformacidn lineal pasa de l1os xl,rg,
...,xn a los yl,yg,...,ym.
ii. Demostrar que una transformacidn T de E, en E  induce
a un sistema Lmn que funciona como T se logra, sencillamen-
te, al definir la matriz A por medio de 5). Luego T nos lle
vard a la ecuacidn 6) gue no es mds que AX=7Y. #

Es importante notar que la identificacidn de un sistema
Lmn con una transformacidn lineal T de E% en Eﬁ descansa,
en su esencia, sobre la disponibilidad de una matriz 4, m
por n;: y un par de bases para En y Eﬁ. Ya con 4 y.las bases
de £y Eh, el teorema 2.2 se puede expresar asi:

7) AY=Y si y sélo st T(X)=17.

b) Interpretacidn vectoriel. Dado el sistema L o

como lo presenta la ecuacidn 1), si introducimos

Tn
un espacio vectorial arbitrario E , con base fei , enton-

f:u
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ces podemos formar n vectores T,€E , dados asf:
™
J -
Tt '.__.%aie'j. i 1,2,-.0,"-.
Las componentes de T, son los elementos de la columna i-ési
ma de la matriz A asociada al sistema L . Ya con ésto, 1)

es equivalente a la siguiente ecuacidn vectorial:

n m
8) Z:riTi: B, con F=_2_ bJeJ .
e

=
ILa equivalencia de la ecuacidn 8) con la 1) se muestra basa

dos en la definicidn de los Ti y el vector B. Explicitamen—
- L. L m m T
J iy 1 J 1 4
E— — f— - d
te gb €y B=_ =z T, gz (;atej) g(Z.‘r ai)eJ' e

= =

donde se concluye que:s

o
bjzzxia'g, J=1,2,...,1n.
<=1
La ventaja de la interpretacidén vectorial consiste en
poder desarrollar la teoria del sistema L ., de una forma na

tural. Observe que la interpretacidn vectorial conduce de

nuevo al teorema 2.2 con el simple hecho de definir los Tt

¢) Interpretacidn con funcionales lineales. Dado un

sistemna Lmn’ con su matriz asociada A, Yy un espao=-

aqy -
cio Eh arbttrario, con base {ei} . Definimos m funcionales
i=

Iineales asi:
Ff(ei)=a‘ij, ,7:1’2"0.’7’2& i:l,g,...,n,‘
n

9) si I =Z.riei , entonces Ffo) =ixiﬁ'j(ei),
i =l ] =1
para cada XEEn
Demostrar que cada FJ es funcional lineal es pura ruti-

na. EFn esta interpretacidn, resolver el sistema Lmn consis—
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te en encontrar aguellos XE E'n tal ques
Air)=1v?, con 3=1,2,...,m.

Lo anterior queda demostrado por el hecho de que si
FJ(I)='bJ J=1,2,000,m entonces
Az 2t e,)=b7, J=1,2,...,m,

=1

foiﬁJ(ei) bJ J=1,8,esesm Yy tal como

=)

estdn definidos los FJ en la ecuacidn 9) tenemos finalmente

que:

ZIG b, J:l,g'-o-’m-
/ﬂl
La interpretacidn de funcionales lineales, tal Yy como
se planted agul, se dirige espec{ficamente al problema 1,

dado en la seccidn 2.1.

2.3 Una solucidn tedrica del sistema Lmn

Prabajaremos, para un sistema Lmn’ el problema 1 de
la seceidn 2.1. Vamos a partir de-la ecuacidn 8), es decir
tomoremos Lmn desde el punto de vista de la interpretacidn

vectorial.
m
Tomemos un espacio E arbitrario con una base ?eJ} .

=
Luego, definimos los vectores Ti-izjaiej, Ll 2. cceslls
tal y como se hizo en la interpretacidn vectorial.
Llamaremos r al rango de Lon ( rango es el mayor niumero
mn
de vectores Iinealmente independientes del conjunto{Tia.);
=}

y mediante un simple reordenamiento de subfndices podemos

hacer gue los primeros r TJ’TB""’Tr sean los vectores li-
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nealmente independientes del conjunto )Ti}_n. Como consecuen
I=1
cia de lo anterior tenemos la sigulente ecuacidn:
h
existen los cxr¥£
h 7
10) TT‘-}E—,‘Z_:,O‘T‘-}ET?V con 6—-1,2,...,71—?“.

Es decir, los T, 7T, greees T, sONM combinacidn lineal de

tal que,
Lo

Jos vectores linealmente independientes T ,T2,...,Tr.
Llamaremos Er al subespacio de En generado por los T,,
Tg'"-»Tr" y, es claro, que el sistema L__ tiene solucidn
si B estd en E,.. Lo anterior se explica porque la ecuacidn
8) puede expresarse como combinacidn lineal de los r Ti li=

nealmente independientes. En resumen, si eriste solucidn pa

ra Lmn B pertenece a Er’ y entonces existen los xl,xg,...,

2" que satisracen la ecuacidn 8). La siguiente ecuacidn es

consecuencia inmediata de que BEEr:

11) eristen r Eh tal que B:ZY HhTh

Para la solucidn tedrica que buscamo?‘combinamos las e-
cuaciones 8), 10) y 11) de la siguiente manera: de la ecua-

i

cidén 8), B’.—:ZziTi, separamos los linealmente independien=—
=

tes de los gque no lo son, Y tenemos

v h=
h ric
B—hz- z Th+z @ T”E .
=) £=)
Luego sustituimos, en la ecuacidn anterior, las ecuacio

nes 10) y 11) Dara obtener.

Z s, =3 ot Th+Z (T b

h"i £=)

Z‘-ﬁh Z(.'r + jxr'm T‘%g)Th’ y luego

n=)

h r+ h
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De la ecuacidn anterior, al despejar zh, llegamos, [finalmen

te, a lo gue buscdbamos:

h b <= pic K
12) x=6—gz d(r}é_, hzl’g’oco,ro
La solucidn tedrica dada en 12) nos indica cue de los n

r4l r+2 n
i ]

xi, los dltimos n-r, x z seessT 5 Se pueden escoger ar

bitrariamente; y esta seleccidn determina los primeros r,

I 2 r
.‘r,.r ,ao.’-r L

La gran desventaja de la solucidn 12), desde el punto
de vista numérico, radica en gque hay que determinar, prime-
ro, los r vectores linealmente independientes de los Ti’ 7]

también encontrar los escalares p(h y 6h; todo ésto entor

rig
pece y descarta a 12) como solucidn numérica. Sin embargo,
la ecuacidn 12) es el punto de partida para importantes re-
sultados tedricos que, a la postre, serdn de gran utilidad

para la resolucidn numérica.

2.4 El sistema homogeneo, Q(Lmn), y solucidn vectorial de

Lmn.

La introduccidn de un sistema lineal homogéneo, aso- -
ciado al sistema L . Y denotado por E(Lmn), tiene el propd-
sito, en esta seccidn, de caracterizar una solucidn vecto-
rial del sistema Lmn‘ Este objetivo se realizard basados en
la ecuacidn 12) de la seccidn anterior.

El sistema homogéneo, H(Lmn), asociado a L, 1o defini

mos comovs
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13) ZIT =0,

en donde L . vtene considerado segin la ecuacidn 8). St el
sistema L viniera considerado segin la ecuacidn 3), enton
ces el sistema homogéneo quedarfa definido como:

Z:ci el=0, J=1,2,...,m.

Es claro que el sistema homogéneo siempre tiene, al me-
nos una solucidn, a saber: cuando los n xi resultan ser to-
dos iguales a cero. Esta solucidn la l1lamamos solucidn tri-
vial.

Para el caso de un sistema homogéneo tenemos gue los r
vectores ﬁh, de la ecuacidn 11), son todos cero, a causa de
que B=0, y que los T ,Tg,...,Tr son linealmente indepen-
dientes. Considerando lo anterior, la ecuocidn 12), en el
caso homogéneo, pasa a ser:

14) =" = -fv:c”‘d’;ff 2 el NN,

Caracterizar una solucidn vectorial del sistema Lmn re-—
quiere introducir un espacio vectorial Eﬁ arbitrario Yy una
base {é.fnde E,. Con dicha base de E, podemos definir Io
que consideraremos un vector solucidn as{:

X= Z:c é EE, es vector solucidn si y sdélo
15) 3 2 n
si 27,27, 0000, €5 solucidn de B
Ahora, el primer objetivo, para caracterizar una solu-—
cidn vectorial de Lmn’ es encontrar todos los vectores solu

cidn del sistema homogéneo. Este primer objetivo lo loorare

mos considerando la ecuacidn 14) y la siguiente matrize:
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7 S e
o 1 F L B ] O
S= A A matriz ildentidad de
oS * orden n-r.
o O ’I--‘, 1

Definida S, ahora podemos escoger los n-r escalares ar-—

r+l ri2

n
bitrarios " ,x "“,ee.,% , que aparecen en la ecuacidn 14),

como los n-r escalares que corresponden a cada fila de la

matriz S. EKs decir, podemos escoger n-r conjuntos de n-r es

calares cada uno (xr+1,xr42,...,xn), gufados por cada fila

de la matriz S. En base a esa seleccidn para los xr+£

pode~-
mos formar n-r vectores solucidn en E» dados por 14), y

que llamaremos X , p=1,2,...,n=r. Las componentes de X

D p
en la base de Eh resultan ser:
1 2 r
zl= (—dr+1’-dr+_ ,...,—dr+l,1,o,...,0)

2 r
Ig=(—ai+8,-a(r+2,...,—dr‘fg,o,l,---,())

16) . L] . L] L] ° .

X

2 r
n—T':(—Of » -a‘,n"'..,-an ’0,0’000’1)

1
n
Por el arreglo de las udltimas n—-r componentes de 1os
vectores X%, D=1,2,400,n—r, se deduce que estos n-r X? son
linealmente independientes. Ya con ésto estamos listos para

cumplir con nuestro primer objetivos: encontrar todos l10s

vectores solucidn del sistema homogéneo.
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Teorena 2.4.a

E1 subespacio vectorial Eﬁ de E% generado por los

-r

XD, p=1,2,.00,n=r es el confunto de todos los vectores so=-

lﬁcidn del sistema homogéneo H(Lmn).

Por lo tanto la dimensidén del conjunto solucidn de uﬁ
sistema homogéneo es n-=r, con r rango del sistema Lmn' Re-
cuerde que los n=r Xﬁ son linealmente independ;entes.

Demostracidn.
5t iZb;i), si l1lamamos a E el conjunto

-r
F:
de todos los vectores solucidn de E(Lmn), entonces Io qgue

Dado que Eﬁ

hay oque demostrar es que E==Eﬁ_r .

A
. 81.XE E, con X=2

=

xiéi, entonces X es vector solucidn, o igual, los n x Sson

i. Primero demostraremos que ECE, .,

solucidn de B(Lmn), a ceusa de 15). Para demostrar que EC

Eﬁ—r es suficiente expresar X como una combinacidn Iineal

de los n-r Ip: es decir hay que encontrar n-r c? tal que:

D=V
r=p cPxr_.
qu g 2 +2
Si escogemos ¢ = X s = geeey cn < o r, enton=-
ces, a causa de la forma como se construyeron los Xb dados

en 16) vy a la ecuacidn 14), se cumple finalmente que

n-v
r=2cr, .

P=t v
ii. Para demosirar que K C E tomemos un I='pr1‘ EE ’
n=r P= P n—=r

y 1o que hay que probar es gue X es un vector solucidn, o
lo que es igual segin 15), que sus componentes, en la base

dada, son solucidn de E(Lmn). Esto se demuestra apovados en
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las propiedades sobre el producto de matrices, dada en el

teorema 4, asi:

Ti=v n-v 7-r
ax=4(> cPr )= a(Px )=2 cPrax ); y
7= P ps, B ot p
como AX}::O para p=1,2,...,n=r, finalmente llegamos a lo

. que queriamos probar
AX= 0.
Ahora estamos listos para el objetivo principal de esta
seccidn: una solucidn vectorial de L+ Esta solucidn estd
resumida en el teorema siguiente:

Teorema 2.4.b

Si ¥ es vector solucidn de Lmn’ entonces XY es la suma
de una solucidn particular de Lmn y algidn vector del espa-
cio solucidn del sistema homogéneo; Yy, a la inversa, una SO
lucidn particular del sistema Lmn sumada a cualquier solu-—
cidn del sistena @qmogéneo es solucidn del sistema Lone®

Demostracidn.
Sea Eﬁ-r el espacio solucidn del sistema homogéneo,
tal y como se trabajd en el teorema 2.4.a; ademds sea F una

solucidén particular del sistema L _ Y H un elemento arbitra

rio de Eﬁ entonces demostraremos:

-r’
1s F4H es solucidn de Lmn' La demostracidn es clara a

causa del producto de matrices y sus propiedades. “

A(F+ H)= AF+ AH.

Como AH =0 porgue HeEn-r’ y AF=B dado que F es solucidn

particular, entonces A(F+H)=B5.
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ii. S1i X es solucidn de Lmn entonces X lo podemos represen
tar como la suma de una solucidn particular, F, mds algun é
lemento HEE . Esto se demuestra escogiendo H= X=-F, en

Nn=r

donde es claro que X-FEE, ., Yo que A(X=F) = AX=AF= B=-B= 0,

2.5 K(T) y el sistema E(Lmn)

Sea T una transformacidén lineal de E en E , con {ei}lh
=

7] {éjitfases para Eﬁ 17] Eﬁ respectivamente. Los teoremas
de1~c;pftulo 1, el -5 y el T-6, nos dicen respectivamente
que K(T) eé un subespacio vectorial de E_ Yy que K(T)=0 &l
y sélo si T es uno-uno. En esta seccidn veremos como el pro
blema numdérico de encontrar K(T) y ver si T es uno-uno se
reduce a la determinacidén del espacio solucidn de un siste
ma H(Lmn).

La prueba es muy simple a causa del teorema 2.2 que di=-

ce que para T transformacidn lineal, con T(xY) Y existe el

sistema lineal Lmn dado por:

z—a:tf'i= Y.

=i
1 2 n ! n
r ,r%, ...,2 son componentes de X en la base ei]_ 2 YEE‘m
=)

: m
con componentes yl,yg,...,ym en la base {éjs_ . Ademds los
P -3 ]
vectores TiE’Em’ v sus componentes son las de T(ei) en la
m
base {éj_ . De lo anterior es claro que, como los XgE K(T)

izl y
satisfacen gue T(X)= 0, entonces estos X son los que satis=-

i
=17 i
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Por lo tanto el K(T) es el mismo subespacio solucidn de
H(Lmn). Ademds la transformacidn T es uno-uno cuando el sis
tena E{Lmn) sélo tiene como solucidn la trivial.

Hemos mostrado que el K(T) estd caracterizado por el
subespacio solucidn de H(Lmn) asoctado a la transformacidn

=t

2.6 El1 sistema homogéneo traspuesto, T(Lmn}, a L .

Nuestro trabajo con el sistema homogéneo traspuesto
de Lmn lleva como primer objetivo buscar un resultado muy
importante Ilamado, a veces, teorema de dualidad. Este teo-
rema se presentard en la seccidn 2.7, mientras en esta
seccidn se definird el sistema homogéneo traspuesto y dare=
mos una solucidn tedrica de éste.

Dado un sistema lineal Lmn’

m
Za'{a:i= T N R

r’:l
llamamos sistema homogéneo traspuesto de Lmn’ denotado por
T(Lmn), al sisteﬁg:
17) Zajy =O, i=1,2’.¢o’n; o bien
=) i J : Ly 'f
oy ] o 2 =
garfyjz'o, 1—1,2,...,71, GJ-—ai .
Es importante comentar respecto de la matriz asociada a
T(Lmn) y su relacidn con lea matriz asociada a Lmn'
At, traspuesta de 4, es la matriz asociada a T(Lmn). Re
cordemos que At se definid en el capftulo 1, seccidn 1.4,

ast:
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£ . pul 21 =g
18) 4°= [hj] » con ag=ay .

Con 18) y como se definid T(Lmn) en 17) se prueba que
1n matriz asociada a T(Lmn) viene a ser At, traspuesta de
4. 4% justifica el nombre del sistema T(L__). Nétese que la
matriz At se obtiene pasando lons columnas de 4 a filas en

At, conservando el orden de las columnas en 4 como el co-

rrespondiente en las filas de At.

Para el propdsito de encontrar soluciones a TTLmn) in-
troducimos una base {eijzlen el espacio E , tal y como se
hizo en 2.3. Recordemos que los vectores T, también defini
dos en 2.3, pertenecen a E#, con componentes a{ en la base
{eizz. De estos T, supusimos que el rango era r, y arregla
mos los primeros vectores de Ti’ 1=2,84i00esT: COmo 108 1l
nealmente independientes. ‘ j

Rango de un sistema Lmn se llama al ranpgo de l1os {f}}l{
De tal forma que si r es el rango de 1los Ti entonces r es
el ranco de Lmn’ y asf{ a la inversa. También se dice que el
rango de Lmn es el rango de 1la matriz 4, asociada a Lmn; lo
cual es consecuente con la definicidn 16 dada en el capftu—
lo I.

Para encontrar soluciones a T(Lmn) formaremos una nueva
base de E , denotada por{éigz, cuyos primeros r vectores
son los r primeros vectores de {TiQL; es decir,

é_Z:Tl’ ég-—: 2"”’ér:TT"ér+1"”’ém'

Los dltimos m—-r vectores, ér+1 hasta ém, son los que comple
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tan la base y sabemos que existen por el teorema de comple=
titud de base, dado en el capftulo I como teorema 11l.
Las ecunciones de trasformacidn de base entre {eiyzr

é Im, gufados por el teorema 3 del capf{tulo I, las podemos

representar asf:

= h

19) e, __sjéh s Y
hoy J

20) éi= _S_._ L€ 4 o

J=)
0 sea que S::[S;] viene en lugar de 4, y:U==[ﬁ;]en lugar de
4, en el teorema 3 del capftulo I. De este teorema conclui

mos las dos siguientes ecuaciones:
Y’= S¥, X, componentes en la base ie } de un
vector en E .

T lrt, I;, c0mponentes del mismo vector en
la base iéj]?.
)=

21)

Dado que los vectores T,, en la base {ei}é, sus compo-
nentes vienen dadas por las columnas de la matriz A:[&{]

entonces usando la ecuacidn 21 de trasformacidén de compo-

nentes tenemos:

Ti—:STi 2
212 m
ai,ﬂi,...,ai,

i':l’g,ano’n y con
componentes de T, en {eiﬂ"y
: =y
7 2 m m
di’d ""’61 , componentes de T, en %éjh=f
T, como vector columna es T;= (ai,af,...,a?), mientras que
T{ como vector columna es T{::(dl,df,...,d?). La ecuacidn
Ti“STi es equtvalente a la ecuacidn:
h .1 2,-..,77!
Zsjai, ik 121,2,..-,71 <

o bien a la ecuactdn.
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22) ;E:shli

Por el hecho de que los primeros r iT } son también
i)

los primeros elementos de la nueva base féj% concluimos
=i

que las dI1timas m—-r componentes, de cualguiera de los pri-
meros r Ti’ en la base nueva son cero. Lo mismo se puede
decir de los Tr41 hasta Tn_ ya que éstos son linealmente

dependientes de los primeros r Ti' Estos hechos justifican

las ecuanciones:
m
0= drw_ r4£ J 1=
M Jg i
0 Z 157 *

finolmente, la ecu ac idn:

ti r+e
23) 0= ;z-aj 3 "

E
La ecuacidn 23) nos indica que los s§+£,sg+€,...,s;*£

I

3

forman una solucidn del sistema T(Lmn), para cada €= 1,82,
eesp,m=r, Por lo tanto, tenemos: m=T conjuntos de solucio—

nes oue podemos representar asi:
r+£ W hE rie
C ( 2 ’loc,sm )’ £=1,2,...,m—r-

Los CE eran las soluciones que buscabamos para el siste

ma T(Lmn)'

Bl Teorema gg dualidad

Previo al teorema de dualidad, objetivo principal de
esta seccidn, es necesario mostrar que los m—r C son lineal
mente independientes. Para ésto, primero probaremos que:

STU=US=1I.



Para demostrar la ecuacidn anterior es suficiente con lle=

gar a fs?u'{:S? » en donde S’; es 1 st h=1 y S’;-_—o si
J=1
h #1. De las ecuaciones 19) y 20) tenemos que:

é’iEZuie.j_Z J(Zs h)’ o sea que,

4=

é —,i(i jsh)é : de donde finalmente lo
que querfamos:

24) Zs u' "Si .

J=)
+ r
Para demostrar, ahora, gue los C' (sr 9,32*5,...,3;“)

»

£E=1,2,.0.,m=r, son linealmente indevnendientes es suficien

te que se cumpla con,
S »;Z:d sJ_O entonces dh-—- Qg L e sl
De z_ JEO, F =T, 8, 6 ve gl SC deduce que Z“ uy ;==O J=
1,2,..c.,m & 121,2,...,m; de ahfZ(Za(u sH=0, i=1,2,
Sty ey LUEH 0, id (Zs )= 0, id =1,2,..0sm3 Dero por 24),
gﬁlsi_o 1=1,2 ...,m, de ah{ finalmente lo que querfa-
mos di=0, 1= 11,8 a vaslts
Con lo anterior gueda probado que lIos m=-r CE son l1i-

nealmente independientes, Ahora, estamos listos para el teo
rema de dualidad.

Teoremo de dualidad., EI1 sistema homogéneo B’(Lmn) y

el traspuesto homogéneo T(Lmn), ambos de un sistema
I’mn, tienen el mismo rango. En otras palabras, la mairiz a-
sociada, 4, Yy su traspuesta, -At, tienen el mismo rango, O

mAs general, una matriz arbitraria y su traspuesta tienen

el mismo rango.
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Demostracidn.

Por el teorema 2.4.a sabemos que st el sistema H(Lmn)
tiene rangg: entonces dicho sistema tiene, a lo sumo, n-=r
soluciones linealmente independientes. Por lo anterior si
el sistema-T(Lmn) tyviera rango r’, entonces a lo sumo ten-—
drfa m-r’ soluciones linealmente independientes. Ya encon-
tramos, para T(Lmn), m-r soluciones linealmente independien
tes, a saber los m-r C'£ , por lo que hay que concluir:

m-r<m-r’, y de ahi que,
rEr.

Luego, como el traspuesto homogéneo de T(Lmng coincide
con E(Lmn) tendrf{amos que hay n-r’ soluciones linealmente
independientes de H(Lmn) y gue el sistema BYLmn) tiene a lo
sumo n-r soluciones linealmente independientes, por lo gque

hay que concluir que:

n=r’<n-r , y de ahf{ que:
r<r’.

Con los dos resultados, r<r y r<r’, se concluye que
r= 1‘.’

La d1tima ecuacidn demuestra el teorema de duclidad. #

2.8 Condiclones gg eristencia

Sabemos que una condicidn suficlente Yy necesaria para

que el sistema Lmn’ dado por,

p
Za{x‘l:’ bJ ] j'-:-'ln*’-?.o eooslly
‘=1
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tenga solucidn es que Eszbl,bg,...,bm) pertenezca al subes
pacio generado por los n T,= (dﬁ,af,...,a?).

Un caso particular importonte ocurre cuando el sistema
es de orden cuadrado, m por m: st Ios m T(ei), en este ca-
so, son liﬁealmente independientes, es decir el rango es m,

entonces siempre eriste solucidn y, por supuesto, ésta es

Unica.

S1 el rango de Lmn es r entonces lo condicidn necesaria
y suficiente para que exista solucidn es que I?EEG; en done

de E} es el subespacio generado por los r Ti linealmente in

gt
dependientes de f*Til .
=i

Si para el vector B.EEm con componentes bl,b‘g,...,bm,

m
en la base {eii , utilizamos las ecuaciones de trasforma-
=i

cidn de componentes, dadas en 21), tenemos que:

R Z”" h,J 5 :

25) 6 :‘isr st » hml’ggooo’m,

con B" componentes de B en {éjl 3
1<)

De 25), las Ultimas m—r componentes de B, en la base féjlﬁ
i=)

las podemos expresar asi:
Hr‘"E :fs;‘l{f bJ’ E=1, C?’oo -,m—'r-

=
La ecuacidn anterior, junto con que T, =€;,7,= ég’-“’Trz

ér’ nos lleva a plantear el siguiente enunciado:

n
Za'j.‘l.‘i:t bj, J -—"1’2’ . ..,m tiene SOluCidn,

: i
26) 25
si y sdlo si 5§i33*£bj= 0, 821,28, 4003 l=Pe
=)
Como C£=-(sg+£,s§*£,...,s;f€), £€=1,2,...,m=r, entonces

26) pasa a quedar asi:
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Z.n_'a'{.ri= bJ, J=1,2,...,m tiene solucidn si
i - y sélo si C’b.-B:O y €=1,2,c00m="r,
Pero como los m-r ot ,ver seccidén 2.6, son base del
espacio solucidn de T(L ), podemos decir finalmente que

27) se reduce a:

> oxt=pd

ayr’ = »/, j=1,2,...,m tiene solucidn, si
<=

28) y sélo si, B es ortogonal al espacio solucidn

de T(Lmn).
Es claro gue Lmn tiene solucidn surficiente con que B

sea ortogonal a m-r soluciones linealmente independientes

del sistema T(Lmn).

2.9 Determinantes Yy rango QE una matriz

En esta seccidn veremos un teorema que relaciona de—
terminantes y rango de matrices. Es importante que se re-
cuerde la definicidn de rango de una matriz, dada en el ca-
pi{tulo I, como D-16. Ademds se expone un método para calcu-
lar numéricamente el ranco de una matriz, via saber calcu=-
lar un determinante. Los resultados de esta seccidn no son
los mejores, desde el punto de vista numérico, para calcu-—
lar el rango de una matriz. El1 método nunérico adecuado pa-
ra calcular el rango de una matriz lo exrpondremos en el ca-
pitulo III; mostrando sus ventajas sobre el aqui expuesto.

E1 resultado de esta seccidn viene en el siguiente teo-

rema.
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Teorema 2.9. El1 ranco r de una matriz A, m pornh, €S

igual al nimero p, tal cue el mayor determinante dife
rente de cero, sacado de lo matriz A, es de orden p.
Demostracidn.

Sea la matriz 4, representada en su forma rectangular,

1 i 1

al 02 y o0 0p an

8- 2

(11 ag g e e ey an
A:: L] . L

m m m

al a2 p e ey an L]

Supongamos que existe en A un determinante de orden p
diferente de cero. Reordenando filas y columnas en 4, pode—

mos llegar a la submatriz de 4, que llamaremos L, dada asi:
¥ i b/

G Gy, seecs Gy

2 =g 2

az ai_,..., az/
en donde las primeras p filas de esta matriz L jbrman el de
terminante de orden p diferente de cero. A causa del teore-
ma de dualidad, y al teorema sobre determinantes y lineali-
dad, dado en el capf{tulo I, todos los vectores columna de
la matriz L son linealmente independientes. Como estos p

vectores columna de I son también vectores columna de 4, te

nemos que:



29) pLr.
Por otro lado si r es el rango de A entonces existen en 4
r vectores columna que son linealmente independientes. ReoOrl

denando columnas en A podemos dar una submatriz de A asfi:

1 1
ag d%t seces Qg

2 2 2
aqt aqL F L L aqw

a?} @q  seces Gy,
en donde r es el ranpo de Q.

Segin el teorema de dualidad, deben exisiir en Q r vec—
tores filas que son linealmente independientes. Estas r [fi-
las, de r componentes, forman un determinante de orden T qz
ferente de cero. Por lo tanto, tomando en cuenta la defini-
cién de p, tenemos gue:

30) r<p.
Es claro que de 29) y 30) concluimos que:

r=De.

2,10 Ecuaciones principales y nuevas condiciones de exis—

tencila.
De el sistenma Lmn’ con rango r, dado por,
n
i
Za{x =0, §=1,2,...,m2
‘=
reordenando filas y columnas podemos pasar al mismo sistema

resad si:
Lmn exp o a
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31) Za Ia:c"'*‘-‘- W Sy,
En 31), de acuerdo al rang:) r del sistema L . Y el reordena
miento de elementos que se hizo, las primeras r columnas y
r filas formar un determinante A+0. £En representacidn rec

tangular 31) aparece asf:

3 1 r.I 14
‘lz.rl+agz +...+az+am1 +...+ann b'z
2 2 1 2
1:1:14- ag.'r + ...+¢12.rr+a 1 r+ +...+an:cn=b2

Ld . L] . - L]
L] [ ] L] e L] L ]

. L ] L L] L] .

rl r r+l r.n
32) a,r y agr + eee day Tz +aN1 4 cee Ya,z =D

L ] L] L] L L] L]

1::1+ ag:c + oeeetan ReT 3 4:1m l.rﬂl-;-... +a$_,rn=ﬁm

Las primeras r ecuaciones de 32) se llaman ecuaciones
principales de Lmn’ y el determinante de orden r, en su re-—

presentacidn rectangular viene como

B 1
a.l 82 P Gr
2 2 2
al ag o @ 0 ar
PR = 0
o0 T Ve ’ & 7
r r r
Gyl e re Ay

k1l primer resultado de esta seccidn serd probar que el
conjunto de todas las soluciones del sistema Lmn' E, es i~
gual al conjunto K, de todas las soluciones del sistema de

ecuaclones principales. Kl sistema de las ecuaciones prin-
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cipales es: ai

1+82:L' + e @
1

a ‘1’02: +oco+a =

L L] L

L ]

34)

rl, rZ2 Pl i
a;z +qgr oo +an:r =b

con A#0, dado en 33).

Teorema 2.10.a El conjunto de todas las soluciones

de L__, E, es igual al conjunto E’de todas las solu-
ciones de las ecuaciones prinéipales del sistema L,

Demostracidn.

Lo que hay que probar es gue E=EF’. Cualquier solucidn
de Lmn’ y por supuesSto una particular F, es- solucidn del
sistema de ecuaciones principales. Kl rango de Lnn es r, ¥
por el teorema de dualidad, el rango del sistema 34) tam—
bién es r. De lo anterior se deduce que el subespacio solu

cidn del sistema homogéneo de L n® E y el subespacio soO

n-r’

lucidn, E;-r , del sistema homogéneo de 34) ambos tienen
rango r. 4 causa del mismo rango de E_ . Y E;_r y al hecho
de que.E C:Eﬁ -p €S inmediato que E T n ,e Ya con el

resultado anterior, y con el hecho de que F, solucidn parti
cular de Lmn' lo es tanto de Lmn como de 34), el teorema
2.4.b nos conduce a que E=E. #
Def sistema L, representado en 32, vamos a formar
m-r determinantes que llamaremos determinantes caracteris-

ticos. Estos determinantes vienen definidos asi:




67

1 1 1 q
al ag R ar b
b4 2 2 2
al 02 e e 0 ar b
35)." K = . ‘ § ;
r r r r
al ag A ar b
r4E rig r+e rie
al 02 200 ar b »

con £=l,2,...,m—7‘.
Las nuevas condiciones de existencla, ofrecidas para es
ta seccidn, estdn contenidas en el teorema siguiente.

Teorema 2.10.bd Dado un sistema Lmn s con rango r, el

sistema L ., tiene solucidn si y sélo si los m—r deter
minantes caracteristicos de Lmn . £f', son ilguales c cero.

Demostracidn.

El sistema L _ tiene solucidn st y sélo st el conjunto
de los n vectores columna, de la matriz A asociada al sistg
ma Lmn , tiene el mismo rango que la matriz A’, formada por
la matriz A mds una nueva columna constitufda por el vector
(bl,bg,...,bm). Lo anterior lo podemoS expresar ..

columna

mds claro si representamos A y A’de la siguiente manera:

1 A ¥ |
al 02 e e o an
02 G2 a2
i A n
A‘-—' . . .
m

36)
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g 1 | 1

al 02 es e an b \
2 2 2 2
al 02 se e cn b

pils . ..

N a? ag coe ag bu/ .
El sistema Lnn’ con matriz asociada 4, tiene solucidn si y
'sélo si el rango de 4 es igual al rango de A'. A y 4 ‘como
en 36).

Supongamos que el rango de A y Aes r: segin el teorema
2.9, podemos concluir gque todo determinante de orden r+l,
sacado de A°, es cero. En particular serdn cero todos los
determinantes caracteri{sticos £§,, ya que provienen de 47y
son de orden r+l.

Sélo nos resta.probar la‘condicidn suficiente. Si los
ﬂf son cero, entonces exriste una dependencia lineal entre
Jlos vectores columna de Zf} es decir existen vi(s_) y u(e)
para cada €=1,2,...,m~r, tal que alguno de los vi(e ) o

u( £ ) no son cero en las ecuaciones:

ijv‘(s)+u(s)b'7=o

Zar*"i i(£)+u(£)br§i 0'
con J'—"l,g,-..,r y E‘:l,g,o--,m-r-

37)

En las ecuaciones 37) tenemos gque uf € )# 0, ya que si
no fuera asi, entonces tendr{amos que A=0, lo cual es con-
tradictorio. Dado*que u(€ )# 0 podemos pasar de 37) a las

siguientes ecuaciones, despejando b/ Yy bT7E
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-
b = Za{wi(er)
38) =i
‘e
e a;'“wi(E y
con: J= 1,85 640, y‘?=1,2,...,m—r. En las ecuaciones 38) es

i
claro que wifa ):——E-L£Ll .
: u( £ )

La.primera ecuacidn en 38) nos indica que los wi(a'), i
=1,2,40.,7, constituyen una solucidn de un sistema ey

es decir Lr2 s SJormado con las r primeras jfilas y columnas
de la matriz A. Dado que la solucidn de los wi(é ), para el
sistema Lr2, es udnica, a causa de que el rango de Lr2 es r,
concluimos que 1os mi(E ) no dependen de £ , y por lo tanto
38) se convierte en:

39) v/ = a'{w

eseym=r. De las ecuaciones en
39), es claro que la solucidn sue buscamos para el sistema
L viene dads as{: zi= w1,12= wg,...,zﬁz w ; mientras gque
las n-r incdgnitas que se pueden escoger arbitrariamente,
dado gue el sistema tiene rango r, las podemos hacer igual

y o r+2 n
a cero: es decir, T I_ 0, = 0,060s% = 0s #

2.11. La solucidn de Cramer

Ahore veremos un procedimiento numérico para soluctio
nar un sistena Lmn; 8in embargo, su defecto consiste en la
cantidad adbundante de operaciones que emplea. La solucidn

de Cramer, que es la que se presentard en esta seccidn, in-
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volucra el cdlculo de determinantes, los cuales resueltos
mediaonte la ecuacidn 2), seccidn 1.4.d, cap{tulo I, son los
que acrecientan desmesuradamente el numero de operaciones.
Serd en el capf{tulo III donde veremos la diferencia en la
cantidad de operaciones para el método de Cramer comparado
con otros métodos; as{ como también porque es {iImportante
la cantidad de overaciones a pesar de disponer de mdquinas
calculadoras de alta velocidad.
En esta seccidn presentaremos dos casos del método de

Craner;: en realidad el mismo método, pero empleado en un ca

so particular v en el caso general,

es decir, L

de orden m, wn

Caso 1. Sec el sistema Lmn

= Lma con rango m. Dicho sistema viene dado as{:
i“{xi: bJ} J=1,2,000,Mm,
£‘=]

Como los m vectores columna de la matriz 4,

40)
asociada a
40), son linealmente independientes se cdoncluye que existe

solucidn y esta es uUnica. K1 determinante del sistema 40)

viene dado como:

al al al

1 a2 **° m

a2 02 02

2 2 °*° ]
A=|. . . | TF

41) L ] - -
m m | m
al 02 e e an ™

Para buscar la solucidn de Cramer multiplicamos la ecua

cidn 40) por el cojfactor q? con k=1,2,...,m« Dichos co-
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Jactores vienen defintidos como en la seccidn 1.4.e, capf{tu-

lo I. Ya con esto,la ecuacidén 40) queda como:

kji kj J=1,8,0e0,7
;’(x I HO(J k':l,g’t-o,mo
Luego sumamos la ecuacidn anterior sobre el subindice J y
obtenemos —
m _m
Z(ZO( a I )_Za( bJ k‘-:' 1,2,...,7)2,
j'_-', 17’ Jtl
o bien:
- = " k. d |
42) Z{Z ""Z"fjb‘v Ty Sy
£t J=i j-.\

En la ecuactdn 42) se demuestra:-

J=i

11. i«’;{-o st k#i.

i. estd probado por ser la expansidn del determinante A,
dado en 41), por la k-ésime columna. ii. estd probado por-
que corresponde a la expansidn, por la k-ésima columna, de
un determinante de la formc de 41) pero con la misma colum—
na en la k-ésima posicidn y la i-ésima; es decir, es un de-
terminante con dos columnas iguacles y por lo tanto cero.
Los asertos i. y ii. convierten a 42) en

k=Zmo(f;bJ, K=l anstld
de donde, ftnalmente,‘ﬁstenemos la l1lamada solucidn de Cra—

mers:

43) = ——Zq"f ktlggga..',m
JEI

Caso 2. Aquil tendremos yn sistema L .» de rango r y

con solucidn; en donde las primeras r filas y colum-
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nas de la matrix A'asociada a L Jorman un determinante ,

mn
de orden r y diferente de cero. Es decir:
1 1 1
al ag L N as
2 2
B ﬂ.l 0.2 s e @ ar
44) A — L] . . '#7 O
r .r r
al 02 s a0 ar

Las primeras r filas son las ecuaciones principales de
Lm#, gue segun el teorema 2.10.a, dan las soluciones de Lun
y por 1o tanto trabajaremos sélo con ellas. En este caso
el procedimiento_ss similar al caso 1, y se desarrolla asi:
del sistema zia{ziz-bj, J=1,2,.4.,r, Pasamos a las e-
cuaciones princi;ales. ' |

Za.r + r45-"—'r+£: bJ, J=1,8,c00e5Ts
Luego, seguimos e1 caso 1 de la siguiente manera,

.Z oafa" t 2 el =zt
con Je l1,8,e0ss Y ke 1,2,...,r. En la ecuacidn anterior

sumamos sobre el sub!ndtce J v obtenemos-

Z(Z ):c +Z(Z r“' 2T —Z"‘ b/,

J= J J=1
Az 'f‘Z(ZL A r+€)°(J = JbJ COTII

k=1,2,...,7. Note en esta iltima ecuacidn gue A es justa-

nente el determinante dado en 44). Ya con ésto la solucidn

de Cramer, al despejar xk, resulta ser:

45) - __—[Z k(bj Lar*z r+£)] » k:—l,«?,...,r.

L=
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Observe el gran parecido de esta solucidn con la solu-
cién dada en 43); también note que las n-r incégnitas z' ' ¢
se pueden escoger arbitrariamente, lo cual coincide con la

solucidn tedrica dada en 2.3, ecuacidn 12).






CAPITULO III

3.1. Solucidn numérica gg sistemas lineales Yy algunos pro-

blemas

La solucidn numérica de un sistema lineal consiste en
cualguler método que de un algoriitmo para encontrar, si es
gue existen, las incdgnitas, Sin embargo, el problema se
complica, por ejemplo, a causa de que ciertos métodos emple
an una cantidad de operaciones tan grande que la solucidn
se vuelve impracticable,

La cantidad de operaciones pareciera no ser un problema
si se dispone de un computador, sin embargo adn asf{ el pro-
bilema subsiste. En ciertos casos, no muy comunes, pero no .
por eso carentes de inportanéia, la cantidad de operaciones
es el factor decisivo para decidir si el problema tiene o
no solucidén. Esto porque la cantidad de iteraciones es pro-
vorcional, mds o menos, al tiempo de trabajo que regquiere
la mdouina para resolver un problema.

Algunos problemas dependen del tiempo que la mdquina en
plee en dar solucidn, y aidn mds, otros tienen solucidn se-
gin el tiempo que tarde la mdquina en resolver las operacio
nes. Por ejemplo, en el caso de un misil se necesita una
cantidad mfnima de tiempo para procesar informacidén y reac—
cionar, si adn se espera que el misil de -en el blanco. Tam-—
bién, en cierto grado, el nimero de operaciones es propor-—

cional al costo, por el mayor o menor tiempo que se use la
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mdquina. Asf{ pues, en un caso el tiempo en que la mdquiha
resuelve es vital para que ésta pueda dar la solucidn de-
seable al problema; en otro caso, tal vez el tiempo de so-
Jucidn no sea vital pero incrementa gastos, dependiendo, in
directamenie, de la cantidad de operaciones. Finalmente,
siempre subsiste el problema en s{, tedrico, de plantear so
luciones que reguieran el minimo de iteraciones.

En este capf{tulo, no entraremos en detalles al respecto
de la cantidad de operaciones, nos limitaremos a indiqar la
cantidad de operaciones gue requiere un método u otro. Tam=—
bién, hay que notar gque el tamafio de la matiriz asociada a
Lmn puede generar problemas serios para su computacidn: tan
to por incrementar la cantidad de operaciones COmO por erro
res de redondeo. -De acuerdo a Scheid (1968:338) la acumula-
cidn de error de redondeo es aprorimadamente dependiente de
la rafz cuadrada del numero de operaciones.

En este capitulo, seccidén 3.2, trabajaremos el importan
te caso de las matrices no-singulares, mientras que en 3.3.
veremos las técnicas numéricas para trabar con matrices.
Luego en las secciones 3.4 Yy 3.5 desarrollaremos unos méto-
dos eractos para resolver un sistema lineal Lmn. En la sec=
cidn final, 3.6, se desarrolla la solucidn de los problemas
asociados a un sistema lineal: determinantes y cdlculo de
la inversa.

Llamaremos métodos eractos (directos) para resolver un
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sistema Lmn , aguellos que emplean un nimero finito de ope-
ractones elementales (+ ,- , X ,+ ) que conducen a la .solu—
cién exacta; en el supuesto de que las mdquinas no hicieran
redondeos. Los métodos indirectos trabajan, esencialmente,
por criterios de convergenclia, es decir, aproximar la solu-—
cidn mediante procesos de convergencia. Para una explica-
cidn mds amplia de los diversos métodos consultar Faddeeva

(1959:63-65).

3.2. Katrices y transformaciones no-sSingulares

D=1 Katriz no-singular. Dada una matriz A::[a{], n

por m, decimos que es no-singular si al asociarle su
correspondiente overador lineal T, , de un espacio arbitra-
rio Eﬁ en el mismo Eﬁ, sobre una base dada feiE:, resulta
que 2A, es no-singular. _

Recordemos la definicidn de un operador lineal no-singw
lar, dada en D=11 capftulo I: T: E,—> E, es no-singular si
y sélo si la transformacidn lineal T es sobreyectiva.

En esta seccidn serd de utilidad tener a la vista los
sigutentes teoremas:

Teorema de determinantes y linealidad; Cap.l.
Para una matriz 4, m por m, 10S vectores
5 columna son linealmente independientes si

y sdlo si d(4)+ o.

Teorema 2.1; Cap. I.
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Si T es transformacidn lineal, de E, en E,

y A su matriz asociade sobre una base {ei}
B) o

entonces se cumple que T(X)=Y si y sdlo si

A¥=1Y.

T-1 Operador lineal no-singular e independencia 11—

neal. Dada una transformacidn lineal T, defini-

da de E en E s ¥ una base arditraria {e Smde E’
entonces T es no=singular si y sélo si los m vectores T(ei),
t=1,2,...,m, son linealmente independientes. Otra forma e-
guivalente del enuncliado anterior viene a ser que T es no-
singular si y sélo si el determinante de la matriz asociada
a T, sobre una base arbitraria, es diferente de cero.

Demostracidn.

i. Si T es no-singular entonces para cualquier&f’ﬁﬁh 5
eriste I EE, tal que T(X)=1Y. Lo anterior por definicidn
de oue T es no-singular.

Sea {e.ym una base arbitraria de E , entonces tendremos
gue eristen los .rj tal -que I:ir’e . Dado que T(X)=7Y y

T es lineal, entonces Y==:§i JT(eJ). Lo anterior indica
gue los m T(e .) generan al e;pacio E . Finalmente, como E
es de dimenszdn m, entonces los m T(ejj son linealmente in-
dependientes.

ii. Si losm T(ej) son linealmente independientes, en—

tonces generan al espacio E de dimensidn m; por lo tanto

para cualguier fEEm existen los x J tal que Y= Z:JT(e ol
)
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Como T es transformacidn lineal tenemos que la ecuacidn an-

om
terior se convierte en Y=T( ijej). Si hacenmos I:f:rj

J=1 ]

ej, entonces hemos probado que T es sobreyectiva, por lo =
tanto no-singular.

Nota: La fbrma equivalente referente al determinante se de
muestra basados en el enunciado A), de determinantes y Iine
alidad dado al principio de esta seccidn, Jjunto con el he=
cho de que las componentes de T(ej) Jorman las columnas de
la matriz asociada a T.

Corolario T=1. 1. Cualguier trasformacidn no=singu-~-

lar es uno-uno. ii. Cualquier trasformacidn no-singu
lar es un isomorfismo en el espacio en el cul estd defini-
da.

Demostracidns:

Sea T de Eh en Eﬁ no-singular, dado que la matriz aso-
ciada a T, llamémosle A, tiene por columnas las componentes
de T(ej) sobre una base {eJE: de E , resulta, por T-1, que
el determinante de 4 es diferente de cero. Como el determi-
nante de A es diferente de cero el rango de A es m; enton-
ces el sistema lineal AX=Y, para cada Ys;Eh, tiene una so=-

lucidn idnica. Es decir, T es uno-uno; ver capftulo I, sec-

cidn 2.8.

i11s BEsto es claro por la definicidn de transformacidn
lineal no-singular, el resultado i. del corolario dado aquf

y la definicidn de isomorfismo. #
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-2 Katriz no-singular, E(Lng), determinante, inversa.

Para una matriz A::[h{] las siouientes proposiciones
son todas equivalente, con A matriz m por m.
i, A es no-singular.
. AX}=O- tiene como urnica solucidn la trivial.
111, Determinante de A es diferente de cero.
iv., Eriste inversa de 4.

Demostracidn.

Lo que hay que probar son las siguientes implicaciones:
1,211, 1i>iii.; 111.3 iv.; iv.> 1.

.11,

Dado que A es no-sinoulaer entonces, por el teorema 1,
el determinaonte de A es diferente de cero y de ah{ que el
rango de A es m. En este caso el sistema lineal AX= Y, para
cada Y £E,, tiene solucidn dnica. Finalmente, AX=0 tiene
entonces sélo una solucidn paora X: €sta necesariamente es
X= 0.

Lo anterior se puede resumir asi:

AY=0 implica que X = 0.
La dl1tima ecuacidn prueba que en este caso el sistema homo-
péneo H(Lm2) tiene como udnica solucidn la trivial.
il.=>iil.

Si AX=0 imvliéa que X= 0 se deduce, por teorema 6 ca-
pf{tulo I, que AX=Y tiene solucidn dnica de X para cada Y.

Por lo tanto los vectores columna de A son linealmente in¢£
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pendientes y, por el enunciado 4)y, dedo al principio de la
seccidn, tenemos que el deferminante de A es diferente de
cero.
Viii.ﬁpiv.

Si el determinante de A es diferente de cero entonces
los vectores columna de A son linealmente independientes,
por el enunciado A), a causa de ésto resulta que el siste-
ma lineal AX=Y tiene solucidn dnica para cada vector colum
na Y. De lo anterior, junto con el enunciado B) dado al
principio de la seccidn, tenemos que T, asociada a 4 es
uno-uno Yy sobreyectiva. Por este ultimo resultado conclui-
mos que fA tiene transformacidn lineal inversa, que llama-
remos Tzl, la cual cumple con:

07

La matriz inversa de A viene entonces dada como la matriz

1= In

I.

asociada a T;l y cumplird, por supuesto, con que AA~

iv.=> 1.
Lo que demostraremos es gque dado 4, entonces la trans-

Sformacidn lineal asociada TA es sobreyectiva. St tomamos

cualguter vector columna Y tenemos que, COmMoO T enton
ces:

W %
De 1la ecuacidn anterior es claro que para cualquier Y exis-

1

te un X tal que AX=Y; explicitamente X=A4 ~ Y. Con &cto

Sk

queda porbado que T, es sobreyectiva.

4
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Corolario T-2. Sean A y B dos matrices no-singulares

entonces el producto de ellas es no-singular.

Demostracidn.

Por la propiedad de determinantes, dada en el capftulo

I, que plantea que d(4B)= d(4)d(B), tendremos que ya que
d(4)+ 0 y d(B)+ 0, por ser A y B no-singulares, d(AB)+ O.
Si d(4B)+ 0 entonces por el teorema 1 resulta gue AB es no-—

singular.

7-3 Lema de Gersgorin. Dada una matriz cuadrada 4,
m
J] . J J -
de orden m, A= [ai] > 81 lad.t;,;lai_l J=1,85e00,m,
R E A

entonces 4 es no-singular.

Demostracidn.

Sl A es singﬁlar entonces existe un vecfor columna I%O
tal que AXY=0. Es decir, la solucidn del sistema homogéneo
AX=0 no es sdélo la trivial. Existe, pues

= (1,2%,...,2") #o.
De dicho vector X tomemos la componente de mayor valor abso

luto,es decir: l:r'fI: maxr I.'ri( » 15 1,8,0ee,ta KS claro

. s
que 1‘775—0; de ah{ que Za{ziz 0, implica 2! J— Z‘j t,
c= €#0)=)
De la dltima implicacidn se deduce, por simple dl,qebra, que

.17{:

(£#))=i _1:7_

~

Tomando el médulo a ambos lados de la ecuacidn anterior,
luego aplicando la desigucldad triangular Yy, finalmente,

con el hecho de que f:rjlzma.r I.ri, , i=1,2,...,m0 tenemos
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las sigulentes erpresiones-
J) 1.1
la , < ﬂ’killz I
J - -—T—
(4#.)}“ ; (Exi)er l-r |
[ 7
< -§- lail.
(c#9)=
FPinalmente queda demostrado, de las expresiones anteriores,
m
ks J
Dla]|

(<HJi=)
£l lema de Gersgorin, aparentemente, serfia el método nu

que Iaj

mérico ideal para verificar si una matriz cuadrada es
no-singular. La desventaja, obvia, del lema radica en que
sélo plantea una condicidn suficiente para que una matriz
sea no-singular. En otras palabras, si se satisface la hipé
tesis del lema estamos seguros gue la matriz es no-singular,
pero Si la hipdtesis no se satisfacesno sabemos si la ma=-
triz es singular o no-singulaor. De todas formas el lema de
Gersgorin es una buena alternativa numérica para el andli-

sis de singularidad de una matriz.

3.3. Operatoria numérica sobre matrices

D-2 Operaciones entre filas. Dada una matriz 4, =

por m, definimos como operaciones entre filas, en la
matriz A, cualguiera de las siguientes tres operaciones:

1) (1)e>(1) , - Intercambiar la fila t-ésima
' con la fila j=ésima.

i1i) (i)=>c(t), Sustituir la fila i-ésima por
el producto de un nimero c#0
con la i-ésima fila.
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ii11) (i1)>(i)+ c(]) Sustituir la fila i-ésima
por la suma de la fila
i-ésima con el producto
de ¢+ 0 a la j-ésima fila.

D-3 Kairiz elemental. Sea Iﬁ la matriz identidad m

por m, llamamos matriz elemental a cualquier matrixz
derivada de Im por medio de aplicar, sélo una vex, cualquie
ra de las operacidnes entre fllas.

D-4 Natriz diecgonal. Dada una matriz A, m por m,

I1lamamos matriz diagonal aguella que tiene ceros en
cualguiera de sus elementos, excepto quizd, en la diagonal.
Es decir, a'z=0 si i#J.

D-5 KNatriz triangular. Dada una matriz 4, m. porm,

Jlamamos matriz triangular aquella que tiene ceros en
todos los elementos que estén por debajo de la diagonal. Ks
decir, a’{=0. si 1<]j.

D=6 Katriz equivalente por filas. Decimos gque una

matriz B, m por n, es equivalente por filas a la ma-
triz A, m por n, st B se obtiene de la mqtrix A por medio
de aplicar una sucesidn finita de operaciones entre filas
comenzado con A y continuando con las que genera A.
Ejemplo:

12 16
B = es equivalente por filas a
: 2 4

. (1 2\
it TR
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dado que B se obtiene de A mediante las operaciones entre
SJilas siguientes:

(1) > 2(1)

(2) > 4(2)

(1)<> (2).

T-4 Katriz ideniidad y operaciones enitre filas. Da-

das dos matrices A,B, ambas m por n, el teorema que
demostraremos aquf establece lo. siguiente:
a) Si B es equivalente a A, por medio de una sdla ope-
racidn entre filas, enfonces eriste una matriz elemental K
tal éue:
B=EA.
En dicha ecuacidn, la matriz elemental K se obtiene de
la identidad aplicando la misma operacidn entre filas que
se aplicé en A para pasar a B.
b) Finalmente, demostraremos gue cualguier matriz elemen— .
tal es no-singular.
Demostracidn.
Sea A una matriz m por n con elemento general a£ s €
Ih la matriz identidad con elemento general e; « Para la ma
triz B, equivalente a A, llamaremos bi a su elemento gene—
ral; mientras que el elemento general de la mairiz elemen—
tal E serd é;.

a) Lo que hay que demostrar es gque Si se aplica alguna de

las operaciones entre filas, dadas en D-2, en A para obte-
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ner B, y la misma operacidn entre filas en Im para obtener
E, entonces BéEA. Como tenemos tres operaciones entre fi-
las hay que probar que B=EA parah cada una de las operacio=-
nes entre filas,

41 usg;' la operacidn (i)«>(j), B se obtiene de 4 inter—
cambiando la fila i=ésima por la j-ésima, mientras jue E se

obtiene de Im haciendo 1o mismo. Laé siguientes ecuaciones

plantean el intercambio de filas explicado en el pdrrafo an

terior:
2) b£=a£ , para toda pi & DP#J, kK =1,2,¢04,mR
pleal & bl=o), kK=I12,...n
3] - ér____e; , para toda r#i & r#£J, D=1,2,c0esM
é;):eg & égze; R p=1,2,...,m;

Si tomamos el producto EA, con elemento general r-ésimo,
k=ésimo, rei & r=</J, apoyados en 2) y 3) tendremos
m
S .
Zépak Z %k —Z;_S;“k'-' apwdy s T
r«Jj. Hemos probado que B =FEA para todas las filas excepto
- i 1, si r=p
la i-ésima y la j-ésima. Recordemos gque 3 ...e o si rp®
Las siguientes ecuaciones, basadas también en 2) y 3), prue

ban gue B=FEA para los casos gue faltaban de la i-ésima y

J-ésima filla.

7 i T . m j J i
E D 2 o - D —
n mn Wasl

J P ip ip 1 ,J
_S_ épak-r- _S_ €% = E Spakgak;bk .
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Al usar la operacidn (i)— c(1), con c# 0, tendremos . -
las sigutientes ecuaciones, después de formar las matrices B
Y E, equivalentes por filas respectivamente de 4 e Im por

mnedio de la operacidn mencionada.

o bﬁ_ai para toda p#1 & k=1,2,.0e,n
bi | e,
k= cak » k-—l,g’o-ogn-

4 é’;=ep , para toda r#t & p=1,2,...,n_1

i i
ép‘: cep s P= 1,2,000’MI

De las ecuaciones 4) y 5) tenemos que el elemento general

de EA, excepto para la j‘ila 7 vtene dado asf{:
"a” _S_ ay =b, , rAl, k=

leZyeinolle Para la fila i tenemos.
i a? i i
P"é' Zce a c;S ak_cak_ ke k= Xy
Z5veesfa A8l -pues, de nuevo se cumole para esta operacidn -
gue EA= B.

A1 usar (i1)-> (1)+ c(]) tendremos las siguientes ecua-

ciones:
bf,-.:a'; o Dara toda. peti & k=1,050 .0
b;!‘:a;-’-ca;{ F) k= 1,2,..-,”0
e d =1,2
p,—_ep » Para toda rzi & »p=1, sesepMe
gt _ o1 J e
é'p_.ts'p-ff-ce]D o Dol i & big s

De las ecuaciones anteriores obtenemos que:
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asd
Zérp ;“' *Z‘\“’k’“ by » T

k= 1,2,000sN0 Para el caso de la ftla i—ésima tenemos que:

éi p_.Z(c +ce‘7)ak Ze +°Z‘p a =

Pf{? pak"'cieg ;: a;-}- cai:b; s K=1,200s03MNs
Con ésto queda probado que EA= B.

Para concluir el teorema nos falta probar b), es decir,
cualquier matriz elemental es no-singular.
b) Sea E la matriz elemental obtenida de I intercambian=-
do la fila i-ésima por la fila j-ésima. Para d;mostrar que
K es no=-sinoular, de acuerdo al teorema 2, basta con encon-—
trar una matriz B L tal que Eﬁ’lzzIm .« Para el caso de la
operacidn que intercambia filas basta hacer Erfzﬁ'y tendre-—
mos que EE’1= I.. La demostracidn se.logra, sencillamente,
desarrollando el producto EE L . Para el caso de E obteni-
da de I, mnediante lo operacidn (i) =>c(i), con c constante,
la inversa de K, E’l, viene deda por la matriz que se obtie
ne de I al aplicarle la operacidn entre filas (i) > 1/c(i).

Desarrollarndo Eﬂrl comprobaremos que de hecho Erl

es la in
versa de E. Finalmente, st E es la matriz elemental obteni
da de I mediante la overacidn (i) > (i)+fc{j), entonces la
inversa se forma al aplicar sobre I, la operacidn (i)=>(i)=
cl(t)e

Con 1o anterior gueda probado que cualguier mairiz ele-

mental es no-singular.
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Corolario 7T-4. Séa B una mairix equivalente por [fi=

las a 4, .(mediante una sucesidn finita de o-
peraciones entre filas) existe una matriz no-singular K tal
- ques?

B=FEA.
E se obtiene aplicando sobre Ih la misma sucestdn de opera-
ciones enitre filas que Sse apliéd en 4 para obtener B.

Demostracidn:

Basados en el teorema 4 podemos generar el siguiente
proceso. S1 B es equivalente por filas a A entonces, como
primer paso, se debid aplicar una operacidn entre filas so-
bre A. De lo enterior se concluye que existe una matriz ele
mental Eﬁ que reprcduce el primer paso sobre la mairiz A pa
ra llegar a B. Lo anterior lo podemos representar asf:

6) Bl= E}A.

Luego, sobre 31 siempre para llegar a B, se desarrolla
otra operacidn entre filas que genera B,, tal gue:

7) Bo= EgoBy » con E, matriz elemental.

Finalmente, despue’s de ] un numero de n pasos,
similares a los de 6) y 7), por medio de operaciones entre
Jilas sucesivas, llegamos a B.

8) B::Eth_l , con E matrix elemental.
De acuerdo a las ecuaciones 6),7) tenemos que, sustituyendo
sucesivamente B, _gs++BgsB; en 8), llegamos a:

9) B=E E ,...E.4 .
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Por el corolario del teorema 2, producto de matrices no-sin
gulares es no-singular, tenemos que E E _,...E, es una ma-
triz no-singular. Es claro que si E=E E _;...E;, entonces
la ecuancidn 9) osueda comoB=EA, que es lo que gquerfamos de-
mostrar. Eﬁ procedimiento indica que la matrix E se obtiene
de Iﬁ por las mismas operaciones que Se aplicaron sobre 4

para llegar a B. #
D-7 Relacidn y matrices equivalentes por filas. Da-

do €l conjunto EﬁB, de todas las matrices m por m SO-
bre un campo escalar, definimos una relacidn R sobre Eﬁa de

la siguiente manera:
A~B ( A relacionado con B) si y sélo si B
es equivalente por filas con 4.

T-5 WNatrices equivalentes definen una relacidn de e-

guivalencia. Este teorema Jjustifica el hecho de lla-

mar a dos matrices, deducible una de la otra por medio ¢e o
peraciones entre filas, matrices equivalentes por filas.,

E1 teorema dice: la relacidn de matrices equivalentes
por Filas, derinida en D-7, es una relacién de equivalencila
sobre el conjunto de todas las matrices cuadradas ng .

Demostracidn.

Lo que hay que probar es lo siguiente:

i A~ 4 (rerflexividad)
ii., A~ B entonces B~ 4. (simetria)

iii. A~ B & B~C entonces A~C (transitividad).
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La demostracidn de estos tres incisos es bastante clara,
siempre y cuando no se desarrolle una prueba rigurosa, la
cual es un ejercicio engorroso de notacidn.

i. Probar que A~ A queda establecido sencillamente al a-
plicarse sobre 4 la operacidn entre filas (i)dyl(i). La cual
genera de nuevo la matrix 4.

t15 Probar que A~B implica que B~A procede as{: para re
gresar de B a 4 sdlo se necestta invertir las operaclones
que generaron B a partir de A. Por ejemplo, sl en un paso,
para ir de 4 a B, se usé la operacidn (i)e>(j) en el regre-
so de B a A se usa la operacidn (j)e>(1); si en otro paso,
para ir de A a B, se usé la operacidn (i)->c(i) entonces.pa
ra regresar de B a A se usa la operacidn (i)—>1/c(1); final
mente, si se usdé la operacidn (i)—>(i)#* c(j), para ir de 4
a B, la operacidn por usar para ir de B a A serd (i) (i)=c
(3).

tit. Probar que A~B & B~C implica que A~C se establece
porque de 4 a B se llega por n operaciones entre files, lue
go de B a C se llega por m- operaclones: finalmente, de 4 a
C se 1llega con las mismas n+m operaciones entre filas de A
a Byde B a C respectivamente.

Dado que una relacién de equivalencia induce una parti-
cidn de clases disjuntas en el conjunto sobre el cual fue
definida, con la caracteri{stica de que los elementos de ca-

da clase estdn relacionados entre si{; tendremos gue ﬂmg que
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da partido en clases de equivalencia. La clase de equivalen
cia correspondiente a la identidad Im vendrd a ser el con-=
junto de todas las matrices no-singulares. Esta d1tima afir

macidn viene a ser parte del siguiente teorema.

7-6 Hatrices, clases de equivalencia,rango y matrix

no-singular. Dos matrices equivalentes por filas tie

nen el mismo rango. La clase de equivalencia a la que perte
nece la matriz identidad es el conjunto de todas las matri-
ces no-singulares.

Demostracidn:

La demostracidén de este teorema la erxpondremos luego de
desarrollar el teorema 7. La razén de ésto obedece a que el

teorema 7 servird para demostrar este teorema 6.

3.4. Rango, condiciones de existencia Y solucidn de L,

-7 L. Yy matrices equivalentes por filas. Sea un

.sistema 1ineal Lmn dado por AX=Y. Si B es equivalen-
te por filas a 4, entonces el sistema AX=Y es edﬁivalente
al sistema BY¥= PY; en donde B= PA, con P la matriz no-singu
lar obtenida de Im mediante las mismas operaciones‘entre Ii
las que llevaron a obtener B a partir de A. Ademds, la ma-
triz aumentada B|PY es equivalente por filas a la matriz au
mentada A4|Y, mediante las mismas operaciones entre filas
que llevaron a obtener B a partir de 4.

Demostracidn.
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AX=Y es equivalente a BXY=PY quiere decir gue cual-
quier solucidn de un sistema también es solucidn del otro.
Sea Z solucidén de AX=Y. Ya que B=PA tenemos que

BZ=(PX)Z,
de donde por asociatividad del producto de matrices
BZ=P(4AZ).
Luego, ya que Z es solucidn de AX=7Y,
10) BZ = PY.
La dltima ecuacidn nos muestra que Z es solucidn de BX=PY.
Sea Z solucidén de BX=PY, entonces tendremos que,
BZ = PY.
Luego, por ser P no-=singular,
1

P "BZ=7.

De ahf{, ya que B=PA4 tendremos
Plraz=y;
de donde, finalmente,
11) Az=7.
La dltima ecuacidn muestra que Z es solucidn de AX=17Y.

Las ecuaciones 10) y 11) prueban que AX¥=Y y BX=PY
son equivalentes.

Finalmente para demostrar que (A1Y)~ (BIPY), mediante
las mismas operaciones entre filas que generaron B a partir
de A, sdlo hay que probar que:

BIPY=P(41Y).

La ecuacidn anterior es clara, ya que el producto P(A|Y) da




94

como resultado para las primeras n columnas la matrix P4,
pero PA=B, y esas n columnas son las mismas primeras n co-
Iumnas de B|PY. La dltima columna de P(41Y) viene a ser PY
que es también la ultima columna de B1Pf._

Este t;orema 7 nos garantiza que las operacliones entre
filas son un procedimiento numérico. vdlido para trésjbrmar
un sistema Lmn sin cambiar sus soluciones. De hecho las ope
raciones entre filas, como veremos en esta éeccién y la s?-
guiente, “son la técnica numérica que ofrecerd un resultado
idéneo para resolver un sistema AX=Y.

Demostracidén teorema 6. Sea 4, m por n, matriz equi=-

valente a B, m por n. De acuerdo al teorema 2.4.a del
capf{tulo II, si r, es el rango de 4 y r, el rango de B, en—

tonces la dimensidn del conjunto solucidn de AX= 0 es n-r,

"y la dimensidn del conjunto solucidén de BI=0 es n-r,. Por

el teorema 7, el conjunto solucidn de AX=0 y BX=0 es el
mismo, ya que A es equivalente por filas a B. Por lo tanto,
la dimensidn de dichos conjuntos es idéntica, es decir,
. n=r;= =Ty .

De la ecuacidn anterior es claro que Tr;=T, el rango de
A y B es el misnmo.

La clase de egquivalencia de Im la forman todas l1as ma=-
trices equivalentes por filas a la identidad; por el resul-
tado anterior de que dos matrices equivalentes tienen el

mnismo ranago tenemos que todas las matrices de la clase Iﬁ
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tienen el rango de In: rango que es Jjustamente m. Por el
enunciado B) y el teorema 2, de la seccidn 3.2, dicha clase

es la de todas las matrices no-singularés. #

D=8 Matriz en la forma normal de Hermite. K1 tipo

~de matriz que aquif definiremos también recibe el nom=-

bre de matriz escalonada en la forma candnica, o bien ma-
triz en la forma normal echelon por filas. Este tipo de ma-
triz serd de utilidad clave para determinar, numéricamente,
el rango de una matriz, condiciones de eristencia de un sis
tema L, Y tambiéﬁ soluciones de un sistema L_ .

Definimos como una matrisz en la jforma normal de Hermite
a cualguier matriz que cumpla las siguientes tres propieda-
des:
1) Para cada fila de la matriz el primer elemento que apa-
rezca diferente de cero, si es que existe, debe ser uno y -
se lIloma elemento distinguido.
2) Conforme bajamos una fila en la matriz, el elemento dis
tinguido, si es que existe, debe aparecer a la derecha del
elemento distinguido de la fila precedente.
3) En la columna donde aparece un elemento distinguido, to
dos los demds elementos de la columna deben ser cero.

Las mismas propiedades se pueden definir, mediante s{ﬂ
bolos de la siguiente manera:
Sea Aa:[ﬁg] una matriz m por n, decimos que dicha matriz es

td en la forma normal de Hermite si existen r elementos
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llamados elementos distinguidos que cumplen comn:

i} cl(f:2< -oa<ch'
k

tt) aé :“.-1’ k=1,2,...,?‘
k

iii) a-z= o’ bara i{ck Cg' J"-—"-" k’.o-.‘rﬂ

iv) a'z-_—o, para toda J+k & k=1,2yc0e5T
k

Un ejemplo de este tipo de matriz es e{f sigulente:

0
0
0
0

© O ~ O

0
0
i
0

o © O 0O
O O O ~
S O b
~~ O O ©

Observe, en el ejemplo anterior, que los elementos distin-
guidos ocurren en las columnas c1=:3, Co= 4, €a= 6, Cy= 7.

Por la definicidn, la matriz cero es una matriz que ya
estd en la forma nornal de Hermite.

T-8 Matrices y forma normal de Hermite. 4) Cualguier

matriz A, m por n, se puede reducir aplic&ﬁdole opera
ciones entre filas a una forma normal de Hermite.
B) La forma normal de Hermite, para una matrix dada, es
dnica.
Demostracidn.

4) Lo demostracidn de que cualouier mairig A se puede
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reducirra una forma de Hermite,es interesante porque plan-
tea un algoritmo numérico que ayudard a resolver el rango
de una matriz, las condiciones de eristencia dq un sistema
Lon ¥ tambdién dard soluciones a un sistema L,, Estos resul
tados, con;ecuencia de la demostracidn de este inciso 4),
serdn presentados en un corolario a este teorenma.

Dada 1a matrix 4 de elemento general a{ s buscamos la
primera columna donde no todos los elementos sean cero. Lla
mamos a dicha columna Cys Y €S claro, que por definicidn
cumple con que:

12) a‘z-.: 0, si iecl & J=23;8, 0005 c;4m.

St dicha columna no existe entonces A= 0, la cual ya estd
en ia Jorma normal de Hernmite.

Con la columna C,s €ScCogemos al elemento de mayor walor
absoluto; supongamos que fuera ail » entonces intercambia-
mos la fila p-ésima con la fila uno. Lo anterior lo podemos
resumir diciendo que jformamos una mairiz equivalente a 4 ha
ciendo la operacidn entre filas (p)«< (1). Esta matriz equi
valente a 4, por medio de la mencionada operacidn, la llama
remos nuevamente A renombrando(redefiniendo) los elementos
de la fila 1 por la filap, y los de la fila p por la uno.

La matriz que buscamos, 4,= [ﬁg], equivalente a la

matrig A la construimos asfi:
1
13) B sfd g B

a
€3
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La ecuacidn 13) corresponde a la operacidén entre filas,

1
(1)—9—1—(1);

. a°1
operacidn que define la nueva fila 1. Luego, las demds fi-

las de A, las construimos asf:

14) 51 a'—aJ '51 >,c1 & J+ 1.

La ecuacidn anterior es la operacidén entre filas,
(1) (3)-al (1), J#1,
que define a todas las ftlai de la nueva matriz AJ’ excepto
la fila 1 que estd definida por la ecuacidn 13).
De la ecuacidn 13) verificamos que el elemento distinguido
efectivamente cumvple con que:
15) '&i =
También se concluye gue,
16) 4= 0, para i <c; & J=1,2,...,m.
La ecuacidn anterior estd justificada por la definicidn de
la columna Cqe
La ecuacidn 14) nos conduce a que,
i =0, 171
Con la ¥dltima ecuacidn se completan los requerimientos de
las propiedades ii), iii) y iv), de la definicidén D=8, pa-
ra el caso de Cye
Las ecuaciones 13), 14) y 16) son las que definen la ma

triz Al, eqguivalente a la mailriz A. Un esquema del proceso
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anterior, para observar parcialmente lo que se ha hecho, lo
presenta el siguiente ejemplo; en donde los # representan

nimeros gue pueden ser o no cero.

1 # # # # #
o0 # # # # #
En este ejemplo c1=1.
o # # # # #
0 # # # # #

Para formar la matriz 4, equivalente a la AJ repetimos
los mismos pasos que se hicieron para alcanzar la 47, sdlo
que sobre la siguiente fila. Es decir, pasamos a la fila 2
y buscamos la primera columna, C o debajo de la primera fi-
la, donde no todos los elementos sean cero. Es obvio, a cau
sa de 16), que Cy< Cge Nuevamenite hay que escogey en la co-
lumna Co» variando de la fila 2 hasta la m, el elemento que
sea mayor en balor absoluto. Ya enconirado este elemento se
intercambia la fila donde estd dicho elemento con la fila
&. Un esquema def . paso anterior es el siguiente ejemplo,

donde los # representan niumeros que pueden ser 0 no cero.

1 # 0 # # #
0. 0.3 g
*or En este ejemplo c;=1y
0 30 0 F: feghhi) 05
0 0 O # # #

Hay coue notar gue conforme se avanga un pasoylas colum—

nas anteriores a donde estd el elemento distinguido, ya no
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cambian.

Kl proceso se repite de la misma manera, siempre bajan-
do una fila en las nuevas matfices equivalentes que se van
obteniendo, hasta que suceda alguno de los siguientes casos:
exista algén C, tal que,

a) r=n
b) c=n

r :
¢) Todos los elementos de las columnas por debajo de la fi

la r son igual a cero.

Para un k—ésimo paso intermedio, es decif, l<k<r ten—

dremos gue la mairiz 4, viene definida asi:
k=1k
17) B_ % ., txc,
- —
:;a]:E

x
ILa ecuacidn anterior define la nueva yfila k medilante la opg
racidn entre filas (k)—a-—E:§E———(k). Luego tenemos la si-
a
“k
guiente ecuacidn que define las restantes filas, para ia.ck
J - k=1j_ k=1j kk
18) 5 = *a] ackz L izc, & JjFk
Las columnas aenteriores a c, Se conservan iguel que la ma=—

¥—3 5 €S decir

J = k=lj
19) 5:‘ ay st i<cy.

triz 4

Debe quedar claro gue en cualquier paso k-ésimo 1< k< T
los elementos de la matriz Ak’ Z{, con i-<ck Ed Jwul,2,00ep

m, permanecen igual que los elementos correspondientes en
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la matrix ‘k—l . Lo rectén ¢ichq,es parte del contenido de
la ecuacidn 19). |

Supongamos que en r pasos llegamos a alguno de los ca-
sos a),b) o c), entonces lo que queremos demostrar es éue_
la matriz ir , equivalente a 4, estd en la forma normal de
Hermite. Es decir, cumple i),it),iil) y iv) dados en la de-
finicidn 8 de este capitulo.
i) Esto queda demostrado por la forma sucesiva derconstrug
cidn de la matriz equivalente Ay .

ti) OQue Ez =1, k=s1,8,...,r lo denuestra la ecuacidn 17)

y la ecuacign 19).

iii) La demostracidn de este inciso proviene de la forma
en que se definen los Cped la primera columna debajo de la
Stla k-1 donde no todos los elementos sean cero. Addends 1la
forma recursiva de 19) completa la demostracidn.‘

iv) -Que Egg 0 para toda J+#k, k=1,2,...,7 10 denuestra

k

la ecuacidn 18), cuando k=r & i=c_, y la ecuacidn 19).

r
B) La demostracidn de que la forma normal de Hermite
es Udnica no presenta mayores dificultades, sin embargo la
omitiremos por no aportar mayor informacidn al problema nu-—
mérico que aquf nos interesa. Esta parte de la demostracidn
se puede consultar en Noble(1969:82). A continuacidn presen
' tamos un diagrama de flujo, para reducir una matriz a la

Sforma normal de Hermite, que resume toda la informacidn an-

" terior, tomado, también, de Noble(1969:83)




L

Diaorana de flujo para la forma normal de Hermite

102 : L
A-Lal] mxn
L )
J= Lo, ey
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rre. en la p-ésima ila,
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N
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iDiV;dﬂ la J'—cf{'urnq -Fr'q Por qJ_ l

A
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fila q-esima ; con
q=,Z--,m(q#])

v

€yt
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c" ICZ‘!" L2 Ci

Y
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Corolario T=8. i) Rango de una matriz. El1 rango de

una matriz A corresponde al nimero de filas de la ma—-
triz . menos agquellas filas en donde no todos 1los elementos
sean cero, cuando A ha sido reducida a la forma normal de
Hernmite. T&mbién, por supuesto, el rango de la matriz co-
rresponde al niumero de elementos distinguidos.

Demostracidn.
La demostracidn se basa en el teorema 8 y el aspecto

que presenta la forma normal de Hermite. Como la matriz A
tiene a éu Jorma normal de Hermlte como una matriz equiva-
lente, entonces el teorema 6 nos garantiza que'ambas matri-
ces tienen el mismo rango. Luego, viendo el aspecto de una
Jorma de Hermite, notamos gue cada fila que tenga todos sus
elementos cero es linealmente dependiente con las otras fi-
las; mientras gque las filas que no son cero son linealmente
independientes a causa de que en cada columna donde aéarece
un elemento distinguido,? todos los demds elementos de dicha
columna son cero. Es claro, que el nimero de elementos dis
tinguidos corresponde al rango de la matriz porque hay ele-
mento distinguido en cada fila donde no todos los elementos
sean cero.
ii) Condiciones de eristencia de L,,» Sea un sistema li=-
neal L ., dado por AY=7Y, dicho sistema tiene solucidn si y
sélo si el numero de elementos distinguidos de la forma de

Hermite de 4, es el mismo nimero de elementos distinguidos
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de la forma de Hermite de A|Y. Una forma equivalente, de de-
cir lo anterior, consiste en: para la forma de Hermite de la
matriz aumentada 4)Y, en la ultima columna de diche matrix
no aparece ningidn elemento distinguido.

Demost;acidn.

Debe estar claro que; en la forma de Hermite de A|Y al
quitarle la dltima columna nos da la forma de Hermite de la
matriz A. ILa demostracidén se basa en la corndicidn de eris-
tencia dada en la ecuacidén 36), cepftulo II: AX=1Y tiene SO
lucidn st y sdélo si el rango de A es igual al rango de la
matriz aumentada A1Y. Con este teorema, el corolario i) da-
do aquf, y el contenido expresado al principio de esta de~"
mostracidn, tenemos gque la prueba estd completa.

La forma ecuivalente bara este teorema se prueba porque;
el dnico caso en gue puede diferir el rango de las formas
de Hermite A y A|Y consiste cuando un elemento distinguido
estd en la i#ltima columna de la forma de Hermite de A|Y.
iii) Soluciones de Lm;. Si tenemos un sistema AX=Y, enton
ces las soluciones, si es que exristen, vendrdn directamente
de la forma de Hermite para la matriz aumentada AlY.

Demostracidn.

Las ecuaciones princivales, ver seccidn 2.10 capftulo
II, corresponden e las filas donde apdrezcan elementos dis-—
tinguidos; ésto porque el nimero de elementos distinguldos

coincide con el rango de la matriz y porque las udnicas fi-
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las donde no todos los elementos son cero son las de elemen
tos distinguidos. S1 el rango del sistema es r entonces r
son las ecuaciones principales; y si hay solucidn, las in-
cégnitas que se pueden seleccionar arbitrariamente son n-—r:
ver seccidﬁ 2,3, capf{tulo II. Dado que en las columnas don—
de aparecen elementos distinguidos, excepnto dicho elemento,
todos los demds son cero, tenemos que las incdonitas gque se
seleccionan arbitrariamente son las que corresponden a las
columnas donde no hay elemento distinguido, mientras gque
las incdgnitas de columnas de elementos distinguidos gquedan
determinadas. ‘ #
Los siguientes ejemplos corresponden a sistemas Lmn’ en
doﬁde AlY, la matriz aumentada del sistema Lmn' ha sido re-
ducida a la forma normal de Hermite, gue es la que Se pre-

senta en cada caso.

a) Tl Bl Y - Sistenma Lmn’ 4 por 4.
|
0 0 1 =5 : 2 - Rango del sistema 2.
1
G0 G000 -Tlene infinitas solucio=-
i nes; ver ii) del corola-
00 0 G0 rio anterior.

Soluciones: gufados por iii), del corolario anterior, tene-
mos que Ssi z,= t; 0 Ty=1,, incdgnitas que se pueden selec
cionar arbiltrariamente, entonces x1=-—2t1—4t21-3 & To =
5t2 + 2,

b) EI1 siguiente ejemplo corresponde a un sistema Lons 4

por 4. K1 rango del sistema es 2 y no existe solucidn del
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sistema :ver ii) del corolario anterior.

1 0 2 4 :'0
01 3 5'0
. 0O 0 0 O E 1
0 0 0 0.0
c) 1 0 O t 2 - Sistema L ., 3 por 3.
g & 6 !3 - Rango del sistema 3.
0 0 1‘: -4 - Hay solucidn y es uUnica.

Soluciones: gufados por iii), del corolario anterior, tene-

mos que, I;= 2y Zy= 3, zg = -4,

4 - Sistema Lmn’ 3 por 4.

d) ‘1 0 0 2 |
)
0 1 0 =3, 65 - Rango del sistema 3.
H
0 0 1 =1 : 2 - Hay infinitas soluciones.

Soluciones: La dnica inédgnita arbitraria, en este caso, es

z,=t. Luego, las otras quedan determinadas asi: z,= =2t+4,

r,=3t+5, .= t—2,

e) 1 2 0 01| 1 - Sistema 5 por 4.
o 0 1 o0 E -2 | - Bﬁngo 3.
0o 0o o0 1 ll ~1/3| - Hay infinitas soJucio}zes.
o o o ol o
0 0 0 O E 0

Soluciones: Para este caso, sdlo hay una incégnita arbitra-
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ria, y es zg==t. Las otras incégnitas quedan determinadas

como x;= =2t +1, Tox =2, Z,= -1/3.

I) - Sistema 5 por 4.

- Rango 4.

- La solucidén es dnica.

© O O O W~
© © ©O ~ o
SO © ~ O o
= R e UK = (I = TR o

O kN v du o

Soluciones: r,= 6, Ty= -, r9=2, z,=1.

Nota: Observe que en un sistema Lmn si tenemos gue n>n,
mdés incdgnitas que ecuaciones, sdlo pueden suceder dos co-
sas:

a) El1 sistema no tiene solucidn.

b) St el sistema tiene solucidn, entonces hay infinitas so-
luciones.

La raxdn de b) estriba en que el rango, a lo sumo, puede
ser r=mn (teorema de dualidad), por lo qué las incdgnitas
arbitrarias son n-m; y de ah{ que se generan infinitas solg
ciones,

Para el caso de mds ecuaciones que incdgnitas (m>n),
la solucidn puede ser dnica, ver ejemplo f; pueden existir
infinitas soluciones, ver ejemplo e); o puedé no existir so

lucidn.
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3.5. Eliminacidn de Gauss

La eliminacidn de Gauss es un método para resolver un
sistema l1lineal Lnn. Esencialmente, es lo mismo que el proce
dimiento usado para llegar a la forma normal de Hermite, ex
cepto por jas columnas donde estdn los elementos distingui-
dos. En la forma de Hermite, hacemos cero a todos los ele-
mentos de una columna donde hay elemento disttnguido, con
la excepcidn, por supduesto, del mismo elemento distinguido;
en la eliminacidn de Gauss, hacemos cero sélo los elementos
que estdn por debajo del elemento distinguido. Aparte de
esa diferencia, todo el método para llegar a la eliminacidn
de Gauss es el mismo que el de la forma de Hermite, Si ve-
mos la definicidén D-8, para tener una forma de Hermite, com
probamos que la eliminacidén de Gauss, tal y como se deftnig,
debe cumplir con todas las condiclones, excepto la condicidn
iv); que como dijimos sélo vale para los elementos por debg
jo del elemento distinguido. Dado que la eliminacidn de -
Gauss es un caso particular de la forma normal de Hermite,
a causa de los razonamientos anteriores, resulta que las
condiciones de eristencia, rango y solucidn se deducen 1=
gual en la eliminacidn de Gauss Yy en la forma de Hermite.

Veamos un ejemplo, desarrollado er forma completa, para
comparar la eliminacidn de Gauss y la forma normal de Her-

mite.

Ejemplo.



109

Sea el sistema 3 por S8
2x=3y+ 42 = 1
20) T4 y-2=2

3x=-y=-22 = 3.

Si 1lamamos ol oy .y ‘7 i
L= | 1T rEsplinin b e
3 =1 =2 3 z

entonces la forma matricidl del sistema viene dada por AX=Y.
Lo dnico que necesitamos para trabajar la forma de Hermite
o la eliminacidn de Gauss es la mairiz aumentada
2 =3 4 : 1
Ai Y= |-1 1l =1 E 2
A
Desarrollaremos sobre la matriz A| Y la forma de Hermis
te y la eliminacidn de Gauss, simultdneamente, por el méto-
" do delineado en el diagrama de flujo de la pdgina 102,
Si hacemos la operacidn entre filas (3)<«<>(1) y, luego,
{1)'"*'f%' (1), entonces tendremos sucesivamente las siguil-

a
entes ma%rices.

3 =1 =213\ [1 -1/3 =2/3; 1
1

2500 ey b Bl e e e
1 I

2 =3 4 1/;\2 -3 Lol

Luego, procedemos con las operaciones entre filas (2)—>

(2)-0?(1), Y (3)-%-(3)—0?(1), las cuales conducen a la si-

guiente matrizx
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1 =1/3 =2/3 1 1
[}
0o 4/3 =1/3 | 1
f
o -7/3 16/3 bl [ o

Con la dltima matriz hemos desarrollado tanto la elimi-
nacidén de Gauss como la forma de Hermlite para la primera co
lumna, que es donde aparecid el primer elemento distinguido:

Cl-:l-

Como el siguiente elemento distinguido estd en la segun
da columna c2==2, hacemos las siguientes operaciones entre
Jilas:

(2)<>(3) & (2)> —-iag- (2).

Estas 6peraciones conducen a las matrices ?
1 =1/3 -2/3: 1) 1 -1/3 =2/3 : 1
o -7/3 16/3 -1 0 1 -16/7 | 3/7
o 413" Zip3 ) 1) \o " 4rs Lpje iy 1l.

Luego, para la eliminacidn de Gauss sdlo tenemos que hga
cer la operacidn (3)—9-(3)-42(2}; mientras que para la for
ma de Hermite hacemos (3)—%'(3)-ag(3) & (1)-4r(1)-aé(2}.
Las matrices que obtenemos, al hacer las operaciones ante=

riores, son las siguientes

1 =If3 ~2/3 : 1 1 0 =10/7 | 8/7
{
0 1 -16/7 | 3/7 o 1 -16/7 ! 3/7
1 V
0 o 19/7 v 3/7]; \o o 19/7 i 3/7 /.

Para eliminacidn de Gauss. Para la forma de Hermite.

Finalmente,iél dltimo-elemento distinguido. estard en la
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tercer colunmna, c3==3. Por 1o tanto para empexar hacemos,

en ambas matrices de arriba, la operacidn (3)—?-—4;3- (3).
a

Con dicha operacidn obtenemos 3

1 -1/3 -2/3: 1 1 0 =-10/7 : 8/7
21)| o 1 -16/7.} 3f7 | |0 1 ~16/7 : 3/7

0 0 113/29); \o o 1t 3/aa s
Para eliminacidn de Gauss. Para la forma de Hermite.

La eliminacidn de Gauss ya estd completa, mientras gue
para la forma de Hermite hay que hacer cero toda la tercer
columna, excepto donde estd el elemento'distinguido. Lo an-=
terior se logra con las operaciones (2)— (2)-0?(3) y (i)—*

{l)-a§(3). Dichas operaciones conducen a la forma de Her-—

mite
1l 0.0 (-86/19 ,
2z2) 01 o0 E 15/19 Forma de Hermite.
0, 0wl GLLD

Nuestro objetivo es, ahora, encontrar las soluciones
del sistema original, ecuaciones 20), a partir de 21) (eli-
minacidn de Gauss) y de la forma de Hermite, 22). Ambas ma-
trices, las de la ecuacidn 21) y 22), nos dan tres elemen—"
tos distinguidos; por lo tanto él rango es 3, y como el sis
tema es 3 por 3,la solucidn es uUnica.

Directamente de la forma normal de Hermite, ecuacidn
22), tenemos cue las soluciones son

x=26/19, y=15/19, x=3/19.



Para encontrar las soluciones de 20), mediante la elimi
nacidn de Gauss, hay que ﬁacer un proceso de retroceso,pueﬁ'
to oque sélo tenemos que &x=3/19. EIl cdiculo de retroceso
consiste en encontrar y a partir de &, Y luego x a partir
de =z & Y.

_ y=16/7(3/19) + 3/7=15/19
i x=1/3(15/19)+ (2/3)(3/19) + 1= 26/19.

Es claro, las soluciones dadas en 23), 24) son las mis-
mas, y de hecho son soluciones, lo cual se puede comprobar
si las sustituimos en la ecuacidn 20) que da el sistema ori
ginal,

La nueva pregunta por hacer es cudl de los dos métodos
emplea menos operacliones para llegar al resultado. Para fi-
nes de una mdquina calculadora, las operaciones gque requie-
ren tiempo significativo son las multiplicaciones y las di-
visiones; por lo tanto sdlo contaremos dichas operaciones.
Tomemos un sistema lineal Ln2 y supongamos que existe solu
eidn dnica: en este caso es cuando mds operacliones hay que
hacer. Bajo estas suposiciones, la cantidad de operaciones
gue hay que hacer, en la eliminacidn de Gauss, para llegar
a la matriz triaengular es de |

1525 ... 4 2= 1/3 2% %4176 n.
Luego, para el proceso de retroceso, la cantidad de opera-
ciones es de

14 2%}.ee.+(n-1)=n(n=-1)/2 .
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Eumando las operaciones para llegar a la matriz triangular
con las del proceso de retroceso tenemosS que Gauss emplea
un total de operaciones de

25)  0,= 1/3n°+ 2% - 1/3 .
Por otro lado el total de operaciones gue emplea la forma
de Hermite es de

26) Og=n(1+2+ ... ¥ (n=1)+n)= n°/2+n%/2.

Los resultados de 25) y 26) se logran por simple inspec
cién del método para lograr la forma de Hermite y la elimi-
nacidn de Gauss.

Para un sistema 3 por 3, como el del ejemplo, la forma
de Hermite requiere 18 productos y divisiones; el método de
Gauss requiere 16, Parc un tamafio pequefio, como el del ejem
plo, la diferencia en la cantidad de operaciones empleada
por los dos métodos. es minima. Pero si el sistema fuera 50
por 50, el método de Gauss requerirfa, de acuerdo a 25),
44150 productos y divisiones, mientras que el de Fermite re
querirfa 63750. En este caso la diferencia, 19600, ya empie
za a ser un poco significativa. Lo anterior es la razdén por
la cual entre Gauss y Hermite, casi siempdpre se trabaja con

Gaussy; y los libros, también, casi siempre sdlo exponen el

método de Gauss.

-
3.6, Calculo gg determinantes Yy matriz inversa

3) Determinantes. Dado un determinante de orden n
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1 1 1

al 02 eve e an

02 02 (12
A: . . @

m m n

ﬂl 02 P an .

Para calculd} dicho determinante nos apoyaremosS en las pro-

piedades de determinantes

i) P-1 D(Al,...,ofAJ,...,An):a(D(Al,...,AJ,...,An)

it) P-6 ﬁ(Al,Ag,...,AJ,...An)= D(Al,ﬁg,...,ﬁb,...,AnJ,
con sz‘dj-fz.:gi,di. '

111) p(a)=0pla%). "

Todas las propiedades anteriores jfueron dadas en el capftu—

Jo I. Ademds, usaremos la exrpangidn de un determinante por

una cdlumna, deda en el capftulo I, seccidn 1.4.

Las propiedades i) y ii) nos permiten trabajar operacio
nes entre filas, en el determinante, de forma parecida a co
mo se hace en una matriz. A1 final la expansidn la haremos
por la primera columna. Veqmos como se procede
: J0E R <

g 2 2
G; Gg ees @

n n n
a - 0 a
o

%1 determinante anterior se obtuvo aplicando la propie-—

dad 1) y iii); en donde la primera fila se trabajo como si
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hublera actuado la operacidn entre filas (1)-—§l-—1—(1)
Luego, si usamos ii) tendremos i
d 1
1 &2 L N ] %n
2 2
0Bl

>
i
A
~

*

M Ve

n

en donde en todas las filas 1#1 es como si hubiera actua
do la operacidn entre filas (i)—> {i)-a;(l). Adhora, si ex-

pandemos el determinante anterior por la primera columna,

obtenemos
12 42 ... 42
71 Ml 5t
o4 Lo

St repetimos el mismo proceso sobre el determinante de or=

den n-1 gue quedd en la ecuacidn 27) tendremos

3 3 23

53 34 L A a

24 24 4

Fie ﬂ3 a4 es g

A :al ?-_:_ L . .
3?? gz e e 0 an

Si continuamos de esta forma sobre los nuevos determinantes
cada vex de un orden menos, llegamos finalmente a que

28) A= a1 5? gg s nain :
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El determinante 6rigina1 A es el producto de estos n
factores; cada uno de los cuales es un paso que Se alcanza
en el proceso de eliminacidén de Gauss. De ahf, es claro el
parentesco operatorio en la eliminacidn de Gauss y el cdlqg
lo de un determinante.

Recordenos la propiedad i) de determinantes, capftulo I
seccidn 1.4: un intercambio de filas cambia el signo del de
terminante. Por ejemplo, si deseamos calcular el determinan
te de la matriz asociada 3 por 3, al si;tema lineal dado en

el ejemplo de la seccidn anterior tendremos

2 -3 ¢
A=|1 1 =1|=(=3)(7/3)(19/7)=-19
3 =1 =2

1 L 3 L
en donde a1=:3, ﬁgz--273, 33,-19/?. a; ¥ 52 cambian sig

no por el intercambio de filas gque ocurre para buscar el e-
lemento de mayor valor absoluto en la columna donde hay elge
mento distinguido. K1l mismo determinante) calculado median-
te una expansidn por la primera columna conduce a

b P . .
:-19 .
1l =1

1 =1 -3 4

+3

2

-1 =2 -] =2
Para concluir con el tema de determinantes calcularemos
Ja cantidad de productos y divisiones que se emplean pera -
resolver un determinante de orden n por el método expuesto
anteriormente. Dicha cantidad de operaciones viene dada as{

s:[(l x2)4 (2>3)4 (3x4)4 .. (n-z)gf (n=1).
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El1 término (1x2)+(2x3)+ (3x4)+ ...+ (n=1)n corresponde
sé8lo a la reduccidn del determinante, sipuiendo las pautas
de la eliminacidn de Gauss; falta hacer el producto de los
n términos dados en 26), los cuales son los n-1 productos
del ﬁltimo-sumando de s. De la ecuacidn

(IX2)+(2%x3)+ eee+ (n=1)n=1/3 n3 - 1/3 n, se con=-
cluye que la cantidad total de productos y divisiones para

calocular un determinante es
29) 0,= 8=1/3 n°=1/3 n + (n-1)=1/3(n"+ 2n-3).

Si compararnos este método de evaluar un determinante -:
con el método que se puede Seguir por la ecuacidn 2), capi-
tulo I, el cual réliere n} productos, tendremos: para un de
terminante 20 por 20, el método, sigulendo los lineamientos
de Gauss reywiere 2679 productos y divisiones; mientras que
siguiendo el procedimiento del capftulo I se requieren
2.4329><1018 productos. La diferencia, en la cantidad de

operaciones, es obvia.

/
b) Calculo de la inversa de una matriz. Dada una mairixz

A= [a‘;], n por n, para la cual exriste inversa; vamros

a encontrar dicha inversa 1-1. Llamoremos Ei? los elemen

tos de la matriz 4~1. 4 causa de que 4471 I entonces el ele

mento j,1-ésimo del producto 4271 viene dadp por la ecua="
cidn

7
§ J =1k oJ
30) K-'ak ay =’$t .

Dicha ecuacidn genera un sistema lineal, de orden n, si va-
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riamos Jj=1,2,e¢.,0e En dicho sistema la maitriz asociada es

4 y las incégnitas Eil ’ Eig ié i Ein‘. La ecuacidén 30),

Junto a los razonamientos anteriores, prueba que para encon
trar 4 e hay que resolver n sistemas lineales de la forma

Z o] @l y F=1,8 000N

Cada sistema Sse obtiene variando la i de 1 hasta ne St 1 es
J

uno obtenemos la primera columna de A ~, para i=2 la segun

da, vy as{ sucesivamente.

Lo anterior prueba que el problema de encontrar la in=
versa de una matriz se reduce a resolver n sistemas lIinea-
Jes de orden n. De acuerdo a lo anterior, el nimero de pro-
ductos y divisiones para resolver la inversa de una matriz
resulta ser de

31) 0,=n(1/3 27+ 1% - 1/3 n).
La ecwacidn 31) estd basada en la ecuacidn 25), es decir se
restiven los n sistemas lineales bajo el método que llama-

mos de eliminacidn de Gauss.



IV. CONCLUSIONES

Las sigulentes conclusiones son los aspectos principa-
les cue se han desarrollado en este trabajo: pretenden resu
mir‘lo mds importante, no todo el trabajo. Récuérdese que
muchos aspectos del dl1gebra lineal, dados aquf, pueden orien

tarse a una gran variedad de direcciones, no precisamente

sélo hacia sistemas de ecuaciones lineales.

4. Los sistemas de ecuaciones lineales son "MatemJQE

camente iguales® a las transformaciones lineales, las
cuales estan trabajadas ampliamente dentro de la teoria de
los espacios vectoriales de dimensidn ftnifa. La definicidn
de trasformacidn Iineal,mediante sistemas de ecuaciones 11~
nealeg,es muy importonte para el enfoque numérico.

B. Las transformaciones lineales no-singulares (ope-

radores) son un caso particular de transjformaciones
lineales; tlenen bastante importancia por su frecuencia de
aparicidn y aspectos tedricos. Los operadores se reflejan
en sistemas lineales en el caso de sistemasde ecuaciones de
orden cuadrado,

C. FEl1 problema general de resolver un sistema de

ecuaciones se puede reducir, tanto en el procedimien—
to de resolucidn como para interpretacidn, al caso de siste
mas de orden cuadrado. Sin embargo, introducir el caso gene
ral no repercute, en complejidad considerable, respecto de

un sistema de orden cuadrado; y s{ es, por otro lado, bas-
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taﬁte mds instructivo el caso general que el particular de
orden cuadrado.

b. Las soluciones teéricas, dentro del d;gebf@ 1i-

neal, para los sistemas de ecuaciones estdn basédoé
sobre teorémas de existencia. De hecho, se reducen a la eris
tencia de coordenadas sobre una base o, en SJorma equivalen—
te, al rango de un sistema lineal. |

E. EI problema numérico de los sistemas lineales que

da resuelto en forma completa, como una buena alierng
tiva, por medio de la reduccidn a la fbrma normal de Hermi=—
te. La forma normal de Hermite eS un procedimiento t{pico‘
que caracteriza 10s Ilamados métodos exactos.

P. Los métodos exactos resuelven los sistemas linea-

les pero reguieren amplia fundamentacidn tedrica del
d1pebra lineal. Esta fundaementacidn, no sélo es necesaria
para el rigor 16gico, sino también ofrece un puente para re
ducir innumerables problemas dentro de los sistemas linea-
les.

G. Eristen problemas numéricos de los sistemas linea

les que atafen al tamafio del sistema lineal, los cua=-
les no se desarrollan con detalle en este trabajo, pero st
se mencionan: acumulacidén de errores de redondeo, cantidad
de operaciones, etc. Otros problemas no‘necesariamente es—
tan relacionados con el tamanio del sistema, por ejemplo, es

tabllidad de un sistema lineal.
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H. La eliminacidén de Gauss se plantea como un caso

particular de la reduccidn a la forma de Hermite; ca-
so0 pdrticular gue ofrece mejor rendimiento numérico.

I. FE1 cdlculo de un determinante y la inversa de una

matriz estdn {ntimamente ligados a la solucidn numéri

¢a de los sistemas lineales.
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