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I.

INTRODUCCION |

ET objeto principal de este trabajo es examinar las suposiciones de la

Mecdnica de Fluidos, discutir el estado de sus conceptos, férmulas y
procedimientos fisicos mds importantes para buscar inconsistencias o

vaguedades que pudieran existir en ella. Consiste pues en realizar un
andlisis critico de los fundamentos de esta rama de la Fisica, de sus .
jdeas bdsicas y formular una teorfa de manera explicita y ordenada, es

decir axiomdtica.

Por su estructura, los fundamentos de toda ciencia son susceptibles de
cambio. Todo cientifico estd conciente que los cimientos de su ciencia
(y de las demds) no son rigidos, inmutables, autosuficientes ni eternos.
Muy al contrario, son de cardcter transitorio y provisional y sujetos a
cambio, pero, de todas maneras constituyen las bases fundamentales en un

tiempo dado.

También cabe agregar que los sistemas de bases axiomdticas, no constitu
yen compartimientos estancos sino que son mutuamente dependientes.

La razén para preocuparnos de los fundamentos es que mientras mds los co
nozcamos tendremos una mejor comprensidon de 1o que ya hemos alcanzado.
Y una comprensidn clara permite no s6lo entender las limitaciones de nues

tra ciencia sino también conocer la extension de su validez y, mejor ain,
sugerir maneras de mejorarla y ampliarla y, algunas veces, también suge-
rir nuevos enfoques.

E1 estado actual de Ta investigacién de los fundamentos se encuentra sub

desarrollado y poco cientifico en algunas ramas de la ciencia y 1a razdn
es que existen ciertos obstdculos para su desarrollo. Quienes lgs estudian

son fildsofos pero no cientificos o viceversa. Pero este (1timo caso no es
tan grave pues lo que el cientifico necesita es poseer una actitud critica
y alerta y un sentido o gusto por los problemas fundamentales.

Ademds, se confrontan otros problemas y dificultades pues, a veces, ambes
tienen prejuicios, es decir que tanto unos como otros aceptan y comparten
dogmas tales como 1a desconfianza en nuevas ideas que conlleva la deifica
cidn de la experiencia pura. Tienen 1& creencia que la experiencia puede
y debe, per se, definir cada concepto fisico,que cada teoria es justamente

. una racionaiizacidn, a posteriori, de la experiencia y que las teorfas no son



inventadas sino inferidas de datos por induccién.

Si tal fuera el caso, bastaria con llenar de datos experimentales las
computadoras y ponerlas a construir teorias.

Y, por altimo, los cientificos experimentan disgusto al ser criticados
ya sea porgue consideran que la critica es estéril o porque creen que
es poco cortés.

Aqui hemos adoptado una actitud abierta tanto para crear como para re-
cibir critica de manera que en lo posible nos hemos 1iberado de esas des
ventajas y hemos tratado de hacer un estudio concienzudo de los concep-
tos y enunciados en los que se basa Ta Mecdnica de Fluidos, de arreglar
los en forma 16gica y convincente y establecer el status de sus concep-
tos, aseveraciones, axiomas, teoremas, definiciones, datos y teoria.

‘Analizar no es una tarea popular; a los filésofos les disgustan los deta
1les cientificos y técnicos y, a los cientificos no les agrada investigar

sobre lo ya realizado sino avanzar incesantemente y olvidan, a veces, pro
fundizar sobre 1o que ya se ha hecho y analizarlo criticamente para estar

en mejor posicidn para los nuevos avances. Por cierto que esto G1timo no
es tan problemdtico puesto que, mucha de la investigacién en la frontera

de Ta ciencia es casi libre de fundamentos.

Y al final de cuentas ¢Qué son los fundamentos?

Pues Tos fundamentos de una ciencia o de una rama de ella son el conjunto
de sus suposiciones, tanto tdcitas como explicitas, que organizadas- 16gi-
camente en el contexto de una teorfa axiomdtica permiten due el trabajo
analitico sea mds preciso y eficiente.

En nuestro estudio confrontaremos dos tipos de problemas. Uno semdntico,
el de relacionar las ideas fisicas con 1a realidad y, otro metodoldgico,
relacionar las ideas con hechos o con procedimientos que se someten a test,
es decir, con el experimento. Ademds del problema que siempre confronta el
investigador acerca de la extensién que debe darle a su trabajo. Esto (1t
mo es de facil solucién puesto que hemos supuesto que una gran cobertura
es poco importante comparada con un andlisis critico detallado.



A. Facetas Linguistica, Légica y Semdntica

Toda idea tiene un contenido o significado que debe ser expresado en
un lenguaje 18gico. Asi, el andlisis general del discurso fisico pre
senta tres facetas perfectamente definidas: linguistica, 18gica y se

mantica.

1. Linguistica

Consiste en el andlisis del lenguaje (cuerpo altamente organizado de
signos) y debe ser anterior a las otras dos. Todo lenguaje debe estar
disefado para transmitir ideas con claridad; en especial, el lenguaje
fisico, es un simbolismo inventado para transmitir ideas acerca de ob
jetos fisicos tales como particulas, ondas, campos,etc.

Cada rama de la fisica tiene su propio lenguaje cuyo vocabulario es un
conjunto de signos y términos. Tomemos el lenguaje de la Mecanica de
Fluidos; su vocabulario consiste de palabras ordinarias como instante,
direccidn, punto, simbolos que corresponden a la Fisica en general

(p = momentum 1ineal, por ejemplo), términos propios de ella (viscosi
dad dindmica n, por ejemplo) y simbolos matematicos.

Es pues en parte ordinario y en parte técnico, con reglas morfolégicas

del lenguaje €tino mas la parte especial matemdtica que emplea esta ra

ma de la Fisica.

2. Lbgica

Cada lenguaje tiene su propia gramitica; la que a nosotros nos interesa
es la gramatica del lenguaje de la Fisica que es la sintaxis general de
las ideas cientificas, es decir, la 16gica formal, simbélica o matemiti-
ca que trata con ideas, no con hechos. Y sélo con un aspecto de las ideas:
su forma 1dgica o sea su estructura.

S1 bien es cierto que Ta ciencia no se puede librar de la época, también
es verdad que Ta 18gica s6la es insuficiente para el trabajo cientifico,
puesto que siempre es necesario hacer uso de inferencias no deductivas,

como razonamientes plausibles, analogfas e inducciones de varias clases.



Vs
3. Semantica.

Por ultimo estudiaremos el aspecto semantico que trata con los coric'epi"fos
de designacidn, referencia, extension, intensidn, sinonimia y verdad
a) Relacidn de designacién. La relacidn de designacidn o de nombrar es
binaria y asimétrica. En este trabajo la usaremos asf:
Sean: 'y ' un simbolo que es elemento de algun conjunto de s{mbolos S

‘o' el designatum que es elemento de algin conjunto de objetos O
Diremos: " y designa ao", © mds corto Dyo, o como comunmente se
usa Yy Q o
b) Relacidn de referencia. Un poco mas profundo es el concepto semantico
de referencia que trata con objetos conceptuales y que en Fisica sirve
para salvar el vacfo que hay entre los conceptos "ideas™ y "hechos”.
Sean: '0' un elemento del conjunto de ol:iatos O

'¢' un elemento del conjunto de conceptos C
Diremos: " ¢ se refiere a 0", " ¢ repesenta a 0" o més corto Rco.
Cuando 'o'es un sistema f{sico ( ver cap V) esperamos que ¢ modele
m

o refleje a '0' y escribimos ¢ 0, que se lee " ¢ modela a 0", " ¢ refle~

jaao'. ‘
Es claro que I o5 una subrelacién de R y ambas van del conjunto de obje-
tos O al conjunto de conceptos C, donde C& O, puesto que se toma el
/ . .
sentido filosofico de objeto y no el popular.
Ejemplos:
m ¢ alfabeto = un conjunto de simbolos
masa e conjunto de conceptos fisicos = conjunto de objetos
para expresar " m designa masa" diremos D m masa o \({1 d masa

donde d quiere decir "designa® “igual por designacién®

F = conjunto de todos los fluidos reales = conjunto de objetos |

f = un sfmbolo e alfabeto = conjunto de objetos

D f fluldo real; f2 flufdo real

F =} f} = conjunto de todos los flufdos reales

M= conjunto de manifolds m = conjunto de conceptos

Para expresar "m se reficre a £, "m modela a f", "m refleja a f" diremos
Rmf o m 2 f, que quiere decir "m representa a un flufdo real

m W , . W
= es pues 1gual por refericion.

- ’ m . r
Dentro de una teoria dada tanto R como = son funciones, asi:

R: 00— C ytambién l;n:O-—-,- C



=

puesto que Voe O 3, compafiero conceptual ceC tg c=oO

. m .
No as{ en toda la fisica engque R y = no son funciones ya que en ese

contexto puede haber mds de un concepto ¢ para el mismo objeto o.

. ' .,
Debemos tener presente que la relacidn de referencia R es la union de

la referencia inmediata R.l vy la mediata Rm \
R = R.1 U Rm ' \

donde Ri relaciona ¢ { concepto ) con m ( concepto } modelo teorico \

del objeto fisico f. ¥ Rm relaciona c ( concepto) con f ( objeto

fisico ) ;

como ejemplo designemos la vorticidad{con cepto) con la letra €, un

flufdo ideal { concepto ) por m y un flufdo real de baja viscosidad ( ob-

jeto fisicd por f, asi:

m & flufdo ideal , Dmflufdo ideal : Df flufdo real ; D § vorticidad

d  flu{do real de baja viscosidad; %2 d Jorticidad

1

f
m f, entonces

R.lQm, Q T yorticidad de m
RmS? £, &2 D yorticidad de f

R=R U R = RemU Ran

c) Extensidn e intensidn. Seace C un concepto gque pertenece a un conjunto
de conceptos C; definimos “extension de ¢ como la coleccidn de referen-
tes de C.

La extensidn de fluido es el conjunto de todos los flufdos.

1a extensidn de masa es el conjunto de todos los objetos que poseen iner-
cia.

"Intensidn” lo definimos as{: "intensich de c" es el conjunto de propiedades
de c.

Intension de flufdo = {presio’n, volumen temperatura, numero de moleculas,
densidad, .. }

Intensidad de masa = iLinercia, cantidad de materia, ser afectada por

camps g , . - 15

Los dos conceptos anteriores, que se abrevian E(c) e I{c), permiten cons-

trulr definiciones més completas.

Pt



Por ejemplo, en F{sica decimos que algo es cuerpo si es localizable y
tiene masa, asf{: sea P el conjunto de talos log objetos fisicos
Y xeP ,Cx df Lx ~Mx
que leemos : todo X que pertenece al conjunto de objetos ffsicos P es
cuerpo si posee las propiedades de localizabilidad y masa.
De modo que :'I{cuerpo) = llocalizabilidad, masa 3
Ademas, los conceptos de extensidn e intensidén permiten definir otros
conceptos como son significado y sinonimia.
d) Significado. Decimos que significado de un simbolo es la pareja or-
denada extensién-intensidn del concepto ¢ simbolizado, asf:
Dsc =2 [ Sigs & { Efe), Ie) > ]

Y naturalmente, s carece de significado cuando la extension e intensio’_n
del concepto que designa son vacias, lo cual equivale a decir que ¢ no
es un concepto,
Arevemente Dsc, E{c) = {#} A I{c) = | #} => c no es concepto
o también Dsc, & Sigs €>FceC, © mas simple

Dsc 3 Sigs<&>»3¢ceC )
El concepto significado es contextual es decir que debe estar referido al
lenguaje en el cual ocurre el s{mbolo. Ademas, 'significado" es incom-
pleto puesto que "extensidn" también es incompleto ya que es imposible
que podamos examinar toda la coleccidn de referentes del concepto de que
se trate; todas las muestras de fluldos, por ejemplo. L
Si E(c) e I{c) se refieren exclusivamente a ob]etos fisicos decunos que
- el sfmbolo tiene significado ffsico.
[{c) debe contener predicados puramente f{sicos en tanto que no requeri-
mos que E{c) tenga existencia real pues permitimos que sea hipotética.
El significado fisico es directo ssi existe por lo menos unce C ¥ un
p € P tales que Dsc y Rep. Y es indirecto ssi s depende de otro u otros

signos s' tales que tienen significado directo.



Ejemplo de significado f{sico directo

P = iobjetos f{sicos} C = &conceptos} S = {sfmbolos}

.. fluido real, .. fluido ideal

rsa
carga electrica, ... campoeléc-

trico, fuer-

Z8,. 0

d flufdo ideal, Dm flufdo ideal

m
f € flufdo real, Df fluido real
m2f, R mf ; E(m) = {flufdos ideales |
I(m) = { disipacidn de energfa, conduccion de
calor, ... 7;

De acuerdo con nuestra definicidn *m" tiene significado directo.
Analicemos qué tipo de significado tiene el concepto'campo eléctrico:
Tomemos DEcampo electrico

DFfuerza electrica \\

Dgcarga electrica
SigE [¢E(E), T(E)> 1; E(§)={espacio,‘cuerpos,...\ \

_ I{E) ={intensidad, direccidn,...}

Sig E es indirecto puesto que depende de los conceptos fuerza electri-

ca y carga.

Analicemos el tipo de significado de densidad ( de masa ):

Tomemos D¢ densidad |
Dmmasa
DVvolumen ‘

Sige df [ { E(densidad), I(densidad) > J; E(densidad) = J]cuerpos 1,
: I(densidad) = {magnitud, dimensidn, .. 3

Sige¢ es indirecto puesto que depende dem y V

Tamblen debe tomarse en cuenta que para que un simbolo tenga mgmfmado\
f{sico no es necesario que:
i) exista una cosa real a la cual se refiera la idea ( p. ej. “"centro de
masa de un anillo" )
1i)_la e;ttensiori' no sea vacfa l.e E(c) # @) p.ej. " capa material de

]

ancho cero



’
-

e) Sinonimia. Existe sinonimia cuando dos conceplos tienen significados
iguales: Dsc ~ Ds'c' == [ Sin ss' df E(c) = E(c") Alfc) = I(c’) ]

es decir, cuando las parejas ordenadas que definen el significado son i-

‘

guales.
“sinonimia" al igual que "significado"” es contextual e incompleta. Y esto

también puede decirse de cualquier objeto conceptual cientffico, puesto
que si se le encuentra interesante y se le examina mas a fondo, de seguro
se modificardn su extensidn e intensidn.

Entonces, todos los concepios cientificos son vagos, pero esta vaguedad
se va eliminando poco a poco a medida que la ciencia avanza. Sin embar,.

‘g0, es seguro gque nunca serd eliminada totalmente.

f)Verdad. Dados una proposicidn ¢ e C, un objeto o0 e O y una relactdn \‘\
de referencia R entre ¢ y o, decimos que ¢ es verdadera o que lo que\
predica acerca de o es verdadero si la pareja ordenada (c, o> satisfa-
ce la relacién R.

Verdad es,entonces, un caso de satisfaccidn de una relacion de refereﬁcia.
R puede ser satisfecha o no por el par {c, o> y la cuestidn particular si

(e, o> satisface ono a una R es cientffica, no filoséfica.

J 2 es racional. No es verdadera puesto gue (racional, ﬁ}no satisfa_
ce la relacidn de referencia "ser”; es formal puesto que no necesita de

referencia externa.

Todo flujo real es compresible. Aquf ( compresible, flujo real) satisface

la relacidn de referencia "ser" . Es una verdad factual.

Si sucede que o0 es un objeto conceptual entonces Rco se mantiene en el
nivel conceptual y nace as{ la idea de verdad formal o adecuacidn de una
idea a otra. Todas las verdades légicas v matemdticas son formales pues- -
to que no necesitan de referencia externa.

Si o es un ijeto f{sico entonces Rco es heterogénea, en el sentido

gue no es directa puesto que © debe ser descrito por un concepto. Te-
nemos entonces Ree' con ¢' ¥ o. Estamos en el caso de una verdad

factual que debe ser evaluada tanto interna como externamente.

la verificacidn interna se hace estableciendo la coherencia con otras ase-
veraciones aceptadas como verdaderas y la externa haciendo uso de pro-
cedimientos empiricos. Esta dltima no es completamente precisa o absolu-

~ tamente exacta de modo que la verdad factual es parcial

" Ejemplo. Supongamos como objeto fisico un fluido real. Podemos inventar
el concepto ¢' fluldo ideal sin friccidn interna ni intercambio de calor entre



sus partes ni con el medio ambiente.

Todo flufdo real puede ser descrito por un flufdo ideal

Rco es la r_elacicfn heterogénea "concepto fluido" con "objeto f{sico flu-
r

ide™

s

¢' B oes " el concepto flufdo ideal modela o refleja al objeto fisico fluldo’
" el concepto flufdo ideal se refiere al objeto flsico flufdo" |
¥ Rcc' es la relacidn directa entre los conceptos flufdo real v fluido ideal,
qgue hay que verificar. '
La verificacidn interna se realiza averiguando si las caracter{sticas del .
fluido real se adecuan a las del fluido ideal, es decir, si se puede con-
siderar que no hay disipacio’n interna de energia ( friccion interna) ni
intercambio apreciable de calor enire las diversas partes del fluido real.
La externa midiendo la viscosidad del flufdo y.las pérdidas de energfa.
Ejemplo. Todo flujo real es isoentrdpico; aqui isoentrépico, flujo real
ho satisface R. La relacidn de referencia no permanece en el nivel
conceptual ( isoentropico = conce;:;to; flujo real = objeto ) y nuestro
ejemplo es una verdad factual heterogénea pues o = flujo real debe

ser descrito por un concepto c¢' flujo ideal.

Los lo’gicos, en general, son reluctantes a aceptar la existencia de ver-
dad parcial. Y los filosofos de la ciencia malinterpretan la verdad parcial
con probabilidad que es un functor matema,tico, con grado de aceptacidn
que es un predicado pragmético, con grado de confirmacién que es un
concepto metc:dolc’;gic:oj con ser creible o ser cierio que es un concepto psi
coldgico , con .verdad relativa que es una verdad que depende del contex-

to 0 con valor que es un concepto subjetive de utilidad.

Debe tenerse en cuenta ta_mb,ién que no existe COntradic_cién cuando asig-
namos dbs valores diferentes de verdad a una verdad factual dependien-
do de la funciod que desempehe. Es decir que la podemos considerar como:
i) valor loigico verdadero si la usamos como premisa de deduccidn, o )
ii) valor de verdad parcial o verdad factual que depende de su relaciénm-
con el referente.

Por ¢jemplo, los posiulados de una teorfa'ffsica son usados como verdades
lo’gicas para deduccidn y al mismo tiempo son puestos en duda y estamos

concientes de su calidad de verdades parciales. .



Variables y Constantes

En fisica tratamos con cantidades que pueden ser variables o constantes
Una variable es el representante matemdtico de una propiedad fisica que
puede tomar diferentes valores.

La propiedad en sf no cambio sino sélo toma diferentes valores. La va-

riable presibn es siempre presidn aunque tome diferentes valores.
Las hay que no dependen del tiempo como los puntos fijos en el espacio o

el tiempo mismos.

Las variables son lugares vacios que pueden ser ocupados por nimeros.
Decir por ejemplo que, X, un real es una variable significa que en lugar
de ella se puede poner arbitrariamente cualquier representante de los rea-

les. ,
No es pues una propiedad comabiante s$ino un elemento no especificado de

algin conjunto.

Que una variable dependa del tiempo significa que toma diferentes valores

en diferentes instantes.. Se escribe x = f(t) lo que quiere decir que

para un t dado, que pertenece al dominio de T de f, hay una x del contra-
dominio X de f que no es arbitrario sino que estd determinado en forma dnica
j.e. f: T X _

Cuando una variable es independiente del tiempo se le 1lama constante.
Razonamiento similar podrfa haberse hecho respecto de la posicion o el es
pacio. Cuando una variable no cambia con la posicidn se dice que es unifor
me.

Hipdtesis

Un enunciado fisico es una proposicién en la que s6lo aparecen predicados
formales y fisicos. '

"la longitud L del sistema es el valor que el observador puede leer en un
instrumento adecuado "no es un enunciado fisico sino psico-fisico puesto
que interviene la operacidn de Teer hecha por el observador, que no es un

objeto fisico solamente sino fisico, psicoldgico, social, etc. En tanto que:
*Si L representa la propiedad longitud de un sistema fisico, entonces L son

Tos Gnicos valores de longitud que puede tener® es un enunciado fisico.
- A los enunciados fisicos Tos podemos clasificar desde un punto de vista me
todo16gico como incorregibles y corregibles. Los primeros con conven-



Li

ciones, reglas de designacidén, convenios, definiciones. Todo enuncia-
do no chvencional que se refiere a la realidad es corregible por argu- B
mento racional, invoque o no a la experiencia. Los enunciados corregi;
blespueden ser datos o hipdtesis. Los primeros son la expresio’n de un
resutado proveniente de alguna operacio’n'empfrica { observacion,medida

o experimento ) Los segundos L son suposiciones, es decir
enunciados supuesios verdaderos. o
Algo que caracteriza una hipo’tesi;xffsica es que sobrepasa a la éxperiencia
ya sea porque es universal o porque se refiere a cosas o propiedades

~

inobservables.
"1a velocidad . de las ondas e-m en el vacio es c" es universal vy sobre—

pasa la experiencia.

"la energia de un foto’n que viaja en el vacio es hv" universal e inobser-
vable.

Veamos unos cuantos tipos de hipdtesis:

1. Hipdtesis Especiales

Son supuestos mds que inferencias de la ekperiencia: condiciones inicia-
les, condiciones de frontera, valores especiales de parémetros, campos
gque se hacen cero en el infinito. Todas ellas son conjeturas testables por
experimento pero hasta cierto limite.

2. Restricciones.

Son condiciones marticulares. T = cte, distancia entre cargas = Ccte, vis-
cosidad = cero, compresibilidad = cero, conductividad tdrmica = cero.
Este tipo de hipdtesis fija las caracter{sticas del modelo que refleja el
sistema fisico a tratar; determina la forma en que el modelo evoluciona

v que debe ser acorde a las restricciones. As{ se obtienen ecuaciones
que caracterizan los modelos ideales del sistema. Por ejemplo la ecua~
cion de Newton-Euler.

3. Hipotesis Comprensivas

Este tipo de hipo"tesis presenta suposiciones tan vastas, penetranies y
arrolladoras que casi no las notamos. Ejemplos de ellas\son: el espacio-
tiempo es continug, tiene métrica. El flujo de densidad dé energfa pue-
de ser representado por un vector. Las trayectorias de las partfculas

son continuas.

En general, aceptamos estas hipdiesis sin darnos cuenta de ellas, pero
sino las aceptdramos tendrfamos que dar hopdtesis alternativas y debe-

X / 4 .
.rfamos, ademas, esperar algunas consecuencias observables.



4. Hipotesis bédsicas o Axiomas.

Son enunciados fundamentales aceptados como verdaderos, al menos
temporalmente, a partir de los cuales se obtienen todas las demas
afirmaciones de una teor{a. Algunas veces son sugeridos por la intuicioh

o por la experiencia, otras son puramente el resultado de la imagina-

eion creadora o aventura intelectual

D Leyes.

Una ley ffsica es una proposicién fisica general, una hipdtesis univer-
sal o casi, que puede ser corroborada y que describe el comportamiento
de la realidad ffsica, pero no de un soloj‘lecho especifico o particular

sino de un conjunto dé hechos, es decir que trasciende los hechos par-
ticulares. De una manera equivalente podemos decir que se refiere a cual-
quier hecho posible de alguna clase dada. Que la posibilidad realmente o-
curra no lo determina la ley sino e/sta vy las circunstancias.

La corroboracidn de la ley no le da de ninguna manera caracter final

sino gue sélo le asigna un valor de verdad en un dominio dado. Por

otra parte, la ley es sistémica, es decir, que estd basad&xen todo un
sistema de hipotems

Cuando de ella se pueden derivar una serie de leyes de alto nivel la ele-
vamos a rango de principio. De las leyes de alto nivel se derivan las'de
bajo nivel y de estas dltimas una infinidad de casos particulares. .
Las leyes fisic_as son introducidas de muy diversas maneras: generali-
zando relaciones empiricas, notando parecido o semejanza con casos
conocidos, obteniendo consecuencias de principios generales o sim-

plemente ( y muy importante ) por invencidén.
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TEORIAS

Toda teoria fisica es un sistema hipotético—deductivo, un conjunto de
hip&teisis ligadas por la relacidn de vinculo o de deducibilidad, = ,
en el sentido de herencia, transmisién o legado.

Cada hipdtesis ( postulada o deducida ) se refiere a la realidad fisica
y es corregible, pero la relacidn de vinculo { == ) entre sus premisas

y sus consecuencias ldgicas es rigida.

A Enunciados.

En una teoria ninguna fdrmula es alslada; cada enunciado es:
. i ' P .
i) una suposicion bdsica, postulado ¢ axioma,
s s £ :
ii) una consecuencia logica de fdrmulas previas, a menos que sea

iii) una definicidn

B Caracter{sticas .

Toda teorfa f{sica se caracteriza por:
i) formalismo matemdtico: su estructura debe ser razonablemente co_

rrecta

i) significado f{sico: debe tener contenido definido i.e. conferirle signi=-
ficado fisico a sus simbolos bdsicos o sea que su formalismo debe ser
f{sicamente interpretado, y

iii) testabilidad: debe ser capaz de encajar datos empiricos con la teoria
y aparear otras teorfas que cubran campos afines. Si no puede ser

testada permanece como teorfa especulativa en tanto lo es.

Sean A un conjunto de axiomas y t un teorema. Para gue un teorema t

sea deducible de un donjunto A de axiomas el condicional A =2 t debe

ser ldgicamnete verdadero vy, a menos que un conjunto de fdrmulastenga su
estructura rigida por la relacidn de deducibilidad no cuenta como teoria.

En lo que respecta a su forma, una teoria es un conjunto de fdrmulas del
cdlculo de predicados con identidad i.e. de la 1dgica ordinaria T =[ F, =% ]
y, ademas, debe ser cerrada en la relacidn de deducibilidad.

Para que los axiomas del conjunto A puedan generar toda la teorfa, deben

\.
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cumplir con una serie de requerimientos:
i) tratar de la misma cosa, es decir sobre el universo del discurso de

de la teorfa
ii) ser interelacionables o enasmblables, o sea que deben encajar unos
con los otros de alguna manera
iii) algunos de ellos, por lo menos, deben ser universales.
El conjunto A de axiomas es entonces el conjunto de generadores 18gicos
de todas las férmulas o sea la base axiomdtica de la teorfa.
Las fdrmulas de la teorfa ( axiomatizable o axiomatizada } forman un con-
junto F que es la coleccidn de todas las consecuencias 16gicas de Ay
es cerrado bajo la deduccidn.
Existen dos relaciones muy importantes en el estudio de sistemas deduc-
tivos la identidad formal vy la inclusidn formal. '
Decimos que existe identidad formal cuando bases equivalentes generan la
misma teoria, o sea que T1 es formalmente idéntica con T2 ( es decir
Fl = Fz } ssi Al <> A2' Hablamos entonces de formulaciones diferentes
de la misma teoria.
Pero esa equivalencia es puramente formal puesto que dos teorfas formal-
mente idénticas pueden tener diferente significado fisico.
Dos teorias son completamente equivalentes si son equivalentes tanto
formal como semanticamente, i.e. son sdlo dos maneras diferentes de

decir la misma cosa.

Decimos que T2 es formalmente una subteor{a de TI si %C Fl 551 Al ==>A2

Se dice que Tl se puede restringir o reducir a T2 vy a Tl se le llama una ex-
tensidn de T,- _
Estdtica © Dindmica; Optica Geométrica — Optica Fisicac Electromagneiis-
mo Cldsico.

La estructura formal de toda teor{a fisica estd constituida por su estructura
matem&tica y su estructura 1dgica. Como, ademds, presupone andlisis, tie~
ne estructijra analftica gue es dada por lds propiedades de transformacidn.
Si esa estructura formal es conocida entonces la teorfa es matematicamente
madura, es un formalismo, vy se le debe dar interpretacion f{sica si es que

se desea que constituya una teoria fisica.
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Cuando no se le da interpretacidn f{sica o sea que sus simbolos { apar-
te de los lo/gicos ) se mantienen sin interpretar constituye una teoria
abstracta.

Al interpretar los simbolos de la teorfa abstacta adquiere significado y
se transforma en una teoria interpretada, realizacidn o modelo de la
teorfa abstracta si satisface los predicados de ésta. No existe limite
para las interpretaciones y por consiguiente para los modelos, pero
aquellas deben ser interpretaciones verdaderas o sea que deben respe-

tar la estructura de los conceptos y de los axiomas.

Todas las teorias ffsicas, modelos de teorias abstractas, son factuales

y, por consiguiente, vagas puesto que las interpretaciones de los simbolos
son siempre parciales puesto que se refieren a objetos extraconceptuales vy,
por consigulente , no bien conocidos.

En resumen, las teorias fisicas, modelos factuales de su esqueleto abs-
tracto, son sistemas hipotético-deductivos parcialmente interpretados.
Poseen significado fisico ssi contienen suposiciones interpretativas que
asignan referentes f{sicos a sus conceptos basicos.

Consideramos que la teorfa f{sica es significante aunque no sea testable
en su totalidad. o
la teoria electromagnética es significante aungque la electrostdtica de una
esfera cargada simétricamente no sea testable, por ejemplo.

Es mas, una teorfa testable empiricamente debe ser interpretada antes de

pensar en testarla. Debemos saber pues, de qué trata la teorfa, o sea que

debe tener significado fisico previo al test.

Entonces, significado ffsico es una condicidn necesaria, perc no suficiente,
1y 4T P :

para testabilidad. Y esta ultima es suficiente, pero no necesaria, para que

la teorfa tenga significado ffsjco.

C Requerimientos Formales y Semadnticos.

Una buena teorf{a ffsica satisface una serie de requisitos que son previos a
su comprobacion experimental y, claro, son mas fdciles de enunciar que

de ser testados o satisfechos. Unos de ellos son formales, otros semanti-

Ccos.

e
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1. Consistenca interna ( obligatoria )

Un cédlculo eSECOnsistente cuando es imposible demostrar en el una
contradiccion, es decir, un enunciado y su negacidn. Toda teorfa
debe ser libre de contradicciones pues de lo contrario se puede con-
cluir cualquier cosa pero ninguna valida. En el sistema no debe haber
proposiciones que a la vez sean falsas y verdaderas.

La cosistencia interna puede ser viclada, sin saberlo, cuando se trata
de extender una teor{a agregéndole ~algunas hipdtesis.

- Se puede eliminar la contradiccion eliminando una o mds hipdtesis.

El test de consistencia interna consiste en mostrar un modelo libre de

contradicciones

2. Consistencia externa { obligatoria }

Es la compatibilidad de la teoria en cutidn con las otras teorfas, no
competitivas, vya aceptadas en el mismo campo y campos afines.

Claro que toda teoria es consistente autom&ticamente con todas las teorfas
presupuestas para elaborarla i.e. las teorias en las cuales se basa. '
Por consiguiente el progreso de las teorfas factuales no puede llegar a
refutar ninguna de las teorias presupuestas, como la ldgica ordinaria .
o la teorla de probabilidades.

Los tests de verdad incluyen tests de con'sis'tencia externa. Una teorfa
que contradiga a toda otra teorfa ni squiera se considera perc una gue

no se oponga a todo puede ser una novedad y esta situacién no debe emple~

arse para desacreditar o desechar revoluciones parciales. o

3. Independencia de Primitivas ( altamente deseable )

Los concep~
tos basicos, primitivos, indefinidosde una teoria deben ser ldgicamen-
te independientes o sea no interdefinibles. De otra manera no todos ellos
serfan bdsicos y uno no sabrfa si algunas férmulas son hipStesis o defi-
niciones. El test consiste en reinterpretar las primitivas de la teoria, una
por vez, y comprobar sl los axiomas son satisfechos. Debe tenerse el cui-
dado de no confundir independencia 1&gica con independencia semantica o

rd
matematica.



En una teoria dos conceptos son:

i) mateméticamente independientes ssi la teoria no los relaciona

i1) semdnticamente independientes ssi tienen referentes diferentes
Masga y carga son lcfgicamente independientes pero no lo son matematica
ni semdnticamente .

La independencia no es tan importante como la consisten\iia vy responde
més a un ideal de economia 1dgica y de elegancia. \

4, Independencia de Axiomas { deseable ) \
Un axioma de un conjunto axiomdtico es independiente de los demds
cuando no es demostrable como tecrema a partir de ellos. Es decir

gue ningin axioma debe ser deducible de cua'lquier otra hipdtesis de
la teorfa. El test consiste en eliminar 0 negar uno por veéz y COmpro-
bar si el sistema permatece consistente. Investigaziones sobre la in-
dependencia de axiomas han sido alguna vez muy importantes en el de-

sarrollo de la ciencia.

' . rd '
Los requerimientos semanticos, que suplementan a los formales, son:

5 Unidad de Referencia ( obligatoria ) ' “.‘
La teoria debe tener una clase de referencia definida, es decir referir- '
se a miembros de un universo definido del discurse. Por ejemplo cuer- \
pos, pares particula-campo. De otra maneraiflo se pueden establecer rela-
ciones 1dgicas entre las fctmulas. /

Cualquier teorfa f{sica tiene dentro de sus conceptos primitivos uno o mas
conjuntos cuyos elementos se supone que modelun o reflejan objetos f{-
sicos v, cada anunciado de la teor{a debe referirse a miembros de esos
ceonjuntos.

No obstante eso, hay algunos enunciados gque no ée refieren a elementos de
esos conjuntos. Son ellos los enunciados que no tienen ningun contenido

f{sico v aquellos que conciernen al espacio-tiempo.

6. Interelacion Conceptual ( obligatoria ) :

Los conceptos bdsicos de la teoria deben estar interelacionados; en otras
palabras, ningin postulado debe referirse a una sola primitiva. De otra
manera los axiomas no se podrian conectar y no habrfa posibilidad de

iniciar la déduccidn.

-

—
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7.  Cerradura Semdntica ( altamente deseable ) R

En una teori'a. no se deben permitir mas predicados que los qifle se han ad-

mitido o introducido por definicidn al inicio. ' -
i las formulas se refieren a objetos fisicos no es posible interpretar-

las en términos de cosas humanas como incertidumbre, predictabilidad

u observabilidad. De otro modo cualquier cosa puede ser conclufda .

puestio que p =¥ pvVv g congq arbitrario y ademds, se pueden deducir

condicionales irrelevantes.

8, Homogeneidad Semdntica ( deseable )
Los precdicados de una teorfa deben pertenecer a una misma familia sema'n—

tica. Por ejemplo una propiedad macroscopica como presio’n no se pue=

de aplicar a una sola part{cula.



III

AXIOMATICA FISICA

La teorfas cientificas son respaldadas por la Ldgica pero no nacen de ella.
Son concebidas en formas muy diversas y aun raras. Con el uso de analo-
glas, indicaciones heurfsticas y principalmente metaf{sicas. Su estruc-
tura v contenido emergen gradualmente a medida-que maduran . En cierto
momento de su desarrollo estdn listas para Axiomatizacidn; esto sucede
cuando sus antecedenteg ¥ componentes esencialed han 8ido reconcel-
dos.

Los antecedentes de una teor{a son las ideas que usa y toma como pre-
supuestas.

Los componentes esenciales son las hipétesis gue la caracterizan y que
pueden ser cambiadas sin modificarla totalmente.

Cada enunciado de una teorfa es:

i) una suposicidn inicial A de la teorfa T o (exclusivo)

ii) una consecuencia tdgica t de: suposiciones iniciales A, con-
 secuencias previamente obtenidas t' o partes B de los anteceden-

tes de la teorfa.

A Antecedentes.

Toda teorfa es construida sobre la base de ideas anteriores. Ideas 16~
gicas para comenzar. Salvo la chgica Elemental que carece de ante-
cedentes. Esas ideas fundamentales ocurren no solamente como indica-
ciones heurfsticas ( caso de la hidrodinamica y la electrodindmica ) si-
no, también, como ideas propias de la nueva teorfa. ¥, sdlo estas dltimas
cuentan como antecedentes propios de la teoria va que las gufas heur{s~
ticas pueden ser abandonadas cuando la teorfa va ha sido construida.

Los antecedentes de una teoria fisica consisten en dos clases de ideas,
las formales y las no-formales.

Las primeras estdn cosntituidas por, todas las ideas ldgicas y matemd-
ticas que emplea. Asi, la Mecdnica del Continuum presupone la L6gica ordj-
naria, teorfa_ de conjuntos, topologia, geometria analitica y andlisis.

Sus antecedentes no formales o materiales consisten en todas las teori-

c Ar.
as genericas y especificas en que se basa.

RE—



Ademas, existen las hipotesis genecrales que puedeén ser:

1) filosoficas: "existen objetos fisicos", "existen eventos". Y aunque
muchos sean imperceptibes o conocidos solo en parte, tenemos que
referirnos a ellos si no queremos encerrarnos en misticismo y contem-
placidn.

ii) especiales de existencia: "hay campos". Que se hacen muchas veces -
al principio de la teoria ( en la axiomatizacion ) y, es claro, pueden
ser falibles como cualquier hipdtesis.

La realidad { o no ) de las hipotesis contenidas en una teorfa f{sica debe

inferirse de la forma en que la teorfa:

i) encaja en todo el cuerpo del conocimiento aceptado, y

ii) describe y predice eventos suceptibles de control empirico siempre con
el auxilio de otras teorias.

Naturalmente que este criterio de realidad fisica puede fallar pero de nin-

guna manera es un criterio tonto; algunos o todos los entes hipotéticos

pueden alguna vez, ser irreales. |

La experiencia no puede comprobar una teorfa, pero puede descubrir que

es verdadera parcialemente, que es falsa o que es indtil.

Un criterio inadecuado de realidad fisica es mensurabilidad. "Ser real es

ser medible" no se puede aceptar. Baste recordar el gran nimero de cientj

ficos que han medido propiedades de irrealidadeé como calérico y parti-
culas inexistentes.

Cuando axiomatizamos una teorfa no es necesario exponer todos sus antece-

dentes sino solamente listar sus items principales. Despu€s de profundizar

en sus antecedentes, deben ser expuestas sus unidad es basicas, que

constituyen su base primitiva. \

B Base Primitiva P.

El conjunto de unidades basicas © conceptos técnicos fundamentales de
una teoria son los componentes iniciales de sus axiomas y definiciones

vy se¢ llaman bhase primitiva P. ‘

Ellos son los indefinibles o primitivas de la teorfa en cuestidn pero pueden
ser definidos por otras teorias. No son indeterminados o no-analizados;
muy por el contrario, los postulados los determinan, analizan y caracteri-
Zan tanto formal como semdnticamente.

Las llamadas variables independientes de una teorfa son sus indefinibles

-




pero, por otro lado, las variables independientes también pueden ser pri-
mitivas.

Los conjuntos que representan el estudio de una teorfa estan en la fami~
lia P y el objetivo principal de la teorfa es caracterizar ese objeto de su
estudio, esa clase de referencia. Sieinpre que la clase de referencia de
una teorfa es un conjunto de individuos la llamamos unitaria. Si la clase
de individuos estd formada por dos clases mutuamente independientes se
llama dualista ya que postula dos "substancias" mutuamente irreducibles.
La Mecdnica de Flufdos es pluralista puesto que trata muchas "substan-
ciag" irreducibles: campos gravitacionales, campos de velocidades, de
densidades, de vorticidad, de presiones, cuerpos, a’reas, volumenes,

por citar algunos.

C  Conjunto de Conceptos C.

Una vez tenemos la base primitiva podemos definir todos los demds concep-
tos de la teorfa, por ejemplo particula, punto material, esfuerzos,

posicién, movimiento, configuracidn , velocidad, momentum lineal, fuer-
zas, etc.

El conjunto total C de conceptos técnicos de una teorfa T consiste de sus
primitivas y de sus conceptos definidos: C = P U D

Un concepto que no pertenece a P ni a D no pertenece a la teorfa T

C€P A c€D =3 c £ T
As{, como el concepto observador no apére_ce en P ni en D, entonces es
un intruso en la teorfa.
Una vez establecidos los conceptos bdsicos o fundamentales de la teoria

( su base primitiva P ) - podemos establecer sus enunciados bdsicos. -

D Base Axijomdtica A y Formulas F.

El conjunto de enunciados basicos ( fundamentaimente 18gicos ), suposicio-
nes iniciales, axiomas o postulados bésicos de una teoria constituye su
base axiomatica A , que determina la estructura y significado de sus
primitivas.

Idealmente, al menos, todos los demds enunciados de T son deducibles de
A en conjuncio’n con cualesquiera premisas lo’gicas,matema'ticas O proto-

o A
fisicas a las que podamos asirnos.



Entoces, el conjunto de férmulas F de la teorfa es la unidn de los con-
juntos A vy {t 15 , conjunto de todos los teoremas deducidos o deduci-
bles ( i.e. demostrados o demostrables ) F = AU {t}

Debe enfatizarse la diferencia entre los axiomas de la Mecdnica de Flui-
dos y de la Matemdtica en general. Mientras los segundos definen fami-
lias de objetos © estructuras formales, los primeros tratan de caracteri-
zar, no de definir, especies de objetos concretos, verbigracia, flufdos,
sistemas f{sicos que tienen existencia independiente de tales axiomas.
Esto es, mientras la Axiomdtica de la Mecdnica de Flufdos presta las i-
_deas matemdticas que necesita, no puede imitar en cada punto el esti-

lo de la axiomatizacidn matemdtica. Por ejemplo:

"Definicidn: la estructura H=[ F, M, ¢, p, Qn.V, L ], donde ry
M son conjuntos, @ p)Q son funciones sobre F x M, N V, L sonfun-
ciones sobre F y M es una funcién sobre M x M es una red hidradlica
siy sélo si: ... y aqui viene una lista de axiomas due caracterizan el
estado matemdtico y las relaciones mutuas entre las primitivas "

Ese tipo de definicién axiomdtica es inadecuado para la Mecdnica de
Flu{dos puesto que las redes hidratlicas estan allf en el mundo y no en
nuestra mente.

Un f{sico no inventa sistemas f{sicos al igﬁal que los matemdticos inven-
tan espacios. Lo mejor que puede hacer es dar una descripcidn de lo que
es el slstema f{sico lo mds apegada a la realidad con la ayuda de concep-
tos y enunciados cuidadosamente elaborados.

A algunos matematicos les puede desagradar este procedimiento y podrfan
demandar que definieramos los sistemas f{sicos en forma puramente matema-
tica sin ligar los términos con objetos externos. Esto causarfa la falla de
la teorfa de la Mecdnica de Flufdos.

Il objeto de la Axiomatizacion de la Mecdnica de Fluidos es.aclarar Ias
peculiaridades y caracter{sticas principales de los sistemas fisicos que

aparecen en ella.

No hay nada intuitivo ni final en un axioma; muchas veces se postula y se
ve qué se puede deducir y si lo conclufdo es relativamente verdadero.

Lo que distingue la Axiomdtica en Fisica de la Axiomdtica en Ldgica y en
Matemdtica es:

[) mientras los axiomas formales son, hasta clierto punto, convencionales,
- --degidos por su fertilidad, poder de unificacién y tal vez belleza, sola



mente, se suPone que los axiomas f{sicos adquieren su madxima veraci-
dad relacionados con hechos.

ii) mientras que en Matemdtica uno puede admitir précticamente casi cual-
quier cosa, siempre que no entre en conflicto con la Ldgica, y luego
demostrar lo que sea, en Fisica nada puede tomarse por supuesto ni dar
después una prueba concluyente.

Para que la base primitiva sea caracterizada adecuadamente por los axio~

mas debe haber un grupo de €stos por cada concepto primitivo.

Cualquier conjunto de axiomas suficiente para caracterizar la base primiti~

va de una teorfa se llama p-completo, condicion que es necesaria pero no

suficiente para proporciconar todos los enunciados de una clase.

Un conjunto de axiomas p-completo se llama d-completo si es necesario

y suficiente para deducir todas las férmulas deseadas en un campo dad? .

Si, por azar, aparece una férmula escrita en el simbolismo de la base

axiomatica puede ser imposible reconocer si esa formula fue deducida de

.zl base y puede no haber procedimiento para decidir esta cuestidn .

Cualquier axiQmatizaciSn alternativa constituye una teoria diferente. Al

cambiar la base primitiva y la base axiomdtica resulta un conjunto dife-

rente de fdrmulas y es, por ende, una teorfa diferente puesto que

T=[F, => ). Pero si al cambiar la base primitiva o la base ax.omatica

resulta el mismo conjunto de fdrmulas , entonces tenemos una formula-

cion diferente de la misma teorfa.

E  'nterpretacion de la Teorfa.

En contraste con la Matemadtica, en Fisica debemos caracterizar no solo

la astructura e interelacidn de las primitivas siao :ambién su sigﬁiflcado;
asta es la funcidn semantica de los axiomss, referi las primitivas a
entidades fisicas con propiedades, o dicho de otra manera, establecer las
relaciones concepto-objeto f{sico aunque ellas sean alco vagas v puec " sei
no satisiechas por los objetos reales. Esto quiere decir que los axioras se
manticos pueden ser falsos o por lo menos inexactos, ¢ ue no determi-
nan por completo el significado de la variable fisica sino que sd.o la deli-~
' nean. Son pues los postulados interpretativos de la teorfa que trazan sw
perfil semantico.

Los significados fisicos son sdlo esquematizados, no determinados nov
completo en una sola teorfa. Su determinacidn la hace toda la Fisica. _—\sf;
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los significados no nacen de golpe sino emergen gradual y paulatina-
mente 8 medida que la ciencia crece. Esto siempre ha sido as{ v se nota
al estudiar trabajos originales de investigadores tanto en los albores de
la Fisica como con el advenimiento de la Teoria de la Relatividad y de la
Meaica Cudntica, que nos muestran el fruto de trabajar con sistemas mate-
méticos semi-interpretados.
Existen cuatro maneras de interpretar f{sicamente una teoria:

i) deduciendo teoremas generales

ii) aplicandolos a casos especiales
iii) descifrando férmulas en t€rminos experimentales, y

iv) encontrando analogfas con otras teorias.
Mientras que las dos primeras son legitimas, las dos dltimas no .puesto
que se trabajan a proposiio. '
La manera mas segura de obtener el significado fisic~ de una teoria es
aplica’ndoia a casos paradigma/ticos, aunque €stos no existen en la na -
turaleza.
I todo caso, las interpretaciones fisicas no se dan desde &l inicio sino
gue se van descubriendo a medida que se sacan consc¢cuencias lo’gicas ¥
que se introducen suposiciones especfficas_, excepto en ii$ recONsituc—.
ciones axiomaticas. Al reves gue muchos sistemas mafesztic;s, las teo-
r{as r{sicas no nacen axiomatizadas.
*a discusion de situaciones experimentales coo el ern.ple.: e 2orics g
5izas no escllarece maycr cosa nuesto que las situacic - exper.ueonta-
ies son tan especfficas y complejas que una explicacion realista de «llaz
regulere la contribucidn de diferentes tecrfas ademds de ase e acicaes
puramente descriptivas.
En cuanto al uso de analogfas para obtener significado. es tan tentzuira

g.e muchas veces nos olvidamos de sus fallas. No debemos olvida: yue

T

es un cichillo de dos filos y que puede conducirnos a disnarates. ity
gue manejarla con cuidado.

1a axiomatizacién de una teoria solamerte organiza v completa io 7ue ha
sido un cuerpo de conocimienios mas O menos desorgar_aizado e neomyple-
to.: expone la estructura de la teoria v hace que el significado sex rids
preciso. Aun as{, hay algunos fisicos que tienen resistencia a la axioma-
tizacién. Algunos creen que puede eliminar el contenidac tisico y otros que
vuelve rigidas a las teorfas.

Ambos temores son fundados pero el primero puede se: eviteédo con 1os
axiomas seménticos v el otro tomando en consideracion que una idea esta-

. Lo s < .
blecida en forma precisa es rigida en si y sdlo puede evolucionar si se
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Por otro lado, no debemos olvidar que la Axiomatizacio"n, aunque insu-
ficiente, es imprescindible para que la teoria alcance su madurez pues
sdlo axiomatizandola es que:
i} se aclaran la estructura y las f¢rmulas de la teoria
ii) se mantiene dentro del terreno de su validez y, sl se desea ir mas
alld hay que ampliarla
iii} nos damos cuenta clara que existen suposiciones tdcitas en las que
se basa la teorfa intuitiva o natural y que esas suposiciones pueden
ser inexploradas, redundantes o aun falsas y que no estaban bajo
control, precisamente por no haber sido expuestas ni enunciadas.
iv) aparecen expuestos aquellos conceptos esenciales de la teorfa y
que no pueden ser eliminados ni definidos
v) se identifican las hipdtesis centrales o esenciales de la teorfa
vi) se evita tratar de definir v demostrar todo
vii) se puede explorar qué diferencias habria al cambiar o eliminar cier-
tas suposiciones basicas
viil) se evita tomar hipdtesis como teoremas demostrados
ix) se evita el uso de variables que no aparecen ef los axiomas
x_) uno puede manejar, por lo menos, los axiomas o generadores aunque
no maneje toda la teorf{a \
xi) los puntos débiles de la teorfa pueden ser rastt‘eado\s hasta sus orige-
nes .
xii) se puede vigilar el crecimiento de la teoria
x»iii) pueden hacerse mds fuertes los fundamentos de la teoria reforzand_b
ciertas suposiciones.
No obstnate lo anterior puede ocurrir que aparezcan ciertas dificultades.
51 se expone sdlo 1o esencial de la teorfa puede ser que se olvide que la
solucidn real del problema especifico requiere premisés ad{scionales, hi-
pdtesis especiales, que no estdn dentro de los axiomas. Esto es muy
importante y se vera explicitamente en el desarrollo de algunas conse-
cuencias del desarrollo de la teorfa axiomatizada de la Mecdnica de

Flufidos en el capitulo VI.




F. Construccidén de la Teoria

En Fisica las teorias estdn ya hechas en forma intuitiva o natural antes

de ser axiomatizadas. Para ello no hay reglas fijas, tan sélo guias heu-
risticasm requerimientos y restricciones. Las teorias se inventan, no se
obtienen exprimiendo un montén de datos ni de la Légica pura. No nacen ex
pontaneamente sino que nacen y mueren por inspiracidn, generalmente como
respuesta a alglin problema propuesto, como explicacidn de algin mecanismo,
como unificacién de sistemas, como deduccifn a partir de menos axiomas pe-

ro mis fuertes y, eso si, siempre se basdn en conocimientos previos.

Cada nueva teoria fisica contiene, pues, fragmentos del conocimiento dispo
nible, tanto formal como fisico y protofisico.

Las grandes teorias fisicas no han nacido de la experimentacin, no ha emer
gido del procesamiento de un montdn de datos particulares o del andlisis de
casos especiales, puesto que ningln amontonamiento de datos puede dar una teg
ria que es un sistema que contiene proposiciones universales y dificilmente
se refiere a hechos observables. Aunque, es claro, el andlisis de datos puede
motivar la construccidn de teorias y hay buenos ejempios de esto.

Por el contrario, su origen en general es altamente especujativo y se hace uso
de hipdtesis fuertemente atrevidas que involucran no-observables.

ta observacién propone problemas y test para las teorias pero no las general.
Ni adn las toerias fenomenoldgicas son puro acoplamiento de datos. Y esto no
es cosa de historia, que podria cambiar en el futuro. Es logicamente imposi--
ble deducir teorias de hechos pues los conceptos que se necesitan para des-
cribir o explicar hechos no viene pegados a €stos sino que necesitan ser crea
dos. E1 proceso es al revés: es a partir de enunciados generales que se dedu-
cen proposiciones concernientes a hechos singulares.

Mis adn, las leyes fisicas bdsicas no contienen datos empiricos para nada; en

tonces no pueden ser determinadas por datos exclusivamente.

Hay quienes creen que una teoria sirve esencialmente para sistematizar datos
y que consiste de dos partes: un cdlculo abstracto y un conjunto de reglas de
correspondencia que le dan significado a todos o a la mayoria de los simbolos
que emplea el cdiculo.

Sin embargo, no se debe despreciar 1a intima conexidn entre la teoria y el ex
perimento. Estos Gltimos son disefiados, planeados, ejecutados y analizados

con base en la teorfa pero &sta es controlada por el experimento.



G. Test de la Teoria

Toda teoria debe ser testada en su unidad 16gica y semdntica asi como

en su veracidad. Los tests de veracidad son conceptuales y empiricos.
Los conceptuales consisten en comprobar si 1a teoria encaja dentro de

todo el conocimiento disponible, es decir, si hay correspondencia con
éste. Y los empiricos consisten en ver como encajan los datos empiricos

disponibles y accesibles dentro de la teoria. i
Si la teoria no satisface el test de consistencia externo se le declara

aspeculativa, pero si 10 satisface relativamente bien, tal vez en el 1i-
mite de correspondencia y, ademds, precide nuevos hechos, entonces debe
sar examinada como una teoria promisoria.

Si as confirmada por el experimento se considera que tiene algo de verdad
aunque, es claro, puede ser falible. Su valor, con respecto a otras teo-
rfas competitivas, debe examinarse con la ayuda de mds criterios incluyen
do sus poderas heuristicos y de unificacidn y puede variar con el tiempo.
ge debe estar alerta para encontrar fallas pero si no aparece ninguna se e

puede usar para juzgar otras teorfas y para analizar problemas especificos.

Y cuando comienza a acusar fallas vale la pena tratar de corregirias aln in
troduciendo hipétesis a propdsito, siempre que astas sean testables inde-

pendientemente.
Puede ser que la teoria no sobreviva o que su dominio sea mas reducido. En

todo caso, 1a bisqueda de una nueva teorfa debe iniciarse de inmediato.
Naturalmente, antes de.someter una idea a test es necesario ver si es tes-

table o no, ya sea porque es inmune a la critica por el poder que tiene la
"experiencia, porque no es enunciado sino un concepto o una propuesta, por-
que es puramente formal, astd protegida por otra idea o porque Tos experi-

mentos que es posible realizar son demasiado burdos.

Y también hay que considerar que una idea séla no es testable, tiene que ir

aompafiada de un contexto, de hipétesis que encajen dentro de un cuerpo de

ideas que tengan contacto con el experimento.

Por ejemplo una idea como la temperatura ird relacionada con alguna propie-
dad fisica y las parejas utilizadas pueden ser Jongitud-temperatura, resis-
tencia-temperatura, color-temperatura, etc. La idea de corriente eléctrica

igual, usamos dngulo-corriente u otra pareja.

Notese bien que las relaciones entre observables son siempre tedricas; no
digamos entre observables ¥ no-observables. y esas relacio-



. nes son las que permiten someter a test las ideas fisicas y Tas teorias.
En todo caso, no hay definiciones operacionales, reglas de corresponden-
cia o'hipbtesis interpretativas sino enunciados fisicos que deben ser com
probados independientemente; su funcién es metodoldgica, no semdntica.

‘No proporcionan significado, sino maneras indirectas de manipular no-obser

vables y forzar a que se manifiesten.

La testabilidad de un enunciado es mayor mientras mds relaciones tenga.

Pero hay que fijarse que todas las teorias no son testables por s$1 mismas
sino que requieren hipGtesis ajenas a ellas. Y no son testables por si por

que no tratan hechos observables sino hechos que deben ser inferidos por

caminos indirectos y dificiles. Y aunque traten con hechos observables,
s6lo pueden ser explicados por muchas teorfas.

E1 test de una teoria requiere de muchas teorfas auxiliares, que son la con
traparte conceptual de los instrumentos usados en los tests empiricos.

La fisica experimental hace pues uso de muchisimas teorias auxiliares, aun
que algunas veces el fisico experimental se olvida de esas teorias y las da
por sabidas. Ambas, la fisica tebrica y 1a experimental con interdependien-
tes; la fisica tedrica usa a la experimental para realizar el test de las.teo
rias y la experimental emplea muchas ideas y conceptos que estan siempre res
paldados por alguna teoria.

En ciencia avanzada no existe observacidn libre de teoria.

Fxplicacion es deduccién hecha dentro del cuerpo de alguna teoria, En una
explicacién fisica las premisas son piezas de alguna teorfa fisica, hipdtesis
suplementarias, datos y matemdtica. Si la conq1u516n obtenida es general se
habra explicado un hecho. En este d1timo caso la explicacidn se 1lama predic-

cién, pero, siempre tiene la estructura de un drbol 14gico.
La s6la explicacidn, sin exactitud, no sirve para nada. Todos queremos que nues

tras teorias den explicaciones exactas.
A las teorias que explican una gran cantidad de hechos las 1lamamos de gran co-

bertura ya sea que sus explicaciones sean profundas o no. Si ademds de gran co-
bertura sus explicaciones son profundas decimos que tienen alto poder explica-
tivo. Pero no todo puede ser explicado en determinado contexto, algunas premi-
sas deben ser aceptadas como bdsicas y de ellas, como punto de partida, inferir
conclusiones; de 1o contrario se cae en la creencia que todo debe ser explicado
1o cual es una demanda no razonable puesto que cualquier explicacidn se basa en
premisas.' 

Una prediccidn es una aseveracidn singular que concierte a un futuro no ex-
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perimentado o a un hecho pasado; si se hace dentro de un contexto cien-
tifico i. e. deducida de premisas tedricas en conjuncidn con datos que pue-
den encajar en alguna teorfa se llama prediccidn cientifica.

Una coleccidn de datos solamente es insuficiente para generar predicciones,
aun con el uso de computadoras, puesto que los datos se refieren a estados
actuales de un sistema en cuestidn. Sdlo leyes tambidén son insuficientes
pues ellas se refieren a situaciones posibles y cambios posibles del sis~
tema. Necesitamos ambos ( datos reales o conjeturados y leyes ) si quere-

mos anticipar el estado m&s probable del sistema o indicar cudl fue su pa-

sado.
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iV PROTOFISICA

Ninguna teorfa fisica es libre de presuposiciones; cada una tiene un con-

junto de ideas que le sirve de base sin someterlo a cuestionamiento . Aun-

gue, es claro, esas ideas pueden estar sujetas a critica dentro de otros

contextos.

¥l conjunto de ideas compartidas por cada conjunto de teorias f{sicas , pero

gue ninguna investiga, cae dentro de dos clases:

i} el conjunto de teor{as 1dgicas y matemdticas que constituyen el forma-
liesmo de las teorfas f{sicas, vy _ o

ii) una bella coleccic:;n arcaica de principios: genéricos importantes que

constituyen la protofisica.

La existencia de estos principios no formales usualmente pasa desapercibida
o, si se les nota, se les toma como triviales o pertenecientes a otros cam-
pos. Por otro lado, son fragmentarios y no constituyen una teorfa, Por con-
siguiente no tienen, per se, gran poder deductivo.
Sin embargo, no debe pasa’rseles por alto. Lo que se da por sabido debe
ser sometido a escrutinio de vez en cuando.
Daremos algunos ejemplos de esas presuposiciones, ideas y principios
no formales que constituyen la protofisica.
" Las leyes de la Fisica que son vdlidas en un sistema de coordenadas
son vdlidas en cualquier otro" , nos indica que ellas deben ser indepen-
dientes del observador y de su eleccidn de la representacid'n. Esta es una
suposicidn que se refiere a leyes y que se logra escribiendo las ecuacio-
nes de manera gue independan del sistema de coordenadas. Es un caso
de covariancia general.
"Las leyes fundamentales de la Ffs_ica tienen que sér invariantes ante trans-
formaciones de sistemas-de referencia inerciales", se refiere a leyes '
nuevamente, no a objetos f{sicos; esta vez a leyes fundamentales. Es
un principio de covariancia similar al anterior. Aquel ante una transfor-
macion de sistema de coordenadas, é€ste ante transformacion de sistemas

. inerciales. | :
Se intentd gque su extensidn fuera toda la Fisica pero realmente sdlo era
vdlido en Mecanica. Posteriormente este Principio de Relatividad Galilea-
na q’uedcf incluido dentro de las Transformaciones de Lorentz de la Relati-

vidad Especial,
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"Todas las interacciones decaen exponencialmente "se refiere al con-
cepto interaccién vy puede ser ejemplificada de muy diversas maneras.
Para utilizar algo relacionado con Mecénica de Flufdos consideremos
el movimiento relativo de un cuerpo dentro de un flu{do en el cual se
supone que ese movimiento no afecta al flufdo en el "infinito" y por
consiguiente allf el flujo puede considerarse uniforme y por consi-
guieni¢ potencial. Entonces v = unpiforme =% £ =V¥xy = 0 yde
aqui podrfamos concluir que @ = 0 a lo largo de cada linea de
flujo i. e. en todo el espacio. Conclusidn de muy limitada validez
gue se utiliza aqui para ejemplificar el principio indicado y que se to
ma como valido sin cuestionarlo. _ '

"Si A v B son propiedades con dependencia' temporal y A determina a B,
entonces B {t) =B[ A (t)] para todo t'anteriora t "

" 93lo pueden interactuar regiones de campo que pueden scr conecta-
das por un disturbio de campo"

Todos los principios de arriba tratan de objetivar y tienen cierto valor
puesto que ayudan a demarcar la forma de la teorfa f{sica separandola
de las caracter{sticas que dependen del observador,

Su extensidn no abarca toda la Fisica sino parte de ella vy algunos

son usados muy ampliamente en partes de la F{sica, como el principio
de invariancia ante transformaciones de coordenadas en Mecanica de
Fluidos.

Otro concepto important{simo que emplea cualgquier teoria fisica es el
de tiempo, aun cuando se trate de una teoria atemporal como la estd-
tica o la dptica geométirica, quienes toman el tiempo como sobreentendi
do puesto que los hechos que a ellas conciernen ocurren en el espacio
tiempo i.e. dentro de muchisimos otros eventos vy, ademds, sus leyes
son vdlidas en cua_lquier instante y en cualquier lugar.

Como siempre tendremos que trabajar con el tiempo, es conveniente
teorizar un poco a este respecto en lo que a Fisica concierne. Se po-
dria decir que tiempo es la variable independiente de la Fisica. Esto

no seria gran cosa puesto que muchas de las variables fisicas son
suficientemente bien comportadas y se podrfan tomar como independien
tes. Algo mds seria decir que es un pardmetro y que ademas es real.
Insuficiente puesto que si sdlo eso pudiera decirse del tiempo deberia
serla Matemdtica quien lo estudiara. Pero la Matematica no estudia su-
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cesos o eventos; esta no es su tarea.

Estudiar " A ocurre en el instante t " compete a la Fisica, no a la Ma-

tematica. .

Antiguamente se aceptaba el tiempo como absoluto, independiente de

todo lo demas y que " flufa de pasado a futuro a razdn constante" . A-

severaciones todas incompletas y la Gltima metafdrica y circular puesto

gue "flufr a razdn constante" involucra en s{ el propio principio de

tiempo.

Una teor{a aceptable de tiempo f{sico debe cumplir ciertos requisitos:

i) refinar nuestra intuicion de tiempo f{sico erradicando de ella todo

posible elemento subjetivo

ii) ser cuantitativa y bien organizada

iii) relacionar elementos objetivos puesto que tiempo no es un obje-
to absoluto sino un concepto que soélo puede existir al haber even~
tos.

Nosotros aceptaremos una teorfa de tiempo basada en la teorfa de tiem=

po universal de Noll que supone un tiempo para cada lugar y cada siste-

ma de referencia en la cual el tiempo es una relacidn entre pares de even

tos y pares de nimeros, pero con la generalizacidn necesaria para esta-

blecer las relaciones entre eventos gue ocurren en diferentes gsistemas

de referencia utilizando las transformaciones de Lorentz.

Por otro lado, cualquier teorfa fisica da por hecho que todos los objetos

tienen una configuracidn espacial o por lo menos guardan relacion espa-

cial con otros objetos y, ninguna investiga la naturaleza del espacio,

excepto la Teorfa General de la Relatividad. _

las teorfas f{sicas no presuponen estructura alguna del espacio o bien

lo suponen euclidiano y, esto dltimo sin custionarlo ya que la geome.trl’-—

a euclidiana es comprobada, razonablemente bien al menos, en pequenas

regiones del espacio.

Una geometr{a es verdadera a priori, por convencidn o estipulacion, siem

pre gue sea consistente. Naturalmente ello no implica que se refiera a

algo real, de modo que todas las geometrias son igualmente verdaderas.
Lo importante es que la geometria euclidiana, cuando se le interpreta con
propiedad, es valida para las relaciones espaciales entre las cosas lo que

quiere decir que tiene una verdad factual y, por cierto, muy alta. Nos re-
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ferimos aqui a ia geometria euclidiana interpretada., es decir, a ia geo-
metria euclidiana fisica, puesto que la primera es puramente formal y no
factual. ¥ la 'geometrfa euclidiana ffsica/-fla sido aceptada por costumbre
en términos de rayos de luz ¥ angulos medidos v, sdo recientemente es
que se han clarificade las relaciones entre las teorias matemdticas y los
modelos fisicos,

Come la georr{etrfa euclidiana fisica conclerne a todas las ramas de la
Fisica, excepto a la Relatividad General, puede incluirsele con propie-
dad dentro de la protofisica. ‘
Puede distinguirse entre una teoria puramente matematica y una teoria
f{sica. La primera tiene sus primitivas sin interpretar en tanto que en la
segunda se les asigna un significado f{sico ( i,e. se establece una cocor-
dinacidn entre los elementos primitivos matemdticos y los objetos f{sicos)
y entonces los predicados de la teoria matemdtica se tornan modelos de
la realidad fisica, es decir, reflejan las relaciones que hay entre los ob=
jetos fisicos y sus cambios.

Bajo este punto de vista el espacio no es el continente pasivc de cosas
en que occurren eventos sino que s, el conjunto de todas las relaciones
gecomédtricas entre los objetos ifsicos y posibles eventos.

No es preciso asignarie al espacio una métrica precisa, excepto como
una hipctesis.

Y cudl es la estructura del espacio se describe asumiendo conexiones,
teorizando y testando después, o sea dandole interpretacicn fisica a

una geometria para que aparezca una geometria f{sica con una mé-

trica preclsa y averiguando el grado de verdad de ese formalismo fisi-
co, tarea que corﬁpete a laFisica y que requiere test experimental.

Para realizarlo hay que adoptar dos conceptos mas: '

i) distancia unidad , y

i} sistema de referencia.

El primero se establece por convencion y constituye un concepto de re-
fericicn. ‘

El segundo es una traduccidn material del concepto geométrico de siste-
ma de coordenadas, que posee direcciones espaciales preferenciales
ficilmente identificables vy se refiere a eventos cuadridimensionales,

. e .
es decif que posee, ademas, su tiempo. O, de otro modo, un sistema
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de coordenadas sobre una region del espacio euclidiano n-dimensional
es una funcion que mapea la regidn sobre un subconjunto de Rn; "man-
da", "env{a"a cada punto a una n-ada de reales.

las coordenadas de un punto son pues el nombre del punto y nada mas;
en tanto que las coordenadas de un objeto f{sico identifican al objeto

y ng son su nombre gino representan una situacion fisica.

distema de coordenadas es pues uh concepio matematico y, como fal, no
se mueve en el espacio. Por consiguiente las transformaciones de coor-
d enadas no involucran movimiento.

Por otro lado, los sistemas de referencia pueden moverse entre s, de
suerte que debemos de distinguir entre transformaciones de sistemas de
coordenadas y transformaciones de sistemas de referencia.

Una transformacion galileana, una no-inercial v una de Lorentz son de

esta ultima clase.

Generalmente no se distingue entre sistemas de referencia y observadores
puesto que estos ultimos llevan consigo su propio siste\'ma de referencia.
Cuando hablamos de un "observador" tenemos que pensar que es "un
sistema de referencia® pues es necesario eliminar de la teoria todas

las caracter{sticas que posean algun sentido psicologico para evitar

la intervencidn de elementos mainfiestamente subjetivos en todas las

situaciones f{sicas posibles o actuales.
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V  SISTEMAS FISICOS GENERALES

Otro conjunto de ideas que le sirve de base a la Fisica y que muchas veces
es motivo de discusidn y aun de controversia estd constituido/por los siste=~

mas f{sicos y los conjuntos.

A Sistema Ffsico

Entenderemos por sistema f{sico algo que existe en el espaciotiempo

y que se comporta como un todo ¢ puede ser tratado como tal, al menos

en algﬁn aspecto. No es un conjunto arbitrario de elementos sino un
grupo de individuos, simple o complejo, que coexisten con ¢ sin inter-
conexidn ffsica, y que debe entenderse que forman una unidad f{sica,

no solamente una unidad conceptual .

Si el sistema tiene masa se le llama cuerpo, partfcula, cuantum de ma-
teria; si no la tiene es un campo © un cuantum de campo.

La coleccidn de estrellas coexistentes, las moléculas de un gas, la cplec—
cion deggﬁé ‘pgxi ut%ntes, el agua de un lago, las parti’culas de un flufdo,
son ejemplos de sistemas fisicos.

La coleccidn de todas las gotas de lfquido pasadas, presentes y futuras

es un conjunto solamente, no un sistema ffsico. Es una unidad conceptual,

no una unidad fisica.

Otro concepto importante es el de relacidn espacio-temporal que algunos
designan con €, vy da la calidad de ser miembro de uns sistema f{-
sico, pero difiere de e no solamente en que se emplea en sistemas
fisicos sino en que es transitiva

protoplasma & celula ¢é tejido & brazo & persona

’ . Y X
En terminos de la relacion espacio-temporal se pueden dar los dema’s

conceptos clave de la teorfa de sistemas fisicos generales.

1. Suma Ffsica o Yuxtaposicidn ( +).

S5i S| Y 8, son sistemas fisicos entonces s = sl + Sg ssi cada parte
de s es parte de s) 0 parte de s,. ‘ '
Un agregadeo de cuerpos se puede considerar como la suma f{sica de sus

. p
partes aungue no estén en contacto. Es pues union externa.
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2.  Producto Fisico o Superposicidn ( x )

Si s, ¥ 8, son sistemas fisicos entonces s = 5 X S, ssi cada
parte de s es parte de s, ¥ parte de 8o
El sistema compuesto de campos Ey B superpuestos es el producto
f{sico de sus partes. Es una interpenetracidn.
En particular, todo sistema fisico es su propia suma y su propio pro-
ducto.
Veamos otros ejemplos:
La masa relativa de un cuerpo ¢ formado de partes C, ¥ G, es
la suma aritmética de sus masas parciales

M(c) = M (¢ +c) =M(¢)+M (c,)
que es una verdad factual aproximada no una propiedad matematica.
Esta es una idea, nada mas, de la manera como se suman las masas
para formar un todo. Lo cual no es matemdtica aunque involucre mate-
matica. c1 y ¢, sonun sistema fisico, no simplemente un conjunto.
Los conjuntos obedecen a las leyes de la teorfa de conjuntos en tanto que
los sistemas flsicos obedecen a las leyes f{sicas.
Supongamos gue m; y m, son un sistema f{sico spmetido a fuerzas. Desig-

nemos las sigulentes fuerzas:

Ptot( m) ) = fuerza resultante o total sobre m,
Pm ( my ) = fuerza que m, hace sobre my, que es fuerza interna al siste-
2 ma o fuerza de interaccidn entre m; y m,.
ext m i m, ( m ) = parte de la fuerza externa sobre el sistema y que
Se eJerce sobre m
m = F m + F . m
tot( l) mz( l) ext(ml+m2)( l)

Supongamos dos partfculas con cargas eléctricas ql y q2 en el vacio
inmersas dentro del campo eléctrico E vy potencial @ que producen.
Su fuerza de interaccidn es Fooy ap q € E x #, que queda mejor
descrita

F,(qpay6 Ex4)
81 ahora las particulas estdn inmersas en un dielectrico perfecto D de
permitividad & su fuerza de interaccidn es Fy v oapa GEx@xD
La fuerza queda mejor descrita
“ Fy(a,aq, e ExfxD)
y todos sabemos que

(1/€) F CllClzCEfo) ﬂ(ql,qzeﬁxﬁxD)
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3. Definiciones.

R . ’
Def 1. - Un sistema f{sico es una suma f{sica o yuxtaposicion de
todos los sistemas individuales s, € §', conS'e S e
i e N, ssi cada parte de s es parte de, al menos, uno de los

miembros de S'

Def 2.~ Un sistema fisico es un producto f{sico o superposicidn de
todos los sistemas individuales s, e S§', con 8'€ SeieN,

ssi cada parte de s es parte de todos los miembros de §'

S=?:(Si

s.€S'
i

Def 3. - Un sistema fisico e€s un nulo de la clase § ssi su suma f{sica
hasta un individuo arbitrario de la misma clase iguala al dltimo

individuo

O

Def 4. - Un sistema f{sico es un universo de la clase S ssi es la yux-
P s ‘
taposicion de todos los sistemas de esa misma clase

Us

Def 5. - Un individuo tal que sumado t{sicamente con otro individuo s

de la misma clase da U se llama complementode s en §

S

—

s

Ahora f{jémonos en la 6~ada (8, +, %, OS , US )

S es el conjunto de todos los sistemas f{sicos { 8' es un conjunto

f{sico arbitrario )

+, X son operaciones binarias en S
~ es una operacidn unitaria en §

OS ' US son elementos fijos de 8.
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l.as operaciones J'r, X son
i) asociativas y conmutativas
i1) distributivas una sobre la otra
( azicar + crema ) + cafe = azlcar + ( crema + cafe )
jalea + helado = helado + jalea
fuerza + ( te x agua ) =(fuerza + te) x { fuerza + agua)
fuerza % (aire + abejas ) =(fuerza % aire)}* (fuerza x abejas)
iiil) Vs e s, 54:08=OS
Tuz + oscuridad = luz
ivyVses, sxUg=s

S
todos los guatemaltecos x todos los hombres

I

todos los guatemaltecos

luz x oscuridad = oscuridad

VW¥ses I Fes tq s+'s'=US AN S5X =OS

Wl

Tenemos pues un élgebra de sistemas f{{sicos que es necesaria pero in-
suficlente pues es necesario hacer uso del analisis. Para ello requerimos
que el concepto refleje, modele o represente conceptualmente, claro
esta’, al objeto fisico. Necesitamos entonces del concepto de referer—
cia z

1.4s cosas vy las ideas no son idehticas v es por ello que existe 1a necesi-
dad de mapear cosas sobre ideas. Las cosas obedecen leyes f{sicas, en

o 4oy
las que hay matemdtica, pero no son leyes matematicas.

Es tentador usar ¥ e N en vez de +, x. Pero cuerpos y campos son ob-
. F . .

jetos fisicos, no conjuntos y las fuerzas f{sicas actdan sobre cosas no
sobre ideas. Aun_gue el error de usar U , ) no tiene cosnecuencias com-

putables y todo puede pasar desapercibido.

Ahora ya es posible definir la relacion de parte
Def 6.- Si S;» 8y € S, entoces s, 6 8, 551 5)+8, =8,

La clase de referencia 8§ es parcialmente ordenada por la relacidn de

parte espaciotemporal.
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MECANICA DE FLUIDOS

~ .
Hasta finales del siglo pasado la Mecanica Clasica fue considerada la
teorfa por exelencia; aun hoy pasa como paradigma de las teorias cien-
tificas y es objeto de muchas discusiones, tal vez, de la mayorfa de

las discusiones cientificas.

La revolucidn de campos iniciada por Faraday y llevada a la cima por
Einstein demosird que la Fisica Cldsica consiste de dos conjuntos de
teorfas igualmente basicas: Mecanica y Fisica de Campos, que desde
un punto de vista enteramente 1égico estdn en el mismo pie.
La Mecénica Cldsica es la unidn de tres teorfas: Mecdnica del Continu-
um ( dentro de la cual estd la Mecanica de Flufdos ), Mecdnica de Par-
t{culas y Mecdnica Estad{stica. Las tres tienen or{genes remotos y han
constitufdo la semilla de varias cosmologias.
La razdn principal para investigar los fundamentos de la Mecanica Cla’s_i
ca, y en especial de la Mecdnica de Flu{dos, es que en su mayoria son
1nade\cuados, desconocidos por los ffsicos, o ambas cosas.
Aun en muchos libros de texto actualmente en uso en las universidades
se encuentra la famosa y ampliamente aceptada eliminacidn del concep~
to de masa propuesto por Ernst Mach, que tratd de definirla como una
relacidn de aceleraciones sin darse cuenta que:
i) La segunda ley de Newton , gque involucra aoc m‘l, no es una
convencion sino una ley de la Naturaleza
ii) las razones de aceleraciones dependen del sistema de referencia
donde se tomen mientras que, en Mecanica Cldsica la masa es in-
variante
i1i) lejos de independer de una teor{a, esa relacion de aceleraciones
esta basada en la segunda vy tercera ley de Newton.
iv) la relacion se rompe cuando se toma en un sistema acelerado, y
v} la idea descanza en una confusién entre una definicién y una ecua
¢idén numérica.
Aungue sepamos que la Fisica Cldsica falla a nivel atdmico y subatdmi-
co esto no debe preocuparnos puesto gue toda verdad factual es siempre
parcial y, aunque estemos concientes de esa falla, existen por lo menos
las sigulentes razones para investigar sus fundamentos:
i) esa investigacio’n nos ensefard algo concerniente a la estructura
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v contenido de las teorfas fisicasen general

1i) los fundamentos de la Fisica Cldsica estdn lejos de poder ser consi
derados como conclufdos; hay mas oscuridad en ellos que claridad.

iii) las teorias cldsicas son siempre los lfmites de las no cldsicas y, con-
secuentemente, deben estar en buena forma para servir de guia y de
comprobacién , ademds de que constituyen la fuente de inspiracion
para la interpretacion fisica de teorfas mds generales

iv) es un cuerpo de conocimientos regularmente usado que sirve de base
a toda la tecnologia, ademds de servir de contrel a toda idea nueva

v) es empleada como base y constituyente en varios campos

vi) hasta hoy parece no existir axiomatizacidn aceptada en forma general

vy las que existen en su mayorfa son formales, es decir que les preo-

cupa la matemdtica vy la 1dgica y dejan por un lado la semantica de la

teoria.

Si un cuerpo de conocimientos 1o usamos todos los dfas, debemos librarlo
de inconsistencias, renovarlo, completarlo, clarificarlo y formalizarlo

cuanto sea posible.

la Mecénica del Continuum es la parte de la Mecdnica mas cercana a la
experiencia puesto que la materia con que experimentamos siempre ocupa
volumen, estd en bulto, y nunca podemos utilizar experimentalmente la
idealizacion exagerada de masas puntuales. Todo el equipo de laborato-
rio y los cuerpos perceptibles son materia con volumen. Por eso es que,
metodoldgicamente, y sin concesiones pedagdgicas, necesitarfamos pri-
mero una teorfa para la Mecdnica del Continuum antes que una teoria
para la Mecdnica de Particulas { puesto que esta ultima puede ser obte-
nida cuando se relajan adecuadamente las suposiciones de continuidad )

y también antes que otras teorias f{sicas que la presuponen.

El proceso inverso, 0 sea obtener la Mecanica del Continuum a traves de
la de Particulas es imposible puesto que no se obtiene un continuo al in-
crementar la cardinalidad de un conjunto.

Todo lo anterior no guiere decir que sea non plus ultra sino que, dentro de

: o : / :
la Fisica Clasica es tan bdsica como otras teorfas, digamos Electromagne-

-
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tismo. Por consiguiente debe ser estudiada per se y con la ayuda de la

Y . . -
Mecdnica Cuantica si es que se desea entenderla en términos de mi

crof{sica estadfistica .

El programa que plantearemos es un poco més restringido ‘pues sOlo estu-
diaremos la materia que fluye en bulto y no toda la materia en bulto. Cons-
truiremos una teorfa semifenomencldgica que represente los flufdos.
Semifenomenoldgica porque trataremos con cantidades no-obsarvables

como el tensor de flujo de la densidad de momentum, por mencionar algu—
na y también porque las leyes que rigen la materia en bulto son diferentes
de las que rigen las particulas constituyentes.

Pero, naturalmente, esperamos gue sea posible demostrar que aquellas le- .
yes son consecuencia de microleyes es decir que deberfan ser obtenidas
por Procesos estad{sticos aplicados al movimiento al azar de millones de
dtomos o moléculas.

El el éxito de este ultimo enfoque dependerd de la correcta formulacion de
la Mecdnica del Continuum, del conocimiento que se tenga de microf{sica,
de la habilidad ®mn que se la mafeje y de saber qué promedios buscar.

Los fundamentos generales de la Mecdnica del Continuum no suponen deta-
lles de estructura, estado o constitucidn de los cuerpos que estudia; las
propiedades internas se representan en bulto, pero localmente por vectores,
tensores 0 escalares vy aquf es cuando se hacen suposiciones espec‘iales.
para dlvidirla en Mecdénica Elastica v Mecénica de Flufdos, por no mencio-
nar uniones aparentemente exogamicas como Termomecdnica y Magnetohi-
drodindmica, que al fipa] de cuentas siempre aparecen si es que se desea
analizar todas las facetas de un macroevento.

Y la subdivisidn puede continuar si es que se anaden suposiciones que es-

pecifiquen cada vez mas la clase de material a estudiar.

Una de las ramas principales de la Mecénica del Continuum, la Mecanica
de Fluidos, que trata del movimlento de gases y lfquidos, es el motivo de
este estudio. Rama que se creyd suficientemente desarrollada y no fue si-
no hasta la década de 1940 en gue la humanidad se dio cuenta que no se Co-
nocia de ella lo suficiente, aun para propositos de ingenieria.

‘No habfa suficientes teoremas, la teoria existente no era capaz de explicar
fendmenos de descubrimiento reciente y aun fendmenos conocidos de mucho

rempa atfds: ¥ ni slquishd pendAmas en superfluidez.
o . g - o 14 -
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to v la Mecanica de Fuidos comenzd a ser estudiada profundamente pero

: 2
no fue sino hasta la década del 50 en que se penso enrevisar sus funda-

mentos.

Este trabajo presenta esos fundamentos en su forma mas general, con rigor

o : . ]
matematico y organizacion logica.

Conocimientos Previos.

»

Los conocimientos formales previos de la Mecanica de Fluidos estdn consti-
tuidos por la ldgica corriente, semantica, dlgebra, andlisis, topologfa, geo-
metria y todas las teorfas presupuestas por esas desciplinas.

Los conocimientos factuales previos estdn constituidos por la protoffsica.

la Mecanica de Fufdos no presupone ninguna teor{a fisica especial y por

consiguiente es una teorfa fisica auto contenida. No presupone Mecanica
de Particulas, aungue algunas veces se utilicen hipStesis corpusculares

como fuente de inspiracion.

Sin embargo presupone continuidad mecanica, es decir que existe masa y
campo de velocidad en todo el espacio ocupado por el flufdo ( v. AF8 ).

La continuidad de los fluidos es real en el sentido que estdn compuestos

de cuanta y campos y no son solamente una coleccion de particulas cldsi-

cas.

Base Primitiva.

La Mecdnica de Fluidos constituye un modelo simplificado, aunque muy com=
plejo, de los flufdos como medios mecdnicos continuos; modelo que es una
representacidn, una imagen conceptual de los fluldos como un todo, en bul-
to, con volumen. Pero de ninguna manera niega que, en ultima instancia, ha-

ya particulas.

1a base primitiva que tomaremos es:

F F.«{ f'} = el conjunto de todos los flufdos. F es una clase de referencia
de la Mecanica de Fluidos, es decir que todo lo que dice esta discipli-
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na es respecto de los miembros de F. Sin embargo, generalmente se
hablara de modelos m & M de los flufdos reales feF  ycon

m

= f.

m
{m)‘ = un conjunto de manifoids m. Donde cada m representa un

4
It

flufdo real f. Hay que notar que M representa 0 modelaa [,
i.e. M F.
M es el referente inmediato y F el mediato. Distincidn que debe hacer~

1=

se siempre puesto gue los referentes ( fluidos en este caso ) tienen es-

tructura fisica.

E3 = Espacio euclidiano tridimensional que representa el espacio fisico
v es tomado de la protofisica.

T = Tiempo; tomado de la protofisica.

K = { k\ = conjunto de sistemas de referencia.

{_:5} = conjunto® de mapeos cuyos valores representan posiciones de cuer-

pos.

{9} = familia de campos escalares que representan la densidad de masa del
cuerpo desde un punto de vista microfisico . Es pues un promedio local
tomado sobre un elemento de volumen (v, def 1 ). Si se tomara promeaios
localmente en elementos de volumen cada vez mas pequenos, los valo-
res de ¢ comenzarfan a oscilar tremendamente hasta que el concep-
to de densidad dejara de ser Gtil 0 de representar algo, y las fSrmulas
en gue aparece no servirfan de nada. No compete a la Axiomdtica de la
Mecdnica de Fluidos decir cual es su extension. Esa es tarea experimen-
tal.

Las densidades, que sonconceptos locales , se prescriben y con base
en ellas se calcula el comportamiento del fluido.

{ib} = yna familia de campos vectoriales gue representan la densidad de
fuerza del cuerpo por unidad de masa.

{§} = una familia de campos tensoriales que representan esfuerzo interior.
El tensor @ es una cantidad fisica no-observable de la Mecdnica de
Fluldos, que describe de un modo global el estado interngde un fluido
que es lo que determina su comportamiento externo
Aungue no es observable directamente, es testable en forma indirecta

y se manifiesta en el comportamiento del fluido.
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Todos los conceptos arriba indicados son estudiados por la Matematica

en su forma, lo cual hace de la Mecéanica de Flu{dos una ciencia matemd-

tica pero no una rama de ella. Con su ayuda pueden construirse todas las

demas primitivas de la Mecanica de Flufdos.

Conjunto de Conceptos C

Def 1. - Elemento de volumen de un flu{do es una porcion de €ste infinita-

Def 2. -

Def 3. -

mente pequena desde un punto de vista f{sico. La designaremos
por p, entonces
p if elementode felfF

y como constiituye parte de un cuerpo real tenemos que o] e f
Infinitamente pequefio en el sentido f{sico significa que un elemen-
to de volumen f una particula de fluido ) aungue pequefio siempre
contiene un enorme nimero de moléculas. As{, la particula de flu-
{do tiene un volumen mucho menor que el volumen del fluido - f
que estemos considerando, pero de dimensiones grandes compara-.
das con la separacién intermolecular.
Cuando hablamos del desplazamiento de una particula de fluido
lo que hacemos es indicar el desplazamiento de ese gran ndmero
de moléculas.
Punto material es un elemento de un manifold que modela a un ele-
mento de un fluido. Lo designaremos por b, entonces

b d elementode me M, y b o p
Un error muy comun es confundir o bientomar como sincnimo a b
con p, sinconsiderarque b es un concepto matematico 1
como tal es formal, en tanto que p es un concepto fisico y por
ende factual y conocido sdlo mrcialmente,

Sean m; oy m el modelo de flyf2 respectivamente

Decimos que f1 es parte propia de f2 cuando m C omy

m m - : .
m, = f1 ~ m, = f2 == f1 es pp de fz ssi m C m,
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Def 4. - El punto . material que representa o modela a p da la posicién
. de éste en un instante fijo, respecto de un sistema de referencia es-
pecffico

b if

' b == pPos.de pef, ent ]k xib, k, 1)

" - Def 5, - La configuracién del fluido es la imagen del manifold que lo modela

bajo la funcidn X en un instante fijo |
m 2 f =2 Ct X.(m, t)

La configuracidn y forma pueden tomarse como sindnimos si se acla-

1

ra suficientemente lo que se desea expresar. Ambos se refieren a todo
el flufldo f modelado por m Yy no solamente a la parte exterior
de f modelada por la frontera de .m.
Es un concepto trans_experimental puesto que para dar la forma de un
fluldo en en el instante t necesitarfamos un numero ‘infinitamente
grande de medidas de posicion tomadas en &t = 0. Y eso es imposi~
ble experimentalmente.. '

Def 6. - Configuracidn de referencia es la configuracidn inicial del fluido
en el instante inicial t

m P o= c_(f)

Es pues una condicion inicial.

Def 7, - El movimiento de un fluido es el conjunto de posiciones gue ocupa

Y x (m)=xm,¢t)

en el tlempo.

m 2 f = Mov. defd

1l

{xmv | -e0<t <00}

Tambie¢h es un concepto transexperimental por razon semejante a la
indicada en el concepto de configuracion.
Def 8. - El volumen de un fluido f en uninstante t es el volumen del
manifold que lo representa en ese instante
m B of =3 Vi, df S a’x =0 (m, t)
' X(m, t)

Def 9. - Dos fluf{dos son distintos cuando no ocupan volumen comun
m, n £ A my D f, =3 fl distinto de f, ssi °\f(m1ﬂm2) =
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Def 10. - Masa de un flufdo

mP = My ) Y gg(ﬁ) d3x

X(m, t)
Def 1l. - Derivada material de un tensor, vector o escalar E

- d o
G = — 0 =
G- %= 08

x=cte T (LV)8= %8 1 fj0

g? expresa la razén de cambio respecto del tiempo cuando con

sideramos movimiento en el espacio y se puede expresar como

(at en posicidn fija vy
Si deseamos averiguar la razén de cambisrespecto del tiempo en
un punto b fijo en el espacio, desaparecen los cambios espa-
ciales y queda solamente at.
La razon es que ad-% estd compuesta de dos partes:
i) el cambio durante dt en un punto b fijo en el espa-
clo, vy
ii) la diferencia entre los valores del tensor separados un
desplazamiento dx que el elemento de fluido se mue-
ve en dt.
La definicidn anterior se puede aplicar por ejemplo a la posicio’n
para encontrar la aceleracidn a = at v+ {(v.¥) v, quedala
razdn por la cual la Mecdnica de Flufdos no es una teorfa lineal
y consecuentemente es muy compleja no sdlo de tratar sino de tra-
bajar.
Def 12. - Velocidad lineal de un elemento de flu{do p es d¥/dt= }_{ =V
b 2o = vip) ¥ x(bkt)=v(bkt)
Def 13. - Vorticidad de un elemento de flufdo p

b T p=0Q (p) ¥9x vinkt)
Def 14. - Momentum lineal del fluido f
m 2 f = p,(f)d=f Sg(z)z(b,k,t)d‘?’x

X(m, t)
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Def 15. - Momentum angular del fluldo f respecto de un punto fijo X
mr__nf'=$ L(f)dzf g(_g_-go)x,g(b,k,t)g(x)d?’x
| X(m, t)

Def 16. - E1 vector de esfuerzo es la fuerza por unidad de drea en la frontera
JdX del flufdo sobre el material encerrado adentro, con normal

hacia afuera

= 0Ga \
Def 17. - Fuerza resultante de contacto
m D =5 F(f) d=f!§’c_5(>_<)d2x - - @ o (x) fid’x
OX(m, t) X (m, t)
Def 18. - Resultante de la densidad de fuerza del flufdo
m & f =3 E(f) U g Lx) Q(ﬁ_)d3x

X{m, t)

Def 19. - Resultante de las fuerzas sobre el fluido
m df
m = f == F(f) = E(£)+E(f)

Def 20. - Torque sobre el flufdo respecto de un punto fijo X,

m . __ df .
m = f== N{f) = @'(25"2_(0\ xG! x) dzx + i(.!;_(-;_co) x f rx)g(z)' d3x

X (m,t) (m, t)
Def 21. - Un sistema de referencia k € K donde se cumplen los axiomas que

siguen se llama inercial o galileano.

Algunos conceptos son locales mientras que otros son gllobales. Las integra-
ciones que nos dan conceptos globales, se toman respecto de una configura-
cion representativa del fluldo o sobre su frontera, que son objetos matemdti-
cos ambos, y no se toma sobre el flufdo en s{ que es un objeto f{sico.

Al igual que las densidades, se prescriben otros conceptos locales y, a partir
de ellos se calcula el comportamiento tedrico del flu{do el cual, una vez obte
nido, sirve de base al experimentador.

Y esos conceptos locales, que se emplean en las interfases, deben ser bien
;:ompor:cados i.e. suaves y continuos.

Ademé's, debe hacerse notar que algunas de las definiciones anteriores pre-

suponen, a su vez, algunos de los axiomas que siguen.
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Base Axiomatica A

1. Axiomas Cronoldgicos.

ACl. - T es un intervalo de la 1{nea real.
Este es un axioma estructural. Por su causa se adjudicana T
todas las propiedades matematicas del continuum de los numeros
reales. Es decir que la teorfa del tiempo universal es un modelo
o una interpretacién de la teorfa matemdtica de los nimeros reales
AC2.-Todo t @ T se refiere a un instante
u

AC3.- La relacién < que ordena @ T significa "antes que" o 'si-

multdneo con".
Lo . Id \ R e
Los dos Ultimos axiomas son semanticos y dan significado a t.

2. Axiomas Geomdtricos.

AGl.- E3 es el espacio euclidiano tridimensional.

AGZ. - E?’ modela el espacio ordinario.
El primero es formal y el segundo semantico. Ambos podrfan haber
sido resumidos en uno y decir; el espacio f{sico es euclidiano tri-
dimensional. Sin embargo esto es inconveniente pues no hace separa-

: e \ . . :
cién entre la suposicion matemdtica y la interpretacion fisica.

Cabria agregar aquf que, es perfectamente posible formular la Mecé'r_l_:_i_
ca de Fluidos en un espacio no euclidiano lo cual posibilita su unidn
con la Teorfa General de la Relatividad. Ello harfa notar que la Meca-
nica de Flufdos no estd ligada a una geometrfa especial. Pero, a no
ser por esas dos anotaciones, ese tipo de formulacidn es innecesario.
Nosotros nos mantendremos dentro de la formulacidn euclidiana y, es
claro que, cualquier confirmacidn o refutacion experimental de la Mg
cdnica de Fluldos nada tiene que ver con la verdad o falsedad fisica

de la Geometria Euclidiana.

3. Axiomas de Flufdos

AFl. - F es un conjunto numerable no vacfo.
AF2.- Todo feF esun flufdo.
AF3.- {M} es una familia de conjuntos m de puntos.
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AF4.-Cada me M es un manifold tridimensional diferenciable.
AF5.- ¥V feF existe meM tqg m L punto a punto.
Este axioma permite el mapeo del fluido f con el objeto con-

ceptual m y consecuentemente M I ¢ En otras palabras,
el modelo m nos dice como parece ser el flufdo f.

AF6.- La funcidn x es continuay acotada V xe {x}, bem keK
y tel

AF7.- x (b, k’t } representa la posicicfn de un elemento de fluido péef

respecto del sistema de referencia k en el instante t.

Tenemos pue$ una composicién de mapeos o x.

T sirve para mapear el fluldo en el manifold m, y

X mapea el manifold m, que es un objeto conceptual, sobre una
region del espacio que es la configuracidn X(m) del fluldo f,

7 B . e
es decir que el modelo teorico es isomdrfico a una region del espa-

cio,
via T via x
r > M =y C
Aquf hay cuer- Acd hay concep-
pos fisicos ( fluf- tos
dos) en movimien-
to.

AF8.- ¥xe {x}, meM, teTl la funcich x: m—= X(m,t) es
biyectiva y continua.
La continuidad de la posicidn garantiza que aunque las po'siciones
cambien, los constituyentes p dellflufdo no cesan de existir en el
espacio.

Arg.- ¥ xe {x}, meM, teT, laimagen X(m, t} es un conjunto com-
pacto con frontera 9X(m, t}) seccionalmente continua. '

AF10.-Y feF, teT,3 p - {_:_c_\ tg X(m,t) representa el lugar ocupado
por el flufdo f representado por .m.

AFll. - Toda § e {Q} es una funcidn continua y acotada de M al conjun-

to de los reales no negativos
Q: M—— R+
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AF12.- 81 m o f, entonces q(m, X,t ) representa la densidad de masa
de f en Xx,t.
Se han dado axiomas para la densidad puesto que ella (y no la
masa ) ha sido tomada como primitiva. Huelga decir que las pri-
mitivas dagidas no son mandatorias sino que pueden cambiar.
AF13.-V feF, si mZTfy X(m,t) es la imagende m, entonces M es
una funcidn continua del volumen C\I(m, t)de m en t.

AFl4. -V f fzePydiferentes, sl m Qfl ~ M, D f2

1’

m, U m, i fl + f2 , entonces M(ml ¥ mz) = M(ml) + M(fnz)

AF15. - 8i m L , entonces M(m) representa la masa del flufdo f
i.e. D Mf(m) masa del fluf{do.

AFl6. - Ley de conservacidn de masa. V feF, si m 2t A X {m),
X'(m) son dos configuraciones diferentes de f enun t dado,

entonces las masas correspondientes son las mismas

M (m) = SQ(x)dE}X = Sg(x')d3x'
X{m) X' (m)

Este es un axioma global que se reformulard en forma local mas ade
lante.

. . Ao
4, Axiomas Cinematicos.

AKl. - K es un conjunto numerable no vacio contenido en el conjunto
S de todos los sistemas f{sicos.
AK2.- La configuracidn de k e K es independiente del tiempo.

A3~V k ek 3 un sistema cartesiano de ejes e = (’él, ’é‘z, é“3 ) tg

er.

AK4.- Ningun k e K interactda con un f € F que no sea parte de él.

AKS,- Sea x' = A + Bx la representacién de un cambio de sistema de re-
ferencia con A, B funciones del tiempo.
i) si V es un vector que se refiere a p € f e F, y al cambiar de
sistema se transforma en V' = BV, entonces

.V y V' serefieren ala misma situacién f{sica
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ii) si 3 es un tensor cartesiano de segundo rango que se refiere a
p € f @ F, yal cambiar de sistema se transformaen 8' =B §§
donde B es la transpuesta de B, entonces
S y S' se refieren a la misma situacién f{sica.
Este axioma permite representar la misma situacidn f{sica en cual-
quiera de las infinitas formas posibles.
Esas representaciones constituyen una clase de equivalencia y tra-
tan de traslaciones y rotaciones del sistema de referencia. No repre-
sentan cambio de sistema de coordenadas simplemente.
AK6.- ¥ e {x} , bem, kek, teT existen las derivadas X Y X
AK7.- b p ~ péf => x(b,kt)Xx(b, k,t) representan la velocidad
y aceleracidn,respectivamente, del elemento de fluldo p € £, relati-

E=Fbs

vas al sistema k eneninstante t. |
Hay que notar que no se pide continuidad de velocidad y aceleracidn
{ como se exigid continuidad de posicidn ) para que pueda haber saltos
en esas cantidades, condicidén necesaria en ciertas fronteras para po-

! f
der representar fendmenos fisicos.

5. Axiomas Dindmicos.

ADIl. - Toda _fb € {jb} €s un campo vectorial real acotado sobre M x K x E3

x T.
AD2. - Todo @ ¢ {E‘] es un campo tengorial real acotado, de valencia ( 2, 0)
sobre MxKxE3 x T.
AD3.- m T f=3 _fb (m, k, %, t) representa la densidad de fuerza por unidad de
- masa sobre el flufdo f.
AD4.- m 2 f A p D p => &(m, kK, X, t) representa el esfuerzo en
la partfcula p € f.
ADS. - Ley de Movimiento de Newton-Euler. VfeF, te T, Be {g‘; % @{_fh;b
0 ¢c{Q}. TkekK tq p =F , donde p es el momentum lineal
del fluldo f y F es laresultante de las fuerzas sobre el flufdo f.

AD6. -~ Ley de torque. V ferF, ?sjﬁ\, fe K—f-b\ , B e {’c_‘:fk , teT
ikeK tg L =N

Una vez matematizada la Mecdnica de Flufdos permanecemos en este terreno

hasta terminar los cdlculos. Despuds tenemos que reinterpretar los resulta-

dos en terminos fl{sicos.
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Desarrollo de algunas consecuencias.

1. Ecuacién de Continuidad.

Cualqguier elemento de un filufdo { def 1} parece ser continuo cuando 10 exa
minamos con nuestros ojos o con detectores visuales: en general, todo ma
terial aparece ser continuo ante cualquier detector que promedie efectos
moleculares. Sin embargo, sabemos que cualguier gubstancia consiste de
moléculas que se mueven en todas direcciones y hay evidencia de ello,

Asf, todo elemento de volumen de un fluido contiene un gran numerc de
moldculas mds o menos independientes. Si consideramos un intervalo sig,
nificante de tlempo, muchas de esas moléculas bombardean la frontera
Ael fluido y entran o salen de la regidn considerada siendo reemplazadas
por otras que poseen propiedades similares El resultado neto es transfe-
rencia de; materia y de momentum. ,

Un analisis detallado del proceso considerando particulas individuales
es sencillamente imposible; hay demasiadas moléculas. Sin embargo, a par.
tirxde la ley de c,onservacién de masa escrita en.forma global {( AF 16 ) en u-
nidn con las hipdtesis concernientes a la densidad {(AF 11 v 12), junto con
las definiciones de masa de fluldo y de derivada material {Df 10 y 11) podemeos
obtener la ley de conservacidn de masa en forma diferencial es decir refor-
mulada en forma local.

Consideremos un flufdo cualquiera, compresible, f € F como un gas o un
{quido fluyendo a través de una regién del espacio fija en &l. El flujo puede
variar como una funcién del tiempo vy, /
en un nunto dado la densidad del flu oX/m, 1)
{do puede estar aumentando o dismi-
nuyendo.

Seanm = f, X(m,t) la configuracién
del flufdo, 9X/m, 1) su frontera y MIf, t)
su masa.

Supongamos, ademds, que dentro de
la frontera no existen fuentes ni sumide -
ros de masal es decir puntos por donde
entra o se escapa masa) y que ésta flu
ve hacia afuera a través de la frontera

por elementos de drea d%x a razdn
~nl
Qix)v - fid " x

que es positiva puesto que el fluido sa- . . ur
le vy, ac?ema’s, ﬁpes hac?a afuera. Configuracion de/{lufdo y su

La masa de fluldo que sale en la uni- frontera

dad de tiempo a través de OX{(m, t) es .

g{ﬁb (& Qv - fid’x =SV.[§(§)_\£Id3x
2X(m, t) X{m, t)
donde se utilizd el teorema de la Divergencia de Gauss. .
Dentro de la frontera , fija en el espacio, disminuye la masa p‘hesto que hay

un flujo a través . de ella y no existen fuentes, entonces

A\ -
-
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dM _ - oy = = 3
T at M atg Q/x)d"x = Sat Qxid"x
X(m, t) X(m, t}

Igualando las dos expresiones obtenemos

SV'[Q(E).\’.]CISX = —Satg(gg)dB’x \
X(m, t) X(m, t) N

Asi S[V‘Q(ﬁ)! + 0,9 x) Jd3x =0, ¥ X(m,t) puesto que no hubo
X{m, t)
restriccidn para la configuracio’n. Entonces
0,0 + Qv ] =0 | (L1)

Omi tiendo en la escritura la dependencia de § con la posicidn, la ecua

cidn de continuidad también se puede escribir

9.Q + VQu=0 (1.1)
%8 + 9Ty +v. VO =0 | (1.2)
(9 +v V)¢ +Qw =0 (1.3)

Este resultado expresa que el flujo neto hacia afuera de la frontera es
acompahado por una dismimecidn de masa dentro del elemento de volumen.
Es pues una expresién local para la conservacidn de masa. Por esta ra-
zon se llama ecuacion de Continuidad. Diverger quiere decir "alejarse de"
y la divergencia del vector ¢(xlv da la razdn a la cual sale masa del el_cf
mento de volumen localizado en el punto del espacio donde se calcula la
divergencia.
8i el fluido es estable (v. definicidn en sec. 5) 3t9 = (0 vy la ecuacion de
continuidad se reduce a '

VQv=20 (1.4)
Si el fluido puede considerarse incompresible ( v. def. en sec. 11 ) que
equivale a decir que la densidad es constante y uniforme ( esta es una
ecuacion de estado: g= constante y uniforme) entonces la ecuacidn de
continuidad toma una forma mas simple aun

Vvy=20 {1.57
La velocidad, cemo al campo magnético B, tiene divergencia cera

-
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Problema 1.8i la velocidad de un fluido, de densidad { = constante y unifor
me , es v = Kr_2 7 donde K = constante. Demuestre que la ecuacidn de con-
tinuidad es satisfecha para todos los puntos del espacio excepto el origen
y que el flujo de masa a través de una superficie cerrada arbitraria que
encierra el origenes 47 Ke.

Vv = 3K ( r—3- r'-3) =0 exceptoparar=0
Asi, la ecuacidn de continuidad es satisfecha para todos los puntos del es
pacio excepto el origen. '
Calculemos ahora el flujo de masa

0
| §9y_. f déx = § Qu- B d’x = ZHS’Kgsen 6do = 4alKe
9X(m, t) esfera 0

Problema 2. Suponga un flufdo moviéndose en un tubo de seccidn transver-

sal variable A. Demuestre que la ecuacidn de continuidad puede escribirse
Ade +0(AQv)=0

‘ donde v es la rapidez del flufdo en el punto b y s es la longitud del tubo

hasta b.

Supongamos que la dimensidn i

neal de A es pequena comparada

con la longitud del tubo; esto

permite suponer que v y § no cam

bian apreciablemente en la sec-

cién A. En esas condiciones el

flujo de masa que atraviesa A en

la unidad de tiempo, en el instan

te t, es Tubo de seccion transversal
variable
A A o -
dm = Qv. fiA = - QvA (1)

y en la seccidn vecina A + dA el flujo de masa es
QvA +as(()>vA)ds (2)

en el mismo instante t, de manera que el flujo neto es
_ 'as(?vA)ds (3)
Ahora blen, la masa entre las secciones Ay A +dA es

QA ds {(4)
y su variacidn temporal, o sea la masa que sale en la unidad de tiempo, es
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—at(gAds)=-Adsat9 (5)

y en ausencia de fuentes y sumideros
| as(gVA)ds=-Adsatq
por, 1o que
ADQ + 9 (QvA) =0 (6)

que es la ecuacidn de continuidad. Si el flu{do es incompresible la

ecuacidn se transforma en
as( vA) = 0 (7}

, 7
0 sea que Q = Gasto = vA = constante en cada seccion

Problema 3. Obtenga la ecuacidn de continuidad en coordenadas esféri
cas r, 6, #.

ds = drf+rde8 +rsen9df
hy=1 h,=r, hy=rsenb _ r sen 9 df
-ver apéndice 1 - dr

dql= dr, dq2= de, dq3= d@

xzvj 99 +vgﬁ

=t +r08 +rceno g g 48
La razdén de flujo en el punto y

(r,8, ) en la direccidn T es : n
9? rzsen -8de dg

ven{r+dr, 8, #) es

4

8 =vT+v
j r

Elemento de volumen en soordena-
das esidricasr, 8, §
[ ¢r Zsen 6 + 3r(gfrzsen 8)dr ]|de dgd
de manera que el flujo neto es
9.(gfr’sen 8) drde df
En las otras dos direcciones existen términos similares; en (r,8,0) en direc
cidn § _
grzé sen 8 dr d¢
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yen(r, 8 +de, #)
[grzésen6+ae(gr2ésen9)d9]drdﬁ’

el flujo neto es
09( Q r* 0 sen 9 ) dr de df

En(r,0,4) en direccidn @
91’2 sen 6 f?fdr de
yen (r, 8, §+dg)

[ 9rzsen 8 ﬁ *35( ?rzsen 8 #) df ]dr de
el 'flujo neto es
E/)O(?rz sen 8 @) dr de df

Sumandolos y dividiendo entre el elemento de volumen obtenemos el cam-
bio temporal de la densidad
2 ’ .
- t? = __é_._l._ [ar(gr r sen 8) +88(§r2 0 senB) +aﬂ(§r2ﬂsen 8) ]
I'sen 6
que es la ecuacidn de continuidad puesto que el lado derecho no es mas que

V-Qy.
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2. Ley deMvimiento de Newton~-Euler.

Para describir el movimiento de un fluido debemos dar sus propiedades en
cada punto. Por ejemplo sus tres componentes de velocidad ( lo que per-
mite saber cdmo se mueve en cada instante); debemos dar la variacidn de
presidn, densidad y temperatura de punto a punto y, de los campos eléc-
trico y magnético, si tal fuera el caso. Estarfamos entonces en el campo
de la Magneto-hidrodindmica. Sin embargo,no cosnideraremos esas situa-
clones pues en el nivel puro de la Mecdnica de Fluldos hay fe\némenos muy

interesantes y suficientemente complicados

Consideremos un volumen de flufdo dentro de un campo gravitatorio g cons
tante y uniforme. I.a fuerza total que obra sobre &1, de conformidad con

las definiciones 16 a 19, es
o df :
m=f == Ff = F_(B + F

De aquf en adelante omitiremos la dependencia de 2,0 fb’ etc con la posi

cidén
A L2 3
E;(f)=-§pndx+ £ d7x
3xX{m, t) X(m, t}
_pero como - % p fi dzx = -SVp d3x Yy _f_b = g = constante y uniforme
dXm, t) X(m, t) '

_ _ 3 [ :
£ = S[ Vo + g3 1d7x +£viscosidad 2'1)’\

X/m, t)
Cuando no se toman en cuenta procesos de disipacidn de energia que pue-
den ocurrir en el flufdo que se mueve , como consecuencia de la viscosidad
que es friccidn interna del flufdo, ni intercambio de calor entre sus diferentes
partes la ec {(2.1) ge reduce a

Elf) = S[ Yo g9 ]d3x
X/m, t)
En ese caso la ecuaciones que deduciremos sdlo son vdlidas para movimien_
to del flu{do en que lo anterior puede ger supuesto sin conducir a error apre-

clable., Tales filuldos se llaman ideales.



Podemos ahora escribir la ley de Movimiento de Newton-Euler (ADS) para
un elemento de flufdo, igualendo la fuerza -¥p +gg@ que actda sobre él

al producto de la masa por unidad de volumen, g , por la aceleracion %’E’E

dv _ _
at NP t8g
dv _ 1
dt va +E

d_a g
Yy Como = t+ vV , queda

0 v +(z-V)z=-;;-\7p+g (2.2)

t
La ausencia de//cil:\ E?r%%g}gi?agediferentes partes del flufdo y con los cuerpos
que lo rodean ! medio ambiente ) significa que el movimiento es adiab&tico
en todo el flufdo. _
Para no preocuparnos de cambios de temperatura bastar{fa suponer que estd de-
terminada por la presién y densidad en forma Unica en cada punto. Sin embargo,
para profundizar algo mds, tomaremos prestados de la Termodinémicé algu-
nos de sus conceptos para ampliar un tanto el elcance de las ecuaciones.
La condicidn de arriba de ausencia de intercambio de calor significa que
la entropfa de un elemento de volumen del flufdo, pef, es uniforme y cons-
tante y el movimiento se llama 1soentro’pic0.
Sea s la entropfa por unidad de masa. La condicidn adiabdtica es entonces
ds/dt = 0 , que por definicidn 11 también se puede escribir

(3, +¥v¥) s =0 (2.3)

. . s . . . s s
gue describe el movimiento adiabdtico o isoentrdpico de un fufdo ideal.

. ) 2
Si donsideramos nuevamente wnflufdo compresible fluyendo a traves de una

regidn del espacio, con flujo funcion del tiempo y suponemos

m 2 £, X(m,t) la configuracicfn del fluido, 3X'm, t) su frontera

y con @s formamos

S gs d3x
X{m, t)

, /prbCediendo igual que
y escribimos su variacion temporaly/’ - -

S para la ecuacidn de conti

nuidad obtenemos

A

- d; Qs +Vigsvy = 0 | (2.4)
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o L /
que es la ecuacion de continuidad para entropla y ¢sv €s el vector de

flujo de densidad de entropfa.
La ecuacidn de Newton-Euler la podemos escribir en forma ligeramente

diferente si recordamos que

H = Func¢idn de calor/ unidad de masa = U + pV (2.5)
dU = dQ - dW
ds = AQ /T ¥ que
dW = pdv
donde U = energfa interna, p = presién, V = volumen, Q = cantidad
de calor, W = trabajo y T = temperatura absoluta
dH = dU +pdV + vdp = Tds + vdp = Vdp = dp/g
puesto que el flujo es isoentrdpico y el volumen especificoes V = V?
dH = dp /g’ =» VH = —é*—vp con lo que, finalmente, la ecuacién

de Newton-Euler puede escribirse

(at+y_-V)y_=-VH+_g_ (2.6)

Si utilizamos la siguiente identidad vectorial

LoV = yx(Vxy) + (v (2.7)
la ecuacidn de Newton-Euler puede ser re-escrita

at-‘f +~%—Vv2-y_x(ny_)=-VH+_g_ (2.8)
Ahora bien, g puede ser descrita por - V4, con @ potencial escalar new-
toniano que da la energfa potencial por unidad demass , g = - ve

Qv ++VV- yx(Vxy) = -V(H+F)  (2.9)

gue al tomar rotor da !

0(Vxy) ~Ux[vx(Vxy)] =0 (210

donde se ha supuesto suficiente continuidad y tiene la ventaja de involu-

I'd
crar solo velocidades

Para la resolucion de problemas especificos, las ecuaciones de continui-
dad y de Newton-Euler deben ser complementadas con las condiclones
iniciales y condiciones de frontera, qué son hipcftesis especiales .

La condicion de frontera para un flufdo ideal es simplemente gque la compo-

‘_nente de la velocidad del flufdo normal a la superficie que lo limitqﬁebe ser

-
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igual que la componente normal de la velocidad de esa superficie.
Sea v la velocidad del fiuido en el punto by u la velocidad del soli-

do en b. La condicidn es’

_ ~ . - I's \f‘:: . :‘ N o
v.fi = u.  i.e. vy uy (2.11) F1u1do-“..._,_ fo ot A

o B .-
Ve
et

.

Si la superficie que limita al flufdo estd _
¥ sdlido

en reposo entonces la condicidn se re-
duce simplemante a vo= 0

Lo'mismo en el caso de dos fluldos no Superficie de separac1on entre
miscibles en gue las velocidades de flufdo y SOhdo\

ambos, normales a la superficie de separacmn,deben ser 1gua1es.

Problema 4. Suponga una bureta llena de lfquido de densidad ¢ inclinada
formando un a’ngulo 8 con la vertical.

Si se abre la llave de repente, calcu~

le cual es la aceleracidn del 1{quido

en el instante cero, i.e. dv/dt vy

a qué’ valor cae la presion en un punto
situado a una altura h debajo del nivel
inicial, en ese mismo instante.

s =AB; ds = BB'

la ecuacidn de Newton-Euler para el ele-

mento- de volumen encerrado en BB' es

|
dv/dt-atv+vasvu—?asp+gcose (1)
y L,2 o _ 1_ dy
atv+aszv_ : prggt  (2)
Integrando los dos lados respecto de s mante- Bureta inclinada
niendo el tiempo constante
Lyt o LR
8 atv+ 7V = -3 +gy () (3)

puesto que en todo instante atv es igual para todos 'los puntos del 1.

quido.
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Ent=0y punto A; s=0; v=0; pzpatmosf.=pa: y = 0 con lo que
la ecuacidn ( 3 ) queda
0 =-p/g +{0) (4)
Ent =0y punto B: s =1 = longitud de la bureta; v =0; p = p_ { en el ins-

tante en que se abre ), y =1 cos 8, con lo que la ecuacion ( 3 ) queda

latv] =-pa/g +glcos® +f0) (5)
t=20
restando (4 ) de ( 5):
atv ] = gcos® (6)
t=20
consecuentemente
dv/dt=3tv +(v.¥)v =gcos 8 (7)

desdeque v=0ent=0

It

En la ecuacidn (3) sustituyamos s =h, E)tv gcos 9, v=0, t=0

hgcos8= -pfk+ gh +{(0) (8)

reemplacemos f(0}) = pa/Q obtenida de ecuacidn {4)
hgcosﬁ=-p/g+gh+pa/?
p-p, = Qoh(l-cos8) . (9)
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3. Hidrostatica.

Es la teorfa de flufdos en reposo y su ley es que el esfuerzo { fuerza
por unidad de drea = presidn )} es siempre perpendicular a la superficie
considerada. Si no lo fuera eso implicarfa una fuerza de corte que
dividida entre el area darfa un esfuerzo de corte, no perpendicular, que
producirfa movimienttj:.
Eso no puede ocurrir puesto que el flufdo estd en reposo. Lo anterior es va_’l_i_
- do aun para flufdos viscosos. .
Consideremos ahora flufdos ideales. La ecuacidn de Newton-Euler queda
reducida a
vp = @g ‘ 3.1}

que describe el equilibrio mecanico del flufdo.
Si no hubiera fuerza externa, i.e. g =0, entonces Vp = 0, es decir
que la presidn serfa uniforme en todo el flufdo

g=0 =¥ puniforme ¥ particula p € f
Si g = -gZ entonces {3.1) da ,

3Xp = ayp =0 A azp =-99 (3.2)
Supongamos ahora que la densidad Q es uniforme; esto sdlo puede considerarse
as{ cuando el volumen del flufdo no se reduce apreciablemente por la fuerza
externa,es decir, cuando la compresibilidad es despreciable.

Integrando { 3.2 ) obtenemos

p=p0+§’gz (3.3)
donde p = presion en el punto considerado b, ¥ Nivel 0
z = altura entre el punto considerado .
y el nivel donde se toma Pq . z
L :
Py = presion en el nivel 0 p —¥

8i el flufdo tiene una superficie libre, digamos en z =0, la presion es

la misma en toda la superficle y ésta es el plano horizontal z = 0.

En grandes masas de fluf{do la densidad ya no se puede suponer uniforme,
pero, si consideramos T uniforme, es decir igual temperatura en todos

los puntos del fluido, o sea equilibrio térmico, la ecuacidn ( 3.1) puede ser

tratada de la siguiente manera.
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: P i1
Recordemos que la energia libre T o potenical termodinamico de Gilbs

viene dado por

F = U+ pvV - Ts {3.4)
S dF = dU + pdVv +Vdp - Tds =~ sdT

dF = vdp - sdT (3.5)

dF = vdp = dp/e (3.6)

1 ‘ 0 ] . 1 ’
donde se utilizaron las cantidades termodinamicas familiares ya indica,
das anteriormente y se empleo’ la condicidn de equilibrio térmico.

Entonces tenemos que

YF = —é—‘?p (3.7)
v la ecuacion ( 3.1) queda
NF = g {3.8)
El campo gravitatorio es pues el gradiente del potencial termodindmico.
Como g = -g% = -g¥Vz = -Vgz la ecuacidn (3.8) se transforma en
NV{F +gz) =40 3.9)
=> T + gz = uniforme 3,10

que no es mds que la condicidn de equilibrio termodindmico.
Como un ejemplo supongamos un flu{do,como nuestra atmésfera, en equi-

librio mecdnico en el campo g. De f3.1)
(g:__é_azp (3.11)

Como hemos supuesto g uniforme, la densidad es sdlo funcidn de la altu-
ra, desde que p = p{z) Unicamente.
Una simple aplicacion de la ecuacion de estade de un gas nos conduce a
gue la temperatura es, tambign, sdlo una funeidn de la altura. Entonces,
cuando hay equilibrio mecdnico y g es uniforme tenemos

p=px), =9z y T=T(z)
Si, como sucede generalmente, la temperatura es diferente en puntos que

cstdn a la misma altura, entonces el equilibrio mecdnico es imposible.

La ecuacidn (3.1) también puede servirnos para obtener una idea razonable
de la variacidn de presidn con la altura. Supongamos una columna vertical

. 7 iy ' s . < . .
de aire, de seccion transversal A, en equilibric termico y mecanico.

r
Aplicandc la ecuacion de estado _ s +dz o sz-kdz
pV = NkT (3. 12)
p = nkT {3.13)
donde n = N/V, molec/vol z

Si conocemos n sabremos p y viceversa

puestc que k y T son constantes.




64

El equilibrio mecanico requiere que

/
Ez—l-dz - E, = V_V = Nmg = nVmg , con m = masa de una molecu

la de determinada clase, por ej. 02’ I—Iz, A, u otra. .

(pz+dz' - pz) A=n (Adz) m {~-g)
dp = - nmg dz (3,14)
Combinando (3.13)y (3.14) obtenemos
dp/p = dn/n = - mg dz / kT (3.15)

4 ' . N , ’ .
gue es la ecuacion diferencial que nos indica como varian la presion, el

nimero de moléculas o la densidad con la altura. '

Integrando obtenemos

n n, exp (- mgh/kT )

(3.16)

P P, %P { - mgh/kT)

donde n_ vy p, son el némero de moléculas y la presion en h = 0 que

puede ser elegido en cualquier parte.

Como otro ejemplo podrfamos considerar una gran masa de fluido en equili-
briqé'necénico, sin movimiento macroscdpico, cuyas part{culas se mantienen
juntas por accidn gravitatoria
Sea # el potencial escalar newtoniano del campo gravitatorio del fluido.
La ley de Gauss para gravitacidn establece que

g = -4NG¢ S (3.17)

donde g‘g campo gravitatorio que produce el fluf{do

G = constante de gravitacio'n universal
¢ 4 densldad del flufdo
Pero g = -V4g (3.18)
que al combinala gon (3.17 ) da ‘
v = 4RGe (3.19)
La fuerza sobre una masa ¢ es
£ = Qg = -9VF =Vp (3.20)

Donde en la ultima lgualdad se utilizd la ecuacidn de Newton-Euler con
v =0
La ecuacidn (3.20) essimple en algunos casos, sin solucion en otros, por
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L . .
ejemplo cuando la densidad ¢ var{a con la posicion en forma arbitraria,
pues entonces no hay manera de lograr balance para las fuerzas. Ll fluido
no puede estar en equilibrio y hay corrientes de conveccidn,

Si dividimos la ecuacidn (3.20) entre Q y tomamos divergencia
v2y = —V.(-%Vp) (3.21)
1 -
"\7’-(§Vp) = -4RGgQ (3.22)

La solucidn del problema requiere tratamiento de la ecuacidn de Poisson.
Hay un caso en que la solucidn puede obtenerse en forma relativamente
simple, cuando tanto g como p son funciones de una sola variable
independiente. Por ejemplo cuando el fluido no rota, en que dependen

unicamente de r .
. /.
La ecuacion {3.21) en coordenadas esféricas toma la forma

2
(L ) = -unG Q(r) (3.23)

ray
Q dr

i
-

4
2
r
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g

4. Ausencia de Corrientes de Conveccidn.

Un fluido puede estar en equilibrio mecanico sin estar en equilibrio termico;

la ecuacion §Yp = Qg que no es m8 s que la condicidn de equilibrio mecanico
puede ser satisfecha aunque la temperatura no sea constante dentro del fluido,

y entonces cabe hacerse la siguiente pregunta: éEs estable ese equilibrio ?

La respucsta es no, por la aparicion de corrientes de conveccidn en el fluido
que tienden a igualar la temperatura.

Busquemos la condicidn que se requiere para que el equilibrio sea estable. Se
llama condicidn de ausencia de conveccidn y se puede deducir como sigue.
Consideremos un elemento de volumen de fluido a altura z, con volumen espe-
ci{fico Vip,s), donde p y s son la presidn de equilibrio y la entropfa de equili-

brio a altura z respectivamente.

Supongamos que una part{cula de fluido se despla- Vip', s

za verticalmente hacia arriba una pequeiia porcidn I,"'M—““\

dz y que su volumen especifico se vuelve Vip', s) “;"’E’
donde p' es la presion de equilibrio a altura z + dz __

y la entropia es la misma puesto que suponemos des N
plazamiento adia‘bético. Para que el equilibrio sea z
estable es necesario que la fuerza sobre la particu- -

la tienda a regresarla a su posicio’n original. Esto solo puede ocurrir si la par-
ticula es mé&s pesada que el elemento de volumen que desplaza en su nueva po-
sicion z + dz. TEste volumen desplazado es Vip', s'} donde s' es la entropfa de

equilibrio en 2z + dz, Lo anterior quisre decir que la condicion de establlidad es

Vip', s' - Vip', s} 0
In otras palabras V(p', s) debe ser més denso que Vip', s") para poder regresar a

su posicidn inicial, i.e. V(p', s') debe sermayor que V(p', s}, entonces

GAY :
S5 88 >0 (a.1)

- v + / y
Para aclarar esta ecuacion hagamos un poco de Termodinamica. Tomemos diez
cantidades termodindmicas importantes: p, V, T, F, H, A, s, U, Oy W, vy las

v - ( Q/ T)V que pueden ser encontradas

cantidades o = "o/ T)p Yy ¢
en funcidn de las anteriores.
Supongamos que X, y, 2, w pertenecen al conjunto de las dicz cantidades termo
dindmicas citadas. Queremos encontrar las derivadas de la forma "ax/ay)z

Hay diez clecclones posibles para X, nueve para y , ocho para 2z lo que da un
total de 720 derivadas posibles.
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rd
Supongamos ademas que

J
x = fl.{W, z} S,odx = (%-TV)Z dw + (a—;(")w dz {4.2)
Ay dy
Y =f21w,z) S dy =(aw)zdw + (az)wdz 4. 3)

qi 2z = constante los segundos términos del lado derecho desaparecen. Divi-

diendo ( 4.2 ) entre ( 4.3 ) obtenemos
!ax/aw)
'Dy)z T (dy/ aw)

(75_)_%3’_) ggi) BETEE

s, .Obtenemos

1]

Al elegir x=V, 2z =p, y =T, w

Qv ITy (V. (4.5)
(as)p (as p T)
Consideremos Q =QI/T,p} y dQ = (aT}p dT + (%}T dn
dQ = Cp dT 4.6)

porque el segundo término del lado desaparece por ser constante la presién.

Dividiendo entre T

C
Q-2 gt = a5 = (2] -1 14.7)
p

que substitu{do en ecuacidn ( 4.5) da

V
(32 o= = (raT)p (4.8)
que permite escridr (4.1)
T (@Y% ds
_q)_(a__)d > 0 (4.9)

como tanto T como cp son positivas, la ecuacidn anterior se reduce a

oVy ds o ‘
DT)p dz 0 41
En la mayoria de las substancias (a—\,i,r)p‘;- 0 porque se exXpande con el aumento

de temperatura; entonces la condicidn de estabilidad queda
ds !
dz >0 \ {4.11)

es decir que la entropfa debe aumentar con laaltura.

-
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Por otro lado, como s = [ T(z), pfz) ] podemos escribir la derivada
ds _ (28 ;dp _ Sy dT _ (3Vy dp
dz ~ andz (%)sz—fpdz’( )pdz>0 f4.1?)

Donde se usaron las substituciones

de.ec (4.7) (%,%)p=-%p - yde (3.5) dF =Vdp -~ sdT, que es di-

ferencial total, exacto o completo obtenemos

_(%%)p B (%ISS)T

Ademds 3.2 ) g—g = - Qg = ~%— combinada con (4.12) da
c
B JL _ {
7 dz ] -3 ! 4.13)
o> -“_(a

PR . . .
que es la condicion de ausencia de corrientes de conveccion
La conveccidn puede ocurrir si la temperatura decrece al aumentar la altura y
si la magnitud del gradiente de temperatura €5 mayor que
g T (av
0T

. 4 L , L
En un gas ideal a presion constante la condicion de ausencia de conveccion

se vuelve
aT _ 9 .
dz g Cp ( 4.15)

pues el resto de la desigualdad es igual que L.
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5. Ecuacir:fn de Bernoulli.

, 4 . . . . : -
Retornaremos a la ecuacidn de movimiento limitando nuestro estudio al caso

de flujo estable.
Flujo estable es aquel en que la velocidad de las particulas del flufdo v la
densidad no cambian con el tiempo; es decir, ¥ y ¢ son funciones de la

o 4
posicion solamente

vir) = constante y Qr) = constante £51)
de manera que
Qv =0y 9,8 =0 (5.2
entonces la ecuacién de Newton-Euler
(2 + vwVv) v =-VH + se reduce a
(A ¥ g
(v.g) v = -VH + g que conla identidad
%’:—sz = vxIigxv) + (WY se transforma en
Lo 2 _ ,
-—Z-Vv—_yx(‘i?x_\_r_)——VH + g 5.3)

£n el flujo estable toda parti’cula de flufdo que se mueve es siempre reemplazada

por una nueva particula que se mueve con la misma velocidad que la primera.

91 tomaramos fotografias de la velocidad, siempre serian iguales, El campo v

£5 pUes un campo estdtico.

Conviene aquf introducir el concepto de lineas de flujo. Supongamos que saba-

mos que en el instante t la velocidad de cada pé€f es v. Como D 2o

y m o f, tracemos, encada p enel instante t, una curva C tal que la direc

cion de la tangente a C en b coincida con la direccién de v de p. Entonce-s

la curva C se llama l{nea de flujo. Ademas, su ndmero por unidad de drea es

proporcional a la magnitud de la velocidad. Esas lfnecas son similares a las lineas

de campo clectrostdtico o magnetostdtico, por ejemplo.

.2 tangente a una 1{nea da la direccidn de la velocidad de todas las particulas

que pasan por el punto considerado con el transcurso del tiempo. :

La velocldad de las varticulas de flufdo en el instante t es v o= Vo vy, v, 1

an eocordonadas carteslanas &l alptema de gouaciones
dx _dy dz

Y; v v
x % 4

5.4)

determina las 1fheas de flujo en ese instante
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Vi
Como ya se dijo, cuando el flujo es estable las lineas de flujo no varian con

¢l tiempo y entonces siempre coinciden con las trayectorias de las oartlculas.

En flujo turbulento las l{neas de flujo
cambian con el tiempo por lo que una
tinea de flujo en un instante dado no
representa la trayectoria de una part{

cula v las tangentes a ella dan las

direcciones de las velocidades de
las particulas en varios puntos del Lineas de flujo en flujo estable
espacio ¢n el instante considerado , ‘
en tanto que las tangentes a la trayectoria dan la direccion de la vclocxdad

de las partlculas en diferentes puntos y diferentes instantes.

Se puede usar una fotografia de tiempo para visualizar las lfneas de fiujo en

ol caso estable en tanto que debe ser empleada una “instantdnea” en el flu-

jo turbulento.

i'n el caso de un liquido las particulas de flufdo se pueden visualizar agregan-
do cristales de permanganato de potasio 0 una suspension de polvo de aluminio
muy fino e iluminando el fiufdo: en el caso de un gas se emplean particulas de
humo.

Consideremos una linea de flujo con T un vector unitario tangente a ella vy

fa
tomemos el producto escalar de |l con e~

cuacion { 5.1) 1 1.1.
-:l;'\?Vz-fl\—{gx(sz)]-T=—VH-T+3.T .
) . g z = Vz
g=-gz=-gVz =

oo~ 2z _dlgz)
gl =-g T =73 , entonces

1L vt pHE _ Blaz)

2 g1 gl ol

al (“%‘V2+H+gz3 =0 {5.5)

N
[Tay que notar que [ v x {(¥Ux v ) ] L1y su producto escalar es ccro.
o ccuncion ! 5.3 ) significa que para un pequeno desplazamiente a lo largo de una
l{nea de flujo, es decir en direccion de la velocidad, la cantidad entre paréntesis

no cambia

2 ‘
% v® + H + gz = constante a lo largo de una iinea de flujo r5.6)

Fea es la ecuacion de Bernoulli.
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En general, la constante puede ser distinta para diferentes lineas de flujo,
vero como en flujo estable los desplazamientos son a lo largo de una linea
de flujo, la constante tiene el mismo valor a lo largo de todos los puntos de
ella.
Si el flujo ocurre fuera del campo gravitatorio se omite el termino gz vy la
ecuacidn queda

2

év +H=octe. a lo largo de 1.f. (5.7)
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6 Flujo de Energia.

. s . . £, N
Consideremos un fluido gue se mueve con flujo iscentropico; dentro de el tome-
3 .. . .
mos un clemento de volumen d™x, fijo en el espacio, para averiguar como cam-

bia con el iiempo la energfa del fluido contenido en el volumen.
Sea u d densidad de energia por unidad de volumen df —;—gvz + QU

. } . d . ¢ .
donde U = densidad de energia por unidad de masa

3 . . . . ; ¢
Como d”x es fijo, el cambio de energia viene dado slo por é)t u

: D u = at(-é—qv2+g>u)

Calculemos por partes.

1

Primero Dt(%g’vz) = -é-vz atg+ Vi, V

L
E)t (%%VZ) =—fé-v2v.?£-y_'Vp - ?_\i'(_‘{‘v) A

donde se usaron las ecuaciones de Continuidad v de Newton-Euler para substi-

tuir a.rg y 0 v

pero E-(E«VL) v o= ‘—;*(E-V) v2 y Vo =Q(VH-TVs), entonces
at (—12— gvil = --12— VZV- V- -%-gg-‘(?vz - 93.(VH-TV5)

Bt r-_,];;gvz) = --é— vzv. v ‘?_\E-V(é“ 2.9+ QT v. Vs
finalienie

‘L (i V) = —-%*vz‘\’:'-’gg - "{xv\'ifé—vz +H) (6.1)

sues se coasidero flujo isoentrdpico.
'n scoundo lugar consideremos Dt(QU }: para ello empleemos las siguiente: re-

iaciuncs termodindmicas

‘s - pdV  perocoma V =1/ , dV = -4§/%° conlo que
duU = vds + pdp , yademds H = U+pV = U +p/<§ , @ntonces
ol
dfger = U dy + QdU = Hdy ~pVdg + ¢Tds - gpdV

= Hdg -pvdg + QTds+ pVdg

Hdg + ch ds
at QU = H’c}tg + qT@ts = HOQ

. r N s s,
pues se considerd flujo isoentropice
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Con el uso de la ecuacidn de continuidad la ecuacion anterior queda
9 QU = - HUQv (6.2)
'E —_—

combinando (6.1) y (6.2)

“’%V2+H)V~S’z —g_\i.qf—é-v + H)

Il

'cg(--lz-evzwu)

@t(%gv2+gu) -W.[(—lz‘v2+H)S!z] ‘ (6.3)

Para obtener ¢l significado f{sico de esta ecuacidn integremos en la configu-

racion del fluido

3, \ (38v? +qu d’x = - Xv-[ (L rHIgu]eix (6.9)
Xim, t) Xfm, t)
y apliquemos el Teorema de la Divergencia de Gauss
D\ (Lo souradc = -HI(Lv2 +HIQv ] A ax /6.5 )
A28V T8 7 v

X(m, ) 0X(m, t)
El lado izquierdo es la razon de cambio temporal de la energia en un volumen da-
do y el lado derecho es la cantidad de energf{a que fluye a traves de la frontera
de la configuracidn

( --lédvz +H ) v = vector de flujo de densidad de energfa (6.6)

. I . : . , 4 3.
es decir energia que pasa en la unidad de tiempo por unidad de area perpendicu
lar a la velocidad.

) Iy e
Transiormemos un poco la ecuacion ( 6.5 ) con la ayuda de

H = U+pV = U=pA
' .
“A;)f (“%VZ +H}§i]oﬁdzx = [ ( '%"VZ +U) gzuﬁdzx -0 pg'ﬁdzx (6.7)
oX(m, t) 2X(m, t) oXfm, 1)

, 1.2 L . .
ecuacidn en que se ve que 5"V + U es energia cinetica mds interna, por unidad

de masa, que atraviesa la frontera de la configuracién en la unidad de tiempo vy
el dltimo termino del lado derecho es trabajo por unidad de tiempo gque la fuer-

£ P ' s
za de contacto hace sobre la superficie de la configuracion.
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7. Flujo de Momentum.

. : - . - ' 4
Analicemos, al igual que para flujo e energia, un fluido gue se mueve con
’ / ’ B ‘o
flujo iscentropico y dentro de el consideremos un elemento de volumen fijo

en el espacio.

Sean m T f v b o p, con p €& f; el momentum del fluido por unidad de
df

volumen = QV.
r
Determinemcs su razon de cambiotemporal at Qv . LEncomponentes:
2 ~
=Qd + v, 7.1
0, Qvy =99 vy * V{9 )

De la ecuacidn de continuidad 9,§ +¥ Qv =0 obtenemos

9,9 =0,Qv; (7.2)

y de la de Newton-Euler (Qt + vy = - -%-vp
) - - L -
do v, = 9aip v].a].vi (7.3)

que substituidas en (7.1) dan

9 Sv, = =9 p- ?vjaj vt vy = -9 PG Qv

9, ;)VL - 'aj(éij B Quvy) :”ajﬂ)ij | 7.4
conde s2 usc Di p= ?)j 511. ) 7.5 )
y T(ij df éij D +g’vivj (7.6)

cue es el tensor de flujo de la densidad de momentum y se ve que es siméirico.

1 . Vo . e .
Para obtener el significado fisico de la ecuacidn (7.4 ) integramos en la con-

%?vdh= S- lJ x , (7.7)
Xfm

Al utilizar la formula de Green gqueda

figuracid’n del fluido

0, Qde; %3 4 da (7.8)
X (m, t) 2X({m, t)
Por simplicidad de escritura hemos substiruido daj por (dz}éj _
Il lado izquierdo es la razdn de cambio temporal de la componente 1 del mo-

mentum del {iuldo en la configuracién Xlm, 1) 3;,el lado derecho es el flujo de
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csa comnononte de momentum, en la unidad de tiempo, a traves de la {rontera

. .. L
de la coniiguracion.

s

e
ii ! R s
i, da. es pues la i-esima componente del momentum que fluye a traves del

Y
Ly
elemento de superficie da, en la unidad de tiempo.
Al eseribir  da, = n.da
As ] ] g , .
queda Hij njda y entonces vemocs que “ij n]. es el flujo de la componente
del momentum por unidad de drea en la unidad de tiempo.

7\( TNV, Vv = +ov.v (7
= ) —_
i n]. ?%j onj g ijnj prn.+Qv; jnj .9)

gue pucda ser escrita en notacion vectorial
pfl + (v.f)oy (7.10)
Lae vector da el flujo de momentum en direccidn Y sentidb de #t es decir en
una sunerficie perpendicular a Ty de el puede verse que si lo tomamos para-
inio @ v, sdlo la componente longitudinal de momentum es transportada en e-
“aiodircogion y su magnitud es p + gvz; en tanto que si il es perpendicular a
volocidad, sdlo la componente transversal de momentum es transvortada y

SdInagiiitda es P

©1 flujo de momentum { que es un vector ) estd dado por un tensor, el tensor de
P . . , o . /
{lujo do densidad de momentum JLl]., en tanto que el fiujo de energia | que es
N rs y 3 . - . 4 - . -
oscalar) esta gobernado por un vector, el vector de flujo de densidad de ener~
Z

gla (%v +H) Qv
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8. Conservacion de la Circulacion.

. ; . 4
Supongamos un flujo ideal que se mueve vy la velocidad de sus particulas es v,

La circulacidn del campo de velocidad es

Circulacidn = @ v.dl : r8.1)

T

donde la trayectoria T debe ser tomada siempre dentro del flufdo.
Il teorema de Stokes aplicado a la circulacidn de v

g-g1=gvxz.ﬁd2x r8.2)

S

permite interpretar la circulacidn por unidad de drea, para una trayectoria infi-
nitesimal, como el doble de la velocidad angular de un elemento de flu{do
Investiguenos ahora que le occurre a la circulacion de v cuando consideramos
una trayectoria T que se mueve en el espacio ocupado por el fluido.
Las part{culas de fiufdo se mueven y la trayectoria t las acompafia. Para averiguar
cue le sucede a la circulacidn debemos tomar d/dt v no solamente at puesto
gua estamos considerando su movimiento en el espacio vy no 1o que ocurre en un
vunio fijo.
bara evitar confusion designemos dife-

renciacion respecto del espacio con ,

_ K du d
_é)dt -S_{‘. +& Lf_ldt S_r
T T

Bl wiimer término del lado derecho da el

cntonces

“—‘@' en t+dt

o . . . S .
caminio de 1a circulacion por cambios en

i1 velocidad v el segundo por cambios de

} . ) k
‘ovma de la trayectoria.
_— d oy, - dr _ =1l 2
Pato Vemdr = —Y-"Sdt = v.{v = Bzv
. . d - .
Lrolo gue ([5}) V-5 S£ = (&’) S(%- v2 ) = 0 porque, es integral cerrado de un
T T
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.7 . oy
Ademas, la ecuacion ! 2.6) establece que para un flujo isoentropico

dv,

entonces _
:(g)(_VHJrg}.g_r (8.4)
y utilizando el teorrema de Stokes

é?éi-%.si =g\7 x(—9H+g)-ﬁd2x= 0

T 5
con lo que queda demostrado que los dos términos del lado derecho de /8.3 )

,__‘“‘@_\
050
=t

I;\/’

desaparecen. Luego

d _ :
T
Y
&)X-d.l = gonstante 8.6
T

en un fluldo ideal.

La ecuacidén de Newton-Euler es la clave de la deduccion pues presupone que
s = constante. Si el flujo no es isoentrdpico la deduccidhn no es valida. Por otro
lado, las densidades de fuerza que intervienen deben ser conservativag para
que su rotor sea cero,
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5. Tlujo Potencial.

W

. un flufdo ideal con flujo estabie en el cual consideramos una linea de fiujo
1 la que sabemos que la vorticidad es cero en algin punto.

Tracemos una trayectoria iniinitesimal cerrada
airededor del punto y que atrape la ifnea. Por

ol teorema de Stokes

L%)K“diﬂgqxxsﬁdzx {9.1)
T S
Y como ia trayectoria es alrededor de b con Trayectoria infinitesimal T al-
&) =0, con el uso de la definicidn 13 po rededor de un punto b con w(b) = 0
dcmos concluir que
® v.dl = 0 alrededorde b £9.2)
T

- . B W .
on el transcurso del tlempo la trayectoria T se mueve con el fluido pero siem-

¢ encierra la misma 1fnea de flujo

i

. . ’ . , 4
v da ccuncion (8.6 ) sabemos que la circulacidn es constante vy porla £ 9.2 )

s cero; luego, como debe mantenerse constante seguird siendo cero en to-

ISR
Lot

o

dos los puntos de la !{nea de flujo.

o , , / . .

51 cl flujo no ¢s estable, en vez de considerar una linea de flujo, debemos tomar
. : . ' . .

la wrayectoria ae la particula y llegamos al mismo resultado.

Un flujo para el cual la vorticidad  =<x v = 0 para todos les puntos del es-
pacio ccupados por el fluido se llama flujo potencial o irrotacicnal; en con

traste
con aquel en que la vorticidad no es cero en todos los puntos del espacio, que se
llama rotacional.

En nuestra deduccidn debemos recordar algo muy importante, va indicado en la sec-
cion 8, y es que la trayectioria cerrada T debe ser tomada siempre dentro del fluf-
do. Por ejemplo, una linea de flujo que pasa junto a un cuerpo sSlido no permite
que se haga airededor de ella una trayectorla cerrada que la atrape puesto que del
lado del sdlido no hay fluide. As{, nuestra deduccidn no es vélida para una linea
de flujo que roza a un sdlido. No obstante esto, el estudio de flujo potencial con
sélidos presentes es de mucha utilidad si los sdlidos tienen la forma sugericda por
las lineas de flujo, i.e. si son aerodindmicos puesto que la turbulencia se reduce

£
4un minimo.,

Otro caso 1mportante es el de oscnacmnes pequefias de un cuerpo sumergido en
un fluido, es decir cuando la amplltud & es pequefia comparada con la dimension
lineal ¢ del sdlido, a <.d, en gue podemoes covsldarar que el flujc 658 Polencial

en primera aproximacién.
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Estimemos, en este caso, el orden de magnitud de los términos de la ecuacidn
de Newton-Euler. Para ello hagamos las siguientes consideraciones:

£l orden de magnitud de v, a distancias muy cortas
del cuerpo, es determinado por la magnitud de la

velocidad u del cuerpo y su variacidn temporal es-

tard fijada por la frecuencia f, as{, la magnitud de

Qv es del orden de la magnitud de {u f{ pero

f £ w ¥ u/a, entonces iQﬁ vi 2 \uz/al Oscilacidn de un sélido
en un flufdo con a d
Por otro lado, los cambios significantes de v ocurren en una distancia del ta
mafio del cuerpo ( i.e d ), asi, la variacion espacial de v es del orden de
u/d, de modo que
Vov.) _g'\ = uz/d

. 2 . .
Pero a<« d => u/a > uz/d, de manera que en la ecuacidn de Newton~-Euler

pvodemos despreciar el término (v-¥) v y queda solamente
ov = ~gH + g ' (9.2)

tomando rotor
Y9 gx v = 0 =% 9xVv = cte ‘
N =>gxv = 0 (9.3)

<!>tempora1 = 0 en movimiento cscilatorio

Hagamos notar algunas propiedades del flujo potencial:

la ley de conservacidn de circulacidn se obtuve para ilujo isoentrdpico v pa-
ra obtener la condicicn de flujo potencial ( circulacion cero) hicimos uso de
aguella , consecuentemente un flujo puede ser potencial sdlo si es iscentrd-
clee. Do lo conirario, aungue en algin instante hagamos la vorticidad igual
gue ol para todo punto del <opacio, esta condloidn no e maniondrd, en go=

neral, para instantes postericres.

Por el teorema de Stokes &}y_. dl = gqx v. a®x
y por flujo potencial gxyv = 0

—

no existen lineas de flujo cerradas.
- . - . + . /
Si existieran l{neas de flujo cerradas la circulacidn no podria ser cero pues-

to que la velocidad serfa paralela a la

v v
o~ . —_ -
linea de flujo en todos los puntos y ob e e A
e - 3 : oy X i ]‘_ v v - dl-&
tendriamos una contradiccion. i S =
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. . . s R
En un movimiento rotacional la circulacion no es cerg en general; en este caso,

puede haber l{neas cerradas. Sin embargo, se debe g—
. . < -
tener presente que la existencia de lineas cerradas —————
no es una condicion necesaria para fluio rotacional ——
pues.to que puede haberlo con lineas abiertas Lineas de flujo abier-
tas con velocidad crg
Cualquier campo veetorial con rotor cero puede ciente dan &}ldi #0
ser expresado como el gradiente de un campo escalar 1
wxyv =0 =% A v =9 (9.5)
A} se llama potencial de velocidad
a5 COmpone i = 9, v = , V. = (3.6
Las componentes de velocidad son Ve, Dxlp x ”()y’\p ” OZ"-P 9.6)

v como las lineas de flujo vienen dadas por ecuacicn (5.2 )
esas curvas cortan ortogonalmente a las superficies

vxdx+ vydy+ vzdz:() (9.7

v las superficies '\l/( %, Y, %z, t) =const. se llaman equipotenciales.

Las ccuaciones {5.2) vy (9.7) muestran que en todos los puntos las equi-
potenciales son cortadas ortogonalmente por las lineas de flujo.

Si tomaramos v = -pr , el signo negativo es una convencion y cuando as{

se usa, garantiza que el flujo ocurre de potenciales altos a potenciales bajos.

Tomemos la ecuacion de Newton-Euler en su forma (2.9)
Qv + %QVZ - vx(yxy) = -/ H+H)

reemplacemos v = 'Q‘\jrv

v(at'\{;+

consecﬁientemente
at’\P +

gue es una primera integral de las ecuaciones de flujo potencial, donde

v2+H+ﬁ):O 9.8)

bof—

v2+H+ﬁ = f(t) ' 19.9)

B —

ity es una funcidn arbitraria del tiempo, que puede ser igual a cero sin pérdida
de gencralidad.

Puesto que V= i‘/'\i: { I.e. derivada espacial de ’\L; ), podemos agregar a -\i)
cualgquier funcidn del tiempo. '

w@l - ’\\;+§f(t) dt (9.10)

Hagamos
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reemplacémosla enec 9.9) v obtenemoes cero del lade derecho; luege omiti~

mes el subindice | y queda

’at'\\/+-%v2+H+ﬂ=O (9.11)
Mamé's, sien 79.9) suponemos que '\l, es independiente del tiempo i.e.
Ot«i;: 0, fft) = constante en todo el flufdo , entonces se transforma en
-12—v2 + H + @ = const. en todo del fluido 7 9.12)

que es la ecuacion de Bernoulli.

Hay que hacer notar una diferencia muy importante entre las ecs 58.12) y /5.4 ).
Esta Gltima es la ecuacidn de Bernoulli para cualquier tipo de flujo y su constan-
te se mantiene a lo largo de una l{nea de flujo pero con diferentes valores, en
general, para distintas lineas, en tanto que la ( 9.12) es la ecuacich de Bernou-
1li para flujo potencial y la constante se mantiene para todo el flufdo.

El término # que aparece enla ( 9.12 ) es el potencial escalar newtoniano que

da la energia potencial por unidad de masa

La ecuacion de Bernoulli no es mas gque una manera de escribir el principio de
conservacion de energfa. Como todos los tecremas de conservacio’n, da una
gran cantidad de informacion aun sin resolver ecuaciones en forma detallada. Es
tan importante que daremos otra manera de obtenerla.

Si trazamos l{neas de flujo por todos
los puntos de una trayectoria cerrada
en el flufdo obtenemos un tubo de flu
jo. Como las paredes del tubo estan
formadas por l{neas, el fluido no pue

, . Fa
de entrar ni salir a traves de ellas;

7/
solo por les extremos. Designemos

Trayectoria cerrada

con A1 % A2 a las seccicnes trans—
versales inicial y final del tubc don- Tubo de flujo
de todas las demafs cantidades son %, vy Hl ¥ %2, AT I—I2 respectivamente.

Por continuidad ( i.e. conservacion de masa )

%@tg d*x = —S?}.Qz d’x. = —g? Qv. f d%x
X'm, t) X{m, t) X {m, t)
donde Xfm, t) es la configuracion del fluido en el tubo y 9X{m, t) su frontera.
Si exigimos que a@‘ 0 , obtenemos
S v A

| g’z L Az {9.13)
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1a velocidad es inversamente proporcional al area si la densidad premanece uni-

forme y constante.
Ahora calculemos AW _ el trabajo neto hecho por la presidn que es igual al

. I's b
cambio de energia del sistema

Sean E2 E1 la energia por unidad de masa en los puntos 2 y | respectivamente
Am = masa transportada = G, 4 A vy At = ?2 By v, At
- = -
AWp P Al vy At Py Az vy & E, = B YA m
dividiondo teda la ecuacion entre &m

BB :EZ - El 9,14
S 3
1 2
O sea que
P p
E2+“1*=Ez+~3=cte. 9.15)
9 S
1 2
Ahora bien
Eﬂé—-v2+U+gz 9,16

. 1 2 . . - .
donde V" es la energfa cinetica, U la energfa interna, gz energia potencial

gravitatoria, todas por unidad de masa, entonces

D -»l—2 Jj = {
,Q—+2v + gz + U cte 9.17 )

que es la ecuacion de Bernoulli.

broblema 5. Las componentes de velocidad de un fluido incompresible son
f 3Ar2 sen 8 , Ar3 cos 8, 0), con A =cte.

Demuestre que el flujo es potencial y encuentre las ecuaciones de las iineas
de flujo.

Para ver si el flujo, es potencial debemos averiguar si la vorticidad es cero

es decir evaluar <yx v . Utilizando coordenadas esfericas:

dr = drf + rd8 8 +rsen 8 dg ¥

oo : -
A A e—— O g ag = 0

r sen g ,
3Ar2 sen @ Ar4 cos B 0
de modo qlue el flujo es potencial
Sea ‘\&,’ r, 8, # ) el potencial de velocidad, entonces las componentes de veloci-

dad son

vr:ar'\\JEZAr"3cose;vG— 8’\{) Ar senB;vﬂ,:aﬁ,'\J‘):
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dnp = Jabar + Ognbds + Yalag

30056019 + 0 a4

= 3Ar2 sen & dr + Ar

entonces AL = Ar> sen §
Tas lfneas de flujo estan dadas por
r sen 8 dg

dr _ _rds _
2z 3
3Ar senb Ar” cos 8 0
dg = 0
3tg B do

dr =

Integrando, las ecuaciones de las i{neas de flujo son
# = cte, que indica que las l{fneas caen en planos que pasan por el

eje de simetrfa 8 =0, vy

r = 3 1n sec 8
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10 Plujo Rotacional.

La condicion necesaria y suficiente para que el flujo sea potencial es que
la vorticidad sea cero; si no lo es, el flujo se llama rotacional.

Por definicion 13

| Q=gx v /10.1)
TUna linea de vorticidad es aquella en que la tangente en cada uno de sus
puntos da la direccidn del vector vorticidad.
Si las componentes cartesianas de £ son 'Ql Q,, &, entonces las ecuacio-

p o q / '
nes de las lineas de vorticidad estan determinadas por

dx _ dy _ dz £10.2)

Si trazamos lineas de vorticidad por todos los puntos de una trayectoria cerra-
da en el fluldo formamos un tubo de vorticidad.

Sean Xm,t) la configuracion del tubo con frontera dX{m, t) que podemos supo-
ner formada por 851 el area lateral y 82(_2, 3§3 dos secciones transversales

del tubo, con normales ﬁl’ ﬁz y ’53 respectivamente. Entonces
& Q.4 dx =§'\7o9d3x = 0 (10.3)
X (m, t) X', t)
puesto que g,y x v = 0, asf
'ggg_,ﬁl a%x +Q 2.4, d%x + g_t_g.ﬁ3 i’x = 0
?)Xl 32{,2 X5 )
como la primera integral es cero por condicion de ortogonalidad,
{ A ¢ A = {
Q). f) Dgc_z: + 0 asf) 0x, = 0 10. 4)

en una primera aproximacidn. Ecuacion que muestra la continuidad del flujo de
vorticidad.
A \{_?_-’ﬁ | 9X se le llama intensidad del tubo de vorticidad y un tubo con

|R-floX =1

se llama tubo de vorticidad unitaria.
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Supongamos una configuracion cualguiera X{m, t} , no necesariamente configu-

racicn de un tubo. La

Lgag_tu’ﬁdzx - g\*/-s;cﬁx = 0 (10.5)

oX(m, t} X(m, t)
muestra gue la intensidad entrante de todos los tubos en 9X es igual que la
intensidad saliente. Dicho de otra manera, las lineas de vorticidad y los tu-
bos de vorticidad son cerrados; no se originan o terminan en puntos internos
del fluido péro pueden iniciarse o terminar en la frontera del mismo.

. .
Ademas, en general,

Circulacion = &) v.dl = &_Q.‘hd X £10.7)
T

puesto que 0 =gxyv



11. Flujo incompresible.

'n una gran mayorfa de casos el flujo puede ser considerado incompresible, es

decir, que la densidad del fluido es uniforme y constante. No existen pues ex-
nansiones o compresiones apreciables en el fluido. En estos casos decimos que
¢l flufdo v el flujo son incompresibles.

Tntoncos las ccuaciones de la mecdnica de flufdos se simplifican muchisimo;

la ecuncion de continuidad se reduce a

Gev = 0 f1.1)
nuesio que la variacion temporal de la densidad es cero, atg = 0, y'por
ser Q uniforme sale del operador vy la ecuacidn puede ser dividida entre la

densidad.
V en la ecuacion de Newton-Euler la densidad puede ser puesta centro del

operador nabla por ser uniforme

EEE"‘(_‘{'V)X: ~“\7§+g (1.2}
O mejor aun, solo en treminos de la velocidad
at’q/x_\{}—qx[_\ix(vxz)]=9. £2.10)
que junto con
<g-v = 0 f11.2)
y con
Q=gxyv (11.3)

constituyen el sistema fundamental de ecuaciones de la dinamica de flufdos pa-

ra un fluido incompresible.

La funcion de calor por unidad de masa H = U + p/g se transiorma en

H = p/g ' (11.4)
puesto que U es constante ya que dU = Tds -pdV = 0 pues tanto s
como V .= l/g son constantes.

La ecuacidn de Bernoulli se simplifica a

) :
vlz-v + + gz = cte \ (11.5)

Al
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De ella se puede concluir que para puntos de igual altura z o para flujo con
campo gravitatorio cero, la presio’h maxima ocurre en puntos donde la veloci=
dad es cero. Tales puntos reciben el nombre de puntos de estancamientoy
generalmente estan en la parte frontal del cuerpo que se desplaza dentro dd
fluldo. Si vV, Y Py son la velocidad vy presién en un lugar muy lejano al
ra
punto de estancamiento, la magnitud de la presion maxima es
! 2
= o QY (11.6

Prax P 7 8V )

Por otra parte el vector de flujo de densidad de energi’a queda

2

(v +‘<§“)‘§-‘5 11.7)

7] sistema de ecuaciones (2.10), {11.2 )y (1.3 ) se vuelve particularmente
sencillo si, ademds, el flujo es potencial puesto que se reduce a {10.2)

7, como ya vimos en la seccion 9

gxry =0 =% v =Q'\\( , que cong.v = 0dala ecuacich de Laplace

‘_\72‘0( =0 (11.8)

que debe ser complementada con las condiciones de frontera indicadas en la sec-
cion 2.
Por ecuacién ( 9.10 ) sabemos que EN,%— iz- v2 +H + g =ty siel flujo
es incompresible H puede ser simplificada y la ec. queda
b+ 3 v + & = £ (11.3)
s necasario tener un criterio adecuado para saber cudndo considerar que un flujo

puede ser tratado como incompresible. Para obtenerlo supongamos un cambioc de

presion adiabatico Ap que produce el cambio de densidad
- 19
ng= (), &p

De conformidad con la ec. de Bernoulli un cambio de presidn en flujo estable es
del orden de <)>v2

hp = gvz
y Ccomo N

(3)s =

donde ¢- es la velocidad del sonido ( ver apéndice 2 )
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Como el flufdo puede ser considerado como incompresibic cuando b‘g/gf &1

vemos que la condicidn necesaria de incompresibilidad es que la velocidad dei

| fluido debe ser mucho menor que la del sonido
V & ¢ r11.10)

Ln flujo turbulento debe cumplirse otra condicion. Sean T v L un intervalo de
tiempo y una longitud del orden de tiempos y distancias en las cuales la velo-
cidad y la presion experimentaﬁ cambios que pueden ser considerados signifi-
cantes. Lntonces ios termincs dy/dt y (- l/g Iy p de la ecuacion de Newton-

Fuler pueden ser escritos v/T y p/g L. respectivamente y

A ¢ I - SLv
T T QL v Lo T
con lo que
5§ = &I;‘iz (1111 )
TcC

Comparemos ahora magnitudes de los términos de la ecuacion de continuidad
Z)t ¢ +Q9.v =0

pero recordando que deseamos condicidn de incomprasibilidad y por ello pode-

mos Suponer gue
58 &« IV

T L
Al reemplazar &% enlaec (il.11) queda

L/c << T (11.12)

El cumplimiento de las condiciones {(11.10) y (11.12 )} garantiza incompresi-
bilidad del fluido.

L/¢ puede interpretarse como el intervalo de tiempo gque necesita una onda de
sonido para caminar una distancia L. 8Si ese tiempo es mucho mas peguUenc que
aqﬁei en que las caracter{sticas del flujo cambian apreciablemente el fluido

es incompresible.
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Preblema 6 Utilice la definicidn de vorticidad para un flufdo que se mueve
con velocidad v {x, y, 2, t) y demuestre que si es no-viscoso, incompre-
sible v de densidad uniforme, dentro del campeo gravitatorio g, la vorticidad

. 4
satisface la ecuacion .
\

2 &t (vw) = (2.9 ¥ (1)

y explique el significade de cada teTmine

La ecuacién de Newton-Euler establece que

atx + -12~v2 - vx (g xv) = "-lévp + g = ‘é\‘.{p - g
tomando rotor de ambes lados
I8 -gx[v xa) =0
perc
gx [vxQ]=3yQ.0 - 2g.v + (2.9)y - (vg IR
ademéas g. 2 =W(yxy) =20
Y J-v = 0, por continuidad de flufdo incompresible, entonces
4R+ (v = ()Y r2)
© bien
%t— = fag)y

Asf, el primer términc de la ecuacidn ( 2) indica la razch de cambio temporal
(local ) de & v-wg dala razon de cambio de § debida al movimiento del
flulde v (S.9) v la razon de cambio temporal total de £ ( su derivada ma-

terial).
Para flujo estable at.&}_ = y entonces la razon de cambic es solamente

(vg )L
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Problema 7 Determine la forma de la superficie de un fluido incompresible
sujeto a un campo gravitacional uniforme, confenido en un recipiente cilin-
drico que gira respecto de su eje vertical z con velocidad angular constante
Fa
l\." =W Z.
Ty, . 4 s R .
El flufdo rota como un solido, es decir, cada particula tiene la misma veloci-

dad angular. El tipo de vortice qgue se forma se llama forzado.

¥y = wxr bz
=w’z\x_§_xw’£x(x§+y'§) !
= {-wy, wx, 0)
Comprobemos continuidad: W2r2
2
D - + =
J(-wy)+ 9 (wx) =0 (D
= 5] = -
Como 0Q=10y Oy = 0 el flu
jo es estable
Calculemos la vorticidad
Q = gxv = X5 2 = 2w?Z # 0 porloquees rotacional (2)
% O &
-wy wx 0
Las ecuaciones de las lineas de flujo son
dx/ -wy = dy/wx = dz/0 (3)
gue después de integradas dan
2 2 _
x“ + vy = const y z = const (4)
Ahora utilicemos la ecuacion de Newton-Luler
1
Qv + (wv)¥ = -59p * g
i%\_; = 0 por lo que ese término se elimina. Aplicando la ecuacion en direc-
cion tangencial a la trayectoria circular horizontal de las particulas vemos que
como v = wr = cte, para un radio dado
(v )y = - l—g-“\‘;p == p =¢te a lo largo de una trayec-
toria i.e. a lo largo de una circunferencia horizontal. {5)

En direccion vertical del eje =z
9. p =-%¢ =» p = p *+ggz (6)

o sea que las condiclones hidrostdticas prevalecen a lo largo de ese eje.
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- y
Debe notarse que la presién en cualquier punto solo depende de su profundi-
dad respecto de la superficie libre.

Y en la direccion radial

2 1
~wWr = S ar p
1 2 2
por lo que p = E?W r~ +cte (7))
si r =20 entonces P = Py= presion atmosferica, vy
_ 1 2 2 '
p = YW+ opy (8)
Al elegir el plano horizontal que pasa por r = 0 vy tomar la presicfn mano-
metrica en vez de la absoluta obtenemos
2
h=p=3—W r2 i.e. hocrz - (9)

R 2
/
con lo que queda demostrade que las superficies isobaras son paraboloides

./
de revolucion.
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Problema 8 Un flufdo ideal incompresible se mueve en forma estable alrededar
. d : N
de un cilindro fijo de radio a con sueje en direccion z 7 las trayectorias

de las partfculas son circunferencias horizontales con centro en el eje z ¥

su velocidad es v (r) = —?— 3
Demuestre que el flujo es irrotacional
TXV = —rl~ R
ar 38' az
!
0 a 0 |
Si la superficie del flufdo estd a presién atmosferica y el orfgen 0 se elige

= 0

tal que en la superficie libre z = 0 cuando 1 = a, demuestre que la
ecuacion de la superficie es

2gz = |- azr-2 \

La ecuacidn de Newton-Euler establece que en flujo estable
(v.9)yv = - %vp + g

qgue en componentes nos da

en direccidn ﬁ:
-lr- aﬁ p == p =cte a lo largo de una lfnde flujo;

H

en direccidn vertical ( igual que ec. (6 ) del problema 7 )
P = Py +Qgz
o sea que prevalecen las condiciones hidrostaticas a lo largo de este eje; y

en direccidn radial

—gw2r=~9rp
2 3 ., _ 2 -2
%ardr—dp, p-——i*cgar + A A
r = a => presion es la atmosferica y A = pg + /2
8 2 -2
p = 3 (1=-a7™ + pg

] . . - ! .
Si elegimos 2z = 0 en r = y tomamos presion manometrica en vez

o]

de absoluta

\
gz = “z*(l—a

2gz =1 - azr
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Kz(x§-y§)

XZ +y2

Problema 9 Investigue si el movimiento especificado por v =

con K = const es posible para un fluido incompresible.
Encuentre las lineas de flujo v las superficies equipotenciales. Determine tam-

bién si es potencial y, en su caso, encuentre el potencial de velocidad.

i . . .
Para ver si es posible investiguemos si la ecuacion de continuidad es satisfe-
cha. Como, en efecto, Y- v = 0, tal tipo de flujo es posible,

Como la velocidad no es una funcidn del tiempo, el flujo es estable; las li-

neas de flujo vienen dadas por

dx/ Ve T dy/vy = dz/ v,
O sea por xdx + ydy =0 v dz = 0 (1)
que integradas dan

x2+ y2=cte % z = cte (2)

. . . . 4 .
Las lineas de flujo son circunferencias horizontales concentricas

Encontremos la vorticidad

A A M~ ~ yz—xz yz—xz
R =gxy = & v =08 +0§ + [Ty - 45—5
3 3 J (x"+y7)" (x" +y7)
X % A
—sz sz 0
sl

que ¢s cero, por consiguiente el flujo es potencial vy existe 13( tg v = i?/\.\;

0 sea sz
Vx=_x+y :ax«» {3)
B = D4} (4)
y X+ g y
vz:o:Dzz\\, (5)

La primera integracion da
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“\‘/(x, y ) = —Kz arctg 3-;- + fly)
o, = f'(y)+.—2——2—K2X | (6)
Y ' x“F Yy

Al comparar (5) vy (6 ) vemos que f'{y) = 0 == Ily) =cte

constante que puede hacrese cero pues carece de importancia

’Ll_,=—K2 arctg——i— (7)

Y las superficies equipotenciales son planos perpendiculares al\-plano XY,
todas contienen al eje z y son radiales i.e. perpendiculares a las lfneas de
flujo.

Su interseccidn con el plano xy viene dada por

x = ky, k = cte (8)
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Problema 10 Una esfera de radio a se mueve con velocidad® u en un flufdo
ideal incompresible. Determine el flujo potencial alrededor de la esfera.

El problema es idealizado pues estamos exigiendo que el fluido sea incompresi-
ble, no viscoso y potencial, con lo que las ecuaciones se reducen a

g.v = 0 y ¥xv = 0, que permite usar <z —zq;= 0

Un ejemplo real de este problema vendria dado por una esfera que cae dentro de
un fluido con velocidad mediana; no muy peguena para evitar la consideracién
de fuerzas viscosas ni muy grande para gque no exista turbulencia.

Deseamos encontrar una expresion para v (r, B ), de modo que buscamos q,-
resclviendo la ecuacion de Laplace.

'
La solucion puede expresarse formalmente como

'\.\,(r,e) :AO+Alrcose+A2r2—;:(300528—_1)+... (1)

3
(300528-—1)+...

0o —

-1 -2 -
+ Cor + Clr cos 9 + Czr

donde las A y las C son constantes arbitrarias.

La velocidad lejos de la esfera es cero, entonces todas las A son cero. El ter-
mino con 1~ sblo serfa posible si la esfera fuera fuente 0 sumidero, conse-
cuentemente Co = 0.

Por linearidad de la ecuacion de Lapace y de las condiciones de frontera '\[, de-
be depender de u linealmente, entonces no pueden aparecer en la solucion
terminos con cosze y potencias de orden superior, lo que descarta las C des
de Cz en adelante.

. 4 .
La Unica solucion posible es entonces

/\},(r, 8) = Clr_zcos 8, rxa (2)

,
La condicion de fronteraen r=a es v_=u ie. v.fi= u.% (3)

donde B\ T; as{

[v(q’]comp enfi 20

i.e. O_QM- - -3 - . -3 =
o g4 les 2 Cyr Tcos 8 ] _ 2 Ca “"cos § =ucos @
ua’
LG0T 7
y finalmente- 3 3
C '\‘/(r,e)=~ﬂcosa=— u.fl, r> a {5)

22 2r
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3

- 6
gue tambien puede expresarse como \k_, (r,83)= 2 u.g r 1 (6)
2
v la velocidad 3 3
vevd = (% aevrtis S 3@ Ht- u) (7)
ar

que da las componentes de la velocidad en direccidn paralela a u vy radial vy,

! .
en la cual se procedio como sigue

3 3
- - - - -1
v=Al= a—z:v(,govr b - %(E-V)Vr by (Vr }V)}l’rgx (Ux r l) W x(IxY
los tres dltimos términos del lado derecho son cero y sdlo queda
3
_ a -1 : - a. -1
v=3 (uN IV i.e. v, 5 (L1.l ai) aj r
pero aj o f / r3, entonces
3 3
_ _a~ -3 - . a. -3 =3
v, = 2ual(r rj) 2ul[(alr )rj r alr]]
3 3 u
adr 3w, w8 0 ali3(ur),
S A Ml m A S e Rl B
a3
v=—=[3(u?)f-u] (8)
2r 3 .
Es ciaro que f+( r, 8) = EEZ cos 8 tambie/n puede servir para encontrar las
2r

componentes de velocidad en coordenadas esfeTicas
_ _ ~ 1 >~ i -
v=vbn 8) = 4t v g QB+ o g

donde el dltimo término se hace cero puesto que v no depende de g por la

simetria de la esfera

3
_y=§—3[2(g,?)?+usen99] (9)
ar

que da las componentes radial y tangencial.

ta fdrmula (6 ) tambien puede expresarse como
/¢(r,8)=§.vr“l (10}

donde B es un vector constante. Esa es la forma general que toma el potencial

de velocidad.‘
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12  Fuerza sobre un cuerpo solido en flujo potencial

El problema de un cuerpo solido de volumen Vg moviéndose con velocidad constan’ .
te u enun fluido en reposo es exactamente igual que el de un cuerpo en repo-
so rodeado de un fluido que se mueve con velocidad -u. Nosotros resolveremos
el primero suponiendo un sistema de referencia pegado al cuerpo y que se mueve

) .
con él.

. . . \ . . , S
En flujo potencial de fluido incompresibie e ideal es valida la ecuacion de La-
.7 ,

place v su solucion general para el caso que analizamos es

q- = arl+ B ! 4+ términos despreciables (12.1)

puesto gue buscamos soluciones que se hagan cero a distancias muy grandes
del cuerpo ya que el fiuido esta allf en reposo. Una vez encontrado‘\(, podamos
calcular v para un istante dado. ‘
a y B son independientes del sistema de referencia elegido.
Si suponemos que

A= ar? | (12.2)
entonces '

v = -ar T (12.3}

Con esa velocidad calculemos el flujo de masa a traves de una superficie ce-
rrada, digamos una esfera de radio R
Flujo total = @ v.fid’x = gaR 2 4KR: = 4iQa (12.4)

X est
pero sabemos que para flujo incompresible el flujo a traves de cualquier super-

ficie cerrada es cero, luege a =0, con o que-xl,. debe ser

'\\,= B_-Vr_1= -rmz’r‘-g (12.5)
v la velocidad '
v=9 = v(p-vrh = (Vv (12.6 )
pues el resto de tréminos se hacen cero ya que B es constante y Uxr = 0
3(B.7)% - B

- 3
r
ver demostracidn en problema 10. El vector B depende de la forma del cuerpo
vy de su velocidad v, sdlo puede ser determinado resolviendo la ecuacidn de La-
place para todos los puntos fuera del cuerpo ( no sdlo a grandes distancias) y

tomando-en cuenta las condiciones de frontera
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La energfa cinética del fluido que se mueve alrededor del cuerpo es
1 2 .3
K=%Svdx o (12.7)
X(m, t) |

donde X(m,1t) es el volumen del flufdo, es decir, todo el espacio menos el
-volumen del cuerpo. K = cte para flufdo incompresible.

Para evaluar la integral consideremos primero una esfera de radic R y volumen
V centrada en el cuerpo y luego hagamos que R tienda al infinito

V25u2+(y+g) (v~u) (12.8)

Tomemos la integral

Sv dx=

A"

udx +S(y+g) (v-u}) d'x (12.9)
X

X(m, t} X (m

X(m,t) es el volumen de la esfera mencs el volumen Vo del cuerpo.
L1a primera integral es uz (V- VO) y en la segunda haremos uso de las transg

formaciones siguientes

(v+u) = V(-d+u-r)puestoque v=V+4 y Vly-L)=u

r){v-u) = {(v+u)(¥~-u)
gv d =u2(v-vc)+ Vs[(\lJ+§§_)(_\£—g)]d3x (12.10)
X(m, 1) X(m, )
gv2d3x=u2(v-vc)+g(.\‘\,ﬂ_;.g)(z-g_).ﬁdzx (12.11)
X(m, t) X(m, t)

donda se uscf el Teorema de la Divergencla de Gauss y t)}_(_(m, t) es la frontera
gue limita a ﬁ(m, t) es decir la superficie exterior S. de la esfera y la super-

ficie S del cuerpo.

En la SuperflCle S del cuerpo v, = u_ por condicich de frontera y esto hace
que la integral alh sea cero. Enla mtegrai en 8 substituimos '\l,— B.¥r -1

y x=3(§‘g)r"54
r




- BT 3(B . DT - B .
g\v dx=u2(_—§——llR3-Vo)+g(—_'2 +_L‘1‘-f_).’—:“3—:"—g)rrdd
K A r r .
donde se usd la definicionl de dngulo sélido y THR (12.12)
El integrazndo queda
k!
{ oA ) .'&' ,f - .A B Y
(- 3 §5r) P+(§ Sr)g . (B 2I‘)g +3(11 ?)3(1_} Ot (u 3{)_ - (a-pu )t 2

r r r - r

4 i . .
despreciamos términos que se haran cero cuando R tienda al infinito y cancelan

do se simplifica a 3BV (u-1 —(1_1-?)2 e

Sv2d3x = uf( SR v )+ & (33 Db - @D R1dQ (12.13)
X(m, t) S .
= 2(iT(R3— + 4R g'u-Lu2R3:4ﬂ§'-u—Vu2
3 - 3 = 0
debemos recordar que la integracion sobre £L es equivalente a promediar en to-
das las direcciones de fi = T y multiplicar por 4T
o m L _ 1
BB ”351;'81“;' ;B-u
2 1 2
y (uD” =3u

finalmente la energfa cinética es

Lo (anpu-vud (12.14)

1

K = iz& gv? a’x
X(m, 1)

La naturaleza general de la dependencia del vector B de la velocidad u

se puede deducir fdcilmente del hecho que la ecuacion es lineal en A vy

las condiciones de frontera tambien, ademas de ser estas Ultimas también
lineales en u ; entonces B debe depender linealmente de ui.e. 8 =Cu (12 15)
Entonces, la energia cinética es una funcién del cuadrado de las componen-

tes de la velocidad (ec 12.14 ) y se puede escribir

=1 .
K - 2 mlj uiuj ( 12- A{) )

donde m.1j es el tensor de masa inducida que es simétrico y constante, cu-
yas componentes se pueden calcular a partir de las de B.
Ahora bien, la variacién temporal del momentum, de conformidad con ADS, es

la fuerza que actda sobre el fluido

(12.17 )

io-
(L]

dpP = Fdt (12.18)
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wuliinlicando escalarmente por la velocidad U

u.dp = E.udt = Eedr = dW 00 = ¥yimacenada
dK = u.dP T (12.19)
y la componente i del momentum es
P ]i = VK] =-§E-i ( %mij Uy ) = m (12.20 )

A partir de ( 12.14) podemos ahora obtener una expresio"n para el momentum to-

tal del fluldo

1, e 2
K =—2‘(4[k‘§1§,-g—(§vou )
B-u =B.u = Cuu, = C& = Cu?
-_— 1 11
oBW - 55y =28 (12.21)
Ll.l 1 1 )
2 2
y como u” = u
2
ou”
i 2 u, (12.22)
entonces .
- = L w -
P, = VK > ( 4T2B - V_2u)
y B = 4B- gV u (12.23)

da el momentum total del fluido.
El momentum transmitido por el cuerpo al fluido es dpP/dt es decir que la fuer-

za del cuerpo sobre el fluido es
E cuerpo-flufdo = GB/Ct (12.24 )

vy,  evidentemente, la fuerza que el fluido hace sobre el cuerpo es

Eflufdo—cuerpo = - dp/dt (12.25)

Su componente paralela a u se llama fuerza de arrastre o simplemente arrastre

y su componente perpendicular empuje.

-

Consideremos un cuerpo oscilando bajo la accion de una fuerza externa f, que
el fluido es incompresible y se mueve alrededor del cuerpo en flujo potencial.
La fuerza externa F debe ser igual que la derivada material del momentum del
sistema fluf{do~cuerpo. El momentum del sistema es la suma del momentum del




101

cuerpo mas el del flufdo

Mu + P (12.26)
v la fuerza
M du/dt + db/dt = F . . (12.27)
gque en componentes
MOy o (12.28)
dt T T ' |
dt(M.l].+mi].)=F.1 (12.29)

. - ./ . .
que es la ecuacion de un cuerpo moviendose en un fluido ideal

Supongamos ahora un fluido que ejecuta oscilaciones por causas ajenas a un
cuerpo que estd sumergido en é1. El fluido mueve al cuerpo y le imprime una
velocidad u.

Sea v la velocidad del flufdo sin considerar la perturbacién gue introduce el
cuerpo y supongamoes que v varfa sdlo ligeramente en distancias del orden
de la dimension lineal del cuerpo; entonces v se puede suponer uniforme en
el volumen ocupado por el cuerpo.

Si el cuerpo fuera siempre acarreado por el fluido, i.e. v =u, la fuerza que
actuaria sobre ¢l serfa igual a la que actuaria sobre el mismo volumen de flul-
do, cuyo momentum €5 %VOE y por consiguiente la fuerza sobre &l es

QV, dv /dt.

La realidad es que el cuerpo no es acarreado siempre con el flufdo sino que
hay movimiento relativo entre ambos, gue tiene por consecuencia que el flui-
do adquiere momentum adicional que es mij( uj - v], ) v cuya derivada mate-
rial, con signo cambiado, da la fuerza adicional sobre el cuerpo, que es

- my d( U - vj)/dt.

Sumadasg dan la fuerza total sobre el cuerpo que es igual, por consiguiente

a la derivada material del momentum del cuerpo

d

d dVi .
T3 r— u.-v, ) (12.30)

d
Mu,) =0V - -
( ul) ¢ o dt mij dt( i

Integrando y ordenando

(Méij+mij)uj:(c§\f O., + m,,) V. (12.31)

ecuacidn que determina la velocidad del cuerpo a partir de la del fluido; la cons=-
tante de integracién es cero puesto que v=0 = u=0

]
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Problema 1l Obtenga la ecuacidn de movimiento de una esfera de radio a y
densidad ¢, due ejecuta oscilaciones en un {lufdo ideal de densidad Q.
Comparando ec (12.5) ‘df= E-Vr—l con ec (6) del problema 10

ﬁﬁ(:gé- U 71 vemos que

3
B= S u (1)

De conformidad con ec (12.23 ) el momentum total de la esfera es

_ _ 2 3
P=4TQB - QV_ u =5TSa’u

que en componentes da (v. ec 12.20 )

= 27 =
i - 3 t g J m]'_j UJ. ( 2 )
2 .
sor 1o que m,, = E-T(ga éij {(3)
v la fuerza que el fluido hace sobre ella, de ec (12.25), es
_ L2y, Su

Ffjesr= "4 /dt = 3“9‘3 dt (4)
que es fuerza interna del sistema.
Y la ecuacidn de movimiento ({12.29) queda

4 du _

E]l término entre paréntesis se llama densidad virtual y -—12- ¢ esla densidad

inducida.

Problema 12  Considere la misma esfera del problema anterior puesta en osci-

lacion por el flufdo y calcule su velocidad

AN
De ec (12.31)
TR
de la que se puede ver que
?e >¢ =» u< v vylaesfera se atrasa en tanto que

<o =% u>» v ylaesfera se adelanta al fluido.
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Problema 13 Obtenga el torque de las fuerzas que actlan sobre un cuerpo que

3 '3 :
se mueve dentro de un fluido, en funcion del vector B

sea E la energfa y N el torque; sabemos que

dE = N-dg = P-du

donde d8 ea un giro infinitesimal y du el cambio correspondiente en velo-
cidad. En vez de girar el cuerpo dB8 y obtener las nuevas componentes de
mi]., giramos todo el flufdo un dngule -do, respecto del cuerpo, y obtene-

mos su cambio correspondiente en velocidad - du

- du = -df xu: note que - dg es perpendicular al pla-

no determinado por u y -du 5

N.dg = -P.du = -dgxu-P =-uxp-ds

1=

=Pxu
Substituyendo P de la ec (12.23)

N= 4RQBxU
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13 Viscosidad

Hasta ahora hemos estudiado el comportamiento de los fluidos sin considerar la
ra
viscosidad. En esta seccion discutiremos el flujo tomando en cuenta ese feno-

meno. Queremos pues estudiar el comportamiento real de los flufdos.

Primero describiremos cualitativamente ese comportamiento para adquirir una

idea de cdmo es.

La ecuacidn de Newton-Euler, ec (2.2) fue obtenida sin considerar el efecto
de la viscosidad que ya se menciond en (2.1). Cuando lo tomamos en cuenta

’
la ecuacion queda

9

1

. f‘
v (VW)Y = - o UpX) g +—usce (13.1)

36 Q00

C . I . . .
donde el dltimo término es el que corrige la ecuacién.

Cuando estudiabamos el flujo de un fiuldo ideal alrededor de un cuerpo sélido

\

' 4
la condicion de frontera era que

"Vn fiuido ~ Vn superficie (2.11)

y no tenfamos ninguna razdn para evitar que el flufdo tuviera una componente 7
tangencial de velocidad. No tomamos en cuenta la posibilidad de existencia
de una fuerza de corte entre la superficie y el fluldo. Fuerza que existe y o- \
bliga a que la componente tangencial de velocidad sea cero exactamente en ia
superficie del sdlido. Esa fuerza de corte es la atraccidn intermolecular entre

el flufdo y el solido que obliga a que la capa del flufdo inmediatamente adya-

cente al sélido quede en reposo y se adhiera a su superficie.

Este es un hecho experimental comprobado en todas las circunstancias posi-

bles, aunque no resulie evidente per se.

Debemos pues modificar nuestra teorfa para que esté acorde con el hecho ex-
perimental que en todos los fiufdos ordinarios las particulas de fluido conti~

guas a la superficie del sdlido tienen velocidad cero relativa a esa superficie.

] i) / ]
En condiciones esiaticas las fuerzas de corte son cero; pero cuando aun no se
ha alcanzado el equilibrio esas fuerzas existen y la viscosidad describe las

fuerzas de corte existentes en el fluido que se mueve.
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Para describirla supongamos dos superficies planaj sdlidas paralelas con

fluido entre ellas. Imaginemos una
de las superficies en reposo y la o- f

tra moviendose con rapidez v, res- ' }
pecto de la primera. d Fluj;do
| /
La viscosidad dindmica 7\ se define ;}‘ —
X
Gs a esfuerzo de corte
T\ - vo/d "~ deformacidn unit. Deformacion de un fluido produci-

(13.2) da por fuerza constante de corte.

donde % = esfuerzo de corte
fuerza de corte por unidad de area = FS/ A (v. def 16)

n

Vo ¥ d aparecen indicadas en la figura y su cociente es la deformacidn uni

taria del fluido al corte.
En forma diferencial
n = _dE/dA (13.3)
ov
EEY
Si " es constante entonces el esfuerzo es proporcional a la deformacion uni-
taria. \
Al considerar -Es y V en direccidn arbitraria sobre el plano xy se puede es-—
cribir la viscosidad dindmica en una forma mas general
- ‘
(9 B
n:-D__‘LV xav (13.4)
+

Ox Oy
N : . :
y, como F y v pueden estar en una direccion cualquiera, hay expreslones si-~

milares para ze ¥ %yz'
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" ’
Problema 14 Calcule la distribucion de velocidad de un liquido que esta den-
tro de dos cilindros largos concentricos de radios a y b que giran con rapi-
deces v_ ¥y Vi respectivamente, ambas en el mismo sentido, vy el torque

sobre una superficie cilindrica dé radior, a<r<b

Por la simetr{a del problema

podemos suponer que €l flujo \

—h

es siempre iangencial y que
v = vi{r)

Consideremos una particula

s Y4
de fluido en posicién r

e R Q‘
-~

con

L‘“——______’//

vir)= w(r)xr

= xR +y9

Pl Py
rcos wtx +r sen wty

Xx=-rwsenwt=-wy (2)

v= rwcoswt= wx (3)

de ec (13.4) tencmos Flufdo dentro de dos cilindros concentricos

gue giran
syodieds Qe deoy gy

cuando y =0, x=r vylaec (4) queda

(5)

Gyt 100 = e
GCuando w no cambia con r la rotacidn se llama uniforme y el fluido gi-

ra como un solido (v problema 7)), dw/dr=0 == ny = 0-. No hay esfuer-
zo de corte. Hay gue notar gue como la orientacidn del eje x es arbitraria,
puede obligarse a que y =0 en cualquier punto de modo gue el esfuerzo da-
do por la ecuacion (5 ) es el valor en cualquier parte.

El torque puede ser calculado por

N x _ 2 ’



- - r S =B
(x-x) =x: B@ -8,
y el torque respecto del eje 2 y adistancia r
0 2 dw 2 _ op 3pg 4w
NZ(f)—grv\dr dx—Z?(r’l\L -

X(m, t)
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(6)

. . A
w aunque no uniforme es constante, de modo que no hay aceleracicon angu-

lar, lo que indica que el torque total sobre una cascara cilindrica de espe-

sor dr debe ser cero, es decir, gue el torque a distancia

debe ser

balanceado por el torque a distancia r +dr, o, en resumen, el torque debe

ser independiente de r. Para ello es necesario en ec

3 dw _ -
r a—r— = K = cte.
e integrtando Ya b
&dw = KSr'B’ dr
Wb a
W, mw,_ = ——Ki(a—z- b—z) con lo gue
b a 2
2 azb2 (Wb -w_ )
= a
K= 72
b™ - a
y el torque es
N 4XN L azb2 ( w, - wa)_
2 2
b™ - a

(7)

toda la fraccion es constante y el torque es proporcional a la diferencia de

velocidades angulares.

4 ] ] . s v - ] ] 4 ]
A veces es conveniente usar la viscosidad especifica o viscosidad cinetica

gque se define

v="v/%
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14 Ecuaciones para flujo viscoso

Ahora desecamos ecuaciones generales para el flufdo viscoso, que tomen
en cuenta el efecto de disipacidn de energfa que ocurre durante el movi_ -
miento y que afecta sus caracteristicas.

Fl fendmeno se debe a friccidn interna ( viscosidad ) v a conduccidn ter-
mica,

Para obtenerlas hay necesidad de incluir términos adicionales en las ecua’

ciones del movimiento de un flufdo ideal.

Podemos ver de la deduccidn de la ecuacicn de continuidad que ella es

‘., : . e ./
valida sea el fluido viscoso o no, de modo que no requiere modificacion

v queda siempre

Otg +V09y‘ = 0 (14.1)

A
la ecuacion de Newton-Euler

+(V )V=—...1.'..vp +_g (22)

t A - - q
si requiere la adicidn del término indicado en {13.1).

Hemos visto en la seccion 7 que

9 vy = - ajT(ij (7.4)

donde /&j = 2133 P+ Qv

=

= tensor de flujo de la densidad de momentum
representa una transferencia de momentum completamente reversible que se
debe unicamente al transporte mecanico de la masa de las partfculas de flu_f
do de un lugar a oiro v a las fuerzas de presio’n.
La viscosidad, que es friccidn interna, es causada por transferencia irrever-
sible de momentum de lugares donde la velocidad es alta a iugares donde es
baja.
La ecuacidn de movimiento de un flufdo viscoso se obtiene agregando al ten-
sor de flujo de densidad de momentum de un flufdo ideal un nuevo termino
=,
_G’j_j

momentum . Redefinimos entonces

( tensor de esfuerzo viscoso ) que-da esa transferencia irreversible de

FAY .
1. = pd, +ovv - _ T
LlJ PGy SV %IJ = 61]’ +Xvivj (14.3)
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/ .
que es el tensor de flujo de densidad de momentum de un fluido viscoso

y donde

—h

N
G ¥ 8 0 | (14.4)

1] 1] i]

es el tensor de esfuerzo que da la transferencia de momentum que no se debe
a la parte de momentum acarreado por la masa gue se mueve.

La forma general de %', se puede obtener razonando de la siguiente manera.
1.a friccidén interna ocurre €n un flufdo, como ya vimos en la seccion 13,
cuando diferentes particulas se mueven con distintas velocidades y hay, por
consiguiente, movimiento relativo entre sus varias partes.

En una primera aprox1macxon supondremos que gij es una funcidn lineal de
las derivadas espaciales de la velocidad. Por otro lado, no puede haber ter-
minos de 2." independientes de la velocidad puesto que para vV = cte
debe desaparecer Hay gue hacer notar que para rotacidén uniforme tambi€n
desaparece ( v. problema 7 )

Las sumas v, ov,

B

i

son combinaciones lineales de las derivadas 'Dj v, gue se reducen a cero
cuando Vv = WX r, por consiguiente ’(‘9’1] debe tener solamente combina-
ciones simétricas de esas derivadas.

El tensor mas general de rango dos que satisface el razonamiento anterior es

v, ov,
et = J ____1
7 Y\ ax +ax. +V\ ax ij (14:5)

donde el fluido se ha supuesto isotro/pico para que 7\ v Y\' puedan ser esca-
lares.

El dltimo término del lado derecho agrega Y\ ) vﬂ a todos los términos diago-
nales 611 del tensor de esfuerzo viscoso. Debe notarse que Dn vy = =Y+ v
de manera gue si el fluido es incompresible este termino desaparece; tiene

que ver pues con fuerzas internas de compresidén y la viscosidad queda determi

nada sdlo por ‘y\ .

: . ] / 3 1) ] . .
‘f\es la viscosidad dinamica ya descrita antes, que también se llama viscosi-

dad de corte o primer coeficiente de viscosidad.
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Para determinar la fuerza de viscosidad por unidad de volumen, -gvisc’
encontramos la resultante sobre un elemento cibico de volumen de flufdo,
tomando las fuerzas en las seis caras un par cada vez. Obtenemos erfonces
diferencias que dependen de las derivadas espaciales del esfuerza. © sea,
de las degundas derivadas espaciales de la velocidad.

La componente de la fuerza de viscosidad por unidad de volumen en direc-

cion 1| es

£ = 0.8 = aj[vl(aivj+ aj v) +T\'a}:v281j] (14.6 )

i vise i o1

Las cantidades ‘\rky V\' son funciones de la presio’n y la temperatura. En ge-
neral, p y T no sun uniformes en el flu{do por lo que nov -ri tampoco
lo son, as{ que no pueden salir del operador; sin embargo, cuando cambian

en forma insignificante con la posicidn se pueden tomar como uniformes y en

ese caso

1v1sc Y\aJ]vl+T\a v+*rkaVv
£ visc V\Vv +Y\a v+’y\aVV \
donde se supuso que 9 a],.l por suficiente continuidad :
£ viec = r\\‘/‘ v o+ (W) E).lv-g (14.7 )._

que en nomenclatura vectorial se escribe
£ iise T\vzv +(n+n') 7 (V-v) (14.8)

v da la fuerza de viscosidad por unidad de volumen. ‘

Se ve en ella que aparecen términos J(V:v) y OV = Vz v que dan
la forma mas general de combinaciones de segundas derivadas que pueden o-
currir en una ecuacion vectorial

Podr{a pensarse por que no aparecié un termino <y X <¥YxX v pero basta recor-
dar que es igual que VZ v V(V V) O sea una combmacwn lineal de los
tdrminos que aparecen en (14.8 ). Hemos demostrado pues, que un fluido
tiene sdlo dos coeficientes de viscosidad.

Ahora podemos completar nuestra ecuacion general para el movimiento de un

fluido real

Qv+ (yxV v = -é—Vp + g +%‘VZ\; +m~§i)v(v-z) (14.9)

que es la ecuacion de Navier-Stokes
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Si utilizamos nuevamente la identidad dada por ec ( 2.7) podemos escribir

at\_"*' _:l?._vVZ_ vx (¥xv)= —-é:vp + g -i-:%VZLr_ + ﬂ%—mV(\—lﬁ)

gue tomando rotor queda

2,(VUxy) ~Ixlzx(vxw] =4V (Vxy) (14.10))

\

gue es muy similar a la ecuacidn {2.10)
at(Vx_\L) -VUx[vx (VYxv)]=0

pero ahora con la complicacion del término del lado derecho; sin embargo
desaparecid de ella la presidn.

Si por un momento en la ecuacion ( 14.10 ) nos olvidamos del término central
queda una ecuacion de difusidn para el campo de vorticidad Q =vx v, el
“término del lado derecho garantiza que la vorticidad se difunde en el flufdo.

.o ec (14.10) debe complementarse con las condiciones de frontera que, como

sc indicd en la sec 13, ahora son

Vi flufdo ~ vt superficie

= v .
Vi flufdo n superficie
: \ / s
Si la superficie esta en reposo ambas componentes son cero y si se trata de

fluidos no misciblesambas son iguales.
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Problema 15 A partir del tensor de flujo de densidad de momentum para un
flu{do real calcule la fuerza por unidad de area que el flufdo hace sobre la

pared del sdlido que lo contiene.

v e
La fuerza que actla sobre un elemento de superficie es exactamente el flu-

jo de momentum a través de ese elemento
., da, = v, -6.) n
“1] da] ( ‘%vl ] (91]) n, da (1)
= v, -8 + pod.)n da
( QviVy = B4+ PO, ) 1,
pero v =0 en la superficie por lo que la fuerza por unidad de drea es

F — _ - _ L]
(pdi = 65 1 O 5 T Py (2)

donde el elemento de drea se considid en un sistema de referencia en el cual
estd en reposo y, la normal 1 es hacia afuera del flu{do i.e. hacia aden-
tro del sélido.

Ndtese que esa fuerza es exactamente el negativo del tensor de la definicién

16 que da la fuerza sobre el flufdo en la frontera de Este.
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15 Disipacidn de energfa en flufdo compresible

- . .. . 7 ' e
Por causa de la viscosidad hay disipacidén de energia mecanica que se trans-

forma en calor.
La energfa cindtica de un flufdo incompresible es

K (f) = ;&(vzd3x (15.1)
"X (m, t)

4 - . ‘
Tomemos dentro de €l un volumen fijo en el espacio y calculemos el cambio

temporal de la energla del fluf{do contenido en el volumen

at—é-ﬁvz = Qviatvi (15.2)

y substituyamos atvi tomada de la ecuacicn de Navier-Stokes

]. a Ay

= 1
OtV ———v'()jvi—gaip +§-]bl]
Q4 gvi= - Qu-(vW)y-u-Vp +vd %
at-lé'?v2= —?(Y_-V)(‘lz'vz-{-—g&) +57 { EE Gl;a] v, (15.3 )

donde v.&' es un vector con componentes Vv, E)Ji.. Y puede reescribirse
L-Qv2= -7 [ v2+~gv - V'@”]"g{jajvi (15.4)

puesio que divergencia de v es cero; la expresidn entre corchetes es precisa
mente ¢l vector de flujo de densidad de energfa . El termino (—lé*v2 + -5— )c;_\{
corresponde a un flufdo ideal y 1:’@_' da la transferencia de energfa debida

a la friccidn interna y que fluye por la superficie, como veremos €n un momento
v el dltimo termino, que tambien se debe a friccioh interna ocurre dentro del
propio volumen. Esto se aclara integrando en la configuracion del flufdo y apli

cando el Teorema de la Divergencia de Gauss a la primera parte

atg“%'%‘fzd‘?’x = -(%)[( vt gy - v B & -‘ﬁdaX 15.5)

X(m,t) 9% (m, t) | X(m
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» » ' . ] - ]
Al extender la integracion a un volumen infinito, © bien a un volumen encerra-

do queda nada més el Qltimo término
y - ool 3
K (f) = S@ijajvidx (15.6)
K(m,t}

yva que el primero se reduce a cero por ser v (po) =0 vy v, superf. =
para un flufdo incompresible

’6.1']. E)jvi = 'r'\a].vi ( ajvi + aivj ) {15.7)

donde se usé (14.5). la ecuacidn anterior puede reescribirse

. 1 2
Gij ajvi = T\(Djvi + aivj ) ( 15.8)

y substitu{da en (15.6) da

como la Integral siempre es positiva y la disipacion de energfa es una dismi-

: ro, .
nucion de energia mecanica, podemos concluir que ‘v\> 0 siempre.
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Problema 16 Considere un fluido incompresible, de viscosidad "
entre dos planos; uno el planoc xz vy el otro a distancia h paraleloa xz
moviéndose con velocidad u = uR. Calcule la distribucicn de velocida~

des y la fuerza sobre los dos planos.

Todo el flujo es en direccion de ® y |

las ‘cantidades solo dependen de .
g . , P v
La ecuacion de continuidad es satis s A
fecha identicamente y de la de Na- //”F
vier-Stokes % i
Yz e
Flujo en x entre dos planos ver—
ticales
. l + 1
Qv r vV y=-gVp + g +1’qlvzg ¥ (_‘&qL’v(v.v)
obtenemos %Er-= 0 =» p = cie
d2
Y 2 =0 = v=Ay +B para flujo estable
dy

y=0 =2B=0, puestoque v{y=0)=0
y=h =>A=u/h puestoque v(y=h)=u

as{, la distribucion de velocidades es lineal

Utilizando ec (2) preblema 15 ), = - . n, = - G;n + p n

i 1] ) ] ]
vemos que la fuerza pdér unidad de area sobre el plano xz es

’G'Y}-{—— Yk—g% = Y\u/h, tangencialmente y p normal vy,

sobre el plano y =h es -—1\u/h tangencial y p normal.
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Problema 17 Considere un flufdo incompresible con flujo estable entre dos
planos fijos separados una distancia h y un gradiente de presio’n en direccifn

del flujo.

Elijémos las coordenadas como en el problema anterior con el flujo en direc~
cion y sentido de X.
La velocidad depende de vy por lo que la ecuacion de Navier-Stokes da

2
dp _ d%v (y) _dp

La primera implica que p independede y © sea que es uniforme para
una =z dada, a través de los dos planos. ‘

Integrandeo la segunda ecuacién obtenemos

vX(Y)%g% caig-y2+Ay+B (1)
(y=0)=0=> B=0
—0 = = - dp
(y=h)=0 =% A< 2n  dx
v = % 0 (4% - hy) (2)

que da una distribucidn parabélica

Y la velocidad maxima, que por simetrfa ocurre en y =h/2

_i.1.dp 2
Vmax 8n dx b (3 )

hay que notar que la presio’n va decreciendo con x%, lo qué hace I <0

y la velocidad maxima es positiva como era de esperarse.

La ec (2 ) prob 15 —8ij = - %{J nj+pni junto con ec (14.5)

@{lj = V\(Divj + iji) , para fluido incompresible puesto que desaparecio el

segundo término del lado derecho de (14.5), da la fuerza de friccién por uni
dad de area

Iy =- =- L dp -

(3 == W% =~ 7 g (2y-h)

[ 8
o]

k

Para y =0 es ——g- , ahy que recordar que n_ es hacia la izquierda en y =0

0,

X

4
( hacia afuera del fluido ). Para y=h es --%1- %5 , ny es hacia la derecha

[ - |
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Problema 18 Encuentre la distribucion de velocidad y el gasto para el flujo

estable de un flu{do incompresible en un tubo de seccion circular uniforme de

radio R.

La velocidad del flufdo es claramente v =V (y, z) % sielegimos el flujo
v ~ - x

en direccion y sentido de %.

La eccuacidn de continuidad es satisfecha ide€nticamente.

De la ecuacion de Navier-Stokes

dy+(yVIy=-g9p + g +%vzz +(ﬂ%”l' 'Y (9. v)

y de Vx (Vxv) =¥ (Vv ) -Vz\_f_. obtenemos

11 _’"1_ s_ldps_ ldps
g = {'Q’EE 3 ayyvx(y,2)+ azzvx(y,Z)]}x Qdyy 0dz * (1)

d .
., %Sp; = —d§= 0 => presidn constante en la seccidn transversal del tubo, y

D..

——'r\[a w2+ 0, v (v, 2) ] (2)

que nos permite concluir que dp/dx = constante a lo largo del tubo y

I'd )
podria, es claro, escribirse

2|
o]

Ap
T (3)

donde A p = cambio de presio’n entre inicio y fin del tubo y L su longitud.

S /
La ecuacion (2 ) no es mas que

Fv = -

L 4p .
N T . (4)

que ahora puede ser reescrita en coordenadas cilindricas y donde, por sime-

trfa, soilo aparece el primer termino
ar ( rarv ) = —Ap/‘f\L (5)

que integrada dos veces da

2
v=-4—€-ir +Alnr+B (6)
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Sabemos que la velocidad en el centro es finita, luego A= 0 vy

v(r=R)=0 == B=4—Q_‘-I%R2 , de manera gue ?
"\

v= 22 (R -t (7)

que demuestra que la velocidad es parabélica a traves del tubo.

Y el gasto no es ma/s gue
_ 2 _ TN AP 2.3 N 4N 4
Q gv(r)dx _-_Z-r\]’_. S(Rr ) dr === R
sec. tsv. 0

vy la masa de flufdo que pasa en la unidad de tiempo por la seé‘cidn trans-

versal es
AM _ Wap 4 X
At 8vL R (97)

donde V="1/¢




F. Consideraciones finales

Hay fisicos que piensan que 1a axiomatizacidn es mas recompostura y re-
ordenamiento que trabajo original de investigacion. Los matemdticos no
piensan asi; ellos consideran que 1a axiomatizacidn de las teorias mate-
maticas es trabajo original puesto que ella pone en relieve las ideas e-

senciales y las relaciones 18gicas en una teoria, clarifica y purifica las
ideas involucradas en ella y facilita su desarrollo posterior.

Otros creen que la axiomatizacidn es estéril pues consideran que la re-

construccion de 1o ya conocido no conduce al descubrimiento de nuevas
leyes y que los nuevos problemas son resueltos aplicando y extendiendo
teorias, no reorganizandolas. Eso es verdadero en cierta medida, pe-

ro no hay que olvidar que 1a axiomatizacidn en sf es una novedad que
exhibe caracteristicas y rasgos desconocidos, que permanecian escondi-
dos y que en si, facilita 1a expansidén y la critica de la teoria asi co
mo su reemplazo. Mds ailin, esta objecidn carece de importancia por cuan-
to que la Axiomdtica no pretende encontrar nuevas leyes sino albergarlas

en un contexto adecuado.

Aunque 1a axiomatizacién no haga mis poderosa y amplia a la Mecdnica .
de Fluidos si 1la hace mis exacta, de modo gue sus deficiencias y méri
tos se pueden conocer mejor y consecuentemente, cualquier discusidn den-
tro de ese contexto serd fructifera en vez de estéril o irritante.

Uno de los peligros mds comunes y sutiles de las teorias no
axiomatizadas son las suposiciones escondidas, las suposicio-
nes tdcitas o coas que no se establecen explicitamente sino que
estan implicitas en la situacidn analizada y que; en nuestra
actividad diaria, las damos por hechas sin darnos cuenta.

Los que dicen que la Axiomatizacidén restringe, amarra o impide
el desarrollo de la Mecdnica de Fluidos o de cualquier otra teo
ria estan equivocados, pues es todo 10 contrario. La Axiomatiza
cién muestra en forma explicita las suposiciones, hace mds facil

obtener consecuencias
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as{ como la critica y la evaluacion de la teorfa. Si una teorfa no sirve, su

. R4 cr. . ’ .
Axiomatizacion io pone de manifiesto de manera inequivoca pero si, por el
‘~, posee gérmenes valiosos, los protege de contaminacidn perni-

dedar libre su crecimiento.

Qi wivo el que la o omaauzacidn es audtoritaris y se aterran de la pa~
). bra axioma, so6lo manifiestan lgnorancia de la gtimologla de la palabra
« de oo sunificado presente. oc‘ng/uot vocablo griego como postulatum

paiapra latina significan requerimiento. Pero de ninguna manera esto quie-
re decir que sean absolutos, evidentes per se, evidentes por estar basados
en hechos empfricos, en la opservacidn, intuicidn o sentido comun, o li-
bres de critica; todo lo contrario, cuando escribimos un enunciado y lo dig
P ' 4 .
nificamos con el nombre de axioma no pedimos que quién lo lea lo tome
como verdad absoluta , sino que lo examine a fondo, lo critique y lo con-
. ' f ' o
sidere como punto de partida , no que lo acepte ciegamente. La Axiomati-

ca invita a la critica y al didlogo.

Que la Axiomatica de la Mécanica de Fluldos es limitada. Claro, cualquier

' ’ ] ' ‘
teorfa lo es y, mds si no estd axiomatizada.

Que la Axiomatizaclon no nos dice cdmo verificar la Mecanica de Fiuidos.
Tambien es cierto, pero las limitaciones de una herramienta no la hacen in
L N

dtil ~ Que no nos instruya en cdmo usar la teorfa y dénde testarla es mas

una ventaja que un defecto, es un signo de generalidad.

Los conceptos bdsicos del sistema axiomdtico de la Mdcanica de Fluidos
son definidos y analizados; sus caracteristicas aparecen en las definicio
nes, que se entienden ahora como una clase de analisis vy clarificacién.
Pero, debe tenerse presente siempre que, ia Axiomatizacidn de la Mecanica
de Flufdous es una Axiomatizacidn fisica, es decir factual. No ignora el con-
tenido fisico pues no es un procedimiento completamente formal sino que
interpreta al formalismo, a través de los axiomas semanticos que trazan

el perfil factual de la teor{a. El contenido de esos axiomas/siempre perma-
nece algo difuso o vago pero se debe a que poseen calidad de verdad fac-

tual.
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En cuanto a la ubicacidn pedagdgica de la Axiomdtica de la Mecanica de
Fludos , creemos que no es para el principiante, pues €ste debe conocer~
la primero y despuds ordenarla. Una exposicidn axiomdtica prematura
conduce slempre a incomprensio/n y aburrimiento. Debe tenerse presente
siempre sus limitaciones pedago’gicas v psicolo’gicas. El primer enfoque
de la ensefanza de la Mecdnica de Fluf{dos debe tener un balance juicio
s0 de intuitividad vy axiomdtica y siempre es necesario ensenaria de una
manera coherente con su estado actual de evolucidn y relegar a segundo
plano su desarrollo histdrico. Un segundo enfoque debe ser mds axiométi
co para evitar traslapes, desaciertos y malcomprensiones, Yy solo puede
realizarse cuando el estudiante posea bastante conocimiento de la materia,
suficiente-sofisticacion matemética y tenga habilidad y gusto por el pen-
samiento abstracto. En general, el enfoque axiomdtico debe tratarse en la
parte final de un pensum de licenciatura © a nivel de graduado, pero, aun
all{ puede ser un error descartar un enfoque intuitivo { que por intuitivo

no es necesariamente errdneo o desordenado ). Y ese enfoque axiomdtico
debe ir siempre acompanado de un analisis critico del sistema axiomdtico
pues de lo contrario serfa nada mds una presentacio’n dogmatica.

Por otro lado, la critica permite la introduccidn de un poquito de metodolo-
gfa, otro poquito de fi.losoffa y otro de historia. Y ya que esto se hace

siempre, mejor que sea en forma explicita vy a la luz de la Axiomatica.

Pa ra establecer la estructura de una teorfa de la Mecdnica de Flu{dos
es necesario ordenarla y separar sus conceptos bdsicos e hipdtesis bd-
sicas, como se hizo al principio. Ademds, debe tomarse en cuenta que
existen varios tipos de lprincipios generales que sirven para construfr
su Axiomatica: '

a) aquellos que la modelan pero no aparecen en ella como los principios

de covariancia,
b) los que aparecen en ella como axiomas o teoremas, Yy
c) los que no aparecen en ella y equivocadamente se cree que no intervienen

para nada ( p.ej. el principio de Mach )

pero no debe pensarse que hay técnicas rigidas para construir la teorfa. Hay
ciertas reglas que ayudan , siempre gue la teor{a no sea muy compleja pero
su aplicacién exitosa requiere un conocimiento claro de las formulaciones

sy 4 ’ ' . .
intuitivas de la teorfa as{ como de su aplicacién a numerosos ejemplos.
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Para determinar el significado de las ideas fundamentales de la Mecanica
de Fluf{dos lo primero es reconocer cudles son esas ideas , cuyo significa-
do vienen a esclarecerlo los postulados , la matematica v la experiencia
(i.e. ¢l test de la teorfa ).

Debe evitarse la introduccidn de entes superfluos que no aparezcan en las
férmulas y confundir el significado de un simbolo con las operaciones
qgue sirven para testar la verdad de los enunciados en que el simbolo apa-
rece.

La axiomatizacidn de la Mécanica de Flufdos no elimina la controversia

{ debemos recordar que la critica es la esencia de la investigacidn ) pero
sl puede hacer ver qué controversia es indtil y enfocar la atencidn en lo

fundamental y ayudar a clarificar significados.

1a Mecdanica de Flufdos, aun axiomatizada, como cualquier teoria fisica,

no es autosuficiente para proveer el método para testarla. Su test requiere
el empleo de otras teorfas ffsicas. Tan pronto éomenzamos a trabajar con
flufdos v a manejar sus ecuaciones, aun a nivel general, aparece un nimero
de variables no mecanicas , temperatura, constante dieléctrica, etc. Enton-
ces, la Mecdnica de Fluidos debe ampliarse para dar lugar a efectos termo-
mecanicos o electromecanicos . En breve, como cualquier otra teorfa, la
Mecanica de Flufdos es incompleta en el sentido que ella sola no puede
explicar totalmente un macroevento, puesto que los macroeventos tienen

muchas facetas.

Usualmente el analisis de las ideas f{sicas no se realiza dentro de un contexto
fijo ni las discusiones tienen lugar normalmente dentro de un contexto axioma
tico. De esa manera nada se puede concluir puesto que es perfectamente posi-
ble que un concepto sea definido en un sistema e indefinido en otro. De i-
gual manera puede haber un enunciado que sea hipdtesis en una teorfa y de-
ducido en otra. De modo que el andlisis en un contexto abierto es necesa-
riamente inexacto ¢ incompleto, puede relegar a segundo término las ideas
bdsicas y colocar en primer plano nociones sin mayor importancia v, en to-
do caso, nunca puede exhibir en forma exacta el significado de un sfmbolo.

Para ello es necesario poseéer un sistema axiomé&tico gue sea minucioso.
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Las ventajas de una presentacién Axjomitica de la Mecdnica de Fluidos

podrian resumirse asfi:

Al exhibir todas las suposiciones, permite al cientifico intrépido tratar
de eliminar algdn axioma y ver qué pasa. Desaparecerdn algunos teoremas
otros se modificardn pero al final puede surgir una nueva teoria.

Permite recordar mds informacidn. Los psicélogos experimentales han de-
mostrado que es mucha mds fdcil recordar un cuerpo bien organizado

del conocimiento que un conjunto de items que aparentemente no estdan
1ibados. El procesa de organizaci6n permite ordenar la misma cantidad .
de in%ormaciﬁn de la Mecdnica de Fluidos en forma mds compacta y por
consiguiente es mds facil de recordar.

Todas las presupasiciones son reconacibles claramente y pueden ser mante
nidas bajo control; se les puede criticar o corregir.

No se pierde de vista a los referentes de la teoria puesto que Tas enuncia
dos de la Mecanica de Fluidos exiomatizada se hacen con todo detalle y

mantien claro que se refieren a sistemas reales, los fluidos, y evitan

interpretaciones arbitrarias. En una presentacidn axiomatica uno sabe siem
pre qué estd tratando.
El significado se asigna sistemdticamente, consistemente y en forma lite-

ral y no en forma errdtica, inconsistente o metafbrica.lLas ana-

logias se reducen a un minimo lo que evita ambiguedad..
T\O.‘- [V

?
Si se han indicado explicitamente'y el Tenguaje de la teorfa estd amparado

por 1a 18gica y la matemdtica esto facilita el descubrimiento de nuevos teo
remas que hacen crecer a la teorfa. |
Cémo el contexto no es abierto el uso de primsas no autorizadas es relativa
mente facil de detectar y queda restringido. Y, por otro lado, las demostra
ciones sin importancia se evitan, por innecesarias o porque no significan na -
da en el contexto de la teoria. o

Se evita el racionalismo utdpico puesta que no hay porque tratar de defi-

nir cada concepto ni demostrar cada enunciade. Un racionalismo auténtico
acepta, al menos temporalmente, un conjunto de axiomas y de enunciados

no demostrados que permiten justificar el resto. Claro que no se aceptan como
dogmas de fe, su justificaci6n existe pues en cooperacifn con otras premisas
producen teoremas que explican o predicen algo.

T T ——




Vil APENDICES

A Apendice 1. Andlisis Vectorial

124

Algunas formulas en las que intervienen operadores diferenciales.

1

[xV]

10

V(0 +F) =Ve +v4
vVog = 8NVl + A Ve
V(E+G) = VE + VG

Ux (FE+G) = IYxF+9YxG

{FG) = { G
7-FF = FVE +F-Vf

NA{ExG) = GVxF-FEVxG
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Identidades vectoriales integrales.

Sean p un campo escalar y G un campo vectorial

&3 pdl =Sﬁprd2x

Donde T es una trayectoria cerrada que limita la superficie S, como en el

Teorema de Stokes

%) pﬁdzx = g vpd3x
S Vo
&3 fxGdlx = Sng_dsx
) Vv
Donde S es una superficie cerrada que limita el volumen V, como en el-
Teorema de la Divergencia de Gauss

\
A

@ _P_(_@'ﬁ)d_zx_=5 E9-@dx + S (G-V) F d°x

S v
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Demostrar que /xv = 2w

De la figura puede verse que

v = wxr

entonces
Ixv =Vx{wxr)

En componentes

[VX(V_\’XL)11= 61}](8 aklm m
<§)kij 6k1m aj 1'm

[ 9 6jm - O 51'1 Jr 8wy +w g )

-

O w ~roO w. + w0 r, —w, Or,
1) 1 1] ] 1] ] }o3l

H

(rJV)wi—ri(V.w)+3wi-wi

Entonces

Ixyv = (r.V)w- r(Wrw)+2w
tomando el limite cuando r —» 0 queda

Vxv =2 w o bien y=%Vx_\g
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Demostrar que
1 2 _
VYV S vx(Vxv)+ (v VU)y
El primer miembro en componenteg

! 2 1 1

= L= = , vV, = = . = ,
(ZVV )l zalv” Z(Vjaiijrvjalvj) vjaivj
y el segundo

[ vx(gxv) +{(v.9) g]i = 8ijkvjaklmalvm Jr\r].ajvi

= 6kij Olm Vi alvm V0w

it

[ 9, 5jm “ Oim ‘Sjl Tviopw, + Vi ajvi

1

Vv, a.V.—V. NV, o+ v, vV, = UV,
IR JaJ i JaJ i VJ ale QED



Nombre del sistema de

coordenadas :
9
RY)
q3
hy
h,
hy
1L o 4
V'\.ll— h., 9 q. €y
1 1
VoA = g [0
. 1273
] A
VxA = ——— | h?8
h) h, by 1%1
g
h,A

| 1

!

h,h
2 ] 23
VY = LR )+ By

12

Cartesianas

) + 32(h3h1A2) ¥ 83(
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F . .
Esfericas Cilfndricas

hoh
113 hoh -
h, o) + 3¢ __;_z 33\!’ )]

3
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B Apendice 2

- %,

Demoétracién que velocidad del sonido = ¢ { %7 s

Una onda de sonido es un movimiento oscilatorio de pequena amplitud
en un fluldo compresible.

Al considerar pequenas amplitudes sabemos que el término (v V) ¥
de la ecuacion de Vewton-Euler es despreciable y que la presién y la

densidad pueden ser escritas
= ! ) = !
p = pytp. ¢ =9, +5
donde po vy 90 son los valores de equilibrio ¥ p', < Sus
variaciones que cumplen con P po . Q << qo

La ecuacion de continuidad at? + Qv = 0, hasta variaciones de

primer orden puede escribirse

v la de Newton-Euler Ot v +{y-V}ly=- L ¢ p, dentro de la misma

R

aproximacidn se reduce a

D, v = - -
AL

En flujo adiabdtico un pequefio cambio de presidn estd relacionado con

un pequefo cambio de densidad por la ecuacidn
. _ ,0p .
P ( 0% )s S
Reemplazando §' enla ecuacidn de continuidad obtenemos
ap+903§'s'x:0_ B - (1)

Introduzcamos el potencial de velocidad recordando que ¥ =V«‘J; de la

ec. de Newton-Euler obtenemos
- 1.
b

que substituida en (1) da




Ob- (22 2oy =
- %)V o= 0
que no es mas que la ecuacidn de onda

Ott’\p - 2 VZ\P =0

por lo que
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