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PREFACIO

La bisqueda por lo mejor, io méximo, lo minimo o, en general, las
soluciones éptimas para una variedad de problemas ha eniretenido e intrigade

al hombre a iravés de las edades.

Euclides en su libre lll, estaba interesado en hallar la fihea mds farga
y la mds corta que pudieran dibujarse desde un punto de la circunferencia de
un circulo.  En su libro IV describe cémo hallar el paralelogramo de méxima
area, con un perimetro dado. Sin emoargo, el riguroso enfoque a éstos y
mds sofisticados problemas tuvo que esperar hasta que los grandes matemdticos
de los siglos XVII .y XVH!, desarrollaron los paderosos métodos del Céliculo
infinitesimal y del Célculo de Variaciones. Con estas técnicas podemos ha-
ilar soluciones méximas -y minimas, a una amplia variedad de problemas de

optimizacion.

Pero estos y ofros procedimientos mateméticos para optimizacion, esta-
ban relacionados a solucionar problemas de naturaleza fisica, dindamica o

geométrica,

Desde hace muchos afios, una nueva clase de problemas para optimiza-
cidn, ha producido la "Infraestructura Organizativa®™ que hace que nuestra mo-

derna sociedad evolucione aceleradamente.



Y es aqui donde estamos hablando de asuntos tales como: la forma
més eficiente en que se debe administrar wna economia o el despliegue opti~
mo de aviones que maximizan -la oportunidad de un pafs para ganar una gue-
rra o, simplemente, con tareas tan triviales camo la dé mezclar los ingredien-
tes de un fertilizante que rednan las especificaciones agricolas a un costo mi-

nimo.

La bisgeeda de “cémo formular y resolver tales problemas” ha condu-
cido al desarrollo de una importante técnica de optimizacign:  “La Programa-
cién Lineal"”, cuyo modelo es simple en su estructura matemética, pero pode-

roso en su adeptabilidad a un amplio rango de aplicaciones.

I-.I'Esfériccmente el modelo general de la programacian lineal fue desa-
riollado y aplicado en 1947 por-un grupo de investigodofes‘_dirigidos por .
" George Dantzig y Marshall Wood, del U. S. Department of the Air Forca.
En ese tiempo, el grupo rfue llamado a Enves'rigar‘ la faciibilidad de aplicar
técnicas matemdticas y afines a problemas de logistica. Esta interrogante
condujo a Dantzig a proponer que: "Las relaciones entre ocrividqdes. de una
gran organizacién, deben ser vistas como el tipo de modelo de una programa-
cién lineal, cuyo programa de optimizacién debe determinarse al minimi.z_orse

una funcién lineal primal*.”

* La funcién objetivo.



Con el fin de’ extender y desarro!lcr. estas ideas para el futuro, la
fuerza cdrea organizd a un grupo de investigadores bai§ el titulo de
PROJECT. SCOOP (Scientific Computation of Optimum Program) . Ademds de
formular la programacién de la fuerza aérea, y su coleccién de problemas,
en una base cientifica, la mayor contribucién del "SCOOP" fue el desarrollo
formal y la aplicacién del modelo de la programacién lineal, cuyas primé.rc:s
aplicaciones estaban orientadas o tres grandes categorias: Aplicaciones milita-
res, economia in?er—indus?ﬁal y la teoria de juegos. En los Gltimos afios, las
Greas de aplicacion se han extendido y_desarrollodo, pero el principal énfasis
se ha visto en el Grea industrial, como por ejemplo el de la industria de la
consfrucgién, que es’el tema que nos interesa. El enunciado inicial pa}o el .
problgma—generoi de la programacién lineal fue degarro]ludo durante el afio
1947 por George Pantzig a través del Métedo Simplex, un procedimiento sis-
tematico para resolver el problema. Antes de esto, un sin nGmero de problemas
se detectaron como el de la "Teorfu de Desigualdades”, que trata de optimizar
una funcién lineal sujeta a restricciones de desigualdades lineales. Los prime-

ros- ejemplos incluian el problema del transporte, planteado por Hitchcock en

1941 y Koopman en 1907, asi como el de la dieta, planteado por Stigler en

1945,



Posteriormente surgié la Teorfa de Redes, como una extensidn de la

programacién lineal, que permite representar problemas del mundo real en for-
ma grafica, osi como la ayudd conceptual que otorga para la compren.sién de
relaciones entre eventos y obietos, usados en casi todos los campos cientificos,
econdmicos y sociales. Una de las principales razones para la difusién de la
teoria de Redes es el avance de los méiodos computacionales que permife.n re=-

solver problemas de enorme tamafio.

Las redes tienen innumerables aplicaciones como la de representar:
sistemas- de rios, sistemas de distribucidn, cartas de flujo, ordenamiento de
los eventos de precedencia, la administracién y planificacién de todo tipo de

proyectos, efc. .

Esencialmente una red es un diagrama esquemdtico que Hustra la secuen-

cia e interrelacién de las partes componentes de un prayecto.

En la industria de la construccién son muy utilizodos los diagramas de
redes para determinar el mejor programa de operacién. Entre los métodos uti-
lizadss para determinar la rufc.rﬁés larga de una red de un problema de ruta
mi’rjimc, estd el CPM, Pert, el algeritmo de Dijkstra, el algoritmo de quyd,
el método del doble barrido y, finalmente, el algoritmo primal simpieg, q.'ue es

el método de la programacién lineal que vamos a utilizar para resolver redes



de problemas de ruta minima, en su caso especifico de la industria de la cons-
truccidn.. Para la aplicacidn del algoritmo Simplex, utilizamos el enfoque de
Egervéry, para hallar una matriz de incidencia, y el trabajo de Ford-

Fulkerson parcx. redes de flujo.
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CAPITULO |

1.0 PROGRAMACION LINEAL Y SU RELACION CON LAS REDES DE
FLUJOS '

1.1 Intreduccidn

La relacidn que hay entre la programacion lineal y la programacién de
las redes de flujo, se descubrid al principio del estudio de ambas materics.
Es muy natural, quizés, esperar que la investigacién en la teoria y
méiodos de la programacién lineal sean enfocades hacia problemas de ingenie-
- - . . | AR » §
rfa, ciencias naturales y campos afines, en donde lo matemdtica ha jugado un

el muy importante durante muchos afos, no tanto como un lenguaje coridn
7 g

sino como un instrumento para la investigacién v la sintesis.

-

Un hecho fundamental y que seré demostrado en esta tesis, es que la
mayoria de problemas de redes de flujo, pueden formularse como modelos de

programacién lineal.

Una interrogante muy natural o este hecho es el de gpor qué deseamos

proceder a resofver las redes con una formulacién de programacisn lineal?



Primeros Los modelos de redes de flujo de problemas del mundo
real, poseen una estructura muy especial que, a menudo, puede explotarse
para obténer soluciones eficientes a fravés de métodos, en vez de buscar una

solucidn ‘a fravés de la red misma.

Segundo: -Estos "métodos”, comunmente llamados algoritmos, nos
permiten resolver programas lineales exiremadamente grandes, en una fraccidn

del tiempo normal de célculo.

Tercero: El .simple hecho de que podamos enunciar formulaciones
matemdticas a través de las representaciones, nodos-arcos, nos ayudard no

sdlo a la presentacién sino a la solucién dé problemas del mundo real.

é?ébido a que las representaciones de las estructuras especiales de las
redes del flujo, como problemas de programacién Iineal,' juegan un papel
central pora el desarrollo de.un algoritmo eficiente, es un ahorro de tlempo
explorar estas estructuras. En porticular, es muy ventajoso predecir culndo’
la maguinaria de la programacién lineal, producird una solucidén dptima que

es foda entera.
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RELACION ENYRE LA PRO OQA%"’"ION LINEAL
Y LOS PROBLEMAS DE PROGRAMACION DE REDES DE FLUJO
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En la figura 1.2 pueden observarse los problemas de programacién de
redes que pueden formularse como problemas de optimizacién a través de la
programacién lineal. Los préb!emas vbicados a la izquierda son menes gene-
rales en el sentide de que son especializaciones del problema bésico (al cen-
tro) y los ubicados a la derecha, son més generales en el sentido de que ei
problema bdsico (al centro) es, en alguna forma, una‘eSpeciaIizccién para

cada uno de estos problemas.

Los algoritmos desarrollados pﬁro los problemas menos generales son
mas eficientes tanto en tiempo de computadora como en necesidad de memo-
ria, en comparacién con los de los problemas mds genefaleso Estos, a su
vez, pueden resolver problemas de forma mengs generales, mientras lo con-
trario es raramente verdadero. El problema que nos ocupard, en esta tesis, |

es el de aplicar la maquinaria de la programacién lineal al. problema de la

ruta minima, tan identificado con proyecios de construccién civil.




1.2 Programacién linéal .

No es necesario justificar el uso de la téenica conocida como progra-
macién ifnea!, ya que anualmente se gastan millones de délares por su apli-
cacién & la optimizacién de problemds de ingenierfa industrial, administracién
de proyectos, problemas de transporte, licitaciones, etc. Las téenicas de la
programacion lineal son una forma para que los grandes empresas funcionen mds

eficiente y rapidamente, a un mihimo costo.

Se le puede considerar como parfe de una disciplina mds general, co-

.

nocida como programacién matemdtica, aplicada a problemas de planeamiento,

logistica y ubicacién, que incluyen no-linealidades.

Sin- embargo, los métodos bdsicos confindan resol viéndose con &lgebra

de desigualdades lineales.

Desde que la programacién matemdtica tiene ofras connofaciones en
computacién, preferimos denominarla programacién lineal o PL, el cuai se

entiende que incluye muchas especializaciones y extensiones.

De pasn, el términc programacisn tiene estrecha relacién con la com-

putacion y el campo del procesamiento de datos.

La-PL tiene estrecha asociacién con las computadoras, habiendo cre~

cido con ellas, o causa de su enorme necesidad parc la manipulacién



»

aritmética y de datos. Es importante notar que ounque la PL incluye uno
aplicacién de computadoras, el término en si mismo no se refiere ningOn

modo de programar las computadoras PER SE.

La aplicacidn "préctica de la PL a problemas indusiriales y otros, in=
cluye el uso de sistemas de programas de computadoras preporades con gran:

esfuerzo, los que mencionaremos de vez en cuando.

Pora evitar confusién entre las diferentes acepciones con que se utili-
[ térmi dor, di :"U fi ! iliza
Za el rermino programdador, diremos ques n anaglista es el que utiliza un

sistema de progromas de computadora para la PL, como un instrumento™.

"El analisto de sistemas o programador de sistemas, es el que constru-

ye el sistema de programas de computadora®.

De 1953 a lo fecha, se han publicado innumerables articulos y capi-
fulos sobre PL; sin embargo, el lector puede muy bien preguntar gqué jus-

tificacion hay aln para otro enfoque?

Lo respuesta es que la PL tiene muchas facetas, algunas de las cuoles
nunca han sido adecuadamente tratadas; lo cual merece uno respuesta atn

mds ampliada.

La PL ho crecido o la altura de una disciplina aplicado que muy bien

puede desglosarse en siete partes:



1.2.1 Experiencia motemdtica: Por la ieoria dedesigualdades lineales

y conjuntos convexos.

1.2.2 Aplicacién tedrica: Por el modelaje de situaciones del mundo

real y la formulacién de problemas.

1.2.3 Fundamentos algebraicos y tedricost Por la solucién de algo-

ritmos y procedimientos analiticos.

1.2.4 Constryuccién de sistemas de programas de computadora que ma-

nejan la PL y problemos afines.
1.2.5 Recoleccion de datos, conversién y transcripeidn.

1.2.6 Adminisiracién de las facilidades que ofrece la computacién,

como: Precedimientos, biblioteca de datos, operaciones periferias variadas.

1.2.7 Interpretacién 'y presentacién de resultados: Base para la to-

ma de decisiones a nivel gerencial.

El anterior listado refleja el amplio rango de especialistas que estén

involucrados en alguna fase de la programacién lineal.,

Asit  La parte 1.2.1 as del dominio de los mateméticos

La parte 1.2.2 es del dominio de ingenieros y economistas

La parte 1.2.6 es del dominio de técnicos y medicna gerencia

La parte 1.2.7 es el punto de vista de mediana y alta gerencia



1.3 Notacidn

Es indudable que la notaeidn utilizada al discutir el dlgebra de ma-
trices, desigualdades lineales y la programacidn lineal, a menudo es un obs~
taculo para el lector. Desde un punte de vista positivo, una buena notacidn

es el mejor vehiculo por medio del cual las ideas pueden desarrollarse y co-

municarse .
Usaremos tres tipos de no’raci'o‘nes:
1.301 Notacién indicial .
- 1.3.2 thcseién matricial
1.3.3 Diagramas : ' : '

Trataremos con ecuaciones lineales simultdneas de muchas incognitas.
Asi, sea a = (a}, 92, .., an) una n-tupla de coeficientes considerados
como un vector fila y X = &y, X2, «.., Xn) una n-tupla de variables
consideradas como un vécror columa y "b" una constante. Tal ecuacién

puede escribirse asf:
a‘lxl + QZXZ + so08 + an Xn = b

o mds brevemente:
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o como un producto punio:

a.X=b

- - . ' . & ]
Si- consideramos sélo cierto nimero de ecuaciones, digamos "m", usa--

remos la siguiente notacién para distinguirlas:

E uiiXi = bi Con i = ],2,-oi,m
i

. .. . ' t N ,
podemos considerar los coeficientes aij como “n™ columnas de "m" elementos ¢/us

alj, aj,...,amji , y las constanies como ofra columna b: = bl, b2, ..o, bm.
Esta simbologia se utiliza tanto para las ecuaciones como para los lenguajes de

computadora o cddigos.

Si chora consideramos a los aij como una matriz A de dimensién mxn, los

representaremos asis

fall al2 ... aln]

a2l @22 ... aZn X2| = |b2

L] L L - o L)

.
-] - 5o Qll- 3 - Q L] -

am am?Z ... amn Xn bm
K J

que representa a un conjunto de "m" ecuaciones y "n" incdgnitas. En nota-

cién matricial los representamos asis

AX =bh




Otro tipo de restricciones que hallaremos serén:

n
2 aif Xj = bt pora algin "i"
~i=1 '
n .
é aijf Xj £ bi  para otro "i"
i=1
n

:§ Gif X2 bi para un otro "i"
-y 4 ‘

2 aijf XKj 2 bi para un restante “i*

Donde la forma actual de ¢/"i" se especifica en una lista. Una no-

tacién general para indicar cualquiera de los de arriba seré:

é aij Xj: bi con =1, 2, ..., m.

11



1.4  Enunciado clésico de la programacién lineal

[y

A través de la presente exposicién, trataremos con problemas lineales
llamados progromas lineales. De forme que, como lo palobra linea!l lo sugie~

re, todas las variables de un programa lineal son de primer grado.

Un programa lineal se compone de uno funcién lineal de "n" varia-

bles, que debe ser moximizada o minizada, sujeta o un conjunte de *m"

restricciones. Una restriccidn es una igualdad o desigualdad debil®*, que

‘representa un limite para las voriables de un problema.-

-
-

El problema central de lo programacién lineal, generalmente se enun-

- ﬂ.
- cla asi:

u .
Dados "m" objetos de coeficientes Ci y con coeficientes tecnolégicos’

LI, 1}

alj de dimensign mxh; con "n” constantes "bi" =

(i= oo, m i=1,2,

-+, n). Hallar valores para los X; (st existen), de forma que:

m
é CiXi = minimo ‘ 1.4.1
i=1
sujeto a: \
m
2 aiXi & bi coni= , 2,000, m 1.4,2
i=1
y Xi= 0 1.4.3
" Una "desigualdad debil™, puede ser satisfecha, también, por una
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De tal forma que, cualquier conjunto de Xi que safisfaga las ecua-
ciones T1.4.1 y 1.4.2 , se llamard el Conjunto Solucidn o Solucién Factible.
Y una solucidn factible que satisfaga la ecuacién 1.4.3, se llamard Selucidn

Optima Factible.

Geoméiricamente las Xi son las coordenadas de un punto {vector) en
el espacio " m~dimensional™. Y las Ci no son més que los coeficientes de

la funcidn objetivo que desecamos optimizar.

1.5 Definiciones

1.5.1 "Las coordenadas de un punto que satisfacen todas las “m" res-

tricciones lineales en 1.4.2, constituyen un conjunto solucién®™.

1.5.2 “S% las coordenadas de un "punte™ solucidn, son fodas positivas
: P ) Po 7

la solucién se llama Solucidén Factible®”,

1.5.3 "Si una o més de las coordenadas del conjunto solucién, son

negatives, la solucién se llama Solucién No Factible®.

1.5.4 "Al conjunto de todas las coordenadas factibles se le conoce

como la regién factible del problema”.

1.5.5 "Si entre las soluciones factibles hay una que minimiza el "
valor de la funcién 1.4.1, enitonces la denominaremos Solucién Factible

Optima”.
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1.5.6 "A la funcidn lineal de 1.4.1, se le denomina Funcién Objeti-

vo y a su valor en un punto de la regién factible, se le llama valor primal.

1.4 Convexidad

1.6.1 Conjuntos convexos

Definicidn 1 "Una regién o conjunto "R" es convexa, si y sélo
sT, para &/dos puntos de R, el segmenio de linea que une esos dos puntos,

descansa completamente dentro de R",

Figura 1.3
s- . - . A e n
i observomos la figura anterior, vemos que cada vértice es un "punto
factible” y en conjunto producen lo que [lamaremos Soluciones Bdsicas Facti-
bles, ya que ellos forman una base para todas las posibles soluciones factibles.
De modo que cualquier combinacién lineal convexa de esos puntos, puede ex-

-

presar acualquier punto factible, asf

P=°£1P +4{2P2+o-c+¢(npn

i
Donde los escalares s =0 y éogi =1
Ejemplos de conjunfos convexos son: El espacio euclidiano En, un circu~

lo, un cubo, etc. No asi, el conjunte de puntos que forman la periferia de
’ r |

-
un circulo.
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Ahora demosiraremos que para un conjunio convexe R, "cualquier com-
binacidn lineal convexa de cualquier conjunto de puntos en R estd también,
en R".

Sea P =eoly Py 3oy P2+ g Py

3 ¢
Para  oi 20, £Li=1 = e R
=1
Hipétesiss
Sea dAli=di Para i=1, 2
. J+ 4 :

Vemos que d'i=1 y- a2 0, luegos

P=el P| +olp Py tclg Py = (olf +a2) i x Py + (4] + o) d'2Pp+l3P3

= (o{] +o!‘2) (G'l-'] P] + o{'? PQ) + °€3 P3 ’
Por hipétesis sabemos que o'y Py + o'y Po esté en R, luego:

Py = (al'] Py + Mo PQ) | Finalmente: P = (J.I + 0{2) Py + 3 P3 &R, el

cual expresamos como una combinacién lineal convexa de dos puntos en R

Ejemplas El punio P = (2,1), podemos escribirlo asi:

]

Po=(0,00 Py=(50 P,=1(0,4 P3=1(23
P = do Po+ sy Py +dp Py +ol3P3
(2,1) = 0.4 Po + 0.2667 P+ 0.333 P = 0.4 (0,0) + 0.2667 5 ,0)

(2,1) =(2,v) - + 0.333(2,3)=(2,1)
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-

Los Pi son un espacic solucisn, que para el presente ejempio es un espacio

¥cuatridimensionol”.

1.6.1.1
Teorema: "Cualquier punto sobre el segmento de linea que une dos pun-

tos en el espacio euclidiane En, puede expresarse como una combinacion li-

neal convexo de los dos puntos”.

Demostracién: Sean los puntos U y V, diremos que el punto W descan-
sa sobre el segmento de linec que une o U con V, que es lo que necesitamos
demosirar; de lo gréfica, podemos ver que el segmento de linea sobre el que

hallomos o W, estd definida por la direccién del vector U-V.

Por las reglas de adicién de vectores, sabemos que para cualquier:

= A <1 ' .
° V4+A (U-V)=W=p (I=2)V+aU=W

Gue es la expresién del punto W como una combinacién lineal convexa de

fas puntos U y V.

Figura 1.4



Corolario: *Cualquier punto que pueda expresarse como tna combinacion
lineal convexa de una pareja de puntos En En; descansa exactamente sobre

- . L] H
el segmento de linea que une a esa pareja de bipuntos” .

Demostracion:
Sobemos que W= (1-2) V+ AU

W-V=2aAU-V) Donde 0=«

Podemos observar que el vector W=V es algin miltiplo positivo del
“vector U-V, ya que el vecfér W-V coincide en la misma direccién del vec-
tor U-V. En otras palabras, el segmento.de li’ﬁea que une a Ucon Vy el
‘segmenfo‘de linea que une a W con V, son paralelas enfre si. Por lo tanto,

el punte W debe descansar en el segmento de lfhea que une a U con V.

Del teorema anterior y su corolario, deducimos que "geométricamente
un conjunto convexo es aquél que contiene todos los segmentos de linea que

unen cualquier pareja de puntos del conjunto™.

De esta forma, cualquiera de los puntos W es llamadoe una combinacién
lineal convexa de los puntos U y V. El segmento de linea UV, no es mds
que todo el conjunto de puntos W, cuyas coordenadas satisfacen las ecuacio-

nes paraméiricass

Wy = (1.2 V, + AU

]

]

W

5 (1-2) ¥V, + AU, " Para 0= A<
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En.una forma mds resumida: wi = (1 =3)Y Vi+ AY; i=1, ...,m

"Al conjunto de todas las combinaciones lineales convexas de U y V, para

02 A= 1, es precisamente el segmento de linea UV, que es convexo".

, (u.\;a/l //(w., )///// /t/l'

Figura 1.5

Sea R una region canvexa del plano E . La deﬁmcson de convexidad afir-
ma que el "conjunto de puntos que satisfacen las ecuaciones paramétricas
perfenecen a R, siempre y cuando (Uy, Ug), pertenezcan fambién a R.  Ob-
sérvese que los valores O y 1, del parémetro A , produce los puntos extre-
mos U y V, respectivamente. Ya que para A=1 , el punta W vao o estar

colocado en Uy paraA= 0, el punio W estard en V. - e

El segmento de linea definido pof las ecuaciones paramétricas en se le
liama un segmento cerrado, ya que incluye los bipuntos extremos U y V.

Un segmento abierto omitiria los puntas extremos. Si A es un real no restrin=
gido, las ecuaciones en representarian a la lihea entera definida por los
bipuntos U y V.

1.6.1.2

Teorema: “El segmento de plano cerrado aXj + b X9 = C es una regién
convexa®

Demostracidn: Sea U (Uy, Uy) y V (vy, Vo), pertenecientes al segmento de

i X
~plano cerrado a X, + b X,2C, cuyas coordenadas satisfacens
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u..U] + bUz‘f-‘C f{u), v = M
a.V] + bV, &C f(Vy, Vo) =V

Y sea W (w1, wo), cualquier punto sobre el segmento de linez UV, De las

ecuaciones paramétricas, tenemos:

a.wy + b.wp = GE2—7) Vi + ;\Uﬂ +b [(]—2) Vo + HUQTJ

= (1-a)e +Ac

pero como t-Ay A , son posifivos, nos queda finalmente:

awy + bwy =C
Esto demuestra que todos los puntos que estén sobre el segmento de Ii-
nea UV, estdn en aX] + bXo = C Y, por lo tante, e! segmento de plano - .. -

cerrado s convexo.

La combinacién del teorema anterior y el ante-anterior, da el siguien-
te teorema:
1.6.1.3 _ ,
Teorema: “La interseccién de cualquier nimero de segmentos de planos, es

una regidn convexa”.

Definicién 2: "Una regién poligonal convexa, es la interseccién de un némero

positive finito de segmentos de lineas, cerrados”.
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Figura 1.6

La regién factible de un conjunto finito de desigualdades lineales, con
dos variables, es la interseccidn de un finito nimero de segmentos de planos
cerrados y es una regién poligonal convexa. Las regiones factibles de la in-

terpretacign gréfica, son regiones poligonales convexas.
Definicién 3: "Un pligono convexo, es una regién poligonal convexa R, tal
que, cualquier linea que atraviese un punto de R, intersecta a R en un seg=

. u
mento cerrado.

Ya que un segmento cerrado tiene longitud finita, un poligono convexo
es una regién limitada del plano. los limites de una regién poligonal conve-
xa estdn formcdqs de parte o todos los segmentos de lineas de los planos inter=
sectantes. Estos Ii'miiles pueden ser lineas, rayos o segmentos cerrados. Asf,
en la figura {a), los ITmites de R son .[fneqs paralelas. Er:u ld figura {b} los
bordes A y B son rayos o mitades de lineas. En la figura {c) todos los bordes
son segmentos de lineas. Ndtese que las figuras {a) y (b) representan regiones
poligonales convexas que son ilir_nirqdus o de extensién infinita y la figura {(c)

ilustra un poligone convexo que es una regign finita del plano.
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Figura 1.7

Al unédlogo de un' polfgono convexo en tres dimensiones, se le llama un
polihedro convexo y' cada una de sus caras forma un poli'goAno convexo. lodos
los polihedros regulares fales como el tefrﬁhedro y el cubo, son convexes.

Una caracteristica de estas figuras, es que tienen esquinas llamadas vértices o -

punfos exiremos.

Definicién 4 "Un vértice o punto extremo de un conjunto convexo R, es un
punto de R que no puede ser expresado como una combinacion lineal convexa

de otros dos puntos distintos de R".

Bidimensionalmente, un vértice de una regidn poligonal convexa, es un

punto en la regidn donde se unen dos lineas limitrofes.



Cada puhfo del perimetro de una circunferencia es un punto extremo
del conjunto convexo, que incluye el perimetro y el circulo. Los puntos ex-
tremos de un tridngulo son sus vértices. Una regidn polihédrica muy intere-
sante es la esfera, ya que cada punto de su superficie es un punfo exiremo.

En un polihedro convexo, los vértices estardn donde se unen las orillas.

Segln la definicién, los vértices se mantienen por si solos. Elles no
pueden ser alcanzados por ningln segmento de Iihea que conecte dos puntos

.de R, que son diferentes del mismo vértice.

.
-

Un vériice es un punio de la regién, exactamente sobre dos liheas li-

. mitrofes.

En. dos dimensiones, més de dos lineas limfirofes pueden pasar o través -
de un vértice, pero una de ellas serd la redundonie al momento de definir la

regién convexa.

Un punto "U" de un conjunto convexo "C", se llama un punto extremo,
. llUjl - [l -
si no puede expresarse como una combinacién lineal convexa de cuales-
quiera ofros dos puntos distinfos en "C". Cada punto situado sobre el Iimite

de un circulo es un punto extremo del conjunto convexo, que incluye el Ii-

mite y el interior del ecirculo.

Si el conjunto convexo lo-incluyera el Iimite, este conjunte NC con-

tendrd puntos extremos.
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1.6.2
Ejemplo de conjuntos convexoss
c
(d)
c
(o)} {lo) (c)r. Figura 1.8

El cascarén convexo .C (S) de cualquier conjunto, dado de puntos §,
es el conjunto de todas las combinaciones lineales convexas, de conjuntos de

untos desde "$". C (S) es el més yefio tonjunto Convexo que contiene A
p : peq |

“s“

Si "S" son los ocho vértices de un cubo, luego C (5) es el cubo com-
pleto.

Si "S” es el perfmeiro de una circunferencia, luego C (S) es el circulo
completo.

c(s)

Figura 1.9
Si el conjunto "S" consiste de un nimero finito de puntos, el cascarén
convexo de "S” es un polihédro convexo. As, el C (S) de los ocho vértices

de un cubo es un polihedro convexo.
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-

A un conjunto de vectores "R" se le llama un cono, si para cada vec-
I

tor "U" en "S", AU estd en "R", Donde A es un escalar positivo.

Ejemplos de un cono son: El espacio completo, el origen y el conjun-—
to "R™ de la siguiente figura. Obsérvese que este cono contiene el origen,
ya que A = 0. Y, ademds, no es convexo. Ya que un Cono Convexo €s un

Cono que es Convexo.

Figura 1..10

Un simplex es un pd!ihe’dro convexn, n~dimensional, que tiene exacta=
mente n + 1 vértices. Cada [imite del simplex contiene simplices de més baja

dimensién, que se llaman facetas simpliciales. El nGmero de tales facetas o

. .. ny__ n l . n +I
caras, de dimensién m es {m)“ o A = (mH)
o [

En la dimensién cero, un simplex es un punfo. En una dimensién, es
una linea. En dos dimensiones es un tridngulo {ver figura anterior) y en tres

dimensiones es un tetrahedro,

La ecuacién de un simplex con intercepciones unitarias ess

™m
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Para i =3 tenemos el tetrchedro con ”f;;f,ti(;esi . s -}
KRS e :

. : Ry
(0, 0, @, {0,1,00, (0, 0, B, (1, 0, O

Figura 1,11

1.7 Funciones lineales

En e! plano de coordenadas (}(1 » X9) examinaremos funciones lineales
de la forma f (X{, X9 = aXy + bXy, donde a, b son constantes reales dis-
tintas de cero. Si U (Ui, Ug) y V (Vy, V2)r son bipuntos distintos en el

plano, los ecuaciones paramétricas de la linea que va de. U a V son:

X1= (1-2) Vy + ;\U]

{(1- A) Vo + AUy Para todos los numeros reales 3
NAe R,

Xy

Sea f (Ui, U)=M y f(Vy, V) = m

Para cualquier punto X (Xy, X2) sobre la linea UV tenemos:

a-BI-R) Vi + 2Uﬂ+ EI-H)V2+ Jwa.b

(]-3) (a _V] + sz) +  Afa.Uy +b.U2)

£ (X, Xo)

i

il

il

(1-3) 7 (V1, Vo) + AF (U1, Up)
s A
(1-A) m+e{M CT

]

S|
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f Xy, X2) = m +o4{ (M-m) 1.7.1
- Con este resuitado, pasomos a demostrar el siguiente:
1.7.2
Teoremas "Si f es lineal y tiene el mismo valor en dos puntos distintos U
y V, luego f permanece constante a lo largo de la [fhea que une UV. De lo
contrario, si f tiene diferentes valores en U y V, en cada punto del segmento abierto |

—

abierto UV, f tendrd estrictumente un valor entre los valores de U y V*, -

Demosiracién: De la ecuacién 1.7.1, sea m=M y luego f (Xy, X5) = m es

constante. Si m‘]‘: M, digamos que m< M, enionces M-m >0, La ecuacidn {3)

puede considerarse una funcién de pardmetro Ay la llamaremos f (3).

f(RA)
f (o)

I\

m+ AM - m)

il

m yF(T)=M

1K Ba~)
i <<

[ A
Para cualesquiera dos valores del parémetro Aq & Ap

M- mAy a2 M- mAy
m+ (M- m3em+ (M-mAg

PR 2 £(3,)



Esto significa que f es una funcidn estrictamente creciente de pardmetro
R’ De modo que cuando A incrementa los valores funcionales, f (A) in-

crementa también de conhhqo.
Ahora, seq p (X1, X9), con un pardmetro de valor 3 , un punio cual-
quiera del segmento abierto UV de la figura 2.3). En las ecuaciones paramé-

tricas del segmento UV, el pardmetro A también incrementa estrictamente tanto

como O 23 2 . Luego,

FO<f(A)2f() o maf Xy, X) 2 M

De lo cual podemos concluir del teorema "que una funcién lineal defi-
nida sobre un segmento cerrado, asumird su méximo y minimo, en los punios

extremos del segmento”. -
1.8 Teorema del punto extremo

Nuestro interés se centra especialmente en los vértices o punios extre-
mos de una region poligonal convexa. Lo fundamental de este desarrcllo, es
la idea observada en el anédlisis gréfico, en el que la funcién objetivo obtiene

su valor éptimo sobre un vértice de una regién convexa.

1.8.1 “Los valores méximos y minimos de una funcién lineal f, defini-

da sobre un poligono convexo R,. existen y se hallan en los vértices de R",
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Demostraciér;: Supongamos qu.e P (32, Y} es un punto interior de R no en el 1=
mit-e de R. Sea L un segmento de recta arbitraric que pasa por el punto P,

el cual por definicidn 3, intersecia a R en un segmento cerrado. Sean

P1 (Xy, Y1) y Py (X9, Y5) los puntos extremos del segmento. Ya que el res-
to de la lihea L es exterior a R, los puntos extremos P1y .P2 deben estar sobre
el limite de R. Si la restriccidn lineal que define el limite en Py es CXt+dYze,
fuego CXo + dY5 = ¢, en tanto X + dY = K<e, ya que P es un punto ante-
riors La funcién Iin-eai eX+dY asumird valores entre K y e para puntos soE:re L
entre P y Pa, por el teorema 1.7.2. De igual forma, estrictas desigualdades
serGn satisfechas .por todos [os puntos -entre P y cualquier otra Iinea limftrofe.
De forma que fodos. los puntos entre un punto interior y' un punto limitrofe, son
puntos interiores. Esto significa que el segmento abierto entre P1y P2,-con-
siste de puntos interiores y L puede intersectar el |Tmite en sélo dos. pL_Jﬁ%os._

Sea la funcién lineal f. Si f (Xy, Y) & f (X2, Y2), fuego por 1.7.2.
FXy, YR EFX, V) =F Xy, Yo) 1.8.1.1

Los limites de R son segmentos cerrados, por definicién 3. Los puntos
extremos de los segmentos limitrofes, descansan exactamente sobre dos lineas li-
mitrofes, que forman vértices. Digamos P3 y P4. Aplicando de nuevo el teo-

rema 1.7.2 f (X, Yo) estd limitado sobre ese segmento limftrofe, digamos:

F (X3, Y3) SF (Xg, Yo) S5 (X, Yy 1.8.1.2
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Combinando las desigualdades 1.8.1.1 y 1.8.1.2, nos queda

L

FX, M RFX, YY) 1.8.1.3

Utilizando el mismo arguments, f (Xy, Y;) estd limitado por los valores de f

en dos vértices, es decir; Py y P5.

F (X5 Yg) SF Xy, V) 21 (Xg, Yy 1.8.1.4
Combinandg las desigualdades 1.8.1,1, 1,8,1,3 y 1.8.1.4, obtenemos

F (X5 Yol £ (X, V) £ (X4, Yy . 1,845

De esta forma hemos demostrado que f, para cualquier punto interior P,
esté limitado por los. valores de f sobre los Iimites y éstos, a su vez, estan li-

mitados por los valores de f en los vértices.

Figura 1.12
Debido @ que hay sélo un nGmero finito de vértices en un poligono con-
vexo, podemos examinar f en cada vértice y escoger un valor de f tan grande

como sea posible .y otro con un valor tan pequefio como sea posible.
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Esta seleccién de vértices puede no ser fnica, pero ello representa los

puntos méximos y minimos de f en R,

En. el caso de una regidn poligonal convexa que puede serilimitada,
vna funcién lineal sobre esa régién puede aumentar o disminuir sin lfr:r\ife. La
interseccién de una linea a través de un punto de R con R, puede ser un rayo
o una linea entera. A lo largo de un rayo, al menos una coordenada debe
continuar aumentando o disminuyendo, de forma que cualquier f lineal qﬁ;e: in-
volucra a esa coordenada, puede aumentar o disminuir sin el |imite. Para
enunciar un teorema, ‘en‘este caso, es necesario hipcn‘eﬁzar_ la existencia de
un ptimo. Enunciaremos el toerema sin demostrarlo, ya que el razonamiento
sigue alrmismo argumento dado en feorema 1.8.1.

1.8.2
Teoremas "Si el valor méximo o minimo de una funcién lineal, definida so=
bre una regidn poligonal t:onvexr;x, existe, enfonces se halla sobre el Iimite o

vértice de la regidn®.

St un |imite existiera sobre una linea entera, luego no habiia ningin
vértice sobre ese |imite. Sin embargo, para una regidn factible situada en el
primer cuadrante, esto no sucedéri’u, ya que cada linea limitrofe contiene ol
menos un vértice. Con la condicion de que un vértice se produce en el limite
éptimo, el valor Sptimo ocurre en un vértice. Asi, el resultado es ol mi.'smo
como en el caso de un poligono convexo, con tal que el éptimo exista.  Las

pruebas en este capitulo se han llevado a cabo en dos dimensiones, por



ELEN ]
simplicidad y facilidad de comprensién. Las ideas generalizadas a n dimensio-

nes, se dejan al problema general de la programacién lineal.
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CAPITULO 2

2.0 HISTORIA DEL METORO SIMPLEX

El método simplex fue desarrollado por George Dantzig durante el afio
1947, siendo su primera aplicacién al problema de la nutricién o dieta. Y

posteriormente se le aplicd al problema del fransporte.

Entre las mejores presentaciones de la teorfa de Dantzig, ademds de la
suya, se encuentran igs de Saul Gass, Charnes y Cooper, y la de George
Hadley. Posteriormente sﬁrgieron variantes del algoritmo simplex, como el mé-
fodo dual simplex, el algoritmo primal-dual, el métod§ simplex revisado, el
algoritmo paramétrico aufo-duai y el de las bases dual y primal cmn_plemenfo-

rios.

La palabra simplex sé deriva del concepto de la figura convexa po-
sible, més simple, que tiene .exactamente un vértice mds que la dimensién del
- - - - - - :
espacio. Asi, un simplex en el espacio de dimension cero es un punto. En el
espacio de una dimensidn, es un segmento de linea con dos puntos exiremos.
En el espacio bidimensional, as un #ridngule; y en el de tres dimensiones es

un tetrahedro o piramide de cuatro vértices.

Cada una de estas figuras es el conjunto convexe mds pequefio que. con
tiene sus vértices y se le denomina el ‘cascarén convexo de los vértices. Siem-

pre que el nimero de vértices o puntos extremos sea finito, al cascarén
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convexo formado por esos puntos se le llama poliedro convexo. Los simplices
son el caso especial de los poliedros convexos que tienen un vértice mds que
el espacio dimensién y con la propiedad particular de que cada una de sus

caras o vértices, son simplices de la siguiente dimensién més pequefia.

La programacién lineal ha tomado la palabra simplex de la geometria
y la ha aplicado al proceso de localizar un vértice éptimo entre los vértices

W iy
de una regién factible, de dimensién n+t.

El método simplex es un proceso iterativo que permite realizar una ex-

ploracién dirigida del conjunto de puntes extremos de la regidn factible, lo

cual conlleva un notable ahorro en tiempo y c¢dleulos.

George Dantzig utilizé el mérodo de eliminacién de Gauss-Jordan, pe-

ra la formulacion del método simplex.

Por medic de! métods de Gauss-Jordan, resolvemos todos los sistemas
que dan una solucién, lo cual conduce o un considerable nimero de cédleculos,

incluso para los problemas de menor talla.

El nGmero total de sistemas que habria de resolverse para un sistema de
“m" ecuaciones y "n" incdgnitas, si todas las submatrices de orden "m" fueran

regulares, serfa igual a

m _ ]
Ch =
m | (-m) |
. (-]

o
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De tol forma que un problema con veintiuna ecuociones y venticuairo
v e i . . . !
incdgnitas, exigiria la resolucién de olrededor de 2 024 sistemas de veintiun

ecuaciones con venticuatro incdgnitasll La mayorfa de estos cdlculos serian

&

inGtiles, pues hay sistemas de orden "m" que no tienen solucidn,

Para el case de lo determinacign de la ruta critica o minime de una
red, utilizando una matriz de incidencia unimodular éara obtener una so|pc36n
inicial bdasica factible —previo a la aplicncién “de! método simplex— hasf'a e~
gar a la sol ucidn bptima factible, sdlo necesitomos resolver 38 sistemas de

veintiuna ecuaciones y venticuotro incdgnitas i) .
E-1-
2.1 Téenicas previas a la aplicacién del algoritmo simplex

Antes de opli;:qr &l método simplex a cualquier problemo de programa=
cién lineal, debemos considerar que tenemos qrue reducir el sistema de desi-
gualdades lineales a wna forma stdndard {variables de holgu.rc), pero si existen
variables de holguro nega’rivuls, produﬁto de una desigualdad del tipo I, ten-
dremos que insertar las variobles ortificiales paro obtener una forma conénica
que nos permita una solucién inicial bésica factible, como paso previo a la

oplicacidn del algoritmo simplex.

Para mds claridad, diremos que el método simplex se inicia con un pro-
grama lineal que-estd en forma sténdard y que, a su vez, el olgoritmo simplex

se inicia cuando el programa estd en la forma candnico, el cual consiste de

una serie de operaciones pivote y forma la subrutina principal del método simplex. -
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Como veremos més adelante, si un problema contiene variables de hol-
gura del tipo I, el méiodo simplex observard, en su aplicacién, la ejecucién

de la fose | y fase Il, para llegar a la solucién Sptima factible.
2.2 La tabla extendida
2,2.1 Variables de holgura

Cuando vamos a transformar un sistema de desigualdades lineales
a un sistema de igualdades lineales, para asi tenerlo en la forma standard, y
luego le insertamos ciertas variables de "holgura®, para poder aplicar el mé-

todo simplex, debemos de considerar lo siguiente:
2.2.1.1 Variables de holgura del tipo |
Se presentan cuando tenemos una desigualdad, asf:

Q'I'I x +G]2x2+°13 X3+ -.-'*‘Cl]n xnﬁbl

1

Para convertirla a una igualdad de "forma standard®, le agregames una varia~

ble de holgura positiva y la igualdad queda asi

at X} +q]2X2+q13X3+ ...+q-|n Xn+Xn+'|’—'-‘b]'

con Xn + 1= 0

Si todas las desigualdades son del tipo I, solamente necesitaremos apli=

car la fase | del método simplex, ya que la forma sténdard coincide con la

forma candnica.
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2.2.1.2 Variables de holgura del tipo |l
Se presentan cuando tenemos una desigucldad asi
Y

Para convertirla a una igualdad de "forma sténdard®, le agregomos una varia-

ble de holgura negativa y la igualdad queda asi

ar X1+q.|2X2+.‘..-+q.|an-Xn+1=b-|

cann+1§"'..Q

Para poder aplicar el algoritmo simplex, necesitamos una solucidn iﬁi-
cial bédsica factiblé con variables de holgura positivas. Como este caso es la
-excep‘cién, tendremos que insertar seguidamenfé las llamadas variables artificia-
les y, entonces, habrd necesidad de ejecutar la fase 1 y 1l del método simplex,

para obtener la solucién Sptima factible.
2.2.2 Variables artificiales

Como vimos en los ejemplos anteriores, las desigualdades lineales

fas pusimos en forma standard con poco o ningln esfuerzo.

Por ejemplo, la adicién de variables de holgura con coeficientes positi-
vos suministra las varicbles bdsicas necesarias para la solucién bdsica factible
inicial. Por ofra parte, el sistema de resiricciones con desiguaidades de la for-

vy

ma = no contiene soluciones basicas tan obvias.
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Lo que debe desarrollarse es una téenica para determinar una solucidn
basica factible .inicial  para- cudlquier sistema arbitrario de ecuaciones. Esta
téenica, fqmbién_, debe ser capaz de maneia‘r un problema que no tiene solu-
cién factible. Tal problema podria surgir, por ejemplo, en un modelo que con-
tiene un simple error en la formulacién o en un modelo de produccién compleja,
donde no son obvias las necesidades con un limitado nGmero de recursos disponi-

bles.

Lo idea bédsica del método utilizado para hallar una solucién bésica fac-

tible inicial es simple. . -

Introducimos dentro del prob_!émd un nimero suficiente de variab!-es Ha~
madas variables artificiales, para convertir el sistema de restricciones en la for-
ma canén;_cci, con estas variables como las variables'bésic.as. Luego c:blicamos
el método simplex, no a la funcidn obieﬁvo_ del problema .origina!, sino g ung
nueva funcidén definida en tal forma que su valor minimo es obtenido en una so-

lucién factible para el problema original.
Considérese le sistema de desigualdades lineales
Gn x] + al? x2+ ees T djn Xn = b-l

02] 'X2 + 022 X2 + o + Q2I‘!.Xh e'. b2 2.2.2.!

am! X1 + am2 X2 + ... + amn Xn = bm
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Que minimiza la funcians-
Cp Xy + CpXyF vt CnXn=2Z 2.2.2.2

Asumimos que todas las constantes bi, i = 1, ... m, son positivas.
Ahora introducimos denfro del sistema de restricciones, "m" nuevas variables:
Xn+ 1, Xn + 2, «.., Xn + m llamadas " variables artificiales", una por cada

ecuacién. E! sistema resultante ess

G]]X]+012X2+...+a-|an+Xn+1 —b]
2.2.2.3 as) X] + a2 X2 t ...t agn AXn -~ An+ 2. =rb‘2_
emy Xq + amg X2 + ... + amn Xn+Xn+m ="bm

Nétese que el sistema estd en la forma stédndard en las varigbles Xn+ 1,
«es, Xn + m. Ahora, considérese el problema de determinar el valor méximo de

lg funcign

W=Xp+ 1+ ...+Xn+m 2.2.2.4

Al aplicar el simplex, si se llegara a una solucién factible éptima, la
funcién W tomaria el valor de cero para cualquier solucién factible de 2.2.2.2

momento en el que todas las variables artificiales estarén a nivel cero.

De otro modo, cuando aplicamos el método simplex a la funcién W y si

t - » T
ilegamos a un paso en el que no podemos sino pivotear valores de W que son



mayores que cero, podemos concluir que el problema original no tiene solucio-

nes factibles

Antes de hacer el problema ejemplo, tenemos que tomar en cuenta las

siguientes observaciones de naturaleza téenica.

Primero, antes de aplicar el olgoritmo simplex a la funcién
2.2.2,5 W=Xn+14+ 00+ Xntm

El problema debe estar en forma canénica y eso se logra colocando las
variables artificiales como variables bésicals, consiguiendo con ello una solucién
-bésica factible, con el Gnico problema de que la funcién W no estd expresada
sélo en términos de las variables no bésicas. Para rectificar esto, o cada ecua-

cién del sistema de restricciones se le debe sustraer la ecuacién que define la

funcion W en 2.2.2.5.

Segundo, si las operaciones pivote conducidas por el problema de minimizar W,

se ejecutan simulténeamente en la ecuaciéns
2.2,2.2 Z=C X] + CoXgt+ .ol + Cn Xn

que define la funcion objetivo del problema original, entonces tendremos que
expresar esta funcion en términos de variables no bdsicas o cada paso. De tal
forma que si una solucion inicial factible bésica estd a ia vista en el problema

original, el método simplex puede reiniciarse inmediatamente en la funcidn Z,
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incorpordndola, asi, dentro de la notacion y las operaciones del problema de

minimizar W. .

En resumen, el primer paso del problema general en (1), reside en con-

siderar el problema de minimizar We+ W, con:

ajp Xy Fajp Xo+ oot agpn X+ Xa + 1 = by
QZ]X]+022X2+...+c|2n)'<n—Xn+2 = by -
2226 : :
ami Xy+amy Xo + oot amn Xn + Xn + m = bm
C]X]+C2.X2+...+.Can | =2
dy Xp + dg X+ oot dh Xn & Xn + 2 = Wo + W

Y . di=—(q]{+ agji ¥ «eo ¥ amj) y Wo = =(by + by + .iu + bm)

Al proceso de minimizar la funcién Wo + W, se le llama la fase | del
método simplex, y al de minimizar la funcién Z, se le llama fa fase N del mé-

todo simplex.

Cuando en un sistema de desigualdades lineales, no existen desigualda-
des de la forma &), Onicamente aplicamos la fase il, ya que a la hora de in-

sertar las variables de holgura del tipo 1, nuestra ferma sténdard coincidiré con

la forma candnica del tipo Il.

Ejemplo de variables de holgura tipe |

Minimizar 2X1 =3X2 X3 +X4 = Z
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Sujeto @ X1 -2X2 -3X3 -2X4 &3
X1 X2 +2X3 X4 & 11

con X1, X2, X3, X4 = 0
Introduciendo variables de holgura positivas, X5, X6, obtenemos:

Minimizar 2X1 -342 +X3 + X4 : = £

Sujeto a K1 ~2X2 -3X3 -2X4 + X5 =3

i

X1 X2 +2X3 + X4 + X6 11

El cual estd en forma sténdard, ya que la matriz de coeficientes ten-

drfa un vector columna identidad, en las columnas de X5 y X&.

rfl -2-3-2 10 3] Ecuacidn uno

1 Ecuacion dos

b et e e e sew o e e — e

|
2-3 1.1 0 0]0 Z

Esta forma sténdard nos da una solucién inicial bdsica factible previo a

la aplicacién del algortimo simplex, que es lo que llamamos la fabla extendida.

Ejemplo de variables de holgura tipo M

Minimizar X1+ X2+ X3=2

Sujeto a X1+ 2X2 + X3 %1
-X1 +2X3 = 4
X1 X2 +243 =4

con Xi"}- 0



Agregando variables de holgura tipo | y H, obtenemos:

Minitmizar

Suiefo

42

X1 +X2 +X3 = Z

X1 +2X2 +X3 + X4

i

X1 +2X3 X5 = 4

X1 X2 +2X3 = 4

lo cual es un problema, porque no podemos aplicar el algoritmo simplex.

Ejemplo de variables artificiales

Siguiendo con el ejemplo de las variables de holgur-c tipo I, vemos

que en ese estado de forma stdndard, no podemos iniciar el proceso de optimi-

zacién. Agregéndole variables artificiales X6 y X7, nos queda:

Minimizar

Suie{'o a

X_] +X2 +X3 = £
—X'l +2X2 +XB +X4 ! = ]
-X] +2X3 -X5 +X6 = 4
"Xy -X2 +2X3 t+ X7 =4

X6 +X7 :W'

Debiendo agregarle una funcién W, definida por las variables artificia-

les. El siguiente paso es obtener una solucién inicial basica factible, o sea re~

ducir el sistemna anterior a la forma canénica..

Sustituyendo la segunda y tercera ecuaciones de W, nos queda la ecuacién
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Xo Xy Xg =W -8

Ahora, la expresién no contiens las variables basicas X4, X4 y X7,

El sistema-queda asit

—X‘ +2X2 +X3 +X4 . o=

~X3 +2X4 --XS +X4 =4
X3 -X2 +2x3 +x7 = 4
X1 +Xp X5 = Z
que estd en la forma canénica. Matricialmentes
X4 _,xz' X3 %4 X5 X4 Xz bi
-1 2 1 1 o o o |1
|
-1 0 2 o -1 1 ol 1
: }
1 -1 2 c o o 1| 4
__________________ .’__..
1 1 ©o 0 0 0 { o] ¢i- 2z
a
o 1 -4 0 1 0 o |-8 W+Ww

Ahora sT podemos aplicar el algoritmo simplex, que explicaremos mds adelante.



2.3 La tabla condensada
2.3.1 Método matricial

Antes de aplicar la maquinaria del simplex a cualquier proble-
ma formulado en términos de programacién lineal, necesitaremos una solucidn
inicial bésica factible, que puede obtenerse mediante la insercién de variables

artificiales y de holgura, segin sea el caso, o mediante la reduccién de nues-

tra mairiz de coeficientes a la forma canénica.

Al desarrollar el método simplex, George Dantzig utilizéd el proceso
clasico de eliminacién de Gauss-Jordan, muy familiar para todosaquellos que

- han resuelto un sistema de ecuaciones lineales.

De tal forma que, un sistema de ecuaciones estard en forma candnica

siz Posee un conjunto de vectores columna unitarios.

Ejemplo 1: P} P2 P3 P4' P5 P(, bi’

1 5 -2 0 4 0 l-2
o 4 1 1 o oi 8
6 -2 7 0 3 1| 4
6 o0 0 0 0 oi 0
o o o o o oi 0

Los vectores Py, Py y Pgson vectores columna unitarios, cuyos "unos”

aparecerian exactamente en la diagonal si los reagrupamos.



45

Esta matriz, tal -y como se presenta, tiene una solucién inicial bédsica

factible que permite la aplicacién inmediata del algoritmo simplex.

Este mé-

todo maitricial es ung altemativa al de insertar variables artificiales.

Eiemplo 2
2X1 +X2 -3)(3
X1 -Xs
X2 - X3

La forma matricial es

e e e by ity o e it el et

+2x4
+ fX4

..X4

Resolver el sistema siguiente:

Xg +Xg = 4
X5 X =0
+X5 =1
+2X5 -3y =2

Luego de operar obtenemos:

/2 0 -53 0 0
2 0 =32 1 0
¥2 0 -37/6 0. 1
o 1 276 0 o0

11 3/2]
I
0} 2
|
{
016
l
0 1-7/2]

Esta Oltima matriz estd en forma canénica, ya que posee cuatro vecto-

res unitarios que al agruparlos forman una matriz identidad cuadrada.
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2.4 El método simplex

El primer paso en el método simplex para resolver el problema general,

. » . i wo» . *
consiste en convertir el sistema de m desigualdades lineales

app Xy fajp Xp te.. +agn S by
23 . . 2 . 2.2.2.1

amy X3 +amp Xy +... +amn Xn £ bm

A un sistema de 'm" ecuaciones lineales. Esto se hace mediante la

insercidn de las llamadas "varicbles de halgura”. Xn +1, Xn +2 ... Xn +m,

una en cada desigualdad, de manera que 2.2,2.1 se convierte en:

ary X1 +ay2 X2 taes tayn Xn + Xn +1 = by
any X] +'022 X2 e +q2n Xn + Xn +2 = b2,

L] » - L

. . . . 2.2.2.3

amy X] tamy X +... tamX + Xn +m = bm
El problema de la programacién lineal se puede présentar ahora como
sigues De entre todos los conjuntos de puntos (X1, Xo, ..., Xn +m) que satis-
facen 2.2.2,3, con cada Xj no negativa, se trata de hallar aquel punto.

(X1, X9, «+e; Xn + m) que minimiza la funcién lineal:

Z = C'I }(] + C2 X2 + e +Cn XH ' 2.2.2.2



Ung Qez q;_:e el punto de mdximo (-'-)-(-], -X-Q, asey Xn + m) se ha encon-
trado, la respuesta al problema original es sim;;ﬂp;men’re el subconjunto (R], iz,
eve, Rn). Las variables de holgura son Gnicamente un artificio para llegar ra
la solucian‘éptimc, y puedeﬁ o no tener un significada fisico, en problemas in~

dividuales.

El teorema bdsico del método simplex dice, en efecto, que el conjunto
(X], X2, cve; Xm + n) que maximiza 22.22 sujetq a 2223, debe necesaria=
mente poseer m elementss que son ceros. Si conociéramos cuales coordenadas

son cero en el 4ptimo, podriamos insertar sus valores en 22.23, este Glitimo sis=

+

» V Y o L] w i * . i -
tema seria entonces de m ecuaciones con m inedgnitas y podrid resol verse alge-
braicamente para hallar el dptimo. Sin ese conocimiento, debemos contentarnos

con’ un procedimiento secuencial que nos lleve a la solucién.

El procedimiento se describe oslit  Escogemos K de lasth +m" coordena~
dos y les usfgncmos el valor cero. Usando estos valores, resol vemos las ecua-
ciones de restriccién para los m coordénadas que quedan.. Si cualquiers de ellas
resulta negativa, se desecha esta solucién porque viola la restriccign de positi-
vidad y se busco ofro conjunte de K" coordenadas o las que se da el valor cero.
Si alguna de las coordenadas resulta negativa, tenemos lo que se llamo una so-~
lucién factible, que es el punto de partida del proceso iterativo. La técnica
del simplex nos permite probar la optimalidad de lo solucién factible y, en ca-

so de que no sea 4ptima, proceder directamente a una solucién foctible diferente,

con una Z mejor. Finalmente, lo técnica debe llevarnos a una solucién gptima.
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2.5_ El c!gﬁri‘rmo sfmpi ex
Los siguientesA pasos se apiiccn cuando el problema estd en forma candnica.
2‘.5.1 Fase |
2.5.1.1 Optimizacién de la funcién -W
2.5.1.1.1 Si. todos los di = 0. Pasamos de inmedicto a optimizar la funcién "£",
2.5.1,1.2  Si a]gunos_ di>0; los eliminamos del proceso iterativo.

-

2.5.1.1.3 Si existen di« 0, procedemos al proceso de seieccib_nar fa columna

de entrada, asi
ds = Minimo di (el més negativo)
2.5.1.2

2.5.1.2.1  5i todos los aig = 0, no hay solucién factible. La funcidn objeti-

vo =W no tiene cota inferior.

2.5.1.2,2 Si existen algunos ais> 0, escogemos de entre ellos la fila de en-
4 ..
trada que, al intersectarla con el di minimo, nos indicard el vec-

tor pivote. Esa fila la escogemos de la siguiente relacién:

br =  Minimo {bi ] QAjg > 0}
ars ats

Obsérvese que la condicidn ajs>0, evita que suceda 2.5.1.2.1
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2.5.1.3

2.5.1.3.1  Si después de pivotear, cbservamos que todos los di >0, implica

que no hay soluciones factibles.
2.5.1.3.2 Si luego de pivotear, algunos di 2.0 regresamos al paso 2.5.1.1.3.
2.5.1.3.3  Si todos los di = 0, pasamos de inmediatc; a optimizar la funcign@".
- 2.5,2 Fase- i
Optimizacién de la funcién "Z".
2.5.2.1
f.5.2.1.l Si todos ios E}O, hemos QICUnZdao'e! valor minimo de la funcién.

2.5.2,1.2  Si algunos ci <0, escogemos de entre ellos la columna de entrada,

asis
C*s = Minimo Ci (el més negativo)
2.5.2.1.3 Sird!guncs a>0; los eliminamos del proceso iterativo
2.5,2.2

2.5.2.2,1 Si todos los ?{5'5’-«'— 0, no hay solucién factible. La funcién "Z" no

tiene cota inferior.
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2.5.2.2.2 Si existen algunos ajs>0, escogemos de entre ellos la fila de en-

trada.

_lir* =  Mihimo {-‘3—.—{“ \ ajs > 0}
a*rs . aig

2.5.2.3 Si despuds de pivotear, algunos C;j< 0. Regresamos

al poso 2.5.2.1.2 de la fase Il.

2.5.2,3.1 Si después de pivotear, todos los C; 2 0. Hemos alcanzado el va-
for minimo de la funcién primal "&", es decir, la solucién Sptima

factible.

2.5.3 Tabla del método simplex

Vbzziirggig (:f;;:?gliss Variables o‘r’rificicles Consg?nfes
Xy T Ko | X, (Kad 1 | X2 [ ... X Fm P

An +1 a1y | a5 | 9in | ] ' 0 e | O by

X, +2 agy | an o2, t O 1 .ol 0 b2

Xn.+m °r.n'| ﬂ'ms o;m 0 6 6 .1 t;m

-z G lc | cnlo | o o] o 0

-W dy d, d, 0 0 0 0 - by
O+ Tndica el vecior columna de entrada. Tobla 200

O : Indica la filo de entrada.

% - Indica el vector "no 0til* y que debe eliminarse para los futuros céleulos.
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Problema ejemplo de la fase | y. Il
Minimizar Xy +6Xy 7Kz +Xy +5X5 = £
Sujeto @ - 5Xq =4Xp +13Xg -2Xg + X5 £ 20

. X] —X2 +5X3 —X4 + X5 < 8

ya que los términos censtantes son positivos, iniciamos la fase 1l del método

simplex con el siguiente sistema aumentade:

5K -4Xy +13X, ~2X4 +X5 +Xg = 20
Xy =Xo +5X3 X4 +Xg X7 = 8
X} +6Xy -TXg X4 +5Xg Z = 0

que estd en forma sténdard.

Reduciéndolo a la forma candnica y sustrayéndole a la {ltima ecuacién

la suma de las primeras dos, nos queda:

5X1 -4Xg +13Kg ~2X, +X5 X, = 20
X'i ~Xg +5X3 ....X4 +X5 +X7 = 8
Xy +6X ~7X3 +X4 +5Xs -Z = 0

-6X] +5Xg ~18Xg +3Xy ~2Xs W = -28
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Aplicando ahora el algoritmo simplex, la tabla del méitodo simplex queda:

CICLO 1 DE LA FASE 1

BASE X1 X2 X3 X4 X5 |Xe6!| X7
X6 5 -4 (3 2 1 1 Jo 20 20/13
X7 1 -1 5 -1 1 0 i 8 8/5
-z 1 6 ~7 1 5 0 0 0 —
W -6 5 3 =20 |0 -28 —
VecTor rivoTe: X3; vEcTor saLienTte: X6
CICLO 2 DE LAFASE 1
BASE X1~ X2 X3 X4 X5 X7
X3 5/13 -4/13 1 _2/13 1/13 0 20/13 20
X7 -12/13  7/13 0 -3/13 (§/13) 1] 4/13  1)2
-Z 4813 50/13 0 a/13 72713 0 1140/13 —
-W 12/13 ~7/13 0 3/13 [8/13 0] -4/3 —
Vector FivoTe: X5, vecTor saLiente: X7
CICL.O 3; FINDE LAFASE 1 E INICIODE LA FASE 2
BASE X2 X3 X5 :
X3 -3/8 1 0 3/2 417
X5 (/8 o 1 4/8 4/7
Z (1] 0 0 8 —
W 0 0 0 0 _—
Vector pivoTe: X2 vECTOR sariente: X5
CICLLO 4 Y FIN DE LA FASE 2
BASE X2 X3
X3 0o 1 12/7  —
X2 i 0 Y A—
Z 0 0 60/7 —
LA soLucton BPTIMA SE OSTIENE PARA Z= -60/7, EN; LAS COORDENADAS

(0,4/7,12/7,0,0).
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2.6 Andlisis gréfico del método simplex
2.6.1 Maximizacion

Nuestra incapacidad para visualizar més de tres dimensiones, li-
mita severamente nuestra comprensién para la interpretacion geométrica; por
fo que nos serd muy 0til proceder por analogia con ejemplos relativamente

simples. Para empezar, consideremos el siguiente problema:

Sea: Xy +Xg = Méximo la funcién obijetivo
Suiefo as X] + 2)(2 $-8 X] > 0

X; +Xg %5 X% 0

*

Esto estd tipicamente ploteado en el llamado “espacio solucién™, que

utiliza las voriables estructurales como coordenadas.

Figura 2.1

* Algunos o laman "espacio restringido™.
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. . - - 1 T
La "region factible” es el "poligono convexo™ que se indica por un
achurado, de forma que cada vértice corresponde a uvna solucién bésica. Y
"el nimero total de soluciones bdsicas no debe ser mayor que el nimero total

de variables”.

En nuestro problema, la funcién obietivo es F_(X]’XQ) = X +Xp. S
consideramos "Z" como un parémetro y graficamoes Z = X} +X5, para varios

valores de £, tendremos una familia de !fheas paralelas con pendiente -1.

Algunas de esi;as lineas es probable que intersecten la regidn factible y
entonces habrd muchas soluciones Factible#, en tanto que otras no acertardn Ys
por lo %c:nfo, no habré solucién factible. Nuestro interés, es hallﬁr la linea
de esta fc;.miiia, que intersecta !a‘ regién factible y que es la més alejada del

origen, ‘asi como tiene el valor més grande para Z.

I 1 = i\i\\a\i\i No Figura 2,2

De la grafica, en la figura 2.2, vemos que para M = 5, se efectba el
trabojo. Intersecta a la regién factible en el vértice (2, 3), pero esta solu=

cidn no es nica.



Obviaménte, cualquier punto factible sobre la finea X +Xo = 5, da

una solucién Sptima; "siempre y cuando esté localizada entre los vértices

(2, 3 y (5, O)".
2.6.2 Minimizacign

Vamos a considerar ofro ejemplo de un problema lineal, un ca-

so en el cual la funcién objetivo debe minimizarse.

. Sea: 13X1 +5X2 = Minimo = f (X3, Xo)
Sujeto a: 2 +Xop = 11

X +4X9 2 12

Como en el primer ejemplo, graficamos la regién cerrada correspondien-
te a cada restriceién y hallamos la interseccién de esfols planos. Nétese ql.:e..
ahora la regién factible, indicada por el achurads, es inFini’r.a en extensién,
ya que incluye todas las lineas que estén arriba de las funciones FESfI'ECHVG-S-
Un mdximo, en este caso, serfa imposible de hallar. Lo que chora buscamos
en un minimo. Consderemos el pardmetro Z = 13X; + 5X, y dibujemos la Ii-
nea para 'varios valores de £Z. De esta Fénnc, estamos buscando una linea de

esta familia de lineas, que intersecte a la regién factible y que esté tan cer~

ca como sea posible del origen.
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\ X
o2

|

Figura 2.3
Note en la figura 2.3 que la linea apropiada es Z = 68.71 y que la
solucién ‘factible éptima, ocurre en el vértice (32, 13) « Aquf observamos
_ 7 7 :
que la solucién es Gnica, o diferencia del ejemplo anterior.
Tanto el andlisis gréfico de maximizar o minimizar una funcién objeti-
vo, sujeta a ciertas restricciones lineales, nos muestra claramente la forma en

que el método simplex trabaja.
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2.7  Interpretacién tridimensional del método simplex

La siguiente interpretacién tridimensional del procedimiento simplex,

fue desarrollada por Hoffman, Mannos, Sckolowsky y Wiegmann.

Sean los P'1, P'y, ..., P, vectores, del espacio-dimensional (m+ 1);
que se obtienen de los coeficientes C{, Co, ..., C, respectivamente, Al
adjuntarlos a los vectores columna p1, po, «ee, Pn del espacio dimensional
"m". Es decir, par-a cada P'j el correspondiente cj, llega a ser la (m +]-).
ava. coordenada. Sea "C" el cono convexo del espacio (m +1}, determi-
nado por P'y, P'y .ev, P'. Sea "B", una linea en el espacio (m +1), que

consiste de todos los punfos, cuyas primeras m coordenadas son b, by, ...,

bm. Supondremos que esta linea es generada. por un vector P'o del espacio

t

.b._Y

dimensional (m +1), cuyas primeras "m" coordenadas son b1, b2, ..., b

en cuyas.(m +1) avas. coordenadas toma todos los valores. El objetivo del
célculo, es hallar el punto mds bajo de "B", que estd también en "C"; eso

es el punto de "B" en "C" cuyas (m +1) avas coordenadas, es un minimo..

La técnica del cdlculo es como sigues

Suponemos que los primeros "m™ vectores Py, P'y, ..., P' son lineal-
mente indeperidientes y tienen la propiedad de que el cono "m" dimensional

"D", que ellos forman contiene un punto de "B".



Esta propiedad, es equivalente a decir que los "m" vectores son la base

admisible, o sea, corresponden a una solucién factible.

El higerpiano* que contiene a "D", divide a los restantes vectores P'|
en dos grupos. Un grupo estd sobre el lado de! hiperplano que contiene las

{m +1) avas coordenadas positivas del eje.

El segundo grupo contiene a todos los vectores que estdn debajo del hi-
perplano y que estdn disponibles para ser seleccionados como una vieja base
" de vectores, Cada vector de este segundo grupo, pﬁede unirse al hiperpiano
que contiene "D", por un segmento de I.i'nea paralelo a las (m +1} avas

- coordenadas del efe.

¥ HIPERPLANO: "Una condicidn lineal en Eg, tal como X7 My +X3 Mg =
' a, donde Xy, X2 y "a" son constantes, definen una Itheq.
Una condicién lineal en E5 define un plano.
El correspondiente objeto definido por una condicién li-
"neal en Enes liamado un hiperplanc.
Un hiperplano H (X, a) en En, es el conjunto de todos
los vectores "U", fcdes que X.U = a,para uvha dada X #0
y un ndmero real "a". Un hiperpiono divide Ewen dos
medios, que son H’(X, a) = (U }X.U =aq); H X, q =
(U]X U = q).
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Sea P'k, el vector con la propiedad de que su "segmento de linea" es
el mds largo. Esio es equivalente a seleccionar el vector con el MA'X (Z]
-Cj}> 0. Luego P'k y cierto conjunto de los m =1 vectores P'y, P'g ...,
P'm tienen la propiedad de que el cono m-dimensional que ellos forman, con-
tienen un punto de B y este punto serd mas bajo que la inferseccién de D

con B.

Reemplazamos -el vector descartado, por P'% y continuamos el proceso

hasta que haliamoes una solucién minima.

Ejemplos Consideremos el problema de minimizar:
5X1 +3Xg +4Xg +6X4
Sujete a las condiciones:

X1 +3Xgp +5X3 +6Xy4 = 3

1}
W]

6X1 +4X2 +2X3 +X4

con  Xj{=0
De tal forma que obtenemos los vectores:
] | 3 5 6
P'-l = 16 P'2 = 14 P'3 = 2) Py= {1
5 3 4 _ 6

Y los ploteamos segin la figura 2.4
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j

Figura 2.4

Sabemos Que existen soluciones factibles, desde el momento en que la
linea B intersecta al cono C. Fécilmente podemos demostrar que P'| y Py
son linealmente independientes y que Po puede expresarse como una combing-
cién positiva de Py y Pg; determinamos el cono bi-dimensional formado por
los vectores P'y y P4 (figura 25). El punio Py estd debajo del hiperplano

que contiene a D, una distancia Z,.

(X1i C1 +X5j C2 +... +Xmj Cm = Zj con j =Y, ..., n) y P'p esid de-
bajo del hiperplano que contiene a D, una distancia Z2 -Cg. El valor co-

rrespondiente para la funcién objetivo, estd dado por Z.



61

Debido a que Zy ~Co > Zy ~Cj3, iniroducimos Pz a la base.

De la figura (2.5), vemos que Po puede expresarse como una combina-
cién positiva de los vectores Py y Py, pero no puede expresarse como una
combinacidn positiva de Pp y P1; es decir, Po no estd contenido en el cono
generado, por los vectores P1 y P2. De esta forma, 'i-n’rroducimos Py a la ba-
se y eliminamos Py, obteniendo una nueva base con Py y P4. Para esta nue-
va base, podemos realizar un andlisis similar, luego del cual introduciremos

a Py dentro de la nueva base, el_imiﬁando a P4.

Esta nueva base, formada por los vectores Py y P3, corresponde a la

G B P4

solucidn minima.

Z3-Cy
Py
Z
/'" .
AN .
\ \
Py
/N
i I s
1 . / }
’ P .
/ 2 - Figura 2.5
También podemos interpretar el método simplex, en términos de movernos

P
de un punto exiremo a ofro punto exiremo adyacente.



2.8 Solucién no acotada
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Una solucién no acotada ocurre cuando una funcién objetivo, que estd

W [

siendo maximizada, puede igualar al +oc o cuando una funcién objetivoe que

- N * - - - h u
estd- siendo minimizada puede igualar al ~cc.

El siguiente ejemplo ilustra
esta situacidn.

Maximizar

X1 +2X9 = Z
Sujeta a X1 =X2 45

X1 10 , con Xi=0

Un andlisis gréfico de este problema, muestra que la regidn factible se
extiende a lo largo del eje X2 hasta el infinito. Debido a que la funcién

objetivo contiene a la variable Xy con un coeficiente positivo, aqumentard

indefinidamente asi’ como X2 incrementa.

Figura 2.6



El problema escrito en forma candnica, queda asi

Maximizar X} +2X2 = Z
Sujeto. a X1 =Xg9 +X3 = 5
X1 +X4 = 10

Y la tabla para aplicar el simplex queda de esta forma:

Xy Xy X3 X, b bi/aij
X3 1 -t 1 0o 5 -
X, | 17 o o 1 10 10/0 = + oc
z 1 0 c 0 Tabla 2.2

Como se observa en la tabla, la variable columna-entrada es el "2,
Pero el Gnico coeficiente positivo disponible para tocalizar ol vector de sa-

lida es cero, pero 10/0 = +oc i el problema no tiene cota superior |]
(-]



2.9 Degeneracidn

Dos formas de degeneracién, pueden ocurrir en los modelos de la apli-
cacién del algoritmo simplex de programacién lineal, los cuales trataremos se=

guidamente: La redundancia y el ciclo.
2.9.1 Redundancia

Esta resulta de restricciones redundantes —pero consistentes—. y

no causa dificultad, excepto por el cdlculo aritmético extra.

El problema de la redundancia, reside en que en el sistema original de
restriccicnes, una ecuacién o algunas ecuo-ciones son "combinqciones lineales"
del resto de ecuaciones del sistema. Esto ocurre muy a menudo y sucede cuan-=
do se introducen dentro aei, pr_obiemc:., un ndmero mayor de variables que las

necesarias. -

Claramente, sin embargo, si un sistema de ecvaciones estd en forma ca-
nénica, no pueden haber ecuaciones redundantes a causa de la naturaleza ais=
fada de las variables bésicas. Parecerfa —a primera vista— necesario eliminar
las ecuaciones redundantes del sistema de restricciones, antes que la macfuinq—
ria del simpiex se aplique al problema de la programacién lineal. Afortunada-
mente, este no es el caso. En el ejemplo que desarrollaremos, demostraremos
que las redundancias existentes en el sistema original de resiricciones puedén

descubrirse y que las deficiencias causadas por la pérdida de un conjunto
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completo de variables bdasicas del conjunte original de varigbles, puede com-
P | r P

pensarse por la presencia de las varigbles artificiales.
Asi, supbngase que después de varias operaciones pivote, el valor de
la funcién "W" llega a ser cero. Si g esta alturg ninguna variable artificial
la "base", el si iginal d icciones deb
permanece en la "base”, el sistema original de restricciones debe estar en
forma canénica y no contiene ecuaciones redundantes. La fase Il del método
simplex de minimizar o maximizar la funcién "Z" puede empezar seguidamen-

te.

Nétese que "W" es la suma de las variables artificiales y que hemos ql-
canzade un punto en el proceso simplex en el cual el valor de "W" asociado
a la solucién bdsica factible es cero, por lo tanto, esas varigbles artificiales

. . u *
deben estar o nivel cero o, en otras palabras, los términos constantes "bj" .
de las ecuaciones de restricciones que contienen las variables artificiales de-
benser cero. Es en este momento cuando intentamos reemplazar estas varig-
bles artificiales de la base con varigbles del conjunfo original. Pero si se-
guimos pivoteando y llegamos a un punto en que los coeficientes correspon~
- 11 .- i [1] 13 *--
dientes ala "ecuacién redundante™ son cero, es decir, los aij = 0, podemos
concluir que a causa de las redundancias, es imposible hallar un conjunto

completo de "n" variables bdsicas, del conjunto original.

En efecto, el nimero de ecuaciones redundantes igualaria al ndmero “de

variables artificiales que permanecen en la fila con coeficientes cero. Sin
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embargo, la fase Il del método simplex —de optimizar la funcién "Z"— pue-
de iniciarse en la tabla y las filas de ceros correspondientes al resto de va-
riables artificiales, ignorarse (ver tercera fte‘rqcién del ejemplo, con X7).
En esencia, esta tabla que ignorg las filas ceros, corresponde a un sistema de
ecuaciones independientes en forma candnica y equivaieni‘e al sistema original
de restricciones. ' “

Seguidaménfe, el ejemplo ilustrativo.

R

Ejemplo de redundancia:

Minimizar X1 +4Xg +3Xq +2X4 = Z

Sujeto a Xy +2Xo + - +X4 = 20
éX]wx2+ .X3 = 10
-X1+4%9-2X3  +3X4 = 40

| con X; 20

Agregando las variables artificiales X5:r Xg ¥y X7i Y expresandoe W =
X5 + X6 +X7, en ’rérminos de Xy, Xo, X3, X4; _el sistema queda en la si=-

guiente forma candnica.

X1 | +2X 9 | +X4 +Xs = 20
2X1  + Xo X3 +X6 = 10
-X1 | +4Xy =2X3  +3Xy | +X7 = 40
Xy Xy +3X3 42X, = Z

=2Xy =7y + Xz —4Xy ‘ = =70 +W
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AeLicanpo Arora EL ALgoriTMmo SimeLex!

CICLO 1 DE LA FASE 1

BASE X1 X2 X3 X4 X5 |X6|X7  bi br /dit
X5 1 2 0o 1 t]o]lo 20 10
X6 2 ® 1 o o 1|0 10 10
X7 41 4 -2 3 0|0} 40 10
Z 1 4 3 2 olo]o 0

W -2 1 -4 0]0f]o0 0

Vecror pe saLinal X6 (N:’:TESE LA PARIDAD EN LAS RELACIONES br/dir.
Escocemos eL Clif  mAs erqusfo o sea 1.)

VecTor BE ENTRADA: X2,

TasLa 2.3
CICLO 2 DE LAFASE 1
X5 -3 0 -2 @ i1 0 0 -0
X2 2 1 1 0 0 0 i0 -
X7 -9 D -6 3 1140 1 0 0
~Z -7 0 a1 2z j0 0 =40
W 12 0 & (@ |o o o

Vecror pe enTrADAIXE; veEcTor DE saLipal X5 (La PARIDAD EN LAS RE LACIONES

bt /air €5 cussrAba For L Oird 0, cuE Es EL MINIMD.)

TasrLa 2.4

CICLO 3; FINDELAFASE 1 E INICIODE LA FASE 2

X4 =3 0 [-2 1 0 0 -
X2 @ 1 {1} 0 0 10 5
X7 0 0 0 0 1 0 —
-Z 0|3} 0 0 -40
-Ww 0 0 0 0 0 0
Veetor pivore: X1; vector saLiente: X3,
TasLa -2.5
CICLO 4 Y FIN DE LA FASE 2
X4 0 3/2 1 0 15 —
X1 1 1/2 0 0 5 —
X7® 0 0 0 1 0 e
Z 0 1/2 0 0 35 —

*La variasLe X7 £5 UNA VARIABLE ARTIFICIAL, LO CUAL IMPLICA LA EXISTENCIA DE

LA REDUNDANCEA,

TABL..; 2.6
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2,.9.1.1  Interpretacién geométrica de la redundancia

Geométricamente, un problema "degenerado por redun—
dancia”, es aquél en el cual el vector Po descansa sobre un plano limitado o

una orilla del cono convexo, definido por sus vectores bdsicos..

Asi, en la siguiente figura, el vector Po puede expresarse como una
combinacidn lineal positiva de Py y P9; asimismo, puede expresarse como

una combinacién lineal positiva de Pl, P2 y P3, teniendo a X3 = 0.

Figura 2.7
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2.9.2 El ciclo

A besar de que no existan restricciones "redundantes”, algunas
variables "bésicas iniciales”, pueden permanecer a nivel "cero” a través de
varias iteraciones. Pero cuando se escoge U‘I"ICI de estas variables como varig-
ble de salida, entonces ocurre "el ciclo"”, en el cual el procedimiento itera-
tivo retorng a la misma "solucién bdsica inic.ial "y el ciclo continda indefini—

damente.

A estas alturas sabemos que la cantidad de soluciones bdsicas factibles,

en un problema de programacidn lineal, es finito,

Existe degeneracién por ciclo, cuando una o varias variables bdsicas tie-

nen el valor "cero".

La condicién necesaria y suficiente para que, al menos, una variable
basica tome el valor cero, "es que entre en la base en lugar de ung varia-
ble que ya es nula” y "que el minime calculado con el criterio del simplex,

no sea Unico” (estas dos condiciones no se excluyen mutuamente).

Si existe la "degeneracién" y no se ha alcanzado una solucién bdsica
factible dptima, ocurrira el ciclo y retornaremos a la solucidn inicial bdsica

factible, obteniendo el mismo valor para la funcién objetive "Z",

Otra respuesta al origen del ciclo y cémo se le determina en la précti-

ca, es la siguiente: "Las soluciones degeneradas son posibles cuando los
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términos constantes "bi", del vector solucién, tienen una relaciér; muy  espe-
cial con los coeficientes de las variables basicas. Esto es muy claro, va que
el proceso de reduccion de uno de los conjuntos finitos de formas canénicas,
depende Gnicqmenfé de los coeficientes y NO del vector columna solucién
"bi", |

~

A pesar de todo lo anterior, es una practica muy comidn basada en la
solucién de millares de problemas de programacién lineal por el método sim-
plex, el que cada problema estd muy cerca de la degeneracién (semidegene-

racién) en alguna etapa del proceso y ninguno ha formado jamds el ciclo.

Podric pensarse que, debido a que la semidegeneracién ocurre muy fre-

cuentemente, habrign muchos casos de ciclo. -

Sin embargo, hasta la fecha nadie ha informado de la aparicién de un
caso de ciclo, excepto en los problemas tedricos construidos por A, J.

Hoffmann en 1951 y E. M. L. Beale en 1955,

El ejemplo de Hoffman, consisiia de ires ecuaciones y once varigbles y

fa solucidn inicial bdsica factible se repetia cada 10 ciclos indefinidamente.

Por su parte, el de Beale tenia tres ecuaciones y siete variables y la

solucién inicial bdsica factible se repetia cada 7 iteraciones.

Seguidamente, el problema ejemplo debido a Bedle:



Minimizar

1/4 X1 -

Sujeto g

X3

-3/4 Xy + 1 50Xy ~1/50 X3 +6X,

60Xo -1/25 X3 +9X4 + X5

+X6

+X7 =

con Xi = 0

2.9.2,1  Problema-ejemplo de ciclo de E. M. L. Begle

- " - _!o
[Pasis Bl X1 X2 | X3 | X4 |X5 | X6 |[XT7
i -3 150 | —34 6 o 0 0;
X5 o |o (? -60 | —31 ¢ 1 o |o
X6 o o —90 —3o 3 0 iifo
X741 0 |1 0 Y 1 0 0 0 11
' ,o 3 ~150 140 -6 0 0 |o
CICI.O 1 Tasra 2.7
o —
X1l _31o 1 ~230 | —44, 36 4 0 0}
X o}o 0 . {30 %] ~15 | —2 1 }o
L(. 011 0 .0 1 0 0} o 3_!
0 | 0 30 %o| ~8 | -3 0 (o
CICl.O 2 TacrLa 2.8
i
XLi_s70o0 1 ¢ @ —84 —-12 8 {0
x2| 150{o] o 1| %5 | -3 | -¥s]| 24 |0
X7 011 0 0 1 0 0 0 {1
- 40 o 0 . __‘35'5-'{ =1 | —1| -1 [0
s o i
CiCl.Oo 3 Tasea 2.9
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X3

—3%0 0 i 25( 6
x2 1 150 1 0. —~1¢s |0
X7 0 0 —25 i

0 0 -3l0

CICLO 4 2.10
X3 115, 10,500 71 |70 150 [ 0
X4 w]ro | -1 —2410
X7 —-10,500 | " 0O 0 150 | 1
—120 0 0 -11]0

CICLO 5 2. 11
X6] 0 }o 87 210 3 0 -3 of
X4t-6 Jo| 3¢ —30 . =3sp | 1 0
X7| o- 1 0 0 1 0 1{
0 % --330 VN 0 2 "o_{

CICLO & 2.12
X5 o0 Jo —60 — g 9 1 0 0
X6l o0 Jo —90 —150 3 o 1 0
X7 o 1 0 -1 0 0 0 1
3 | —150 1, 6 0 0 {o

CICLC 7 2.13
EL cicro 7 S EXACTAMENTE 1GUAL AL CIcLO 1. E.

conNTING A INDEFINIDAMENTE PER SECULA SECULORUMII
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Desde el punto de vista matemdtico, era necesario garantizar la validez
del algoritmo simplex para cualquier caso, utilizando un procedimiento que

evitara la repeticién de una base.

 El problema principal era hallar la forma de evitar el ciclo, que inciu-

yera poco trabajo extra, hasta donde fuera posible.

Fue asl como se pensd en “"reemplazar el problema original por un pro-
blema generalizado, en el que no fuera posible la degeneracién por ciclo y
que, por consiguienté, garantizara una variacién NO NULA de la funcién a

optimizar".

Los dos procedimientos mds conocides, para evitar la degeneracién por

ciclo, son:

1.0 La técnica de las perturbaciones, desarroliada por.A. Charnes; vy

2,0 El método del ordenamiento léxicogrédfico de los vectores, desarroliado

paralelamente por G. Dantzig, A. Orden y P. Wolfe.

El método lexicogrdfico posee la ventaja de "no utilizar mds que la no-
cién algebraica de Orden"”, en tanto que el de Charnes, se apoya en la no-

cién de limite.
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‘.

2.9.2.2 La técnica de las perturbaciones

*

De la interprefacién geoméirica de la redundancia, va-
mos a utilizar los mismos vectores para explicar la téenica de las perturbacio-

nes y cdmo evitar la degeneracién por ciclo.

Si periurbamos el vector Po, de forma que descanse dentro del cono
convexo, determinado por los vectores Py, P2 y P3, tendremos una solucién
bésica factible no degenerada. Y esto podemos hacerlo, al tomar una com-
binacién lineal positiva de esos vectores y agregarlos a Po, sin que ello al-

tere o destruya el problema original.

Figura 2.8
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Tomamos una combinacién lineal positiva, que sea pequefia asi:

2 3

& Py +€“ Pp t&” P3

Donde el exponente de e depende de la columna y e es cualquier nimero po-

sitivo pequefio.
Las restricciones .para el nuevo problema serian:

Po (&) = X1 Py +X2 P2 +X3 P3 = Po +eP +e2 Pg + €3 P3

Ejemplo:
BASE X1 X2 X3 X4 X5 X6 bt bt fars
X1 1 0 -1 s ¢ 4 2 1/2
X3 §] 0 4 3 1 4 2 1/2
Xe 0] 1 3 1 0 -1 1 —
-7 §] 0 2 «1 0 5
Tana 2.14

En este problema vemos que hay paridad en el minimo {_P_l_[ alj >0}
aif

O sea, la columna que hay que perturbar es la "bi".

De hecho, la perturbacién previene la "degeneracién por ciclo" en to-
das las iteraciones sucesivas, lo cual a su vez garantiza un cambio en el va-

lor del programa de cada iteracién.

Este cambio positivo en el programa asegura que ninguna solucién puede

generarse por segunda vez y, por lo tanfo, no puede producirse el ciclo.
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Si hacemos & = 0.01, que resulta muy grande, pero adecuado para nues-

tra perturbacidn, calcularemos la nueva fila del vector "bi".

bl =2+ 1 (0.01) - 1(0.01)3 + 5 (0.01)% + 4 (0.01)6 = 2.0100011
b'2 =2+ 4 (0.01)3 + 3(0.01)4 + 1 ©0.01)° + 4 (0.01)® = 2,000004
b'3 =1+ 1 (0.01)2 + 3(0.01)3 + 1 (0.on% - 1 (0.01)6 = 1.000103

BASE [ X1 X2 X3 X4 X5 X6 b br /ars
X1 1 0 -1 5 0 4 | 20100011 |0. 5025003
X5 0 0 4 3 1 @ | 2.000004 |0 5000001

- Xe 0 1 3 1 0 -1 |1 000103 —

-z 0 0 2 -1 0 5

TasLa 2,15

bl' 1
Como vemos en la tabla, la paridad se rompié entre Ios(a?f) s vyla

rdxima solucién serd "no degenerada”.
p

Los calculos pueden continuarse hasta cbtener fa solucién éptima.  Se

elimina la perturbacién y se obtiene la solucién del problema original.

Seguidamente, el ejemplo de Beale resuelto por la técnica de las per-

turbaciones.
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2.9.2.3 Problema~ejemplo de Beale, resuelto por la

técnica de las perturbaciones de A. Charnes.

La primera consideracién tedrica del problema se debe a Saul |. Gass,

que lo resolvié utilizando la técnica de las perturbaciones.

: - - - mmmpepe—— - F—
Bast | B |xt] x2 |"'x3-F'xa | x5 | x6| x7
z -yl 1ol 6] o | o | o
X5 | 0 0 (;;7%) —60 | —145 9 1 0 0
X6 0 0 —90 | —1¢,| -~ 2 0 1 0
X7 0 1 0 0| 1 0 0 0 1
0 340 —150| 3o | —6 o 0 0

CiCLO TasLa 2.16
'Xl ~3 0 1] —240 | —4¢5 36 4 1 g 0

X6 0f o© 0| GO 3% | -5 -2 | 1 0
X7 v 1 0 0| 1 0 i} 0 H
0 I 0| 30 T¢a | —33 -3 0 0

CICLO 2 TasLa 2.17
X1 -yl o 1| o 85 | —84 —12 8| 0
X2 150 0 0 1 @ —1¢ sl o 0

X7 o] 1 J o] o | 0 0 0 1

' 0 {-0] o | %5 | —18] _1I —1| 0 |

CICLO 3 Tasea 2.18



1 3 0 1| ~160 0 —4 —44 1.0 |
X3 —}éz 0 0 500 1 ~250 | —100¢ | 504 0 !
X7 0 1 0] —so0| o (Z50) 1094 § —5% 1!

oo e o T 2T s u 0|

CICLC 14 TasLa 2.19
L X1 ~3%1 3. 1l -1e8] o 0 ~% | K s
X3 114 il 0 0f 1 0 0 0 1
X4 | el 5ol O -2 0 1 —Ms | Mo
‘ s o =36 0 | 0 % | -1 | Mas
CICLO 5 Tasta 2,20
X1 -¥ 45| 1 _iso 0 6 0 2] s
X3 | _1g, il o ol 1 0 0 0 1
X5 0l %oo| 0| ~15] 0 361 1 | =31 3o

~3a| 0] RN R

CICLO 6 Tagra 2,21

La paridad ocurre en el ciclo | y 1ll. Las primeras tres soluciones son

las mismas del problema "degenerado” (tabla anterior).

La principal diferencia se da del ciclo 1l al IV, donde hemos eliminado

X2 en vez de X3. El volor minima ess Z = -1/20 y se logra en las coorde-

nadas (l_, 0,1, 0).
25

La tabla final tiene ung ecuacidn redundanie.



CAPITULO 3
3.0 TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA DUALIDAD
3.1 Definicién del problema dual

Comunmente en matemdtica existe relacién entre conceptos, sis=
temas o problemas que aparentemente no la tienen pero que, una vez compfen- _
didos, producen muchos dividendos. Por ejemplo, considere la relacién que
.hqy' en el cdleulo, entre la integral y la derivada expresada o través del teo=
rema fundamental del céleulo o en dlgebra Iineal,_!a relacién que hay entre
transformaciones lineales y matrices. Relaciones como éstas no sélo pueden
‘usarse para fines'prq'-cﬁcos o com.puqucioanes, sino también pueden suministrar
una teoria coherenfe y unificada, de tal forma que la comprensién y las téc~

nicas de un sistema, pueden coniribuir a comprender y utilizar otro sistema.

Antes de definir el dual de un problema de programacién lineal, necesi-
taremos que el problema sea expresado en una forma especial [lamada la forma

primal del problema:

Minimizar ~ Z =Cj X] +Cg Xg +... +CnXn 2.2.2.2
Sujeto a aj] Xj +ai2 X2 +... +aln Xn £ by
agy Xj +a22 Xp +... +azn Xn £ by 2.2.2.1

» L . -

. - *

aml Xj tamg X9 +... +amn Xn = bm
con X1r X9, 4eey Xn =0



De modo que la forma primal de un preblemo de progromacién lineal,
llamado simplemente el problema primal, es un problema de minimizacidn con
un sistema de restricciones compuestas de desigualdodes (£). Paro este ejemplo

. -~ » ) . - - . .
particulor obsérvese que aquf no hoy restricciones en los signos de los coefi-
cientes oii’ fos términos constantes b; y los coeficientes Cj. Es de esta formo

como © este problema primal asciamos su problema dual:
Minimizor V= by Y| +bp Y2 #... +bm Ym 3..1

Sujeto a a1l Y] +a,5, Yoy ++.. tom] Ym = C
L 21 Y2 T 1 1

012 Y7 4055 Y3 +... +am) Ym 2 Cy 319

O‘In Y'I 'len Y2 +... tomn Ym é Cn

con Yy, Yo ser, Ym 20

Los componentes del problema dual se relacionan con el problema primal,

de la siguiente forma:

3.2.1 Voriobles: El nGmero de voriables positivos del proble~
ma duol, igualo ol ndmero de desiguoldades
(2.} del primol.

3.2.2 Restricciones

3.2,2.1 El ntmero de desigualdodes del problema dual
igualo al nimero de variables positivos del pri-
mal.



3.2.3

' EjemplS:

Minimizar

Sujeto a

8l

3.2.2.2 Los coeficientes para las desigualdades del pro-

3.2.2.3

blema dual, son los coeficientes de las desigual-
dades del problema primal, con las filas y colum-
nas transpuestas.

Los términos constantes " Gj" para las desigualda=
des del problema dual, son los coeficientes de la
funcidon objetivo "Z" del problema primal.

Funcién objetivo

- 3.2.3.1

Los coeficientes para la funcidn objetivo "V",
del problema dual, son los términos constantes
"b;" de las resiricciones del problema primal.

3.2.3.2 La funcidn objetivo del problema dual debe maxi-

mizarse, en tanto la funcidén objetivo del proble-
ma primal debe minimizarse.

Xy +X9 +4X3 =Z

' s
3X1 +7X2 +)(3 =15

X] -2X, +3X5 & 20

v
[

con Xj

Su correspondiente problema dual, ess

Maximizar

Sujeto a

15Y] + 207 = V

3y, + Yo 6

Yy 27,

Y] +3Y2 > 4
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Podemos usar, también, natacién matricial para expresar cualquier pro-
blema de programacién lineal 'y, en particular, el problema primal y dual més

brevemente.,

El problema anterior, lo expresamos asl:

3 7 ol [x] [s
61 Llos coeficientes de
1 -2 3 Xp|Z 150 C = |1] la funcién obletivo
4 IIZ"
%3]
Siendo AT = 3 1] La transpuesta de la matriz de coeficientes
7 -2
I3
..l- -
En forma més abreviada:
AX ®p Problema primal
; X200 )
Minimizar CX=2Z
Al y2 C
Maximizar - : Problema dual

b Y = V) Y20

Cualquier problema primal de programacién lineal, puede expresarse co-
mo un problema dual. Ya vimos cémo un problema de minimizacién puede con-

vertirse en uno equivalente de maximizacidn.
L ]

De esta forma, cada problema de programacién lineal tiene su correspon-

diente problema dual, en que las variables no restringidas en signo, se pueden

reemplazar por variables restringidas en signo.



3.2 Teore\ma fundamental de la dualidad

John von Neumann fue el primer matembtico que reconocid la impor-
tancia del principio de dualidad y el que condujo al desarrollo de la prueba

del teorema de dualidad, que dices

"Si, ya sea que, el problema primal o el problema dual, tienen una
solucidn Gptima finita, diremos que el otro problema tiene, también, una solu-
cidn dptima finita y.que los extremos de las funciones lineales son Eguc[es;Kes
decir, |

Minimo Z = Méximo V
Adem8s, si un problema tiene una solucisn optima, no 6cotcda, diremos_ que el

ofro problema, también, no tiene soluciones factibles”,

Del teorema anterior, podemos inferir que existen exactamente cuatro
diferentes categorfus, dentro de las cuales las soluciones a los problemas pri-

mal y dual pueden caer. Estas son:
3.2.1 Ambos problemas tienen soluciones factibles

Los conjuntos de valores posibles para las funciones objetivo Z y

V, se relacionan en la lihea real de la siguiente formas

Z=CX "V = b.Y
¥

El valor dptimo es el mismo para
ambos . Figura 3.1




3.2.2 La funcién objetivo "Z" no tiene cota superior y el problema

dual ne tiene soluciones factibles.

3.2,.3 Lla funcidn objetivo "V" no tiene cota inferior y el problema

primal no tiene soluciones factibles.

3.2.4 Ambos problemas no tienen soluciones factibies.

3.3 Teorema dual-simétrico *

Si el problema primal est& definido por:
AX £b

Minitmizando

CX=Z

con X =20

Su problema dual estard definido por:
Ally 2 C
Maximizando
b. Y =V
La ventaja del dual simétrico, reside en que no hay necesidad de aumen-

tar el problema dual, reemplazando cada variable dual no condicionada por. dos

variables positivas.

* Lo demostracién puede verse en R. W. Llewelyn.



3.4 Teorema dual-asimétrico *

~ Si el problema primal estd definido por

AX =b

Minimizando
CX=Z
con X 2 0

Su problema dual estaré definido por:
Al.y 2 ¢
Maximizando '

b.Y =V

con Y £0

No hay condicién de positividad para

las componentes de "Y"

Algo muy importdnte es lo siguiente: No es ventajoso resolver un dual

asimétrico en vez de su primal, ya que el ndmero de célculos aumenta conside~

rablemente.

Problema ejemplo:

il

Minimizar 10X} +5X, +4X5 = Z

Sujeto @ |

38Xy +2X5 -3X3 2 3

4% +2X3 210

*

con Xj20

La demostracién puede leerse en R. W. Llewelyn.




Eil -problema dual correspondiente es:

Maximizar 3Y; +10Yp = V

Sujeto @ Y] + 4Yp =10
2Y % 5
S3Y 42Y, & 4 con Y[ 20

Reduciendo el sistema a la forma candnica, obtenemos:

Maximizar 3Yy, +10Y, =V
~Sujeto a 3Y1 +4Y, +Y3 = 10
L 2Y5 . HYy =5
~3Y; +2Y, +Yg = 4

con YiR 0

De lo cual podemos decir, que las variables artificiales, Gnicamente

deben insertarse cuando el problema estéd en su forma dual,

Si en el ejemplo anterior las hubiéramos intraducido en el problema pri-
mal, tendriamos ahore variables negativas, lo cual nos hubiera obligado a in-
troducir variables artificiales o de lo contrario,'multiplicor las ‘restricciones
por —1,. de donde tendrfamos "Ci" negativds y, entonces, no podriamos aplicar

el algoritmo simplex.



Lo tabla dual simplex es:

‘ Cy
Y3 |3 i T 0 0 | 10 572
Yq4 | 2 0 0 1 0 5 -
vs k3 @ o 0o 4 .2
v -3 |-10 0 0 0 0
Y3 | o 1 0 -2 2 29
Yy |2 0 0 i 0 5 5/2
s -'3/2 ] 0 0 /2 2 -
-V {18 0 0 0 5 20
Yy | 0 179 0 -2/9 | 2/9 -
Yy |0 0 -2/9 1 4/9 | 41/9 -
Y, |0 1 /6 0 1/6 | 7/3 -
-V 0 - 0 2 0 1 24

87

Ciclo |
Fase il

Tabla 3.1

Ciclo il
Fase i}

Tabla 3.2

Cicle Il
Fase Il

Tak la 3.3

Desde que todos los "bi" son % 0, llegamos a la solucién optima.  El

valor maximo de "V" o el minimo de "Z", es -24 y se obtiene en los puntos-

(2 7) pora la maximizacién y en los puntos (2, 0, 1} para la minimizacién,

53

que corresponden a las filas de las variables artificiales.
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3.5‘ lnterprefacién-geomé'rricc: de! problema ciual
Anolizﬁremos t;sl siguiente e]ermplo bidimensional:
Muximiza% Xy X2 = Z |
Sujeto @ Xy +2X2 &8
X;+Xy%5 con Xj= 0
Su problemg dual es
Mirjimizc:r 8Y1 +5Y2 =V

Sujeto @’ Y1 +Y, 21

2Y) +Yp 2 1

Habfamos visto que al graficar el problema primal, obtenfamos el espa~ !

cio solucién o regidn factible., De moanera andloga, al graficar el problema
dual, obtendremes una regidn factible o espacio solucién; nétese que las 1i-
neas limitantes o de restriccién tienen cota inferior, que es lo inverso del pro-

blema primal, que tiene cota superior.



by

;-v-Yi

N

Figura 3.2
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PARTE I

R EDE S



N

-

Hace més de un siglo, James Maxwell y Gustav Kirchoff descubrieron
ciertos principios bésicos del anélisis de redes durante sus estudios sobre circui-
tos eléctricos. Desde luego, el anélisis de redes se ha convertido en una he-

rramienta muy imporfante para la investigacién de sistemas eléctricos.

A principios del siglo XX, los ingenieros de teléfonos de Europa y Es-
tados Unidos, utilizaban los métodos de redes para determinar la mejor capoci-
dad de las iineas troncales de teléfonos y centros de interrupcidn;, a efecto

de garantizar los niveles especificos de serviciabilidad al consumidor.

En 1940, durante el perfodo de la Segunda Guerra Mundial, el desarro -
o de le. investigacién de opemcfoﬁes, produjo un nﬁmérb de téenicas pora el
estudio ma’reméti’c.o de sistemos a gran escala. - -E_[ trabajo pionero en el moder-
no andlisis de redes, fue dirigido por Hitchcock en 1941 y por Koopmans en '1947.

. , _

Desde entonces, el andiisis de redes ha sido un Grea de investigacidn muy acti-
va'y productiva, con alrededor de més de mil artfeulos publicados. El énfasis
de la investigacion en los afios 50 y principios del 60, fue sobre la formulacidn

de nuevos modelos y desarrollo de nuevos algoritmes.

Posteriormente el énfasis en la investigacion, se elevd en extensidn, im=
plementacion de computadoras y en el anélisis de algoritmos y modelos previa-

mente desarrollados.

Se han escrito artfculos de investigacién por Fulkerson, Bradley, Elma-

ghraby, Magnanti y Golden, enire ofros.
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Debido a que el campo del andlisis de redes se ha desarratiado al poso
de los afios, la necesidad de literatura ha aumentado hasta la fecha, para las

diferentes orientaciones a varios niveles de discusidn.

Se hon escrito libros con un iratamiento extensive de las redes, por Ford

y Fulkerson, Charnes y Cooper, Dantzig, Busacker, Jarvis y Minieka.

Modelos de redes y anélisis, son ampliamente usados en investigacién de
operaciones pora diversas aplicaciones, tales como el anélisis y disefio de siste-
mas de irrigacidn a gran escala, redes de computadora, redes de televisidn por

cable, sistemas de transporte y redes de comunicacién via satélite y tierra.

Efécienfes mefodo[ogi'cs para redes, se han implementado para resolver
problemas: industriales fa[es'.como el almacenamiento y disfribuc.ién de bienes, --
calendarizacion de actividades, reemplazo de equipo, control-de costos, estu-
dios de frc‘zFrico, anélisis de colas, baloance de [fneas de ensamble, contro! de

inventarios, etc. para nombrar tan sélo unos pocos.

El anélisis de redes no es una disciplina confinada a una sola rama de
lo academia o indusiria. Lla efectividad del enfoque de [as redes, descansa en
el hecho de que puede aplicarse satisfactoriamente u casi cualquier problema,

siempre y cuando el modelador tenga suficiente conocimiento y logre construir

la red adecuada.

. La ventajo de utilizar modelos de redes, se resume asf:
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4.1.1 Los modelos de redes representan exactamente muchos sis-

temas del mundo real.

4.1.2 Los modelos de redes son aceptados més facilmente por los
no analistas, que cualquier otro modelo utilizado en investigacidn de operacio-

nes.

Este fendmeno parte de!l hecho de que "una foto es mejor que mil pala-
o 9 jor q p

bras".

Los gerentes parecen aceptar un diagrama de redes més facilmente que

lo que ellos harian por abstraer simbolos.
g pPo ‘

Adicionalmente, ya que los modelos de redes estén a menudo muy rela-
cionados a los problemas fisicos, ellos pueden explicérsele fécilmente a perso-

nas con poco conocimiento.

4.1.3 Los algoritmos de redes permiten soluciones eficientés a

algunos modelos de gran escala.

4.1.4 Los algoritmos de redes pueden, a menudo, resolver pro-
blemas con muchas més variables y restricciones, que los resueltos por otras téc-
nicas de optimizacién. Este fendmeno se debe al hecho que el enfoque de una

red, a menudo, permite la explicacién de estructuras particulares en un modelo.



4.2  Definiciones, notacién y simbolismo .
4,2,1 Red

Una red consiste de nodos y un conjunto de arcos que conectan

a los nodos.

Los nodos no son mas que los vértices y los arcos son llamados
las orillas, liheas, ramas o eslabones. Una red puede representarse por la no-

tacién G = (N, A) donde N es el conjunto de nodos-y. A es el conjunto de

arcos de la red G,

4.2.2 Los nodos

Los nodos de una red pueden representar intersecciones de carre~ -

teras, estaciones eléciricas, intercambiadoras de tel&fonos, estaciones de ferro-

carril, terminales aéres, tanques de agua, computadoras, etc.

En general, un nodo puede representar un punto donde alguna clase de
flujo se origina, se retransmite o termina. Por esta razdn, un nodo puede ser

visto como un punto de ramificacién en una red tipica.
4.2.3 Los arcos

Los arcos de una red pueden representar calles, cables de elec~

tricidad, lines telefénicas, rutas aéres, tuberfas de agua, etc.
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En algunos casos los arcos no tienen significado fisico, pero sirven para

dirigir flujo en una secuencia légica o para mantener una relacién de prece-

dencia especifica.

Un arco enire el nodo i y el nodo |, se dice que fiene una orientacion
de i hacia j, si 1 unidad de flujo es enviada desde el nodo i hasta el nodo |
a lo largo del arco que incrementaria el valor de la corriente de flujo en el

arco, pero lo disminviria si se enviara en direccién opuesta.

En una red tipica, los arcos pueden clasificarse como no dirigides, diri-

gidos y bidirigidos.

4.2.3.1 Arcos no dirigidos :

‘ : i - J
Cuando no tienen orientacién especifica O 0
Figura 4.1
" 4.2.3.2 Arcos dirigidos
i J

- Si tienen exactamente una orientacian O— 0

Figura 4.2

4.2,3.3 Arcos bidirigidos

[T

Si tienen dos orientaciones : Qu—e0

Figura 4.3



Gréficamente utilizamos circulos para representar los nodos y Ifneas para
indicar los arcos y cabezas de flecha para indicar la orientacion. También

usaremos la notacién (i, ) para indicar la direccién del arco que va del no-

do i al nodo j.

La contidad neta de flujo en cvalqﬁier nodo es igual a la diferencia
entre la cantidad de flujo que sale del nodo y lo cantidad de flujo que llega

0[ nodo-
di la cantidad neta es positiva, el nodo es llamado el nodo fuente.
St la cantidad neta es negativa, el nodo es llamado el nodo ferminal.

Una red puede contener més de un nodo fuente o nodo terminal.

Cu— OO Q00O
Ejemplo de una cadena

Figura 4.4
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En la figura 4.4 1os nodos 1 y 2 son nodos fuentes y los nodos 6 y 7

son nodos terminales.

Para el desarrollo de algunos algoritmos, se asume que la red contiene
un nodo fuente simple y un nodo terminal simple.. Tal' red puede consffuirse,
creando un super nodo fuente y un super nodo terminal, conectando las fuen-
tes mOltiples al super nodo fuente y las terminales mbltiples al super nodo ter-

minal por medio de arcos ficticios.

Un concepto muy importante en el anélisis de redes es el de conectar

dos nodos i y j, con una secuencia de arcos E = {01,.02, cery °k]

4,2.4 Una cadena

que va del nodo i al j, es una secuencia de arcos y nodos, de
tal forma que el nodo terminal de cada arco, coincide con el nodo inicial del
siguiente arco (excluyendo el.primero y Gltimo nodo en la secuencia). Cada

arco de la secuencia esté orientado, alejéndose del nodo i y hacia el nodo j.

En la fiéuru 4.4 la secuencia de arcos (1, 3), (3, 5), (5, I y (3, &

forman una cadendg.

4.2.5 Una ruta
es similar @ una cadena, con la excepcion de que uno o més

arcos, estén orientados hacia el nodo ; en vez de hacia el nodo i Esto signi-

fica que en una r i i V
q uta, a dngrencm de la cadena, los arcos no estéin orientados
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todos en la misma direccidn. La secvencia de arcos (2, 4), (4, 3) y (3, 6) -

forman una ruta, en la figura 4.4

4.2,6 Red no dirigida
Es la que sus arcos no tienen orientacidn especifica. En este

caso, los términos ruta y cadena, se usan indistintamente.

4.2.7 Un ciclo
Es una ruta finita que‘el:mpieza y termina en el mismo nodo. En

la figura 4.4 la secuencia de arcos (4,7), (4, 5) y (5, 7) forman un ciclo.

4,2.8 Un circuito

Es una cadena finita en el que el primero y el Gltimo nodo, son

- coincidentes.

Figura 4.5

4.2,9 Un loop

Es simplemente un nodo y un arco que forman un circuito y un

ciclo. El arco (4, 4) de la figura 4.4 es un loop.



4.2,10 Red sin circuite

Es la que no contiene circuitos.

Este tipo de redes posee caracteristicas deseables que son explotadas en
algunas aplicaciones de rutas méas corias o més largas y tales caracteristicas

forman la légica central, en la derivacién de los algoritmos CPM/PERT.

Red con uncircuite - N Red sin circuito

Figura 4.6

‘Red dirigida

Figura 4.7
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4,3 Representacion matricial de las redes

Es evidente que existen diferentes configuraciones de redes, que podrfan

representar a los mismos elementos y relaciones de un sistema dodo. Pare redes

mds grandes, la equivalencia de dos formas de redes puede ser dificil de reco~

nocer. En la teorfa de gréficos, dos redes que tienen' corregpondenciu uno ‘lu
uno, en relacidn a sus arcos y nodos, se dice que _50;1- isomérficas.  Si dosl
graficos son isdmorfos, cualquier echcIén definida po; uno, también es-‘d;afinida
por el ofro.

-

Algunas formas comunes de representacién de redes hacen que los céleu~

los sean méis fGciles a revelan caracteristicas de problemas que facilitan la eli-
. .4 . H Ale_ e . . . T2 )
minacidn de ciertos céleuios o un.andlisis posterior. Las representaciones gréi-

ficas o matriciales son muy Gtiles desde el punto de vista pedagdgico y compu-

facionai .

Las caracteristicas cuantitativas de los drcos, asf como las interconexio-
nes entre nodos de una red, pueden representarse por medio de una matriz cie
distancia o mqfﬁz de costo.- Las inferconéxfoneé de I"os nédos pueden repre~
sen tarse Sepcr_o’dornerjre por médio de una malriz de adyacencia o mafriz de in_—-

’

cidencia nodo-arco.

Considérese la red G'=.(!‘__~l, A), donde fos nodos del conjunto N estén

numerados de 1,2, ..., N y donde a cada arco (i, {) del coniunt§ A se le
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asigna un parémetro cuantitativo Cj:, comunmente llamado longitud del arco o

costo generalizado.

La matriz de costos de la red se define como el arreglo C = [Cii]

¥ (i, ) e A

Los elementos de C representan las |imitaciones naturales o capacidades
del sistema, tales como: Distancias, costos de transporte, copacidades de con-
ductos de aguo, cargas pico para ITneas de transmisién, factibilidades de siste-

mas de componentes, etc.

Para el caso de una red G no dirigida, C-fi = Cii,"v“(i,‘ De Aen td

caso, C es una matriz simétrica.
4.3.1 Representacién matricial de una red dirigida
4.3.1.1 Matriz de Adyacencia

La matriz de adyacencia de una red dirigida G, se de-
fine como un arreglo X = [Xii] donde:
_X;i ={1 Sielarco (i, ) € A, se dirige del nodo i € N
hacia el nodo j& N. '
0 Lo contrario
Considérese la siguiente red dirigidu, para la cual el conjunto de ngdos

N y el conjunto de arcos A, se define asf:
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N ={;} = {1,2,3,4,5, 6}_

A ={ck}= {a], ay, @3, a4, 95, ag, Ay, ag, 09}

Red dirigida : Figura 4.8

La matriz de adyacencia X es la siguiente;

1 e 1 0o 1 0o o}
2 ) & 1 0 0 0
X=[x;] 3 8 0 ) 0 0 1
‘ 4 ® 1 LI 1 0
5 ® 0 1 0 9 .
_6‘ Hﬂ ® ® 9 ¢ @‘ Nodo terminal se—
~ Nodo fuente : A Loops

Figura 4.9

De esta mairiz deducimos lo siguiente:
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4.3.1.1.1  Cualquier columna cuyos elementos sean todos

cero, representa un nodo fuente.

4.3.1.1.2 Cualguier fila cuyos elementos sean todos ce-

ro, representa un nodo terminal.

4.3.1.1.3 Si los elementos de la diagonal son todos ce-
ros, no hay loops en la red. A la inversa, si hay un elemento distinto de

cero, entonces hay un loop.

4.3.1.1.4 La matriz no es simétrica respecto a la dia-

gonal .
4.3.1.1.5 Lla motriz es cuadrada.
4.‘3.2 Matriz de incidenc_ia nodo-arco

La matriz de incidencia nodo~arco de una red dirigida G, se de-

fine como un arreglo U = ['Uii] ; donde:

+1 Si el nodo i € N, es el nodo de partida del arco A, & A
' Uii ~1 5i el nodo ; € N es el nodo de llega del arco A, & A

0 Todo lo contrario de lo anterior
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Para lo red de lo figuro 4.8, considérese la motriz de incidencio U ;:

01,2 aj,3 09,4 03,2 04,2 a4,3 a4,5 a5,3 05,6

@ [+ 18 0 e 0 © @ 0lNodo
: ' fuente
@ -1 0+ o -1 0 0 0o o0
u-1u® 0 0 -1 4 0 - o -1 o
@ 0 -1 0 0 41+ 4 0 0
©) 0 0 0 0 0 0 =T #1 o+
® 0 o 0 - & 0 6 .8 -1|Nodo
.o termina.

Figura 4.10
De esto motriz deducimos lo siguiente:
4.3.2.1 Cualquier entroda en lo motriz es: +1, -1 6 0.

4.3.2.2 Cuolquier filo cuyos elementos distintos de cero seon to-

dos positivos, representa un nodo fuente.

4.3.2.3 Cualguier filo cuyos elementos distintos de cero, sean

todos negativos, representa un nodo terminal.

4.3.2.4 Todos las columnos tienen, como maximo, dos elementos

distintos de cero.

4.3.2.5 Los elementos distintos de cero de la diogonal, no cons-

tituyen loops..
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A 4.3.2.6 La transpueste de una matriz de incidencia es otra ma-

triz de incidencia.

4.3.2.7 Sila combinamos con una matriz identidad, la matriz re-
sultante es, también, de incidencia.

4.4 Teorla de la conservacién de flujo
{(Teoria de Ford y Fuckerson)

Al considerar la ejecucidén de una red, es necesario calcular el valor
éptima de una funcidn, del flujo entre el nodo fuente "S" y el nodo terminal
"t". A este célculo generalmente se le llama un problema de flujo de comer-

cio, debido a que los flujos en los arcos de la red corresponden a una entidad

individual tal como energia el&ctrica, tréfico aéreo, informacién, agua, etc,

Sea fi el conjunto de nodos conectades al nodo ; por arcos orientados

hacia el nodo ; (los arcos que llegan).

Seacl; el conjunto de nodos conectados al nodo : por arcos orientados

que se alejan del nodo ; (los arcos que salen).

Sea f;, j una funcion de valor entero, definida sobre A. Se dice que

fir i es un flujo para una red dirigida G = (N, A) si:
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4:;', iT0 ¥(, e A 4.4,
Zf, -£f =0 Me N &S, oy 4.4.2
y& ot le §i

‘i'-i £C, V(e A 4.4.3

£015C,; Y Pe A 4.4.4

En esta discusién, f;i puede interpretarse como un volumen de comercio
que fluye a lo largo del arco (;, i) desde el nodo ; al nodo s o excediendo

la capacidad del arco Cjj.

Si J no es el nodo fuente ni el nodo terminal, la cantidad que fluye
hacia el nodo J debe ser igual a la cantidad que fiuye hacia afuera de ese

nodo. Esta condicign se conoce como la propiedad de conservacién de flujo.

Las primeras fres resiricciones 4.4.1-3 corresponden a la condicidn de

conservacidn de flujo para la red G.

Figura 4.11
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Para ejemplificar la propiedad de canservacion de fluja, desorrollada
par Fard y Fulkerson (1954, 1960), consideraremas la red de la figura 4.11,
donde cada arca tiene asignada das nOmeras que representan la capocidad de

flujo a lo larga del arco en ambas direcciones.

Lo condician 4.4.1 nos dice que el fivjo en cada arco a lo minima es

igual a cera. O sea que la condicién minima serd cuando na haya flujo.

La candician 4.4.2 nos dice que la suma toria de flujas que entran y

salen de un noda debe ser igual a cera.

 La condician 4.4.3 nos dice que el fluja a través de los arcas no debe

excedei la copacided de los mismos, tanta de ida coma de regreso.

Ejiempla: fo1

3
E-N

Y
{h
R

Ip
o
Ih
o

f1o

Las Oltimas dos propiedades serfon:

F+ 26, 0= £fa,|=0 445
| i '

éxi,n— éxn,i"F=0 ’ 4-4'6
i i

dande F es el fluja que entra al nado fuente, afuera de la red.

Lo condicidn 4.4.5 nos dice que el fluja afvera del sistema igualaa F

en el desting del nodo fuente.
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La condicidn 4.4.6 nos dice que el flujo afvera de la red, en el nodo

terminal, iguala @ F.
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CAPITULO 5 |
5.0 REDES DE PROBLEMAS DE RUTA MINIMA

Si cada arco tiene un parémetro costo que define la longitud del arco,
lo longitud de una ruta puede definirse como lo suma de las longitudes de los

acos de la ruta. . ~

Ef problema que nos ocupardé a partir de este momento, es hallar la ruta
.minima (shertest path) desde un nodo fuente especifico “S" a un nodo terminal

I!i,!l

especifico o o otros de la red. En e! problema de la ruto minima existen
p .

fres casps:
5.1 Todas las longitudes de los arcos son positivas.

5.2  Existen algunos arcos con longitud negativa, pero no existen ciclos de

longitud negativa.
5.3  Se presentan uno o més ciclos con longitud negativa.

En el Oltimo caso, no serd posible resolver el problema de la ruta mini-
ma, ya que los algorifmos conducirdn al descubrimiento e identificacidn de ci-

clos con longifudes negativas.

El caso que nos ocupard en la presente fesis, serd el de resolver proble-
e

mas de ruta minima con arcos de longitud positiva.
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Seguidamente, asumiremas que el parGmetra Ciri de cada arco represen-
ta el costo o tiempo requerido para fransmitic 1 unidad de flujo desde el nodo

i Ol nodo_ i

El problema es determinar el minimo casto (tiempa)- para trasladar 1 uni-
dad de flujo del nodo fuente al nodo terminal, a través de una ruta que lo ha-

ga minima.

5i tados los arcos son dirigidas y hacemos circular exactamente un flujo

unitario, los Iimites para las arcas serén;

0 £ f. = 1 seonay =lyb =1 4,47

17]

y Na necesariamente deben tomarse en cuenta, ya que su violacién es impasible.

Finalmente, asumimos que no hay ciclos negativos en la red.

Mateméticamente, el problema de la ruta minima, puede formularse co-

mo un problema primal de programacién lineal, de la siguiente manera;

n n
Minimizar £ £ G i | 4.4.8
=t = !
Sujeto @ <. fi..-1=0 4.4.9
7l
<N
< fiN+1=0 ’
N
n n. F‘ » = 0 i%]; i* n 4.4-10

> - |
conh fii - 0; (i’i) e A ] 404.]1



111

Es de notar que las restricciones de desigualdad se sostendrén.como igual-
dades estrictas en la solucién ptima. Ademds, la total unimodularidad de las -
ecuaciones’ de conservacién de flujo, asegura que todos los flujos Gptimos serdn
cantidades enteras, ya que los parémetros; a; (-fluio unitario que entra por el
nodo fuente), b; (flu]6 unitario qué sale por el nodo terminal) y Uii (matriz

unimodular) son cantidades enteras.

De las condiciones (9) y (10), vemos que &sias son aplicables al noda
fuente y terminal, respectivamente. En tanto que la condicisn (1), ‘es apli-

cable a todos los nodos distintos de los anterjores.

Consideremos ahora el siguiente problema ejemplo:

Figura 5.1
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El cual puede formularse mateméticamente asf;

Minimizar Ci,2 f],2 + C]'3 Fi,3+ Ci,4f1,4+ C2’5 + C3,5 f3'5 +

C4’3 f4’3 +C4,6 +C4,6 f4,6 + C5’7 + C6,3 + (_:6,7 f6,7

Sujeto a
f]’2+F]’3+F]'4 . . -1 =0 .
“fl,2 + f2'5 _ =0
1,3 * 13,5~ 4,3 ~f6,3 =0
—f1'4 S+ f-4'3 + f4,6 o =0 4
-2 53,5 57 =0

- f4,6 He,3tg,7 =0

- f5'7 -F6,7 +1 =0

Si la primera ecuacidn la igualamos o +1 y la Gltima a =1, obtenemos

la siguiente matriz:

na~ G2 G153 G4 G5 C3,5 €43 Cu6 C57 Co3 C4,7 7

S

T+ +1 +1 O O Q Q Q Q Q +1

2 -l O O +l O O O O O O

o

i 3 0 -1 o o0 +# -1 o o -1 o o
4 o O © <1 4 0 o o o
5.0 0 0 -1 -1 o o +# o o o
6 O © © 0 ©0 -1 o0 +# 4 o0
7 0 O

O O ©O o o <1 o -1 2

FigUrq 5.2
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la cual es una matriz incidencia unimodular, con las caracteristicas
descritas anteriormente. Como es una matriz unimodular completa, sabemos

que su transpuesta es otra matriz unimodular. Asf, obtenemos:

© o0 ®6 60

C, [+ -1 © 0o 0o o o
3 [+ 0 -1 0 0o o of
Ciy [ © © -1 0 0 O
Cs (O +1 © O - 0 O

[Fi’i]:css © 0 1 0 -1 0o o
Cs3 |O O -1 41 o o
Che |O O +1 -1 0o
c; |0 © © + 0O -
Ces |©O © -1 O +1 O
C7 |O O © o© #1
@ |[#1 o o o© o -1

Figwa 5.3

De esta forma, el problema dual del problema ejemplo, o escribimos

mateméticamente osi:



Maximizar

Sujeto @

En forma resumida, obtenemos:

dual del problema de la ruta minima

Maximizar

Sujefo a

Problema ejempla:

M1 + onz + o3+ CTK+oN% +Clle T

nm e
3l
m

T2
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4.4.02

= d12
2z 843
- $14
< $2,5
2z £3.5

BER L LWRE
™ = -ne = $46

-4

~TS
n= NS
iz T4

La expresién matemética del problema

" R
< Tl 4,414
PP | o

con Tl; no restringido para todo i 4.4.16

Figura 5.4



El _prob[emc
Minimizar

Sujeto a

Y su correspondiente matriz de incidencia’

©®O©©06 0

LO

primal de la red anterior, es;
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8F]’2 +8fy 3 +6f A +9f2’5 +4f3,2 4-1053’4 +7F3'5 +4f4’5

f1,2 +f1,3 +M1,4

-f1,2

1,3

f1 4

+1

O

-1

-f1,4

f2,5

o

o]

-1

2,5

-f2,5

f3,2
o
-1

+1

El problema dual de la red anterior es;

Maximizar

™m + O12 + 0113+ OTi4 -T1%

-f3,2

+F3'2 +f3"4 +f3,5

es;

f3 4
o

o

+1

-f3,4

= 0

4,5 = 0

- fa5 f45 =1

fa,5

O

o .

+1

-1

f4,5

+1

-1

esta es la
columna co-
- rrespondiente

+1 a bi

-1

-l

Figura 5.5



Sujeto a

T -T2
m
A3d
- Ta

-4

< 8
= 8
= G

-5 «q

-4

= 4
= 10

-5 =T
T4 TS == 4.

Y su respectiva matriz de incidencia es;

f1 2

r

esta es la
fila corres-
pondiente a

b,

@

-1

®
o)

O

+1

+1

@
O
O

-1

o 0o o @

o)

-1

-1

Figura 5.6

116
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CAPITULO 6 -

6.0 EL METODO SIMPLEX APLICADO A LA RESOLUCJON DE
DE REDES DE PROBLEMAS DE RUTA MINIMA

6.1 Introduccidn

Una de las Greas activas de mayor interés, en la actualidad, es la solu-

cién bésica del método simplex aplicado a la resolucidn de redes.

Los primeros precursores de este trabajo fueron Dantzig (1951), y Charnes
'y Cooper (1954), que aplicaron la técnica del método simplex al problema del

- transporte.

Orden (1956} extendid estos resultados al problema del transbordo. Recien=
temente,. varios autores han utilizado la representacién especial de bases de érbo-
les, para incrementar notablemente la eficiencia computacional de las t&cnicas

del método simplex.

A la par def método simplex han surgido otras técnicas, asi Srinivasan y-
Thompson (1972, 1973); Glover, Kamey y Klingman (1972) utilizan la repre-
sentacion de la triple etiqueta (triple label rep'resentafibn) para problemas de

transporte capacitado. .

Glover, Kemmey y Klingman (1974 o) aplican la téenica de la rriple

etiqueta a problemas de redes puras.
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Glover, Klingman y Stutz (1974) introdujeron el método del indice de

hilos aumentado para el problema de redes puras.

Bradley, Brown y Graves (1977), suministran los detalles para un algo-~

ritmo primal usando como base esta representacidn.

Finalmente, podemos decir que estudios computacionales de investigado-
res tales como Srinivasan y Thompson (1973); Glover, Kamey y Klingman
(1974); CGlover, Kcn.fney, Klingman y Napier (1974) dan testimonic de la su.-
perioridad del método primal .simplex para problemas de programas de redes de

fluio.
6.2 Algoritme primal simplex

Este aigoritmo usa una base de &rbol para implementar un procedimiento
andlogo al del algeritme primal del simplex, del problema general de la pro-

gramacign lineal.

Recientes estudios indican que esta es, quizés, la forma mdés eficiente
para resolver problemas de ruta minima,
Los pasos generales del método simplex, para la resolucién del problema

+

de la ruta minima, son como siguen:

6.2.1 Heallar una solucign iniciel bésica factible. Ya sea a través de

una matriz en forma candnica (tabla candensada) o o través de la inclusign de
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variables artificiales (tabla extendida); pero esto Oltimo no se puede hacer en

este problema especifico.

Esta matriz en forma candnica la obtenemos a través de la mairiz de in-

cidencia.

6.2,2 Caleuler Z; j =C;j pera cuda arco no bésico a5

Siendo Z; ; = ?ar,sC;,i
(S72%] A
r,s)f €
6.2.3 Lu optimalided se alcanza cuande todos los valores Z; i -Ciri
i r

son fodos positives. De otfra forma, seleccionamos el siguiente vector entrante

o pivote,

En los campos del anélisis y disefio de ingenierfa, existen mucho proble-
mas que pueden formularse como modelos de ruta minima; éntre ellos tenemos
el problema del reemplazo de equipo, el problema de la planeccién de proyec- .
tos, que involucra la investigacign y desarrollo de proyectos, lanzamiento de

misiles, y proyectos de administracidn de construcciones.

Para el caso de la administracién de construcciones, a la que aplicare-
mos lao maquinaria del simplex, cada arco recibe el nombre de actividad y cada

nodo representa un evento.
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En una red de actividades dirigidas, la longitud del arco esté represen-

tada por la duracién o tiempo que cada actividad necesita para completar un

evento.

Ast, la cadena més larga desde el nodo fuente hasta el nodo terminal,
representa la duracidn minima del proyecto, y también se le liama la ruta crf-
tica, ya que el retraso de cualquier tarea sobre esa ruta, provecar4 un atraso

en la completacién del proyecto.

Esto forma parte de ia base de los métodos PERT y CPM, tan utilizados

y difundides en nuestro medio.

Para fa aplicacidn del método simplex, especificamente el problema pri-
fnal, debemos de hacer algunas avariaciones en la tabla de célculos, ya que:
ahora lo vemos a aplicar a redes dirigidas aciclicas. Para hacerlo, necesitamos
una solucién inicial bésica factible que obtenemos a partir de nuestra matriz de
inc‘idenCiq. Teniendo nuestra matriz de incidencia en forma candnica, la tabla

simplex queda asf:

Duracidn de cada actividad
Ciri r 5 t q
C!!.'S G'l"l 01'2 ai!i GU,V Cirl BGSG

@ 1 0o 0o 4 |r
@ 0 1 0 do s ay, 2
@

0 0 1 dm t C;’I

z;i ¢, 0 0 0 4
TGbIQ 601
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Como podré observar el lector, en nvesira tabla simplex no aparece la
columna b, correspondiente al vector solucién, ya que,en vez de ella, utiliza-

mos la columna de los C; i commespondiente, que nos determinard la ruta minima.
- r -

Como nuestre problema es de minimizacién, el célculo de la columna de
enfrada es exactamente igual al simplex corriente, o sea el Z; i -C, j < 0,
¥ I

(el més negativo).

Para la fila de entrada, utilizamos el C;’i/qr,s; ar,s > 0; que sea el

minimo positivo,

A confinuacién, aplicacicnes del método simplex a redes de ruta minima.
4 . :

5.3 Redes de ruta miima con actividades redundantes

Las "actividades redundantes" son aquellas que no forman parte de la

ruta minima, pero que aparecen en la solucién 6ptima factible.

=== Ruta minima
—-—  Actividad redundante

Figura 6.1
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°,2 °1,3 9,4 9,5 92,8 93,6 %4,6 94,7 95,8 %,8 96,9 97,9 °8,1099,10

1o
1o
0 .-1
0 o
0 0
0 o0
0 0
0 o
0 o0
Lo' 0

10 o
o 1 1
0 0 0
10 0
0 -1 0
o 0 0
0 0 o
0 0 -l
0 0 0
o 0 0

Tabla inicial:

0 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0

Matriz de incidencia

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

-1

-l

Tabla 6.2
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6.4  Redes de ruta minima con “varias rutas minimas"

Q1,2 01’3 az,3 a2,4 Q2,5 Q3,4 93,5 a4,6 a5,4 45,6
- -

) 1 0 0 0 0 0 0 0 0
@ |1 o 1 1 0 o0 0 0 o0
® 0 -1 -1 0 ‘o 1 10 o 0
@ 0 o 0o -1 0 -l 0 1 - 0
® 0 o 0 0o -1 0 -l o 1 1
® |o o 0 0 o o 0o -1 0o -1

Tabla inicial: Matriz de incidencia

Tabla 6.6

Figura 6.2
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Columnas "no Otiles™: Zii —Cii = 0

Ci,i 6 8 2 4 ] 5 3 8 4 9
ar,s {al,2 2]’3 a2,3 (02 4 925 a3,4 93,5 94,6 95,4 95 4 Ciri Base
1o | o fo o0 o 0 0 0] 6la,
2 0 ] ] 1 1 0 0 0 0 0 2 laz2,3
31040 0 1 1 1 .0 0 0 0 5 |a3,4
4 0 0 0 t] 1 t] 0 ] -1 1] 8 .G4,6
5/ 00 oo 110 o o @ 1| 9 a6l
6 0 0 0 0 0 o 1 0 0 0 3 a3, 5
Z;;-C;i0 | o o3 5,0 0o o 0
. Indica- Columna
existen- de entra-
cia de ' da
otra - ' ‘
ruta
minima

25’4 -C5’4 =1 x 8 +1x9 -4 = -3

i N i :

Min a5, ¢/ as 4 = 91 =9 vevo vector pivote C5’4
I

Vector entrante ' Vector saliente: C5 6

I

Matriz en forma cenénica y

Voplicccién del método simplex

Tabla 6.7
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Cu |6 2 5 3 8 4 9
Ar,e [Chz Az Qza Uzs U s Usa Cig Base
@ |1 0 0O 0 0 0 0] 6 1,2
2) |0 1 0O 0 0 0 o0 z 2,3
(3) |0 0 1 0 0 0 0 5 3,4
@ o 0 0 0 1 0 1 8 4,6
G) |0 0 0 0 0 1 1 4 5,4
(6) |0 0 0 1 0 0 0 3 3,5
Zu-Cu |0 0 0 0 0 0 3

Despe aue Tobos vLos (ZlJ—Cu) ?é 0, som Topos POSITIVOS, LLEGAMOS

A UNA SOLUCION SPTIMA FACTIBLE., LA DURACION ES

6C1,2 4+ 2C2,3 + 3C3, 5 + 8C4, 6 + 4C5, 4 = 23

TasLa &8

e RUTA MiNEmA
——————
= OTRA RUTA MINEMA
. ACTIVIDAD REDUNDANTE

Figura 6.3



6.5 La presencia del ciclo en las redes de rute minima
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Como ya habfamos visto con anterioridad, una de las complicaciones

que ofrece la aplicacién del método simplex es la "degeneracién”, que puede

presentarse ya sea con actividades redundantes (en el caso de redes de ruig

minima aciclicas y sin circuitos y dirigidas} y/o a través del ciclo.

Como ya habfamos visto, el ciclo tiene la peculiaridad de gue lo tablg

éptima es exactamente igual a lo matriz de incidencia inicial en forma cang—

i
nica.

36,1 Clox e Qg e Chay a7 Cuy Qg Ty Qg

1
0
0
1
00
0
0
0
00

C OO0 CC Qo O =

EOROELREE)

!

TasLA 1NICIALS

1

(=il allalala

00

1

C OO0 0 OO~

0

CC o oo gQ

MATRIZ DE

0

O oo O R = OO0

0

0
0
1
0
0
0
1
0

INCIDENCIA ARCO-NODO,

0

o o= OQQ

0

-0 0O O o o Qo

0

o O COOoOQ

TasrLa 6,9

0

M=o OO0 000

1

Figura 6.4
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MaTriz pe incipeEnciA EN FORMA CANONICA v ariLicacion pre SimeLex

coLumna NO uTiL, vA que ZIJ—CI,J =20

Culf2 2 {1774 1 578 4 3 3 5
Cr,s [Top Toz {Toel Qe s {Quad Os1 Qus Uss Sy Chsg CI,J BASE
@1 141|060 o tjolo o o o o] 2]|Co1
o 1 {11 o jojo o o o ol 4la1,?2
o |1y 0o 1 |ojo o o o o] 1lazs
@|0o 1 (ol o o f1]1 0 0 0 O 8 |Q13,7
@jo o jol o o (4|0 1 o0 o o0/ 4045
"® |l 1 j1f0 o M|l o o 1 o0 o 3 |45, 8
6)io o |1]|] 0 o |0l O O o0 1 O 3 |0s6,7
@ {0 41 1l o o J1f0 0o 0 o0 1 5 17,8
0 ojofo ofolo o0 o o o} | -
Zu-Cyu {0 5110 o1l o0 0o o o0 o
COLUMNA DE ENTRADA
Tas,a 6,10
70,3.C0,3 = [écmc:o,:{] ~C0,3= [1x2 + 1x4 + 1x1 - 1x8 + Ox4 + 1x3 + 0x3
_ 1x5:[ _2=_5 '
70, 6-C0, 6 = [ £C1%Q0, s]_ CO,6 = [1x2 + 1x4 + 1x1 + 0x8 + Oxd + 1x3 - 1x3
_1x5]-1=1
73,4.C3,4 = |$C1sC13,4] - C3,4 =[0x2 + Ox4 + Ox1 + 1x8 - 1x4 ~ 1x3 + 0x3
+1x5]-5=1

Vector pe entrapa © C0,3; vector pE sacipa: C2,5

FiLa oe ENTRADA?dz,S/Q 0,321 (minimo PosiTivo.)

Cia | 2 2 4 1 8 4 3 3 5
Ars | Qe Clox Oz Qe Qa7 Oas Qxe Gy s | Cuo BASE
@{1 o 0 -1 60 0 0 o0 o0 |2 |49,1
@lo o 1 -1 0o 0 0o 0o o |4 1,2
@10 1 o @ 0 0 0 0 o0 |2 ko3
@|lo o 0 o 1 o0 0 0 O 8 3,7
@{o o 0 0 6 1 0 0 0 {4 |04,5
G®j|o o 0 -1 0 0o 1 0 O |3 |[3d58
®|0o o 0 0 60 0 0 1 0 |3 (6,7
@)lo o 0 1 6 0 0 0 1 5 7,8
Z.uCy [0 O 0 6 0 0 0 O

COLUMNA DE ENTRADA

TasLa 6. 11

Veector pe savina: CO0,3; vector entranTe: CZ2,5
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Cu |2 2 4 1 8 4 3 3 5
Qr,s Qo oz Shz Qzs Q1 Qas Qg Sy Trg CI’J BASE
@1 1 0 0 0 0 0 0 01} 2 |ao
® o 1 1 0 0 0 0 0 0 |3 {ai?2
@0 1 0 1 0 ¢ 0 0 0 |1 |az,s5
@ |0 o 0 0 1 0 0 0 o 8 Q3,7
@lo o 0 o 01 0 0 0! 4 [a4,5
0 1 0 0 0 0 1 0o o0 |3 |ass
6010 0 0 0 0 0 0 1 0 |3 |Oe,7
0 -1 0 0 0 0 0 0 1 5 107,8
ZyCy [0 3 c 0 0 0 0 0 o0
Tasra 612

&Y legamos o una solucién éptima factible?; « simple vista dirfamos
que si; ya que todoslos Zii -Cii% 0, son positivos. Pero si leemos, nuestra
solucidn bésica es exactamente igual o la de partida. He aquf la presencia

del ciclo.

En la resolucion de redes de rufa minima, a diferencia de otros proble~
mas de programacién lineal en donde la solucién inicial bésica factible se re—
pife cada 7 ciclos (como en el ejemplo de Beale), el ciclo es finito; es decir,
al no més tener todos los Zi:i -Ci,i > 0, llegamos al final del proceso itera-

tivo.
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6.6

Las "actividades ficiicias" en las redes de ruta minima

Antes de hablar de las actividades ficticias, hablaremos un poco de su

razdn de ser y diremos que éstas se utilizan para:

6,6.1 Mantener la logica de la red y

~

6.6.2 para asegurarse de una identificacién Onica de las actividades.

Ademds, es axiomdtico que las actividades ficticias no requieren tiempo
para su complefacién.

En seguida, un ejemplo con actividad ficticia.

~ Algo muy curioso sobre las actividades ficticias, es que si les asignamos

un C; P = 1, ilegaremos al mismo resultado. Lo que es una evidencia de la

eficiencia del poderoso método simplex.

= 4

o4

Figura 6.5
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1

ral,t. Tz Chse 02,5 03'2 s Cap qﬁ,F
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1
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MaTtr1z be IncipENGIA

TasLa 6. 13
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Cyt{2 2|4f2 4 3 1 o0
Cr,s [Gz O3 |[Qia | Tes Tz Aae Qaz Qusi Cuis BASE
® {1 110 0o 0 o0 o] 2 |A1,2
@ {0 111 1 o o o] 2 |Qz25
@ Jo -1]ojo 1 1 4 0] 3 |Q3,5
@ io ol1}0 0o o 1 1| 0 [Qas
5) o ojo|o o o O o] — —
ZyCw |0 -1 |@ |0 3 0 -4 0O

ESTA NO ES UNA RUTA CRITICA SIND UNA

ACTIVIDAD FICTICIA,

71,3 ~C1,3 = fix2 + 1x2 _ 1x3 + 0x0] - 2 =~1

Z1,4 -C1,4 = [1x2 + 1x2 + 0x3 - 1x0] - 4 = 0
Z3,2 . C3,2 =[0x2 - 1x2 + 1x3 + 0x0] - 4 = -3
Z4,3 - C4,3 = [0x2 + OxZ - 1x3 + 1x0] -1 = -4

Tasra 6 .14
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Como podemos observar, la columna C1 4 "no" la podemos anular en
esta oportunidad, ni tampoco representa una ruta minima diferente, sino que
es producto de la presencia .de una actividad ficticia. El reemplazo de [a ac-
tividad ficticia no es ninglin problema, ya que aunque hayan otros "unos posi-

. ", . — .
tivos”; siempre la podremos reemplazar, al ser Cr,s/cr,s 0, si es que sea

necesario.
cs, |2 2 4 2 4 3 1 {0
Ors | Oz Gz Gha Qzs Ose Ass ez |Tegt Cra BASE
® {1 1 @ o o o o |o]|2 {912
@ o 1 1 1 1 o ool 2 |azgs
@ |0 -1t .1 0 1 1 o |13 |azs
@ o o -1 0o o o 1 |1 1 04,3
ZyCw: |0 -1 [4] 0 3 0 o0 |4

Tabla 6.15

Nétese que dhora la actividad ficticia esté fuera de la solucién basica factible,

si podemos anvlar la columna de € rFinaLmeEnTE.
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Cug 2 2[4 2 4 3 1
Qrs | iz Uz [Cis Ty Uy Cap Clea Cis| BASE
@l1 1]t 0o o0 o o 4 101,4
@1 0o 1 1 0 o0 2 1a2,5
@{1 oo o 1 1 o9 3 |Q3,5
@1 1(0 0 0 o0 1 1 [Q4,3
Z13-Cy 4 310 0 4 0 o0
Tasia 6 16
Ci 4 2 4 3 1
Qvs s Cles Chz Cos Claa Cis | BASE
@D i 0 0 0 0 4 |Q1,4
@ 0 1 0 1 o 2 |az,s
€ 0 0 1 1 0 4 1Qa3,2
@ 6 6 0 1 1 1 Q4,3
Zy-Crs | 0 0 0 4 o
TasLa 6 17

Taera Finar Orrimar 4C1,4 + 2C2,5 +4C3,2 + C4,5=11



6.7

cién de la moneda y el "dumping"

" Problema ejemplo

136

Un contratista constructor debe construir un muro, pero ante la fluctua-

minime tiempo que puede tardarse para optimizar sus costos.

imperante en el mercado, necesita saber el

La duracién y se-

cuencia de las actividades y eventos se describe a continuacidn.

Evento

O VN WL BN —

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

Duracidn

.I:-_""‘_'I\J_'QJ_'—'MOJ-‘—"—*—‘-"|

—

Actividad

ihicio

Compra hierro #3 y #2; alambre amarre.
Compra maderq; clave, aceite quemado,

Compra blocks, materiales mortero,
Compra maferiales concreto,
Hechura andamio.

Hechura estribos-

Armadura columnas y soleras.
Centrado y colocacién columnas.
Preparar la mezcla.

la. fase del levantado.

Colocacién armadura solera centrul
Colocade formaleta la. fase.
Fundicién la. fase.

Desencofrado la. fase.

Colocacién andamio,

Levantade 2a. fase.

Armadura solera final.

Formaleta 2a. fase.

Fundicion 2a. fase. )
Desencofrade 2a. fase y quitado del
andamio. Finalizacidn.

Precedencia
1
i
1
I
3
2
7
.8
A
9,10
11
6, 12
5, 13
14
6, 15
16
17
18
19
20
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EL PrRovECTO TENDRA UNA DURACION minima DE 25 DiAS.
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CAPITULO 7
7.0 HISTCRIA SOBRE LOS CODIGOS DE COMPUTACION

Los métodos para resolver el problema de la programacién lineal, se de-
sarrollaron entre 1948 y 1952, fecha en la que se hicieron intentos de utilizar
el equipo de computacién, los cuales se vieron restringidas en alcance y éxi-
to. De los afios 1952 c:- 1956, se vieron grandes progresos y a partir de 1_957,

todas las técnicas de la programacién lineal se desarrollaron a "pesos aaiganta-
g

dos”.

El' crecimiento de las técnicas de la programacién lineal y de la compu-
tacién durante los Oltimos 36 afios, han sido tan sorprendentes que es muy diff-

cil recordar la situacidn prevaleciente en 1952,

Es dudoso saber si una matriz de orden 100, hays sido invertida alguna
vez. Actualmente, un problema de 100 ecuaciones se considera pequefio. De
tan drésticos cambios, resultan diferentes puntos de vista. Sin embargo, es

Otil recordar los crecimientos pasados.

La primera solucidén exitosa @ un problema de programacién lineal, utili-
zando una computadora electrdnica de alta velocidad, ocurrid en enero de
1952, en la Oficina Macional de Patrones para Méquinas —SEAC—, cuanda
Orchard-Hays, de la Corporacién. RAND, adopté el método simplex para 'el"

cédigo de la IBM-CPC.
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Posteriormente lo hizo para la IBM=701, en 1954 y para la [BM-704
en 1956, siendo este Oltimo cddigo el més flexible para resolver problemas
hasta de 200 ecuaciones y mil o mds variables, en cerca de cinco horas, con

bastante exactitud y eficiencia.

Décadas mds tarde, se resolvia un sistema de 3;000 ecuaciones y 35,000

variables en tan sdlo 51 segundos, utilizando una computadora CDC-6600.

Durante los afios posteriores a la implementacidn del método simplex,
se encararon cuatro principales obstdculos para poder resolver problemas de

programacién lineals
7.0.1 Hallar una solucién inicial bésica factible,

7.0.2 Cuidarse de situaciones conocidas como "degeneracién®, en lus

que el proceso iterativo circulaba infinitamente sin converger.

7,03 Reducir tanto la aritmética coma el almacenaje requerido para

mantener el tiempo de solucidn, dentro de |Imites razonables.

7.04 Mantener suficiente precisién numérica, para obtener resultados
significativos y, adn, para mantener el proceso iterativo libre de situaciones

ambiguas,

Todos estos obstaculos se resolvieron, en gran medido, duronte los si-

guientes tres afios,
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-’

Es obvio que durante los primeros afios, hallar una solucién inicial bé-
sica factible empezando por "meros fanteos™, era por sT mismo un problema de
programacién lineal, al igual que el hallar una solucién éptima, a partir de

una solucidn inicial bdsica factible.

En lo que respecta a la "degeneracién®, hubo mucha polémica a nivel
profesional en los primeros dias, utilizndose una variedad de complejos instru~

mentos para evitarla.

En la préctica no fue un problema tan serio de temer. Aunque la se~
midegeneracion permaece como uno de los problemas de la programacisn Ii-

neal que conduce a largos tiempos de cdleulo inesperadamente.

En lo referente al.tiempo de solucién y por razones difl;ciles de recons-
truir, todos los mateméticos que estaban fuera del problema rreal, "o hicieron
més dificil de lo que era” o, dicho de otro modo, distorsionaron la explica-
cidn del método empleado y, de esia forma, las malas interpretaciones giraban .

en torno de los wsuarios de la programacidn lineal.

El problema de la precisién se tratd por la década del cincuenta, lle-
gando a vutilizarse la aritmética de doble precisidn, que permite manejar ni-

meros mds grandes.
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El costo-tiempo de computadora se alivid afies més tarde con la incor-
poracidn  de multiplicadoras y sumadoras répidas, que hacfan los célculos en
aritmética de punto flotante, una versidn de computadora de notocién cientf-

fica,

7.1  Primeros logros hacio la programacidn lineal
Los primeros logros hacia la programacidn lineal, fueron:
7.].1 La paramefrizacién de los coeficientes de' la funcién objetivo y
7.1.2 La parametrizacidén del vector solucién o columna de cons;tcn'res b;.

Esto se logré durante la segunda mitad de la décado de los cincuenta..

Durante el afio 1957, se hicieron tres grondes desarrolioss
7.1.3 La técnica de la inversidn de matrices
7.1.4 La introduccién del algoritmo dual

7.1.5 El manejo de variables implicitas (con ecuaciones explicitas)

Sin embargo, ninguno se usd durante ofies. Pero posteriormente apare-
cen como caracteristicas sténdard en s istemos de programacién de computadera

ra programacién lineal.
prog

»

Mucho de los logros alcanzados durante 1963, no fueron més que técnicas

algebraicas y algoritmos, asi como consideraciones sobre los sistemas de computacisn.
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Grandes avances se lograron en la formulacion de problemas como mo-
delos de programacién lineal; sin embargo, la primera aplicacién de la pro-
gramacidn lineal fue al problema del transporte que, bajo suposiciones muy

severas, uministraba valores enteros a las variables.

Desde el principio de la década del 60, aumentd el interés por las téc-
nicas de "descomposicién", pero muchos afios atrés Orchard-Hays y Dantzig
trabajoron  sobre este aspecto. Por su parte, otros investigadores aplicaron el
principio de la ’.'par‘.“’icién de matrices”, a problemas especificos, con gran

éxifo .

A pesar de todo, el algoritmo formal de Dantzig y Wolfe, estimulé el

interés y la experimentacién.

Los cbdigos de computacidn, por lo general, modificaciones de sistemas

existentes, se han venido utilizando desde 1963, quizés, en forma limitada.

Ademés del método simplex, surgieron posteriormente otros métodos como
el método de Dijkstra, el algoritmo de Floyd y el méiodo del Doble Barrido,

etc., todos arientados a resolver redes de problemas de ruta mihima.

Las diferencias entre algoritmos se miden en forma préctica como la ne-.
cesidad o espacio para memoria y/o tiempo de ejecucién y en forma tedrica,
\ :

can los pardmetros que permiten la comparacién de dos o més algoritmos, di-

sefiados para resolver el mismo problema. s
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7.2 Formato de datos para programas de computadora

En los primeros cdédigos de camputacién para programacién, los elemen-

tos ajj de una matriz, se indicaban as®: ;= 1, 2, ..o, m; P = 1,.2, vee, no

En las aplicaciones reales resultd muy dificil su manejo y a finales de los afios
cincuenta, los nombres simbdlicos se utilizaron, finalmente, para indicar filas y

columnas.

Los datos para un problema de programacidn [ineal, con variables defi-

nidas, consisten en cinco clasificaciones:
7.2,1 Nombres ldgicos o identificaciones
ldentifican. a las ecuaciones (Filas).
7.2.2 Nombres estructurales
Se le denomina a las actividades {arcos); {columnas).
7.2.3 Los elementos de la matriz
A los valores numéricos ojj
7.2.4 Conjuntos definidos para variables lagicas y estructurales,
7.2.5 El vector columna solucién de las cantidades constantes,

Se identifica con los valores numéricos bj.
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La clasificacién 7.2.2 generalmente no es explicita, puesimpone una
carga necesaria al usvario, con preparar una larga y separada lista de nombres
g ’ prep guy

de columnas.

En la clasificacién 7.2.3 el orden de aparicién de los nombres de co-

lumnas, junfo con los fipos de filas, define la clasificacion 7.2.4.
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CAPITULO 8

8.0 CONCLUSIONES

8.1  En ejemplos como los anteriores no se puede apreciar la eficiencia y
rapidez del método simplex que, en su aplicacién a la resolucién de redes de
problemas de ruta minima, utiliza las excelentes propiedades de la matriz de
incidencia arco—nodo', para asi obtener una solucidn inicial bésica factible a
fravés de la mairiz incidente en forma canénica o tabla condensada, como paso

previo a la aplicacién de la maquinaria del simplex.

El hecho de que el rﬁé‘rodo simplex de la programacién lineal haya sido
creado a finales de la década del 40, no implica que sea obsoleto o pasado de
moda, como algunos suponen en la actualidad, Recientes experiencias computa~
cionales de investigadores tales como Srinivasan y Thompson ‘(]973), Glover,
Karney‘y Klingman (1974); Glover, Karney, Klingman y Ncpier\(]974), son
festimonio de la superioridad del método simplex para la resolucisn de proble~

mas primales de redes de flujo, sobre otros algoritmos conocidos.

Buffa-Elwood, presentan en su libro Management/Science/ Operations
Research una sinopsis de la eficiencia y economia, de resolver por computadora

las redes, busados en cargos de computadora de $.0.04/segundo.
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Tiempo de resoclucion y costos

, NOmero Nomero Tiempo Costo por
Problema de de de la

nodos arcos resolucién resolucidn

i ' 8 000 15 000 80.5 Seg. $.3.22

2 5000 23000 g " - $.3.20

3 3 600 35 000 63 " - $.2.52

4 5000 15 000 51 " $.2.04

5 . 3000 23 000 37.5 " $.1.50
Tabla 8.1

Imaginese el lector que, m'i.entras usted estd resolviendo una matriz de
8 x 16, solamente le tomarfa un segundo el ver los tiempos de resQiucién y
costos, para convencerse de la eficiencia computacional del algoritmo del sim-
plex para la resolucién de redes.  Como cosa curiosa, Orchard-Hays de la
Corporation Rand, desarrolld lun programa para la computadore IBM 704 en 1956,
que resolvia una matriz de 200 x 1,000, en poco mas de cinco horas. Con

mucha exactitud y eficiencia para su época.

8.2 En la aplicacién del método simplex de la programacién lineal, a la re-
solucién de redes del problema de la ruta mfima, es inevitable la aparicign
“de actividades redundantes en la tabla 4ptima, pero de todas maneras su pre-

sencia no afecta en la determinacién de la ruta més larga o “ruta miima®,

- Por ser actividades sueltas que no forman una ruta.
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8.3 Las actividades ficticias con tiempo cero o actividades artificiales con

tiempo unitario, no alteran en ningln sentido la aplicacidn del método simplex
- »_ Pl

para determinar la ruta minima; cosa que no sucede con el método de la ruta

critica (C.P.M.), donde una actividad articial lo nico que hace es demorar

la completacidn total del proyecto.

8.4  Para la resolucién de redes de problemas de ruta mihima, por medio del

método simp!e#, es mds ventajoso utilizar el problema primal del model“o”c-le la

programacion lineal, debido a que la matriz de incidencia resultante no es més
que una matriz de unimodularidad, cuyas columnas siempre tienen dos entradas:

+1 & ~1. lo cual es muy ventajoso para poder convertirla en forma candnica,
cosa que no sucederfa con el problema dual donde hay més de dos entradas por
columna. Ademés, significa un gran ;Jhorro de espacio en la memoria de la

computadora.

8.5 En lo que respecta al problema de la degeneracién por ciclo, no es un
problema serio de temer en la resolucién de redes de problemas de ruta minima,
como se aprecia en el problema ejemplo, debido a que las iteraciones son fini-

tas y la solucién inicial bésica factible sélo se repite una vez.

Es decir, lo que apreciamos es un caso de semidegeneracién.
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8.6 En la determinacién de una "ruta minima", si fuera Onica, lo que esta-
mos averiguando es el camino mas largo o "ruta critica®, de tal manera que
el retraso de cualquiera de las actividades que conforman la "ruta critica®,
provocard una demora en la ejecucién total del proyecto, traduciéndose en un

mayor nimero de dias para su completacidn.

~

Por lo expuesto anteriormente, bien podriamoes llamarle o este tipo de
redes de problemas de ruta mihima, "redes de problemas de ruta critica®, pero
no lo hemos hecho asi’ por la sencilla razén de que no gqueremos que se con-
funda con el método de la ruta critica (CPM), tan utilizedo y difundido en

nuestro medio para la resoluciédn de redes de ruta minima.

8.7 Finalmente, en esta tesis hemos expuesto en forma meticulosa los fun-
damentos mateméticos tanto del método simplex de la programacién lineal, co-
mo del anélisis del flujo de redes y, asimismo, sus probables complicaciones al
momento de su ejecucidn, sin llegar a pretender, siquiera, qué los ingenieros
o responscbles de la administracién de proyectos, traten de conocerlos; sine.
mas bien, que sepan distinguir que una red de ruta minima NQ es un método
para resolver redes y que la programacién lineal NO es ningln lenguaje de

computadora.
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APENDICE

La mayoric de problemas précticos que pueden formularse como progra~
mas de programacion lineal, involucran muchas variables que conducen a gran-
des tablas, de modo que el célculo a mano flega a ser largo y muy complicado,
caro y tedioso. Los algoritmos del método simplex son iterativos y conducen,

naturalmente, a un programa de computadora.

Uno de los lenguajes ampliamente utilizados, dentro de los disponibles,
es el FORTRAN. A pesar de que ha sufrido varias revisiones, el control prin-

cipal de las instrucciones (statements) es el mismo en cada versién.

En este apéndice Onicamente presentaremos subrutinas que llevan o cabo
el pivotaje. Estas subrutinas pueden utilizarse en Fortran !, Fortran IV o cual-

quier versidn posterior de Fortran.

Las diferencias del lenguaje se manejon en el programa principal, que
controla los datos de entrada, los llamados a las subrutinas necesitadas y la

forma de la salida.

1.0 Subrutina para pivotear la Tabla Extendida

Continuando con la notacién matricial utilizada previamente, indicare~
mos el tamafio de la tabla con variables enterass M el nimero de fila, N el

nimero de columnas. Nuestro pivote se halla ahora en la pl-ésima fila vy

Q-&sima columna. Para que estas variables sean enteras, las desiglaremos IP e
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1Q respectivamente, A la variable 9} la denominaremos Y (I, J) para la ta-

bla de entrada en la I-&sima fila y J-ésima columna.

5i IP, 1Q, M, N y la tabla Y son conocidas, la siguiente subrutina

efectuaré una iteracion de pivotaje.

SUBROUTINE PIVEX (IP, 1Q, M, N, Y)
DIMENSION Y (25, 25)

A=Y (Ir, 1Q
[—— DO 10 J=1, N
10 vy@pdy=vY (IP, J/A
DO 5O =1, M

iF (1-iP) 30, 50, 30

30 8=Y (I, 1Q).

L——Do 40J=1, N
40 - Y(H=Y (i, J)-B %Y (IP, ))

b—-50 CONTINUE

RETURN

END

El propésito de esta columna es producir un vector columna unitario en
la columna que se estd pivoteando. Los corchetes indican los "“do loops”, de
forma que la secuencia ldgica puede seguirse facilmente. La declaracién 10,

deja un uno en la posicidn pivote cuando J = 1Q,
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Lo declaracién 40 produce ceros en la columna pivotal, excepto en la
fila pivote. La declaracién IF se ufiiizé para saltarse o la fila pivotal del

[oop exterior.

El "Loop" interior ejecuta el proceso de eliminacién Gauss-Jordan a
través de lo i -ésima fila, en tanto que el "Loop" exterior avanza el cdlculo
de fila en fila. Asl, obtenemos un vector columna unitario en la columna pi-

I

votal .
PIVEX tiene varias aplicaciones comos

1.1 Diagonalizar una matriz, pcro resolver un conjunto de ecua-
ciones !il';ecles; consistentes e independientes a fin de que no aparezca un
cero en la diaéonal. Hay‘ql..le tener el cuidado de incluir siempre la colum-
na de los términos constantes, ya que a la hora de obtener‘lc matriz identidad,

la solucidn para cada variable aparecerd en la columna de tdrminos constantes.

1.2 Invertir una matriz no singular

St la motriz es: ra” a2

L..GZI a22
La tabla inicial es osh: fa1; a2 ] 0
Lazl ‘ az? 0 i
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Al diagonalizar la matriz principal, la matriz identidad se convierte en

la inversa de la principal y la matriz. principal se reduce a la identidad.

De paso, PIVEX puede utilizarse para pivotear la tabla extendida de un
programa lineal para producir una nueva solucidn bésica factible. Sin embar-
go, la mayoria de problemas de programacién lineal se resuelven por pivotear

la tabla condensada,
2.0 Subrutina para pivotear la Tabla Condensada

Para poder pivotear la tabla condensada, introducimos dos nuevas varia-

bles, K (J), J=1 aN=1 YL, =1 aM-1.

K (J) identifica a los vectores que estén fuera de la base y que se in-

dican arriba de nuestra tabla,

L () identifica a los vectores que pertenecen a la base, y que aparecen

al lado izquierdo de nuestra tabla.

Los valores iniciales de K (J) y L (I) son lefdos por el programa princi-

“pal juntamente con la tabla inicial.

Luego que se determinan las posiciones de pivote P e IQ, la siguiente

subrutina efectuaré los céleculos.
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SUBROUTINE PIVCO (Y, K, L, M, N, IP, IQ)
DIMENSION Y (30, 30), K (30), L (30)

R =1./Y (IP, 1Q)

DO 10 J

i

1, N

2g. etapa 10 Y (IP, )y =R *Y (IP, J)

la. etapa

3a. éfcpc

5a. etapa

Y (IP, IQ) =R A
DO5S0I=1,M

IF (I -IP) 20, 50, 20

—20 DO 40 J =1, N

IF (J -1Q) 30, 40, 30

da. etapa 30 Y (1, ) =Y (1, ) =Y (I, 1Q) *Y (P, J)

—40 CONTINUE

Y, IQ=R%Y (1, IQ

50 CONTINUE

X =K (iQ)

K (IQ) = L (IP)
L (P) = X
RETURN

END

La primera operacitn ‘d'espués de la declaracién "DIMENSION™ almace~-

na en el registro R, el reciproco del pivote, pora su futuro uso.
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El paso 10 del primer "Loop" corresponde a la segunda etapa de nues-
fro algoritmo y el paso después de 10 identifica el pivote y corresponde a la

ta. etapa.

La declaracidn 30 efecta la cuarta etapa, después que las dos declaro-
ciones "IF" saltean la fila y la columna pivotal. El "Loop" interior calcula
las entradas en la i-&sima fila, El "Loop™ exterior moviliza el célculo de fi-

p
la en fila a través de la tabla. La declaracign entre 40 y 50, corresponde a
Y r
la tercera etapa. Pertenece al "Loop" externo y calcula la entrada en la co-
P y
lumna pivetal, para cada fila, excepto la columna pivotal. Finalmente, la
-quinta etapa la ejecutan fas tres Gltimas declaraciones antes de retorar al +pro-

grama principal.

Nétese que la cifra entera K (1Q) se almacena en el registro X tempo-

ralmente, para no ser borrada cuando se reemplace por el valor entero L {IP).
Las éfopqs del algoritmo para la Tabla Condensada son:

2,01 Reemplace el pivote por su reciproco.

2.02 -Divido (Multiplique) el resto de entradas de la fila pivotal por el pivote.

2.03 Divida (multiplique) el resto de entradas de la columna pivotal, por el

negativo del pivote.
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2,04 Para las entradas de las posiciones restantes, sustraiga de la posicién
correspondiente en la vieja tabla, el producto del valor antiguo, tanto en la
fila como en la columna pivotal, las veces que la nueva entrada apareceré en

esa columna y fila pivotal,

2,05 Intercambie el vector no bdsico arriba de la columna pivotal, por el

vector bésico a la izquierda de la fila pivotal.
3.0 Subrutina de pivotecado automético

El objetivo de esta subrutina es que la computadora halle la posicién
pivote y que, automaticamente, continie pivoteando hasta que la tabla final

sea alcanzada.

Ei programa principal necesita solamente imprimir la tabla final al fina~
lizar un problema. Tres subrutinas adicionales se utilizan, para lograr el pro-

ceso automético.

La primera investiga las columnas y determna cual de ellas estd disponi-
ble. S no existe columna pivotal posible, la subrutina regresa al programa

principal con la declaracién 1Q ==1,
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SUBROUTINE COL (Y, K, M, N, IQ)

DIMENSION Y (30, 30), K (30)

IQ = -1
B=Oq
NN = N -1

———~DO 30 J = 1, NN
IF (K (J)) 30, 10, 10

10 IF (Y (M, J)) 20, 30, 30

20 IF (Y (M, Jy -B) 25, 30, 30

258=Y (M, J) o

Q=1

L 30 CONTIN UE
RETURN

END

Nbtese que el primer "IF" previene que cualquier variable artificial re-
grese a la base (cuando es tabla extendida). Si K (J) es negativa, se saltea

esa columna y nunca se usa de nuevo a! escoger un pivote.

La declaracién 10 escoge los nGmeros negativos de la ¢ltima fila. Las
declaraciones 20 y 25, nos aseguran que hemos escogido el ntmero negativo,
de valor absoluto, més grande, antes de igualar a 1Q con el nimero de esa

columa.
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AsT, el valor de 1Q reforna al programa principal ya sea para represen-
tar a la columna pivotal o al hecho de que no hay disponibilidad, Si IQ per-
manece negativo, el programa principal imprimird los valores corrientes de

¥
Y (IJ) como la tabla final,

La segunda subrutina investiga las filas y escoge una fila pivotal con la

declaracién P = -1,

SUBRQUTINE RCOW (Y, M, N, IP, IQ)

DIMENSION Y (30, 30)

P =-1
S=.,E19
MM = M -1

DO 80 | =1, MM
IF (Y (I, IQ) 80, 80, 10
10R =Y (I, NYY (I, Q

IF (S ~R) 80, 80, 20
205 =R |

P = |

+——80 CONTINUE
RETURN

END
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El primer "IF" se saltea cualquier entrada negativa o de valor cero de
P q g _

la columna pivetal, para considerar s3lo relaciones de @'S positivos, en la

declaracién 10,

El segundo ™IF" nos asegura que hemos escogido el més pequefio de los
©'s, antes de igualar a IP con esa filu, Si existe paridad por el menor, nues-

tro programa escoge a la primera de las filas halladas.

5i ROW y COL retornan valores positivos al programa principal, el si-

guiente comando en el pfogramu principal ser@:
CALL PIVCO (Y, K, L, M, N, IP, IQ)
que ejecutard el pivotaje.

51 ROW o COL retoman wvolores negatives, la tabla final se ha alcan-

zado y se imprimiré.

La tercera subrutina es la que distingue entre una fase y ofra de pivo-
teo. El programa principal debe saber si alguna variable artificial permanece
en la base. Si es asf, llamard a[-invesfigodor' de columnas en la fila M.- Es-
ta es la fase uno, donde los nbmeros negatives son buscados en la Gitima fila.
Tan p-ronfo como la Gltima voriable artificial dejo la base, el programa princi-

pal debe ilamar al investigador de columnas en la fila M =1.
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Esta es la fase dos donde los ndimeros negativos son buscades en la pri-

mera de las dos filas objetivos.

Si el problema originol no tiene variables artificiales, entonces se usa

sdlo una fila objetivo.

Para permitir estas tres posibles opciones, fa subrutina "Look" es llama-
da, antes de cada investigador de columnas, hasta que las variables artificia-

les son removidas.

SOUBROUTINE LOOK (L, M, V)

DIMENSION L (30)

DO10I=1, M

IF (L (1) 30, 10, 10

L— 10 CONTINUE
V=1,
RETURN

30V =-1.
RETURN

END

Por comodidad, todas las Fi‘lasrariginc[es de fa tabla, se numeran a la
""‘_”‘—"‘_'iiqhiei'da,'de modo que L (I} se define de 1 a M. A las filas objetivos, se

les puede asignar cualquier valor positive. La subrutina “Look® vuelve ol

programa principal con la declaracign V = -1, Sialgdn L (I) es negativo y
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regresa con V = 1. Si todos los L (I) son positivos. En cualquier etapa, el
" programa principal puede saber si hay variables artificiales en la base con sélo

Hamar a "Look” y examinar el valor de V.

Esto completa las subrutinas necesarias para ejecutar un programa de pi-

voteado automatico.

.Debe tenerse mucho cuidado en el programa principal al utilizar el in-
vestigador de columnas, solamente para las primeras M-2 filas en problemas con
una doble fila objetivo ya que nunca pivoteamos sobre las filas objetivo. Antes
de alcanzar la tabla final, el programa imprimiré los K {J) y L (I) en sus res-
pectivas posiciones, junto con los Y (I, J) para una completa interprétaéién de
los resultados. Finalmente, es bueno colocar un contador que nos indique las

veces que la tabla original se pivoted.
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