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I. INTRODUGGION

El presente t;abajo fue desarrollado durante y despuds de los cur-
sos de Investigacién en MatemAtica I y II, que fueron impartidos por
el doctor Juan Escamilla en 1989,

Es un trabajo de graduacidn y trata fundamentalmente sobre
algebra, pero tiene conceptos de geometria algebraica, teoria de
nimeros, geometria y teorla de Galois. La tesis es mostrar la
relacibén existente entre grupos y las Areas antes mencionadas.

Aparte de la Introduccidn Histdrica, el trabajo consta de tres
temas; el primero es de curvas sobre los racionales, el segundo es
sobre teoria de nlmeros y el método de Fermat y el Gltimo es sobre
la teoria de Galois. En todos estos capitulos se ha introducido
el concepto de conjuntos algebraicos. También existen otras re-
laciones menos evidentes que las ya descritas, por ejemplo el pri-
mero y el segundo capltulo se relacionan entre si por las ternas
pitagbéricas y el Ultimo teorema de Fermat; el tercero y el segundo,
por la resolucidn de las ecuaciones clbicas. Todo esto hace que el
trabajo pertenezca a lo que hoy en dia se conoce como algebrizacidn
de la matematica.

Los teoremas mds importantes del trabajo son la caracterizacién de
los grupos de Galois de los polinomios de segundo, tercero y cuarto
grado, #ambién la estructura de grupo de los nlmeros racionales de
um curva eliptica y la demostracidén en base a ideales del teorema

de Fermat.
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II. RESENA HISTORICA

Al igual que la teoria de nlmeros, la geometria algebraica tiene
la particularidad de poseer una larga historia y que a su vez es muy

desconocida,

‘Pretendemos en las sigulentes paginas describir brevemente el desa-
rrollo histérico de la geometria algebraica.

Contrario a la creencia muy difundida del surgimiento independiente
de la geometria y el &lgebra, éstas surgen en Grecia pero dependen
la una de la otra pues los griegos usaron el dlgebra para resolver
problemas geométriéos. También es conocida la multitud de problemas
que se resuelven por regla y compids que no fue aclarado sino hasta el
siglo XIX. La geometria en Grecia puede denominarse como geometria
sin coordenadas. El concepto de coordenadas lo introdujo Descartes en
el siglo XVIT y se trata de que los mismos ejes sirven para describir
todas las curvas que intervienen en un problema dado.
Con esto surge el concepto de curvas algebraicas y curvas trascendenta-
les y Fermat logra introducir el concepto de dimensidn, pues dice que
una simple ecuacion en dos dimensiones define una curva vy en tres una
superficie. También a finales del siglo XVII se supo que el concepto
de grado es invariante al cambio de coordenadas. Euler, en el siglo
XVIII aporta el concepto de curva parémétrica y clasificd las cénicas
como interseccidn de dos superficies. Newten y Leibniz trabajaron en el

problema de la interseccién de dos curvas algebraicas planas e intro-




dujeron el concepto de proceso de eliminacidn cuya idea es que dos cur-
vas algebraicas tienen una raiz en comn. Usando este proceso, en 1780
Newton notd que las absisas de los puntos de interseccién de dos curvas
de grados m y n respectivamente surgen de una ecuacién de grado menor o
igual que mn. Esta fue la base para querBézout desarrollara el concepto
de proceso de eliminacién y multiplicidad, esto en el siglo XVIII.
Tambien nacié la geometria proyectiva, cuando Desargues tratd de darle
un fundamento matematico a las perspectivas artisticas de los pintores.
Fue Desargues quien en el siglo XVII contribuyd con el concepto de punto
en el infinito. En este siglo Euler, formuld la existencia de puntos
imaginarios y con esto dos circulos se intersectan en cuatro puntos al
igual que dos cénicas cualesquiera
Con estas nuevas herramientas ya se cuenta con casi todas los
conceptos necesarios para hablar de un campo algebraicamente ce-
rrado y del plano proyectivo complejo P(C).

Mobius , Plicker y Cayley sentaron las bases para lo que fue
posteriormente el programa de Erlangen de Klein. Ademis con ellos
se desarrolld la teoria de correspondencias.

Se llama una (o, ﬂ ) correspondencia a una relacién entre dos
puntos M y M' ,tales que para cada punto M existen O puntos M' relacio-
nados con M y para cada punto M’ existxanInumns relacionados con M ,
cuando M y M’ varian en la misma linea proyectiva.

En general, la geometria algebraica se habla ocupado por problemas
netamente enumerativos (en P(C)) tales como por ejemplo : Cuil es el

nimero de cédnicas tangentes a 5 cédnicas dadas en posicidn cualquiera?




Esta escuela, la llamada geometria algebraica proyectiva culmind con
los trabajos de Plucker, quien con sus férmulas encontrd una relacidn
entre el grado de una curva, su clase, sus puntos dobles, etc.

Por los trabajos de Cauchy sobre variables complejas, se crela mis o
menos en 1850 que la geometria algebraica era parte del anilisis
complejo . Riemann aportd mucho de lo que es el andlisis y la topologia
a la geometria algebraica; é1 es el creador de las funciones
multiformes basado en la teoria de superficies de Cauchy para la reso-
lucién de integralés abelianas. Lo interesante aqul es que nacid la geo-
metria birracional, cuya idea central es la siguiente: Dada una variedad
irreducible V se define en ella un campo de funciones de las O—formas.
que ella genera y luego se estudian los isomorfismos en estos campos
que definen equivalencias birracionales. El concepto de variedad irre-
ducible se debié a Kronecker o a Dedekind. También trabajando con las
ideas de Riemann, Dedekind y Weber utilizaron los elementos integrales
sobre un anillo de polinomios y para ésto usaron la teoria de ideales que
desarrollé Dedekind en 1870. Nuevamente se le did un enfoque algebraico
- abstracto, pues la teoria de ideales es parte del Algebra conmutativa.
Castelnuovo , Enriques y Severi al introducir el Adlgebra lineal ,re-
lacionan con sistemas lineales las subvariedades y los divisores de
campos racionales, elles son los padres de la escuela italiana de geo-
metria algebraica.

En la década de los veinte deesfe siglo existio una corriente por tratar

de generalizar la matematica por medio de estructuras. La estrecha rela-




cién entre variedades algebraicas y variedades complejas por un lado
¥y por el otro los nlimeros algebraicos se habian vuelté conceptos funda-
mentales en la geometria algebraica. En estos tiempos (1920) se die
mucho énfasis a la nocidn de estructura y quedaron relegados a un segundo
plano los objetos matematicos sobre los que se definid la estructura.

Consecuencia logica de esto es que se pensara en una extensidn
abstracta de la geometria algebraica, donde tanto los coeficientes de
las ecuaciones ,asi como las coordenadas pertenecen a cualquier campo
arbitrario. Estos trabajos se deben a E. Noether, W. Krull y van
der Waerden hasta antes de 1940 y posteriormente a Zaviski y a Weil.
Por ejemplo, la descomposicién en ideales primarios sobre anillos noe-
terianos, las propiedades de los anillos integros cerrados y la nocidn
de localizacién se debid a Noether.
(Un anillo local es un anillo commutativo en donde sélo existe un ideal
maximal. E1 ejemplo tipico de anillo local es el siguiente:

fo)

AP ={ 'gag'fcxx) j g(P) # 0 } donde C(x)es el cdjunto de las
funciones racionales sobre el campo de los complejos C .Y el ideal
maximal es M — ( fdea | £(P) =0 ).

En estos arlos Zariski desarrolld su topologla y van der Waerden y Weil,
el concepto de punto genérico de una variedad. A partir de 1945 Leray
introdujo al algebra conceptos como haces, cuyo origen procede

de la topologlia algebraica y ha dado lugar a muchcs problemas en la
que los peometras algebraicos trabajan hoy en dia. Por ejemplo el

problema de la desingularizacién o el problema del moduli de Riemann

que consiste en probar la existencia de una variedad o esquema cuyos




puntos deben corresponder a unas clases de isomorfismo de curvas

cuyo género se conoce. Estd todavia incompleto el estudio de las
integralés abelianas de segundo y tercer tipo que es un tema de la
geometria algebraica clasica. También queda mucho por hacer en la
caracterizacién de clases de superficies por propiedades de sus
invariantes pero genevalizade a un campo algebraicamente cerrado de ca-
racteristica p>0 . Estos trabajos los comenzaron los matemdticos ita-
lianos Castelnuavo y Enriques.

A mediados de la década de los cincuentas, utllizando el concepto de ani-
llos de funclones, A. Grothendieck logré una definicidén mis abstracta y
general que el concepto de variedad algebraica, que fué el concepto de

esquema.




ITTI. GONJUNTOS ALGEBRAICOS Y SUS PROPIEDADES

El estudio principal de la geometria algebraica son las variedades y los
conjuntos algebraicos que también es el tema central de este capitulo.
Un grupo es un conjunto G con una operacién (llamada producte internoc)
que asocia a cada par ordenado (a,b) de elementos de G un elemento ab de C
de tal forma que:
- Para tres elementos cualesquiera a, b, c&G (ab)e = a(be);
- Existe un tnico elemento e €G tal que ea = a = ae para todo elemento

a g G;

Para todo elemento a€ G existe un elemento 3'€ G tal que a.ai=@= iva
De forma mas precisa, un producto interno deberia considerarse como una
aplicacion @: G x G —+ G , y el grupo deberia representarse como (G, )

para hacer patente el papel del producto. Esto sirve para diferenciar gru-

pos que tienmen el mismo conjunto pero diferente producto interno.

Un anillo es un conjunto R con dos cperaciones internas que representa-
remos por + y * de modo que

- (R,+) es grupo abeliano

- la multiplicacién es distributiva con respecto a la suma; es decir,
cualesquiera que sean los elementos de a,b, c€&R
a(b + ¢) = ab + ac v { & + byc = ac + be;
- es asociativa; es decir, dados tres elementos cualesquiera a,b,c § R

a(be) = (ab)c;




si ademas el producto es conmutativo el anille se llamard conmuta-
tivo, y si existe un elemento unidad 1 €R tal que l.a = a= a+1l para
todo a R el anillo se llamarad anillo unitario o con unidad.
Cuando nos refiramos a anillo, todo anillo seri conmutative y tendré

elemento unidad.

En un anillo no trivial un elemento no nulo a puede tener un inverso mul-

tiplicativo, es decir, puede existir un elemento a™! tal que a a"l= 1 =

= ala. Este elemento se denomina unitario del anillo. Un elemento no

. . . - . - 3
nulo que no tiene inverso multiplicativo se 1lama elemento proplio. Asi,
los elementos de qualquier anillo se dividen en tres clases: el cero,
los unitarios y los elementos propios.

Un campo es un anillo no trivial en el que todo elemento no nulo es uni-

tario.

Un elemento a de un anillo R es un divisor de cero si ab=0 para algin
elemento b no nulo que pertenezca a R.

Un dominio de integridad es un anillo que no tiene divisores de cero
(salvo el propio cero). Un campo es un dominio de integridad,

51 Z es el anillo de los enteros el conjunto de las clases de
congruencias médulo n forman un anillo con la suma

(al,+ ([b], = [a+b]_y 1la multiplicacidn (al, [b],= [ab]_

Un ideal de un anillo R es un subgrupo aditivo Qde R con la propiedad de

que si a€® implica ra €<} para todo r&R.
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Evidentemente, el conjunte que sélo contiene al elemento 0 ¥ el conjunto
formado por todo el anillo R son ideales, llamados los ideales triviales

o banales.

Un ideal se llama propio si Q A0 ¥ A FE R.
Para todo elemento a de un anillo R , el conjunto

(a) = [}{EI{I X=ra , r &R} es un ideal, llamado
ideal principal generado por a.
Los dominios de integridad en los que todo ideal es principal tienen una
impoxtancia excepcional en la teoria de anillos. LLamamos, en forma abre-
viada, a estos dominios de integridad, dominios de ideales principales.
Un dominio euclidiano es un dominio de integridad no trivial R junto con

una funcidén, llamada norma, P K- N (donde R significa R - {0}) tal

que:
- para todo a,b € RY¥ . Pab) = Pla) -P(b),
- para todo a,b e r* existen unos elementos ¢,r &R tales que
a =qgb + r siendo r < b o r = 0.
Una factorizacidn r = n,¥,...r, de un elemento v de un anillo R es una

factorizacion propia si todo Factor r, es un elemento propio (no unita-
rio ni nulo) de R. La factorizacidén que contiene algin elemento unitario

o nulo entre sus factores se denomina impropia. Todo elemento de un anillo
tiene una factorizacidn impropia r = 1r, pexro no todos los elementos tie-
nen una factorizacidn propia.

Se denominan primos los elementos de un anillo que no tiemen factorizacidn
propia. Un elemento propio que es primo se llama primo propio.

Como ejemplos de anillos interesantes estan Z(i) v Z(w).
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Z(i) es el anillo de los enteros gaussianos y se define asi:
Z(i)={a+bi[a,béz 1, dondei-———/—-l—' . La suma v la multi-
plicacién quedan definidas de la siguiente forma

(a + bi) + (¢ + di) = (a+c) + (b+d)i
{ a+bi) ( ¢+ di ) = (ac - bd ) + ( ad + be ) i
Z(i) tiene caracteristicas importantes que son per ejemplo:
- Z{1) es un dominio euclidiano con la norma 5: A (i)‘—* N
6(3 + bi) = az_-i- B?

- Z(i) es un anille de factorizacidn Unica

- Z(i) es un anillo de ideales principales

Los elementos unitarios de Z(i) son % i y + 1. Los elementos
primos de Z(i) se llaman primos paussianos.

Seaw=~:i+i/:'3-' yz(w)={a+bw,al be Z ).

w es una de las raices del polinomio z2 + z + 1.

Z(w) tendrd estructura de anillo con la suma y la multiplicacidn

definidas de la siguiente manera:

{a + bw) + (c + dw) = { atc) + (b +d)w
(at+bw) (e+dw)= (ac + bd) + (ad + be -bd)w
Es facil ver que W = w2 == 1= w

Z(w) también es un dominio euclidiano con la norma
§:z(w) =+ N
S + bw) = a® -ab + b2
Z(w) es también un dominio de ideales principales y un dominio de

factorizacidén Umica , y sus unitarios son.".'l, v, t o2




Los elementos z = a + bw que no se pueden escribir como z = r,...r
tal que r no sea un unitario se llaman primos en Z{w). Asi 1 - w es
primo de Z(w) va que un elementc a + bw Z(w) es primo de Z{(w), ssi su

norma a’-ab+b? es un elemento primo de Z (referencia [2] ).

Dos elementos de un anillo son asociados si cada uno de ellos puede ex-

presarse como producto del otro por un unitarioe.

Sea K un campo. El conjunto de las n-eadas (%,,...,%x,) de elementos de K
se l1lama el n-espacio afin sobre K y por conveniencia lo denotamos por K°
Cada (X1""' xn) se llama punto del espacio afin. Y poxr simplicidad, un
punto (x,,. x_) del espacio afin lo denotaremos por (x).

Al anillo de polinomios con coeficientes en K y con n indeterminadas

lo denotaremos pox K[X,,..., X,] ¥y un polinomio se denotaria por P(X).
Si ' K[X,,..,X ] un punto P=(a, .... a.) K" es un cero de F si
F(P) = F(a,.... a)= 0.

51 F no es un polinomio constante, el conjunto de ceros de F se llama

la hipersuperficie definida por F. Y se denota por V(F).

Si E K[X X1 ; al conjunte V(E) = { (x) K 1 P(x) = 0

1" “'n
para todo P E } se le llama conjunto algebraico afin de K . 0 , por
simplicidad, sélo conjunto algebraico.

Dicho brevemente, un conjunto algebraico es el conjunto de ceros comu-

nes a una coleccidén de polinomios.
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Citemos ahora alguncs ejemplos:

- Las variedades lineales. Estas son el conjunto solucidn de sistemas
2z
de ecuaciones lineales con coeficientes en K. El estudio de estas va-
riedades forma parte del Algebra lineal.
- Gurvas Algebraicas Planas que son las hipersuperficies en K
, 2 2 R
A5l si K =R y £ =& +DbX Y 4¢ Y + dX +eY +f con a,b,...feR una forma
cuadratica
2 .2
-V(aX+bXY+eY+dX+e¥Y +f)cona, ... £€ R es una curva
en R por lo que los circulos, las pardbolas , las elipses ,etc pueden sex
vistas como variedades algebraicas afines del R
z k]
La variedad V (Y - X ) es la curva "clispide " o pardbola de Neil,
su grafica se muestra en la figura 1.

A

figura 1




2 2
-- La variedad V(Y - X(X + 1) es la curva "alfa" y su grifica se

muestra en la figura 2

N
N

figura 2

2 T PR .
-- La variedad V(Y - X(X - 1)) es una curva eliptica . Este ejemplo

muestra que las curvas algebrajcas en R no tienen por que ser conexas.

)i

[0 x

figura 3

14
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z 2 T2 .
La variedad V[(X+Y~-1) (X +Y=-4 )] define la unidn de dos circulos

concéntricos.

Y

fan :
N

figura 4
A
Puntos racionales de una variedad alpebraica. Sea V& K una variedad
y LL K un subanillo de K ., Interesa saber si existen punttos de V

con coordenadas en L,

7 \ 1 o~ 2
La variedad V'= V ( Y- X ) define una pardbola en Ry V=1V ( Y- X )
define también una parabola en Q.
~—~
V es densa en V .

i
En efecto, sea (r,f’) un punto de V queremos vel si podemos encontrar
Z 2

un punto ( 4,4 ) tan cerca como se quiera de ( r,r ), conq € Q
Consideremos el intexrvalo (1? —J€/2 , ¥ + l?2) como F(x)= x? es continua
existe un & > 0 tal que £[(r-§ , r +§ )] € (2 - JE/2 | v2 4 Jor2 y,

} I
tomando § = min(s' /5/2 ), podemos encontrar q€( r - § r 475)/ta1 que

.2 P,
(q,9%) € B, (r,r*). En efecto (q-r)* + (q% - %) 2 < § +2£ < £




16

figura 5

El circulo racional.

k4 ya 2
La variedad V( X + Y - 1) define un circulo en R. Siendo Q< R subcampo de
2 1
R, interesa saber como es la grafica de V ( X+ Y-1 ) en Q2. Vamos a
r 2
demostrar que este conjunto es denso en V{ X+Y - 1) en R?

i !
Sea (r, s) € V( X Y -1 < Qz podemos suponer sin pérdida de generalidad

que 1 vy s tienen el mismo denominador.

Escrilbi 2 b
seribimos  r = — 8 = 2
z 1 . A 2 z ’
Luego, r + s = 1 dmplica que a + b = c , donde se podrdn encontrar
z T
a - 6 Quv
enteros u , v tales que — = T ee—
C Lt ph C At
La cuestidén de que si el conjunto de puntes ( 1 , s ) = ( %-/ é- ) es
<

denso en el circulo real, es equivalente a responder la siguiente cuestidn

2
74 Uyt

b/¢

tan

Podemos aproximar la pendiente

a
b 2

cerca como se (quiera a alguna pendiente m€ R 7
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Bado m un real no racional, y E>0 cualquiera, existe un racional de 1la

v wt
forma =1 tal que v € B (m).
&V ¢

Consideremos:
T 1
v-u

- m

2 ouv

! !
2 - —(x - - -
T (h - Z2mx -1 ) —h(x q,) (% q,) <2xE
Las raices del polinomio =z -2mz -1 son m+ m + 1
( este polinomio posee siempre una ralz positiva q, Y una negativa q, )
X es un racional cualquiera oWy Z.

Para £ lo suficientemente pequeﬁ03 un racional x¢ BE (9,) ¥y x> q

si escogemos £ tal que 0 < € < 1/10.

O X
ol A
4 - 1/2 (x* - 2mx -1 ) = 1/2x (x-q,) (x-q,) < 1/ 29}K$’g;*:o)
Juv v oo~ u
por lo que m puede ser aproximade por un racional de la forma
2uv

en el grado que se quiera.

Y como Gltimo ejemplo citaremos el problema de Fermat; que se ocupa de
la existencia de las soluciones no triviales de puntos racionales de las
3 I L 1- > n *
variedades V( X" + Y* - 1) en Q. La variedad V{ X® + Y* - 1) no tiene
; . 2 ‘
soluciones no triviales en Q , segin Fermat.

Estudiaremos el caso para n = 3 i.e. V(X +Y® -1 ) en los racionales.
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Si X y Y son racionales podemos suponer sin pérdida de generalidad que
tienen el mismo denominador y el problema se transforma en demostrar que

X* + ¥* = 2 no tiene soluciones en Z.

Demostraremos algo mis: que X* + Y?® = 7% no tiene soluciones en Z{w) .
Supongamos que X, Y ,Z son tres elementos no nulos de Z(w)/tales que
) G A

Evidentemente no hay nada que nos impida suponer que X, Y vy Z son primos
relativos dos a dos, que expresado en términos de ideales, es:

(X,Y) = (Y,2) = ( Z,X) = (1) = Z(w).
En efecto , si dos de las tres cantidades X, Y y Z tienen un maximo co-
min divisor d que no es unitario, toda la ecuacién puede dividirse por d*
y (¥/d), (Y/d) (Z/d) , podria ser una solucibén que cumpliria la hipdtesis.

Observemos que l-w tiene la norma

L-w = (L-w)(1-&) = (L-w)(l-w?) = 3

Y que por tanto es primo en Z(w). Ademis su complejo conjugado es

l-w = 1 - w2 = w® -w? = w2 (w-1) = ~w2(l-w).
Al ser -w? un elemente unitario, l-w Yy l-w son asociados. En consecuncia
si l-w divide aat € Z(w), l-w también divide a & , complejo conjugado de
Q& - Observemos que todo elemento de Z{(w) es congruente con 0,1 & 2
modulo (l-w): dado atbw € Z(w), tenemos ath — 3g + r donde 0K r < 3 vy
a+ bwz=ath = 3q + r =r mbd. (L-w).
(Por supuesto que 2=-1 médulo (1-w), ya que 1-w divide a 3.)

Finalirente senalemos que o = glmodulo (l-w) - implica que o —imbd(1l-w)
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A
Para ver esto, escribimos O(EI'“ﬁ (41~ u:) y entonces
o5 :(oc",:4)(0<¥w)(0<"-;w)
A A oy f-w)? < ])
= Bl1-w)(p(1-w) £ 1F W) B(1-w) "t 15w

y si A=-1 A+l

oFr1=(a-w) p(RENBE(1+w)

Una de las tres cantidades @ , @-+ 1 y ﬁ-+(1+w) debe ser divisible por
1 - w. Por tanto, o F 1 es divigible por f?“uﬂA*3
La aritmética de Z(w) es de suma importancia, ya que precigsamente en Z{w)
es donde la ecuacidén X> + Y® = istiene la factorizacidn
X4+ ¥ o= (X + Vv 4w (Xw? + Y w).

los tres factores (X + Y), (Xw +Yw?) ,(Xw? + Y w) son todos ellos con-
gruentes médulo(l-w) y su suma es nula,puesto que 1 + w + w? = 0. Ademés
sl los tomamos dos a dos, arbitrariamente, serin primos relativos, o bien
tendrdn 1-w como miximo comn divisor, como se deduce de las ecuaciones

siguientes:

(V- Uw) (Y)Y + w2 (V-T) (Xw + Yw?)
l-w = (Vw - ) {Xw + Yw?) + (Uw - V)(Xw? + Yw)

w2 (V-U) (w2 + Yw) + (U - V) (X + Y)

donde UX + VY = 1.

Una de las tres cantidades X, Y, Z tiene que ser divisible por el elemento
primo 1-w. De lo contrario tendriamos que X Y y Z son congruentes con
tlmédule (1-w), de donde deduciriamos que X* , Y® y Z® serian congruentes
con +1 mbédulo (1-w)*. Luego, X3 + Y® = Z*® implicaria

41 41 =21 mbd(1-w)*




20

que nos lleva a las congruencias imposibles:

0 = +1 méd. (1-w)* vy 42 = +1 mbd. (L-w)".

Ademds podemos cambiar siempre la notacidn para estar seguros de que es Z
quien es divisible por l-w. Ya que X* + Y* = Z® &g equivalente a las
ecuaciones X + (-wZ)® = (-wY)® e yifb"Z)a=ﬁﬁu>93
Entre todas las soluciones no triviales de X* + ¥® = Z®  en Z(w) para
las que 1l-w divide a Z,debe existir una tal que l-w divida a Z un nlmmero
de veces tan pequefic como sea preciso. Podemos resumir lo conseguido
hasta aqui en la siguente proposicién.
Si la ecuacioén X + Y* = 2% tiene una solucién no trivial en Z(w) , enton-
ces debe tener una solucién no trivial tal que:
1) X, ¥ , Z sean primos relativos dés a dos;
2) l-w divide a Z;

A+
3) existe un nlmero A€ ¥ tal que (l~wjles divisor de z ; pero (l-w) no.
4) en cualquier otra solucién con las propiedades 1) ¥y 2) (1-w;‘divide

a Z.

Vamos a demostrar que, dada una solucidn minima de este tipo, podemos en-
contyar otra para la que Z sea divisible sdlo por (1~w)A:l , lo que estafria

en contradiccidén con 4),

Sea X, Y y Z una solucién no trivial de X* + ¥° = Z? que satisface las
condiciones 1) a 4). Entonces Z = médulo(l-w) implica que

X+ Y =Xw+ Yw =Xw? + Yw = 0 mdd. (1-w),
y tenemos X + Y —~ (l-w) A, Xw + Yw* = (1-w) B, y Xw? + Yw = (l-w) €,

donde A, B, G € Z(w) y A + B + C = 0. Ademis, puesto que
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(X4Y,Xw + Yw® ) = (Xw + Yw? | Xw? + Yw) = ( X* + Yw, X+Y) =(l-w),

se deduce que
(A,B) = (B,C) = (C,A) = ().
Dicho de. otra forma, las cantidades A, B y C son primes relatives dos
a dos. Por otra parte, tenemos (Z/(l-w))® = ABC, y la lnica factorizacién
en Z(w) implica que A, B, C son elementos asociados de potencias ciibicas,
esto es,
A=x§3 B“ﬁha C=-yo® .

donde O , ]B » & son elementos unitarios de Z(w) y g ny @@ son primos
relativos dos a dos. Tenemos queo(/@a' = (z/(l-w)f")@f es, al mismo
tiempo, unitario y clibico en Z(w) . Puesto que los elementos unitarlios de
Z{(w) son precisamente ‘1as seis rajces de la unidad, se deduce queot/ga’ =+1,

Sabemos que 1l-w divide a X + Y pero no a X o Y. Por tanto

X = 41 méd. (L-w), Y = -X mod. (1-w),
y
X = +1 mbébd(1l-w)* Y = - X* mbdd. (1-w)*
luego,
Z} = X% + Y = 0 mdd. (1l-w)*
En consecuencia, (1-w)* divide a Z* = (1-w)® ABC, y {(l-w) divide a una y

s6lo una de las cantiﬁades A, By nya que son primos relativos. Esto prue-
ba que 1l-w divide sdlamente a uno de los elementos§/’7,6€z(w). La demostra-
cidén no pierde generalidad al suponer que 1—lw divide a @ .

Puesto que l-w no divide ad nia ‘V) , tenmemos que %5° y 07 * son con-
gruentes con + 1 mod. (1-w)* . Resulta entonces que A+B+C=0 implica que

O(gf* +ﬁ¢)3+ 3:03= o +;8 = 0 mdd. (1-w)?




22

Puesto que X y ,8 son unitarios, esto basta para demostrar que o= tﬁ .
Esto trae consigo que 0{‘85“ ﬂi-,o(zaf =+ 1= +g° y Y=t
Por tanto, al eliminar o fg vy & obtenemos de A + B + C = 0 una ecuacidn

de la forma

3 3 3
E,C+HEMrE G =0

donde E(-= + 1. Entonces, tomando Xu zE;gIYO.:Ezfq v ZU = ...{) 7
tenemos que X0+ ¥ -z}
Ademas Z, es como maximo divisible por (l-w) ~! va que

3 3 3
= (1w (B d)
es divisible por (l-w)? y l-w divide Unicamente a & . Hemos llegado,por

tanto, a una contradiccidn.(Esta demostracidn es del libro de Clark.)




IV. NUMEROS CONGRUENTES Y CURVAS ELIPTICAS

En esta seccidn analizaremos el método de Fermat que, tiene una
aplicacion en el estudio de los nlmeros congruentes
Este método consiste en que a un problema aritmético se le da una
solucidén geométrica,
Problema y ejemplo: La ecuacibén x*+ y’=9 tiene las soluciones (1,2)
y (2,1) como soluciones racionales; el problema consiste en encontrar
mas soluciones racionales positivas.
El teorema general de Bézout dice que dos curvas planas algebraicas de
ordenes m,n , que no tienen ninguna curva parcial comin, se cortan en
mn puntos propios o impropios, reales o imaginarios, distintos o coin-

cidentes.

Cada una de las locuciones empleadas no representa solamente un modo de
hablar o convencién arbitraria, sino que responde a un hecho matematico
concreto: asl puntos impropios comunes significa direcciones asintdticas
comunes; puntos comunes coincidentes significa que son multiples para

una o ambas curvas, o que hay contacto, etc.

Sabemos por el teorema de Bézout que una recta cualquiera corta a una
curva_de grado n en a lo mis n puntos contados con multiplicidad,

Y también si el corte es tangencial, este punto cuenta doble.

Si una recta corta a la curva x’+ y>= 9 en dos puntos racionales, el

tercerc es racional también.
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En efecto, sea la recta y = ax + b v la curva x* + v® = 9, al hacer
una sustitucidn tenemos (1+a®)x® + 3a?bx? + 3ab?x + b3 - 9 =0 v si
X, ¥,, X, s00 soluciones de la ecuacidn cilbica, se debe cumplir que

Satb

1+a*

X, + %, + xX,= ~

(estas son las llamadas férmulas de Newton ) (ref.{9]).

Por consiguiente; si x, x, , a, b, son racionales, lo serd también X,
Ahora tenemos un método muy simple de encontrar soluciones a nuestra
ecuacidn, es decir, dado un punto simple, con coordenadas racionales
encontrar una tangente a éste y continuar asi indefinidamente. Este es
el método de Fermat y debe aplicarse a s6lo a una curva de tercer

grado, tal como en este caso.

A (2,1) le corresponde la recta tangente y=-4x+9, de donde tenemos que

4&
X+ X, by = —g- y como  x,= x,= 2
0 -3
se deduce que x, =7 Y Y= -

- a .
Aplicando nuevamente el método de fermat al punto (;‘,55 obtenemos

319 2 . .
otro racional que es (37 733 ) ¥y una tltima aplicacidn del método

nos da un resultado con ambas coordenadas positivas.

Ver figura 6.
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Curvas Eldpticas

La definicidén de una curva eliptica es a la vez algebraica como
geométrica. Se dice que una curva es eliptica ssi se puede escribir
de la forma y* = x* + ax + b donde a y b son racionales y 4a+27b2 = 0,
Esta Ultima condicién significa geométricamente que la curva no tiene
puntos dobles ni puntos de retroceso.
Un punto doble es un punto de una curva en donde ésta se corta a si
misma y por punto de retroceso se entiende un punto doble en donde las

dos tangentes a la curva (en ese punto) Son coincidentes,

Problema: Cual es la condicién para que x’+ax + b mno tenga raices
miltipleg?
Solucidén: ®’+ ax + b tendrd ralces miltiples si ¢l y su polinomio
derivado 3 %%+ a poseen un cero comun.

3

X -E-ax+b=3-’—x(3x2+a ) +§—-ax+b

2
Un cero en comin anularia el resto, es decir —ax + b =0, con lo
- 345

que el cero en comin es P
a

Es suficiente escribir que tal valor es un cero de uno de los polino-

1 - 34 3 2
mios, digamos de 3 x + a ;3 'Z:) + a nos lleva a 7a #2316 = Q.

1
Por lo tanto; la condicidn para que X +ax + b no tenga raices milti-
3 2
ples es que 4 a + 27 b £ 0.
. 7 . 1 z
Denominaremos a la expresion 4 a + 27 b, e
si € ee negativo, la curva es eliptica y corta al eje X en tres puntos
distintos. Si é: es positivo, la curva corta al eje x en un punto ¥

si & es cero , la curva deja de ser eliptica pues tendrd o un punto

doble o un punto de "retrocesgo".




Q negativo

figura 7
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@ positive o positivo
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Niimeros Congruentes

- r . - !
Se dice que um numero entero es congruente, si es igual al Area de un
tridngulo rectdngulo, cuyos lados son todos nimeros racionales.

Es facil demostrar que un entero n es congruente s5i se puede escribir

r1(F 4

COomo n = Y

donde p,q y s son enteros positivos,
En efecto, un nimeroc nm queda caracterizado por los valores a,b,c, del
triangulo recténgulo correspondiente que verifican la relacidh pitagd-

rica a* + b? ~ 2

Nuestro problema se transforma en encontrar los puntos racionales del
circulo unitaric, que como vimos anteriormente son infinitos.

Si w es el punto del circulo cuyas coordenadas son (-1,0) ¥ M un pun-
to del circulo , entonces M tiene coordenadas racionales si vy sb6lo si
la pendiente t de la recta wM es un nlmero racional, ( Ver figura 9 ).

Pues las coordenadas x y y de la recta se expresan en funcidn de t ,

A Y
16> Y 1+ %2
2 .
c(1-4 ' 2 1< ,
entonces as== ( ) v b= donde t es un numero
A+ % VRS
racional.
? s ! ! - ! ab
El area del triangulo rectangulo en cuestion es A= 5
. t
_< A{1- 4
(1 1)°

entonces n es congruente si existen dos nlmeros racionales o y t tales

29



c
que n=g*t(1-t%) o =
1+ ¢
1 P
-F 2 1 L
) cpq ( q° - p)
. . < g 1
Ponlendo t = —, se obtiene A= e P
(’! + £ (q + p)
ql
palq® - p?)
y como p> + q* = s ¢ ; n se transforma en -*"*—fgq*"“—
que es lo que queriamos demostrar.
T
t * * ]
5i en 1a formula n=ot (1 -t ) hacemos v o=
e
A S .1
¥ X = - nt, obtenemos y =X - n %X que es la ecuacidn de una curva
eliptica
[iii::::: M
wk
figura 9

Ahora se ve por qué el problema de los nimeros congruentes se inscribe

dentro del estudio de las chrvas elipticas.

A dos puntos racionales, pertenecientes a una curva eliptica, se les

puede asociar un tercero, de la siguiente forma:

30



51 Py Q son dos
P+ Q=25 donde S sera
punto T. E1 punto T es
pasa por Py Q vy puede

m&s abajo)
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puntos pertenecientes a la curva, su "suma"
- r - .

un punto simetrico respecto del eje x del

la interseccidn de la curva con la recta que

ser el "punto al infinito " (ver definicidn

figura 10

Es evidente que esta suma es comuntativa. S= P+Q = Q + P pues

proviene de la misma recta. Esta ley es interna y cerrada, es decir que

la suma de dos puntos pertenecientes a la curva serid otro punto perte-

neciente a la curva, con la Gnica condicidn de afadir otro punto. El

punto al infinito (CQ)
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—

g~ 2

fipura 11

El punto al infinito ser& el elemento neutro en la estructura de grupo.
La suma de dos puntos P y P' simétricos al eje X serd el punto en el
infinito. A este punto lo denotaremos por O

Pues la recta que une a P con O es la vertical que pasa por O y tambien
por P’ y luego pasa otra vez por P asi:

P+0="P

También se tiene que todo punto tiene un simétrico . Incluso el punto A

que es un caso especial (ver figura 13)



Figura 12

Su simétrico es el punto en el infinito O.

0 punto en el infinite

figura 13
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Pero también sucede que es asociativa, es decir que al sumar tres puntos
se puede efectuar sin que importe el orden, haciéndose esta suma dos
a dos.
Y con esto demostramos la estructura de grupo.
En un grupo , un elemento se llama de torsidn si existe un n € Z, tal
que nP -0 . En este caso, un punto de la curva es de torsion si apli-
cando el método de fermat a P un nlmero finito de veces, obtenemos
nuevamente P,

: , 2 3 1
Se puede mostrar que los puntos de torsioh de la curva V (Y ~-x -h X))

tienen coordenada igual a cero v son solamente tres (0,0);(-n,0)y v (0,0)

Teorema: Un entero n es congruente si y sdlo si la variedad
VO y?- (- ’x ) NaQ

es no trivial. Es decir, posee infinitos puntos racionales.

Demostracidn: Si n es congruente, entonces vale que n = of t{t-t?)

T
con t y racionales, =x= -nt vy v = o es un punto con coordenadas
racionales que esta sobre la curva y? = x* - n2x

De forma inversa; sea (x,y) un punto que satisface la ecuaciédn yi=x3-nx

t mY
haciendo x= -nt vy yt=£L se tiene que  —— = n?(t- t? ) v
(4 O(Z. b
n = ot (1-t?) , si t es racional se puede escribir como p/q con p vy

q enteros. Entonces se tiene que

1 T T T
, P P , Pya-p ¢ pg(qg -p )
R LI N b It

q 9 Y% q @+ &)

vy como p? + ¢ = gc n =




V. CONJUNTOS ALGEBRAICOS Y GRUPOS

En esta seccldn trataremos de caracterizar mediante grupos, algunos con-
juntos algebraicos en Q.
Algunos grupos importantes que utilizaremos son:
El grupo de permutaciones de n elementos o grupe simétrico S, » el grupo
alternante de 4 elementos A, que es el grupo de todas las permutaciones
pares de 5, .
El grupo ciclico € de orden n generado por el elemento x. Cnx{xo,x}...,x“'lj
ademas x" = 1 y xh‘ es la menor potencia positiva que es igual a 1.
El viergruppe de Klein V, que se define como C, x C, y el pgrupo diedral
B, definido como el grupo de simetrias de un cuadrado.

Sea N = ¢{1,2,3 ... n ) , un subgrupo H de 5, es transitivo si para to-
do par de elementos 1, j & N, existe un elemento e H tal que Tf0=‘j
Por ejemplo, el ciclo =(123...n) genera un subgrupe transitivo de 5,

el elemento 4’°' cambia a i en j.

Un campo E es una ampliacidén o extensién de Galois del campo F si F es
un campo fijo del grupo de autmorfismos de E, al que llamaremos grupo

de Galois de I sobre F y representaremos por G(E/F)

Sea f(x) € Q[x] un polinomio de grado n ¥ supongamos que f(xX) se descom-
pone en EZQ f(x) *‘TT(X-Wi) en E[x].
El discriminante de f(x) es 4 2 donde A4 =7T (w, - W, ).

i<
Q = (K [ke Q 1} el conjunto de los cuadrados de Q
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Teorema: Sea F el campo de descomposicidn de f(x) € Q[x].
51 el discriminante 4% de £ estd en Q entonces [ Q(4d) : Q1 =142

dependiendo de si A4&€ Q & 4 # Q.

Demostracidn: Sea E el campo de descomposicibdn de f(x)_ sobre Q, cual-

quier permutacién ¢ de los ceros de f(x) transforma 4 en + 4.
2 2 1 - '
OCa" ) = a4°; 4 pertenece al campo fijo de G(E/Q) que es Q.
1
Luego, 4 es un cero de x* - 4 €Q[x]. x2 - 2 puede ser reducible o

irreducible. Si fuera reducibled ¢ Q, [Q(4):Q ] =1 y si x? -42

fuera irreducible entonces A¢Q y [Q(4) : Q] =2

Teorema: Si £(x) € Q[x] es un polinomio de grado n . Fl grupb de f({x)

sobre Q es un subgrupo del grupo alternante A ssi 4€ q.

Demostracidn: Sea E el campo de descomposicién de f sobre Q. Side€ Q/
entonces toda permutacidén de G(E/Q) deja fijo 4 . Como toda permuta-
cion F€ S transforma 4 en + 4 y como A es por definicidn el con-
junto de las permutaciones que transforman 4 en 4 , se sigue que toda
permutacion de G(E/Q) debe pertenecer a A

De forma inversa, si dﬁ’ Q entonceslalguna permutacion &€ G(E/Q) no

fija 4 . De ahl que O (4) = -4 y asi O’f_(An . Asi G(E/Q)ﬁﬁsﬂ

G(V(y-p(x))) es el grupo de Galois de la variedad Viy-p(x)) sobre Q.
Teorema: G(V(y-(x* + px -+ q))) = (e} ssi p® - & g es un elemento de Qg -

De otra manera (i.e. p? - 4 g ¢ Q, ) , G(V(y - (x> + px + q ))) = G,

o~

( Aunque aqui G, = A, escribimos CZ para ser consecuente con la teoria)
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Demostracidn: E= @ sgsi p? - 4q Q, o sea, Q es su propio campo de des-

composicidén y el dnico automorfismo de E (=Q) en Q que deja fijo Q es {(}

también si p2 - 4q € Q, esto quiere decir que la ralz cuadrada de un

elemento de los cuadrados de Q es un elemento de Q y la extensidén serd
E={a+b / p? -4q /a,b € Q J; 1o que implica que E= Q.

Sipz—AqCQ2 entoncesE={a+bm/ a, b€ Q) yel

conjunto de automorfismos de E en E que dejan fijo @ son .{/ }:’_

Nzl

1 .
Como ‘I',} = { tenemos que G(V(y-(x2 + px +q)))= C,

Consideremos el caso de G(V(y-x® + px2+agx+ 1))

. 0 P . o
Mediante la transformacidén x = x, + “_g" reducimos el polinomio a
3 |} [4 . -
2 + bx,+ ¢ que en el mis general de los casos serd irreducible ¥ sepa-

rable en Q.

Por las formulas de Cardano tenemos que

) 1 1 3 1
x= ’M‘%fbff-g 1"\/—_-%_/_?_2 r>
9 7 2, g 1'~2¥

de cada radical resultan tres ralces clbicas ¥ por consiguiente existirin

sels soluciones en total, de las cuales tres son soluciones exXtrafias.
Como es un polinomio clbico,este tendri al menos una solucidn real,

sea esta w; con w1¢ Q/ pues el polinomio se supuso irreducible.

Tanto A = (w‘,,wz)(w, - ws) (Wz" w}) y w; estén en alguna extensidn de
Q. Es facil ver que [Q(w ):Q]=3 y como [Q(d4) : Q] es 1 6 2 dependien~
do de 51 A€ Q o’d;fQ tenemos que [Q(4 ,W):Q] = 3 6 6 dependiendo

de sid4€Q o no.



38

Entonces G(V(y-x* + px? + qx +r )) = A, ssi -4b* - 27 ¢2 (=4) tlene
L] T
ralz cuadrada en Q Yy GV({y- % +px +gx+1r)) = 5, ssi no

tiene raiz cuadrada en Q.

Consideremos por Gltimo los polinomios de cuarto grado,

- 3
Sea p(x) = [ Q<'a;) - x4+ ax4b X+ e x4+ d
1854

Yy cuyo campo ralz o campo de descomposicién es E (sobre Q )

S5i p(x) es irreducible y separable ( i.e, no tiene ralces repetidas),
entonces su grupo de galois actha transitivamente sobre las cuatro ralces
de p(x), y debe ser isomorfo a alguno de los subgrupos de S:

Al vierguppe de Klein V,

Al grupo ciclico C,

Al grupo dihedro Dy

Al grupo alternante Ay

Al mismo Sy
Como la caracteristica de Q no es dos, esto garantiza que p(x) es
separable si es irreducible.
El polinomio r(x) = x* -bx? +(ac-4d)x -(ad-4bd + ¢? ) cuyas rafces
son U= ooy + X Ay - Xt t t =
se llama resolvente cubica de p(x) y su campo de descomposicidn sobre
Q lo denotaremos por F.

Tanto r(x) como p(x) tienen el mismo diseriminante.
s, L I T —) .
4 = .]((o({-aj.).:l{(i;"fj)
.y ic; '
4 = -4bA + b B+ 18 dBA - B - 27 A

donde A = a’d + c? -4bd ¥y B = ac -44d
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Teorema : Supongamos a p(x) irreducible sobre Q , 1r(x) su resolvente

cubica con campo de descomposicidn F y el discriminante,

Entonces:
i) G(V(y-p(x))) = 8, ssi r(x) es irreducible sobre Q y A& Q,
il) G(V(y-p(x))) = A, ssl r(x) es irreducible sobre Q v 4 ¢ Q,
iii) G(V(y-p(x))) = V ssi r(x) se descompone en factores lineales
en Q
iv) G(V(y-p(x))) = ¢, ssi r(x) tiene sdélo una raiz en Q y g(x) =
(x* - tx + d) (x% +ax + (b-t)) se descompone
sobre F,
v) G(V{y-p(x))) = D, ssl r(x) tiene sélo una ralz en Q ¥y g(x) no

se descompone sobre F.

Demostracidn: Sea V = {(1), (12)(34), (13)(24) , (14)(23) ) , el Ynico

subgrupo transitivo de S que es isomorfo a V.

El campo de descomposicidn F de la resolvente r(x) esta contenido en E,
QEFgE

Como p(x) es separable e irreducible , el discriminante no es cero y

r(x) tendra distintas raices dependiendo si r(x) es irreducible o no.

Se puede verificar por calculo directo que toda permutacidén de aﬁqvoﬁld?
deja fija las tres ralces de r(x) ssi la permutacién actila sobre los

indices como un elemento de V

Por lo tanto [G(E/P) = [G(E/Q) N V,| y vemos que



a) r(x) se descompone en factores lineales sobre Q ssi G(E/Q)"_",VL'
b) r(x) es irreducible sobre Q ssi [G(E/Q)[-‘-"- {G(E/F)”G(F/Q)[

es divisible por 3.
Como p(x) es irreducible sobre Q[G(E/Q)[ es divisible por 4 y de ahi

que su orden sea de por lo menos 4. Entonces en el primer caso tenemos

— 1 . . e s _"'—'— A
G(V(y-p(x))) = A‘r o a Sq Sera a Aysi el discriminante .d-[[(o{;-rxj)

es un cuadrado en Q ¥y a S, sl no lo es.

Ahora asumamos que r(x) tiene sdlo una ralz en Q.

Sea esta t = t,=HA +oqd4 v el grupo de Galois serd isomorfo a Cg 0ab
( Ya hemos excluldo a S, / V" y A, )

Consideremos el polinomio g(x) = (x: Fx + o ) (xF4a% +(3'z‘)) sobre Q.

Las raices del primer factor son Ky YR Ay fas del S€quh da-‘“,*“z Y %3t Xy

Si G(E/Q) C entonces F es la Unica extensidén cuadritica de Q conte-

nida en F. Por eso cada uno de los factore§cuadriaticos de g(x) se

descompone en F

De forma inversa, asumamos que g(x) se descompone completamente en F.

Entonces el polinomio k(x) = x%(x,+4)+%a, con ralces «£, , %, tiene
coeficientes en F.
Sea L el campo de descomposicién de k(x) sobre F.
1 okl X' 4 ' .
Asl FSLEE y de ahi que D(‘t.ra’wf{d,li y f=x estan en L;

también &j+dy € L porque oy oy = = a*(cx,-afJ

Ademas aj-o, £ 0 pues (& - o)~ o) = AR ot

lo que implica queoy-&, estan en L y asl también o} ¥ oy € L.
Esto quiere decir que E=L vy que /G(E/L)/ = 1 Como

[ef<le @/-lcwn) oL Blfca)< 122 -4<qp,)
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G(E/Q) debe ser isomorfo a G,

Asi que si r(x) tiene s0lo una raiz y g(x) se descompone en F ,
G(V(y-p(x))) es isomorfo a C,

La condicidn G(V(y—p(x)))::'Dq se da por exclusidn mutua

Con esto terminamos esta demostracién y la seccidn.

Ya no demostraremos que en general el grupo de galois para un po-
linomio de grado n es un subgrupo de S ,este es un resultado

clasico de la teorla de Galois.

Queda asi concluida la tarea de caracterizar conjuntos algabra.cas por

medio de grupos, pero solo variedades muy especificas i.e. de la forma

V(y-px ).
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