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Resumen

Las propiedades magnéticas y eléctricas de los materiales han sido objeto de estudio para la
fisica tedrica, tanto desde un punto de vista microscopico como desde la perspectiva de la mecénica
cuéntica. Entre los modelos desarrollados para este estudio se encuentra el modelo de Heisenberg
para una cadena de espines como modelo cuantico y magnético, y el modelo de seis vértices para una
red cristalina, como un modelo clasico de mecanica estadistica y modelo eléctrico. Aparentemente
estos modelos son completamente distintos, sin embargo el objetivo de este trabajo de graduacion
es estudiar una equivalencia entre ambos modelos, asi como estudiar la analogia que existen entre
distintos materiales con propiedades eléctricas y magnéticas. Para ello, se toma un diferencial de la
matriz de transferencia del modelo de seis vértices y se encuentra una relaciéon con el hamiltoniano
del modelo de Heisenberg para una cadena XXZ. Esta relacion vincula la constante de acoplamiento
en el modelo de Heisenberg con los pesos de Boltzman en el modelo de seis vértices. Para asf analizar
las implicaciones de una fase ferroeléctrica del modelo clésico sobre las fases ferromagnéticas del
modelo cuantico. Con ello se obtuvo que una fase ferroeléctrica ordenada en el modelo de seis
vértices tiene como analogo magnético dos fases diferentes en el modelo de Heisenberg: una fase
con un orden ferromagnético, y otra fase en la cual el sistema es susceptible al cambio de campo
magnético externo. Finalmente, se concluye que el diagrama de fase del modelo de seis vértices

equivale al diagrama de fase de una cadena de Heisenberg.
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1 Introduccion

En este trabajo de graduacion se presentan dos modelos de fisica estadistica. Uno de ellos
cuantico: el modelo de Heisenberg para una cadena de espines; y el otro, desde la perspectiva
microscopica de un material cristalino: el modelo de seis vértices. Se comienza introduciendo con-
ceptos clave de mecénica estadistica. Entre ellos, una definicién de transiciones de fase, tanto

termodinamicas como cuanticas.

Seguidamente, se estudia el modelo de Ising para ilustrar la interaccion de particulas en una
malla. El estudio de este modelo permite explicar el uso de la matriz de transferencia como técnica
analitica para diagonalizar de forma exacta el hamiltoniano y encontrar las propiedades fisicas
del sistema junto con la funcién de particion. Al encontrar la funcién de magnetizacién para una

cadena unidimensional, se ejemplifica el concepto de transiciones de fase magnéticas.

La siguiente parte consta de la definicion del modelo de seis vértices y la definicion de la matriz
de transferencia para este modelo. Se trabaja la matriz de transferencia con el fin de encontrar una
condicién en la cual dos matrices con distintos parametros conmuten y asi demostrar la existencia
de una base comun para toda matriz de transferencia. Finalmente, se demuestra la accién de dicha
matriz sobre el sistema con condiciones de frontera periédicas. Para este modelo se hace una clasifi-
cacion de las fases ferroeléctricas segin la constante encontrada como condicién de conmutatividad

entre dos matrices.

Luego, se presenta el modelo de Heisenberg para una cadena unidimensional como un modelo
ferromagnético, empezando por el estudio del modelo XXX por simplicidad, para luego extenderse
al modelo XXZ. En ambos modelos se analiza la aplicacion del Ansatz de Bethe para casos especi-
ficos y se concluye con la aplicacion del Ansatz en el modelo XXZ. Ademas, se clasifica el modelo
en fases ferromagnéticas segin la anisotropia del modelo A, en la definicion del hamiltoniano.
Junto con esta clasificacion, se muestran graficas de la magnetizacion por sitio en funciéon de esta

anisotropia y del campo magnético externo, asi como el diagrama de fase para este modelo.

Finalmente, la tltima seccién parte de la definicién de la matriz de transferencia del modelo
de seis vértices y se muestra una relacién con el modelo XXZ. Dentro de la construccion de la

equivalencia se encuentra una relacion entre la anisotropia del modelo de Heisenberg con los pesos



de Boltzman en el modelo de seis vértices. De esta forma se presentan las implicaciones fisicas del
modelo de Heisenberg al variar los pesos de Boltzman. En esta seccién se encuentran resultados
numéricos del estado base y la magnetizaciéon del modelo XXZ variando el campo magnético ex-

terno h del hamiltoniano y el nimero de particulas en la cadena.



2 Objetivos

2.1. General

Estudiar una equivalencia matematica entre dos modelos fisicos, uno de mecénica estadistica y
otro de mecanica cuantica, asi como estudiar la analogia que existe entre distintos materiales con

propiedades eléctricas y magnéticas.
2.2. Especificos

= Estudiar el modelo de seis vértices y las transiciones de fase ferroeléctricas.

= Estudiar el modelo de Heisenberg para una cadena XXZ y las transiciones de fase ferromag-

néticas.

= Encontrar una relaciéon matemaética entre los modelos estudiados y sus respectivos diagramas

de fase.






3 Mecanica estadistica

3.1. Introducciéon

Uno de los objetivos del estudio de la fisica es la explicacion de las propiedades de la materia. A
nivel microscopico, un objeto se puede modelar como un sistema compuesto por grandes cantidades
de moléculas cuyas propiedades son conocidas. Sin embargo, el estudio de las propiedades de cada
componente no es tarea féacil, no solo por la gran cantidad de componentes, sino por los estados
posibles de cada una y la interaccién con otras moléculas en el sistema. Es por ello que se hace uso
de la mecanica estadistica, en donde las propiedades del sistema completo se obtienen a partir de
la probabilidad de encontrar cada molécula individual en un estado determinado. De esta forma, es
posible predecir propiedades macroscopicas del sistema a partir del conocimiento de propiedades
microscopicas medibles tales como el espin de una particula, la carga de un electréon o los enlaces
entre moléculas; propiedades que no son notorias a simple vista. Un ejemplo de su utilidad es
determinar la magnetizaciéon de un material si se conocen los posibles estados cuanticos de espines
que lo conforman, o las propiedades de un vaso de agua segun la distribucion de sus moléculas y la
fuerza de enlace entre los atomos de hidrogeno y oxigeno (Patrhia y Bale, 2011). A continuacion,
se presentardn algunos conceptos ttiles de mecanica estadistica para una mejor comprensiéon de

los modelos que se trabajaran posteriormente.

3.2. Transiciones de fase y puntos criticos

Para varios fenémenos fisicos, el formalismo de la mecanica estadistica se puede dividir en dos
categorias. En la primera, las funciones termodindamicas de un sistema microscopico se pueden
obtener a partir de solo los niveles de energia de los componentes individuales. En este caso, las

funciones termodinamicas obtenidas son continuas y suaves.

Por otro lado, en la segunda categoria las funciones termodinamicas que describen el sistema
poseen discontinuidades analiticas o singularidades. Estas singularidades corresponden a la ocu-

rrencia de transiciones de fase. (Pathria y Bale, 2011)

Las transiciones de fase son el resultado que las propiedades de un sistema en equilibrio cam-
bien cuantitativamente de forma abrupta. Estos cambios se ven en los potenciales termodindmicos

en funcion de los parametros de orden. Los parametros de orden son observables, generalmente,



definidos en todo punto del espacio; un ejemplo de estos parametros es la densidad, en sistemas
clasicos; y, la magnetizacion, en materiales ferromagnéticos. Con esto, el sistema es inestable du-
rante una transicion de fase por lo que un pequenio cambio a los pardmetros de orden produce un
cambio en las funciones de estado. Esta inestabilidad es lo que proporciona el comportamiento no

analitico de las funciones termodinamicas. (Vojta, 2015)

Ademas, las transiciones de fase se pueden clasificar en transiciones de primer orden o transicio-
nes continuas. En el caso de las transiciones de fase de primer orden, el pardmetro de orden cambia
de una forma no continua durante la transiciéon de fase. Es decir, la discontinuidad del potencial
termodindmico se da en la funcién. En este caso, las dos fases coexisten al mismo tiempo durante
la transicion de fase. Por ejemplo, el agua liquida y el hielo coexisten cuando la temperatura es
T = 0°C, asi como el agua y el vapor de agua a T' = 100°C; ambos casos ejemplifican transiciones

de fase de primer orden. (Vojta, 2003)

Por otro lado, en las transiciones de fase continuas o de segundo orden, los parametros de orden
varian continuamente durante la transicién. De esta forma la funcion del potencial termodinamico
no posee discontinuidades pero la primera derivada si. Un ejemplo de ello es la transicion ferromag-
nética de un hierro, donde la magnetizaciéon reduce continuamente al variar el campo magnético

externo. (Vojta, 2003)

3.2.1.Transiciones de fase termodinamicas

Las transiciones de fase termodinamicas ocurren al variar la temperatura del sistema. Por lo
general, estas transiciones de fase van de una fase ordenada de baja temperatura, a una fase més
desordenada a una temperatura mayor. En este escenario, el orden del sistema es destruido por

fluctuaciones térmicas. (Vojta, 2015)

3.2.2.Transiciones de fase cuanticas

Las transiciones de fase cuénticas son transiciones de fase a temperatura T = 0, las cuales
pueden ocurrir variando un parametro no térmico de las funciones, tales como la presion, el campo
magnético o la composicion quimica del sistema. Como el proceso ocurre a temperatura nula, las
transiciones de fase cuanticas implican un comportamiento no analitico en las funciones termodi-

namicas en el estado de menor energia producidas por fluctuaciones cuéanticas. (Vojta, 2015)

Finalmente, una caracteristica importante de estos sistemas es que la interaccién ente particu-
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las no puede ser removida por algin cambio de coordenadas. Esto indica que los niveles de energia
del sistema completo no se pueden relacionar directamente con la energia de los componentes in-
dividuales. En vez de ello, se estudian condiciones en las cuales la mayoria de los componentes
microscopicos del sistema actten de tal forma que se observe una interaccion entre ellos y se forme
una tendencia cooperativa entre particulas. Al estudiar la fuerza con la que actian los compo-
nentes, la interaccién cooperativa toma relevancia a nivel macroscépico a cierta temperatura 7.,

llamado punto critico. (Pathria y Bale, 2011)

3.2.3. Transiciones de fase magnéticas

Para ejemplificar el concepto de transicion de fase, se considera una barra de hierro bajo un
campo magnético fuerte h paralelo a uno de sus ejes. Bajo este campo magnético, la barra esta
completamente magnetizada en direccion del campo aplicado; asi, la magnetizacién promedio por
sitio es M = 1. Ahora, si se remueve el campo magnético externo, h = 0, la magnetizacion de la
barra decrecera pero no completamente hasta cero sino que tendré un valor menor al medido bajo
la existencia del campo magnético. Es decir, ahora el campo magnético nulo genera una magneti-

zacion espontanea My en la barra metalica.

Por otro lado se espera que, al tener un campo magnético en direccién opuesta, —h, la mag-
netizaciéon por sitio se revierta con igual magnitud, M = —1. Para que esto se cumpla, M tiene
que ser una funciéon impar de h con una discontinuidad en A = 0. Esta discontinuidad representa
la transicion de fase magnética en h = 0. En la figura (3.1) se observa la grafica de magnetizacion
en funcion del campo magnético externo, aqui la transicion de fase se entiende como la pendiente

infinita en el punto h = 0. (Baxter, 1989)

En este escenario, se supone que la temperatura incrementa poco a poco. Con ello, se encuentra

que My decrece hasta que la temperatura llega a un valor critico T, y My = 0.

Con ello se tiene que la barra de hierro pasa por una transiciéon de fase magnética al cambiar

un campo magnético negativo a uno positivo. (Baxter, 1989)

Esto se estudiard mas a detalle en el modelo de Heisenberg XXZ, ya que este presenta tran-
siciones de fase magnéticas, las cuales luego se compararan con las transiciones de fase eléctricas

que presenta el modelo de seis vértices.



Magnetizacién en funcion del campo magnético externocon T = +0.5
M

1.0

05|

Figura 3.1: Grafica de la magnetizacion de una barra de hierro en funciéon del campo magnético
aplicado.

Fuente: Elaboracion propia

3.3. Funcién de particion

En mecénica estadistica, la funcién de particién es un funcional de un sistema en equilibrio.
Asimismo, la descripcion de los estados de un sistema en el equilibrio térmico se obtiene cuando

la entropia es méaxima. (Callen, 1985:43)

La entropia es una funcion de la cual se obtiene una medida del ntimero posible de microestados

de un sistema. Asi, la entropia de Gibbs se define como

S=-kgy PP, (3.1)

3
En particular, para un ensemble canénico, se desea maximizar la entropia con la energia como

restriccidon. Entonces, las restricciones para un ensemble canénico son,

> p=1 (3.2)

(E) =) PE;=U, (3.3)

donde P; es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado i; F;, la energia del i-esimo

estado; y U, la energia esperada del sistema.



Para maximizar la entropia se utilizan multiplicadores de Lagrange, de esta forma las restric-
ciones a las que estd sujeta la funciéon se traducen en estos multiplicadores. Asi, el funcional a

maximizar es,

L=5S-M0)_P.—1) =X _PE -U). (3.4)

Entonces, para un estado j, se satisface que

oL _
opP;

oL oL

0, N =0, EIve

(3.5)

Con estas condiciones, y desarrollando la entropia, se obtiene que la probabilidad de que el

sistema se encuentre en el estado j es

con

Z =Y e PP, (3.7)

la funcién de particiéon para un ensemble candnico, donde 5 = kBLT v kg es la constante de Boltz-

man.

En este caso particular, se maximizé la entropia para un ensemble canénico por lo que la res-
triccion es solo sobre la energia. De esta forma se obtiene un tinico multiplicador de Lagrange
relevante, Ay = %

Por otro lado, de la probabilidad P;, si X es un observable del sistema, el valor esperado

termodinamico es

(X) =271 X(s)e” PO/, (3.8)

En particular, la energia interna se calcula como

U=27""1 ZH(S)@‘H(S)/M

—H(s)/kT
=7y %T%@ (3.9)

YA
= k1?7122,
U=k oT

9



Pero, si z(y), % Inx = %fl—z. Entonces,

2

_ .72
U=kT 5T

In Z. (3.10)

De esta forma, la funcion de particiéon es relevante en el estudio de mecénica estadistica ya que

con ella es posible caracterizar el sistema completo si se conoce su forma.

En general, la construcciéon de la funciéon de particiéon se puede realizar con otras variables

termodindmicas segtin las condiciones que el sistema requiera.

10



4 Modelo de Ising clasico

El modelo de Ising es un modelo fisico con solucién exacta, con el cual se puede ejemplificar el
uso de la funcion de particion y la matriz de transferencia. Este modelo se utiliza como un modelo

ejemplo para comprender las técnicas que se van a utilizar en el modelo de seis vértices.

4.1. Introduccion

Se define el modelo de Ising como un modelo ferromagnético con dipolos restringidos en una
malla. La interacciéon entre cada dipolo puede causar cambios en la energia de otros dipolos,
produciendo un cambio en la energia total del sistema. De esta forma, la alineacién de cada dipolo,
y en consecuencia la magnetizacion del sistema, depende de dicha interaccion. Cada dipolo tiene
una orientaciéon de magnetizacion preferente. Asimismo, el modelo de Ising es isotropico, por lo
que usualmente se elige el eje z como eje de magnetizacion de cada dipolo. Con ello, cada dipolo
tiene dos posibles configuraciones: +1 (espin arriba) o —1 (espin abajo). Cada espin se denota por

oi, donde i = 1,2,..., N es el sitio en la malla con N vértices. El sistema descrito es entonces

o={01,09,...,0N}. (4.1)

Como hay dos posibles configuraciones por cada espin en la malla, hay 2V posibles valores de o.

(Baxter, 1989)

Asimismo, se define la energia del sistema como una funcién del conjunto de espin, £ =

E(o1,09,...,0n), dada por la contribucion de dos funciones separadas.

E(0) = Eo(0) + E1(0). (4.2)

donde Ej es la energia debido a las fuerzas intermoleculares entre cada dipolo, asi como la energia
responsable de la naturaleza ferromagnética del modelo; y, F es la energia resultante de la inter-

accion entre los espines y un campo magnético externo (Baxter, 1989)

Debido a que o; es el momento magnético de cada dipolo i, la energfa de interaccion, Ei(co),

se escribe como
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Ey(0) = —h Z i (4.3)

donde h es proporcional a la componente del campo magnético en la direccién del eje de magneti-

zacion.
Entonces, la funcién de particién del modelo de Ising es

Zn(h,T) = e PlEolo)=hiiod, (4.4)

donde 8 = 1/kT y la suma es sobre los posibles estados o.

Esta funcién de particion se puede entender como la normalizacion del sistema en funciéon de

la energfa que aporta cada espin.

4.2. Energia libre y magnetizacion

El estudio del modelo de Ising toma relevancia en el limite termodindmico, en donde las fluc-
tuaciones de las variables termodinamicas son despreciables. En este caso, el limite termodinamico
se alcanza para una gran cantidad de particulas. Es por ello que se espera que las funciones de
estado estén definidas para grandes cantidades de dipolos en la malla. En este escenario, se define

la energia libre por sitio como

f(h,T) = —kT lim N~ 'lnZy(h,T). (4.5)

N—oc0

Asimismo, la energia interna por sitio

u(h,T) = ~1* 17 (h, 7)), (4.6)

y la magnetizacion, como el promedio del momento magnético en cada sitio,

M(h,T)=N"(o1 4 ... + on)
M(h,T)=N"'"Zg" Y (01 + .. + on)e PlEo(@)=H o,

(Baxter, 1989)

Con estas definiciones se tiene que, derivando Zy(H,T') respecto a h
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% _ (Z eBEo(0)> (5;@ « eﬂth) , (4.8)

o

Ademas, derivando la ecuacion de energia libre por sitio (4.5) respecto a h se tiene

of(h,T)

o= NT'ZGEY (o1 + o+ oy)e PPl o, (4.9)

De modo que la magnetizaciéon se escribe en funcién de la energia libre por sitio,

0

M(h,T) =~

F(h,T). (4.10)

Encontrar esta magnetizacion es relevante en el modelo de Ising ya que es el pardmetro que se

utiliza para estudiar las transiciones de fase del modelo.

4.3. Modelo de Ising para el sitio mas cercano

La forma mas simple del modelo de Ising es cuando la interaccion se da solo entre las particulas

més cercanas. El hamiltoniano, que es el operador de energia, de esta interaccion se expresa como

Hy(o) = —J ) aio;, (4.11)
(i-4)

donde la suma es sobre los pares vecinos mas cercanos en la malla y J es una constante de energia.
Si J es positivo, el estado con menor energia se logra cuando todos los espines estan alineados hacia
la misma direccién en consecuencia de la interaccién de cada espin con su vecino mas cercano. Esta
alineacion establece un modelo ferromagnético. Por el contrario, si J es negativo, en el estado con
menor energia se tiene una alineacion antiferromagnética. Esta alineacién corresponde al estado

en el cual el valor de cada espin en la malla es opuesto a sus vecinos méas cercanos.
Con este hamiltoniano, la funcion de particion es
N
ZN :Zexp BJZUin—i—BhZUi ) (4.12)
o ij i
De las ecuaciones de magnetizacion (4.10) y energia libre por sitio (4.5)

_ : -1
M = 5 [Jim N InZy (h, J)] . (4.13)
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4.4. Modelo de Ising en una dimensién

Simplificando atn mas el modelo, se toma el modelo de Ising sobre una cadena unidimensional
con N sitios consecutivos, en la cual la interacciéon se da entre los vecinos mas cercanos. Para este
modelo, se supone que la cadena tiene condiciones de frontera periédicas, es decir que on4+1 = 07.
Un ejemplo de esto es tener una cadena como en la Figura (4.1), donde cada flecha hacia arriba
representa un espin arriba (4+1) y una flecha hacia abajo, un espin abajo (—1). Este es uno de los

posibles estados del sistema con 9 posiciones en la cadena. (Baxter, 1989)

Figura 4.1: Ejemplo de una cadena con 9 sitios para el modelo de Ising.

Graficamente, las condiciones de frontera periddicas se pueden entender como en la Figura

(4.2).

Figura 4.2: Ejemplo de una cadena con 9 sitios con condiciones de frontera periddicas.
Bajo estas condiciones, el hamiltoniano del sistema es

N N
H(G’) = _JZUiUi+1 - hZUZ (414)
i=1 =1

Por las condiciones de frontera, se asegura que el sistema sea invariante ante traslaciones dan-
do una simetria al sistema. De esta forma, ser4d més sencillo encontrar una solucién analitica al

problema.
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El valor esperado de espin es el mismo en cada sitio

(o1) == (on)- (4.15)

Por lo que la magnetizacién por sitio es

M(h,T) = (o71), (4.16)

donde o es un sitio cualquiera sobre la cadena.

Con el hamiltoniano definido, la funcién de particion es

N N
Zy =) exp lﬂjz oioi + BhY Ui] : (4.17)
o i=1 =1

En este punto, se define un vector V' como

V(o,0') = exp |:,6JO'O'/ + %Bh(a + a’)] =V(d, o). (4.18)

Con este vector y las condiciones de frontera, se reescribe la funcion de particiéon como

N
Iy =Y H V(i 0i41), (4.19)

donde la suma es sobre los posibles estados de cada espin en la cadena; es decir, ¢ = +1 en cada

sitio. (Baxter, 1989).

Estos vectores V (o, 0’) se consideran como elementos de una matriz de 2 x 2.

Vi +) Vi -) PP e
V= = : (4.20)
V(i-,+) V(-,-) e BT ePI=Bh

De esta forma, la sumatoria sobre o; de la ecuacion (4.19) es una multiplicacion de matrices. Al
realizar el producto se obtiene una matriz diagonal, por lo que la sumatoria sobre o; es la traza

de la matriz resultante

Iy = Tr<VN). (4.21)

Aqui V es la matriz de transferencia para el modelo de Ising en una dimension (Baxter, 1989).

Para simplificar la funcién de particion, se considera x; y X2 autovectores de V y A1, Ay los

autovalores correspondientes. Entonces, se tiene la ecuacién de autovalores
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VXZ‘ = )\ixi- (422)

coni=1,2.

De esta forma, se define a P como la matriz con vectores columna x7, x5. Asi,

A0
VP =P (4.23)
0 Ao

Por la eleccion de P, esta matriz tiene inversa. Por lo que es posible expresar V como

MO0,
V=P P (4.24)
0 A

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (4.21),

N

MO
Zy=Tr [ = AN £ (4.25)
0 A

Esta expresion es equivalente a la ecuacion (4.21) ya que la traza de un operador es invariante

ante cambios de base.

Ahora, si A\; es el autovalor més grande y se reescribe la ecuacién anterior como

N'lnZy = N"PIn(A\Y +\))
= NI {AY 1+ (/AN
(4.26)
=N InAY + N7 [l + (Ao /AN

N 'InZy =InA + N In[14 (Aa/\)7],

¥, como |[Az2/A1| < 0, el segundo termino tiende a cero cuando N — co. Entonces, de la ecuacién

(4.5), la energia libre por sitio es

f(h,T) = —kT lim N 'lnZy
N=oo (4.27)
f(h,T) = —kTIn ),

donde A; se encuentra al resolver la ecuacion de autovalores
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Px = \x. (4.28)

Resolviendo,

det(P — I\)x = 0. (4.29)

Como esta ecuacion es valida para todo x, y sustituyendo de forma explicita la matriz P, se

tiene que

eBUI+h) _ \ o—BJ
det =0. (4.30)
o—BJ BUI—h) _ )
(eBUI+h) _ )\)(eﬁ(‘]_h) —N)—e =0 (4.31)
A2 — N(PUTTR) 4 ePUT=h)y 4 (28] — =287y = (4.32)
BU+R) 4 oB(I—D) 1
p + 1/ = [e287 (226 4 ¢=2Bh) — 2287 4 4e=20]
2 4 (4.33)
A = e?7 cosh Bh + Ve2B7 sinh® b + e—287.
Entonces, sustituyendo A; en la ecuaciéon
f(h,T) = —kTIn [®/ cosh Bh + (2?7 sinh Bh? + e=287)1/2), (4.34)
Derivando esta ecuacion respecto a h,
87 sinh Bh
M(h,T) = e’ sinhf (4.35)

(€287 sinh? Bh + e—267]1/2°

La magnetizacion M (h,T') es una funcion analitica de h para todo real positivo T'.

De la grafica (4.3), cuando la temperatura es T' = 0, la magnetizacion por sitio es M =1, lo
cual significa que todos los espines de la cadena estdn completamente alineados. En términos de
los valores que puede tomar cada sitio, o = (+1,+1,4+1,+1,...) oo = (—-1,—1,-1,—1,...). Por el
contrario, cuando la temperatura T' — oo, la magnetizacién por sitio M — 0. Esto indica que el

valor del dipolo en cada sitio va alternando; es decir, 0 = (+1, —1,+1, —1...).

Asimismo, si h — 0, entonces M (h,T) — 0 para todo K finito. En las graficas de la Figura
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Magnetizacion del modelo de Ising
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Figura 4.3: Grafica de la magnetizacién en funcién de la temperatura de una cadena en el modelo
de Ising para el sitio mas cercano con condiciones de frontera periédicas tomando J = k, = h = 1.

Fuente: Elaboracién propia

(4.5) se muestra la magnetizacion en funciéon de un campo magnético externo aplicado sobre el
sistema con diferentes valores de temperatura. Se observa que a distintas temperaturas, la funcion
de magnetizacion es suave y continua para todo valor de temperatura por lo que no se observan

transiciones de fase de primer orden.

Por otro lado, en la Figura (4.4) se muestra la grafica de la primera derivada respecto a la
temperatura de la magnetizacion por sitio del modelo de Ising. De igual manera, esta grafica re-
presenta una funcién suave por lo que tampoco hay transiciones de fase continuas para el modelo

de Ising en una dimension.
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Primera derivada de la magnetizacién del modelo de Ising
M
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Figura 4.4: Grafica de la primera derivada respecto a la temperatura de la magnetizacion por
sitio de una cadena en el modelo de Ising para el sitio més cercano con condiciones de frontera
periddicas tomando J =k, = h = 1.

Funete: Elaboracion propia

Magnetizacion en funcion del campo magnético externo con T = +0.5 Magnetizacion en funcion del campo magnético externocon T = +1.5
M M

1.0
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N 210k
(a) T=0.5 (b) T=1.5
Magnetizacion en funcion del campo magnético externo con T = +2.5 Magnetizacion en funcion del campo magnético externo con T = +3.5
M M
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-0l5 1 051
-10+ -1.0-
(c) T=2.5 (d) T=3.5

Figura 4.5: Grafica de magnetizacién en funcién del campo magnético externo de una cadena en
el modelo de Ising para el sitio mas cercano con condiciones de frontera periédicas tomando
J=k,=1.

Fuente: Elaboracion propia
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5 Modelo de seis vértices

En esta seccién se estudia un modelo de mecanica estadistica para una red cristalina. Se es-
tudian las transiciones de fase ferroeléctricas para un modelo clasico al cuél se le encontrara una
analogia cuantica posteriormente. Para ello se estudia primero la matriz de transferencia del mo-

delo, que luego se comparara con el hamiltoniano del modelo de Heisenberg XXZ.

5.1. Introducciéon

En sistemas clasicos de muchas particulas, un modelo en dos dimensiones es el modelo de seis
vértices o modelos tipo hielo. Este modelo toma en consideraciéon una malla bidimensional con
M sitios horizontales y N verticales, en la cual se cumplen condiciones de frontera peridédicas en

ambas direcciones.

En este capitulo se construye la matriz de transferencia T'; similar al caso del modelo de Ising

clasico. Asimismo, se demuestra como acttuia esta matriz sobre la malla.

De manera general, si se conoce la matriz de transferencia para un modelo dado, la funcién de

particion se puede expresar en términos de ésta,
Z=TrTV, (5.1)
por lo que basta con estudiar la matriz de transferencia para encontrar propiedades fisicas del

sistema. (Franchini, 2017)

En este caso en particular, la construccién de la matriz de transferencia se realiza con la inten-
cion de estudiar condiciones en las cuales dos matrices de transferencia con diferentes parametros

conmuten.

5.2. Modelos tipo hielo

Como su nombre lo indica, los modelos tipo hielo son modelos que describen sistemas similares

a cristales formados por atomos de oxigeno y atomos de hidrogeno, donde cada atomo de oxigeno
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forma enlaces i6nicos con cuatro atomos de hidrégeno. Esta configuracion es valida si dos dtomos

de hidrégeno estan cerca del oxigeno y otros dos més alejados. (Baxter, 1989)

El sistema se modela como una malla bidimensional, donde cada sitio es ocupado por un 4tomo
de oxigeno, y cada unién con un atomo de hidrogeno se representa con una flecha entrando o
saliendo del vértice indicando si el &tomo de hidrégeno esta cercano o lejano del &tomo de oxigeno,
respectivamente. De esta forma, cada unién representa un dipolo eléctrico que puede asumir dos
valores (+, —). Con esta consideracion, para que el modelo sea valido es necesario que dos flechas
apunten en direccién hacia el vértice y dos flechas saliendo de éste. Esta restriccion limita el ni-
mero de posibles configuraciones a seis, como se muestra en la figura (5.1). Finalmente, se pide
que el sistema satisfaga condiciones de frontera periddicas. Esto para mayor facilidad de encontrar

soluciones analiticas aprovechando la simetria del sistema. (Franchini, 2017)

(1) (2 (3)

)] () (6)

Figura 5.1: Representacion de las configuraciones permitidas en el modelo de seis vértices.

Fuente: Franchini, 2011

El modelo de seis vértices se define por los factores de Boltzmann asignados a cada vertice

w; = e P, j=1,..,6, (5.2)

donde 8 = 1/kgpT.

La funcion de particion estd dada por la suma sobre las posibles configuraciones del sistema
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7 = Z 6*5 > ”ifi, (53)
{ni}

donde {n;} es la cantidad de vértices de tipo [ en el sistema. (Franchini, 2017)

El modelo se puede simplificar si se toman en consideracion algunas condiciones propias del
sistema. Por las condiciones de frontera, hay tantas fuentes como sumideros. Es decir, el sistema
tiene la misma cantidad de vértices tipo (5) que vértices tipo (6). Asimismo, se supone que el
sistema es invariante al invertir simultaneamente todas las flechas. De esta forma n; = no, n3 = ng
y ns = ng. Por otro lado, lo esperado al no tener un campo magnético es € = €5 = €4, €3 = €4 = €

y €5 = €g = €.; por lo que la funcién de particiéon se reduce a

7 = Z e~ 2B(nicatnzertnsec) (5.4)
{m}

(Franchini, 2017)

Si la malla tiene M filas y N columnas, se escribe la funciéon de particion como la suma de la

contribucion de las M filas
M
7 = Z Z qmtma pmatma mstms (5.5)
r=1{m]}

donde {m]} es el namero de vértices de tipo [ en la fila r; y los parametros a, b, ¢ son los pesos de

Boltzmann en el caso de un campo magnético nulo

a=w; = ws, b=ws = wy, C = ws = wg. (5.6)

Ahora, la contribucion de cada fila, tomando en cuenta la configuracion de cada vértice, se

denota como

=1 N (5.7)

donde 7] es la contribucién del i-ésimo vértice en la fila r. Como cada flecha puede asumir dos
valores (+, —), para cada fila se tienen 2%V posibles configuraciones generadas por {7"}. (Franchini,

2017)

Con ello, se tiene que la funcién de particién se puede expresar en términos de la matriz de

. it
transferencia T, como
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2 3 M 1
— Y 2 Y Y
Z=3"3" 3 TLTL T, T,
’Yl 72 .YM

(5.8)
Z =tr(T)M,
Aqui, T es una matriz 2V x 2V cuyos elementos son
Tz, =y T}H)= Zam1+m2bm3+m4cm5+mﬁ. (5.9)

La suma es sobre todas las posibles configuraciones de flechas horizontales en las N fronteras

de la fila. (Vijay, 2014)

5.3. Matriz de transferencia

Se considera ahora una configuraciéon donde las flechas debajo de una fila son dadas por
v = {m,...,7n}, ¥ las flechas arriba de la fila por v = {41, ...,7x}. Una flecha hacia arriba
se denota con «; = +1 y una flecha hacia abajo como 7; = —1. Asimismo, las flechas horizontales
se denotan con o = {ay,...,an}, donde o; = 41 corresponde a la flecha apuntando hacia la dere-
cha. De esta forma, cada flecha se refiere a variables de espin arriba o espin abajo dependiendo del

signo asignado. (Franchini, 2017)

Con esta notacion, la matriz de transferencia se puede construir a partir del operador de
transferencia para un solo vértice. Dicho operador se puede representar como una matriz 4 x 4,

cuyas entradas estan dadas por los pesos de Boltzman. Este operador satisface las condiciones

Lit=L"=a (5.10)
LIZ=L"T=b (5.11)
LiT=LF=c (5.12)

donde los pesos de Boltzmann a, b, ¢ son los pesos probabilisticos de cada configuracion del vértice.

(Franchini, 2017)

De esta forma, es posible escribir el operador £ en su representacion matricial como
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a 0 0 O
0 ¢c b O
L= (5.13)
0 b ¢ O
0 0 0 a

Esta matriz, a su vez, se puede representar en funcion de los operadores de Pauli y los operadores

escalera.

a

z z b z z — —
5 (I+ojoi )+ (1 —0f07 )+ C(ajaﬂ_1 +0; O';g_l), (5.14)

Liit1 = 5

donde los subindices indican la posicion del vértice en el que actia el operador. (Fendley, 2018)
Con esta definicion, la matriz de transferencia es una multiplicacién de operadores L; ;1.

T(abierto) = (£172£2,3, e 7£N7N+1)ab' (515)

Donde se ha dejado abierto las condiciones de frontera ab; con a,b el estado final del espin

izquierdo y derecho respectivamente.

Imponiendo las condiciones de frontera periodicas

’ ’ ’ ’
v Q27 pQ37Y9 a1YN
T) = E E Lot Lagnz -+ Lonn- (5.16)
aq anN

Lo cual es equivalente a calcular la traza parcial sobre el espacio «,

T = Tr(£172£2,3/.:374 e LN,N—H)- (517)

(Rodriguez-Plaza, 2005)

A partir de la definicion de la matriz de transferencia (5.16), se busca encontrar las condiciones
en las cuales la matriz de transferencia conmuta con otra con diferentes parametros. Para ello se
introduce una segunda matriz de transferencia T’ con pesos de Boltzman a’,b’, ¢ definida como

en (5.16) pero con variables de espin horizontales diferentes, ;.

De esta forma,
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N

(T =% Zﬁ: I1 jjgjlifj“'” (5.18)

j=1

donde

O/,B/"Yl _ Yz /B/'Y/
Sog =D Loy Ly, (5.19)
,Y//

es el operador que propaga la informacion por dos filas con diferentes factores de Bolztman. (Fran-

chini, 2017)
Si se fijan los indices verticales, se obtiene una matriz 4 x 4 con 7,v’ como variables,

Se () = Se (5.20)

De esta forma, la suma en el producto de las matrices de transferencia es la traza del producto

de las matrices S

(TT)2 = tr(S(71,71)S (V2. ) - S (v, V) (5.21)

De la misma manera, es posible expresar el producto permutando las matrices

(T'T)Y = tr{S' (71,71)S" (12, 74)---S" (7w s V) 1 (5.22)
donde
S ()= Lo (5.23)
,YN

Una condicion suficiente para que las matrices de transferencia conmuten es que exista una

matriz R invertible tal que

S(v,7) =RS' (v, ¥ )R (5.24)

(Franchini, 2017)

En efecto, sustituyendo esta relacion en la ecuacion (5.21) se tiene que
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(TT*)2 = tr{S(71,71)S (2, %%)--S (7w, Vi) }

= tr{RS(11,7)R RS (72, )R . RS(vw, Yy )R}

(5.25)
= tr{S' (71,71)8" (72, 73)--S" (7w, V) }
= (T'T)}
La condiciéon de la existencia de la matriz R escrita de forma explicita es
Ot” " /B ’Y o /OL’Y BI’Y,
LG RS, = Y R el Lo, (5.26)

D‘”’B,/f‘/” al’ B// "

Esta es la ecuacion de Yang-Baxter para las matrices £. En este caso, la matriz R actia como

una conexion entre las matrices £ y los espines horizontales. (Perk y Au-Yang, 2006)

Tomando en cuenta todas las combinaciones posibles de las variables de espin, la ecuacién
(5.26) genera un sistema de 64 ecuaciones. Para encontrar las soluciones al sistema de ecuaciones,

" bl/

se supone a, b, ¢ dados y se buscan condiciones en las cuales a’,V’,c’ y a”,b”, ¢ satisfagan la ecua-

cion de Yang-Baxter para las matrices L.

Al buscar soluciones a la ecuacion, se observa que £ = 0 al menos que o +v = o’ +«'. Esto
significa que ambos lados de la ecuacion (5.26) no se anulan cuando o+ S+~ =o' + ' +4'; con

lo cual el sistema se reduce a 20 ecuaciones no triviales.

Asimismo, como se espera que, a falta de campo magnético, los pesos de Boltzman sean iguales

al negar todos los espines, se obtienen 10 pares de ecuaciones iguales.

Finalmente, la simetrfa de la ecuacion (5.26) al revertir los espines deja tres ecuaciones. (Fran-

chini, 2017)

ac'a” = b’ + ca'b” (5.27)
ab't’ = ba't" + cc'c” (5.28)
cb'a’ = ca'd" + bc'b". (5.29)

Para comprobar mateméaticamente estas condiciones se realiz6 un co6digo en el programa Mat-
hematica. En este codigo se obtienen las 64 ecuaciones resultantes de la ecuaciéon de Yang-Baxter

y se simplifica hasta obtener las 3 ecuaciones esperadas.

27



Con estas tres ecuaciones se puede simplificar de forma que

ac’a" —bd'd" + ca'V’' =0 (5.30)
ed'd” — (abl — ba" b =0 (5.31)
cb'a” —ca’'d" —bdb" = 0. (5.32)
O de forma matricial,
ac —cd —bd a”
0 ab —ba" —cd b’ | =0. (5.33)
e’ —bd —ca’ c’

Al resolver el sistema de ecuaciones se desea que no existan soluciones triviales, para ello el

determinante de la matriz debe ser igual a cero,

ac —ca —bc
det | 0 ab/—ba e | =0, (5.34)

ct/ —bd —ca’

es decir
cd (—a?ad'b + 'V (=% + %) + ab(d? + V* — %)) =0 (5.35)
ab(a? +0? — ¢?) = 't/ (a® + b* — ¢?) (5.36)
a2 + b2 _ C2 0/2 + b/2 _ c/2

= 5.37
- - (537

De esta forma, se observa que se puede asociar una cantidad constante a las matrices L,

Agy = —— (5.38)

Con esta constante asociada, se busca una parametrizacion para los pesos de tal forma que se

siga satisfaciendo la ecuacion (5.37). Franchini (2017) propone

a=a b=ax c=av1—-2Agvax + 22 (5.39)
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Con esta parametrizacion se pierde informacion de ¢ debido a la raiz cuadrada; sin embargo, al

introducir otro parametro ¢ se resuelve el problema,

T —
t = iy (5.40)
Xr — To
donde x1, x5 son los ceros de ¢, es decir
1 1
Agy = 5(501 +$2) To = —. (541)
A
Despejando para x, se obtiene que
X1 — t2$2
R .42
T e (542)

del tal forma que,

1
V1-20Agyz+ 22 = (11 —22)——. (5.43)

1—1¢2

Por lo que la parametrizacion antes propuesta resulta ser

7t t
a=a b:M c:%(xf—l)

—. A4
x1(1 —t2) x? 1—¢2 (5:44)

Sin embargo, es factible cambiar variables y utilizar parametros en términos de funciones hi-

perbdlicas, si

z; =e? t=e e A = cosh ¢. (5.45)
(Franchini, 2017)

De esta parametrizacion se observa que se tiene una normalizacion sobre el factor a. De esta

forma, se reescriben los parametros quitando el denominador

a = psinh (A + ¢) b = psinh A ¢ = psinh ¢. (5.46)

Debido a que no se alter6 la estructura de la matriz, esta parametrizacion satisface la condicién

(5.37) y las matrices de transferencia bajo ésta condicion conmutan.
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Asimismo, p es una constante de normalizacion y se asume que ¢ es constante para todas las
matrices L. Por lo que el factor que determina la conmutatividad de las matrices es el parametro
A. De esta forma, las matrices que conmutan con un mismo A\ pertenece a una misma familia

denotada como T(X). (Franchini, 2017)

Por otro lado, se defini6 a la matriz R de la misma forma que las matrices £, por lo que la

parametrizaciéon propuesta también es valida para estos operadores.

Asimismo, de las ecuaciones de Yang-Baxter (5.29) y la parametrizacion propuesta, la tercera
condicion implica
N=XN =\ (5.47)

Lo que significa que se tiene una familia de matrices que satisfacen las ecuaciones de Yang-

Baxter,

LoV LaV)RON = A) = ROV = A)Ln(N)Ln(N), (5.48)

donde n es el sitio en la fila en la que actta la matriz. (Franchini, 2017)

Por otro lado, se define la matriz de monodromia 7;(\) como el operador que actia sobre la
fila 7,

Ti(A) =LnLNn-1...Lq. (5.49)

Esta matriz tiene un grado de libertad més que la matriz de transferencia debido a que no tiene

condiciones de frontera.

Si se consideran dos matrices de monodromia, como se define anteriormente, actuando sobre

diferentes filas y con parametros espectrales (\), se tiene

TiMNTIN)Ru(N = A) =R (X = )TN T; (), (5.50)

la ecuacion de Yang-Baxter para matrices de monodromia. (Franchini, 2017)

Al imponer las condiciones de frontera periodicas, se recupera la matriz de transferencia. Es
decir, tr(7;(A\)) = T;(N), por lo tanto las matrices de transferencia con distintos parametros es-

pectrales conmutan, i.e, [T;(X), T;(\)] = 0.
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La conmutatividad de las matrices de transferencia con distintos parametros espectrales implica

existe una base de autovectores para cualquier parametro \. (Fendley, 2018)

Para ver la accion de la matriz de transferencia se considera A = 0. De la definicién de la matriz

L y la parametrizacion (5.46),

Lo (A =0) = psinh ¢ dardar- (5.51)

Este resultado significa que el operador £ cambia el estado entrante de un espin horizontal
hacia el estado saliente de un espin vertical, asi como también cambia el estado entrante de un
espin vertical hacia el estado saliente de un espin horizontal. Al actuar sucesivamente este operador
sobre el sistema N veces, se cambia un estado entrante de una columna a un estado saliente en la
columna siguiente. Finalmente, al imponer las condiciones de frontera periodicas, el resultado es

que la columna sobre la que acttio la matriz de transferencia es movida un sitio.

T(0) = p~ sinh™ ge”, (5.52)

donde P es el operador de momento en la malla. (Franchini, 2017)

5.4. Fases ferroeléctricas

En el analisis de la matriz de transferencia del modelo de seis vértices se encontré una cons-
tante Agy como condicién para que dos matrices de transferencia definidas con distintos pesos de
Boltzman conmuten, ecuacion (5.38). En esta seccion se clasifican las fases del sistema en funcion

de esta constante.

5.4.1.Fase ferroelectrica: Ag, > 1

En esta fase hay que considerar dos casos: cuando a >b+c¢,y b > a+ c.

5.4.1.1.Caso a >b+c

Esta condicion, en términos de las energias de cada vértice, es €; < €3,€5. De esta forma, en
esta fase, el estado con menor energia es aquel en el cual todos los vértices son de tipo 1 o todos
de tipo 2. Es decir, todas las flechas apuntan hacia arriba y hacia la derecha o todas las flechas

apuntan hacia abajo y hacia la izquierda. (Syljuasen y Zvonarev, 2018)
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5.4.1.2.Caso b >a+c¢

Aqui €3 < €7, €5, por lo que el estado con menor energia se logra al tener todos los vértices de
tipo 3 o de tipo 4. Se tiene un orden ferroeléctrico ya que todas las flechas apuntan hacia arriba y

hacia la izquierda o hacia abajo y hacia la derecha. (Syljuasen y Zvonarev, 2018)

5.4.2.Fase desordenada: —1 < Agy < 1

En términos de los pesos de Boltzman, a,b,c < %(a + b+ ¢). Con estos valores, es sistema
tiene una fase desordenada; es decir, los vértices en la malla pueden ser de cualquier tipo de las

configuraciones permitidas. (Baxter, 1989)

Esta region en el espacio de fase incluye el caso a = b = ¢ = 1. Con estos valores de los pesos

de Boltzman, la temperatura debe ser infinita.

5.4.3.Fase anti-ferroeléctrica: Agy < —1

Equivalentemente, el sistema pasa por esta fase anti-ferroeléctrica cuando ¢ > a + b, lo cual
significa que la energia €5 < €1,€e3. En este caso, los vértices dominantes serian los vértices tipo
5 o tipo 6. Sin embargo, una configuracion con sélo estos vértices no cumple con las condiciones
impuestas de la regla del hielo. Es por ello que el estado con menor energia se logra con un orde-
namiento como el de la figura (5.2), en donde las flechas de cada fila alternan entre espin arriba y
espin abajo; lo mismo sucede con las flechas de cada columna, siendo este el orden que permite la

mayor cantidad de vértices de tipo 5 o de tipo 6. (Syljuasen y Zvonarev, 2018)

Por dltimo, se realiza el diagrama de fase para el modelo de seis vértices como en la figura
(5.3). En este diagrama se muestran las fases ferroeléctricas del sistema en funcion de los pesos de

Boltzman.

Sin embargo, para tener un punto de comparacion con el diagrama de fase del modelo de Hei-
senberg XX7Z, se realiza un diagrama de fase mostrando las mismas regiones que en el diagrama
anterior, pero con el pardmetro Agy . En este diagrama se observa de mejor manera las transi-

ciones de fase al variar la constante Agyas.
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Figura 5.2: Orden anti-ferroeléctrico del modelo de seis vértices.

Fuente: Elaboracion propia
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Diagrma de fase de 6VM

b/c

Figura 5.3: Diagrama de fase para el modelo de seis vértices en funcion de los pesos de Bolztman.

La region blanca representa la fase desordenada del modelo; la region roja y amarilla, indica que

el modelo pasa por una fase ferroeléctrica ordenada; y, la region azul, muestra los valores en los
cuales el sistema tiene una fase anti-ferroeléctrica.

Fuente: Elaboracién propia

Diagrma de fase de 6VM

4
2 alc

Figura 5.4: Diagrama de fase del modelo de seis vértices con el parametro Agy ps.

Fuente: Elaboracién propia

34



6 Modelo de Heisenberg

Ahora se estudiard un modelo cuantico magnético al que se le encontrara una analogia clasica
desde las propiedades eléctricas de otros materiales. Para llegar a esa analogia, se estudiaran las

transiciones de fase de este modelo para luego poder comparar con el modelo clésico.

6.1. Introducciéon

Similar al modelo de Ising, la cadena de Heisenberg estudia el acoplamiento de dipolos mag-
néticos, los cuales pueden causar cambios de energia en los dipolos cercanos. La diferencia con
el modelo de Ising radica en el uso de operadores en el hamiltoniano, no nimeros como en el
caso anterior. Este modelo toma en cuenta la interaccion cuéntica de particulas con espin 1/2 con
su vecino mas cercano en una rejilla. En el caso particular de una dimensién, una cadena con

n=1,2,..., N sitios con un dipolo en cada posicion. (Franchini, 2017)

Para un sistema homogéneo, la forma méas general del hamiltoniano se escribe como

N
H=—" [JSiSupr + JySUShiy + 155571 (6.1)

n=1
donde J,, J, y J, son constantes de acoplamiento y Sy = %0’%, siendo o los operadores de Pauli
actuando en el espacio i, y o = x,y, z los ejes coordenados del espacio euclidiano en tres dimen-
siones. El modelo cumple con condiciones de frontera periédicas, es decir 0y,4; = 0, donde o; es
el espin en la posicion ¢ de la cadena. De esta forma, el sistema es invariante ante traslaciones.
Ademés, como cada vértice tiene dos posibles valores de espin, el hamiltoniano H actia en el
espacio de Hilbert de dimensién 2V generado por la base |07y, ...,o0n), donde o,, =1 representa un

espin arriba y 0, =| un espin abajo en la posicion n. (Franchini, 2011)
Para el modelo de Heisenberg existen tres posibles constantes de acoplamiento:
v Jy=Jy=J,: XXX
v Jp=Jy # J.: XXZ
o Jp#E Sy # T XYZ

Se trabajara el modelo XXX como parte introductoria al Ansatz de Bethe con el objetivo de

generalizar el problema en el modelo XXZ.
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6.2. Modelo XXX

El hamiltoniano para el modelo XXX es

N
H= _JZ [ShSmia + Sy, + 858514

1
[2 (25787, +2SYSY | +iSTSY, | —iSTSY, | +iSYST, — SUST, ) + 57 5+1]

N
1
H= _JZ [2 (S —iS%) (Spiq +iShiq) + (Sh +iS8) (Shyr —iSh40)] + S’erS’er+1:| :
(6.2)

Definiendo operadores escalera para espin, S = S% 445, el hamiltoniano se reescribe como

N

1

H=-]) {2 (SFS, 1 +5,8) +S§S§+1]. (6.3)
n=1

Con esta definiciéon, y utilizando i = 1, se tienen las relaciones de conmutacién

z
n

2 o8] = 0% (0%, +ic?)) — (0%, +io%,)o
=olon tioLol, —or o Fiol,or (6.4)

[0Z,05] = £20%,6nn + 200U 6nn.

n’

[0 0] = (0% + oY) (0% —io¥,) — (0% —io¥,)(0% +ic¥)

Y

_ T _x - x Y - Y T y Y r xr s T Y | Y T
= 0,0, —10,0,, +10,0, + 0,0, — 0,0, —10,,0, +10,,0, — 0.,

Y
nn’ nn’ On

(6.5)
=202 0nn + 207 0pns

+

[O'n ,0‘,;,] =402 0nn -

La constante de acoplamiento J escala la energia, por lo que el hamiltoniano tiene los mismos
autoestados independientemente de J. Sin embargo, al igual que en el modelo de Ising, el signo de

J afecta la alineacion de los dipolos.
= J > 0 favorece alineacion ferromagnética
s J < 0 favorece una alineacion antiferromagnética
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Por otro lado, la componente en z del espin total S* = 22;1 S?% se conserva ya que,

M=
M=

[SZ’H] =—J (S Sn_—i-l + S S71+1) + S7 n+1

w\»—‘

s
1

:\
I
—
3
Il

ol
WE
Mz

(S5 Sy S + Sn S

n ~n+
1

:\
I
o

n

(S, 8] Sy + S5 [52, Sy ] + [S2,87 ]Sty + S5 [S2,8,44] .

I

ol
] =
WE

:\
I
_
S
I
N

I
ol
M=
M=

(S Ss = S Sl )Snrm + (S Sy = S S ) ()]

:\
[
N
3
I
LN

3

N

M= |

[Sn n+1 Sn Sn+1 =+ Sn Sn+1 STJLFS;-&-l]

3
Il
-

[Sz, H] = 0.

Como la magnetizacion se conserva, es posible separar la cadena en sectores con r espines vol-

teados definidos por niimeros cuénticos S = N/2 — r. (Franchini, 2011)

Teniendo estos subespacios definidos, se estudian casos para distintos r con el fin de entender
la aplicacion del Ansatz de Bethe en la cadena y, asi desarrollar intuicion y comprender la genera-

lizacién para un r cualquiera.

6.2.1.Casor=0yr=1

El caso en el que todos los espines estén alineados en la misma direccion, el sistema es un tnico

vector |0) = |1,---,1). Este vector es un autoestado H |0) = Ej |0) con energia Ey = —JN/2.

Por otra parte, el vector de la base para el subespacio con r = 1 se denota con un espin abajo

en la posicién n

[n) = 5,10) . (6.7)

Estos estados no son autoestados de H, pero se pueden construir N combinaciones lineales
aprovechando la simetria de traslacion del sistema. Estos vectores de la base se pueden construir

como

1
= 7 ; e*mn), (6.8)
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donde k = 2rm/N son numeros de onda con m =0, ..., N — 1. Estos vectores |¢)) son autoestados

de H con autovalores

E—Ey=2J(1—cosk). (6.9)

Los vectores |1)) representan las excitaciones de un magnon; es decir, la completa alineacion del
estado base ferromagnético |0) es perturbada periédicamente por una .°nda"de espin con longitud

de onda A = 27/k. (Franchini, 2011)

De esta definicion, si k = 0 se tiene que |¢) = LN 25:1 |n) es un estado con autovalor

E,—Ey=2J(1—cos0)=0= E; = Ey. (6.10)

Este estado es degenerado con el autoestado |0).

6.2.2.Caso r =2

Para el caso r = 2, se propone que un autoestado sea una resultado de una superposicién de

dos magnones

Wy=" > f(n.na)n1,na) (6.11)

1<ni1<na<N

donde |ny,n2) = S, S, |0) son los vectores base en el subespacio de dimension N(N — 1)/2.

(Francini, 2011)

Al superponer ondas de espin, es necesario que dos espines volteados estén en sitios diferentes

en la cadena. Con esto, la ecuacién de autovalores se convierte en

2[E — Eolf(n1,m2) =J[4f(n1,n2) — f(n1 — 1,n2) — f(n1 + 1,na)
(6.12)

— f(nl,ng —1 7f(77,1,77,2 + 1)], ng > nq + 1,

2[E — Eo]f(nl,ng) = J[2f(’l’),1,’l’),2) — f(’/ll — l,ng) — f(nl,ng + 1)], ng =nq + 1. (613)

La ecuacion (6.12) se satisface con f(n1,mn2) en forma de ondas planas como
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f(n1,na) = Aexp{i(kini + kana)} + A" exp{i(king + kany)}. (6.14)

Con este Ansatz de Bethe preliminar, la energia es

E—Ey=J Y (1-cosk;). (6.15)
7j=1,2

Ahora, si se restan las ecuaciones (6.13) y (6.12) con ny =nq + 1 en (6.12)

2f(n1,n2) — f(m — 1,712) — f(nl,ng + 1) = 4f(n1,n2) — f(n1 — 1,n2)

— f(n2,n2) — f(n1,n1) — f(n1,ne + 1).

(6.16)

Esto implica que

2f(n1, ny + 1) = f(nl,nl) + f(n1 +1,n1 + 1). (617)
Con estas condiciones se encuentra una relaciéon entre las amplitudes

2|:Aei[k1n1+k2(n2+1)] +A/ei[iﬁ(n2+1)+kznl]] — Agilkinathana] 4 At gilking+kana

_’_Ael[kl(n1+1)+k2(n2+1)] +A/ei[kl(n1+1)+k2(nl+1)].
= Aei(k1n1+k2n1)[2eik2 _ 1 _ el(’fl-'rkz)] — A/ei(k1n1+k2n1)[1 + ei(k}1+k)2) _ 26“‘31}

A —eillith) 4] 9eik 6.18
= E =€ - ei(k‘l—‘er) + 1 _ QeikQ . ( . )

Esta relacion se puede incorporar al Ansatz (6.14) como un factor extra

f(nl,n2) — ei(k1n1+k2n2+%912) + ei(k1n2+k2n1+%921), (619)
donde 015 = —02; = 0 es el angulo de desfase que depende de kq,ks por (6.18) o con

6 ki ko
2 cot 5= cot Cll cot 5 (6.20)

(Franchini, 2011)

Los momenta kq,ko del ansatz pueden ser determinados aprovechando la invarianza traslacio-

nal, es decir f(ni,n2) = f(ng,ny + N).

39



Esta condicién se satisface si

ekl = ¢t (6.21)
el = e (6.22)

lo cual equivale a
NkQ = 27TIQ - 9, (624)

donde I; € 1, ..., N — 1 son nimeros cuanticos. (Samaj)

La interaccién de los magnones se ve en el cambio de fase 6 y en la variaciéon de los ntimeros
de onda k1 y k2. Esto se produce debido a que los magnones se dispersan no dependiendo unos de

otros. (Franchini, 2011).

Ahora, si I; = 0 entonces k1 =0, 0 =0y ko = 2wl5/N con I =0,1,..., N — 1. Estos estados

son degenerados con el estado de un tnico magnon (K = k2) y les corresponde el mismo conjunto.

Si se considera que el momentum total del estado esta cuantizado, K = 27n/N, se puede de-

terminar ky y ko para diferentes n. (Franchini, 2011).

El problema que se desea analizar es cuando N es muy grande. En este caso, los estados pueden
ser estudiados como una simple superposiciéon de dos magnones debido a que los cuasi-momenta

difieren en

2w 1
kio=—1I O(=—=)- 6.25
L2 = 2 + 0(553) (6.25)
Por lo que en el limite cuando N — oo, los autoestados del sistema estan dados por
K
E—-Ey=2J lj:cos? . (6.26)
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6.3. Modelo XXZ

Al igual que en el modelo XXX, se estudian casos particulares con r espines volteados en el
modelo XXZ para posteriormente entender claramente el efecto del Ansatz de Bethe de manera

general.

Se define el hamiltoniano del modelo XXZ tomando en cuenta la interaccion de los dipolos méas
cercanos y una constante de energia en el eje z, J,, diferente a las constantes de acoplamiento en el
eje x v y. Es posible factorizar las constates de acoplamiento, con lo que el hamiltoniano resultante
es

N N
H=-JY [S787,, +SYSY  +AS;S:,,| —2n) S5, (6.27)
; =

Jj=1
donde A = J,/J es la anisotropia del modelo. Este sistema cumple con condiciones de frontera

periodicas o n = 07, donde o se construyen a partir de las matrices de Pauli c® como

¥=19..0100°018..91, (6.28)

donde o® esta en la posicion j. (Samayj)

Del hamiltoniano, J escala la energia del sistema por lo que sélo el signo importa. Con J > 0
la cadena tiene un orden ferromagnético, es decir, el estado con menor energia se obtiene al tener
todos los espines de la cadena apuntando hacia el mismo sentido. Por el contrario, con J < 0, la
alineacion de los espines genera un orden antiferromagnético, los espines en la cadena intercalan
valores. El parametro A establece la fuerza en el eje z con la cual el sistema se opone al campo

magnético externo h. (Franchini, 2011)

Por otro lado, la magnetizacion total en el eje z, S* = Zj Sj se conserva. De esta forma, la
magnetizacion maxima S? = N/2 se obtiene cuando todos los espines estan alineados a la misma
direccion. Asimismo, como [H, S?] = 0, es posible dividir el espacio en sectores con magnetizacion
S% = N/2 — r y considerar subespacios por separado. Donde r es la cantidad de espines volteados

en la cadena. (Franchini, 2017)

6.3.1.Casor=0yr=1

El espacio con r = 0 tiene el vector |0) con todos los espines hacia arriba como un autoesta-

do del hamiltoniano. Actuando sobre el hamiltoniano H |0) = Ey|0) se obtiene la energia como
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Ey=—(3A+h)N.

Con r =1 se propone el Anzats de Bethe como una ecuaciéon de onda plana

f(n) = Aexp(ikn). (6.29)
De tal forma que
N .
W) =Y Ae™ |n) (6.30)
n=1

sea un autoestado del hamiltoniano. (Samayj)
El namero de onda k est4 cuantizado y cumple con que f(n) = f(n + N), entonces

N =1, (6.31)

Con esto se obtiene que la energia es

E=Ey+2(h+ JA)—2Jcosk, (6.32)

donde k = % es el namero de onda del magnon que excita la cadena. (Franchini, 2011)

6.3.2.Casor =2

Cuando dos espines estan volteados se tienen dos casos:

a)ng #£n+ 1.
b)n2:n1+l.

En el primer caso, los espines voleados no son vecinos préoximos mientras en el segundo caso, si
lo son. En ambos casos se asume que n; es menor que na.

En el primer caso, se tiene que

(E = Eo) f(n1,n2) =J[4Af(n1,n2) — f(n1 — 1,n2)
— f(n1 +1,m2) — f(ni,n2 — 1) (6.33)
— f(ni,n2 +1)].
Condicion que se satisface con una funcion en forma de ondas planas
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f(n17n2) :A12€i(k1n1+k2n2) _|_A216i(k2n1+k1n2). (634)

Dando como soluciéon a la ecuacién de autovalores

E =Ey+2(2JA + 2h) — 2J(cos ky + cos k3). (6.35)

(Samayj)

Por otro lado, en el segundo caso, cuando no =n; + 1

(E — Eo)f(nl,ng) = 2Af(n1, ng) - f(n1 - 1,77,2) - f(nl,TLQ + 1) (636)

En este caso el Ansatz propuesto no satisface con la condicion anterior por lo que requiere de

un trabajo mas detallado.

Por eso, se desea encontrar una relaciéon entre Ajs y Asy. Para ello se toma n; =ngo + 1 en la

definicion de la ecuacion (6.33). Al sustituir esta condicién en la ecuacioén, se obtiene

(E — Eo)f(nhng) =4Af(n1,n2) — f(?’Ll — 1, 712)

(6.37)
— f(n2,n2) — f(n1,m1) — f(ni,n2 +1).
Por definicion, las ecuaciones (6.33) y (6.37) son equivalentes por lo que se cumple que
fn+1,n+1)=2Af(n,n+1)+ f(n,n) =0. (6.38)

Al sustituir la solucion propuesta (6.34) en la esta ecuacion se obtienen la siguiente relacion

A i(k1+ke) _ 2A ik 1 )
2 € _F1_ it (6.39)
A21 el(kl"‘k?) — 2Aetk2 +1

(Samayj)

Es importante resaltar que el &ngulo de fase es antisimétrico con respecto al cambio de indices,

010 = —0o. (6.40)

Los nimeros de onda ki y ks estan cuantizados y cumplen con las condiciones de frontera

f(n1,n9) = f(na,n1 + N), lo que implica que
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Ajg = Agy ™V

A21 = AlgeihN. (641)

Estas relaciones pueden ser escritas en una forma mas conveniente como

Nki =2n11 + 019

Nko =2mly + 0o (642)

donde I; e Iy son secuencias de N enteros consecutivos tal que k1 # ko. (Samayj)

6.3.3.Casor=3

Para el sector con tres espines volteados, es necesario considerar todas las posibles posiciones

de cada espin, ordenados n; < ng < ns

a)ng#ni+1,ng #ng+ 1L
b)ny=n3+1, ny#na+1.
c)na#ni+1,n3=no+ 1L
d)nyg=ni1+1,n3=ny+ 1L

El primer caso corresponde a espines en posiciones no consecutivas de la cadena; el segundo
caso es en el cual el segundo espin volteado es proximo al primero pero el tercer espin volteado
no lo es; en el tercer caso se tiene que el segundo espin volteado no es proximo al primero pero el
tercer espin volteado de la cadena se encuentra en la posiciéon siguiente al segundo espin volteado;

y en el tltimo caso, los tres espines volteados se encuentran en posiciones consecutivas de la cadena.

En el primer caso, con ningiin espin volteado cercano

(E — Eo) f(n1,n2,n3) =6Af(n1,n2,n3) — f(n1 — 1,n2,n3)
— f(n1 +1,n2,n3) — f(n1,n2 — 1,n3) — f(n1,n2 + 1,n3) (6.43)

- f('l’L]_,'I’LQ,'I’L?, - 1) - f(nlan2an3 + 1)7
donde
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f(nl Ny n3) :A1236i(k1n1+k2n2+k3n3) +A132ei(k1n1+k3n2+k2n3)
) )
i(kani+kina+ksns) i(keni+kzna+king)
+ As1ze + Agzie .

+ A312€i(k3n1+k1n2+k2n3) 4 A3216i(k3n1+k2n2+k1n3).

Al sustituir y simplificar, se encuentra que, sin campo magnético

E— Ey =2J(A —cosky) +2J(A —cosks) + 2J (A — cos ks)

3 (6.45)
E=Fy+ QJZ(A —cosk;).

i=1

(Samayj)

Para el caso con dos espines volteados en sitios consecutivos, se pueden usar relaciones similares

a los obtenidos para el sector r = 1.

El segundo caso implica

Aqa3 — ife Aiso — 013 Aza1 — et023 (6.46)
Aoy Asio Asoq
Y el tercer caso
A123 _ ei923 A213 _ ei913 A312 = 61‘9127 (647)
A132 Aazy Az
donde 6,5 con «, 8 =1,2,3 es la generalizacion del caso r = 2. (Samaj)
Ahora, en el cuarto caso se utiliza la simetria 6, g = —03 . Resolviendo el sistema de ecuaciones

del tercer y cuarto caso, se obtiene que
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(612 + 013 + b23)

Aqo3 = exp

r
NN

Aqzp = exp| (013 + 012 + 032)

1T 1
N .

i
Ag3 = exp 5(921 + 623 + 013)

[4
Az3; = exp 5(923 + 621 + 031)

[4
Aso = exp 5(931 + 032 + 012)

7
Asz1 = exp 5(932 + 031+ 021) . (6.48)

Por las condiciones de frontera f(ni,ns,ng) = f(n2,ns,n1 + N)

Ajgs = AgzreV

Agyz = Ayzget*2V

Agiy = Apze™ . (6.49)

Los numeros de onda ki,ko,k3 estan cuantizados de tal forma que

Nk =2nl; 4+ 015 + 013
ng = 27'('.[1 +921 +023

ng = 271'[1 +031 +032

donde I;,15,I3 es una secuencia de N enteros consecutivos. (Samaj)

6.3.4.Ansatz de Bethe

Entendiendo las permutaciones realizadas en los casos anteriores, ahora se considera el caso
general en el cual se tienen r espines volteados. La dimension del subespacio de estados con mag-

netizacion S* = N/2 — r incrementa exponencialmente. (Franchini, 2011).

El estado general con r espines volteados se escribe como
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[y = Z f(n1,ng,...,np) N1, ng,y .o,y (6.50)
{n}

donde la suma es sobre los 7 sitios con espines volteados y

|n1,n2,...,ne) = S,,8,,...8, [0), (6.51)

es el estado con r espines volteados en los sitios {n; }. Este estado tiene magnetizacion S* = N/2—r.

Con esto se observa que, para N par, es posible tener magnetizacion S* = 0. (Franchini, 2017)

La ecuacién de autovalores para el hamiltoniano usando la funcién de onda es,

(H—-E)p =

J
- ST = sty ) (e + 1, )
Jj=1
(6.52)
+ f(n1, ong,njpr — 1,.,n,)]

+[Eo— E+ (JA+2h)r — JAY " 6n t1n,,,)f (01,12, ..0,mp) = 0.
j=1

Con esto, se plantea el Ansatz de Bethe suponiendo una superposicién de ondas planas

r!

f(n17n27 "'7”7”) :ZA[P}GZZ;:l kEIms
P

r! 7‘ - T
:Zexp iZk:Pjnj—i-%Zé(kPj,kPl) >
P

Jj=1 J<li

(6.53)

donde P es una permutacion de 1,2, ...,r. (Franchini, 2011).

Sustituyendo el Ansatz en la ecuacion de autovalores (6.52) se encuentra

E=Eo+ Y [2J(A = cosk;)+2h]
=t (6.54)

T
E=FEy+ (2JA +2h)r — QJZcoskl.
=1

Esta relacion se cumple si
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A[P](eikPj + etk PU+L) 2A)€ikP(j+1)_|_

o o o (6.55)
+ A[P(j, 7 + 1)](e*PUHD) 4 e=kFT _ g A)eihPT — 0,
(Franchini, 2017)
Asimismo, relacionando los dngulos de fase con los cuasimomenta
- i(k+k' ik
(o) _ _ e,( /) +1 - 2Ae . (6.56)
el(k+k) + 1 — 2Aetk
con O(k, k') = O(k, k') — 7. De esto, se obtiene que
Asin L (k -k
O(k, k') = 2arctan — Stn 3 1) . (6.57)
cos 5 (k + k") — Acos 5(k — k)
Por las condiciones de frontera
eieN Hei@(kj,kl)
by
! (6.58)

i(k;+k) _ ik;
. e!\Fi +1—2Ae
-]

by ei(kj-'rkl) +1-— 2A€ikl '
J

Al aplicar el logaritmo en ambos lados de la ecuaciéon se obtienen las ecuaciones de Bethe

kiN =27l = O(k;, ki), (6.59)
=1

donde {I;} son ntimeros cuanticos enteros que definen el estado. (Franchini, 2017)

El angulo de fase de la ecuacion (6.57) no es invariante ante traslaciones para cambios de
momenta (k;), lo cual complica mostrar factorizaciones de la matriz de dispersion. De esta forma,

se reparametriza los cuasimomenta al cambiar variable k; — A; con

ik sin g()\j +1)

 sin %()\j —1)

(6.60)

donde \; son rapideces propias y ¢ es un parametro que se definirad posteriormente. (Franchini,

2017)

Estos nuevos parametros introducen una nueva base para la expansion del Ansatz de Bethe de

la ecuacion (6.53). En términos de las nuevas variables, uno de los términos del producto de la
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ecuacion (6.58) se convierte en

elkithe) 11 — 2Aetks

eikithk) £ 1 — 2Aetht

cos¥ N+ (coshp — A) + {A cos[2(N\j — A + 2i)] — cos[S(N\; — N)]}
cosT M) (coshp — A) + {A cos[& (A — Aj + 2i)] — cos[%()\j I
(6.61)
(Franchini, 2017)
Ahora, si cosh¢ = A
eilkitk) 11 — 9 Aetki B
eilkithk) 41 — 2Aetkt
Acos[E(Nj — N + 2i)] — cos[E(\j — \))]
= ; 6.62
A COS[%()\[ — A\ +2i)] — cos[%()\j - )] (6.62)
_ sin[%(x\] — N+ 20)]
sin[2 (N — A; + 20)]
Por otro lado, la ecuaciéon (6.60) se puede expresar como
k; Aj
cot ?j = coth % tan <¢2]> . (6.63)
Con lo cual las ecuaciones de Bethe (6.59) son
NOy(Nj) =2rL;+ Y 0a(Nj = N), G=1,...m, (6.64)
1]
donde
6, = 2arctan [coth<n2¢) tan(?)], (6.65)
tal que 01 (\;) es el cuasimomentum original k;. Entonces
p()\j) = 91(/\3) = kj. (666)

Asimismo, en términos de las rapideces, la energia y el momentum estan dados por

M
E=Eo+2hr+Y_e(\;),
j=1
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_, tan(o;/2
_22 ot M (6.68)

con

J sinh? ¢

€(A) = cosh & — cos(gN)’ (6.69)

la energia de la cuasiparticula. (Franchini, 2017)

Finalmente, se presentan los resultados de los valores de energia obtenidas por Franchini y se

hace una breve descripcion de las fases de la cadena XXZ en funcién del valor de A

6.3.4.1.Caso A > 1

El estado base para una cadena bajo un campo magnético i > 0 es un estado completamente
polarizado. Entonces, los estados con menor energia estdn dados por la energia de magnones.
Se obtienen estas excitaciones caracterizadas por su momentum y su energia en funcién de sus

rapideces de onda como

(6.70)

_ sinh¢sinh [(2r + 1)¢]
er(Ar) = Jcosh [(2r +1)¢] — cosh A, (o7

Combinando estas ecuaciones

sinh ¢

m[cosh [(2r 4+ 1)¢] — cos A, (6.72)

€r (pr) =

De esta ecuacion, la menor energia ocurre cuando €,(0) = J sinh ¢ tanh [(2r 4+ 1)¢/2], asi como
cuando no se tiene excitaciones de magnones, 7 = 0, resultando la energia como e, = 2.J sinh? (¢/2).

(Franchini, 2017)

Con este resultado, el estado con menor energia cuando A > 1 es el estado base; donde todos
los espines estan alineados unos con otros. Este ordenamiento produce un orden ferromagnético
en la cadena. Al afadir un campo magnético externo, este no tiene consecuencia alguna en el
orden de los espines de la cadena, simplemente aumenta la energia del estado base. Asimismo, por
la simetria de la cadena ante un campo magnético, dos estados pueden ser los estados con menor

energia, el estado con todos los espines arriba o el estado con todos los espines abajo. Estos estados
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son degenerados en el caso de un campo magnético externo nulo, h = 0.

6.3.4.2.Caso A < —1

En esta fase, cuando el campo magnético es nulo, h = 0, el estado base tiene magneti-
zacion cero y estd dado por N/2 magnones que satisfacen la ecuacion de Bethe. En el limite
A — oo los estados que generan el estado base son una combinacion antisimétrica de los estados
4,14 ) 21,14, 1, - +). Estos estados generan un orden anti-ferromagnético en la cadena.

(Franchini, 2017)

Al afiadir un campo magnético externo a la alineacién antiferromagnética, se determina el
campo magnético minimo h. necesario para inducir una magnetizacién en el estado base, siendo

esta

he = 7500 T TR, (6.73)

™

donde I(k) = [T/* ——d0___
onde ( ) fo V1—k2sin? 6

Con esto, para h. < h < hg se entra a la fase paramagnética, con la magnetizacion del estado
base aumentando con h hasta llegar a una saturacion h,. Para h > hg el estado base estd comple-

tamente polarizado y la fase es ferromagnética. (Franchini, 2017)

6.3.4.3.Caso |A| < 1

Con esta condicion, la cadena tiene fase paramagnética. Es decir, los espines en la cadena son
susceptibles al campo magnético externo h, el cual produce una alineaciéon de los espines hacia la
direccion del campo magnético aplicado. Durante esta fase se recupera la cadena XX del modelo

de Heisenberg. (Franchini, 2017)

Para resumir las fases antes mencionadas se realizan graficas variando los parametros A y h

para una cadena de N = 4 espines.

En la figura (6.1) se observa que la magnetizacion por sitio de una cadena de espines, sin campo
magnético externo (h = 0) y cuando A > 1, es M = 1, lo cual indica que los espines estan com-
pletamente alineados (orden ferromagnético). Asimismo, para A < 1, la magnetizacion por sitio es

M = 0, generando un orden anti-ferromagnético.
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Figura 6.1: Grafica de la magnetizacién en funcién de A para una cadena de 4 espines bajo un
campo magnético nulo.

Fuente: Elaboracién propia

Ahora, al agregar un campo magnético, se obtiene una grafica como la Figura (6.2). En esta
grafica, el orden ferromagnético continua en la fase A > 1. Sin embargo, para A < 1, se observa
una magnetizaciéon en una region del espacio. En este punto se recupera la fase ferromagnética
menciona anteriormente. De igual forma, en el intervalo —1 < A < 1, el orden es paramagnético
y la magnetizacion es diferente de cero debido a la fuerza del campo magnético externo actuando

sobre la cadena.

Este fenomeno se puede observar de mejor manera en el plano M — h como en las figuras (6.3) y
(6.4). En estas graficas se observa como la magnetizacion en funcion del campo magnético cambia
al variar el parametro A. En la primera, A = —2, la magnetizaciéon va de un orden antiferromag-
nético y aumenta a un orden ferromagnético a medida que el campo magnético incrementa en el
intervalo h > 0. Por otro lado, en el segundo caso, la magnetizacién solo depende del signo del

campo magnético; como se espera.

Finalmente, se realiza la grafica del campo magnético en funcién de la anisotropia del modelo

A y se obtiene que el diagrama de fase para una cadena XXZ es como el de la Figura (6.5).

En este diagrama, la region celeste muestra los valores en los cuales el sistema pasa por la
fase antiferromagnética; la region morada y verde, fase paramagnética; y la regiéon roja, una fase

ferromagnética. Finalmente, en esta figura se pueden ver fronteras irregulares entre cada fase. Esto
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Figura 6.2: Grafica de la magnetizacién en funcién de A para una cadena de 4 espines bajo un
campo magnético con valor h = 2.

Fuente: Elaboracién propia

se debe a que el diagrama es una proyeccién de una grafica en tres dimensiones que se obtuvo
numéricamente, por lo que los valores en las fronteras son sensibles a los parametros elegidos. Sin
embargo, estas pequenas irregularidades no afecta la distincion de las fases representadas en el

diagrama.
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Figura 6.3: Gréfica de la magnetizacion en funciéon del campo magnético externo para una cadena

de cuatro espines con A = —2.
Fuente: Elaboracién propia

M

1.0
05}

L L 1 L L L 1 L L L L L L 1 L L L 1 L L h
-4 -2 2 4

-0.5}
1.0 I

Figura 6.4: Grafica de la magnetizaciéon en funciéon del campo magnético externo para una cadena
de cuatro espines con A = 2.

Fuente: Elaboracién propia
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Figura 6.5: Diagrama de fase de una cadena XXZ en el modelo de Heisenberg. La region celeste
muestra los valores en los cuales el sistema pasa por la fase antiferromagnética; la region morada
y verde, fase paramagnética; y la region roja, una fase ferromagnética.

Fuente: Elaboracion propia
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7 Equivalencia entre el modelo de seis

vértices y el modelo de Heisenberg

Hasta ahora se han presentado el modelo de Heisenberg y el modelo de seis vértices como
dos modelos fisicos diferentes; un modelo cuantico y uno clasico de muchas particulas, respecti-
vamente. Ahora se mostrard una equivalencia mateméatica entre ambos modelos y se estudiaran
las implicaciones fisicas en ambos casos. Asimismo, se muestran los vectores del estado base y la
magnetizaciéon de la cadena de Heisenberg con n = 4 espines, obtenidos numéricamente con el

programa Mathematica.

7.1. Equivalencia del modelo de seis vértices y el modelo de

Heisenberg

Partiendo de la definiciéon de la matriz de transferencia del modelo de seis vértices y la expresion

de la matriz para un solo vértice en funcién de los operadores de Pauli,

T=1L12L23L34 - LN Nt+1,

con

a

z z b z z — —
2(1 +oioi) + 5(1 —o0j0i) + C(Jjai-&-l +o; ‘7;5-1)

Liit1 =

De esta definicién, la matriz £ es cercana a la matriz identidad si

a—14da b— 14 0b ¢ — dc. (7.1)

(Fendley, 2018)

Entonces, 6L se escribe como
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1+4+6b

_1+da

oL 5 (l—i—afaerl) + T(l—ofaf+1) —|—5c(ai+07;1—|—0i+_i_10;)
1 ofof, da da 1 ofof, 6b b - -
=3 T -+ ?Ufaf_i_l +35- T 5 - Eafcrf_,_l +dc(ofor +o;0i)
da — ob _ _ da + b
oL=1+ afaf+1+5c(ai+ai+1 +o;0f)+——.

2
(7.2)

Al multiplicar sucesivamente estas matrices y tomar el primer orden de la expansion, se en-

cuentra que la matriz de transferencia para el modelo de seis vértices es

T=1+4+Hxxz+ -, (7.3)

donde Hx xz es el hamiltoniano del modelo de Heisenberg, con

a—>
AHXXZ: P (74)

De esta forma se tiene la relacion entre la matriz de transferencia del modelo de seis vértices
con el hamiltoniano de la cadena de Heisenberg XXZ. Asimismo, se encuentra una relaciéon entre

los pesos de Bolztman en el modelo clésico con la anisotropia del modelo cuantico.

7.2. Propiedades fisicas

Tomando los resultados de los capitulos anteriores, se muestran las propiedades fisicas de cada
modelo segun los pesos de Bolzman en el modelo de seis vértices. De ahora en adelante se usara
Agy para denotar la constante del modelo de seis vértices, y Ay xxz para denotar la anisotropia

en el eje z del modelo de Heisenberg XXZ.

Cuando en el modelo de seis vértices se tiene un ordenamiento ferroeléctrico tal que a > b+c o
Agy > 1, la ecuacion (7.4) implica que Ay x xz > 1. Lo cual se traduce a un orden ferromagnético

en la cadena de Heisenberg.

Al obtener numéricamente los resultados para el modelo de Heisenberg, se obtiene que los vec-
tores con menor energfa son |+ 4+ ++) y |— — ——) con magnetizacion por sitiom =1y m = —1,

respectivamente. Los parametros utilizados para este resultado fueron: Ayxxz =5y h=0.

Por el contrario, cuando en el modelo de seis vértices Agy > 1 pero con b > a+ ¢, en el modelo

de Heisenberg se tiene Agxxz < % donde Ay x xz es positivoy a > ¢, asi como Ay xxz > Z—I_ﬁ
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con a < ¢y Apgxxz negativo. Estas condiciones se pueden traducir como —1 < Agxxz < 1 des-

cartando el punto Ay xxz = 0, la fase paramagnética en la cadena XXZ del modelo de Heisenberg.

Los resultados obtenidos numéricamente con parametros Agxxz = —0,2 y h = 0, fue una com-
binacion lineal de los vectores |— — ++) ,|— + —+) , |-+ +=), [+ — —+), [+ —+=), [+ +——) ¥
una magnetizacion m = 0. Al aplicar un campo magnético h = 2 al mismo sistema, se obtuvo un

solo vector |+ 4+ 4+4) con magnetizaciéon por sitio m = 1.

Similarmente, con Agxxz = 0,2 y h = 0, el estado con menor energia es una combinacion
lineal con los mismos vectores que en el caso anterior y una magnetizacion igualmente nula. Asi-

mismo, al aplicar un campo magnético al sistema, se obtuvo el vector |+ + ++) como se esperaba.

Por otro lado, en la fase anti-ferroeléctrica del modelo de seis vértices Agy < —1 implica un

ordenamiento anti-ferromagnético en el modelo de Heisenberg, Agxxz < —1.

De los resultados obtenidos con Agxxz = —2 yv h = 0, el estado con menor energia es una
combinacién lineal de los vectores con dos espines volteados, dando una magnetizaciéon por sito

m = 0.

En general, cuando Agy < —1, en el modelo de Heisenberg el vector con menor energia es una
combinacion lineal de vectores con n/2 espines volteados en la cadena y una magnetizacion m = 0.
Esto en el caso de n par. Cuando n no es un ntmero par, se tiene que el vector con menor energia

es una combinacion lineal de vectores con (n — 1)/2 espines volteados.
Finalmente, para el caso desordenado en el modelo de seis vértices, se tomo el casoa =b=c =1,
donde la temperatura es infinita. Con estos valores de los pesos de Boltzman se tiene que, en el

modelo de Heisenberg, se recupera la cadena XX; es decir, Agxxz = 0.

Estos resultados se resumen en la siguiente tabla.
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Modelo de seis vértices

Modelo de Heisenberg

fase ferroeléctrica

a>b+c Agxxz >1
fase ferroeléctrica fase ferromagnética
a—c
b>a+c AHXXZ>airc’ a<c
AHXXZ<Z+Z’ a>c

fase paramagnética

c>a+b
fase anti-ferroeléctrica

Apgxxz < -1
fase anti-ferromagnética

a,bc < Z(a+b+c)
Incluyea =b=c=1
temperatura infinita

Apxxz =0
cadena XX

Cuadro 7.1: Equivalencias de las propiedades ferroeléctricas y ferromagnéticas del modelo de seis

vértices y el modelo de Heisenberg, respectivamente.
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8 Conclusiones

Los modelos de seis vértices y el modelo de Heisenberg son dos modelos que explican propie-
dades eléctricas y magnéticas de distintos materiales, respectivamente. Sin embargo, al trabajar la
matriz de transferencia del modelo de seis vértices fue posible estudiar una relacién entre la matriz

de transferencia de dicho modelo con el hamiltoniano del modelo de Heisenberg XXZ.

La igualdad encontrada implica que [Hxxz,Ts,] = 0, lo cual significa que existe una base de
autovectores en comin. Asimismo, por la relacion entre los pesos de Bolztman con la anisotropia
del modelo de Heisenberg, determinar el diagrama de fase del modelo de seis vértices es equivalente

a encontrar el diagrama de fase del modelo XXZ.

La equivalencia
a—>b

Apxxz =

implica que una fase ferroeléctrica tiene un analogo ferromagnético. En particular, el analogo mag-
nético de una fase ferroeléctrica en el modelo de seis vértices resulta de una combinacién entre una
fase ferromagnética y una fase paramagnetica en una cadena de espines, segiin sean los valores
de los pesos de Boltzman. Asimismo, esta relacion indica que la configuracién de una cadena de
Heisenberg XXZ, cuando los pesos de Boltzman son iguales, corresponde a la configuracion de una

cadena XX en el modelo de Heisenberg.
La igualdad entre la matriz de transferencia del modelo de seis vértices y el hamiltoniano del

modelo de Heisenerg, asi como la equivalencia entre los diagramas de fase, permiten hacer un resu-

men con las implicaciones fisicas de ambos modelos para simplificar la validaciéon de experimentos.

61



62



Bibliografia

Baxter, Rodney. 1989. Exaclty Solved Models in Statistical Mechanics. Estados Unidos: Academic

Pres.

Callen, Herbert. 1985. Thermodynamics and an introduction to termostatics. 2¢ ed. Republica de

Singapur: John Wiley & Sons.

Fendley, Paul. 2018. <'The XXZ chain and the six-vertex model’>. En Modern statical mechanics.
http://users.ox.ac.uk,/ phys1116/

Franchini, Fabio. 2011. Notes on Bethe Ansatz Techniques. Italia.

Franchini, Fabio. 2017. An introduction to integrable techniques for one-dimensional quantum sys-

tems. Italia. arXiv:1609.02100v3

Karbach, Michael. y Muller, Gerhard. 2008. Introduction to the Bethe Ansatz I. University of Rhode
Island, Kingstown. arXiv:cond-mat/9809162v1

Pathria, Raj. y Beale, Paul. 2011. Statistical Mechanics. 3* ed. Estados Unidos: Elsevier.

Perk, Jacques. y Au-Yang, Helen. 2006. Yang-Baxter Equations. Oklahoma State University, Es-
tados Unidos. arXiv:math-ph/0606053v1

Rodriguez-Plaza, M. 2005. States with 11 = A, vo = —\ and reciprocal equations in the six-vertex

model. Madrid, Espafia. arXiv:cond-mat /0506613

Samaj, Ladislav. Introduction to Ezactly Solvable 1D Quantum Lattice Models of Solid-State Phy-

sics. Slovak Academy of Science, Eslovaquia.

Syljuasen, Olav. y Zvonarev, M. 2018. Directed-loop Monte Carlo simulations of vertex model.

Copenhagen, Dinamarca. arXiv:cond-mat /0401491

Vijay, Sagar. 2014. Studying the Siz-Vertex Model with the Yang-Bazter Equation. Massachusetts
Institute of Technology, Estados Unidos.

Vojta, Matthias. 203. Quantum phase transitions. Universidad de Karlsruhe, Alemania. arXiv:cond-

mat/0309604v2

Vojta, Matthias. 2015. Thermal and Quantum Phase Transitions. Universidad técnica de Dresde,

Alemania.

63



64



10 Anexos

10.1. Cobdigo para la magnetizaciéon del modelo de Ising

Magnetizacion del modelo de Ising
Definir la funcion de magnetizacion
M = (Exp[1/T1*Sinh[h/T]1)/(Exp[2/T]1*(Sinh[h/T])"2 + Exp[-2/T1)~(1/2);

Derivada de la magnetizacion respecto a la temperatura

DMt = Simplify[D[M, TI]
Graficas de la magnetiacion y de su primera derivada en funci n de la temperatura

Plot[M /. h -> 1, {T, 0, 10}, AxesLabel -> {"T", "M"},

PlotLabel -> "Magnetizacion del modelo de Ising"]
Plot[DMt /. h -> 1, {T, 0, 10}, AxesLabel -> {"T", "dM/d4T"},
PlotLabel ->

"Primera derivada de la magnetizacion del modelo de Ising"]

Gr ficas de la magnetiacion en funcion del campo magnetico

For[i = 0.5, i < 4, i++,
Print [Plot[M /. T -> i, {h, -10, 10}, AxesLabel -> {"h", "M"},
PlotLabel ->

"Magnetizacion en funcion del campo magnetico extermno con T = " + i]]]

10.2. Cobdigo de las ecuaciones de Yang-Baxter en el modelo

de seis vértices

Ecuaciones de Y-B

; Definir la base

{up, down} = {{1, 0}, {0, 1}}

{right, left} = {{1, 0}, {0, 1}}
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Matrices L, L’, R

L = {{a, 0, 0, 0}, {0, c, b,
Lp = {{ap: 0, o, o}, {o, Ccp,

5 Elementos L

L\[Gamma] [\[Alphal_, \[Alphalp_,

0, {0, b, ¢, 0}, {0, 0, 0, al}};

bp, 0}, {0, bp, cp, 0}, {0, 0, 0, apl}t};
R = {{app, 0, 0, 0}, {0, cpp, bpp, O},

{0, bpp, cpp, 0}, {0,

\[Gamma] _, \[Gammalp_] :=

Transpose [KroneckerProduct [List /@ \[Gamma],

List /@ \[Alphall].L.KroneckerProduct[List /@ \[Alphalp,

List /@ \[Gamma]p]

Lp\[Gamma] [\[Alphal_, \[Alphalp_,

\[Gamma]_, \[Gammalp_] :=

Transpose [KroneckerProduct [List /@ \[Gammal,

List /@ \[Alphall]l.Lp.KroneckerProduct[List /@ \[Alphalp,

List /@ \[Gamma]p]

R\ [Gamma] [\[Alphal_, \[Alphalp_,

\[Betal_, \[Betalp_] :=

Transpose [KroneckerProduct [List /@ \[Betal,

List /@ \[Alphalll.R.KroneckerProduct[List /@ \[Alphalp,

Combinaciones posibles para

combinaciones = Tuples [{up,

35 combinaciones // Column;

; base = {up, downl};

Ecuaciones de YB

sumIzq[\[Alphal_, \[Betal_,
ANANE

\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]l\),
\*UnderoverscriptBox [\ (\[Sum]\),
5 \*UnderoverscriptBox [\(\[Sum]l\),

seis espines diferentes

down}, {6}]1;

\[Gamma]_,

\[Alphalp_, \[Betalp_,

\N(\[Alphalpp = 1\), \(2\)]1\(
\N(\[Betalpp = 1\), \(2\)]1\(
\(\[Gamma]lpp =

1\), \N(2\)I\((L\[Gamma] [\ [Alphal,
base [NC[\)\(\[Alphalpp\D\(I\D],
base [\([\)\(\[Gammalpp\)\(I1\)1]

Lp\[Gamma] [\ [Betal, base[\([\)\(\[Betalpp\)\(I\D1,
base [\([\)\(\[Gammalpp\D)\(I\) ],

R\[Gamma] [base [\ ([\)\(\[Alphalpp\)\(1\)], \[Alphalp,

base [\([\)\(\[Betalpp

DVANANT,

\[Gammal],

\[Gamma]p]

\[Betalp])\)\I\I\)
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0, 0, app}t};

List /@ \[Betalp]

\[Gamma]lp_]



sumDer [\ [Alphal_, \[Betal_, \[Gammal_, \[Alphalp_, \[Betalp_, \

55 \[Gammalp_] := \!\(

88

8¢

90

91

\*UnderoverscriptBox [N\(\[Sum]\), \(\[Alphalpp = 1\), \(2\)I\(
\*UnderoverscriptBox [N\(\[Sum]\), \(\[Betalpp = 1\), \(2\)]I\(
\*UnderoverscriptBox [N\(\[Sum]\), \(\[Gammalpp =

1\, N(2\)IN((R\[Gamma] [\ [Alphal,

base [N\C([\)\N(\[Alphalpp\)\N(I\)]1, \[Betal,

base [\C[\)\(\[Betalpp\)\(1\)1]

Lp\[Gamma] [base [\([\)\(\[Alphalpp\)\(J\)], \[Alphalp, \[Gammal],

base [N\([\)\(\[Gamma]lpp\) \(I1\) 1]

L\[Gamma] [base [\ ([\)\(\[Betalpp\)\(I\)]1, \[Betalp,

base [N([\)\N(\[Gammalpp\)\N(I\)]1, \[GammalpI)\)\)\)\)

7 64 Ecuaciones

izquierda =
Table [sumIzq[combinaciones [[j]J][[1]], combinaciones[[jJ][[2]],
combinaciones [[j]J][[3]], combinaciones[[j]][[4]], combinaciones[[j]][[5]1],
combinaciones [[j11[[6111, {j, 1, 64}1;

derecha = Tablel[
sumDer [combinaciones [[j]]I[[1]], combinaciones[[j]l][[2]],
combinaciones [[j]][[3]], combinaciones[[j]][[4]], combinaciones[[jI][[5]],
combinaciones [[j]1]1[[6]11], {j, 1, 64}];

izqSCeros = DeleteCases[izquierda, {{0}}]

derSCeros = DeleteCases[derecha, {{03}}]

izqSimetria = DeleteDuplicates[izqSCeros]

5 derSimetria = DeleteDuplicates[derSCeros]

Ecuaciones

Table [StringJoin [{ToString[izquierda [[k]][C1]]C[2]1], " =",
ToString [derecha [[k]J]1[[1]1]1[[11]11}], {k, 1, Length[izquierdal}] // Column

No soluciones triviales

Table [StringJoin [{ToString[izqSCeros [[k]1[[1]11L[[111], " = ",
ToString [derSCeros [[k]J]1[[111[[1111}]), {k, 1, Length[izqSCeros]}] // Column

Por simetrai
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98

9 Table[StringJoin[{ToString[izqSimetria [[k]][[1]1][[1]1], " = ",
100 ToString [derSimetria [[kIICC11]1[[11113}1, {k, 1,

101 Length[izqSimetriall}] // Column

102

103 No ecuaciones triviales (ambos lados de la igualdad son lo mismo)

105 Ecuas = DeleteCases[Table[If[
106 ToString[izqSimetria [[1]1]1[[11]1[[1]11] !'=

107 ToString [derSimetria [[11]1[[111C[1111],
108 StringJoin [{ToString[izqSimetria[[1]]CC1]]CL211], " =",
109 ToString [derSimetria [[1]][[1]1]CC111131]1, {1, 1, 10}], Nulll;

111 Ecuaciones finales
113 ecuacionesF // Column

115 {"\<\"ap bpp ¢ + b cp cpp = a app cp\"\>"},
116 {"\<\"a bp bpp = ap b bpp + ¢ cp cpp\"\>"},
117 {"\<\"b bpp cp + ap c cpp = app bp c\"\>"

10.3. Cobdigo para graficar el diagrama de fase del modelo de

seis vértices

1 \[CapitalDeltall[a_, b_, c_] := (a2 + b~2 - ¢c~2)/(2 a*b)

3 Plot3D[\[CapitalDelta][a, b, 1], {a, 0.2, 5}, {b, 0.2, b},

4+ MAxesLabel -> {"a/c", "b/c", "\[CapitalDeltal" }, ViewPoint -> Front,
5 ColorFunction -> "TemperatureMap",

6 PlotLabel -> "Diagrma de fase de 6VM", FaceGrids -> None,

7 Boxed -> False, PlotRange -> {-3, 3}]

o Plot3D[\[CapitalDelta][a, b, 1], {a, 0.2, 5}, {b, 0.2, b5},
10 AxesLabel -> {"a/c", "b/c", "\[CapitalDeltal" 1}, ViewPoint -> Above,

11 ColorFunction -> "TemperatureMap",

2 PlotLabel -> "Diagrma de fase de 6VM", FaceGrids -> None,

13 Boxed -> Falsel
10.4. Cobdigo para el modelo de Heisenberg

1 definir matrices de pauli

N

3 {sx, sy, sz} = PauliMatrix[{1, 2, 3}];
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definir la base en sz

{{o}, {1}}
{{1}, {0}}

em

G

definir operadores escalera

sp 1/2x(sx + I*sy)

sm

1/2%(sx - I*sy)

definir operadores de Pauli

Length[1ist]}].Epl([n]

\[Sigmalx[N_, j_] := KroneckerProduct @@

Insert [Table [IdentityMatrix[2], {N - 1}], sx,
\[Sigma]y[N_, j_] := KroneckerProduct @@

Insert[Table[IdentityMatrix[2], {N - 1}], sy,
\[Sigmalz[N_, j_] := KroneckerProduct @@

Insert [Table [IdentityMatrix[2], {N - 1}], sz,
operadores escalon
\[Sigmalp[N_, j_] := KroneckerProduct @@

Insert [Table[IdentityMatrix[2], {N - 1}], sp,
\[Sigmalm[N_, j_] := KroneckerProduct @@

Insert [Table [IdentityMatrix[2], {N - 1}], sm,
necesitamos definir la base
Ep[n_] := KroneckerProduct @@ Table [{{1}, {0}},
Em[n_] := KroneckerProduct @@ Table [{{0}, {1}},
notacion compacta
s[list_, n_] :=
Dot @@ Table[\[Sigmalm[n, 1list[[jI1]1], {j, 1,
notaciones
ToSpins [expr_] :=

expr /.

st : slsp__] :> StringJoin["|",

StringJoin @@ (ToString /@ st /. "1" -> "-_"
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Mod[j, N,
Mod[j, N,
Mod[j, N,
Mod[j, N,
Mod[j, N,
{n}]

{n}]

Jo

n_qmn

111

111

111

111

111

->

||+||) s

||>n];



definir la base

Basis[L_] := Basis[L] = s @@ # & /@ Tuples[{-1, 1}, 1 {L}]

Tomamos un estado escrito en la base y lo convertimos a vector

ToVector [state_, L_] := Coefficient[state, Basis[L]]

Y al reves

FromVector [vector_, L_] :=

Plus @@ (Times @@ # & /@ Thread[{vector, Basis[L]2}])

el hamiltoniano

; HXXZ[\[CapitalDeltal_, N_, h_] := -J/2 (\!\(
7 \*UnderoverscriptBox [N\(\[Sum]l\), \(j = 1\), \(N -

IN)INC(\[Sigmalx [N, jl . \[Sigmalx[N, j + 1] + \[Sigmalyl[N,
jl . \[Sigmalyl[N,
j + 11 + \[CapitalDeltal*\[Sigmalz[N, j]l . \[Sigmalz[N,

j + 11O)\)\) + \[Sigmalx[N, N].\[Sigmalx[N, 1] + \[Sigmalyl[N,
N].\[Sigmaly[N, 1] + \[CapitalDeltal*\[Sigmalz[N, N].\[Sigmalz[N,

h (\t\(

\*UnderoverscriptBox [N(\[SumI\), \(j = 1\), \(N\)I\C(\[Sigmalz[N, jI1)\)\))

Pruebas

BT bl Db Tl Dbl hhhlhhlohhhthhhohthhhhthhhhhhthhhhhhhhhhhnhhhhsh

Energ a de una cadena XXZ sin espines volteados

For[i = 2, i <= 8, i++,
Print["N = " + i +

LinearSolve[s[{}, i], HXXZ[\[CapitalDeltal, i, hl.s[{}, il11]

; Subscript[E, 0]=-N(J\[CapitalDelta]/2+h)

Tl hh o htehthhtothhtohthhtohtohohtehhhtehtothhehtehtohothte’hthththh’hhhhhh

» bl hhhh N hh R DT hhhl Dl hthhhhhhhhhhhhhhhh

Energ a de una cadena XXZ con M = 1 espines volteados

\[Psil[n_] := \!\(

\*#UnderoverscriptBox [N(N[Suml\), \(j = 1\), \(a\)I\(A*Exp[I*k*jl*s[{j}, nl\)\)
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s For[1l = 2, 1 <= 8, 1++,

Print["N = " + 1 ,
Solve [(HXXZ[\[CapitalDeltal, 1, h].\[Psil[1]1)[[2]] == Enx*\[Psil[1][[2]],
Enl]]

E=Subscript [E, 0]+2(h+J\[CapitalDeltal) -2J Cos [k]

s bR R h TR R DT hhhlhhhhhhhhtehhhhhhhhhhhhhh

5 Magnetizacion

Sz[n_] := 1/n \!\(
\*UnderoverscriptBox [N(\[Suml\), \(j = 1\), \(n\)I\((\[Sigmalz[n, j1)\)\)

min\[Lambda] = Min[Eigensystem[HXXZ[3, 4, 0] /. J -> 11[[1]]1]

posicion =

Position[Eigensystem [HXXZ[3, 4, 0] /. J -> 1]1[[1]], min\[Lambdal][[1]]

5 minVector = Eigensystem[HXXZ[3, 4, 0] /. J -> 11[[2]]1[[posicion]]

7 s[{}, 4]

minVector .Sz [4].Transpose [minVector]

ahora si

3 \[Lambda]lmin[\[CapitalDeltal_, n_, h_] :=

Min[Eigensystem [HXXZ[\[CapitalDeltal], n, h]l /. J -> 1]1[[1]]]

pos[\[CapitalDeltal_, n_, h_] :=
Position[Eigensystem [HXXZ [\[CapitalDeltal, n, hl /. J -> 1]1[[
111, \[Lambdalmin[\[CapitalDeltal, n, h]]1[[1]]

vectorBae [\[CapitalDelta]_, n_, h_] :=
Eigensystem [HXXZ [\[CapitalDeltal], n, h] /. J -> 11[[2]1]1[L
pos [\[CapitalDeltal, n, h]]]

mag [\[CapitalDeltal_, n_, h_] :=

vectorBae [\[CapitalDeltal], n, h]l.Sz[n].Transposel
vectorBae [\[CapitalDeltal, n, h]]

valores = {};
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110 For [\[CapitalDeltal] = -3, \[CapitalDelta] <= 3, \[CapitalDeltal++,

141 AppendTo[valores, mag[\[CapitalDeltal, 4, 0]1]

143 valores

145 Plot [mag[\[Deltal, 4, 01, {\[Deltal, -5, 5},
146 AxesLabel -> {"\[CapitalDeltal", "M"}]

145 Plot [mag [\ [Deltal, 4, 2], {\[Deltal, -5, 5},
149  AxesLabel -> {"\[CapitalDeltal", "M"}]

50

151 Plot [mag[-2, 4, h], {h, -5, 5}, AxesLabel -> {"h", "M"}]

153 Plot [mag[2, 4, hl, {h, -5, b6}, AxesLabel -> {"h", "M"}]

155 Plot3D[mag[\[CapitalDeltal, 4, h]l, {\[CapitalDeltal], -5, 3}, {h, -5,
156 5}, AxesLabel -> Automatic, ViewPoint -> {0, 0, 2},

157 ColorFunction -> Hue, PlotLegends -> Automatic]

150 Equivalencia

160

161 Operador de spin total

162

163 Sz[n_] := 1/n \!\(

164 \*UnderoverscriptBox [N(\[Suml\), \(j = 1\), \(a\)I\((\[Sigmalz[n, j1)\)\);
165

166 Eigensystem [HXXZ[5, 4, 01 /. J -> 1]
167

16s Ferroelectrico en 6 VM : a > b + ¢
169

170 \[CapitalDelta] > 1 : \[CapitalDelta] = 5

172 \[Lambdalmin = Min[Eigenvalues [HXXZ[5, 4, 0]1] /. J -> 1]

174 Position[Eigenvalues [HXXZ[5, 4, 0]]1 /. J -> 1, \[Lambdalmin]

176 Vmin = Eigenvectors [HXXZ[5, 4, 0]1[[2]]

178 FromVector [Transpose [{Vmin}], 4] // ToSpinms

1s0 Magntizacion

182 Vmin.Sz[4].Vmin

184 Vmin2 = Eigenvectors [HXXZ[2, 4, 0]]1[[3]]
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189

190

191

195

196

197

198

199

200

201

FromVector [Transpose [{Vmin2}], 4] // ToSpins

Magnetizacion

Vmin2 .Sz [4].Vmin2

Ferroelectrico 6VM: b > a+tc

0 > \[CapitalDeltal] > (a-c)/(a+c): \[CapitalDeltal= -0.2, h=0

\[Lambdalmin = Min[Eigenvalues [HXXZ[-0.2, 4, 011 /. J -> 1]

Position[Eigenvalues [HXXZ[-0.2, 4, 0]] /. J -> 1, \[Lambdalmin]

Vmin = Eigenvectors[HXXZ[-0.2, 4, 0] /. J -> 11[[1]]

FromVector [Transpose [{Vmin}], 4] // ToSpins

Magnetizacion

Vmin.Sz [4].Vmin

Ferroelectrico 6VM: b > a+tc

0 > \[CapitalDeltal > (a-c)/(a+c): \[CapitalDeltal= -0.2, h>=2

\[Lambdalmin = Min[Eigenvalues [HXXZ[-0.2, 4, 2] /. J -> 1]1]

Position[Eigenvalues [HXXZ[-0.2, 4, 2] /. J -> 1], \[Lambdalmin]

Vmin = Eigenvectors[HXXZ[-0.2, 4, 2] /. J -> 11[[2]]

FromVector [Transpose [{Vmin}], 4] // ToSpins

Magnetizacion

Vmin.Sz [4].Vmin

Ferroelectrico 6VM: b > a+c

0 < \[CapitalDeltal] < (a-c)/(a+c): \[CapitalDeltal= 0.2,h=0
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\[Lambdalmin = Min[Eigenvalues [HXXZ[0.2, 4, 0] /. J -> 1]]

Position[Eigenvalues [HXXZ[0.2, 4, 0] /. J -> 1], \[Lambdalmin]

Vmin = Eigenvectors[HXXZ[0.2, 4, 0] /. J -> 1]1[[2]]

FromVector [Transpose [{Vmin}], 4] // ToSpins

Magnetizacion

Vmin.Sz [4].Vmin

Ferroelectrico 6 VM : b > a + ¢

0 < \[CapitalDeltal] < (a-c)/(a+c): \[CapitalDeltal= 0.2, h>=

\[Lambdalmin = Min[Eigenvalues [HXXZ[0.2, 4, 1] /. J -> 1]]

Position[Eigenvalues [HXXZ[0.2, 4, 1] /. J -> 1], \[Lambdalmin]

Vmin = Eigenvectors[HXXZ[0.2, 4, 1] /. J -> 1]1[[1]]

FromVector [Transpose [{Vmin}], 4] // ToSpins

\[Lambdalmin = Min[Eigenvalues [HXXZ[0, 3, 0] /. J -> 1]1]

Position[Eigenvalues [HXXZ[0, 3, 0] /. J -> 1], \[Lambdalmin]

Vmin = Eigenvectors [HXXZ[0O, 3, 0] /. J -> 11[[1]]

FromVector [Transpose [{Vmin}], 3] // ToSpins

Vmin.Sz [3].Vmin

7 Desordenado 6VM: a,b,c < 1/2 (a+b+c)

Caso 0: a=b=c=1: \[CapitalDeltal=0, n=4

\[Lambdalmin = Min[Eigenvalues [HXXZ[0, 4, 0] /. J -> 1]]

Position[Eigenvalues [HXXZ[0, 4, 0] /. J -> 1], \[Lambdalmin]
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286

289

290

291

293

294

295

296

303

304

305

; Vmin

Vmin
FromVector [Transpose [{Vmin}],

Magnetizacion

Vmin.Sz [4].Vmin

Antiferroelectrico 6VM:

Eigenvectors [HXXZ [0, 4,

0l /. J -> 11[[1]1]

4] // ToSpins

c > atb

\[CapitalDelta]<1:\[CapitalDeltal]=-2

\[Lambda]lmin

Position[Eigenvalues [HXXZ[-2,

Vmin Eigenvectors [HXXZ[-2,

FromVector [Transpose [{Vmin}],

Magnetizacion

Vmin.Sz [4].Vmin

Otro

\[Lambdalmin Min[Eigenvalue

Position[Eigenvalues [HXXZ[-2,

Eigenvectors [HXXZ[-2,
FromVector [Transpose [{Vmin}],
Magnetizacion
Simplify [Vmin.Sz [5].Vmin]

Uno mas

\[Lambdalmin Min[Eigenvalue

Position[Eigenvalues [HXXZ[-2,

Min[Eigenvalues [HXXZ[-2, 4,

0] /. J -> 11]
4, 0] /. J -> 11, \[Lambdalmin]
4, 0] /. J -> 11[[1]1]

4] // ToSpins

s [HXXz[-2, 5, 0] /. J -> 111
5, 01 /. J -> 11, \[Lambdalmin]
5, 0] /. J -> 11[[1]]

5] // ToSpins

s [HXXz[-2, 6, 0] /. J -> 111

6, 0] /. J -> 11, \[Lambdalmin]
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s Ultimo. ..

2 Vmin =

Vmin =

Eigenvectors [HXXZ[-2,

Magnetizacion

Vmin.Sz [6].Vmin

lo prometo

\[Lambda]lmin =

Position[Eigenvalues [HXXZ[-2,

Eigenvectors [HXXZ[-2,

FromVector [Transpose [{Vmin}],

Magnetizacion

FullSimplify [Vmin.Sz [7].Vmin]

6,

Min[Eigenvalues [HXXZ[-2,

7,

0]l /. J -> 11[[1]1]
7, 01 /. J -> 11]
7, 0] /. J -> 11, \[Lambda]lmin]
0]l /. J -> 11[[1]1]

7] // ToSpins
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