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«Creo que la verdad estad bien en la matematica.... No en la vida. En la vida es mds importante la
ilusion, la imaginacion, el deseo, la esperanza. Ademas, ;sabemos acaso lo que es la verdad? Si yo le
digo que aquel trozo de ventana es azul, digo una verdad. Pero es una verdad parcial, y por lo tanto
una especie de mentira. Porque ese trozo de ventana no esta solo, estd en una casa, en una ciudad, en
un paisaje. Esta rodeado del gris de ese muro de cemento, del azul claro de este cielo, de aquellas
nubes alargadas, de infinitas cosas mas. Y si no digo todo, absolutamente todo, estoy mintiendo. Pero
decir todo es imposible, aun en este caso de la ventana, de un simple trozo de la realidad fisica, de la
simple realidad fisica. La realidad es infinita y ademas infinitamente matizada, y si me olvido de un
solo matiz ya estoy mintiendo. Ahora, imaginese lo que es la realidad de los seres humanos, con sus
complicaciones y recovecos, contradicciones y ademds cambiantes. Porque cambia a cada instante
que pasa, y lo que éramos hace un momento no lo somos mds. ;Somos, acaso, siempre la misma per-

sona? ;Tenemos, acaso, siempre los mismos sentimientos?»

Ernesto Sabato
(Sobre héroes y tumbas, 1961 )



Prefacio

Esta tesis es el producto de una serie de discusiones y sugerencias que el maestro Dorval Carias
tuvo la gentileza, y yo el honor, de compartir a inicios del afio en curso. El sugirié que escribiera una
tesis cuyo tema central fuese un resultado de mucha importancia en la matematica moderna. De tal
razén me propuso, aquel grandioso dia, que probara la Hipotesis del Continuo para espacios polacos

mediante la teoria descriptiva de conjuntos. Dicho y hecho.

En logica matematica, la teoria descriptiva de conjuntos es una de las principales areas de investi-
gacion en teoria de conjuntos, tiene aplicaciones en otras areas de la logica matematica asi como en el
analisis funcional. Formalmente, la teoria descriptiva de conjuntos es el estudio de “conjuntos defini-
bles” en espacios polacos. En esta teoria, los conjuntos son clasificados en jerarquias, de acuerdo a la
complejidad de sus definiciones, y la estructura de los conjuntos en cada nivel de dicha jerarquia es
sistematicamente analizada.

Ademas de sugerir el tema de tesis, el maestro Dorval Carias me brind6 la grandisima oportuni-
dad de que esta tesis fuese asesorada por un doctor en matematica con especial interés en logica mate-
matica. Este doctor es Luis Pedro Poitevin, graduado de Licenciado en Matematica en esta Universi-
dad en 1996 y ahora catedratico del Departamento de Matematica del Salem State College en Massa-

chusetts, USA. Cortésmente Luis Pedro aceptd asesorar este trabajo.

Durante todo este afio Luis Pedro y yo trabajamos en el desarrollo de la prueba de la Hipotesis del
Continuo para espacios polacos asi como en la escritura de unos ejemplos originales de la derivada de
Cantor-Bendixson. Esta de mas decir lo invaluable que fue la vision, experiencia y guia que Luis Pedro
ha brindado al trabajo de investigacion matematica que sigue en las siguientes paginas.

Esta tesis se limita a la exposicion de los fundamentos de los espacios polacos, un breve estudio
del anélisis de Cantor-Bendixson y, por ultimo, se presentan algunos ejemplos de la derivada de

Cantor-Bendixson y la prueba de la Hipotesis del Continuo para espacios polacos.

Quiero expresar mi infinito agradecimiento, respeto y admiracion al maestro Dorval Carias. Es €l
el culpable casi total del gusto y pasion que hoy en dia profeso por y para la matematica, ademas de ser
también el responsable de la mayor parte de mi formaciéon matematica. Muchisimas gracias maestro
por la brillantez de sus exposiciones y su absoluta disposicion para hacer matematica. Alef-uno gracias
por su amistad, sobre todo.

Expreso también mis agradecimientos hacia Luis Pedro Poitevin. Sin sus comentarios y asesoria
este trabajo jamas hubiese sido posible. Gracias por el tiempo invertido en este proyecto y por la amis-
tad que hemos construido a lo largo de este afio.
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Agradezco muchisimo a la Lda. Maria Eugenia de Nieves, Directora del Departamento de Mate-
matica, por su apoyo incondicional durante estos cinco afios de pertenencia compartida a tan especial
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Resumen

Se presenta en esta tesis una prueba de la Hipotesis del Continuo para espacios polacos y algunos
ejemplos originales de la derivada de Cantor-Bendixson. La Hipdtesis del Continuo, postulada por el
matematico aleman Georg Cantor a finales del siglo XIX, enuncia una relacion entre la cardinalidad de
conjuntos infinitos. Por otro lado, la derivada de Cantor-Bendixson de un subconjunto cerrado F de un
espacio polaco es el conjunto que contiene todos los puntos limite de F.

Un espacio polaco es un espacio topologico separable que es metrizable por una métrica comple-
ta. Asociado a la derivada de Cantor-Bendixson se encuentra el rango de Cantor-Bendixson, un rango
ordinal. Ademas, la Hipotesis del Continuo es una proposicion sobre numeros cardinales. Por lo ante-

rior se presentan algunos preliminares sobre ordinales, cardinales y espacios topoldgicos y métricos.



1. Introduccion

En la placa conmemorativa colocada en 1970 en la casa de Halle donde Georg Cantor (1845 - 1918)
vivio desde 1886 hasta su muerte, se llama a Cantor «fundador de la teoria de conjuntos» (Begriinder
der Mengenlehre). En 1914, Felix Hausdorff dedicé su influyente monografia Grundziige der Mengeleh-
re a Georg Cantor, «creador de la teoria de conjuntos» (Schopfer der Mengelehre). Con esta misma de-
nominacion, la Sociedad Matematica Alemana se dirigié a Cantor en 1915, en ocasiéon de su septua-
gésimo aniversario. En 1932, Ernst Zermelo escribid en el prefacio de su edicion de la obra matematica
y filosofica de Cantor: «Es raro en la historia de las ciencias que toda una disciplina cientifica de impor-
tancia fundamental se deba al acto creador de un solo individuo. Este es el caso de la creacién de Georg
Cantor, la teoria de conjuntos, una nueva disciplina matematica cuyos rasgos esenciales se desarrollaron
durante un periodo de unos 25 aflos en una serie de articulos de un unico investigador».

En noviembre de 1873, Cantor escribid a Dedekind preguntandole si sabia si los nimeros reales eran
biyectables con los enteros positivos (biyectable, en este contexto, significa que existe una funcién bi-
yectiva entre los numeros reales y los enteros positivos). Dedekind respondié que no lo sabia, y que, en
su opinion, la pregunta no merecia demasiada atencion, por ser meramente especulativa. Sin embargo,
afiadié que el conjunto de los nimeros algebraicos si es contable y acompaiié una demostracion de tal
hecho. Pocos dias después, Cantor logré demostrar que el conjunto de nimeros reales R es no contable,
demostracion que Dedekind le ayudé a simplificar. Cantor publicé ambos resultados (el de Dedekind so-
bre los nlimeros algebraicos y el suyo), observando que de ellos se sigue la existencia de nimeros tras-
cendentes.

En 1877, Cantor mostro que los distintos espacios euclidianos R”, con n > 1, son biyectables con R.
En la publicacion de estos resultados, Cantor introdujo por primera vez el concepto comparativo de po-
tencia de un conjunto (o cardinalidad de un conjunto): dos conjuntos tienen la misma potencia si son bi-
yectables; si no lo son, pero uno es biyectable con un subconjunto del otro, la potencia del primero es
menor que la del segundo. Cantor conoce solo dos potencias infinitas: la del conjunto de numeros natu-
rales N y la del conjunto de ntimeros reales R. Ademas, Cantor conjetura que fodo conjunto infinito de
numeros reales tiene una de las dos potencias anteriores. En ese momento, estamos en presencia de la
primera formulacion de la conocida, interesante e importante Hipotesis del Continuo.

Cantor realiz6 muchos intentos por probar la Hip6tesis del Continuo. Estos intentos de Cantor parten
del andlisis de conjuntos cerrados y perfectos. Cantor mostré que todo conjunto perfecto tiene igual car-
dinalidad que los nimeros reales, lo que sugiere un camino para demostrar la Hipotesis del Continuo:

mostrar que todo conjunto no contable posee un subconjunto perfecto.

Cantor solamente logré mostrar que esto es cierto para todo conjunto cerrado, pero no logré ir mas
alla. Como hoy en dia sabemos, la estrategia que escogi6 estaba, por decirlo de alguna forma, condena-
da al fracaso, ya que es posible demostrar la existencia de conjuntos no contables sin subconjuntos per-



fectos. Es importante recordar que la Hipotesis del Continuo, como mostré Paul Cohen en 1963, no es
demostrable a partir de los axiomas de Zermelo-Fraenkel, incluso si se acepta el axioma de eleccion;
tampoco es refutable a partir de ellos, segiin mostrdo Kurt Godel en 1939... por lo tanto podemos con-

cluir que Cantor no imaginaba la grandeza matematica que habia construido.

Cabe mencionar que en el Congreso Internacional de Matematicos celebrado en Paris en 1900, el ge-
nio matematico David Hilbert propuso la Hipodtesis del Continuo como el primer problema de su
famosa lista de 23 problemas abiertos de la matematica, conocida usualmente como los problemas de
Hilbert.

Esta tesis tiene por objetivo principal mostrar la Hipotesis del Continuo para espacios polacos, de
hecho la prueba que se presenta sigue la idea de Cantor de mostrar que todo conjunto no contable posee
un subconjunto perfecto. Para ello se realizan algunos preliminares sobre ordinales, cardinales y espa-
cios topoldgicos y métricos. Tales preliminares son después utilizados para desarrollar algunos de los
resultados fundamentales para espacios polacos y el analisis de Cantor-Bendixson. Adicionalmente se
exponen ejemplos originales sobre conjuntos con diversos rangos de Cantor-Bendixson.

El contenido arriba descrito esta basado en las siguientes dos referencias fundamentales de la teoria

descriptiva de conjuntos:
1. Marker, David. 2002. Descripitve Set Theory.
2. Kechris, Alexander. 1995. Classical Descripitve Set Theory.

Puede decirse que la influencia de las notas de David Marker en el presente trabajo es mayor que la
del clasico libro de Alexander Kechris.



2. Preliminares

Se presentan en esta seccion los conceptos matematicos fundamentales necesarios para el resto del
contenido. Principalmente se desarrollaran resultados referentes a cardinales, ordinales y espacios topo-
logicos.

2.1 Conjuntos y funciones

El concepto de conjunto es el fundamento, el pilar, sobre el cual estd costruida toda la matematica
moderna. Sin embargo, siendo dicho concepto tan importante, carece de una definicion matematica rigu-
rosa. Es un ente indefinido de la matematica.

Intuitivamente pensamos en un conjunto como una coleccion de objetos matematicos, llamados sus
elementos o miembros. Para indicar que un objeto x es elemento de un conjunto A4 escribimos x € 4;
para indicar que un objeto x no es un elemento del conjunto A4 escribimos x ¢ 4. Consideramos dos
conjuntos 4 y B como el mismo conjunto, denotado 4 = B, si, y s6lo, si ambos conjuntos tienen los
mismos elementos. Usualmente introducimos un conjunto mediante la notacion de llaves, listando o in-
dicando dentro de las llaves sus elementos. Por ejemplo, {2, 4} es el conjunto con 2 y 4 como sus Uini-
cos elementos. Notese que {2, 4} = {4, 2, 4}. Los siguientes son algunos importantes conjuntos:

- El conjunto vacio ().
- El conjunto de nimeros naturalesN = {0, 1, 2, ...}.
- El conjunto de niimeros enteros Z ={..., -2, -1, 0, 1, 2, ...}.

- El conjunto de niimeros racionales Q = {m/n : m € Z, n € Z talque n + 0}.
- El conjunto de niimeros reales R.
Si todos los elementos de un conjunto A4 estdn en otro conjunto B, entonces decimos que A es un
subconjunto de B. Denotamos esto escribiendo 4 C B. Si existe b € B tal que b ¢ A escribimos 4 C B

y decimos que 4 es un subconjunto propio de B. Asi, el conjunto vacio es subconjunto de todo con-
junto, y cada conjunto es subconjunto de si mismo.

Si A y B son conjuntos, entonces podemos construir los siguientes conjuntos a partir de ellos:
-Unionde AyB: A\UB={x:x€d v xeB}.
- Interseccionde A yB: A(\B={x:x€A A xeB}.
- Complemento de B respectoa A: AA\B={x : x€ A ~ x ¢& B}.
- Producto cartesiano de A y B: AXB={(a,b) :ae€ A A~ beB}.



2.1.1 Definicion. Sean A y B conjuntos. Una funcion de A a B es un subconjunto A C AXB tal
que para cada a € A existe un b € B con (a, b) € A. Escribimos f(a) para éste unico b, y lo llamamos
el valor de f en a o la imagen de a bajo f. Denominados a A el dominio de f, B el contradominio de
f, vy N\ la grdfica de f. Escribiremos f : A — B para indicar que f es una funcion de A hacia B. Es
también usual escribir x = f(x) para indicar la regla por la cual asociamos a cada x en el dominio,
su valor f(x) en el contradominio.

——

2.1.2 Definicion. Dada f:A—> B y g:B — C tenemos una funcion gof :A — C definida por
(go f) (@) = g[f(a)] para todo a € A. Esta funcion es llamada la composicion de g con f.

2.1.3 Definicion. Sea f : A - B una funcion y a,, a, € A tales que a; # a,. Decimos que f es in-
yectiva si se cumple que f(a)) # f(ay). Decimos que f es sobreyectiva si para cada b € B existe
a € A tal que f(a) =b. Ademas, f es biyectiva si es tanto inyectiva como sobreyectiva.

2.2 Cardinalidad

2.2.1 Definicion. Dos conjuntos A y B se dice tienen igual cardinalidad si existe una biyeccion
f 1A - B. Escribimos A =, B para indicar que A y B tienen la misma cardinalidad.

2.2.2 Ejemplo. Conjuntos con igual cardinalidad.

(a) N =, N\ {0} mediante la biyeccién x - x + 1.

(b) Los intervalos abiertos (0, 1) y (0, 2) de R son de igual cardinalidad bajo la biyeccion
X 2x.

v

2.2.3 Definicion. Un conjunto A se dice tiene cardinalidad menor o igual que un conjunto B si
tiene igual cardinalidad que algun subconjunto de B. Indicamos que A tiene menor o igual cardinal-
idad que B escribiendo A <. B.

Partiendo de las definiciones 2.2.1 y 2.2.3 es claro que si 4, B y C son conjuntos, entonces
A=A y A=< 4
A=,B = B=.4
A=,ByB=.C = A=.C
A=<, ByB=s.C = A=.C
2.2.4 Definicién. Sea A un conjunto. Decimos que A es finito si existe algun n € Z tal que
A=.{ieN:i<n}

en cualquier otro caso decimos que A es infinito. Por vacuidad el conjunto vacio O es finito.



2.2.5 Definicion. Un conjunto infinito A es contable si existe una biyeccion entre A y N. Ademas,
decimos que A es no contable si no es finito ni contable. Por ultimo, A es enumerable si es finito o con-
table.

2.2.6 Teorema. Si A es un conjunto enumerable y existe una inyeccion [ :B — A, entonces B es
también un conjunto enumerable; en particular, todo subconjunto de un conjunto enumerable es enu-
merable.

Demostracion: Claramente 4 <. N. Ademas
fBy={aeAd:a=fb),beB)cA

entonces B <. 4. Por lo tanto B <. N, i.e. B es enumerable. Por otro lado, si B C 4, entonces f:B - 4
tal que f(x) = x es una inyeccion, de donde concluimos que B es enumerable.

Adviértase que el teorema anterior también implica que si B C 4 y B es no contable, entonces 4 es
no contable.

2.2.7 Teorema. Si A es un conjunto enumerable y existe una funcion sobreyectiva f : A —» B, en-
tonces B es también un conjunto enumerable.

Demostracion: Si A es vacio, entonces B = f(4) = (. Si A es no vacio, entonces existe una funcién so-
breyectiva

n:N->4

y la composiciéon 4 :N — B tal que h(n) = f(m(n)) es una funcidon sobreyectiva entre N y B, entonces B
es enumerable.

El siguiente teorema es uno de los mas basicos de la teoria de conjuntos. Su prueba la debemos a
Georg Cantor.

2.2.8 Teorema. Para cada sucesion Ay, Ay, ... de conjuntos enumerables, la union
a=J A=aUaU-

es también un conjunto enumerable. En particular, la union A\J B de dos conjuntos enumerables es
enumerable.

Demostracion: Es suficiente considerar el caso especial donde ninguno de los 4, es vacio. Para cada
A, existe una biyeccion 7" :N - 4,,. Tomando a} = n"(i), para simplificar la notacion, entonces para
cadaneN,

A, =A{ag, d}, a5 ...}

y podemos construir a partir de estas enumeraciones (biyecciones) una tabla de elementos que liste
todos los miembros de A4, digamos



Ag: a) &) &
Ay: a) al d
Ay: ay @& &

Por lo anterior tenemos que podemos enumerar la union de la forma siguiente
o 1 0 2 1 0
A= {ao, ag, Ay, dg, Ay, Ay }

recorriendo la tabla en forma diagonal ascendente, de izquierda a derecha, iniciando en a8. Por lo tanto
A es enumerable.

Si 4 y B son conjuntos enumerables, entonces A |J B es la union de la sucesion de conjuntos 4, B,
B, B, .... Porlo tanto 4 | J B es enumerable.

2.2.9 Corolario. El conjunto de numeros enteros Z es contable.
Demostracion: Definase
7" ={1,2,3,...) 7" ={-1,-2,-3, ...}
Claramente Z = 7~ |J {0} U Z". Por el ejemplo 2.2.2(a) Z™ es contable y, ademas,
7" ={-1,-2,..}

es contable via la biyeccion f:N —» Z~ tal que x —» —(x + 1). Asi, gracias al teorema 2.2.8, Z es conta-
ble.

2.2.10 Corolario. E! conjunto de numeros racionales Q es contable.

Demostracion: Definase

@ =U, {5 ez @ =U, {5 ez}

Claramente Q = Q™ |J {0} U Q™. Para cada n € N los conjuntos

m

ng{%:mef} Q,jz{;:meZ’}

son contables gracias a las biyecciones fj :N—->Q} talque m> (m+1)/ny f,:N->Q, tal que m
—(m + 1)/ n, respectivamente. Entonces Q" y Q™ son contables, y en consecuencia Q también lo es.

El corolario anterior fue uno de los primeros resultados significativos en el trabajo de clasificacion
de conjuntos infinitos por su “tamaiio” que realizé Cantor. Tal resultado fue considerado, digamos, “pa-
radojico” debido a que Q parece tener mas elementos que N. Seguido del resultado anterior Cantor
mostré la existencia de conjuntos no contables:

2.2.11 Teorema. E! conjunto de sucesiones binarias infinitas
A ={(ap, ai, ar, ...) : Vi[la;=0 v a;=1]}
es no contable.

Demostracion: Supdngase, por el absurdo, que A es enumerable. Entonces existe una enumeracion



A= {Cto, ay, }
donde para cada n
a, = (ag, af, ...)

es una sucesion de ceros y unos. Construimos la siguiente tabla con estas sucesiones como filas:

@y : al a a
N
a: a) al a
N
@ a a a3
: N
Definimos ahora 8 intercambiando cero y uno en la “sucesion diagonal” af, al, a3, ..., i.e.

ﬂ:(l—ag, l—a{,l—a%, )

Es obvio que cada a,, es diferente que S. Por lo tanto la sucesion g, @1, ... no enumera todo A, una
contradiccion.

2.2.12 Corolario. E! conjunto de numeros reales R es no contable.

Demostracion: Definimos una sucesion de conjuntos Cy, Cy, ... de numeros reales que satisfacen las si-
guientes condiciones:

1.Co =0, 1].

2. Cada C, es unaunion de 2" intervalos cerrados y

COQCI Q”'QCnQCrHI 2

3. C,41 es construido removiendo el tercio medio abierto de cada intervalo cerrado de C,,, es de-
cir, reemplazando [a, b] en C, por los dos intervalos cerrados

1 2
Lla, b] = a,a+§(b—a) Rla, b] = a+§(b—a),b

Con cada sucesion binaria 6 € A asociamos un sucesion de intervalos cerrados

F, FS, ...
determinada por la siguiente recursion:
F{=Co=10,1]
s LF) 6(n)=0
F n+l = 5
RE, 6(m)y=1

Por induccién F° es uno de los intervalos cerrados de C, de longitud 1/3" y obviamente
F{2F 2 2F,2F, 2

El axioma de completud de R nos asegura que la interseccion de esta sucesion es no vacia; de hecho,
tal interseccion contiene exactamente un nimero real, digamos



f((S) = mneN Fg

La funcion f mapea el conjunto no contable A en el conjunto

F:ﬂneNCnC[R

conocido como el conjunto de Cantor, de tal razon para completar la prueba es suficiente verificar que
f es inyectiva. Sean , € € A. Si n es el menor numero para el cual 6(n) # &(n) y (por ejemplo) 6(n) =
0, tendriamos que F° = F? para ésta eleccion de . Ademés

f©6) ey, =LF, /(&) € Fi,, = RF,
pero LF? (Y RF® = ¢, por lo que f es inyectiva.

Adviértase que el ingrediente matematico basico de la prueba de no contabilidad de R esta basada en
el axioma de completud de R, i.e. el uso de una propiedad particular de los numeros reales es necesaria:
el resto de la construccion de Cantor se basa inicamente en propiedades aritméticas de los numeros rea-
les.

Hasta el momento hemos mostrado la existencia de solo dos “ordenes del infinito”, el de los nimeros
naturales N (los conjuntos infinitos contables) y el de R. Existen muchos otros, como lo mostré Cantor.

2.2.13 Definicién. EI conjunto potencia P(A) de un conjunto A es el conjunto de todos sus sub-
conjuntos, P(A) ={X : X esunconjuntoy X C A}

2.2.14 Teorema. Si A y B son conjuntos tales que A =. B, entonces
P(A) =. P(B)

Demostracion: Supdngase que f: A — B es una biyeccion, y sea 7 :P(4) - P(B) un mapeo definido
por

nX)=fX)={f(x) : x€ X}

Para probar que 7 es una inyeccion ndtese que si X, ¥ € P(4) y x € X\ Y, entonces f(x) € f(X) pe-
ro no es posible que f(x) € f(Y). Asi,

xeX\Y = f)e f(O\fT)
y por argumento simétrico,
YEY\X = f(»efM\fX)
por lo que concluimos
X+Y = fXO)=*/f(Y)

i.e. T es inyectiva.

7 es también sobreyectiva. En efecto, dado Y CB y ye Y es claro que existe x € 4 tal que
f(x) =y, por ser f sobreyectiva. Entoncessi X ={xe 4 : f(x) =y, ye Y}, setiene que n(X)=7Y.



2.2.15 Teorema. Para todo conjunto A,
A<.P(A)
ie. A <. P(A) pero A #. P(A), de hecho no existe funcion sobreyectiva m: A - P(A).
Demostracion: Que A <. P(A) se sigue del hecho que la funcioén
x b {x}
que asocia con cada x € 4 su conjunto unitario {x} es una inyeccion.
Asumase, por el absurdo, que existe una funcion sobreyectiva
n:A4 - P(A)

y definase el conjunto

B={xe 4 : x¢&nx)}
tal que para todo x € 4,

xeB © x¢nx)

Claramente B es un subconjunto de 4. Como 7 es sobreyectiva, B = mr(b) para algin b€ 4. Lo
anterior implica que

beB & b¢B

lo cual es una contradiccion.
[ |

Gracias al teorema anterior, que también debemos a Cantor, podemos concluir que existen muchos
ordenes del infinito, y especificamente (al menos) aquellos de los conjuntos

N <. PN) <. PPN)) <. PPPN))) <c -
Si nombramos a estos conjuntos por la recursion
To =N,
Ther =P(T)

entonces su union T, = ;e T, tiene mayor cardinalidad que cualquier 7, n € N. La clasificaciéon y
estudio de estos ordenes del infinito es uno de los problemas centrales de la teoria de conjuntos.
El siguiente problema, en cierta medida obvio, es comparar el “tamafo”, formalmente la cardinali-

dad, de conjuntos no contables, iniciando con los dos mas simples, P(N) yR.

2.2.16 Lema. P(N) <. R.

Demostracion: Es suficiente probar que P(N) <. A, ya que en 2.2.12 mostramos que A <. R. El mapeo
X :P(N) = A definido por x(4) = (x4(i)),on > donde

. 1 ied
XA(”_{O i¢A

es claramente una inyeccion, yaque sii € 4 e i ¢ B, entonces () # x(i).
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2.2.17 Lema.R <. P(N).

Demostracion: Es suficiente probar que R <. P(Q), ya que Q =.N y por lo tanto P(Q) =, P(N).
Notese que la funcion de R a P(Q) definida por

xpax)={geQ 1 g<x}cQ

es inyectiva, ya que si x < y son dos niimeros reales distintos, entonces existe algiin racional ¢ tal que
X <q<y,ypor lo tanto g € n(y)\7(x).
|

Se presenta ahora el basico e importante teorema de Schroder-Bernstein. Los dos lemas anteriores y
dicho teorema nos permitiran concluir que R =, P(N).

2.2.18 Teorema de Schroder-Bernstein. Sean A y B conjuntos. Si A <. B y B <. A, entonces
A=.B.

Demostracion: Notemos primero que si 4 =, C C B, entonces existe una biyeccion : 4 —» C. Clara-
mente 4 es una inyeccion entre 4 y B. Por lo anterior, asumase que

f:A-B g:B-4
son inyecciones y definase recursivamente los conjuntos 4, y B, :
Ag=4 By=B
Aper = gLf(4n)] By = flg(By)]
Por induccién sobre n tenemos que
Ay 28(By) 2 Apat
B, 2 f(4n) 2 By
de tal forma que tenemos la cadena de inclusiones
Ap2gBo)2A412gB1)2A422 -
By2 f(49)2B1 2 f(41) 28,2 -

Definimos también las intersecciones

A" = neN An B = ﬂneN Bn

Noétese entonces que

B = neN B,, 2 ﬂneN f(An) 2 ﬂneN Bn“ =B

y dado que f es un inyeccion,

1= 1) )= o 80

Asi f es una biyeccion entre A* y B*. Por otro lado,

A=A4"U Ao\g(Bo) U (gBo)\41) U (A1 \gB1) U (gB)H\4) U -
B=B"UU®Bo\f(40) U (fAI\B) U B\ f(4) U (FUAD\B) U -+

donde cada uno de los conjuntos involucrados en estas uniones es disjunto del resto. Como f y g son
inyecciones,
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S An\gBy) = f(A)\ f1gBw] = f(An)\ By
Finalmente tenemos la biyeccion 7: 4 — B,

@ {f(x) xed* v @n)x e 4,\g(Bn)]
mx) =
g l) xed A @nlxegB)\ 4]

|
2.2.19 Corolario. R =, P(N).
|
2.2.20 Ejemplo. Sean a, f € R. Entonces (a, ) =:R.
Notese que 1 : (@, B) » R tal que
[x—(a+p)/2]
f) = ———u
x-a)(x-pB
es una biyeccion. Por lo tanto (@, 8) =.R.
v

2.3 Buenos ordenes

2.3.1 Definicion. Sean A y B conjuntos. Una relacion R de A a B es un subconjunto de A X B. Si
A = B decimos que R es un relacion binaria.

2.3.2 Definicion. Supongase que A es conjunto y que R es una relacion binaria sobre A. Deci-
mos que R es una relacion de orden o un ordenamiento sobre A (o que A estd ordenado por R) si

(a) R es reflexiva: (x,x) e R,V x € A.
(b) R es antisimétrica: si (x, y) € R y (¥, X) € R, entonces x = y.
(c) R es transitiva: si (x, y) € R y (y, z) € R, entonces (x, z) € R.

Decimos que R es una relacion de orden total o un ordenamiento total sobre A (o que A esta total-
mente ordenado por R) si, ademas,

(d) Para todo x, y € A, si x # y, entonces (x, y) € R 6 (y, x) € R.

Un conjunto (totalmente) ordenado es un par (A, R) donde R es una relacion de orden (total) sobre
A.

——

2.3.3 Definicion. Si (4, R) y (B, S) son conjuntos ordenados, un isomorfismo de (A, R) sobre
(B, S) es una biyeccion f :A — B tal que para todo x, y € 4, (x, y) € R si, y solo si, (f(x), f(») €S.
Usualmente escribimos x <p y para indicar que (x, y) € R.

2.3.4 Definicion. Si R es una relacion de orden sobre A y si B es un subconjunto de A, entonces
b € B se dice es el menor elemento o elemento minimo de B respecto a R si satisface b <g x para cual-
quier x € B.
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2.3.5 Definicion. Sea A un conjunto y R una relacion binaria sobre A. Decimos que R es una
relacion de buen orden, o que R es un buen ordenamiento de A, o que A esta bien ordenado por R si
las siguientes condiciones se verifican:

(a) R es un orden total de A.

(b) Todo subconjunto no vacio de A tiene menor elemento.

Un conjunto bien ordenado es un par (4, R) donde R es una relacion de buen orden sobre A.

Sea (4, R) un conjunto bien ordenado. Adviértase que si B C 4, entonces (B, R) es, también, un con-
junto bien ordenado. Ademas, si 4 # (), entonces tiene menor elemento x;, al cual denominaremos su
“primer elemento”. Si 4 no es igual a {xy}, entonces el conjunto A \{xy} tiene menor elemento x;, al
cual denominaremos como “segundo elemento” de A4 ; este proceso puede ser continuado.

2.3.6 Teorema. Si (4, R) es un conjunto bien ordenado, entonces no existe sucesion infinita de-
creciente con valores sobre A .

Demostracion: Sea f :N - A4 una sucesion y f(k) el menor elemento en {f(n) : n € N} C 4. Entonces
f(k) <g f(k+1). En consecuencia, / no puede ser decreciente.

2.3.7 Definicion. Si (4, R) es conjunto totalmente ordenado, entonces un segmento inicial de A
es un subconjunto B de A con la siguiente propiedad: si y € B y x <g y, entonces x € B. Un segmento
inicial propio de A es un segmento inicial de A que no es vacio ni igual a A.

Por definicién 4 es un segmento inicial de 4. Si x € 4 y x no es el menor elemento de A4, entonces
el conjunto

Ac={yed:y<gx}

es un segmento inicial propio de 4.

2.3.8 Lema. Si (4, R) y (B, S) son conjuntos bien ordenados, y f y g dos isomorfismos de A ha-
cia segmentos iniciales de B, entonces f = g.

Demostracion: Supongase que f + g. Sea a el menor elemento de A tal que f(a) # g(a). Sin pérdida
de generalidad supongase que f(a) <s g(a). En este caso f(a) no puede pertenecer a la imagen de g, la
cual por lo tanto no es un segmento inicial de B.

2.3.9 Teorema. Si (4, R) y (B, S) son conjuntos bien ordenados, entonces existe un isomorfismo
de uno de dichos conjuntos hacia un segmento inicial del otro.

Demostracion: Primero, supongase que para todo x € 4, 4, es isomorfo a un segmento inicial propio
de B. Por el lema 2.3.8 este segmento inicial es Unico. Denotese dicho segmento inicial propio por
By . Trivialmente la funcion f es un isomorfismo de 4 hacia un segmento inicial de B.

Por otro lado, sea a el menor elemento de A4 tal que 4, no es isomorfo a un segmento inicial propio
de B. Para todo b <g a, 4, es isomorfo a un segmento inicial propio By de B. Es claro que f* es un
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isomorfismo de 4, sobre un segmento inicial de B, el cual, por definicién de a no puede ser propio.
Por lo tanto, f es un isomorfismo entre 4, y B.

2.4 Ordinales

2.4.1 Definicion. Sean (A4, R) y (B, S) conjuntos bien ordenados. Decimos que el ordinal de A es
menor o igual que el ordinal de B, simbdlicamente ord(4) < ord(B), si A es isomorfo a un segmento
ini-cial de B.

Por ahora no debe tratarse de dar un significado preciso a la palabra “ordinal”; estamos considerando
ord(4) < ord(B) como una expresion unificada.

Dicha relacion o expresion es reflexiva, transitiva y antisimétrica en el siguiente sentido: si ord(4) <
ord(B) y ord(B) < ord(A4) (en tal caso decimos que A y B tienen el mismo ordinal), entonces A y B son
isomorfos; de hecho, si f es un isomorfismo de 4 sobre un segmento inicial de B, y g es un isomor-
fismo de B sobre un segmento inicial de 4, entonces fog y go f son funciones identidad, y por el teo-
rema 2.3.9, dos conjuntos bien ordenados son siempre comparables.

Por lo tanto podemos definir un “ordenamiento total sobre los ordinales”. Dado un conjunto bien or-
denado A, los ordinales estrictamente menores que el ordinal de 4 son los ordinales de segmentos
iniciales propios de 4, que corresponden a puntos de 4. Vemos asi que un ordinal puede ser identifi-
cado con el conjunto de ordinales estrictamente menores que él, equipado con su relacion de orden
natural.

2.4.2 Definicion. Un conjunto es transitivo si cada uno de sus elementos es uno de sus subconjun-
tos. Equivalentemente, a es un conjunto transitivo si siempre que X €Ea y y € X, entonces y € a.

Si a es un conjunto transitivo, también lo es a |J {a}. Denominamos a este conjunto un ordinal de
von Neumann si es transitivo y la relacion de pertenencia x € y es el ordenamiento estricto asociado
con un buen orden sobre a: x < y significax € y|Jx = y; x € y significax < y () x # y, 0, equivalente-
mente, x < y. Por ejemplo, () es un ordinal de von Neumann, el cual, en este contexto, usualmente es
denominado 0; también es un ordinal de von Neumann {()}, usualmente denominado 1, lo mismo para
{®, {®}}, denominado 2. Mas generalmente, si a es un ordinal de von Neumann, también lo es a | {a}.
Dado un ordinal a, el ordinal alJ{a} es denotado a* y es llamado el sucesor de a. Un ordinal es
llamado un ordinal limite si no es igual al vacio y no es el sucesor de algin otro ordinal, i.e. a £ Q y
a=sup{b : b<al.

Noétese que un elemento » de un ordinal de von Neumann a es en si mismo un ordinal de von Neu-
mann: b es transitivo, dado que la relacién de pertenencia es transitiva sobre elementos de a, y (b, €) es
un buen orden, ya que es la restriccion de (a, €). Los segmentos iniciales de un ordinal de von Neu-
mann son ellos mismos y sus segmentos iniciales propios, que son también sus elementos.

2.4.3 Lema. Cualquier isomorfismo entre dos ordinales de von Neumann es el isomorfismo iden-
tidad.

Demostracion: Sean a y b ordinales de von Neumann, y sea f un isomorfismo entre a y b. Supongase,
por el absurdo, que f no es el isomorfismo identidad, y sea ¢ el menor elemento de a tal que f(c) # c.
Entonces f mapea el segmento inicial a. al segmento inicial b.). En consecuencia, ¢ y f(c) son dos
conjuntos con los mismos elementos, por lo tanto son iguales, una contradiccion.
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2.4.4 Lema. Todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un ordinal de von Neumann.

Demostracion: Sea (4, R) un conjunto bien ordenado. Supdngase, por el absurdo, que existe x € 4 tal
que A4, no es isomorfo a un ordinal de von Neumann, y sea a el menor de tales elementos. Entonces pa-
ra todo x < a existe un isomorfismo tnico entre 4, y un ordinal de von Neumann x’. Si x < y < a, en-
tonces x” debe ser el segmento inicial de y’ que es la imagen de x bajo el isomorfismo entre y y . En
otras palabras, x’ € . Podemos notar entonces que el conjunto de todos los ordinales de von Neumann
x" es isomorfo a 4,, una contradiccion.

Por lo anterior todo segmento inicial propio de un conjunto ordenado es isomorfo a un ordinal de von
Neumann. Para terminar la prueba, es suficiente notar que 4 es un segmento inicial propio de 4 + 1, el
conjunto ordenado obtenido mediante la adicion de otro punto a A por la derecha.

En vista de los dos lemas anteriores podemos llamar al tnico ordinal de von Neumann isomorfo a
cualquier conjunto ordenado (4, R) el ordinal de A. El ordinal asociado con el conjunto ordenado N es
denotado por w, i.e. por definicion

w=1{0,1,2, ..}

es el conjunto de todos los ordinales finitos. El conjunto de todos los ordinales contables es denotado
por wy .

2.4.5 Teorema. Para cualquier propiedad P, si existe un ordinal que satisface dicha propiedad,
entonces existe un ordinal menor que también la satisface.

Demostracion: Sea a un ordinal que satisface la propiedad P. Si a es el menor ordinal satisfaciendo P
hemos concluido. En otro caso, el conjunto de elementos de a que satisface P es no vacio, y tiene me-
nor elemento, digamos, b. Este b es el ordinal menor que también satisface P.

2.4.6 Corolario - Induccion transfinita. Si para cada ordinal x el hecho que todo y < x satisfa-
ce una propiedad P implica que x también satisface P, entonces todo ordinal satisface P.

2.5 La Hipotesis del Continuo

En las secciones precedentes se realizé una breve exposicion de los primeros resultados basicos de la
teoria de conjuntos, como fue creada por Cantor y los pioneros que lo siguieron en los ultimos vein-
ticinco afios del siglo XIX. Al inicio del siglo XX, la teoria de conjuntos habia madurado y justificado
por si misma con diversas y significativas aplicaciones, especial y particularmente en el analisis matema-
tico. Talvez su mas grande éxito fue la creacion de la aritmética transfinita, la cual introduce y estudia
las operaciones de adicion, multiplicacién y exponenciacion de niumeros infinitos. Por 1900, permane-
cian sin solucion dos problemas fundamentales sobre cardinalidad. Estos problemas han jugado un im-
portante rol en los desarrollos subsecuentes de la teoria de conjuntos.

A continuacion simplemente enunciamos dichos problemas en forma de hipotesis:

2.5.1 Hipétesis de Comparabilidad Cardinal. Para cualesquiera dos conjuntos A y B, 0 A <. B
oB<.A4.
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2.5.2 Hipétesis del Continuo. No existe conjunto de numeros reales X con cardinalidad entre la
cardinalidad deN y R, i.e.

Y X CR)X <.N v X =.R]

Si ambas hipdtesis son verdaderas, entonces los numeros naturales N y los nimeros reales R represen-
tan los dos menores “6rdenes del infinito”: todo conjunto es contable, o de igual cardinalidad que R, o
estrictamente de mayor cardinalidad que R.

Cabe mencionar que la Hipdtesis de Comparabilidad Cardinal es equivalente al Axioma de Eleccion.
En el resto de este trabajo asumimos verdadera tal hipotesis.

Al final del capitulo 4 se muestra que la Hipdtesis del Continuo es verdadera para subconjuntos
cerrados y F, -conjuntos de espacios polacos.

2.6 Espacios topologicos

Un espacio topologico es un par (X, 7), donde X es un conjunto y 7 es una coleccion de subconjun-
tos de X tal que (), X € 7 y 7 es cerrado bajo uniones arbitrarias e intersecciones finitas. Tal coleccion
es denominada una fopologia sobre X y sus miembros conjuntos abiertos o abiertos. Los complemen-
tos de conjuntos abiertos son llamados conjuntos cerrados o simplemente cerrados. Por definicion Q) y
X son cerrados e intersecciones arbitrarias y uniones finitas de conjuntos cerrados son cerrados. Cuan-
do T = P(X) la llamamos topologia discreta; cuando T = {(h, X} la llamamos topologia trivial.

Un subespacio del espacio topologico (X, 7) consiste de un subconjunto ¥ C X con la topologia rela-
tivaty ={U (Y : U € 1}. Una base B para una topologia 7 es una coleccion 8 C 7 con la propiedad
que todo conjunto abierto es la union de elementos de B. Para que una coleccion B de subconjuntos de
X sea una base para la topologia, es necesario y suficiente que la interseccion de cualesquiera dos
miembros de B puede ser escrita como la union de miembros de B y | J{B : B € 8} = X. Una subbase
para una topologia 7 es una coleccion S C 7 tal que el conjunto de intersecciones finitas de conjuntos
en S es una base para 7. Para cualquier familia S de subconjuntos de un conjunto X', existe una menor
topologia 7 conteniendo S, denominada la topologia generada por S. Dicha topologia consiste de
todas las uniones de intersecciones finitas de miembros de S. Claramente, S es una subbase para 7. Un
espacio topoldgico es segundo contable si tiene una base contable.

Si X es un espacio topologico y x € X, una vecindad abierta de x es un conjunto abierto que con-
tiene a x. Una vecindad base para x es una coleccion U de vecindades abiertas de x tales que para toda
vecindad abierta V' de x existe U € U con U C V. Si EC X, la cerradura de E en X es el conjunto
E=N{KcX : KcerradoyE c K}.Si E = X decimos que E es denso en X .

Dados dos espacios topologicos X y Y, un mapeo o funcion f: X — Y es continua si la preimagen
de cada conjunto abierto es abierto. Es abierta (resp. cerrada) si la imagen de cada conjunto abierto
(resp. cerrado) es abierto (resp. cerrado). Es un homeomorfismo si es biyectiva, continua y abierta. Una
funcion f: X - Y es continua en x € X si la preimagen de una vecindad abierta de f(x) contiene una
vecindad abierta de x. Asi f es continua si, y s6lo si, f* es continua en todo punto.

El producto ],.; X; de una familia de espacios topologicos (X;);c; es el espacio topologico consis-
tente del producto cartesiano de los conjuntos X; con la topologia generada por las funciones proyec-
cion (x;);c; = x;, j € 1. Tiene como base a los conjuntos II; U;, donde U; es abierto en X; para todo
iel,y U;=X; para un numero finito de i € /. Usualmente nos referimos a la topologia de [],c; X;
como la topologia de Tychonoff o la topologia producto.
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Una cubierta de un espacio topoldgico X es una coleccién A de subconjuntos de X cuya unién es
X . Una subcubierta de una cubierta A es una subcoleccion A’ de A que es una cubierta. Una cubierta
abierta de X es una cubierta que consiste de conjuntos abiertos. Decimos que X es compacto si, y sélo
si, cada cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita. Terminamos esta seccién con el siguiente im-
portante teorema topoldgico que utilizaremos en el siguiente capitulo.

2.6.1 Teorema de Tychonoff. Sea (X;),c; una familia de espacios topologicos no vacios. Cada X;
es compacto si, y solo si, [1,c; X; es compacto.

2.7 Espacios métricos

Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto y d : X X X — [0, oo) una funcién que
satisface:

@dx, y)=0=x=y.

(®) d(x, y)=d(y, x).

(c)d(x, y) =d(x,z)+d(z, y). (desigualdad triangular)

Tal funcion es llamada una métrica sobre X .

La bola abierta con centro en x y radio » es definida por
B.(x)={yeX :dx, y)<r}

Estas bolas abiertas inducen una base para una topologia, llamada la fopologia del espacio métrico.
Una sucesion de Cauchy es una sucesion (x,) de elementos de X tal que para todo £ >0 existe
N(¢e) eN tal que d(x,, x,,) < & para todo n, m = N(g). Decimos que (X, d) es completo si toda suce-
sion de Cauchy tiene un limite en X . En tal caso es usual decir que d es una métrica completa.

Dos métricas d y p inducen la misma topologia sobre X si, y solo si, para toda sucesion (x,) en X y
todoxe X,
dx, x)»>0 < px, x)->0
Si d es una métrica completa e induce la misma topologia que otra métrica p, entonces p es comple-
ta.

El siguiente teorema nos serd, también, de utilidad en el siguiente capitulo.
2.7.1 Teorema. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces

, d(x, y)
dx,y)=—"—"
1+d(x, y)
es también una métrica sobre X. Ademds d y d’ inducen la misma topologia sobre X y d’'(x, y) <1,
Vx,yelX.

Demostracion: Como d es una métrica, entonces trivialmente d’(x, y) =0 x=y y d'(x, y) =
d’(y, x). Igual de claro es que la positividad de d implica que d’(x, y) <1,V x, y € X. Por lo tanto,
para establecer que d’ es una métrica, resta probar que cumple con la desigualdad triangular. Adviér-
tase que six, y, z € X, entonces

d(x, y) < d(xa y)
l+dx, y)+d(y,2)  1+d(x,y)

=d'(x, )
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d(y, z) - d(y, z)
1+dx, »)+d(y,z)  1+d(y,2)

=d'(y,2)

Dado que d es una métrica, d(x, z) < d(x, y) + d(y, z), y en consecuencia
d,y) __dxey+d@,2) d(x, y) . d(y, 2)
L+dx, )  1+dx, p)+d(y,z) 1+dx, y)+dy,z)  1+dx, y) +d(y,2)
<d'(x, y)+d'(y, 2)

d'(x,y)=

Por lo tanto d’ es una métrica.

Sea (x,) una sucesion sobre (X, d) tal que x, - x, es decir d(x,, x) » 0. Lo anterior implica que
dado & > 0 existe N(¢) € N tal que |d(x,, x)| < € para todo n, m = N(¢g). Por lo tanto

£
|d’ (x5 X)] <

l+e&

i.e. d'(x,, x) » 0. Similarmente si d’(x,, x) = 0, entonces d(x,, x) - 0. Por lo tanto d y d’ inducen la
misma topologia sobre X .



3. Espacios polacos

Sea A un conjunto no vacio y n € N. Denotaremos por 4" al conjunto de sucesiones finitas s =

(s(0), ..., s(n—1)) = (so, ..., Sp—1) de longitud n sobre 4. Permitiremos el caso n = 0, en tal caso A =
{®}, donde () denota la sucesién vacia. La longitud de una sucesion finita s es denotada por |s|. Asi
|| =0.Sise A" ym < n, entonces s | m = (sg, ..., s,,_1) (adviértase que s | 0 = (»). Si s y ¢ son suce-

siones finitas en 4, decimos que s es un segmento inicial de t y t es una extension de s si s =1t|m,
para algim m < |¢|. Cuando m = |¢|, escribimos s C ¢; si m < |¢|, escribimos s C ¢. Claramente () Cs,

A<N — UAn

neN

VY s € A". Definimos

como el conjunto de todas las sucesiones finitas sobre A. La concatenacion de s = (s));c, y t = (¢ /)j<m

es la sucesion st = (Sq, ..., Sy—1, L0s -5 tm—1). Escribiremos s a por s (a),sia € 4.

Denotaremos mediante 4N al conjunto de sucesiones infinitas x = (x(n)) = (x,,) sobre 4. Six e AN y
n €N, entonces x | n = (xp, ..., X,—1) € A”. Decimos que s € A" es un segmento inicial de x € AN si
s =x|n,yescribimoss C x.

3.1 Fundamentos

Proporcionamos en esta seccion algunas de las definiciones mas importantes para el resto del con-
tenido. Asimismo desarrollaremos las propiedades fundamentales de los espacios polacos.

3.1.1 Definicion. Un espacio topologico (X, T) es metrizable si existe una métrica d sobre X tal
que T es la topologia del espacio métrico (X, d). En tal caso decimos que la métrica d es compatible
con T o que la topologia T es inducida por la métrica d. Adicionalmente decimos que X es separable
si admite un subconjunto denso contable.

3.1.2 Definicién. Un espacio polaco es un espacio topologico separable que es metrizable me-
diante una métrica completa.

3.1.3 Ejemplo. Todo conjunto discreto contable es un espacio polaco.

Sea X un conjunto contable con la topologia discreta, i.e. un conjunto discreto contable. La métrica
discreta
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dtx. ) { 0 six=y

BYEN sixe y
induce la topologia de X . En efecto, nétese que B(x) = {x}, entonces todo singleton es un abierto. Da-
do que cualquier conjunto es la unién de sus puntos, todo subconjunto de X es abierto.

Sea ahora (x,) una sucesion de Cauchy sobre X . Entonces para £ = 1/2 existe N €N tal que n,
m > N, implica d(x,, x,;) < 1/2. Pero, bajo la métrica discreta, d(x,, x,;) < 1/2 si, y solo si, x, = x,, .
Por lo tanto sobre X toda sucesion de Cauchy es eventualmente una sucesion constante, y en consecuen-
cia la métrica discreta es completa.

Por ultimo adviértase que X = X, i.e. X es separable. Concluimos entonces que todo conjunto dis-
creto contable es un espacio polaco.
v

3.1.4 Teorema. Si X es un espacio polaco y F Cc X es un subespacio cerrado, entonces F es un
espacio polaco.

Demostracion: Probaremos unicamente la separabilidad y completud de F', ya que claramente F* es un
espacio topoldgico metrizable. Sea (x,) una sucesion de Cauchy sobre F. Dado que F es cerrado,
limx, € F. Entonces F' es completo.

Sabemos que todo espacio métrico separable tiene una base contable para sus abiertos. Sea (G,) tal
base para los abiertos de X . Entonces los conjuntos E, = G, () F constituyen una base contable para
los abiertos de F'. Definamos £ = {x, € F : x, € E,}. Trivialmente E C F es contable. Adviértase que
cada abierto no vacio 4 de F es la union de algunos E,, por lo que 4 () E es no vacio, y en consecuen-
cia £ es denso. Por lo tanto F' es separable.

|

3.1.5 Teorema. Si X es un espacio polaco y U C X es un subespacio abierto, entonces U es un
espacio polaco.

Demostracion: Bajo el mismo argumento que en el teorema anterior podemos concluir que U es un es-
pacio topologico separable. Resta probar que U es metrizable completo. Sea d una métrica completa
sobre X compatible con su topologia. Por el teorema 2.7.1 podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
qued < 1.Parax, y € U definase

I i
A, ) =d -
0 ) =dx, y)+‘d(x,X\U) d(y,X\U)l

Claramente d’(x, y) = 0 © x = y. Ademas d’(x, y) = d’(y, x). Notese que para x, y, z € U se tiene

I I
4, ) =d -
(6 ) =dx, )+ l dto X\U) _ d(n, X\U) ‘

1 1 1

1
—de ) +| - + - |
dx, X\U) d(z, X\U) d(z, X\U) d(y, X\U)

1 1 ! !
<d - -
= (x’y)+‘d(x,X\U) d(z,X\U)’Jrld(Z,X\U) d(y’X\U)’

=dx,z)+d(z, y)+

| I | I
’a’(x,X\U) T A X0 Hd(z, X0) d(y,X\U)‘
=d'(x,2)+d'(z, y)
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Por lo tanto d’ es una métrica. Dado que d’(x, y) = d(x, y), entonces todo conjunto d-abierto es
d’ -abierto. Probaremos ahora que todo conjunto d’-abierto es d-abierto. Sean x € U, d(x, X\U) =

r>0ye>0. Seleccionemos d > 0 tal que si 0 <y < ¢, entonces 17 + r(ln) <e.Sid(x, y) <9, enton-

ces
dix, X\U) <d(x, y)+d(y, X\U)<6+d(y, X\U)
de donde tendriamos que d(y, X\U) > d(x, X\U)— 6 =r—4¢. Por lo tanto

d’( )<6+’1 ! + 0 ‘<
< — | = £
Y ro r—=6 r(r—90)

Entonces la d’-bola de radio € centrada en x contiene una d-bola de radio ¢, por lo que todo con-
junto d’ -abierto es d -abierto. Por lo tanto d’ es una métrica compatible con la topologia relativa de U .

Por otro lado, supongase que (x,) es una sucesion de d’-Cauchy. Entonces (x,) es, también, una
sucesion de d -Cauchy, por lo que existe x € X tal que x,, —» x (respecto a d). En consecuencia

1

I - =0
b | dGo, X\U)  d(xy, X\U)

Como d < 1, podemos concluir que existe A € R talque A >0y
A=lim ———
i-»co d(x;, X\U)

Por lo anterior concluimos que d(x, X\U) > 0, i.e. x € U. Por lo tanto d’ es una métrica completa
sobre U'.

3.1.6 Teorema. Si X, Xi, ... son espacios polacos, entonces [| X, es un espacio polaco.
Demostracion: Supdngase que d,, es una métrica completa sobre X,,, cond, < 1,paran =20, 1, .... De-
finase d’ sobre [[ X, por

(o)

1
d'(f.8)= ) oy dalf (). ()

n=0

La no negatividad y simetria de d’ es clara. Ademas notese que

S S|
d'(f.8)= D, Sy S ), g) = 3 5o [d(f (). b)) + by (). ()]

n=0 n=0
o 1 sl 1
_ Zoj S Aol ), () + §_0 St (), g(m)

=d'(f,h+d(h, g)
Entonces d’ es una métrica sobre [] X,,. Si fi, f5, ... es una sucesion de Cauchy sobre [[ X, = f1(i),
Jf2(i), ... es una sucesion de Cauchy en X; para cada i. Sea g(n) = lim fi(n). Claramente g es el limite
de fi, f2, .... Por lo tanto d’ es completa.

Resta probar que [] X, es separable. Suponga que x}, x, ... es un subconjunto denso contable de
X;. Para cualquier o € NN sea
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Xgm Sin<|o]|

x4 en otro caso

Jom) = {

Entonces la separabilidad de los espacios factores implica que { fo:0€ N<N} es un conjunto denso
contable en [] X, .

3.1.7 Ejemplo. R y C son espacios polacos.

Con la topologia inducida por la métrica completa usual d(x, y) = |x — y| tenemos que R es un espa-
cio topoldgico metrizable. Queda por probar que R es separable. Sabemos que Q es un conjunto conta-
ble, entonces probaremos que Q es denso en R. Sean (a, b)) CR y x =b —a > 0; por la propiedad Ar-
quimediana de R existe un entero n>1/x = 1/n < x. Supongase, sin pérdida de generalidad, que
b > 0. Una vez mas por la propiedad Arquimediana existe un entero k > 0 tal que b < k/n. Sea h el me-
nor entero talque b < h/n = (h—1)/n < b. Supdngase, por el absurdo, que (4 — 1) /n < a, entonces
h-1 h h-1 1

<

— = <

x=b—-a<b- —
n n n n

lo cual contradice la definicion de n=> (h—1)/n>a= (h—1)/n € (a, b). Por lo tanto el intervalo
(a, b) contiene un nimero racional ¢ = (h— 1)/n, entonces (a, ¢) contiene, también, un nimero racio-
nal, y por induccion concluimos que todo intervalo abierto de R contiene un conjunto infinito contable
de nimeros racionales. Por lo anterior es obvio que Q es denso en R. Por lo tanto R es un espacio pola-
co.

De igual forma C es un espacio topologico metrizable bajo la métrica completa usual. Considérese
ahora el conjunto

G:{x+yieC:x,yeQ,i=\/—1}

G es un conjunto contable, ya que existe una biyeccion entre G y el conjunto contable Q X Q. Sea
z=u+vieC ye>0.Dado que u, veR y lo racionales son densos en R, existen racionales 7| y r;
tales que |u — 7| <8/\/7 y|v—r| <s/«/7.Eln1’1meroz’ =r +mrie G estal que

dz, ) =le-21 =\ =)t + (v =r2)? <\/(g/\/?)2+(s/«/5)2 p

Entonces G es denso en C. Por lo tanto C es un espacio polaco.

3.1.8 Ejemplo. R”, C", RN y CN son espacios polacos.

Por el teorema 3.1.6 y el ejemplo anterior la proposicion es trivial.
v

3.1.9 Ejemplo. E! intervalo unitario | = [0, 1] y el circulo unitario T={ze€ C : |z| = 1} son es-
pacios polacos.

El ejemplo 3.1.7 y el teorema 3.1.4 nos aseguran que la proposicion es verdadera.
v

3.1.10 Ejemplo. E/ cubo n-dimensional 1", el cubo de Hilbert H = IN, el toro n-dimensional T",
y el toro infinito dimensional TV son espacios polacos.
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Por el ejemplo anterior y el teorema 3.1.6 la proposicion es trivial.

3.1.11 Ejemplo. Si A es un conjunto contable discreto, entonces AN es un espacio polaco.

El ejemplo 3.1.3 y el teorema 3.1.6 nos aseguran que la proposicion es verdadera. En este momento
cabe hacer notar que de particular importancia seran los casos 4 =2 ={0, 1} y 4 =N. El espacio
C = 2N recibe el nombre de espacio de Cantor y el espacio N =N recibe el nombre de espacio de
Baire. Estos importantes espacios seran nuestro objeto de estudio en la siguiente seccion.

v

3.1.12 Definicién. Un espacio topologico que contiene una imagen homeomorfa de todo espacio
topoldgico de cierta clase es denominado espacio universal.

3.1.13 Teorema. Todo espacio polaco es homeomorfo a un subespacio del cubo de Hilbert. En
consecuencia, el cubo de Hilbert es un espacio polaco universal.

Demostracion: Sea X un espacio polaco. Sean ademas dy una métrica compatible sobre X, con
dy <1,y {x,} un conjunto denso en X. Definase f: X - H por f(x) = (dx(x, xo), dx(x, x1), ...). Si
f(x), f(y) € H, entonces

o)

1
du(f (), SON = ) oy ldx(, x) = dx(y, 3]

n=0

Sidx(x, y) <e/2=dx(x, x) <dx(x, y) +dx(y, x;) = dx(x, x;) —dx(y, x;) < dx(x, y) <&/2. Por lo
anterior podemos concluir que |dx(x, x;) — dx(y, x;)| < €, entonces

(e8] 1 (e8]
An(f (), fON = Y o I, x0) = (v 3l < ) 5 =€
n=0 n=0

Por lo tanto f es continua. Por otro lado, si dx(x, y) = & seleccionemos x; tal que dx(x, x;) <&/2.
Sabemos que dy(x, y) < dx(x, x;) + dx(x;, y) < &/2 + dx(x;, y), entonces
dx(y, x;)) = dx(x;, y) >dx(x, y)—e/2=¢/2
por lo que podemos asegurar que f(x) y f(v) difieren en al menos una componente, i.e. f(x) £ f ().
Entonces f es inyectiva. Por lo tanto f es biyectiva sobre f(X) c H.

Nos resta probar que f es abierta. Probaremos esto mostrando que f/~! es continua secuencialmente.
Sea f(y,) una sucesion sobre f(X) que converge a f(x). Entonces dx(yu, x,) = dx(x, x,,). Fijemos
£>0 ysean tal que dx(x, x,) < &/2 (por densidad de los x, ). Dado que dx(yu, x,) = dx(x, x,), existe
M eNtalquesim=M = dx(yu, x,) <&/2, por lo que

dX(ymax) Sd)((yma xn)"'dX(xmx) <€/2+€/2 =E€E2Yn X
|

A continuacion probamos dos lemas que seran de mucha utilidad mas adelante. Antes de proceder
con dichos lemas enunciamos la siguiente definicion:

3.1.14 Definicion. Si (X, d) es un espacio métricoy Y C X, el diametro de Y es

diam(Y) = sup{d(x, y) : x, ye Y}
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3.1.15 Lema. Supdngase que X es un espacio polaco y Xy 2 X; 2 X, D -+ son subconjuntos
cerrados de X tales que lim,, _, , diam(X,) = 0. Entonces existe x € X tal que (X, = {x}.

Demostracion: Para cada n € N sea x, un punto arbitrario en X,,. Si m, N €N son tales que n,m = N,
entonces X, X, € Xy, asi, por definicion, d(x,, x,,) < diam(Xy). Por hipotesis podemos seleccionar N
lo suficientemente grande, de tal forma que diam(Xy) < &. Entonces la sucesion (x,) es una sucesion de
Cauchy. Como X es completo, existe x =limx,. Para cualquier n = N sabemos que x, € Xy =
x€ Xy, YN =>xe (), X, =F. Entonces F contiene al menos un punto. Supdngase, por el absurdo,
que yeF con y+x=x,y€X,,Vn=>dx, y) <diam(X,) »0,¥Vn=>d(x, y)=0>x=y, una con-
tradiccion.

|

3.1.16 Lema. Si X es un espacio polaco, U C X es un abierto y € > 0, entonces existen conjun-
tos abiertos Uy, Uy, U, ... tales que U =\ JU, = J U, y diam(U,) <&, ¥V n.

Demostracion: Sea D C X un conjunto denso contable y dy la métrica completa de X. Ademas sea U,
Ui, ... una lista de todos los conjuntos By,,(d) tales que d € D, 1 /n<¢g/2 y By,(d) c U. Claramente
si x pertenece a | J U, , entonces x € U. De igual formasixe JU, 2>xe U.

Sea x € U. Sabemos que existe n €N tal que 1/n <& y By,(x) c U. Por la densidad de D existe d
elemento de D () By/3,(x). Adviértase que By 3 ,(x) C Byjy(x) y

DN Bisax)={yeDNU :dx(x,y)<1/3n}cBy,(x) cU

porloqued e DU ydx(x,d)<1/3n=>x€B3,(d)={y€U : dx(d, y)<1/3n}. Sea y elemen-
to B13.(d), entonces

dx(x, y) <dx(x,d)+dx(d, ) <1/3n+1/3n=2/3n<1/n = Bia,(d)cByx)cU

y bajo el mismo argumento B3 ,(d) C Biy(x) c U = x € Bij3,(d) C B1j3,(d) C Byjy(x) c U. Por tltimo
adviértase que 1/3n<eg/3 <g/2. Por lo tanto By;3,(d) es uno de los U;=>xeJU,xe JU,; y
diam(U,) < &, ¥ n.

3.2 Espacios de Baire y Cantor

En el ejemplo 3.1.11 de la seccion anterior se mencionaron los espacios de Baire y Cantor. Presenta-

mos a continuacion una definicion formal de dichos espacios:

3.2.1 Definicion. El espacio de Baire es el espacio polaco N =NN y el espacio de Cantor es el
espacio polaco C = 2N.

Si f, g € N, entonces una métrica completa sobre N es dy(f, g) = 2—:“—, donde n es el menor

entero no negativo para el cual f(n) #+ g(n). La no negatividad y simetria de dy es clara. Probaremos
que dy cumple con la desigualdad triangular.

Sean f, g, h € N tales que dy(f, g) = 51:1—, dn(f, h) = le+1‘ ydy(h, g) = 2n—i+1- . Nétese que si pro-

bamos la imposibilidad de que n < n; y n < n,, entonces, trivialmente, dy(f, g) < dy(f, h) +dn(h, g).
Supodngase, por el absurdo, que n<n; y n<ny, = f(n)=hn) y gn) =hn) = hin) + gn) y hn) +
f(n), lo cual es una contradiccion.
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Resta probar que dy es completa. Sea (f,,) una sucesion de Cauchy sobre (N, dy) = (f,(i)) es una
sucesion de Cauchy en N (bajo la métrica discreta) para cada i. Sea g(i) = lim,,, , f,(i), entonces g =
lim,, ., «, f € N. Por lo tanto dy es completa.

Por otro lado, trivialmente observamos que el conjunto {0, 1} junto con la topologia discreta constitu-
yen un espacio topologico compacto. Entonces, por el teorema de Tychonoff, concluimos que el espa-
cio de Cantor C es compacto. Ademas, si f, g € C, de la misma forma en que lo hicimos en lo tres pa-

1

rrafos anteriores, dc(f, g) = -7, siendo n el menor entero no negativo para el cual f(n) # g(n), es

una métrica completa sobre C.

3.2.2 Ejemplo. C es homeomorfo al conjunto de “tercios medios” de Cantor.

Denotese por F el conjunto de “tercios medios” de Cantor. Sabemos que F es, con su topologia
relativa, un espacio de Hausdorff. Ademas F es el conjunto de todos los puntos del intervalo [0, 1] que
admiten una expresion en base 3 (expansion ternaria) sin utilizar el digito 1. Definase ahora y:C - F
tal que y(s) = y(s(0), s(1), ...) = (x(0), x(1), ...) con x(i)) =0 & s5(0) =0 y x(7) =2 & s(i) = 1. Clara-
mente y es biyectiva.

Sean y(s1) = (x(0), x(1), ...) y ¥(s2) = (»(0), y(1), ...). Supdngase que y(s;) = y(s2) = x(n) = y(n),
para todo n €N. Por la definicion de y lo anterior unicamente es posible cuando s;(n) = s,(n),
¥YneN>=s; =5, =y es inyectiva. Por otro lado, consideremos a los elementos de F en base 3. Si
xe F yseC estal que

0 x(n)=0
sm) = {1 x(n) =2

para n € N, entonces por definicion de y es claro que y(s) = x = y es sobreyectiva. Por lo tanto y es bi-
yectiva.

Sea (s,) una sucesion convergente sobre C, digamos lim,_, s, =5 = (s,,) es una sucesion de Cau-
chy. Lo anterior implica que (s,(7)), para cada i € N, es, también, una sucesion de Cauchy en {0, 1} bajo
la métrica discreta = (s,(i)) es eventualmente constante sobre {0, 1}, i.e. existe N € N tal que s,(i) =
Sm@) =5@G),¥Yn,m>N.

Ahora sea (y(s,)) una sucesion sobre F, entonces

Jim y(s,) = lim ¥(5,(0), s,(1), ...) =¥(s(0), 5(1), ...) = ¥(s)

i.e. v es continua. Hemos probado hasta el momento que y es una funcién biyectiva y continua cuyo do-
minio es un espacio compacto y con un espacio de Hausdorff como imagen. Pero, bajo estas hipotesis,
v es un homeomorfismo entre C y F. Por lo tanto dichos espacios son topolégicamente equivalentes u
homeomorfos.

v

3.2.3 Ejemplo. Definase ¢ : N - C por

¢(f)=00...011...100...01...
SO FD+L f2)+1

Entonces ¢ es continua e inyectiva. ;Cudl es la imagen de ¢ ?

Si¢()=¢@ = f(0)=g0), f(D+1=g)+1, fQ)+1=g@2)+ 1= f(n) =g(n),¥neN. En-
tonces ¢ es inyectiva. Por otro lado, si (f,) una sucesion convergente sobre N, entonces bajo el mismo
argumento que en el ejemplo anterior,



25

lim 9(/,) = 6(/)

i.e. ¢ es continua.

Recuérdese que x € R es un racional diadico si x = n /2™ para n, m € N. En otro caso, decimos que

x es irracional diadico. Sabemos que todo racional diaddico tiene expansion binaria finita. Adviértase

entonces que la imagen de ¢ es el conjunto de todos los irracionales diadicos, ya que ¢(f) es una expan-
sion binaria infinita.

v

3.2.4 Teorema. El espacio de Baire N' es homeomorfo al espacio I, de numeros irracionales (ba-
jo la topologia heredada de la topologia usual de R ).

Demostracion: Sea X el subespacio de N' que consiste de todas aquellas sucesiones s tales que s(n) es
diferente de 0 para toda » € N. N es homeomorfo a X bajo el mapeo ¢ : N - X definido por

o) =0+ 1, s(H)+1,s2)+1, ...)

En efecto, si ¢(s1) = d(s2) 2 51(0) + 1 =50)+ L, s;(D+ 1 =51+ 1, ... 2 51(n) = s50(n), Yn eN,
entonces s; =s; > ¢ es inyectiva. Por otro lado, es claro que si s € X, entonces s = (s(0) — 1,
s(1)—1,s2) -1, ...) € N es tal que ¢(s’) = s, i.e. ¢ es sobreyectiva. Por lo tanto ¢ es biyectiva.

Sea £ > 0. Sabemos que siempre es posible encontrar un n € N 3 1/2’Hl < &. Sean ahora s, s, € N
tales que

siln=sy|n

y s1(n) # 52(n) = dn(s1, 52) = 1 /21 Adviértase entonces que d(¢(s1), ¢(s2)) = 1 /2" <&, por de-
finicién de ¢. Por lo tanto ¢ es continua. Por un argumento analogo tenemos que ¢~ es continua. Por
lo anterior queda demostrado que ¢ es un homeomorfismo entre N' y X .

Sea ahora 6: X — (1, o0) definido por

0(s) = s(0) +

1
s(1) + ————
M e " —

que, por propoésitos de abreviacion, escribiremos s(0) + L L .... Demostraremos que 6 es

s+ s@+ G+
un homeomorfismo de X a I.() (1, o0). Dado que (1, c0) es homeomorfo a R via un mapeo que lleva
irracionales a irracionales, como por ejemplo

x—1 x>2

2- L 1<x<2

o=

se sigue que /, es homeomorfo a N. De modo que debemos verificar los siguientes puntos:

1) El mapeo 6 esta bien definido para cada s € X; i.e. la sucesion

5(0), s(0) + L, s(0) +

s(1) s() + =5 T

converge.
2) 6 es inyectivo.
3) O(s) es irraccional paratodas € X.

4) Todo nimero irracional mayor que 1 estd en la imagen de 6.
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5) Tanto § como ' son continuos.

Para derivar estos puntos precisaremos de algunos calculos auxiliares. Para s € X escribiremos

1 1 1

s(0) +
s(h+ sQ)+ s(3)+ s(n)

(un numero racional positivo) en términos reducidos p, /g, , donde p, y g, son nimeros enteros positi-
vos determinados de manera unica. Por afiadidura, convendremos en que p_1 =1,¢9-1 =0, p_, =0, y

g2=1.

3.2.4.1 Lema. Para cada n = 0,

Pn = Pu-15(n) + pp_> Gn = qn-15(n) + g2

Demostracion: Por induccion sobre n. Demostraremos que el lema se satisface para toda sucesion de
enteros positivos, y no unicamente para la sucesion con la que partimos. El punto de hacer esto es que
queremos poder aplicar la hipdtesis de induccién a la “sucesion derivada” s' = (s(1), s(2), s(3), ...)
cuya n-ésima entrada es s'(n) = s(n + 1).

Observemos que como s(0) es un entero, py = s(0), go = 1, y como p;/q; = s(0) + S—(lg = S(O);Z%)H
y ademas s(0)s(1) + 1 y s(1) son primos relativos, p; = s(0)s(1) + 1 y g; = s(1). Asi, podemos verifi-
car facilmente los casos basicos de la induccion (n = 0, 1), para toda sucesion de enteros positivos s al

escribir

po=50)=p_150)+p> go=1=q150)+q>
p1=50)s(1)+ 1= pos(l)+ p_, g1 =s(1) =qos(1) +q_,

Ahora asumamos que todas las sucesiones satisfacen las relaciones apropiadas para todo k < n, don-
de n =2, y sea s una sucesion de enteros positivos. Sea s = (s(1), s(2), s(3), ...) la sucesion derivada
de s. Entonces para cada k,

P 1 1 1
= S(O) + e ——
9k s+ s@+ sk
y

i 1 1 1

& — S(l) + eee

qs s2)+ s3)+ stk+1)

De forma que py /qr = s(0) + gj_; / Pi_y = SO pistdia Como Pi-1 Y 9k son primos relativos, los

Pi-1
nameros 5(0) pi_; + q5_; Y Py_; también lo son, de forma que

Pk = 5(0) pi_y + iy Ak = Pi-1 (M

Aplicando la hipotesis de induccion a la sucesion s’ obtenemos que

Pn=50)py_y + gy =50)[p_ys'(n= 1) + pj_3]1+(q,»5(n = 1) +q,_3)
= [5(0) pr_y + 215" (n = 1) + [s(0) p),_3 + q,,_3]
= Pn-1 s(n) + P2

Yy que

Gn = Doy = Paa S =1+ plh_3 = qu_1 5(0) + G2
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3.2.4.2 Lema. Para cada s € X, si p, y q, son dados como arriba definidos, entonces

Pt Pn_ (1)
qn+1 qn qn dn+1

Demostracion: Utilizaremos un estilo de induccion similar al utilizado en el lema anterior. Para n = 0

P Do 1 1

@ q s qoq

y el resultado es inmediato. Si n > 0, entonces, utilizando (1), obtenemos que

Dot Pn _ SO putgy SO Pt _ Gy Gt dn G (p_i, _ p;—l)
dnet Gn P Pu-1 Py Pa Puluy Ny e

Aplicando la hipdtesis de induccion para s’ tenemos que esto es igual a

n 4o ( 1 ) D" (=)

D" —— —|=
P Pn-1 9n 9n-1

B Dy Pr-i B qn dn+1

3243 Lema. 22 <« £2 < 24 oo B o B P
90 q2 q4 qs q3 q1

Demostracion: Por el lema anterior, si n es par, claramente p,, /g, < Pu+1/qgn+1 - Ademas

Pw2 D :(ﬂz__ pnﬂ)_(gn__ Pnti )z (GO oo VN G V

- (qn+2 - qn)
qn+2 dn qn qn+1 qn+1 9n+2 qn qn+1 qn In+1 9n+2

qn+2 qn+1

El lema 3.2.4.1 nos garantiza que ¢,+2 — ¢, > 0,V 1= pyio/qni2 — Pn/qn €S positivo o negativo de
acuerdo a si n es par o impar, respectivamente. Lo anterior establece lo que queriamos probar.

3.2.4.4 Lema. lim (£=- — o) =0,

n— oo\ dn+l qn

Demostracion: Por el lema 3.2.4.2, es suficiente demostrar que g, = co cuando n — co. De hecho,
g, = n para cada n = 0, como puede ser verficado por induccion utilizando el lema 3.2.4.1.
|

Podemos aqui deducir el primer punto de los cinco que debemos verificar para establecer el teorema
3.2.4. El lema 3.2.4.3 garantiza que cada una de las sucesiones (p2,/92,) Y (P2n+1/422+1) SON monoto-
nas acotadas. En consecuencia, dichas sucesiones convergen. Por el lema 3.2.4.4, la sucesion (p, /q,)
converge. De manera que 6(s) esta definido para cada s € X y podemos escribir

1

0) =50+ 57 s

sin ningln temor.

3.2.4.5 Lema. Sea s € X y para cada n escribase

1

X, = 0(s(n), sn+1), s(n+2),..)=sn)+ ST DF sttt

Six =X9 Y Pu, qu estan definidos como arriba, entonces las siguientes propiedades se satisfa-
cen
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1
1. =
T s
2. s(n) =[x, s
n xl’l + n—
3.x= Pn el T Pl para n = 0.

qn Xn+1 T qn-1

Demostracion: 1. La ecuacion se sigue de la siguiente cadena de igualdades:

Xn+1

lim [s(n+1)+ ! ! ! }
m— co sn+2)+ s(n+3)+ s(n+m)

) RN N
moo|ls(n+ 1)+ s(n+2)+ s(n + m)

:1/”’1320[(“”)4- s(n-i—ll)+ s(n+12)+ s(nim))_s(n)]:m

2. Claramente x,, > s(n), ¥ n. En particular x,, > 1. De modo que 1/x,,; < 1, entonces

Ay <x,=a,+1/x,.1 <a,+1
3. Utilizamos induccién. Paran = 0,
pox1+p-1  s(0)x +1

1
= =50+ —=x=x
qo X1 +q-1 X1 X1

Asumiendo el resultado para # y utilizando (1), tenemos que

Pn+l Xp+2 + Pn _ [S(O) p;, + q;,] x;’7+1 + [S(O) p;"x—l + q;,z—l]

Gn+1 Xn12 + qn Dy Xpi1 + Do
_ s(0)[ P}, X1 +P;, 11+ (g %00+ q,-1)
a Xne1 T Pht
— 50+ 1/(1% el T Dno )
Xpe1 + qno
=s0)+1/x (por hipétesis de induccion)
=s50)+1/x
=X

Estamos ahora en condiciones de verificar los puntos 2) - 5) que nos restan para establecer el teorema
3.2.4.

2) 0 es inyectivo. Esto se sigue de la segunda propiedad establecida por el lema 3.2.4.5. Puesto que si
x = 6(s), entonces univocamente tenemos que s(0) = | x| = [xo], s(1) = [x], y asi sucesivamente. En
general, conociendo los valores de s(0), s(1), ..., s(n — 1), conocemos también el valor de x,,, y por en-
de el valor de a, = | x,,].0(s) es irraccional para todas € X.

3) 6(s) es irraccional para toda s € X . Demostraremos que cualquier nﬁmero racional p/q = 1 tiene

una expansion finita en fracciones continuas de la forma s(0) + —— Esto puede ser demos-

s(l)+ s(n)
trado por induccion sobre ¢, asumiendo que p /g estd escrito en términos irreducibles. Si ¢ = 1, enton-
ces s(O) Py n = 0. En otro caso, escribimos p =s(0)g+ b con 0 < b < ¢g. Inductivamente, ¢q/b =

s(1) + v(2)+ Y(n) , de manera que

1 1

s+ sQ)+ s

2 _ 50+
q
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Ahora supongase que 6(s) es racional para algun s € X, digamos

1 : ! L _
6(s) = s(0) + T o =5(0)+ 0T 3T v

beQ

con b = 1. Un argumento similar al empleado en la demostracion de que 6 es inyectiva muestra que

s(n)+—1——---=s’(n) ! ! e =0
s(n+1)+ sm+ 1)+ sn+2)+

lo cual es imposible.

4) 0 es sobreyectiva sobre I, () (1, o0). Sea x € I, 3 x > 1. Definase s(n) y x, inductivamente por
X0 =X, 8(n) = [x,] V¥ Xue1 = 1/[x, —s(n)]. Claramente x, es irracional, de manera que 1/[x, — s(n)]
existe (no hay forma de que s(n) = x,) y s(n), x,, estan definidos para todo n. Méas aun, s(n) = 1, V n.
En efecto, para n = 0 el resultado se tiene por definicion. Si n > 0, entonces x, —s(n) <1 y x,41 > 1
= |x,.+1] = 1. Nos queda mostrar que

0(s) = 0(s(0), s(1), s(2), ...) =x

donde, claramente, s € X. Por los lemas 3.2.43 y 3.2.4.4, p2,/q2n < Pan+1/92n+1 para cada n y
Pnlqn = 6(s) cuando n — oo, de manera que es suficiente mostrar que p2,/q2n < X < Pan+1/qg2n+1 Pa-
ra cada n. Para n =0 la desigualdad que deseamos probar solamente implica que s(0) < x < s(0) +
1/5(1). Pero x —5(0) =x¢ —s(0) = 1/x; = 1/5(1), asi que la desigualdad se tiene para n = 0. Asumi-
mos luego que pr,/qon <X < pant1/q2n+1 para cada niimero irracional x > 1 y para las sucesiones
(pw) v (gn) correspondientemente defnidas. Las sucesiones definidas a partir de x;, x, son claramente la
primera y segunda sucesiones derivadas de las sucesiones definidas a partir de x. Aplicando la hipotesis
de induccion,

1’

pgn/an =X = p’2’n+1 /q%/n-#l = pgn/qé’n = 1/[)61 —-s(D] = pgn-%—l /qgn-#l

Luego

s(l)pgm—l +q§/n+l < S(l)pé’n +q’2’n
’/ =X = ’7”
Pon+1 P2y
Yy por (l)a p§n+2/qén+2 =X = p,2n+1 /q,2n+1 .
Repitiendo este argumento encontramos que

Pan+2 P2n+3
<=x=<

q2n+2 q2n+3

5) # y 67! son continuos. Es suficiente demostrar que # mapea una base para la topologia de X sobre
una base para la topologia de 7. () (1, o). La base que utilizaremos para X es la familia de conjuntos
Ny,={xe X : 0 cx}parac eN"_ Sise N, escribiremos ¢; y ¢, para denotar el minimo y méximo,
respectivamente, entre

1 1 1 1 1
s(0) + e —— s(0) +
s(D+ s2)+ s(n) s(h+ s2)+ s(n+1)
con o = (s(0), s(1), ..., s(n)). De manera que tenemos que demostrar que 6 mapea N, sobre

I. N (c1, ¢2), vy que los conjuntos de la forma I, () (¢, ¢c;) forman una base para la topologia en
I, (1, o).
Sib e N,y y|o| =1, entonces c; = b(0) y c; = b(0) + 1/b(1). Ademas
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1 1
P+ oy M 2 T e S
y en consecuencia
8(b) = b(0) + L (b(()) B(0) + L)_( )
B b+ b2+ U b)) e

Por lo tanto 8(N,) c I () (c1, ¢3). Opuestamente, la demostracion de sobreyectividad de 8 mostrd
quesixe . ((k,k+1/r),conk, reZ", entonces x = 6(b) para algin b € X con b(0) =k, es decir
61, N (c1, ¢2)) € Ny, con 0(0) = k. De manera que 6 mapea N, sobre . () (c;, ¢;) cuando |o| = 1.

Sea ahora ¢’ = (s(1), s(2), ..., s(n)), n > 0, asimase inductivamente que O(N,)=1I.() (¢}, ¢5),
donde ¢} y ¢, son el minimo y maximo, respectivamente, entre los nimeros
() + : 1+ : :
S e e m— s e
@+ s Y s@+ st
. - 1 1 1 1 .
Entonces el minimo y el maximo entre s(0) + sor s Y s(0) + ST e estan dado por

1 1

c1 =50)+ — e =s(0)+ —
9} S

respectivamente. Asi, si o = s5(0)"o”’, entonces § mapea N, sobre el conjunto de nimeros de la forma
s(0)+1/x conx e l. N (c}, ¢&4). Pero I. ( (¢}, ¢&5) = L. (c1, ¢2), ya que

xel,N(), &) o 1/xel,NU/c,1/cy) < sO+1/xel (e, )

Por otro lado, para verificar que la familia de todos estos conjuntos forma una base para la topologia
enl. (1, ),seaxel.[)(c, ), donde 1 <c; <c,. Entonces la sucesion (p, /¢,), definida a partir
de x como en la demostracion de la sobreyectividad de 8, converge a x. De forma que para algun n,

P2n P2n+1 P2n-1
<x< <

9Q2n 92 n+1 q2n-1

c; <

<

1 1 1 1
Pero pyu/qan =50)+ 5557 -+ s Y Panet/ @2ner = 5(0) + 5557 - 5@y - Sean

1 1
s+ s+  s@m+1

¢l = Pan/qan ¢, =s(0) +
Entonces 7, () (¢}, ¢5) es un conjunto de la forma requerida. Ademas tenemos que

1
s@Cn-1)+ >s(2n—1)+——1—>s(2n—1)

s2n)+ D ;i+1) s2n)+

de donde se sigue que

1

s(O) + TS+ U s@n-D

s(0)

s(0)

< + <
s(1) + s2n+1) s(1) + s2n)+1

En sintesis, hemos demostrado que
P2n+1 , P2n-1

<cp <
q2n+1 q2n-1

1 <cp<x<

<

de manera que x € I, () (¢}, ¢4) € I, () (c1, ¢2) y los conjuntos de la forma 6(N,-) forman una base para
la topologia de 1, () (1, o0) tal y como queriamos demostrar.
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Dado que N es un importante espacio en el estudio de los espacios polacos, estudiaremos mas a
detalle su topologia. Si o0 e NN, sea N, ={f € N : o c f}. Claramente N, es una vecindad de f
(bajo la métrica dy ). Notese que B = {N(T o€ N<N} es una base para la topologia de NV, ya que para
cualquier abierto U de Ny f € U, existe algin N, € B35 f € N, c U. Por otro lado, adviértase que

N\N, = U (N, : 7() % 0(i), 0 < i < |0}

es un abierto. Asi N, es abierto y cerrado.

Sabemos que todo producto cartesiano de espacios totalmente disconexos es un espacio totalmente
disconexo. Entonces el espacio de Baire N es totalmente disconexo, ya que N es un espacio discreto,
y en consecuencia, totalmente disconexo.

Si U C N es abierto, entonces existe S € N<N tal que U = |J,5 N,. Sea
T:{a'eN<N : V‘rgcr,T$S}

Notese que sioceT yrCo=>71eT. Todo conjunto de sucesiones con esta propiedad recibe el
nombre de drbol, i.e. un arbol es un conjunto de sucesiones cerrado bajo segmentos iniciales. Decimos
que f € N esuna trayectoria através de T si (f(0), ..., f(n)) e T, ¥ neN. Sea

[T]1={f € N : fesunatrayectoriaa través de T}

el cuerpo de T. Notese ahoraque fe[T]| oo ¢ f,VYoeS & f¢&U. A partir de lo discutido en los
parrafos anteriores hemos probado la siguiente caracterizacion de los subconjuntos cerrados y abiertos
de N.

3.2.5 Lema.
i) UC N es abierto si, y sélo si, existe S CN<N tal que U = | J o5 Ny .

ii) F C N es cerrado si, y sélo si, existe un arbol T CN<N tal que F = [T].

Podemos mejorar un poco la caracterizacion anterior. Para ello necesitamos la siguiente definicion:

3.2.6 Definicién. Decimos que un arbol T C NN estd podado si para toda o € T, existe i €N tal
quec™ieT.

Equivalentemente, 7' es un arbol podado si para toda o € T, existe f € [T] cono C . Si T es un
arbol, entonces

TI'={ceTlT:3Afe[TconocC f}
es un arbol podado tal que 7 C 7”. Asi, todo conjunto cerrado F de N es el conjunto de todas las
trayectorias a través de un arbol podado.

Gracias a lo discutido hasta el momento podemos caracterizar las funciones continuas de N en N :
Si f: N > N, entonces f es continua si, y solo si, para todo x tal que o C f(x), existe T C x tal que si
T C y, entonces o C f(y). En palabras mas simples, para toda natural n existe un natural m tal que los
primeros n valores de f(x) son determinados por los primeros m valores de x.

Probaremos ahora que todo subconjunto cerrado de NV es la imagen continua de N:

3.2.7 Teorema. Si X es un espacio polaco, entonces existe una funcion continua y sobreyectiva ¢
con dominio Ny contradominio X .
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Demostracion: Utilizando el lema 3.1.16 construimos un arbol de conjuntos (Ug o€ N<N) tal que:
)Up=X;
ii) U, es un subconjunto abierto de X ;
iii) diam(U,,) < 1/|o;
iv)U, cU, paraoc C 7;
V) Uy = Ujen Ui
Por iv) es claro que U, c U, c U, c U, @ o ct. Si f € N, entonces por el lema 3.1.15 existe

¢(f) tal que
0= (), Urin = ()

Supongase que x € X y constriyase 09 C 0"; C -+- con x € Uy, . Sea 0p = (). SupOngase ahora que
o, estal que x € Uy, . Por v) existe j €N tal que x € Uy »;. Sea 07y = 0, j. Entonces, si f = Jo,,
claramente ¢(f) = x. Por lo tanto ¢ es sobreyectiva.

Sean f,g e Ny p(f)=x.Sig|n=f|n=dn(g /)=1/2"" = () € Us y, por iii),
dx(@(f), $©) < 1/n

Entonces ¢ es continua.
|

Adviértase que, en realidad, hemos probado que siempre existe una funcion continua, biyectiva y
abierta del espacio de Baire hacia cualquier otro espacio polaco. Gracias al teorema 3.1.4 debe ser claro
que todo subconjunto cerrado de NV es la imagen continua de N.

Mejoraremos el teorema 3.2.7. Para ello necesitamos dos lemas, pero antes haremos un breve recor-
datorio. Un conjunto X es un F,-conjunto si es la uniéon contable de conjuntos cerrados. Si X es un
espacio polaco y O c X es abierto, entonces, por el lema 3.1.16 existen conjuntos abiertos Uy, Uy, ...
tales que O = |JU,. Asi, todo conjunto abierto en un espacio polaco es un F,-conjunto. La unién
contable de F,; -conjuntos es, claramente, un F.-conjunto. Si X = J4; y Y = (U B; son F, -conjuntos,
entonces X (Y = U (4; () B;) es también un F-conjunto.

3.2.8 Lema. Sea X un espacio polaco, y sean F, O C X, con F cerrado y O abierto. Entonces
existen F,; -conjuntos Hy, Hy, ... disjuntos a pares tales que diam(H;,) <e, H;C F(1Oy UH;=7Y.

Demostracion: Por el lema 3.1.16, existen conjuntos abiertos O, Oy, ... con diam(O;) < € y tales que
UO;=UJ0;=0. Sean H;=F ([0;\(Oy --- () Oi_1)]. Entonces los H; son disjuntos a pares,
H;c0;,cO,demaneraque ; CF( Oy UH,=F(O.

[ |

3.2.9 Lema. Sea X un espacio polaco, Y C X un F,-conjunto y € > 0. Entonces existen F, -
conjuntos disjuntos Yy, Y1, ... condiam(Y)) <&, Y, c Yy JY; =Y.

Demostracion: Sea Y =|JC, donde cada C, es cerrado. Definase C, = Cy | --- U C, para cada n.
Noétese que

4 "’ !
Cogclgczg...

Definase, ahora, de forma recursiva Dy = Cj y D, = C,\C/,_;, Y n= 1. Luego |JD, = Y. Por ende,
es suficiente demostrar que cada uno de los D,, es una union de una coleccion de F,-conjuntos disjun-
tos a pares con diametro menor que &, ya que si cada D,, satisface tal condicion, entonces Y satisface la
condicion también, dado que Y es una unién disjunta de un niimero contable de D,. Cada uno de los
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D, es la interseccion de un conjunto cerrado C;, y un conjunto abierto X' \C,_;. El resultado se sigue
del lema 3.2.8.
|

3.2.10 Teorema. Si X es un espacio polaco, entonces existe una funcion biyectiva y continua
¢:F - X,donde F C N es un conjunto cerrado.

Demostracion: Utilizando el lema anterior construyase el arbol (X(T o Ee N<N) de F, -conjuntos tales
que

i) X(Z) =X;

11) Xy = UieN Ui

iii) diam(X,) < 1/|o;

iv) X; c X, parao CT;

v) Sii# j, entonces Xor () Xorj = @.

Por iv) es claro que X; c X, c X, c X, © o c1.Si f € N, entonces por el lema 3.1.15 () Xy, =

(1 X/, contiene a lo mas un punto. Sea

F:{feN : EIxeXaxeﬂneNXﬂn}

Sea ¢ : F — X tal que ¢(f) = () Xy}, . Bajo un argumento similar al de la prueba del teorema 3.2.7, ¢
es continua y sobreyectiva. Sean f, g € F' tales que f # g y n es el menor natural para el cual f(n) +
g(n). Por v) tenemos que

Xy N Xginey = O

Noétese que
n (o)
(), X0 = [ﬂ Xfli] (O Xpieny N [ A Xflj]
i=0 Jj=n+2
n (o)
neN Xeln = [ﬂ Xgli] M Xeineny [ m Xglj]
i=0 Jj=n+2
Por lo que

(Mo Xm)N () Ken) =0 = () #6(2)

i.e. ¢ es inyectiva. Entonces resta probar que F' es cerrado.

Supodngase que (f,) es una sucesion de Cauchy sobre F, digamos f, - f € N. Debemos probar que
f € F. Para cualquier n existe un m tal que f; | n = f,, | n para i > m. Lo anterior implica, por iii), que
dx(d(f), d(fn)) < 1/n. Por lo tanto ¢(f,) es una sucesion de Cauchy. Supdngase que ¢(f,) - x. Enton-

ces
xe ﬂm= ﬂanln

lo cual implica que ¢(f) = x y, en consecuencia, f € F.



4. Analisis de Cantor-Bendixson

A continuacion se mostrard que la Hipotesis del Continuo es verdadera para espacios polacos y sub-
conjuntos cerrados de espacios polacos. Adicionalmente se presentardn algunos ejemplos originales de
la derivada y rango de Cantor-Bendixson sobre R.

Como una breve resefia historica hacemos notar que el nombre «Analisis de Cantor-Bendixson» es
en honor a los grandes matematicos Georg Cantor (1845 - 1918) e Ivar Otto Bendixson (1861 - 1935),
cuyas ideas y resultados en la teoria de conjuntos y en los fundamentos de la matematica se convirtieron
en el punto de partida de muchas investigaciones en la matematica moderna.

4.1 Espacios perfectos

4.1.1 Definicion. Sea X un espacio polaco. Decimos que X es perfecto si todos sus puntos son
puntos limites. Si P C X, denominamos a P perfecto en X si P es cerrado y perfecto en su topologia
relativa.

Por vacuidad es claro que el conjunto vacio () es perfecto. El siguiente lema nos asegura que todo
subconjunto perfecto no vacio de un espacio polaco tiene igual cardinalidad que R .

4.1.2 Lema. Si X es un espacio polaco y P C X es un conjunto perfecto no vacio, entonces existe
una funcion continua e inyectiva f :C — P. De hecho, existe un conjunto perfecto F C P homeomorfo
a C. En particular P =.R.

Demostracion: Sea U C X abierto no vacio tal que U () P # (3. Entonces podemos encontrar xo y X,
elementos de U () P tales que xo # X1, ya que cualquier vecindad de un punto limite contiene infinitos
puntos. Ademas, dado que X es un espacio métrico, y en consecuencia un espacio de Hausdorff, pode-
mos elegir Uy y U; vecindades disjuntas de xq y x, respectivamente, tales que U; c U y diam(U;) < &
paraalgine >0 ei e {0, 1}.

Por lo anterior, es posible construir un arbol (U(, o el0, 1}<N) de subconjuntos abiertos no vacios
de X tales que:

i) U, NP+
i) Up = X;
iii) U; c U, para o C 7;
iv) Usro N Upri = .
v) diam(U,) < 1/|ol;
Por 1) y iii) es claro que U, P c U,y U, c U; c U, c U, © o c 7. Entonces, gracias al lema
3.1.15, podemos definir f : C - P tal que
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{f(x)} = mneN len - mneNm - mneNm m P

Sean 01,00 €Cy f(o1)=x.SioyIn=01|n=>de(o, 01)=1/(n+1)= f(02) € Uyn y, por

v),
1
dx(f(o), flor)) < -

i.e. f es continua. Adviértase ahora que iv) y el argumento utilizado para probar la inyectividad de la
funcioén del teorema 3.2.10 implican que f* es inyectiva.

Definase /' = f(C) € P C X. La continuidad de f y el hecho de que su dominio es compacto implica
que F es compacto = F es, también, cerrado, ya que todo conjunto compacto en un espacio métrico es
cerrado. Claramente F es un conjunto perfecto.

Por lo probado hasta el momento f: C —» F es una funcién con dominio compacto que es continua y
biyectiva. Pero F' es un subespacio métrico, por lo que es también un espacio de Hausdorff. Lo anterior
implica que f es un homeomorfismo.

Por lo tanto F =. R y en particular P =, R.

El teorema anterior implica, claramente, que todo espacio polaco perfecto tiene igual cardinalidad
que R.

4.1.3 Ejemplo. Sea X un espacio polaco. Si f :C — X es una funcion continua e inyectiva, enton-
ces f(C) es perfecto.

Sea G = f(C) y F el conjunto de “tercios medios” de Cantor. Por el lema anterior sabemos que C y
G son homeomorfos. Ademas, gracias al ejemplo 3.2.2, C es, también, homeomorfo a F'. Lo anterior
implica, claramente, que G y ' son homeomorfos.

Recuérdese que F' es perfecto, ya que es denso en si mismo. Esta propiedad junto con el homeomor-
fismo entre G y F nos garantizan que f(C) es perfecto (invariante topologico).
\Y%

4.2 La derivada de Cantor-Bendixson

Considérese Q como un subespacio topologico de R. Entonces Q es cerrado y no tiene puntos ais-
lados. Sin embargo sabemos que Q es contable, i.e. Q =, N. Por lo tanto Q no puede ser un espacio po-
laco. Analizaremos ahora subconjuntos cerrados arbitrarios de espacios polacos.

4.2.1 Lema. Sean X un espacio polaco y F C X un conjunto cerrado. Si Fyy denota el conjunto de
puntos aislados de F , entonces Fy <. N y F\F es cerrado.

Demostracion: Por definicion X es un espacio métrico (completo) separable, entonces X es segundo
contable, ya que las vecindades de radio racional centradas en cada punto del subconjunto denso
contable de X constituyen una base contable. Por lo anterior existe Uy, U, ... base contable para la
topologia de X . Para cada x € F es posible encontrar i, €N tal que U; (| F = {x}. En consecuencia
Fy es contable, i.e. Fp <. N,y
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F\F, = F\ U U,

XEFO

U, es abierto.

es cerrado, ya que, por definicion de base, (U,cp, U,

4.2.2 Definicion. Sea X un espacio polaco. Si F C X es cerrado, la derivada de Cantor-Bendix-
son de F es

I['(F) ={x € F : xes punto limite de F}
Para cada ordinal contable o < w1, definimos I'*(F) de la siguiente forma:
)pTUF) =F;
ii) T (F) = T(T*(F));
iti) Si @ es un ordinal limite, entonces I'*(F) = ﬂﬁq, TA(F).

A partir de la definicion anterior adviértase que si X es un espacio polaco, F' C X es cerrado, y F es
el conjunto de todos los puntos aislados de F', entonces

['(F)=F\F,
gracias al lema 4.2.1.

4.2.3 Lema. Sean X un espacio polaco y F C X un conjunto cerrado. Entonces:
i) T*(F) es cerrado para todo @ < wy;
ii) T(F) \ T N(F) <. N;
iii) SiT'(F) = F, entonces F es perfecto yIT'*(F) =F, ¥V a < wy;
iv) Existe un ordinal @ < w, tal que T*(F) = T 1(F).
Demostracion: i) Por definicién TO(F) = F, entonces T'°(F) es cerrado. Supongase que I'%(F) es cerra-

do para algin ordinal @ < w, . Por definicién T+ (F) = ['(T'*(F)). Por hipétesis ['*(F) es cerrado, en-
tonces por el lema 4.2.1 concluimos que I'(T'*(F)) es cerrado.

ii) Sean G, = I'*(F) y Gy41 = I'**1(F). Dendtese por G/, el conjunto de todos los puntos limites de
G, y por G’ el conjunto de todos los puntos aislados de G,. Claramente G, = G, J G%, con
G, NG, =0, yI'"*'(F) = G,\G’. Notese entonces que

TYF)\ TN (F) = Gy \ Gos1 = G\ (G \Gy) = G,

Por el lema 4.2.1 sabemos que G, <. N. Por lo tanto F"(F)\l""“(F) <.N.

iii) Si ['(F) = F, entonces F' no tiene puntos aislados o, lo que es equivalente, todos sus puntos son
puntos limites. Como F es cerrado, entonces, por definicion, F' es perfecto. Por lo anterior es obvio que
IFE)=F,Ya<w.

iv) Sea Uy, U, ... una base contable para la topologia de X . Si re+i(r )\F"(F ) # (), podemos en-
contrar n, € N tal que U, () T'*(F) = {x}, para algan x € T'*(F). Por definicion de la derivada de Can-
tor-Bendixson debe cumplirse que U, () TA(F) consta de mas de un punto para cualquier 3 < a. Por lo
tanto ng # n, para cualquier 8 < .
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Si no existe ningun ordinal @ con I'*(F) = I'**!(F), entonces el mapeo @ - n, es, por lo anterior, in-
yectivo. Sin embargo dicho mapeo tendria como dominio a w; y como contradominio N. La existencia
de tal mapeo es imposible.

4.2.4 Definicion. Sean X un espacio polaco y F C X un conjunto cerrado. El rango de Cantor-
Bendixson de F se define como el menor ordinal a tal que T*(F) = T**1(F).

Adviértase que para cualquier subconjunto cerrado F de un espacio polaco tenemos que
F=TF)2T(F) 2T (F) 2 2T (F) 2 -

i.e. que la derivada de Cantor-Bendixson de F' nos proporciona una cadena decreciente de conjuntos ce-
rrados contenidos en F'. ;Sera posible que dicha cadena sea estrictamente decreciente? Notese que si,
ya que por 4.2.3iv) el rango de Cantor-Bendixson de F siempre existe y, en consecuencia, si dicho ran-
go es «, entonces

I°%F) > T(F) > TXF) > - o TUF)

4.3 Ejemplos de la derivada y rango de Cantor-Bendixson sobre R

4.3.1 Definicién. Decimos que un subconjunto cerrado X deR es disperso si T*(X) = () para al-
gun ordinal contable « .

Presentamos a continuacion algunos ejemplos de la derivada y rango de Cantor-Bendixson de con-
juntos cerrados dispersos y bien ordenados en R. Seguido a estos ejemplos se presenta un teorema que
nos asegura que para cualquier ordinal contable o existe un subconjunto cerrado disperso y bien
ordenado en R con rango de Cantor-Bendixson a'.

4.3.2 Ejemplo. Conjunto con rango de Cantor-Bendixson cero.

Sea X, = (. Claramente X, es un conjunto con rango de Cantor-Bendixson cero.

4.3.3 Ejemplo. Conjunto con rango de Cantor-Bendixson uno.

Sea X; = {1}. Claramente X; es un conjunto con rango de Cantor-Bendixson uno.

4.3.4 Ejemplo. Conjunto con rango de Cantor-Bendixson dos.

Sea

n
Xzz{m : nEN}UX1
Notese entonces que I'(X2) = X; y I2(X,) =T(T(XL)) =T(X;) = @. Por lo que X» es un conjunto

con rango de Cantor-Bendixson dos.
v
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4.3.5 Ejemplo. Conjunto con rango de Cantor-Bendixson tres.

Sean

n 1 k

— n

= b= —— + —_—
= FE A T

An+1

para n, k €N, donde n es fijo en cada uno de los elementos de la sucesion b} . Claramente b} — a,4;
cuando k — oo. Para cada n € N el conjunto

Y, =1{b; : keN}U {an1)
es tal que I'(Y;,) = {a,+1}. Entonces si

=) nUx

tenemos que ['(X3) = X,, [?(X3) = X, y *(X3) = Xj. Por lo que X, es un conjunto con rango de Can-
tor-Bendixson tres.
v

El siguiente teorema generaliza, mediante induccidn transfinita, la construccién seguida en los ejem-
plos anteriores. Este teorema nos indica como generar conjuntos cerrados dispersos y bien ordenados en
R con rango de Cantor-Bendixson previamente especificado.

4.3.6 Teorema. Para cada numero ordinal contable a, existe un conjunto cerrado disperso y bien
ordenado de numeros reales X, con rango de Cantor-Bendixson «.

Demostracion: Utilizaremos induccién transfinita. Sea Xo = () y X; = {0}. Supdngase que X, es un
conjunto cerrado disperso y bien ordenado de nimeros reales para algin ordinal contable «. Procedere-
mos por casos.

Caso 1. Supongase que I'A(X,) es no acotado para todo 8 < a. Sea # un isomorfismo, que preserva
el orden, definido de R sobre (0, 1) (por ejemplo 6(x) = 1/2 + (1 /x) arctan x) y sea

Xo41 = G(Xa/) U {1}
Entonces X, es cerrado, disperso y bien ordenado y, para 8 < «,
TP (Xyr) = 6T (X)) U 1)

dado que 6 preserva el orden. De manera que I'*(Xy41) = {1}, y luego I (X,.1) = 0.

Caso 2. Supéngase que I'’(X,) es acotado para algiin 8 < . Entonces 6(X,) U {1} € (0, 1] y tiene
rango de Cantor-Bendixson a, puesto que ahora 1 es un punto aislado en I Box,) U {1} para algun
B < a. De manera que, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que X, C [0, 1] (en caso contrario
podemos reemplazar X, por 6(X,) U {1}). Sea

Xa, :{(7}—1)/2” : xeXa}Q[—ZIn‘a—“Z”]

y sea
Yot = X, U0}

Entonces, como en el caso 1, X, es cerrado, bien ordenado, con rango de Cantor-Bendixson « + 1
y I**(X,,1) = ®. Damos por concluido el caso 2.
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Finalmente, supdngase que X, ha sido definido para todo @ < A, donde A < w; es un ordinal limite.
Como A es contable, podemos escribir A = sup {a,, : n € N}, donde @y < @; < ---. Sin pérdida de gene-
ralidad, podemos asumir que cada X, estd contenido en [0, 1]. Sea X) = {x+2n : xe X, ,neN}. Si
escribimos X; = {x+2n : x € X}, entonces

XA = UneN X‘;”

y, para cada 3,
o =|

De manera que X) tiene rango de Cantor-Bendixson A.

L ’
neN r (Xa”)

4.4 Aplicacion: La Hipotesis del Continuo para espacios polacos

Utilizando los resultados desarrollados en las secciones anteriores mostramos a continuacion que la
Hipétesis del Continuo es verdadera para espacios polacos y subconjuntos cerrados de espacios pola-
cos. Antes probamos un importante teorema.

4.4.1 Teorema. Si X es un espacio polaco y F C X es un conjunto cerrado, entonces F = P|J C,
donde P es un conjunto perfecto (posiblemente vacio), C es un conjunto contable y P\ C = Q.

Demostracion: Si F c X es cerrado, entonces por 4.2.3iv) podemos asegurar que £ tiene rango de Can-
tor-Bendixson a < w; . Noétese que si P = I'*(F), entonces por 4.2.3iii) concluimos que P es perfecto.

De igual forma, si C = p<a rA(F )\Fﬁ“(F ), entonces C es contable, ya que 4.2.3ii) nos asegura
que rAF )\l"ﬁJf1 (F) =.N para 8 < a, i.e. C es launion contable de conjuntos contables.

Claramente P|J C c F. Sea x € F. Si x es punto limite de F, entonces x e [*(F)=>xe PJC;six
es punto aislado de F', entonces x € rAF )\Fﬁ“(F ) para algiin 8 < a = x € P|J C. Concluimos enton-
cesque F=PJC.

Resta probar que P () C = (). Supdngase, por el absurdo, que x € P () C, entonces
x e TYF) y xeTAR)\TP (F)

para algiin 8 < «. Sin embargo sabemos que CA(F) > TAY(F) 5 TY(F), por lo tanto tal x no existe.
[ |

4.4.2 Hipotesis del Continuo. Sea X un espacio polaco. Si F C X es un conjunto cerrado o un
Fy-conjunto, entonces F <. N o F =, R.

Demostracion: Sea F C X un conjunto cerrado o un F,-conjunto. Si F' es contable, entonces trivial-
mente /' <. N.

Supdngase que F' es no contable. Consideremos, primero, el caso en que F es cerrado. Por el teore-
ma 4.4.1 sabemos que F = P|JC con P C = (, P perfecto (en su topologia relativa) y C contable.
Ademas, por el lema 4.1.2, P =, R. Concluimos entonces que F =, R.

Considérese ahora el caso en que F' es un F,-conjunto. Por definicion F = |,y F;, con cada F; ce-
rrado en X. Como F; <. N o F; =.R, concluimos que F =, R.



4.4.3 Corolario. Todo espacio polaco X no contable es tal que X =.R.
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