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Prefacio

Las ramas de las matemadticas se encuentran interconectadas entre si. Los logros dentro de una
rama suelen influenciar otros campos de las matemaéticas. En particular, el dlgebra se distingue
por encontrar frecuentemente aplicaciones en otras ramas. El estudio de propiedades topoldgicas
a través del algebra constituye el drea conocida como Topologia algebraica, aplicaciones de las
teorfas de grupos y de campos constituyen la teoria de Galois, la disciplina fundamental para el

estudio de la resolubilidad de ecuaciones polinomiales.

En este trabajo se estudian, especificamente, aquellas dlgebras que tienen bases que consisten
tnicamente de unidades. Estas algebras han sido denominadas &lgebras invertibles en proyectos
doctorales recientes llevados a cabo en Ohio University. Considerando que este tema fue intro-
ducido hace apenas unos poco anos, vale la pena senalar que el estudio de las dlgebras invertibles
esta todavia en su infancia. Eso hace que haya mucho todavia por hacer en cuanto a su inves-
tigacion. Este trabajo de graduaciéon propone ser un texto formal sobre el tema que ponga este
interesante y prometedor topico al alcance de estudiantes de Matemadtica a nivel de licenciatura de

manera de una manera asequible, en particular, para estudiantes en el mundo de habla hispana.

Este trabajo es el resultado del esfuerzo de muchas personas. Quiero expresar infinito agradec-
imiento a mis padres, hermanos, hermanas y sobrinas, por apoyarme durante muchos anos de mi
vida y su carino incondicional. Quiero agradecer a mi asesor Sergio Lépez, quien me sugirié el
tema de tesis, corrigié versiones preliminares y ayudé de muchas otras formas con la creacién de
este trabajo. Quiero agradecer profundamente a mi companeros y profesores de olimpiadas de
matematicas. Asi también quiero agradecer a mis amigos, profesores, compafieros y a todas las

personas que me han apoyado a lo largo de este viaje académico.
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Resumen

En este trabajo se cambiard levemente la definicién de un R-édlgebra. Desde un punto de vista,
nuestra definicién es maés restrictiva que la usual pero desde otro, es més flexible. Primero que
nada, no se permitird que una imagen homomorfa del anillo R esté contenida en A, sino que se
exige que esta copia sea isomorfa a R (bdsicamente, R estd contenida en el dlgebra A.) El segundo
cambio serd el no requerir que esa copia de R esté necesariamente contenida en el centro de A; solo
pedimos que si a y b estdn en A y r estd en R, entonces r(ab) = (ra)b; no requerimos que también

sea cierto que r(ab) = a(rb).

La idea de una parte del trabajo es considerar otras propiedades para los elementos de algunas
bases de las algebras. Por ejemplo, considerar bases invertibles (aquellas cuyos elementos son todos
invertibles con respecto a la multiplicacién en el dlgebra). Aquellas dlgebras que tienen alguna base
invertible seran denominadas algebras invertibles. Entre otras condiciones que uno puede consid-
erar para las bases invertibles estan, por ejemplo, el que sean cerradas bajo el producto, cerradas
bajo inversos, etc. A partir de estas nuevas propiedades, uno trata de clasificarlas, caracterizarlas,
y encontrar ejemplos especificos de algebras que tengan bases que cumplen las condiciones dadas.
Otros aspectos del proyecto incluyen como generar nuevas R-algebras a partir de R-dlgebras cono-
cidas y considerar el impacto de esas construcciones sobre las propiedades que nos interesan. Por
ejemplo, construir matrices cuyas entradas son elementos de R-algebras invertibles o sumas direc-

tas de R-algebras invertibles.

Otro enfoque del trabajo es estudiar algebras invertibles y clasificarlas con base en su di-
mension. Se estudian algebras invertibles finito e infinito-dimensionales. Comtinmente, el estudio
de estructuras infinito-dimensionales, resulta ser méds complejo que es estudio que estructuras
finito-dimensionales. Por otra parte, la facilidad de trabajar con estructuras de dimensién finita
se ha traducido, en la préactica, a una habilidad de desarrollar resultados contundentes que, sin
embargo, requieren herramientas fuera del alcance de los lectores que anticipamos para este trabajo
Resulta ser, entonces, que la demostraciéon de uno de los resultados més impresionantes (que casi
todas las édlgebras finito-dimensionales son invertibles) es complejo, y sobrepasa el conocimiento
de nivel licenciatura. Es por eso que en la seccién correspondiente se omitiran las demostraciones

de algunas propiedades, y se mostraran tinicamente los enunciados de las proposiciones.
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1 Introduccion

Como ya se ha dicho anteriormente, en este trabajo se cambiard un poco la definicién tradi-
cional de R-élgebra, haciendola menos estricta ( R no esta necesariamente contenido en el centro
de A ). Esto es debido a que varias de las propiedas y caracteristicas de estos dlgebras no necesitan
las condiciones extras que agrega la definicién tradicional de R-dgebra. Ademaés de pedir que las
bases sean formadas inicamente por elementos con inversos, se trabajaran con bases que cumplen
propiedades mas especificas. Bases 12, bases cerradas bajo el producto, cerradas bajo inversos,
entre otros. En particular los dgebras segtn la definicion tradicional serdn casos especiales de los
algebras que se consideran en este documento. Es decir, si el lector no se siente a gusto con la
nueva definién de algebras invertibles, puede considerar la definicién tradicional de algebras, esto

no afectard a los resultados expuestos en este trabajo.

Es importante observar que no todos los dlgebras invertibles poseen bases 12. Esta observacién

viene de que no todo conjunto de unidades linealmente independiente, tiene inversos que también

Fa[z]

et el conjunto {1,2% +1,2% +a}

forman un conjunto linealmente independiente. Consideresé
es linealmente independiente, pero el conjunto formados por sus inversos {1, z,x + 1} no es linela-
mente independiente. En el capitulo 3, algunos resultados similares al anterior serdn mostrados,

para ejemplificar la importancia de la clasificacién de algebras.

Finalmente, para poder entender este trabajo el lector debe tener conocimientos basicos en
Algebra lineal, en especial respecto a las propiedades de bases de espacios vectoriales, ya que la
definicién de una base de un algebra y la base de un espacio vectorial son equivalentes. Asi como
también debe tener conocimientos en Algebra Abstracta, debido a que se utilizan varios conceptos

de teoria de grupos y teoria de anillos.






2 Preliminares

En esta seccion se encuentran algunas definiciones, proposiciones y teoremas que seran ttiles

para el resto del documento.

Definicién 2.1 Sea G un conjunto no vacio si existe - : G X G — G una operacién binaria que

cumple
*a,be G —a-beGVa,be G, (Cerradura)
*a,b,ce G—(a-b)-c=a-(b-C) (Asociatividad)
* Existe e € G tal que a-e = e-aVa € G (Identidad)
* Va € G existe a™! € G, tal que a-a~! =a~!-a=e (Inversos)

Entonces se dice que (G, -), o simplemente G, es un grupo. Si ademds se cumple que a-b=b-a

, Va,b € G, entonces se dice que G es un grupo abeliano.

Definicién 2.2 Sea R un conjunto no vacio, si existen dos operaciones binarias, +,- : GXG — G,

tal que (R, +) es un grupo abeliano y ademas cumple
*a,beG—=a-beGVa,be G, (Cerradura en - )
*a,b,ce G— (a-b)-c=a-(b-C) (Asociatividad en - )
*a-(b+c)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+c-aVa,b,ce R ( Distributividad)

Entonces se dice que (R, +,-), o simplemente R, es un anillo, Si ademds se cumple que a - b =
b-aVa,b € R, entonces se dice que G es un anillo conmutativo.

Un anillo al tener dos operaciones es dificil identificar el elemento neutro, por lo que al elemento
neutro de la operacién +, se denota como 0 € R, y al elemento neutro de la operacién - (si es que

este existe) se denota como 1 € R
Definicién 2.3 Sea R un anillo, tal que (R \ {0},) es un grupo, se llama un anillo de divisién.

Definicién 2.4 Sea R un anillo, con 1 su identidad multiplicativa, y M un conjunto no vacio, se
dice que M es un R—modulo izquierdo, si M consiste de un grupo abeliano (M, +) y una operacién

-t Rx M — M tal que para todo r,s € Ry a,b € M se cumple
*r.(a+b)=r-a+r-b

*(r+s)ra=r-a+s-a



Definiciéon 2.5 Sea A y R anillos, tal que R C A, Si A es un R—modulo izquierdo y ademas
Ya,b € A, r € R se cumple que :
r(ab) = (ra)b.

Entonces se dice que A es un R—algebra, o bien A es un algebra sobre R.

Definicién 2.6 Sea A un R—algebra y B C A. Si Va € A existen unicos by, b, b3, ...b, € B,
T1,72,73, .7 € Rtal que a = Y I, r;b;, entonces se dice que B es una R—base para A, o que B es
una base para A sobre R. Si ademds B estd formado tinicamente de elementos invertibles, entonces

se dice que B es una R—base invertible de A, y también que A es un R—a&lgebra invertible.

Definicién 2.7 Sea A un R—algebra y B una base invertible de A. Se dice que B es una base
12, si B~! = {b7!|b € B} también es una base para A. Si A tiene una base 12, entonces se dice que

A es un R-algebra I12.



3 Una clasificacién de algebras

invertibles

En esta seccién se proporcionara de otras propiedades a las bases de algebras invertibles para

clasificarlas.

Definicién 3.1 Sea A un dlgebra sobre un anillo R y sea B una base invertible para A sobre B.

* Si Vo € B existe a € U(R) tal que av™! € B, entonces se dice que B es una base SCUI
(scalarly closed under inverses ). Un dlgebra con una base SCUI es un algebra SCUI. Si B es
una base SCUI tal que a = 1 para todo v € B, entonces se dice que B es CUI (closed under

inverses). Un &lgebra con una base CUI es un dlgebra CUL

* SiVo,w € B existe a € U(R) tal que avw € B, entonces se dice que B es una base SCUP
(scalarly closed under products). Un &lgebra con una base SCUP es un dlgebra SCUP. Si B
es una base SCUP tal que a = 1 Vv, w € B, entonces B se dice que es una base CUP (closed

under products ). Un dlgebra con una base CUP es un dlgebra CUP.

* Si B es una base SCUI, CUI, SCUP o CUP y ademéds 1 € B, entonces B es una base SCUII,
CUI1, SCUP1 o CUP1 respectivamente.

Ejemplo: Considérese el campo de extensién C sobre R. B = {1,i} es una R—base para C. Es

facil ver qué B es una base SCUP y una base SCUL

Proposicién 3.2 Sea A un dlgebra sobre un anillo R con B una base SCUP. Entonces |B N

U(R)| =1, y A tiene una base SCUP1. Si B es una base CUP, entonces 1 € B.

Demostracién: Sea B = {b;};c; una base para A sobre R ( I es el conjunto de subindices
de la base ), sea 1 € A, existen by, bo,....b; € B, a1,aq9,...,ar € R tal que 1 = Zle a;b;, sea
b € B, multiplicando la ecuacién anterior por la izquierda por b se obtiene b = 2521 ab;b.

Sea A un &lgebra SCUP, entonces Vb; € B existe v; € U(R) tal que v;b;b € B, es decir v;b;b =
bn, € B, en particular esto se cumple para i € {1,2,3,...,k}, entonces b = Z?Zl(ajvj_l)(vjbjb) =
Zﬁ:l(ajvjl)(bnj), v;l existe ya que v; € U(R). Debido a que cada elemento de A puede ser expre-
sado de manera tinica como combinacién lineal de elementos de la base B, existe r € {1,2,3, ..., k}
tal que b = (v 1) (by,), de esto, 1g = a,v7t, b = v,.b.b, de donde b, = v, € U(R),
b, € BNU(R) — BNU(R) # (). Sean by,,, by, € BNU(R), entonces b}, b1 € U(R) C R, luego

mi? T mo
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1 =10b,'bm,, 1r = b},,L by, como 1 tiene representacion tnica, by, = b, , entonces [BNU(R)| = 1.
Es claro que B’ = b, !B = {b; 'b;}ic1, es una base SCUP para A, y 1 € B'. B’ es una base SCUP1.

Supéngase que A es un algebra CUP, entonces Vb; € B se cumple b;b € B, es decir b;b = b,,, € B,
en particular esto se cumple para i € {1,2,3, ..., k}, entonces b = Z?Zl(aj)(bjb) = Z;?:l(aj)(bnj),
debido a que cada elemento de A puede ser expresado de manera tinica como combinacién lineal

de elementos de la base B, existe r € {1,2,3,...,k} tal que b = (a,.)(by,), de esto, 1 = a,-, b = byb,
de donde 1 = b, € Bm

Proposiciéon 3.3 Sea A un dlgebra sobre un anillo R con una base SCUP B, entonces B es
también una base SCUI. Si B es una base CUP, entonces B es una base CUI, y B forma un grupo

bajo la multiplicacién en A.

Demostracién Supdngase que B es una base SCUP, sea b € B, b~ ! existe y b~! € A, es
k

decir existen ai,as,...ar € R, b1, ba,....,b;, € B tal que b~! = ijl a;b;, multiplicando a la
izquierda por b se tiene 1 = Z§:1 a;b;b, como B es una base SCUP, existe ¢; € U(R) tal que
c;bjb € B, es decir 1 = Z?Zl(ajcj_l)(cjbjbi), sea b, € BNU(R), de esto, existe s € {1,2,3,...,k}
tal que b;l = agcgl, b, = csbsb; entonces c;ll)rl);1 = bs; € B, ademas c;l,br € U(R), entonces
c; b, € U(R), esto es Vb € B, entonces B es una base SCUL

Sea B es una base CUP, sea b € B, b~! existe y b~! € A, es decir existen oy, as,...a €
R, by,by,...,b, € B tal que b~ = Zle o;b; multiplicando a la izquierda por b se tiene 1 =
Z;Ll a;b;b, como B es una base CUP entonces bjb € B, es decir 1 = Z?:l(aj)(bjb)» sea 1 €
BN U(R) (proposicién 2.2), entonces existe s € {1,2,3,...,k} tal que 1 = ag, 1 = bsb entonces
b=l = b, € B, y esto es Vb € B entonces B es una base CUIL Considérese la estructura (B, ),
esta estructura es asociativa, esto de hereda de la asociatividad de A. Es cerrado, esto es por ser

una base CUP, 1 € B y 1 es el neutro multiplicativo, por tltimo, para todo b € B, b~ € B que

demuestra la existencia de inversos multiplicativos, por lo que (B, -) es un grupom

Definicién 3.4 Sean R un anillo con identidad y G un grupo. Entonces el producto cruz R+ G
es un anillo asociativo con G una R-base para R * G (G es una copia de G ). La multiplicacién

estd determinada por las siguientes reglas.
* Para todo z,y € G existe una unidad 7(z,y) € U(R) tal que T § = 7(x, y)Ty.
* Para todo = € G existe 0, € Aut(R) tal que para todo r € R, Tr = 0, (r)T

Definicién 3.5 Sea A un algebra sobre un anillo R, y B una R-base para A. Si Vv € B existe
o, € Aut(R) tal que Vr € R, vr = o,(r)v, entonces se dice que R conmuta escalarmente con B.

En el caso que Vv € B, 0, = 1, se dice que R conmuta con B



Proposicion 3.6 Sea A un algebra sobre un anillo R. A es un producto cruz si y solo si A tiene
una base SCUP que conmuta escalarmente con R.

Demostracién (—) Supéngase que A es un producto cruz, por definicién, A tiene una R-base
G tal que, si 7,7 € G entonces existe 7(x,y) € U(R) tal que T § = 7(z,y)Zy, es decir 7(z,y) 1%
y =7y € G, entonces G es SCUP. Ademds Vr € G existe o, € Aut(R) tal que Vr € R se tiene,
xr = 0, (r)z entonces G conmuta escalarmente con R.

(<) Supodngase que A tiene una base SCUP B que conmuta escalarmente con R. Por la
proposicién 2.1 tenemos que existe b € BNU(R), sea C = {1r} U B\ {b}, es claro que C' es una
base para A sobre R, como B conmuta escalarmente con R, y C tiene exactamente los mismos
elementos que B, a excepciéon de b que fue cambiado por 1 , sin embargo ambos se encuentran
en U(R) por lo tanto 1 conmuta escalarmente con R, entonces C' conmuta escalarmente con R,
ademds 1 € C. Para v,w € C existen oy, € U(R) ¥ zpw € C tal que vw = a2y, Definamos
*:C' x C = C tal que x: (v,w) — 2. Solo falta mostrar que (C,*) es un grupo.

Por la construccién (C,*) es cerrada, ademds x(1,v) = *(v,1) = v ya que 1lv € C, entonces
(C, ) tiene elemento neutro. Como C' es una base SCUI (proposicién 2.2), para todo v € C existe
a, € U(R), w € C tal que a,v™! = w, ademds x(w, v) = 2, 4 PETO Oty = QU™ 10 = WV = Qv 2y 0
de esto, zyw = aq,a;}v € B € U(R), entonces z = 1, es decir v,w son inversos. Ahora con-
sidérese v,w,r € C C A, como A es asociativo entonces (vw)r = v(wr), ademas vw = a4, (V* W),
para algin oy, € U(R) (esto es por la cosntruccién de %), entonces (vw)r = (v *x w)r =
Oy Oy, r (U * W) * 7)) CON Qyup,r € U(R), por otro lado v(wr) = vay, ,(w + ) Como B con-
muta escalarmente con R, existe o, € Aut(R) tal que, vay ,(w * 1) = oy(ou)v(w 1) =
v (1) apwer (V% (W K 7)), de donde a1 Qs (V% W) * 7)) = 04 () Ay oser (U * (W * 7)), con
Qs Qs rs O (Quor)s Qo wwr € Ry (Vx (w*7)), (v*w)*7)) € C, C una base de A sobre R,
entonces las representaciones de cada elemento de A como combinacién lineal de elementos de C'
es Unica, por lo que (v* (w*71)) = ((v*w)*7r)) Por lo que (C, *) es asociativa, esto demuestra que

(C,*) es un grupo. De donde A es un producto cruz m

Ahora que se tienen diferentes tipos de algebras invertibles. La proposicién 3.3 dice que si A
es un R—4élgebra CUP, entonces A es un R—algebra CUI. Sin embargo, el converso no es cierto.

Los siguientes ejemplos muestran casos similares al anterior.

* Un dlgebra I2 que no es un algebra SCUL Sea A = M Y sea U(A) = {a+ fx +

z2,y2,zy)

vylo, B,y € F3, a0 # 0}, el grupo de unidades de A. Es claro que si a € U(A) entonces
at = (a+ Br+vy) ' = a— Bz — vy. Una base 12 para A es {1 + 2,1 +y,1+z+
y}. Sea B = {v,w,u} una base SCUI para A, entonces existen d1,d2,d3 € U(F3), tal que
S1v7 L 6w, d3u~t € B. Si §jv~! = v, entonces v? = 6;,v = +1. Si §1v~! = w, entonces

1

Sow™' = vy d3u”t = u, de donde u? = d3, u = 1, es otro caso es equivalente a este.



En cualquiera de los casos anteriores +1 € B sin pérdida de generalidad 1 € B, entonces

B={1,v,6v7!, sea v = a+ Bz + 7y, entonces jv~! = da — 53z — §vyy, por lo que
1(v) + (v ) +a(l)=0

B es linealmente independiente. B no es una base para A. A no es un algebra SCUL

Un algebra CUI que no es un dlgebra CUIL: Sea A = M (F2). La proposicién 3.6 dice que
A es un algebra CUI. A consiste de 16 elementos, 6 de estos son unidades, revisando los 10
conjuntos B tal que B estd formado por unidades y 1 € B es facil ver qué B no es una CUI

base. A no es un élgebra CUIL.

Un dlgebra CUIL que no es un dlgebra CUP: Considérese A = - Folz.]

z2,y2,zy) "

UA) ={l,14+=z,1+y,1+ x4+ y}, ademds si B es una base, entonces |B| = 3, dado que

Es facil ver qué

el cuadrado de una unidad es 1, y el producto de dos unidades distintas a 1, es la tercera

unidad distinta a 1. Ninguna base es CUP. A no es un algebra CUP.



4 Anillos de matrices

Sabemos que para cualquier anillo R, el anillo matriz A = M,,(R) ( paran > 1) es un R-dlgebra

12. En esta seccion se buscaran mas resultados como este.

Proposiciéon 4.1 Sea A un algebra sobre un anillo R con una base B tal que 1 € B. Entonces

M, (A) es un dlgebra I2 sobre R para n > 2.

Demostracién : Para 1 < ¢,j < n, considérese e;; la matriz con valor 1 en la entrada (4, j),
y 0 en el resto de entradas. Sea I, la matriz identidad, es decir 1 en las entradas (i,i) con
1 <i<nyo0en las entradas (i,j) con 1 < 4,5 < n, j #4i Paral < k < n—1, sea
P, =1, — ek — ext1,k+1 + €k k+1 + €ht1,k, Pr s la matriz que se obtiene al intercambiar las filas
k 'y k+ 1 de la matriz identidad I,,. Para b € B, 1 <14,j < n, i # j sea v = I, + e;;b. Para
beB,1<i<n-—1seaey =P +e;b Parabec B\ {lr}, vnunp = P14+ €nnb y vpn1 = I,. Sea
V = {vijp|l < 1,5 <n,be B}, se demostrard que V es una base 12 para M, (A) sobre R.

Sil<i,j <nyi#jentoncesvij1 = I,+e;;1 = e;; = vij1—1 = Vij1 —Unn1 € gen(V), ademéds
para2 < k <nvppiterp—1+er—1,k—Vk—1,k—1,1 € geN(V) Y Unnig +Ckk—1+€h—1k —Vk—1k—1,1 =
In+epp—1+ep—16— (Poo1+ep—1k—1) =In+erp—1+ep—16—(In—ep—1k—1—€rr+er—1k+
€kk—1 + €k—1k—1) = €k ks, PO 0tro lado v11 = Vpn1 — Y1y € € gen(V) por lo que e;; € gen())
para 1 < i, <n,y P, =1, —erk — €x+1.k+1 + €k kt1 + €otr1,k € gen(V) para 1 < k < n — 1.
Sil<i4,j <nconi#jesclaro que e;jb = I, — vy € gen(V), Vb € B,sil <i<n-1
eiib = vip — pi € gen(V), si b € B\ {1} epnb = vpnb — Pr_1 € gen(V), y ennl = enp € gen(V). De
donde e;;b € gen(V) Vb€ By 1 <i,j <n. Por lo que V genera a M, (A).

Supdngase que

E TijbVijp = 0

beB,1<i,5<b
Sean 1 < k,m < n, [v;jp]k,m toma Gnicamente tres valores b, 1,0, y si b € B\ {1} entonces [v;;p],m =
b< k =1i,m = j. Dado que la suma anterior es una suma de matrices, considerando solamente
la entrada (k,m) de cada matriz, la suma anterior se convierte en EbeB,lgi,jgn Tiib[Vijblk,m = 0,
pero esto se puede reescribir como (ZbeB\{l} Tkmbb) + Zpm1 = 0 para algtin « € R. Dado que B es
linealmente independiente 7gmp = 0, T = 0, para 1 < k,m < n. Por lo que la suma se convierte

en:

E Tij1vij1 =0

1<i,j<n



10

Nuevamente, se estd trabajando con una suma de matrices, considérese la entrada (1,1) y la
entrada (k, k) para 2 < k < n, primero es ficil ver qué [v;j1,]11 = 1 para todo 1 <i,j < n, ademds
[vij1]ek = 1 para todo 1 <4, j < n excepto para ¢ = j = k — 1, donde [vk_1 x—1,1]xx = 0 entonces

evaluando (1,1) y (k, k) tenemos

E Tij1| —Th—1,k—1,1 =0

1<i,j<n

De esto es claro que 71 ,-1,1 = 0 para 2 < k < n, Considérese la entrada (k,m) con k # m,
los elementos de la forma v;;; ¢ # n no se consideran ya que r;;1 = 0, Luego es facil ver qué
[Vijig)e,m = 0 para todo ¢ # j con (4,75) # (k,m) y [Vijiglk,m = 1 cuando (i,5) = (k,m), por
ultimo vpp1 = I, por lo que [vpn1]k,m = 0, con esto se tiene que rij1 =0paral <4,j <nyi#j.
Solo falta calcular el valor de 7,1 sin embargo Z1§i,jgn r;j1 = 0, entonces 7,1 = 0 por lo que V
es linealmente independiente, por lo que es una base para M, (A).

Es facil ver que si b € B entonces Ui;; =l,—ejb=vjpparal <i,j<ni#j,sil<i<n-1
entonces v;ibl = P, — ej41,6+10, si b # 1 entonces v;ﬁb = Up—1,n—1,—b, por ultimo v;ﬁlR = Unnlgp-
Es facil probar con los argumentos anteriores que el conjunto V=1 = {a~!|a € V} es también base

para M, (A). Por lo que A resulta ser una base 12 para M, (A) sobre Rm
Corolario 4.2 Invertibilidad no es una invariante de Morita.

Demostracion : El resultado es directo de la proposicién 4.1, A no necesariamente es invertible

sobre R para que M, (A) sea invertible sobre Ryg

7

Definicién 4.3 Sea R un anillo y sea A un R-élgebra invertible. Entonces A es "bueno ” si

A @ B es invertible sobre R para cualquier R-algebra invertible B.

Proposicion 4.4 Sea A un édlgebra sobre un anillo R con una base A, tal que 1 € A. Entonces
para n > 2, M, (A) es bueno. Ademds, si B es un R-dlgebra 12, entonces My (A) @ B es también
12.

Demostracién: Sea B base invertible de B, considérese V = {v;j4]1 < 4,5 < n,a € A} base 12
de M, (A) (La base que se construyé en la proposicién 4.1).

Sea ' € B y S una matriz invertible, con entradas unos y ceros unicamente, y la diagonal con

ceros. Sea

C={Vx {0} u{{Z} x B\{V'}}U{(S,¥)}

Es facil ver qué C esta formado por elementos invertibles.

Solo falta mostrar que C es una base invertible de M,,(A) & B.
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Supdngase que

TS(S; b/) + Z rijab’(vijayb/) + Z Tnnlb(ln;b) =0

1<i,j<n,ac A beB\{bv'}

para r;jap, Tijab,7s € R. Por las propiedades de suma directa, la igualdad anterior se reescribe

como

TSS + Z Tijab'Vija + Z TnnlbIna TSb/ + Z Tijab/b/ + Z rnnlbb = (07 0)

1<i,j<n,a€A beB\{b'} 1<i,j<n,a€A beB\{b'}

por lo que se obtiene dos ecuaciones :

bl rs + Z Tijab —+ Z rnnlbb =0 (41)

1<i,j<n,acA beB\{v'}
TSS —+ Z Tijab’' Vija + Z Tnnlbln =0 (42)
1<i,j<n,acA beB\{b'}

De la ecuacién 4.1, como B es una base, entonces 7,1, = 0Vb € B\{V'} y TS+ZI§i7j§n,aEA Tijab =
0, despejando rg queda rg = Zlgi’jgn,aeA(*rijab’) .

La ecuacién 4.2 queda como rgS + Zlgi,jgn,aeA Tijab'Vija = 0, sustituyendo rg se obtiene
Zlgi,jgn,aeA Tijab (Vija — ) = 0, con el mismo argumento usado en la proposicién anterior ( al
estudiar los coeficientes de ZbeB,lgi,jgb rijbvije = 0 ), se tiene que 7ija = 0y 731y = 0 para 1 <
1,7 <nya€ A\{lgr}, entonces la ecuacién 2) queda como TSS+Zl§i7,j§n,i76,j rijiyVij1 = 0, estaes
una suma de matrices, considerando la entrada (1, 1) de la suma se obtiene Zlgi,jgn,i# rijiy = 0.

Ademids

O=rs+ > Tia =Ts+ Y. T =Ts

1<i,j<n,acA 1<, <n,ij
Volviendo a la ecuacién 4.2, como rg = 0, r,,15 = OVb € B\ {0'}, la ecuacién 4.2 queda reescrita
COMO SUM1<; j<n,ac.ATijab'Vija = 0, ¥ como V es una base, entonces 75,y = 0 para 1 <7, <ny
Va € A por lo que C es linealmente independiente.

Nétese que para @ # j, (e;;,0) = (vij1,b") — (I, V'), y para 2 < k < n se tiene
(€ii;0) = (In,0") = [(vic1i-1,1,0") = (€i=1,4,0) — (€i,i—1,0)]

Como S tiene entrada 0 en (1, 1) entonces (0,b") = (S,b) — >, ;(ei;,0) donde (i,j) son las co-
ordenadas donde S tiene entrada 1, (e11,0) = (1,0') — (0,b') — (3i5(es4,0)). Y por ultimo
(0,b) = (In,b) — (In,b') + (0,b’). Por lo que (e;5,0),(0,b) € gen(C) paral <i,j <nybeB.
(A) ® B. Si B es una base 12, claramente C

C genera a M, (A) entonces C es una base para M,
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también serd una base 12, ya que A es una base 12g.

La tnica condicién en la proposicién 4.1 para obtener que M, (A) es un dlgebra I2 sobre R es
que A tiene una base B tal que 1 € B, si se agregan algunas condiciones extras sobre R, A, o n se

puede dar més resultados sobre M, (A).

Proposicién 4.5 Sea A un élgebra sobre un anillo R con una base A tal que 1 € A. Si n es par

y char(A) = 2. Entonces M, (A) es un dlgebra CUI sobre R.

Demostracién Considérese e;; las matrices con 1 en la entrada (4, j), y 0 en el resto de entradas.
Sea Poj_1 = Py, = I, — eap 2k — €2k—1,2k—1 + €2k,2k—1 + €2k—1,2k, Para 1 <i,5 <n, i £ j, a € A,
Vijo = In + €30, ¥ Viia = Pi +ea. Sea V = {v;54|1 <14,j <n,a € A}. Se mostrard que V es una
CUI base para M, (A).

Dado que char(4) =2,14+1=0— 1= -1, ademds a + a = 0,Va € A, es decir a = —a,Va €
A. Considérese ZZZ(U%A,%AJ — Vokok,1) = ZZZ(P%A + eok—1,2k—1 — Pak,2k — €2k,2k) =
ZZﬁ(egk_Lgk_l — eog oK) = EZizl(egk_l,gk_1 + eak2k) = I, de donde I,, es generado por V Por
loquesii# jyl<4,j<nyac Aentonces e;;b = vy, — I, por lo que los e; ; perteneces
al generado por V para i # j, 1 < 4,7 < n. Para cualquier k tal que 1 < k < n se tiene
et = In — [Vk—1.6—11 — €k—1,k — €k k—1], esto implica que P; es generado por V, y de esto
€iia = Vi — P, por lo que si 1 <4,5 <nyaéc Aentonces e;ja € gen(V). Entonces V genera a

M, (A).

Considérese

E TijaVija =0

a€A,1<i,j<n
para algunos r;j, € R. La suma anterior, es una suma de matrices, consideremos la entrada (k, m),
[Vijalk,m toma unicamente tres valores 1,0,a y es claro que [vj4]x,m = a si y solosi i =k,j = m.
Por lo que la suma en la entrada (k, m) quedaria como ZaeA\{l} Tk.m,a® + Thkm * 1 = 0. Por la
independencia lineal de A, tenemos que 7 m.q = Trp.m = 0 para todo a € A\ {1}, 1 <k,m <n,la
suma quedaria como Z1gi,jgn v;51vi51 = 0. Ahora bien si nuevamente se toma la entrada (£, m)
de la dltima suma, sabemos que [v;1]k,m puede tomar unicamente 2 valores 1,0, sin embargo las
entradas de si |k —m| > 1, (k,m) = (2r,2r +1) o (4,5) = (2r + 1,2r) para algin r, entonces
[Vij1]k,m = 0 excepto cuando i = k, j = m por lo que 74 ,,,1 = 0 para todo k, m tal que |k —m| > 1,

o (k,m)=(2r,2r +1) o (3,j) = (2r + 1, 2r). Ahora la suma se simplifica a:

E Tok—1,2k—1,1V2k—1,2k—1,1 T T2k 2k,1V2k,2k,1 T T2k 2k—1,1V2k,2k—1,1 T T2k—1,2k,1V2k—1,2k,1 = 0
1<k<n/2

Sean 1 < k1, k2 < m con ki impar y ko par, considérese las entradas (k1 +1,k1+1), (ko —1,k2—1,1)
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y (2,2) de la suma Z1§i,jgn ;10551 = 0, por la construccién de las v;;; se tiene que :

E: Tijl = Thyky,1 = 0

1<i,j<n

E Tijl — Tho,ks,1 = 0
1<i,j<n

E rij1 — 71,11 =0
1<i,j<n

Esto muestra que 7, 1 = Tkyre,1 = 7111, Si s¢ observa la entrada (2k,2k — 1) de la suma, se
obtiene rog ok—11 + ror—1,26—1,1 + T2k,2k,1 = 0, entonces rog 2p—1,1 = —2726—1,2k-1,1 = —2r111 = 0
y de la misma manera se puede mostrar que rog_i2k1 = —27111 = 0. Ademas la Zlgi,jgn Tij1 —

r1,1,1 = 0 se puede reescribir como

0= Z Tok—1,2k—1,1 T T2k,2k,1 + T2k 2k—1,1 + T2p—1,2k,1 | —T111 = —(n+1)r111 = —Nri11—r111 = =T
1<k<n/2

Dado que char(R) =2y n es par. por lo que r;j, = 0 para todo 1 < ¢,j, < n, y para todo a € A.

Al ser V generador de M,,(A) y también ser linealmente independiente, se puede concluir que V es

una base para M, (A). Es facil probar que v;;, = vijp cuando i # j y que vy | o0 1, = U2k 2k b,

paral<i,7<n,1<k<n/2yac Aestoes porque a = —a , entonces V es una CUI base para

M, (A) sobre Ry

Proposicién 4.6 Para todo n, M, (F2) es un dlgebra CUI sobre Fy. Para n impar, M, (F2) es
un algebra CUI1 sobre Fs.

Demostracion Se demuestra por casos

Caso I : Si n es par, es claro que char(F2) = 2, usando la proposicién 4.5, con R = A = F5 es
claro que M,,(A) es un algebra CUI sobre Fy

Caso II: Si n es impar, considérese e;; las matrices con 1 en la entrada (i,7), y 0's en el resto
de entradas. Para 1 <k < ”T_l sea Pop_1 = Pop = I, — €ap,2k — €2k—1,2k—1 + €2k 2k—1 + €2k—1,2k,
paral <i,j <n, i # j, vij =1, +e;j,ysir <nuv, =P, +e,. SeaV ={v;;|1 <i,j <n}. Se
mostrard que V es una CUI1 base para M, (F2).

Sii # j entonces e;; = v;; — I, de esto e;; € gen(V), ademds
€ok2k = In — (Vak—12k—1 — €2k,26—1 — €2k—1,2k)

€ak—1,2k—1 = In — (Vok 2k — €2k—1.2k — €2k 2k—1

paral < k < "T_l, de esto e;; € gen(V) para 1 < i < "7_1, por ultimo e, = I,, — Z;:ll €i; por
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lo que €;; € gen(V) para todo 1 < 4,5 < n. De esto V genera a M, (Fs). Por otro lado |V| = n?,
de esto V es una base para M, (F3), ademds si i # j, vigl =, 811 <k < ”7’1 entonces y
v2_k12k = Uok—12k—1Y v,;r} = vun por lo que V es una CUI base, ademas I,, € V por lo que V es una

base CUI1 de M, (FF3) sobre Fo g

Proposicién 4.7 Sea R un anillo tal que 2 es invertible en R. Entonces M, (R) es un &lgebra

CUI1 sobre R.

Demostracion Considérese v, = I,,. Para 1l < i,j < n, v; = vpy — 2644, 81 ¢ > j entonces
vij = vj; + €;; y por ultimo si i < j entonces v;; = vy + €5, sea V = {v;;|1 <i,5 < n}. Sea 27!
el inverso multiplicativo de 2, es claro que e;; = 27! (v, — vi;), por lo que ey € gen(V), si i > j
entonces e;; = v;; — v, y si ¢ < j entonces e;; = v;; — vy, de esto e;; € V para 1 <4,j < n. Por
lo que V genera a M, R sobre R.

Ahora supéngase que

E Tijvij =0

1<i,j<n

para algunos r;; € R, es una suma de matrices, si se considera la entrada (k,m) de la suma
con k # m, se puede observar que [v;j]rm toma solo dos valores 0,1 y [v;j]gm = 1 si y solo si
i =k,j = m, entonces 0 = Elgz‘,jgn 745 [Vijlkm = Tkm, entonces rg, = 0 para todo 1 < k,m <n,
k # m. Ahora bien si 1 < k < n — 1, y se considera las entradas (k,k) y (n,n) de la suma, es
claro que [v;5]nn = 1], entonces la suma quedarfa como 0 = Zlgign Tii = TEk + Zlgign,i;ﬁk Tiis
ademds si 1 < k < n — 1 entonces [v;;]xr = 1 excepto para i = k ya que [vgr|gr = —1, de esto
0= Elgign rii[viilke = 2rge + Zlgign,i;ék ri, de esto 7 = 0 para 1 < k < n — 1, entonces
Tnn = 0. Por lo que V es una base para M, (R), y I, € V, vigl = v;; para 1 < 4,5 < n. Entonces
V es una base CUIL de M,,(R) sobre Rn

1 0 2 0 1 0 1 1
Ejemplo , , , . es una CUI1 base para My (F3)

0 1 0 1 1 2 0 2



5 Algebras Finito-dimensionales

En la mayor parte de esta seccién se restringe la atencion a las algebras sobre anillos de
divisién D. Asi como se caracterizan de invertibilidad semilocal D-algebras. Sin embargo, los
métodos utilizados para las demostraciones de las propiedades se encuentran fuera del alcance de

un estudiante de licenciatura, por lo que en esta seccién se omiten varias de las demostraciones.

Lema 5.1 Sea R un anillo tal que 1 es la suma de dos unidades y sean A y B algebras invertibles

sobre R. Entonces A @ B es un algebra invertible sobre R.

Demostraciéon Sean z,1 — x € U(R), A R-base invertible de A, B R-base invertible de B,
a1 € A, by € B. Considérese

C=(Ab1) U (a1, B\ {b1}) U{(a1,zb1)}

Es fécil ver que todos los elementos de C son invertibles. Ahora sea

Z aq(a,by) + Z Bp(a,b) + (a1, xb1) =0

acA beB\{b1}

Es decir que

<fcv+2aa> bt > Bb=0

acA beB\{b1}

Qay +7+ Z Bo | a1 + Z aqga =0

beB\{b1} acA\{a1}

Dado que B y A son bases entonces o, = 0 Va € A\ {a1}, By =0Vb € B\ {b1},y (xy+aq,)b1 =0,

(qa; +7v)a1 =0. Por lo que oy, = = 0. C es linealmente independiente. Ademds se tiene
(A b1) = [(1 = 2) " (ar, by) = (1= 2) " (ar, wb1)] = (A, b1) — (1 — @) [(a1,b1) — (a1, 2b1)] =

(A,01) = (1= 2)7H(0, (1 = 2)b1)] = (A, b1) = (0,61) = (A, 0)

Todos los elementos de la forma (A, 0) pueden ser generados, por lo tanto, los elementos de la

forma (0, B) también pueden ser generados. C es una R-base invertible de A ® Bn

Proposicién 5.2 Sea D un anillo de divisién y sea A una semilocal D—algebra. Si D # Fq

entonces A es invertible. Si D = o, entonces A es invertible si y solo si A no admite un epimosfismo

15
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algebraico a F; & Fs.

Cuando A es finito-dimensional sobre D, se puede concluir més cosas.
Proposicién 5.3 Sea D un anillo de divisién y sea A un D-dlgebra finito-dimensional. Si D # Fy,
entonces A es 12. Si D =y, entonces A es 12 si y solo si A no admite un epimosfismo algebraico
alF, @ Fs.

La siguiente proposicién para equivalente a la proposiciéon 5.2, sin embargo, esta no necesita

que R sea un anillo de divisién.

Proposicién 5.4 Sea R un anillo y sea A un algebra local libre. Entonces A es invertible.



6 Algebras invertibles

Infinito-dimensionales

Después de trabajar con algebras finito-dimensionales, es natural pensar en estudiar dlgebras
infinito-dimensionales. En esta seccién se vuelve a las algebras que son generados por anillos
arbitrarios, no se restringe a anillos de divisiéon como la seccién anterior. Existen varios ejemplos
de dlgebras invertibles infinito-dimensionales, los grupos anillos son ejemplos de dlgebras invertibles
y en particular si el grupo es infinito, los grupos anillos generados por este serian dlgebras invertibles
infinito-dimensionales. Asi como cualquier extensién de un anillo de divisién infinito también es
un algebra invertible infinito-dimensional. El siguiente ejemplo es importante ya que este provee

una base invertible que no es 12.

Ejemplo Sea L un campo. Considérese el F-algebra F'(x), el campo de las funciones racionales

sobre F. Nétese que:

G = {f(a:)n €{0,1,2,..}, f(z) € Flx] \ {0}}

genera a F(z). Ademas G=! C Flz,27!]. De esto se puede concluir que G no genera a F(x),

entonces si B es una base invertible contenida en G, B no es 12.

Lema 6.1 Sea Ay, A1, A; anillos tal que As es un dlgebra invertible sobre A; con una A;-base
invertible Bs y A; es un algebra invertible sobre Ay con una Ag-base invertible B;. Entonces A,

es un Ag-dlgebra invertible y By By es una Ag-base invertible para As.

Demostracién Por definicién B1By = {b1b2|by € Bi,b2 € Bs}, como by,bs son invertibles
entonces existen bl_1 € Ay, b;l € A, tal que blbl_1 = bgb;l = 1, entonces si by1by € B1 B3, tome
b;lbfl € As, es claro que blbgbglbfl = 1, entonces los elementos de By Bs son invertibles.

Sea a € Ag, como As es un A;-algebra entonces existen ¢; € Ay, by, € B tal que a = 2?21 ciba,,

ez

ademds A; es un Agp-élgebra entonces existen c;; € Ao, b1, € By tal que ¢; = ijl cijbi;, de esto

n Uz
i=1 j=1
donde by,b1; € By By,entonces By By genera a As sobre Ag.

17
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Luego sea

Z Cijblibgj =0

bli GBl,bgj €B>

sea ¢; = ZblieBl ¢;jb1, entonces

Z Cjba; = Z ¢ijb1;be; =0

szeBz bliEBhszGBz

como B3 es una base, entonces es linealmente independiente, de donde ¢; = 0, de esto ¢; =
Zbl.eBl ¢ijb1, = 0, por la independencia lineal de Bi, se tiene que ¢;; = 0 para todo i, j, en-
tonces B Bs es linealmente independiente. A es un Ag-dlgebra invertible y By By es una Ag-base

invertible para Ao m

Proposiciéon 6.2 Sea Ag, A1,... una cadena de anillos tal que para ¢ > 1, A; es un &algebra

invertible sobre A;_;. Entonces A = U;>1A41 es un Ag-algebra invertible.

Demostraciéon Sea B; una A;_j-base invertible para A;, tal que 1 € B; (Existe por ser A; un
algebra invertible sobre A;_; ), Sea C; = B1Bs...B;, como 1 € B; entonces C; C Cy C .... Por
el lema 5.1 C; es una Ag-base invertible para A;, de esto si se toma C' = U;>1C;, C genera a
A, ademds C es invertible ya que si ¢ € C, entonces existe [ > 1 tal que ¢ € C; y como Cj es
invertible, entonces ¢ tiene inverso multiplicativo, por lo que C' es invertible. Sea Y ", r;¢; = 0 tal
quen € N, r; € Ag, ¢; € C. Entonces existe un C] tal que ¢; € C) parai = 1,2,3...,n y como C] es
una Ag-base para A; entonces C; es linealmente independiente. De esto r; = 0 parai=1,2,3...,n.

Entonces C' es linealmente independiente, de donde C' es una Ag-base invertible de Ag

Corolario 6.3 Sea Ag, Ay, ... una cadena de anillos tal que para i > 1, A; es un algebra invertible
sobre A;_; con una A;_i-base 12 que conmuta con todos los elementos de A;_;. Entonces A =

U1‘21A1 es un Ao—élgebra 12.

Demostracion Sea B; una A; j-base 12 para A;, tal que 1 € B; y tal que conmuta con los
elementos de A;_; (existe por las hipétesis del corolario). Sea C; = B1Bs...B;, como 1 € B;
entonces C; C Cy C .... Sea C = U;>1C}, por la proposicién 5.2, C' es una Ap-base invertible
para A. Sea D; = Blegl...Bfl, como 1 € B;l entonces D1 C Dy C ... Sea D = U;>1D;,
sabiendo que B, 1 es una Ag-base invertible para A (dado que B; es una Agp-base 12 para A),
por la proposicién 5.2, D es una Ag-base invertible para A. Sea ¢ € C, existen v; € B; tal que
v = vvo...y; para algtin [. Entonces v™1 = v, ' vy oyt € O~ luego vt = o Ly ot =
(vlvg...vl)_l = (vl...vgvl)_l esto es cierto gracias a que B; conmuta con todos los elementos de
A;_1. De donde v = vl_lv;l...vl_l € D, entonces C~' C D. De manera similar se puede probar

que D C C~!. Por lo que C es una Ag-base 12 para Am

En el corolario anterior si se remplaza la hipétesis de ser una base 12, por una base CUIL,
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SCUI1 o SCUP, usando argumentos similares se pueden llegar a los mismos resultados.

Corolario 6.4 Sea R un anillo y sea

X € M,(R),n>1

OON

0 0
X 0
0 X

entonces A es un R—élgebra invertible.

Demostracion Sean pi,po, ... el conjunto de todos los nimeros primos. Se define ng = 1, y si

i>1,n; = (p1p2..0i)’, ¢ = n?il, es decir n; = ¢;n;_1. Para ¢ > 0 sean

X 0 0
0 X 0
A; = X € M, (R)
0 0 X
X 0 0
0o X 0 ..
Ai = . |X € M, 1"7—1(R)
o o X .
X 0 o0
0 X 0
0 0 X

De estas igualdades es claro que A9 € A; C Ay C ..., como A; € A Vi > 0, entonces U;>04; C A.

Sea B € A, por la definicién de A, existe k € N tal que

By 0 0
0 B 0 ..

B= 7| 1B1 € My(R)
0 0 By .

’ . . .’ ’ . m;
Ademis k € N entonces k tiene factorizacion en ntimeros primos, sea k = H;:n p;’, para algunos

r,m; € N. Sea t = max{r,my, ma,...,m;}, entonces n; = (p1p2...p)", de donde k|n;, por lo que
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B e A, A CU;>0A;. Esto demuestra que A = U;>04;, como A; = M,,(R), por la proposicién
3.1, M, (R) = Mg, (M,,(R)) es invertible sobre M, (R). Esto significa que para i >0 A;;; es

- qi+1

invertible sobre A;, la proposicién 5.2 asegura que A es un R—algebra invertibleg

Proposiciéon 6.5 Sea R un anillo y sea

X 00
0o » 0 ..

A= ) lneN, X € M,(R),r€ R
o 0 » .

entonces A es un R—algebra invertible.

Demostraciéon Sea I la matriz identidad de A. Para 7,57 € N, si i # j, sea v;; = I + ey,
ei; =1 —e€ii + e i1 +eir14. Sea B = {I}U{v;;i,j € N}. Se debe probar que B es una base
invertible. Primero si ¢ # j entonces vigl =1—ey,y v;il = Vjj — €i — €i+1,i+1, D es invertible.

Ademas si i # j entonces €ij =i — I, ey =1 — vy + €541+ €414,y S

X 00
0O » 0 ..

C= . IneN, X € M,(R),X=0,r€R
o 0 » .

entonces C'=r(I — Y I | €;;). De esto, B genera a A sobre R.

Supéngase que para 1 <i,j <n, r,7;; € R se tiene

rl + Z TijVij = 0
1<i,j<n
Para 1 < k < n, considere las entrada (k,k) y (n + 1,n + 1) de la suma de matrices. La suma

queda como:

r—+ Z rij — Tk =0

1<ij<n

r+ Z ’I“ijZO

1<i,j<n
Esto demuestra que para 1 < k < n, rg = 0, ahora bien si se considera nuevamente la entrada
(4,7) con i # j, se obtiene facilmente que r;; = 0. Por ultimo r = 0 ya que r;; = 0 para todo

1 <1i,7 <n. De esto B es una base invertible de A sobre Rm



7 Conclusiones

Trabajar con la nueva definicén de R-dlgebra resulta un poco més complicado, sin embargo

los resultados son més generales, y se cumplen también para la deficinién usual de R-algebra.

Los R-algebras invertibles presentan propiedades y caracteristicas que suelen encontrarse en
estructuras matematicas ya conocidas, aun cuando estos no han sido estudiados profunda-

mente debido a ser recientemente introducidos.

Exigir que la base del R-dlgebra sea formado tnicamente por elementos con inversos, da

oportunidad a un estudio méas profundo y detallado de dlgebras.

Existen R-algebras invertibles que solo pueden ser generadas por una base con infinitos
elementos, ejemplos de estos R-dlgebras son los R-algebras presentados en las proposiciones

6.4y 6.5.

Para asegurar que M,,(A) es un R-dlgebra I2, solo se necesita construir las matrices con

R-algebras A que tiene una base con unidad.
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